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Resumen

En este trabajo repasamos aspectos tedricos sobre gravedad analoga y los aplicamos
a casos particulares en sistemas Opticos, acusticos y espejos acelerados. Revisamos la
creacion de métricas efectivas en sistema acudticos y épticos. En un fluido se crea el
analogo del horizonte de eventos a partir de ondas superficiales, mientras que para el
sistema optico el andlogo se crea con la luz misma y el efecto Kerr.

Hacemos una descripcion a profundidad del efecto Hawking considerando la disper-
sién para ambos sistemas, donde por medio de una descripciéon de modos ortonormales
y la matriz de dispersion se llega a la emision de particulas por parte del horizonte y
en consecuencia se obtiene la temperatura del sistema que viene dada por una integral
compleja.

Luego, usamos este resultado para obtener la temperatura de Hawking de perfiles
de velocidad ideales pero ttiles para desarrollar aproximaciones para sistemas reales.
El perfil de velocidad lineal es la primera aproximacién que resolvemos y la que aparece
en la literatura. Los perfiles posteriores nos permiten ver cémo la temperatura deja
de ser constante debido a la dispersiéon para los dos sistemas analogos. Posteriormente
encontramos una solucién para un perfil cuadratico que sélo podemos resolver como
una serie infinita. Aplicamos las soluciones lineal y cuadrética a un perfil de velocidad
tangente hiperbdlica para los casos sénico y éptico y un solitén para el caso dptico.

Por otro lado, hacemos un repaso al efecto Fulling-Davis y obtenemos el espectro de
emision de un par de trayectorias: el espejo negro y el espejo negro cuanticamente puro.
El espectro del espejo negro es exactamente el mismo que la de un agujero negro de
Schwarzschild. A partir de esta trayectoria se construye el espejo negro cuanticamente
puro que soluciona las inconsistencias presentes en la primera.

Se construye el espacio-tiempo generado por la nueva trayectoria del espejo negro
cuanticamente puro, que ha recibido el nombre de Schwarzschild-Planck y proponemos
un arreglo experimental que recrea dicha métrica en el sistema andlogo éptico.

Finalmente, estudiamos la ecuacién de Korteweg-de Vries que describe ondas su-
perficiales en un fluido que se mueve, proponemos una soluciéon numérica con distintas
condiciones iniciales y obtenemos su evolucién temporal.
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Abstract

In this work, we review theoretical aspects of analog gravity and apply them to
particular cases in optical and acoustic systems and accelerated mirrors. We review
creating effective metrics in aquatic and optical systems. In a fluid, the analog of the
event horizon is created from surface waves, while for the optical system, the analog is
created with the same light and the Kerr effect.

We make an in-depth description of the Hawking effect considering the scattering for
both systems, where using a description of orthonormal modes and the scattering matrix
we arrive at the emission of particles by the horizon and consequently the temperature
of the system that is obtained. is given by a complex integral.

We then use this result to obtain the Hawking temperature of ideal but useful
velocity profiles for developing approximations for real systems. The linear velocity
profile is the first approximation that we solve and the one that appears in the literature.
The subsequent profiles do not allow us to see how the temperature ceases to be constant
due to dispersion for the two analogous systems. Later we find a solution for a quadratic
profile that we can only solve as an infinite series. We apply the linear and quadratic
solutions to a hyperbolic tangent velocity profile for the sonic and optical cases and a
soliton for the optical case.

On the other hand, we review the Fulling-Davis effect and obtain the emission
spectrum of a pair of trajectories: the black mirror and the quantum pure black mirror.
The spectrum of the black mirror is the same as that of a Schwarzschild black hole. From
this trajectory the quantum pure black mirror is built that solves the inconsistencies
present in the first one.

The space-time generated by the new trajectory of the quantum pure black mirror,
which has received the name of Schwarzschild-Planck, is constructed and we propose an
experimental arrangement that recreates said metric in the analogous optical system.

Finally, we study the Korteweg-de Vries equation that describes surface waves in a
moving fluid, we propose a numerical solution with different initial conditions and we
obtain their temporal evolution.

VII
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CapiTULO 1

Introduccion

En 1783, en el marco de la mecanica clasica se propuso un objeto gravitacional tan
masivo que la velocidad de escape en su superficie fuera igual o mayor a la velocidad de la
luz. Esta fue la primera descripcion de un objeto gravitacional que atrapa la luz conocido
como estrella negra. John Michell imaginé una estrella con simetria esférica de masa M,
cuyo horizonte esta definido como la region del espacio de radio r donde la velocidad de
escape es igual a la velocidad de la luz c. Una particula de masa m necesita una energia
cinética de mc?/2 para contrarrestar la energia potencial gravitacional GmM /r, donde
G es la constante de gravitacion de Newton [I].

Después de esto, durante mas de un siglo las leyes de Newton sirvieron para describir
la gran mayoria de fenémenos fisicos de esa época con solo algunas incognitas. Hasta
que en 1915, Albert Einstein propuso las ecuaciones de campo que relacionaban la
curvatura geométrica del espacio-tiempo con la energia y el momento [2].

En el mismo ano de su descubrimiento, Karl Schwarzschild encontré la primera
solucion analitica de las ecuaciones de Einstein para una masa esférica. En esta solucion
se incluye un nuevo objeto del cual nada puede escapar, ni siquiera la luz, fue llamado
agujero negro y sus fronteras horizontes de eventos [3]. Sin embargo, en 1974 Stephen
Hawking demostré que considerando campos cuanticos en el fondo clasico del agujero
negro de Schwarzschild, estos radian con temperatura [4 [5]

he3

7= ———— 1.0.1
87TkBGM7 ( )

donde h es la constante reducida de Planck, ¢ es la velocidad de la luz, kg la constante
de Boltzman, G la constante gravitacional y M la masa del agujero negro.

La masa minima de un agujero negro no rotante y sin carga esta acotada por el limite
de Chandrasekhar [6]. Teniendo esto en consideracién, la temperatura tiene un maximo
de 4.5 x 1078K. Este valor es menor que la radiacién césmica de fondo del universo que
es medida por el fondo césmico de microondas o cosmic microwave background (CMB)
[7], dificultando la medicién de la radiaciéon de un agujero negro astrofisico.

En este capitulo repasaremos los conceptos que llevaron a Hawking a obtener la
temperatura del agujero negro.
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1.1. Agujeros negros astrofisicos

Einstein propuso sus ecuaciones para relacionar la geometria del espacio-tiempo con

la distribucién de energia y momento

Gy — %QWR = 8:_4GTW7 (1.1.1)
donde G, es el tensor de Einstein, R es el escalar de Ricci, g,, es el tensor métrico y
T, es el tensor de energia-momento.

En 1915 Schwarzschild encontré una solucién exacta a la ecuaciones de Einstein que
describen el espacio-tiempo producido por un cuerpo masivo en reposo, esféricamen-
te simétrico, que no rota y que no tiene carga [3]. La solucién dada en coordenadas
(ts,7,0,0); ts es el tiempo de Schwarzschild, mientras que r,60 y ¢ son las coordenadas
esféricas comunes. La solucion tiene la forma

ds? = (1 - 7”—S> Rdi? — (1 - T—S) L - 2402, (1.1.2)
r r
donde dQ? = df? + sin?0di)? es el elemento de linea angular y rg = 2GM/c? es el
radio de Schwarzschild. En general, esta métrica se usa para describir el espacio vacio
fuera de una densidad de masa esférica. Esta métrica presenta dos singularidades en
r ={0,rs}. La singularidad r = rg es llamada horizonte de eventos, cuando un cuerpo
astrofisico tiene esta singularidad expuesta, se le llama agujero negro. La singularidad
en el horizonte de eventos es debida a la mala eleccion de las coordenadas y se remueve
con un cambio de coordenadas, i.e., la inica singularidad real es en r = 0 [§].

1.2. Campo cuantico

En teoria cuantica de campos, el estado del vacio esta descrito por el operador de
aniquilacion

arl0) =0,  Vk, (1.2.1)

donde k establece el nivel de energia del campo conforme a la relacién de dispersién
w(k). El estado del vacio cumple

(0] Ny [0) =0, (1.2.2)

donde N, = &L&k es el operador nimero. El estado vacio representa el nivel més bajo
de energia posible para un sistema y en general no contiene particulas.

La mecanica cuantica juega un papel fundamental en el comportamiento de los
campos de materia. Aun no se tiene una teoria cuantica de la gravedad, pero como una
aproximacién se define un esquema consistente en el cual la métrica del espacio-tiempo
es tratada de forma clasica y estd acoplada a un campo de materia, el cual si es tratado
de forma cuantica. Esto es una aproximacién semiclasica.

De acuerdo a la relatividad general clésica, un agujero negro puede absorber materia
y su tamano jamés disminuird [9]. Hawking descubrié en 1974 que si se considera un
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Figura 1.1: Creacién y aniquilacién de particulas virtuales alrededor de un agujero
negro, el circulo es el radio de Schwarzschild. La regién gris es el interior del agujero
negro y la blanca el exterior.

campo cuantico en el fondo clasico del agujero negro, este emite radiacién de particulas
y por lo tanto se evapora [4].

Una forma bastante sencilla de comprender lo que ocurre en el mecanismo es con-
siderar un par de particulas virtuales en la vecindad del horizonte de eventos. Por la
curvatura del espacio-tiempo hay estados con energia negativa dentro del horizonte,
mientras que afuera hay estados con energia positiva. La primera particula no puede
escapar mientras que la segunda si escapa y se convierte en una particula real como se
muestra en la figura|l.1

1.3. Efecto Hawking

Para estudiar el efecto Hawking se hace la aproximacién de suponer que los campos
de materia obedecen una ecuacion de onda comun, pero la métrica de Minkowski es
reemplazada por la métrica del espacio-tiempo de un agujero negro [5]. Para
ver como surge la emisién térmica consideramos por simplicidad un campo escalar, sin
masa, hermitiano ¢, el cual obedece la ecuacién de onda covariante

9"V, V.0 =0, (1.3.1)

en el espacio-tiempo asintético de una estrella que colapsara para producir un agujero
negro. El tensor g" en coordenadas del cono de luz tortuga (u,v) tiene la forma

0 1_T_S
p r 1.3.2
g 1_7”_5 0 ( )
r
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que diverge cuando r = rg, por lo que estas soluciones no representan el espacio-tiempo
de forma completa.
El operador de campo se expresa en los modos estacionarios

Ou,v) = Y (filw,v)is + £ (w,v)al) (13.3)

)

donde f; son una familia completa de funciones ortonormales, que son solucién de la
ecuacion de onda y que caracterizan los modos con frecuencia positiva. Mientras
que los operadores a; y d} son interpretados como operadores de aniquilacion y creacion,
respectivamente, para las particulas con frecuencia positiva.

El operador de campo <;A5 puede ser expresado en términos de soluciones que repre-
sentan modos entrantes y salientes que cruzan el horizonte de eventos. Para esto se hace
un cambio a coordenadas que cubran todo el espacio-tiempo, el tensor métrico ahora
es representado en las coordenadas cono de luz de Kruskal (U, V)

r(U, V) P [1 N T([i—sm}
r(U, V)} ’

0

py
gt = re (1.3.4)

r(U,V) 0

exp [1 —
rs

hay que senalar que se remueve la divergencia en r = rg (horizonte de eventos) y solo

queda la divergencia en r = 0 (singularidad). Por lo que ahora podemos representar el

campo en r > 0. El operador de campo ahora se representa en un nuevo conjunto de

operadores y eigenfunciones

HUV) =3 (mlU V)b + pi (U VD)) (13.5)

7

Las funciones p; son solucién a la ecuacién de onda ([1.3.1]), su valor es cero en el
horizonte de eventos y son asintéticamente salientes con frecuencia positiva. Existe una
relacién lineal entre ambos grupos de funciones f; y p; dada por

pi = Z (az’jfj =+ Bijf;) . (1.3.6)

J

Los coeficientes o y 5 son llamados coeficientes de Bogoliubov y (|1.3.6)) es la transfor-
macion de Bogoliubov. A partir de esta relacién puede apreciarse que el estado de vacio
definido en (1.2.1]) es en general diferente al estado vacio |0), que satisface

b |0) =0, Vi (1.3.7)

Lo que se debe establecer a continuacion es cudl es el estado del vacio del sistema, ya
que ([1.2.1)) y (1.3.7) no representan al mismo estado. Al considerar un observador en el
infinito se podria pensar que el estado esté descrito por el estado ag [0) = 0 en las coor-
denadas tortuga. Sin embargo, el campo en este estado tiene una energia infinita cerca
del horizonte (inclusive restando la energia del punto cero). Ademds de que cualquier
densidad de energia influye en la métrica a través de las ecuaciones de Einstein .
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Una densidad de energia que diverge indica que la reaccién inversa de las fluctuaciones
cudnticas en el estado |0) son tan grandes cerca del horizonte que la métrica de Sch-
warzschild no es una buena aproximacion para el espacio-tiempo resultante, por lo que
la idea de que el estado del vacio sea descrito por |0) es inconsistente. Por otro lado,
el campo en el estado |0) tiene una densidad de energfa finita en el horizonte (despre-
ciando la energia de punto cero). En este caso, la reaccién inversa de las fluctuaciones
cuanticas en la métrica son despreciables. Por lo tanto, en la presencia de un agujero
negro clasico [9] uno tiene que emplear el estado de vacio |0) en lugar del estado |0)
para describir campos cuanticos alrededor del horizonte de eventos.
Ahora calculemos el niimero de particulas del operador Ny, en el estado |0)

(O] Nk [0) = (0] afay. |0) (1.3.8)

Podemos relacionar ambos pares de operadores mediante una transformacion lineal, que
recibe el nombre de transformacién de Bogoliubov

dk = Z <Oéjki);r» + Bjki)]) s (139&)

J
d—}:@ﬁﬁﬂMD, (1.3.9b)
J

sustituyendo la transformacion en la ecuacion (|1.3.8]) obtenemos

(01 afax 1) = > (01 (czbi + 88]) (bl + By ) 10)
jsi
y utilizando las propiedades de los operadores de aniquilacion y creacién la expresion
se reduce a

(0] N 0) = Z |Brom] - (1.3.10)

Es decir, el vacio contiene particulas para un observador en el infinito.
Para encontrar la forma de [j,,, se suponen soluciones de onda plana para las
funciones f;(u,v) y pi(@,0)

fiu,v) = exp [iw(u + v)], pi(U, V) =exp [iQU + V)] . (1.3.11)
Hacemos uso de la condicién de colapso gravitacional para un cascarén esférico [10]

kU
c

W) =U - S |22

- (1.3.12)

donde k = ¢?/(2rg) nos permite relacionar las coordenadas de Kruskal con las tortuga.
Asi obtenemos

(0] Ve [0) = {eXp (27:“}> - 11_1, (1.3.13)
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que al comparar con la distribucién de particulas bosénicas [9]

n(E) = [eXp (@%) - 1} _1, (1.3.14)

sin masa, momento w y energia £ = hi|w|, notamos que tienen la misma forma. Obte-
nemos la temperatura de Hawking igualando las ecuaciones ((1.3.13]) y (1.3.14)

hed

I'= ——F—. 1.3.1
8rkpGM (13.15)

Un observador en infinito medira un espectro térmico de particulas con esta tempera-
tura.

La produccién de particulas es consecuencia directa del hecho de que el vacio visto
por un observador asintético no es el mismo que el de un observador cayendo hacia
el agujero negro. Es importante senalar que la interpretacién de particula cerca del
horizonte de eventos es precisa pero distinta a la del observador que cae, porque las
particulas de Hawking tienen longitudes de onda comparables al tamano del horizon-
te. Ademas, el argumento previo acerca del estado del vacio no esta particularmente
relacionado con la gravedad, es independiente de las ecuaciones de campo de Einstein,
se aplica para un espacio-tiempo curvo en general. Otra propiedad importante de la
radiaciéon de Hawking es que las particulas estan enredadas [I] pero el par de particulas
estd separado por el horizonte por lo que su enredamiento no puede ser observadoa.

1.4. Problema transplanckiano

Los célculos que llevan a la conclusion de que un agujero negro astrofisico radia
dependen de la validez de la teoria cuantica de campos en un fondo curvo para energias
grandes [11]. Debemos tener en cuenta que la frecuencia no es una cantidad invariante,
sino que depende del observador. Como consecuencia, si centramos nuestra atencion
en un paquete de ondas en el futuro infinito tendra cierta frecuencia medida por un
observador; sin embargo, si retrocedemos en el tiempo, el paquete de ondas tendra
una frecuencia mayor debido al efecto Doppler. Cuanto mas cerca se origine el paquete
de ondas del horizonte de eventos, su frecuencia es mayor y su longitud de onda se
reduce [I2]. En otras palabras, la radiacién de Hawking se origina en longitudes de
onda extremadamente cortas, mucho menores que la escala de Planck, dada por

Ip = %G ~ 1.6 x 107%°m. (1.4.1)

Se espera que las teorias fisicas conocidas fallen en la escala de Planck, cualquier

nueva teoria en esta escala afectard a la radiacion de Hawking. Esto es conocido como el

problema transplanckiano. Una futura teoria cuantica de la gravedad debera explicar el

comportamiento de los campos en las cercanias del horizonte de eventos. Por lo tanto,

la validez de la aproximacién semiclasica usada para derivar la radiaciéon de Hawking
estd en duda.



CAPITULO 2

Gravedad analoga

Hace mas de 40 anos, en 1981, Unruh propuso estudiar el efecto Hawking en sistemas
andlogos [13]. Aunque en un comienzo esta propuesta pasé sin ser reconocida, sus ideas
tomaron especial relevancia en las dos ultimas décadas, como se muestra el histograma
de citas de la figura[2.1] dando paso a una nueva drea de investigacién llamada gravedad
analoga.

La gravedad andloga estudia fenomenos usualmente relacionados con gravedad con
otros sistemas fisicos. Las propiedades de la relatividad general que son descritas por
los modelos anélogos son las cineméticas (es decir que dependen de la métrica) y no
dindmicas (que dependen directamente de las ecuaciones de Einstein). Su estudio se
basa en la existencia de una métrica efectiva que codifica la nocién de espacio-tiempo
de la relatividad general [I1]. En este capitulo veremos cémo se generan las métricas
en sistemas fisicos analogos.

2.1. El espacio-tiempo de un agujero negro como
un medio moévil

Las trayectorias de luz para la métrica de Schwarzschild ((1.1.2]) son

b, _ 1 (1 - 7”—5)_1. (2.1.1)

dr c r

Lejos del radio de Schwarzschild r > rg se tiene que |dts/dr| — 1/¢, asi que la luz se
comporta como si viajara en el espacio plano. Sin embargo, |dt¢,/dr| diverge cuando nos
aproximamos al radio de Schwarzschild por lo que la luz viaja muy lentamente [14].

Como ya se mencion6 anteriormente, la singularidad » = rg no es una singularidad
del espacio-tiempo, esto se ve claramente al hacer un cambio de coordenadas, para este
caso usamos las coordenadas de Painlevé[L5], Lemaitre[I6], Gullstrand[I7] (PLG)

51 < VI/rs = 1) , (2.1.2)

t=t,4+2Y 0 =
Jilrs +1

Cc C
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Figura 2.1: Histograma de citas del articulo Experimental Black Hole Evaporation? [13]

sustituyéndolo en la métrica de Schwarzschild (|1.1.2]), obtenemos una nueva represen-

tacién )
ds?* = c*dt* — <dr + 4 /T—Scdt> , (2.1.3)
T

conocida como métrica de Schwarzschild en las coordenadas de PLG.
Encontramos las dos geodésicas nulas fijando ds? = 0

-1
dt 1 s

—=F-(1£4/— . 2.1.4
ar - T ( 7“) ( )

Estas ecuaciones representan las trayectorias de un fotén que se copropaga y contrapro-
paga respecto a la direccién en la que fluye el espacio-tiempo y tiene una velocidad total
¢ — cy/rg/r. Un fotén localizado en el horizonte parece estatico, ya que la velocidad
del espacio-tiempo y la velocidad del foton son iguales en magnitud, pero contrarias en
direccién. Por otro lado, un fotén localizado fuera del horizonte de eventos escapa muy
lentamente al principio, pero su velocidad incrementa conforme se aleja. Finalmente,
un fotén localizado en la cercania del radio de Schwarzschild tendra una velocidad total
negativa y por consiguiente, no puede escapar y eventualmente llega a la singularidad
(r = 0). Esta geodésica define un marco de referencia inercial, que llamaremos mar-
co comévil, en este marco la velocidad de la luz es ¢. En la figura 2.2] los casos que
mencionamos para la luz: en rojo, los fotones que se originan dentro del horizonte de
eventos no escapan y viajan a la singularidad, mientras que los que se originan fuera
del horizonte, como lo mencionamos les toma cierto tiempo, pero logran escapar. La
ecuacion con signos menos y mas representa la trayectoria de un fotéon que se
propagan con el fluido, con una velocidad total —c — ¢y/rg/r, se grafican en azul en la

figura [13].
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Figura 2.2: Trayectorias que sigue la luz cerca del radio de Schwarzschild. Las lineas
azules punteadas representan las trayectorias de fotones copropagantes que viajan hacia
la singularidad y las trayectorias rojas continuas las trayectorias de los fotones contra-
propagantes que intentan escapar de la singularidad.

2.1.1. Meétrica general para un medio que fluye

De la métrica de Schwarzschild en coordenadas PLG podemos interpretar el
espacio-tiempo como un fluido. En la figura[2.3]se observa como el espacio-tiempo viaja
hacia un agujero negro o fluye desde un agujero blanco que es el inverso temporal de
un agujero negro. Esta analogia con un medio en movimiento forma la base para los
agujeros negros artificiales y los horizontes de eventos andlogos. Reemplazamos el factor
cy/rs/r en la ecuacién con un perfil de velocidades general u(r) y la métrica se
expresa como [13]

ds® = Adt? — (dr + u(r)dt)?, (2.1.5)

donde c es interpretada como la velocidad de las ondas respecto del medio (no necesa-
riamente la velocidad de la luz) y u es la velocidad del medio en que se propagan dichas
ondas. Por otro lado, también podemos permitir que la métrica efectiva se origine por
interacciones distintas a las gravitacionales. De ahora en adelante supondremos que el
medio se mueve hacia la izquierda, asi que u < 0. De la ecuacién obtenemos el

tensor métrico ) )
cc—ut —u
G = ( u _1> ) (2.1.6)

2.2. El agujero negro mas simple

La relatividad general en sistemas que sélo poseen una dimensién espacial y una
temporal o (14+1)D, se comporta de manera muy distinta a la de los sistemas (3+1)D,
ya que se presentan inconsistencias sutiles que impiden la conexién entre ambos sistemas
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‘;\

(a) (b)

Figura 2.3: Tlustracién del espacio-tiempo fluyendo hacia un agujero negro (b) y espacio-
tiempo emergiendo desde un agujero blanco (a). La linea amarilla representa el horizonte
de eventos rg.

y que veremos a continuacién. En 1991, Robert B. Mann probé que este tipo de sistemas
tienen soluciones del tipo agujero negro [1§].

Cualquier sistema estacionario en (141)D con la condicién |g] = —1 puede ser
escrito en coordenadas ortogonales usando el proceso de Gram—Schmidt con un campo
independiente «(z), como

ds? = a(z)Adt — a(x) " d?, (2.2.1)

donde tg es el tiempo y x es la posicién. Como en el sistema original (341)D, la condicién
de horizonte se tiene cuando a(z) = 0 [I8, [19]. Aparentemente, hay una regién del
espacio-tiempo inaccesible, pero esto se debe a que el sistema no esta representado en
las mejores coordenadas [§]. En este texto se escribird ¢ de forma explicita para hacer
mas facil la conexion con los sistemas analogos.

En las coordenadas PLG la métrica toma la forma

ds® = Ad? — (dz + v(z)dt)?, v(z) =cy/1— a(x). (2.2.2)
El espacio-tiempo puede ser visto como un fluido galileano [20], 21], la ecuacién de
geodésica nula es
dt
dr
que define un sistema local inercial llamado marco comovil, y los signos 4+ y — repre-
sentan los rayos copropagantes y contrapropagantes, respectivamente.

En este capitulo veremos como el agujero negro es representado como un fluido que
tiene un sumidero en la singularidad. La conexién con el fluido se obtiene explicitamente
usado las coordenadas PLG [14, 22]. A continuacién, vamos a describir la métrica
estudiando sus cantidades geométricas.

—fo(z) £ 7", (2.2.3)

2.2.1. Cantidades geométricas

En (1+1)D hay ocho simbolos de Christoffel Fffﬁ, pero solo seis son distintos de cero

1 _ 1
Ioy=-Th = 504(90) Yo/ (z), Ty = ia(x)o/(x), (2.2.4)
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donde o/ (z) = da(z)/dz. Las otras tres componentes son obtenidas usando la simetria
no_Tn
Vs =T%,.
El tensor de curvatura de Riemann R’ 5, estd compuesto de dieciséis componentes,
solo cuatro son distintas de cero

1 "
Rpyy = a(x)*Riy, = 504(%)04 (z). (2.2.5)

n

Las dos componentes restantes se obtienen usando la propiedad Rfjﬁ7 =R, g

Las componentes distintas de cero del tensor de Ricci R, son

1 "
— = — 2.2.
ROO = Oé(ZE)Oé (l‘), RH ( ) ( 6)
Los escalares de Ricci R y Kretschmann K son
R = —o/’(:c), K = [o/’(:c)]2 . (22 t)

Finalmente, uno de los resultados més notables en gravedad (1+1)D es el hecho de que
el tensor de Einstein G es siempre cero

R
= 9u = 0. (228)

G =R, — 5

En consecuencia, las ecuaciones de campo de Einstein no condicionan al tensor métrico.
Las conclusiones de esto son: (1) Solo hay soluciones de vacio, i.e., el espacio-tiempo
sélo tiene curvatura, no materia. (2) Cualquier métrica es solucién de las ecuaciones de
Einstein en el espacio-tiempo (141)D, en particular, los que tienen horizonte de eventos
18, 19].

2.2.2. Gravedad superficial

La gravedad superficial x es la aceleracion causada directamente por la geometria
del espacio-tiempo. Su valor en el horizonte nos permite asignar una temperatura al
agujero negro geométrico [23]. La férmula explicita para x es

4

K? = —% (VVk") (V,k,) (2.2.9)

donde k* es el vector de Killing en un sistema de coordenadas apropiado. Esta definicion
nos da « en todo el espacio-tiempo, no sélo en el horizonte [24]. Esto nos serd 1til para
conectar con sistemas andlogos posteriormente. Para la métrica general (1 + 1)D en
coordenadas PLG , la gravedad superficial es dada por

(2.2.10)
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Figura 2.4: Arreglo experimental para ondas de gravedad en un estanque, se resaltan
los parametros importantes para el calculo de la ecuacion de onda.

2.3. Ondas de gravedad (gravity waves)

En 2002, Ralf Schiitzhold y William Unruh [25] propusieron un modelo en el que
las ondas superficiales (ondas de gravedad) de un fluido en un tanque poco profundo
podian recrear el andlogo de un horizonte de eventos. En este sistema es posible variar la
velocidad de estas ondas de forma sencilla, sélo variando la profundidad del tanque. Las
ondas de gravedad no deben ser confundidas con las ondas gravitacionales, las cuales son
generadas de la interaccion de cuerpos astrofisicos y se propagan en el espacio-tiempo.
Las ondas de gravedad obtienen su nombre debido a que la aceleracion gravitacional
determina la velocidad de propagacién y la relacién de dispersion del medio.

2.3.1. Modelo

La forma ma&s simple del modelo es suponer un liquido sobre un fondo horizontal
plano, en el que las fuerzas sobre el liquido sean tales que solo exista un flujo horizontal
estacionario que resulte en una altura constante del liquido. Por simplicidad se considera
un liquido sin viscosidad, incompresible e irrotacional en su flujo. Bajo estas considera-
ciones la densidad del liquido p permanece constante. La ecuacién de continuidad puede
ser escrita en términos de la velocidad local v como

V-v=0. (2.3.1)

Si se desprecia la viscosidad del fluido, su dindmica esta gobernada por la ecuacién no
lineal de Euler

dv . Vp f
- . == - 2.3.2
% v+ (v-V)v P —l—g—i—p, (2.3.2)
donde p es la presion, g = —g2 es la aceleracién gravitacional y f = —pVHVH es una

fuerza horizontal necesaria para establecer un flujo estacionario horizontal, como se

muestra en la figura
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Un perfil de flujo irrotacional V x v = 0 simplifica la ecuacién de Euler (2.3.2)) y
ademas se introduce un potencial de velocidad ¢ tal que v = V¢ y se llega a la ecuacion
de Bernoulli

b+ % (Vo) = Zi —gz =Vl (2.3.3)

Como condiciones de frontera del sistema se toma que la velocidad debe ser cero en
el fondo del tanque, la presién cero en la superficie desplazada y el cambio en la altura
del fluido determinado por la velocidad vertical:

=5 = h+(v-V)h.  (23.4)

v (z=0)=0, p(z=h)=0, v (z = h)

Se consideran perturbaciones dv al flujo de fondo vg que corresponde a pequenos
desplazamientos verticales dh de la altura del fluido h. El flujo de fondo obedece

Vivg=0, vp=vh =V -vp=0, (2.3.5)
en palabras mas simples la altura de fondo hp es contante y

vZ = —p—; —gz -Vl (2.3.6)

N | —

donde pp estd dada por g(hp — 2).

2.3.2. Tensor métrico

Las perturbaciones también son consideradas irrotacionales, asi que estan dadas por
una funcién potencial d¢. Las perturbaciones de la ecuacién de Bernoulli (2.3.3]) son
dadas por

5+ vl - 6 = —%. (2.3.7)
De la condicién de frontera para la presién junto con pg = g(hp — z) se obtiene
dp(z = hp) = gpoh, (2.3.8)
y de forma similar para la velocidad vertical
Svt(z = hg) = Sh + (VL‘? - V)dh, svt(z=10)=0. (2.3.9)

Es de gran utilidad expandir la perturbacién del potencial d¢ en su serie de Taylor

o0

59l ,2) = 3 210600, 9). (23.10)

n=0
Sustituyendo en las condiciones de frontera (2.3.4]) se obtiene

S¢py = 0. (2.3.11)
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Y de la ecuacién de continuidad ([2.3.1]) se obtiene la restriccién

Vo) + 6o =0, (2.3.12)

y asi para valores mas grandes de n. Ademas, debe suponerse que la longitud de onda
A de las perturbaciones es mucho mas grande que la profundidad de fondo hg. Con
esta hipotesis, los términos de orden mayor en la serie de Taylor son despreciados por
ser potencias de hp/\ < 1, dado que Vi = O(1/A?). Manteniendo los dos primeros
términos no triviales en la ecuacién ([2.3.12)) se obtiene

ov(z = hp) = —hpVidd ). (2.3.13)

Combinando las ecuaciones ([2.3.8)), (2.3.9) y (2.3.10]) tenemos

o) = 0. (2.3.14)

9 ’
<a +vp- V”) — ghBVﬁ

Reescribiendo esta ecuacién de onda en forma tensorial
1
vV g

donde la métrica efectiva y su inversa son

Dod0) = ——=0, (V—9910,06()) = 0, (2.3.15)

I I

W (1 v, o[- ( \/V%) v
Joit =\ Il LIl Y = e : (2.3.16)

vy Vg-vp—ghgl vl Es

ghp ghp

donde Z es la matriz identidad 3 x 3. Vemos que gfﬁ tiene la forma del tensor métrico
del agujero negro mas simple en coordenadas PLG ([2.1.6]).

2.4. Analogo 6ptico

En el caso de los modelos de gravedad andloga éptica, la apariciéon de un horizonte
cinematico para la luz es extremadamente dificil de reproducir, como lo implica el diseno
de un flujo de materia a velocidades cercanas a las de la luz. Ulf Leonhardt propuso en
2002 [26] el uso de la llamada luz lenta, esto es, cuando la velocidad de fase de la luz es
reducida a fracciones de ¢ con la ayuda de transparencias electromagnéticas inducidas.
Sin embargo debido a que tanto la velocidad de grupo como la de fase son importantes
para construir los andlogos, esta propuesta no fue exitosa, ya que sélo afecta la velocidad
de fase [27], y considera un perfil de velocidad de grupo parabdlico de la luz de prueba
[26].

Basandose en la idea de que las propiedades del medio son las que determinan el
horizonte de eventos, en el sentido de que, si las propiedades del medio cambian como
un frente de ondas propagandose, no habra en esencia distincion de un medio que esta
en movimiento. Leonhardt y colaboradores entonces propusieron en 2008 [28] que en
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Figura 2.5: Pulso de bombeo viajando en una fibra optica. Para el efecto Hawking
estimulado en el marco comévil, se ilustra el corrimiento al azul y rojo respectivamente
en ambos lados del pulso para ambos horizontes.

lugar de crear un medio mévil, sélo es necesaria una perturbacién localizada del indice
de refraccién generada por un pulso de bombeo que viaja a una velocidad cercana a
la de la luz en el medio y un cambio en el sistema de referencia. Para crear dicha
perturbaciéon se propuso un soliton

5n(T) = dnmaxsech? <7'10) : (2.4.1)

donde dn,.x es la intensidad méaxima del soliton y 7 la duracion. El solitén es enviado
por una fibra 6ptica como se muestra en la figura[2.5] el indice de refraccion se modifica
debido al efecto Kerr éptico [29].

2.4.1. Guia de onda

Consideramos una fibra homogénea en z e infinitamente larga, la transformada de
Fourier de la susceptibilidad y del campo eléctrico son

Xg = Xg(W, 2,9), E (w,r) = Ei(w, 2) Uy (w, x,y) (2.4.2)

y se requiere que los modos de la fibra Uy sean eigenfunciones de la parte transversal
de la ecuacién de onda para luz monocromatica con eigenvalores 32 (w),

2
~ w
—V x (VxUy)+ (1+%,) c—2Ui = pBiUy, (2.4.3)

para fibras de un solo modo de propagacién o monomodo sélo existe un eigenvalor 3%
para cada polarizacion éptica y frecuencia w. Dado que U, esta normalizada, es decir
J UL (w,z,y)|dzdy = 1, el efecto no lineal actia principalmente dentro de una regién
estrecha cerca del centro de la fibra en (z,y) = (0,0). Bajo estas condiciones una buena
aproximacion es

2P,
6002 ’

(02 + B2(i0))] Bx = (2.4.4)
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donde F es la componente z del campo eléctrico y Py es la polarizacién definida como

2 1
P, = 2¢yk (yEiPEingyEﬂ?EijugEfFE;). (2.4.5)

o la permeabilidad eléctrica del vacio y x denota la constante no lineal de Kerr propia
del material. Los eigenvalores 32 de los modos transversales de propagacién establecen
el indice de refraccién efectivo ny de la fibra para pulsos de luz EL(t, z) definido por la
relacién

By = %w. (2.4.6)
El andlogo del horizonte se crea usando un pulso de bombeo que interactiia con un
campo de prueba débil en el caso clasico o con el estado de vacio en el caso cuantico.
En ambos casos, el campo de prueba es débil y se desprecian los efectos de la reaccion
inversa del fondo y de la auto interaccion no lineal. Ademads, la intensidad del pulso
I(z,t) no es fija en las coordenadas de laboratorio, se puede describir el sistema sélo
con el campo de prueba, que esta descrito por el potencial vectorial A que genera los
campos eléctrico £ y magnético B

E=—-0,A, B =0.,A. (2.4.7)
El potencial obedece la ecuacién de onda
[?02 + *B(i0,) — Ox 0] A =0, (2.4.8)

donde x o I(z,t) denota la susceptibilidad debida al efecto Kerr del pulso de prueba
y B = B+ de la ecuacion que corresponde a la polarizacion de prueba y denota
el indice de refraccion efectivo ng. La ecuacion de onda muestra que el pulso
establece un medio mévil efectivo. Por ello, lo mejor es usar como coordenadas el tiempo
de retardo 7 y el tiempo de propagacion ¢ definidos como

z z

=t—— = 249
r=t-2, (=2 (2.4.9)

donde u es la velocidad de grupo del pulso de bombeo. En este caso las propiedades
efectivas del medio dependen sélo de I = I(7). En estas coordenadas 7 toma el papel
del espacio y ¢ del tiempo. La ecuaciéon de onda ([2.4.8]) en el marco comévil toma la
forma

u2

(0c — 0-)° A = 0,—n0; A, (2.4.10)
c
donde el indice de refraccién total n consiste en el indice lineal efectivo ng y la contri-

bucién debida al efecto Kerr y
n® =ng + x. (2.4.11)
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2.4.2. Tensor métrico

Por simplicidad el medio se considera sin dispersién, es decir, el indice de refraccion
de prueba ng no depende de la frecuencia. Haciendo una descripcién relativista de la
ecuacion de onda (|2.4.10)) para las coordenadas y sus derivadas

= (¢, 1), 0y = (0¢, 0r), (2.4.12)

y la matriz

1 —1
w _ 2.4.13
g (_1 1 un) ( )

C

que es bastante parecida al tensor métrico de las ondas que se mueven en un fluido
(2.3.16)). El tensor métrico efectivo g, es el inverso de g" es

A (e 1 ]
G = 5 ( B _1) . (2.4.14)

De esta forma, vemos que el tensor efectivo para ondas transversales de una fibra tiene
la misma forma que el tensor general para el agujero negro més simple (2.1.6)).
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CapiTULO 3

Efecto Hawking en medios
dispersivos

La radiacion de Hawking en sistemas andlogos puede ser vista como un efecto de los
campos cuanticos en el espacio curvo. Hay algunos requisitos que se deben cumplir a
fin de reproducir la radiacion de Hawking analoga en el laboratorio: un sistema analogo
cuantico cuya descripcion efectiva pueda ser separada en un fondo clasico més algin
campo cuantico. Ademads, la geometria andloga debe ser configurada a fin de incluir
algtin tipo de horizonte para la propagacién de los campos cuédnticos [14].

La dispersién en los sistemas analogos lleva a la solucién del problema transplanc-
kiano de la radiacién de Hawking y también a eliminar posibles fuentes de inestabilidad
que pueden atenuar la radiacién [30].

El estado cuantico del vacio |0) es definido con el operador de aniquilacién a por
a]0) = 0, Va. Sin embargo, en la teoria cudntica de campos en espacios curvos, la
definicién del operador de aniquilacién y del estado del vacio varia [9]. Esto abre la
posibilidad a la creacién de particulas del vacio a través de varios mecanismos como el
del Efecto Hawking [4], el efecto Unruh [31], el efecto Casimir dindmico [32], el efecto
Fulling-Davis [33, [34] y el efecto Schwinger [35]. En nuestros modelos, la existencia de
modos con norma negativa permiten la creaciéon de particulas a través de un analogo
del efecto Hawking [36].

3.1. Sistema acustico

Se consideran ondas que se propagan con una velocidad de fase ¢ en la superficie del
fluido que estéd fluyendo con velocidad local u. Ademas, la velocidad ¢ = ¢(k) depende
del vector de onda debido a la dispersion, cuya dependencia esta dada por la naturaleza
del liquido [14), 37].

3.1.1. Ecuacion de onda

Para hacer una descripcion general del problema se propone una densidad lagran-
giana que contenga los términos dispersivos modelados por la aparicién de derivadas de

21
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mayor orden [14]
1 1
£= 3]0~ ud)o|" — 5 |e(=id)o]" (3.1.1)

Aplicar el principio de minima accién a la ecuacién ([3.1.1)) nos lleva a una generali-
zacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

0L 0 ( oL N (oL \_ O 0\ oo
de* Ot \ 0(0.¢*) 022 \ 0(9%¢*) 023 \ 0(03¢*) o o
Sustituyendo la lagrangiana £, encontramos la ecuaciéon de onda:
0y — O.u) (0 — ud,)p — 2 (—id,) 0%¢ = 0. (3.1.3)

La densidad lagrangiana (3.1.1) es invariante bajo traslaciones en el tiempo, lo que
implica que existen modos estacionarios. En general proponemos una solucion de ondas
planas

o(t,z) = e~ i Wt=h2), (3.1.4)
al sustituirla en la ecuacién de onda (3.1.3]) obtenemos

(—w? + iwud, + iwd.u + 0,ud,)e** — ¢ (—id,) 0% = 0. (3.1.5)

Para obtener la relacién de dispersion suponemos que la variacion del perfil de velocidad
sobre una longitud de onda del campo ¢ es despreciable, asi que el vector local existe
y es determinado por el valor local de u. Despreciando las derivadas de u, encontramos

(w — uk)? = [c(k)E]?, (3.1.6)

para estudiar la radiaciéon de Hawking tomamos la raiz positiva de la ecuacion que nos
lleva a la relacion de dispersion

w—u(2)k = c(k)k. (3.1.7)

El medio se movera a la izquierda, formando un analogo del horizonte de un aguje-
ro negro. En el marco comdévil la frecuencia estd desplazada por la férmula de Doppler
. En la figura , la linea recta punteada verde corresponde a la region asintotica
con velocidad uy, mientras que la linea solida morada corresponde a la regién asintética
con velocidad u;. Por la conservacién de la energia [14], 22], las ondas deben propagarse
con un vector de onda determinado por las intersecciones de la curva de dispersion
+c(k)k (roja y azul) con las lineas rectas w — uik (morado) y w — usk (verde), consi-
derando que el medio se mueve hacia la izquierda (u < 0). La velocidad de grupo v, es
la pendiente de la curva de dispersién +c(k)k.

La densidad lagrangiana también es invariante bajo rotaciones de fase: ¢ — ¢e'®,
donde « es una constante real. Esta simetria implica que existe una cantidad escalar
conservada, definida como el siguiente producto interno

(6, dn) = / (100 — ud.)bs — 6a(0r — ud,)) d. (3.1.8)

—00



3.1. Sistema acustico 23

0.6 ‘ ‘ ‘ — 0.06

0.4k ] 0.04h\Fuz bl

ki, - k‘ulﬁl
02r p 0.02f B
ik 7 ] B

0.0 <. -3 =

=

0.00

XA, 5

ke(k)

—02f A ] -0.02p Kt 5

< Rl

~04f,s - ~0.04f

-0.6 —-0.06

1 N 1 1 Il Il Il L L |
-06 -04  -02 00 0.2 0.4 0.6 -06  -04 -02 00
k k

(a) (b)

Figura 3.1: Solucién gréfica a la relacién de dispersién ([3.1.7)) para ondas que se propa-
gan en un medio mévil, en el marco de laboratorio (a) y el marco comévil (b).

donde ¢1 y ¢ son soluciones de la ecuacion de onda ([3.1.3]).
Si consideramos paquetes de onda con posicién z y vector de onda k y con una
frecuencia w. Su dindmica esta gobernada por las ecuaciones de Hamilton [37]:

dz w dk w

5= g_k = v, + u, i —g—z = —ku/, (3.1.9)
donde v = du/dz es el gradiente de la velocidad del medio y v, = d[c(k)k] /dk es la
velocidad de grupo de la onda. El horizonte se forma cuando la velocidad del flujo es
mayor que la velocidad de la onda, pero debemos identificar de qué velocidad estamos
hablando: Hay un horizonte de velocidad de grupo cuando |u| = v, y un horizonte de
fase cuando |u| = ¢(k). Para el efecto Hawking se necesitan ambos horizontes aunque
tienen distintos roles. En la figura [3.2] se muestra la solucion numérica a las ecuaciones
de Hamilton .

La onda k,, tiene velocidad de grupo mayor que la velocidad del flujo (v, > |ul) y
por lo tanto la onda se propaga a la derecha y escapa del horizonte como se muestra en
la figura (trayectoria roja). La onda k,; se mueve hacia la izquierda con velocidad
v, < |u| y no puede escapar del horizonte de eventos es representada en la figura
por la linea azul. Estas soluciones existen y son reales solo en la regién subsdnica,
en la region supersénica existen, pero son imaginarias. Las ondas k,, vy k,; coinciden
en la condicién v, = |u| formando un horizonte de velocidad de grupo [14, 22]. Una
tercera onda k, corresponde a una onda de Hawking con vector de onda negativo que se
mueve a la izquierda. La solucién k, se mueve con el fluido. Para los siguientes calculos
se despreciard el modo copropagante k, ya que su contribucion al efecto Hawking es
insignificante [22].

3.1.2. Modos in y out

Identificamos que existen dos regiones determinadas por las velocidades asintéticas
del fluido: subsénica (derecha) y supersénica (izquierda). De la figura[3.1]se observa que
existen tres modos en la region subsoénica: un modo moviéndose a la derecha k,, que



24 Capitulo 3. Efecto Hawking en medios dispersivos

120 120

100

80

40

20 201

0 : 0 ‘
-20 : -1.0 -0.5 0.0 0.5 Lo

Figura 3.2: Trayectorias para paquetes de onda con 2y, = 10 y diferente vector de onda
inicial ky; (azul), k., (rojo), k, (verde) y k: (morado) bajo el perﬁl de velocidad tangente
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Figura 3.3: Diagrama que representa de forma sencilla al horizonte de eventos como un
dispersor.

escapa del horizonte de eventos, un modo que se propaga hacia la izquierda k,; que se
mueve hacia el horizonte y un modo k,» con vector de onda negativo k,. En la regién
supersoénica solo existe un modo k,;. En la figura se ilustra como se acomodan los
modos en un diagrama de dispersion.

Suponemos que el horizonte de eventos funciona como un dispersor, por lo que solo
nos interesan los modos en el pasado asintético ¢™ y en el futuro asintético ¢o%

¢t = S, (3.1.10)

donde S es la matriz de dispersién y ¢°“ v ¢™ son vectores. Los modos entrantes o in
son los que interactian con el dispersor en el pasado asintético: (¢, ) y los salientes
son los que pueden escapar del dispersor (¢u2, Qur)-

Asi, podemos escribir la ecuacién 1) en componentes:

o= ady + Boy, (3.1.11a)
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out __ in in
w2 — K ul+>\ ul*

(3.1.11Db)

Los coeficientes «, 3, k y A son las componentes de la matriz S. Suponemos que los
modos salientes y entrantes forman una base ortonormal, respecto al producto escalar
(3.1.8) y estan normalizados a d(w; — ws). Utilizando la suposicién anterior y el hecho
de que el producto escalar es bilineal, calculamos la norma del primer modo

saliente (3.1.11a)) y obtenemos:

1=af - | (3.1.12)

lo cual implica que la amplitud del modo incidente ¢ es multiplicada por un factor
|a| > 1. En la figura[3.4] (b) observamos lo mds parecido al efecto Hawking, de la inversa

de la matriz S se obtiene

mn o __ out out
ul a¢ur + B¢u2
y usando el producto interno obtenemos la misma relacion que la ecuaciéon ((3.1.12)), de

esta forma es mas facil entender que al conservarse la norma se crean particulas con
norma positiva k,, y con norma negativa k,s.

(3.1.13)



26 Capitulo 3. Efecto Hawking en medios dispersivos

Si solo consideramos la radiacién que escapa, promediada sobre la pareja de Haw-
king, el estado cuantico reducido de cada modo que escapa es entonces, un estado de
maxima entropia, un estado térmico. Su temperatura es dada por la ley de Boltzmann

B|° hw
o| =exp ( k:BT> : (3.1.14)
donde h es la constante de Planck reducida y kg es la constante de Boltzmann.

Es conveniente caracterizar los paquetes de onda por su vector de onda en lugar de
la posicién z. De la misma manera, el vector de onda es mejor indicador del horizonte
de eventos que la posicién en sistemas dispersivos, esto porque el horizonte se vuelve
difuso, es distinto para cada vector de onda, mientras que hj es siempre el mismo.

3.1.3. Temperatura de Hawking

El efecto Hawking conecta vectores de onda negativos con positivos, como veremos
en esta seccién. En una region donde el flujo sea uniforme, las soluciones para las raices

de la relacién de dispersién (3.1.7)) son ondas planas

¢; = Ajexp (ik;z), Az :

5= Trell) vy ()| (3.1.15)

que se muestran en la figura 3.1} Hemos normalizado las ondas planas a funcién delta
en w. Como ya se menciond, las ondas k,, y k, tienen norma positiva, mientras que
la onda k, tiene norma negativa. Las ondas asintéticas son convertidas parcialmente
unas en otras como se muestra en la figura[3.4] donde los modos globales in y out solo
tienen un modo entrante o saliente respectivamente. Si consideramos la transformacién
espacial de Fourier ¢(k) y derivamos la ecuacién en el espacio de momentos [38]
tenemos

(2~ wian)]” (k) = (ko (3.1.10)

Para pequenas variaciones en el perfil de velocidad aproximamos ¢ usando el método
de integral de fase en el espacio de momentos k. Para esto, consideramos u(i0) como
u(iedy), donde € es un pardmetro pequeno, desarrollamos en serie

u(z) ~ u'iedy, (3.1.17)

representamos
kqg = exp [e’l(éo + 6031 + 6%2 + e )] , (3.1.18)
y sustituimos el ansatz en la ecuacién ((3.1.16f), que nos lleva a

w2

W ~ ~ w ~ ~ ~ ~

12~ QEu/iak(bO + U0y + € [_2Eiulak¢l + u?i? (Do + 25%@@1)} = (k).
(3.1.19)
Ordenando el resultado en potencias de € obtenemos un sistema de ecuaciones aco-
plado para ¢,, que truncamos a m = 1. Finalmente removemos ¢, incorporandolo en
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la escala de u(z). De esta manera obtenemos el cuadrado de la relacién de dispersién

(3.1.7) con i
iy = 2, (3.1.20)

y la ecuacion diferencial
20kh1 + O In [u’(z‘akéo)c(k)] = 0. (3.1.21)

Asi, en el espacio de momentos k tenemos

o(k

(3.1.22)

) = k\/mexp (—Z’/kz(/ﬁ)d/ﬁ),

donde @y = 1/(47?). Para regresar al espacio de las posiciones z, hacemos uso de la
transformada inversa de Fourier en la aproximacion del punto silla

0o kj(z) T
o(2) :/_ o(k) exp(ikz)dk = Z@ exp (—z/ z(ﬁ;)dﬁc:lzzz> : (3.1.23)

las ¢; son las ondas planas normalizadas que aparecen en la ecuacion (3.1.15)), pero
ahora z debe variar. La fase y la amplitud de las ondas planas deben depender del
contorno de integracién de la fase en la ecuacién , aunque no de su forma, sino
de su topologia. Usando distintos contornos topoldgicos [39] nos da como resultado los
diferentes modos in y out de la figura[3.4] La figura[3.5| muestra el contorno integral que
distingue el modo ¢2“* que produce la radiaciéon de Hawking, definido en la ﬁgura. Las
lineas continua, punteada y discontinua indican los valores permitidos de los vectores
de onda k., ku v k., respectivamente para velocidades entre uy y us. El contorno es
elegido bajo el siguiente argumento: el modo ¢%** es la superposicién de los
modos in ¢™ y ¢™. En el lado derecho del horizonte de eventos la componente k,
proviene de a¢” y la componente k, vienen de 3¢. La componente k,; difiere de la
componente k,, por un factor de fase, porque la integral de z(k) entre ky, y ky es
real en el eje real y por lo tanto es real en cualquier contorno. Concluimos que |3/«|

corresponde al peso relativo de la componente k, para el modo ¢2* que se puede ver
del resultado ([3.1.23])

‘ kur(2)
PO = ™ exp —i/ z(k)dk

) ku(z)
+ ¢, exp [—z’ / z(ﬁ)dm] (3.1.24)

La ventaja de este método es que encontramos el coeficiente |/ 3| de ondas parciales
con vectores de onda k grandes donde la aproximacién de punto silla para derivar la
expresion es bastante precisa. De acuerdo a la ecuacion la amplitud
de la componente k, es dada por Im( [ zdk) tomando la mitad inferior del contorno de
integracion de la en la figura . Dado que el perfil de velocidad u(z) es real para z
real en el plano complejo obedece u(z*) = u*(z), y lo mismo ocurre para z(k). Aunque
integremos del vector de onda positivo al negativo, cerramos la integral en el contorno
superior del plano complejo k. La parte real de la integral es cero, mientras que la parte
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Figura 3.5: Densidad Im(z) para la relacién de dispersién tomando el vector de
onda k como una cantidad compleja. Las lineas punteadas cumplen Im(z) = 0, por lo
que z es real para esos vectores de onda. Las vectores de onda k, y k. estan desco-
nectados por una rama de corte, donde la parte imaginaria de z cambia abruptamente
(interfaz azul-rojo).

Sénico | Optico
t ¢
z T
k —w
w w’
c(k) n(w)

Tabla 3.1: Tabla de equivalencia entre las coordenadas de los analogos soénico y 6ptico.

imaginaria aumenta dos veces. Entonces obtenemos de la formula ([3.1.14]) el resultado

37]

oo
=i 72 2(k)dk. (3.1.25)

3.2. Analogo 6ptico

En el analogo 6ptico ocurre algo similar que en el andlogo sénico, la diferencia esta
en el hecho de que los cambios en el perfil son més pequenos, por lo que los intervalos
de las frecuencias en el marco del laboratorio para las que existe el horizonte de eventos
son pequenos. En la tabla se ilustra la equivalencia entre las variables del analogo
sonico con el analogo éptico.
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3.2.1. Descomposicion en modos

Proponemos una densidad lagrangiana [40] que considere los efectos de la dispersion,
modelada por la aparicién de derivadas de orden mayor en las coordenadas (¢, 7)

1 1~
£ = 5|(0c —ud,)g|” — SF(i0:)9, (3.2.1)
donde el perfil de velocidad esta definido por
_ € (1 Y
u(r) = = ( - (5n(7')) , (3.2.2)

consideramos una perturbacion con forma de soliton

n(7) = Onmaxsech? (l) , (3.2.3)
To
y el operador Fes
I . 2 (iaf)Q
F(i0;) = (10;)" — 0 (3.2.4)

donde €2y define la escala de frecuencias para la dispersién. Sustituyendo la densidad
lagrangiana L, ecuacion ([3.1.1]), encontramos la ecuacién de onda:

(0c — 0ru) (O — ud,)p = F(i0,)o. (3:2.5)

La densidad lagrangiana es invariante bajo traslaciones en (, lo que implica que existen
modos estacionarios de la forma

o(¢, 1) = e_iwlcgbw/ (7). (3.2.6)

En la aproximacion de la 6ptica geométrica, la variacion del perfil de velocidad sobre
una longitud de onda del campo ¢ es despreciable, asi que el vector local existe y es
determinado por el valor local de u. Despreciando las derivadas de u y w, encontramos

W —wu(r) = wv—zhn(w), (3.2.7)
donde n(w) es la relacién de dispersion de la fibra. En la figura[3.6)se muestra la solucio-
nes graficas de la relacion de dispersion, la recta morada representa la energia constante
w’ y los puntos resaltan las frecuencias w que la conservan. Las lineas roja y naranja soli-
das son la solucion de la relaciéon de dispersion en la region alejada del pulso de bombeo
para los modos contrapropagantes y copropagantes, respectivamente. Las frecuencias
copropagantes que existen en esta region son wy,., Wy, Wy v la contrapropagantes w,.

Las lineas verde y azul punteadas son la relaciéon de dispersion en la regién donde
el pulso de bombeo es mas intenso para los modos copropagantes y contrapropagantes,
respectivamente. El modo copropagante es w,o y €l contrapropagante es wys.
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Figura 3.6: Relacion de dispersién para el analogo 6ptico, la linea roja es la dispersion
sin considerar la contribucién del solitén (0n = 0), la linea verde punteada considera
el efecto del solitén (dn = dnmax). Los puntos senalan las frecuencias que conservan la
energia w’ en el marco comovil.

La densidad lagrangiana también es invariante bajo rotaciones de fase: ¢ — ¢e'®,
donde « es una constante real, esta simetria implica que existe una cantidad escalar
conservada, definida por el producto interno

6062

(¢1,2) = (3.2.8)

(o]
| 100~ )06~ 6l ~ u(r)0r)5)
Ugoh —o0
donde ¢ y ¢ son soluciones de la ecuacién de onda (3.1.3). A partir de esto definimos
la norma de las ondas, las ondas w,, vy w, poseen norma positiva y la onda w, posee
norma negativa. Las ecuaciones de Hamilton para el analogo éptico son

dr ow' W dw' O —@571/(7).

B da¢ o ¢

290 (w),

En la figura se muestra la solucién grafica para un par de fotones en azul la trayec-
toria de un foton que siente el efecto del agujero negro y en amarillo la trayectoria de
un fotén que siente el efecto del agujero blanco.

3.2.2. Modos in y out

El horizonte se forma donde el flujo excede la velocidad de la onda de prueba, de
nuevo consideramos un horizonte de velocidad de grupo cuando |u| = v,. Las ondas con
|u| > ¢ sufren el efecto Hawking. En el espacio reconocemos que existen tres regiones,
dos donde dn(7) — 0 (derecha e izquierda) y una con 0n(7) = 0nmax (centro). Existen
tres modos en la regién on(7) — 0: un modo moviéndose a la derecha w,, que escapa
del horizonte de eventos, un modo que se propaga hacia la izquierda w,; que se mueve
hacia el horizonte y un modo w,; con frecuencia negativa. Mientras que en la regién
On(7T) = dnmax solo existe un modo wys.



3.2. Analogo optico 31

140 140

1201

1201

100

1001

801 801

z(pm)

z(pm)

Wh

601 60

10~ 408 Wy Wyl Wy Wy2

201 20+

0
-100

Figura 3.7: Trayectorias para fotones. (a) Trayectorias para paquetes de onda con 4cua-
tro frecuencias iniciales distintas dadas por el empatamiento de fase. (b) Corrimiento
en la frecuencia para los fotones (izquierda).

Suponemos que el horizonte de eventos funciona como un dispersor, por lo que
solo nos interesan los modos en el pasado asintético (modos entrantes) y en el futuro
asintético (modos salientes)

¢t = S, (3.2.10)
donde S es la matriz de dispersiéon y ¢°“ y ¢™ son vectores.

Siguiendo la misma argumentacion que en el caso sénico podemos llegar a que el
modo de salida es un modo térmico con temperatura dada por:

2 B!
‘g = exp (— kBT) . (3.2.11)

Es conveniente caracterizar los paquetes de onda por su frecuencia en lugar del tiempo
de retardo 7, la frecuencia es un mejor indicador para un horizonte que el tiempo de
retardo cuando se considera un medio dispersivo, ya que su ubicacién espacial cambia
con la frecuencia.

3.2.3. Temperatura de Hawking

El efecto Hawking conecta frecuencias negativas con positivas. Suponiendo una va-
riacion lenta del perfil de velocidad, en una regién donde el flujo sea uniforme las
soluciones son ondas planas:

¢ = Ajexp (iw;T), (3.2.12)
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Figura 3.9: Densidad Im(7) para la relacién de dispersién considerando la fre-
cuencia w como una cantidad compleja. Las punteadas son las regiones donde se cumple
Im(7) = 0, 7 es real para esos vectores de onda. Las lineas estdn desconectadas por una
rama de corte entre las frecuencias, donde la parte imaginaria de 7 cambia abrupta-
mente.

para las raices de la relacién de dispersion , que se muestran en la ﬁgura He-
mos normalizado las ondas planas a una funcién delta en w, el factor A; es la constante
de normalizacién. Como ya se menciond, las ondas w,, y w,; tienen norma positiva,
mientras que la onda w, tiene norma negativa. Las ondas asintdticas son convertidas
parcialmente unas en otras cuando el perfil de velocidades varia, como se muestra en la
figura Si consideramos la transformacién espacial de Fourier gg(w) y derivamos la

ecuacién (3.2.7)) en el espacio de momentos [38§]

’ 2 R 2 B
{3 —u (i@w)] (wd) = =95 (3.2.13)
w Ngn
donde ng, = ¢/vgp,. )

Para pequenas variaciones en el perfil de velocidad aproximamos ¢ usando el método

de integral de fase en el espacio de frecuencias w. Para esto, consideramos u(i0,,) como
u(i€d,), donde € es un pardmetro pequeno, representamos

wo = exp [e‘l@o + €y + 2Py + - I (3.2.14)
y sustituimos el ansatz en la ecuacion (3.2.13). Ordenando el resultado en potencias de
€ obtenemos un sistema de ecuaciones acoplado como en la secciéon anterior, el cuadrado

de la relacién de dispersién (3.2.7)) con el retraso temporal dado por

0o = T, (3.2.15)
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y la ecuacién diferencial

20,61 + 0, In [u’(z’awéo)"(WQ)] — 0. (3.2.16)

ngo

Asi, en el espacio de frecuencias w tenemos

H(w) = - \/u [T(j))]”n2(w)/ngo exp <—z’ / . T(a)dw) , (3.2.17)

donde ®; = 1/(47?). Para regresar al espacio del retraso temporal 7, hacemos uso de
la transformada inversa de Fourier en la aproximaciéon del punto silla

© w;(T) T
o(7) = /_ P(w) exp(iWT)dOJ:Zqzﬁj exp (-i / T(w)dw:tzz>, (3.2.18)

las ¢; son las ondas planas normalizadas que aparecen en la ecuacion , pero
ahora 7 debe variar. La fase y la amplitud de las ondas planas dependen del contorno
de integracion de la fase en la ecuacion , aunque no de su forma, sino de su topo-
logia. Seleccionar diferentes contornos topolégicos [39] da como resultado varias ondas
in y out de la figura[3.8 La figura [3.9 muestra el contorno de integracién que distingue
el modo ¢ que produce la radiacién de Hawking, las lineas continua y discontinua
indican los valores permitidos de las frecuencias wy,, Wy ¥ W, respectivamente. El con-
torno de integracion lo elegimos bajo el mismo argumento que en la seccién anterior:

el modo ¢2* es la superposicién de los modos ¢ y ¢, donde concluimos que el |a/f]

puede ser obtenido de la ecuacion (3.2.18) como
‘ wur(T)
ol = M exp —i/ 7(w)dw

De acuerdo a la ecuacién la amplitud de la componente w, es ai [ 7dw tomando
la mitad inferior del contorno de integracién, que se muestra en la figura 3.9 Aunque
integremos de la frecuencia negativa a la positiva, cerramos la integral en el contorno
superior. Obteniendo la férmula

. wy (T)
+ ¢, exp [—z/ T(w)dw] . (3.2.19)

hw' ,
T —ziT(w)dw. (3.2.20)



CapriTULO 4

Temperatura de Hawking en
distintos perfiles de velocidad

En este capitulo resolvemos la integral que aparecié en el capitulo anterior para
encontrar la temperatura de Hawking considerando distintos perfiles de velocidad. Lue-
go, aplicaremos los resultados al perfil de velocidad tangente hiperbdlica para el caso
sonico y para el caso Optico utilizaremos la tangente hiperbdlica y el solitén ya que
estos perfiles son los mas relevantes en sus respectivos sistemas debido a que aparecen
en los sistemas andlogos experimentales [22] 37, [41]. Encontramos que el espectro de
Hawking deja de ser térmico debido a la dispersion, i.e., la temperatura de Hawking no
es constante.

4.1. Sistema acustico

Consideramos ondas en un tanque de agua, en el que modelamos su dispersion de
la forma [13], 25| 26], 37, [42]

clk)=csy |1 —— (4.1.1)

donde ¢, es la velocidad del sonido en el medio y k., define la escala de la dispersiéon. Y
el medio fluye con una velocidad que estd dada por perfiles de velocidad ideales, pero
que tienen una solucion analitica.

4.1.1. Perfil lineal

Consideramos que el perfil de velocidad tiene la forma

u(z) = az. (4.1.2)

Para encontrar la temperatura debemos expresar z como funciéon de k, si fijamos la
energia w. De la relacion de dispersion

w—u(z)k = ke(k), (4.1.3)

35
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obtenemos: w
u(z) = i c(k), (4.1.4)
sustituyendo el perfil u(z) se obtiene
w  c(k)
k)= —— —=. 4.1.5
o) = 2 - 22 (4.15)

Recordando que la temperatura esta dada por

ihw
kT = T (4.1.6)

donde ¥ es la superficie de integracion que encierra los modos k,, v k,;. La integral es

iz(k:)dk - ?i (ik - @) di = < f I 2 (4.1.7)

a Q@ als k o

Asumiendo de que la funcién c(k) es una funcién analitica, la tnica contribucién a la
integral de contorno es el primer término de la ecuacién (4.1.5)), por lo tanto obtenemos

T = =T, (4.1.8)

Definiendo la temperatura usuak de Hawking T, que nos sera util al momento de com-
parar los resultados cuando consideramos dispersién. En la figura observamos que
la temperatura no depende del vector de onda: es constante. Por tanto, en este caso
el espectro de la radiaciéon de Hawking no depende de la dispersion, debido a que no
aparece la funcién c¢(k) en la ecuacién [37].

4.1.2. Perfil raiz cuadrada

Consideramos un perfil de velocidad que depende de la posicién z de la forma

u(z) = —ug M, (4.1.9)
a
donde uq es la velocidad de las ondas en el medio, a es la escala espacial y z,, > 0 es el

punto donde se coloca un observador. Despejamos z de la relacion de dispersion

a
T 212
ugk

Z=2Zn

[w— c(k)k]* . (4.1.10)

La funcién z(k) tiene un polo en k = 0, utilizando el teorema de Cauchy obtenemos

Tw  4rwac,

= 4.1.11

La relacién de dispersiéon en z = z,, queda como

W = C(k’o)k’o, (4112)
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Figura 4.1: Temperatura como funcién del vector de onda correspondiente a los perfiles
de velocidad u(z) = {/z (a) y u(z) = =/z (b). Para distintos valores de n: n = 1 (rojo),
n =2 (azul), n = 3 (verde), n =4 (morado) y n =5 (naranja).

donde kj es la magnitud del vector de onda de los modos que se mueven a la derecha
observados en el marco comovil k.

Deseamos expresar el resultado en funcién del gradiente evaluado en el horizonte de
fase. La posicién en la que ocurre el horizonte de fase la llamaremos zy, que es cuando
la velocidad de fase de la onda es igual a la velocidad del fluido en magnitud,

—(20 — 2m
u(z0)| = uo % = c(k), (4.1.13)
y el gradiente
’ Ug 1
= = —y/—. 4.1.14
a=u'(z) 2\ Zalzo =2 ( )

Las ecuaciones (4.1.13]) y (4.1.14) las combinamos para obtener

2
Ug

= — 4.1.15
¢ 2aee(ko) ( )
Sustituimos en la ecuacion (4.1.11)), para obtener
k
7 — 1, o). (4.1.16)
Cs

donde ¢; = v4(0) es la velocidad del sonido. En la ﬁgurase muestra como el resultado
obtenido se desvia de la prediccion hecha sin considerar efectos dispersivos, si definimos
kp, como el vector de onda que cumple c(ky,) = vy4(ky), en este valor la temperatura no
decae a cero.
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4.1.3. Perfil raiz cubica

Consideramos un perfil de la forma

u(z) = —ug (4.1.17)
a
Resolvemos la relacion de dispersion para z
_ a 3
2= 2y — %(C(/{Z)k —w)”. (4.1.18)
Utilizando el teorema de Cauchy para la integral, obtenemos el resultado
hw a wug(0)
—— = —7mbwv?(0) 1 g 4.1.19
o~ oo (14 5y ) 1
por la dispersién que estamos utilizando tenemos la condicién
v;(O) = 0. (4.1.20)

Deseamos expresar el resultado en funcién del gradiente del perfil, evaluado en el hori-
zonte de fase.

Z0 — Zm)

(ko) = ugy — - (4.1.21)

P — (4.1.22)

v a(zg — zm)?

Sustituyendo las ecuaciones (4.1.12), (4.1.21)) y (4.1.22)) en la ecuacién (4.1.19) obtene-

mos
62(]{?0) k
T="T, 2 =To\[1- - (4.1.23)

En la figura se muestra como el resultado obtenido se desvia ain mas de la
prediccién hecha sin considerar efectos dispersivos, aunque conforme vamos aumentando
el radical la temperatura cae mas rapido.

4.1.4. Generalizacion de los perfiles raiz n-ésima

Consideramos un perfil de la forma

ol —(z— zm)'

u(z) = —ug (4.1.24)
a
Resolvemos la relacion de dispersion para z
a
2= 2y — [c(k)k —w]™. (4.1.25)
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Utilizando el teorema de Cauchy para la integral, obtenemos el resultado

ﬁw dn 1 -
keT  up(n— 1) ,Z dkn - (c(k)k)"™ |- (4.1.26)

Deseamos expresar el resultado en términos del gradiente del perfil de velocidad eva-
luado en el horizonte de fase zy, donde se cumple

—a .

c(ko) = (4.1.27)

El gradiente es

Uy [—(20 = 2m) ]/

Va n '
Combinando las ecuaciones (4.1.27)) y (4.1.28)), en la ecuacién (4.1.26), obtenemos el
resultado

a= (4.1.28)

n

n d" ! n—l B
T = Toynlkoc" (ko) (Z( w)! S (k) |k0) . (4.1.29)

=0

Este resultado es una generalizaciéon de lo hecho en las secciones anteriores y se reduce
a las ecuaciones (4.1.8)), (4.1.16) y(4.1.23)) para n =1,2,3.

4.1.5. Perfil lineal inverso

Consideramos la situacion donde u es inversamente proporcional a z. Claramente
es un caso ideal, pero tiene la ventaja de que podemos resolverlo de manera analitica.
Tenemos

u(z) = ~Uo, (4.1.30)

donde uyq es la velocidad de las ondas en el medio y a es la escala espacial para que u(z)
tenga unidades de velocidad. Despejando z de la relaciéon de dispersion, obtenemos

alg
2= =\ 4.1.31
c(k) —w/k ( )
Ahora analizamos esta expresién tiene un polo en k que corresponde a las solucion de
la relacién de dispersion en z — oo, cuando la velocidad del medio es cero, por tanto

w = (koo)koo- (4.1.32)

Como el contorno de integracion encierra a k,, de la onda saliente, inferimos que
ko corresponde a k,,.. Usando el teorema del residuo de Cauchy, para k cerca del polo
koo
de(k)k

dk
donde v, denota la velocidad de grupo y érdenes superiores de la serie no contribuyen
a la integral. Despejando z

ke(k) —w ~ o (B = koo) = vy (ko) (k = Koo, (4.1.33)
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aupk
z = o)k — i)’ (4.1.34)

Calculamos la integral usando el teorema del residuo

hw | augks
k’BT N Ug(k,’oo)’

(4.1.35)

haciendo uso de la relacién de dispersion en el infinito (4.1.32), simplificamos la expre-

sién a
Ty (ko) e(kiso)

T
2rkpaug

(4.1.36)
que es el resultado previamente conocido para el perfil 1/z [43]. La dispersién afecta el
espectro de la radiacion y ya no es un espectro térmico o planckiano. Podemos escribir
la ecuacién (4.1.36)) en una forma que se pueda observar que reproduce el resultado de
Hawking para un medio con dispersién. Usando la definicion de horizonte de fase para
koo

[u(200)| = (koo )- (4.1.37)

Calculamos el gradiente del perfil de velocidad (4.1.30) y la evaluamos en el horizonte

de fase
~uga (ko)

= (z) = =2 7 4.1.38
0 =z = 5 = T (11.35)
y sustituimos en la ecuacion (4.1.36)) para obtener el resultado
Vg (koo)
T =Ty~ 4.1.39
0 C(koo) ( )

Hay que notar que la velocidad de grupo y la velocidad de fase son iguales en ausencia
de dispersion, lo cual reproduce el resultado de Hawking . En la figura se
muestra cémo la temperatura disminuye hasta cero conforme el valor del vector se
acerca a ky,.

4.1.6. Perfil de Schwarzschild

En las coordenadas de Painlevé-Lemaitre-Gullstrand la solucion de Schwarzschild
aparece como un medio mévil con un perfil de velocidad u = —cy/a/r. Consideramos
solo ondas que se propagan en la direcciéon r, identificando r con z suponemos que el
perfil es

u(z) = —ugy /2. (4.1.40)
z
Resolviendo la ecuacion para z

z= m (4.1.41)
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Nuevamente desarrollamos en serie de Taylor el denominador de la expresién, pero
ahora consideramos hasta el segundo término ya que en este caso si contribuye a la
integral

c(k)k —w m vy(keo)(k — ko) + v;(k:oo)(k: — koo )?. (4.1.42)

La funcién z(k) tiene dos polos, k. es la solucién a la relacién de dispersiéon en el
infinito z — 0o. Como en la seccién anterior, suponemos que k,, corresponde a k,, en
el infinito. Sin embargo, debido al cuadrado que aparece en la expresion , z(k)
tiene dos polos
_ Vg (ko)
U;(kOO>’
Utilizando el teorema del residuo de Cauchy, encontramos que el tinico que contri-
buye es k = ko

k=koo,  k=ke (4.1.43)

hw  auf
kpT 03 (koo

Como en el caso 1/z calculamos el gradiente de velocidad a en el horizonte de fase
(4.1.37)

204 (koo ) ko — vl (koo ) k2] - (4.1.44)

03(]{00)

= U (2) = : 4.1.45
0 =) = G (4.1.45)
Expresando la temperatura en funcién de « y la relacién de dispersion
02 (koo U (koo )bioo\ "
T=T2 = (1-2—>) . 4.1.46
002<k00> ( 204 (ko) ) ( )

Esta férmula describe como la radiacion de Hawking de un agujero negro astrofisico es
modificada si el espacio-tiempo es dispersivo. Sin la presencia de dispersion: vy(ko) =
(ko) v (ko) = 0 por lo que recuperamos el resultado de Hawking 7' = Tp. En la
figura se muestra la temperatura efectiva.

4.1.7. Perfil raiz cubica inverso

En la siguiente seccién consideramos un perfil de velocidad proporcional a 1//z,
consideramos este perfil de velocidad, ya que tiene solucién analitica como los anteriores,
por lo que el perfil es

u(z) = —uo g (4.1.47)

Resolvemos de la relacién de dispersion para z

3
P — (4.1.48)

(c(k) —w/k)*
Desarrollamos el denominador en serie hasta tercer orden, alrededor del k que satisface
la relacién de dispersién en el infinito ¢(ke)koo = w:

v;;(kOO) V) (koo)
2

c(k)k —w =vy(kso)(k — koo) + (k — koo)? + -2
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La funcién z(k) tiene tres polos, debido a que la expresion esta elevada al cubo,
sin embargo, utilizando el teorema de Cauchy el tnico polo que contribuye es k.
Obteniendo el resultado

™

kBT - Ug(koo) 2'Ug5(koo) B 6v§(k00)

(90 (ko) + koo (kso)) (4.1.50)

g

Calculamos el gradiente del perfil de velocidad « en el horizonte de fase (4.1.37))

¢ (koo)
a=u(z)= 3ua (4.1.51)
Expresando el resultado en términos de « y la relacién de dispersion
3 (koo 30 (kookoo K2 /30 (kao)?  0"(koo)\]
T="T, g( ) 1— o) + = olbioe)” vy (heo) : (4.1.52)
3 (kioo) 204 (ko) 6 Vg (koo )? Vg (ko)

En la figura (b) se muestra el espectro y observamos que conforme vamos au-
mentando el valor del radical la temperatura tiene una caida mas rapida a cero.

4.1.8. Generalizacion de los perfiles raiz n-ésima inverso

Como hemos visto en los ejemplos anteriores la soluciones para perfiles de velocidad
proporcionales a una raiz de la posicion z tienen solucién analitica, es natural que
propongamos una dependencia de la forma

u(z) = —ug{ g. (4.1.53)

Resolvemos la relacion de dispersién para z

uga
2= Q. 4.1.54
(k) — /K" 1oy
Desarrollamos el denominador en serie alrededor de k., que es la soluciéon a la relacién
de dispersién en z — oo (4.1.32)), consideramos solo los primeros n términos de la serie,
que son los que contribuyen a la integral de contorno

n

)k —w=>" lvU*l)(km)(k — koo ). (4.1.55)

j=1

Considerando el desarrollo del denominador, es claro que la funcién z(k) tiene n polos,
pero solo uno de ellos contribuye a la integral, el polo simple k... Utilizando el teorema
del residuo de Cauchy obtenemos

Fuw uy drt _ 1v(j_1)(k ) -\
= —9or 0 K"/ fg—oouf _ koo)J’l
kgT v (koo ) (n — 1)1 dEn—1 < ; g vy(kso)

. (4.1.56)

k=koo
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Calculamos el gradiente del perfil de velocidad y lo evaluamos en el horizonte de fase
(4.1.37)
Cn+1( koo>

n
naug

a=u(z) = (4.1.57)

El resultado lo expresamos en funcién de « y la soluciéon de la relacion de dispersion en
el infinito (4.1.32))

-1

n koo n—1 n 1 (-1 . "
_ g Vlkee) ] d Y PR AU I (4.1.58)
=17

" (koo) dkn—1 Vg (ko)

k=koo

Este resultado es una generalizacion de lo hecho en las secciones anteriores y se reduce
a las ecuaciones (4.1.39)), (4.1.46) y (4.1.52) paran = 1,2, 3.

4.2. Sistema optico

El caso del andlogo 6ptico difiere del sonico, ya que el perfil de velocidad no existe,
dado que el medio no esta fluyendo, lo que se modifica son las propiedades dieléctricas
del medio. Un pulso propagandose en la fibra modifica el indice de refracciéon n por el
efecto Kerr.

La relacién de dispersién en el marco comévil es

W=w-— vgh%) [n(w) + on(7)], (4.2.1)

donde n(w) es el indice de refraccién del medio, v, es la velocidad de grupo con la que
se propaga el pulso de bombeo y dn(7) es el cambio de indice de refraccién causado
por el pulso de bombeo. En esta seccién consideraremos que la funcién a modificar es
la perturbacion on.

Los problemas a resolver son parecidos al caso sénico, por lo que solo resolveremos
los casos lineal, de segundo orden y los casos generales 1/{/7 y {/T.

4.2.1. Perfil lineal

Si suponemos el caso ideal, donde la perturbacién es lineal
on(t) = ar (4.2.2)

Debemos despejar 7 de la relacién de dispersion

1 W
T=— <ngh —n(w) — ngha) , (4.2.3)

donde ng, = ¢/vg,. La funcién 7(w) tiene un polo en w = 0. Suponemos que la funcién
n(w) es analitica, haciendo uso del teorema de la integral de Cauchy obtenemos el
resultado

T = =Tp. (4.2.4)
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Este es el resultado esperado para la aproximacion lineal y que no considera los efectos
de la dispersién en el espectro térmico [2§], con

~dén(7)
- dr ’

T=Th

«

(4.2.5)

T, s la posicién del horizonte de eventos, que al haber dispersion es variable y depende
de la frecuencia w.

4.2.2. Perfil raiz n-ésima inverso

Consideramos una perturbacion de la forma

on(r) = dng vg. (4.2.6)

Resolvemos la relacién de dispersion (4.2.1) para 7

wn

[(ngn — n(w))w — nghwl]n

T = a(ong)" : (4.2.7)

Analizando la relacién de dispersién (4.2.1]) y considerando la forma de la perturbacién,
en T — 00, la perturbacién no modificara las propiedades del medio dn(r) — 0, la
solucion a la relacién de dispersion la llamaremos wy, — Wy, que cumple

W= W (1 - M) . (4.2.8)
Ngn
Desarrollamos el denominador de la ecuacién (4.2.7)) alrededor de w = wy

n

(ngn — n(w))w = ngne’ =

j=1

(3-1)
L vgr " (Weo) j
ﬁ—c (w — woo) , (429)

donde hemos definido la velocidad de fase relativa a la perturbacién

Upr (W)

= ng, — n(w), (4.2.10)

y la velocidad de grupo relativa a la perturbacion como

vgr(w) d
QT =0 [(ngn — n(w))w] . (4.2.11)
Considerando las suposiciones anteriores, la funcién 7(w) tiene n polos, pero solo con-

tribuye el polo w = wy,. Utilizando el teorema del residuo de Cauchy obtenemos

hw' 9 a(dng)™ dt w
=27 .
kgT (n—1)! dwnt (Zn 1 997 (woo) (w— woo)j—l)

(4.2.12)

17
J J ¢ W=Weo
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Figura 4.2: Temperatura como funcién de la frecuencia correspondiente a los perfiles
de velocidad dn(7) = /7 (a) y dn(r) = =¥/7 (b). Para distintos valores de n (1-roja,
2-azul, 3-verde, 4-morada y 5-naranja).

Definimos el horizonte de fase como la posicion donde se cumple la relacion
IN(Too) = [Ngn — N(Woo)] - (4.2.13)

Calculamos el gradiente de la perturbaciéon y lo evaluamos en el horizonte de fase

[gh = 1(woo)]"*!

nadn®

Expresamos la temperatura en términos del gradiente en el horizonte de fase (4.2.14)) y
la relacion de dispersion en el infinito (4.2.8))

a=0n (1) = (4.2.14)

-1
i nlwe dn1 W

0 n n—1 n i—1 .
Uprlime) | A (S0 i o) (@ — o))

(4.2.15)

Expresamos los resultados por simplicidad como funcién de w. Para n = 1 tenemos el
resultado

T — TOZW—EZ;. (4.2.16)
Para n = 2 :
7oy (e () ) o (4.2.17)
Vpr (W) 204, (w)

- (W(w))?’ [1 e %2 (SUQT(CL;)Q - v;;r<w)>} - (42.18)
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En la figura (a) graficamos los resultados para los primeros cinco valores de n
para el caso inverso.

4.2.3. Perfil raiz n-ésima

Consideramos una perturbacion de la forma

Sn(r) = dno i/ @ (4.2.19)

Resolvemos la relacién de dispersion (4.2.1) para 7

Upr(w) !
(Lw — nghw')
a c

- -
ong w

Analizando la relacién de dispersién (4.2.1]) y considerando la forma de la perturbacién,
en T = T, la perturbacién no modificard las propiedades del medio dn(0) = 0, la
solucién a la relacion de dispersion la llamaremos wy, que cumple

W' = w (1 - M) . (4.2.21)

ngh

(4.2.20)

T="Tn

Considerando las suposiciones anteriores, la funcién 7(w) tiene un polo simple w = 0
y utilizando el teorema del residuo de Cauchy, obtenemos

I’ a A"t (v, (w) "
— =2 il — ! 4.2.22
kT 7T(n — D)!(6ng)™ dwn! ( c T ek ) 0 ( )
Definimos el horizonte de fase como la posicion donde se cumple la relacion
(1) = [ngn — n(wo)] - (4.2.23)

Calculamos el gradiente de la perturbacién y lo evaluamos en el horizonte de fase
ong _
a = n'(ry) = oo [ngn — n(wo)] " (4.2.24)
a

Expresamos la temperatura en términos del gradiente en el horizonte de fase (4.2.24)) y
la relacion de dispersion en w = 0 (4.2.21))

" dn—l n -1
T = Tonlwy (ngn, — n(wy)) ot (ngn — n(w))w — ngpw") } : (4.2.25)
w=0
Paran =1
T=T1, (4.2.26)
Paran =2
T ACN (4.2.27)

Paran =3

T =T, (””—(“)) 2 . (4.2.28)
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4.3. Aproximacion a segundo orden

Consideremos un perfil de velocidad primero para el caso acustico
u(z) = a2 + ap2®. (4.3.1)

La relacién de dispersién (4.1.1)) junto con el teorema del binomio nos lleva a la expresién

2@2

2(k) = ——L 19 i a(m) <% . c(k;))m, (4.3.2)

donde
(—1)7”_1 (2m — 3)!! (4042)m_1

2n ml(m—1)! o¥™ !
En este caso, la integral de la ecuacion (3.1.25)) solo tiene soluciéon como una serie infinita
y la temperatura de Hawking se expresa como

a(m) = (4.3.3)

T
_-4WkB

[Z a(m)o" ! (w — ke(k))™ |k0] : (4.3.4)

m=1
La condicién necesaria para que la serie (4.3.4)) sea convergente
dag(2m — 1) O [w — ke(k)]™ !
oZ(m? +m) 07w — ke(k)]™

e= lim <1 (4.3.5)

m— 00

Para el caso optico la formula es similar con los cambios de variables usados hasta el

momento
' | & . wop(w) )’
_ j—1 [, 1 WUpr
T o L%Zl a(m)o?, (w . >

El resultado solo es vélido cuando se cumple la condicion

] N (4.3.6)

4y (2m — 1) O (W' — wope(w) /)™

ai(m? +m) 951 (W' — wopr(w)/c)"

lim

m—0o0

< 1. (4.3.7)

La serie se calcula analiticamente con software de calculo simbdlico, logramos hasta
60 términos de la serie. En la figura[4.3] (a), un estudio de la convergencia es ilustrado en
la vecindad del horizonte de la velocidad de grupo, el area que mas problemas muestra.
Si el valor de € en la ecuacion es mucho mas pequeno que 1, la convergencia
es rapida, sin embargo, si es mas cercano a 1, la serie (puntos) converge a un valor
diferente que la solucién numérica (linea). Hay que notar que el primer término de
todas las series es 1 como se espera que empate con la aproximacién lineal y T = Tj,.
En la figura (derecha) estudiamos el espectro completo para distintos valores de
a1, i, como vemos la serie converge al valor analitico esperado excepto para as muy
grande, cerca del horizonte de la velocidad de grupo vg,. Para el limite lineal cy — 0
el espectro se convierte en espectro térmico como se espera, pero si ap incrementa, la
termalidad se conserva para valores pequenos as < 0.1 (constante 7'/Tj), aunque la
temperatura decrece (7/T, < 1). Para valores mas grandes de a > 0.1, la termalidad
se pierde y el vector de onda k; domina el espectro.
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Figura 4.3: Temperatura de Hawking para el perfil de segundo orden a;z + asz? con

a1 = 1, varios valores de as, evaluados en el horizonte de la velocidad de grupo ky, y
con m términos de la serie (izquierda). Espectro de Hawking para el perfil de velocidad
de segundo orden con 60 términos (derecha). Las lineas indican la solucién numérica.

4.3.1. Aproximaciéon de segundo orden para perfiles fisicos

En estudios analiticos de la radiacion de Hawking una aproximacion lineal es usual-
mente usada, el espectro es calculado considerando que el perfil de velocidad es lineal
x z [44 45, [46] o o< T [28, 47] y de esto se obtienen las famosas férmulas para la
temperatura de Hawking en sistemas andlogos:

A du e AR 1 dén

_ du __h 1domp 4.3,
2rkp dz|,’ 2rkp on dr |, (4.3.8)

En este trabajo, obtuvimos la temperatura de Hawking usando la aproximacion de
segundo orden dada por las ecuaciones (4.3.4]) y (4.3.6). Aplicamos estas férmulas en la
regién de convergencia para los perfiles mas usados tanh y sech? en la ecuacién
y obtenemos la diferencia respecto al perfil lineal. Estos perfiles de velocidad junto con
la aproximacién forman el modelo base para la radiacién andloga de Hawking.

Finalmente, comparamos los resultados con las soluciones numéricas y obtenemos
un buen resultado mientras que la serie sea convergente, estos resultados se muestran en
la figura [£.4] Como se esperaba, el espectro es térmico para vectores de onda pequenos.
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Figura 4.4: Temperatura de Hawking para el perfil tanh alrededor de z = 0 (izquierda)
y para sech? alrededor del punto cero de curvatura k = k;, (derecha). Graficamos el
resultado analitico para las aproximaciones a primer (azul discontinuo) y segundo (rojo
sélido) orden y el resultado numérico (morado punteado).

4.4. Solucién numérica

Resolvemos la integral numérica para comprobar los resultados analiticos para los
diferentes perfiles. Para todos los perfiles calculamos la integral numérica. La integracién
se hace en el plano Cartesiano, como trayectoria se toma una elipse o rectangulo que
encierre el origen y que no pase por ninguna de las ramas de corte en el plano complejo,
parecido al contorno verde en las figuras v[3.9 Para verificar la validez del contorno
usamos el hecho de que la parte real de la integral debe ser cero y en general en las
soluciones numéricas es del orden ~10~% en el sistema actistico y ~107!° en el sistema
optico. En la figura mostramos el comportamiento de la parte real de la integral
para los perfiles crecientes para ambos sistemas. Del comportamiento del error en ambas
graficas podemos deducir que es numérico porque no tiene estructura y oscila alrededor
de cero. Los resultados son los mismos que se muestran en las figuras v 42
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Figura 4.5: Error numérico de la integral compleja (parte real) para los perfiles crecientes
del sistema sénico (a) y 6ptico (b). Para distintos valores de n (1-roja, 2-azul, 3-verde,

4-morada y 5-naranja).



CAPITULO 5
Analogo 6ptico de la métrica de
Schwarzschild-Planck

En 1975, Stephen Fulling y Paul Davis propusieron estudiar un modelo de un campo
escalar sin masa influenciado por el movimiento de un espejo perfecto, i.e., que refleja
todas las frecuencias sin pérdidas. Considerando la ecuacion de onda y la condiciéon de
frontera en la trayectoria del espejo demostraron que estos sistemas emitian particulas
en forma de radiacion [33] [34]. Esto es ahora conocido como el efecto Fulling-Davis.

Posteriormente Michael Good et al, propusieron varias trayectorias distintas para
estudiar a fondo la creacién de particulas [48, 49, [50]. Una de las principales ventajas
de los espejos es que los coeficientes de Bogoliubov pueden ser calculados con relativa
facilidad. Dado que este efecto es puramente cinematico (como el efecto Unruh) se puede
conectar con otros fendmenos que crean particulas a través de métricas astrofisica [51]
o analogoas [52], como veremos en este capitulo.

Cuando se consideran los efectos de un campo escalar cuantico en el fondo clasico,
la solucién de Schwarszchild ya no es una solucién estable de las ecuaciones de Einstein,
i.e., no describe el espacio-tiempo de un agujero negro que emite radiaciéon de Hawking
ya que la solucién de Schwarzschild es para un sistema estacionario [51].

A través de una regularizacién de la trayectoria del espejo negro se obtuvo una nueva
trayectoria del llamado espejo negro cuanticamente puro propuesta por M Good et al.
[49, [51]. Luego, obtuvieron un espacio-tiempo que describe al agujero negro regularizado
correspondiente y su emision de radiacion. La nueva métrica soluciona las divergencias
de la métrica de Schwarzschild, dado que no hay divergencias en el infrarrojo y la energia
emitida es finita .

En este capitulo estudiaremos la produccién de particulas debida a espejos, esto
es el efecto Fulling y Davis. Posteriormente, aplicaremos los resultados obtenidos para
dos trayectorias especificas y estudiaremos la produccion de particulas. Posteriormente
vamos a obtener la métrica de Schwarzschild-Planck partiendo de la trayectoria del
espejo negro cuanticamente puro. Luego obtenemos la métrica del espacio-tiempo de
Schwarzschild-Planck en el andlogo 6ptico. En la figura 5.1 mostramos de forma simpli-
ficada los pasos que se van a seguir para obtener la nueva métrica. Logramos obtener
un sistema que reproduce las caracteristicas de la métrica de Schwarzschild-Planck.

o1
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. Condicién o Conexién por L.
Trayectoria de de colapso Métrica de gravedad superficial Métrica de
espejo negro 4 Schwarzschild — Schwarzschild
Optica
Regularizacion de la
trayectoria
Trayectoria de Métrica de Métrica de
espejo negro =P  Schwarzschild-Planck — Schwarzschild-Planck
cudnticamente puro  Condicion de Conexidn por Optica

colapso gravedad superficial

Figura 5.1: Diagrama que simplifica como se obtiene la métrica de Schwarzschild-Planck

5.1. Coeficientes de Bogoliubov
Por simplicidad consideramos el espacio-tiempo plano

ds* = 2dt* — dz® = —dudv. (5.1.1)

donde u =t — x, v =t + v son las coordenadas de cono de luz; t es el tiempo y x la
posicion medidos en el marco de laboratorio y denotamos la posiciéon del espejo como
z = z(t). Partiendo de la ecuacién de onda para campo escalar sin masa

O¢ = 0, (5.1.2)
que se puede representar en las coordenadas de cono de luz
0,0, = 0. (5.1.3)
La solucion general a la ecuacién de onda es
¢ = a(u) + b(v), (5.1.4)

donde a y b son funciones arbitrarias.
Los modos se normalizan usando el producto escalar [53]

(61, 69) = —i /E Ao/ [galn® [10u6 — (Datht) 03] (5.1.5)

con X una superficie de Cauchy y n® el vector unitario normal a esta superficie. Una
superficie que se usa es J; y se muestra en el diagrama de Penrose de la ﬁgura En
estas condiciones el producto escalar se reduce a

(61, 6n) = —i / o [6i0uds — (0061) 3. (5.1.6)

o0

Otra superficie consiste de la unién de Jg con jﬂf _, que es la parte de J;" que estd a
la derecha del espejo. Entonces, el producto escalar es

(¢1,02) = —i/_ du [¢10,05 — (Ou1) b3)] —i/ dv (010,05 — (0u01) @3], (5.1.7)

o0 VH
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5.1.1. Modos in, out y left.

Los modos in estdn normalizados, se encuentran en la regiéon J; y forman un
conjunto completo para la regién de la derecha del espejo. Los modos out son aquellos
que también estdn normalizados en la regién J y se desvanecen en la regién .,711 .
Otro conjunto de modos, llamados left son aquellos que terminan en J;' .. Tomando
como conjunto competo los modos out y left. Todos los modos que inciden sobre el
espejo deben desvanecerse en su superficie. Los modos in y out tienen la forma

fin = 1 (6_M _ 6—iwp(u)) 7 (5.1.8)
4w
fout — 1 (e “h0)Q (vg — v) — ev) | (5.1.9)

ﬁ
3
&

<

donde las funciones p(u) = v y h(v) = u estan definidas por la localizacién del espejo

).
5.1.2. Numero de particulas

Expandimos el campo en el conjunto de modos normales in:
ézfdwwﬂ+ﬂ%ﬂ, (5.1.10)
0
y también lo expandimos en la segunda base de modos out y left

b= [ @ g T L), (5.1.11)
0

donde ai™, a® y a'“* son los operadores de creacién en su respectiva base y su corres-

pondiente operador de aniquilacién. Se propone escribir las funciones f°* como una
combinacion lineal de las funciones f!* con ayuda de los coeficientes de Bogoliubov:

fzut = / do’ (C(ww’fg/l + 5ww’fz)7’1*) : <5112)
0

Aprovechando el hecho de que los modos son ortonormales, se encuentran las relaciones
para los coeficientes de Bogoliubov

Q! = ( sut’ fff}) ) 60.)(.0/ = - (fc,(jUta f:;T’L*) ) (5113)

podemos obtener de forma explicita el coeficiente 3 en funcién de la trayectoria, susti-
tuyendo la funcién out (5.1.9) y haciendo un poco de algebra se obtiene

B! = dve™ (@ vHehO) (p/ ()0 — W), (5.1.14)

1 vH
4/ ww! /Oo
el horizonte se puede establecer en vy = 0, aunque en general no afecta al espectro ya
que el médulo de 3 elimina la dependencia de vy, [50].
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Y los operadores de creacién y aniquilacién de la base out.

dgzm = <¢A)7 f:jm) = / dw’ (dg}afw - Ai;n’Tﬁwcu’> ) (5'1'15)
0

dgut’f _ (é) f£Ut*> _ / do’ <dZ7TO-/ww’ _ di}’} :w,> . (5116)
0

Si consideramos que el campo estd en el estado vacio |0) en la base in, el nimero
promedio de particulas que se detectan en Z" con frecuencia w es

(0] N2 0) = /0 4 | (5.1.17)

Donde N2 = 2“4 se obtiene combinando las ecuaciones (5.1.15) y (5.1.16). En el
siguiente capitulo usaremos los resultados obtenidos para dos trayectorias especificas.

5.2. Trayectoria del espejo negro

Good y su equipo propusieron la trayectoria del espejo negro [49, 53], la cual imita
la creacién de particulas a tiempos del colapso de una masa esférica

vy — ct — W (e
(1) = e
2a
donde a es la aceleracion del espejo, vy es la asintota de la trayectoria en el futuro y

W es la funcién de Lambert que se define como el inverso de la funcién z = W (z)e"V(®).
Definimos la trayectoria del espejo en las coordenadas de cono de luz

v (t) = ct + 2(), (5.2.2)

(5.2.1)

U es evaluada en la posicién del espejo al tiempo ¢, sustituimos la expresién de z(t) y
ahora tomamos como parametro la coordenada v para determinar el tiempo en el que
el espejo cruza la coordenada v

tm(v) = v — i log [a(vy — v)] . (5.2.3)

Dado que lo que nos interesa son los modos en el futuro debemos encontrar la coorde-
nada v como funcion de v

h(v) = u = ctp(v) — 2t (V) = v — glog l[a(vyg —v)], (5.2.4)

esta ecuacion representa la trayectoria del espejo en las coordenadas de luz. Esta funcion
es idéntica a la condicién de colapso gravitacional para un cascaron esférico de masa
M en coordenadas de Regge-Wheler

u(U) —U- I

K

kU

Cc

, (5.2.5)

hasta la constante vj,. En la figura (a) se muestra el comportamiento de la trayec-
toria: en tiempos tardios alcanza el estado v, y aceleraciones grandes a hacen que la
trayectoria sea menos suave.
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Figura 5.2: Trayectoria del espejo negro (a) variando el pardmetro a = 1,5, 10, 15 (rojo,
azul, verde y morado) y vy = 0 y del espejo negro cudnticamente puro (b) variando
=10,102,103,10* (rojo, azul, verde y morado) y a = 1.

5.2.1. Coeficiente [

Para obtener los coeficiente 5 de Bogoliubov, debemos sustituir la ecuacién (5.2.4))
en (5.1.14) y con la condicién que u — —oo en Z, obtenemos la expresién analitica

—i(wtw') /[ ; —iw/a ;
By = - ik [—E@J + w’)] T (E) . (5.2.6)
a

2ma w+ W a

Como se mencioné al inicio del capitulo, la principal ventaja de las trayectorias de
espejos negros es la simplicidad para obtener de forma analitica de la funcién f,...
Esto es importante porque simplifica los calculos para obtener el espectro de radiacion,
la energia por modo y la energia total del sistema.

5.2.2. Espectro térmico

Podemos calcular el espectro térmico usando la ecuaciéon para el niimero promedio

de particulas (5.1.17)) y el coeficiente 5 (5.2.6) de Bogoliubov que acabamos de obtener

2

- e 1 ww’ iw
0] N2 |0) = dw’ ' — 2.2.7
o1z = [T e () (527)
Usando la propiedad |T'(ib)|> = 7/[bsinh(7b)] y simplificando, obtenemos
. o W’ 1 1
0| Ng*[0) = [ du 5.2.8
(OFNZ10) /0 w27m(w+w’)2@7w/a—1’ ( )
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Figura 5.3: Espectro térmico (a) y energia (b) para las particulas emitidas por el espejo
negro. El espectro térmico sigue el mismo comportamiento que el espectro térmico de
un agujero negro.

Debido a que nos interesa la produccion de particulas en tiempos tardios, tenemos
w' > w, por lo que se reduce a

1 1

omaw' e?rw/a — 1’

(0] Nout|0) = /0 dw’ (5.2.9)

el factor 1/(2maw’) es el responsable de la produccién infinita de particulas en los modos
w, en otras palabras es el responsable de una divergencia en la produccién de particulas
en w — 0 . Ademds vemos que existe una distribucién térmica con temperatura T =
a/(2m) [49].

En la figura [5.3| mostramos la produccién de particulas (a) y energia (b) producidas
por el espejo negro. Es un andlogo casi exacto del espacio-tiempo de Schwarzschild,
incluso replica los mismos problemas: la produccion de particulas en tiempos tardios
estd en eterno equilibrio ya que en el analisis encontramos que los paquetes de onda
no dependen del tiempo u en consecuencia el ntimero de particulas y la energia son
infinitos, como si el agujero negro radiard eternamente [51]. Sin embargo, esta conexién
entre la trayectoria y el espacio-tiempo permitié proponer una nueva trayectoria que
resuelve estas divergencias, que veremos en la siguiente seccién.

5.3. Trayectoria del espejo negro cuanticamente pu-
ro

Para resolver las divergencias que se presentaron en la seccién anterior, Good et
al. [50], [54] propusieron una nueva trayectoria que se asemeja a la de un espejo negro
cuyo numero de particulas y energia producida son cantidades finitas. Ademas, resulta
que la radiacion producida tiene un espectro cuasi-térmico y el estado final del campo
producido por el espejo es un estado cudntico puro [51].
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Por simplicidad la trayectoria es propuesta en el tiempo de retardo para el espejo

up(v) =v — € sinh™ , (5.3.1)

2
a &

el subindice p se refiere al estado puro. Esto debe compararse con la ecuacion de
la trayectoria del espejo negro usual, donde hay una correspondencia entre la funciéon
log v sinh™! ya que en la trayectoria en coordenadas de laboratorio se propone com-
pletar la exponencial para hacer simétrica la ecuacién . Notar que ahora hay dos
parametros distintos g y a. En la ﬁgura (b) vemos el comportamiento de esta nueva
trayectoria, ya que su estado final es uno que puede ser descrito por ondas planas, la
trayectoria recibe el nombre de cuanticamente puro.

5.3.1. Coeficiente [

Como se mencioné en la introduccién de este capitulo, una ventaja de estudiar la
produccion de particulas a través de la trayectorias de espejos es que los coeficientes de
Bogoliubov se obtienen de forma analitica con relativa facilidad. En particular, calcula-
remos el coeficiente [ responsable de la creacién de particulas, introducimos la ecuacién
de la trayectoria del espejo en la ecuacion y haciendo un poco de algebra
y usando la representacion integral de las funciones modificadas de Bessel obtenemos
la expresién analitica de 3

ww’ e w4+ w
= — Y KL , 5.3.2
b m(w+w’)e B ( g > ( )

donde K, es la funcion modificada de Bessel, que su expresion integral es

Ka(x):/o et cosh atdt. (5.3.3)

A diferencia de la ecuacién ([5.2.6) no presenta divergencias al ser integrada en w’.

5.3.2. Espectro cuasi-térmico

Como en la seccién anterior usamos la ecuacién (5.1.17)) para calcular el nimero
promedio de particulas del estado vacio en la base in y el coeficiente 8 (5.3.2)) que
acabamos de obtener

/

\Tout _ > ww _mw o o w+ W
<O|Nw |0> —/0 dw'me a K% ( g ) . (534)

Nos interesa el espectro en el limite g > a, ya que g nos ayuda a frenar méas rapido el
espejo y al final lo que queremos es una emisién en un tiempo finito, en este régimen
podemos expandir la funcién modificada de Bessel en términos de la funcién hiper-
geométrica oF; en el limite g > a se puede expresar en términos de una serie infinita
de la cual sélo tomamos los primeros dos términos ya que los restantes no contribuyen
a la integral en las frecuencias
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Figura 5.4: Espectro (a) y energia (b) para las particulas emitidas por el espejo ne-
gro cuanticamente puro. La presencia del nuevo parametro g causa desviaciones en el
comportamiento y evita la divergencia en el infrarrojo para el nimero de particulas
producidas.

Iy

\rout -
<O|Nw |0>_€w/T—1’

(5.3.5)

con

1 1 1 y+1 (wTg)**csch(mw)
,=—In{— —Re(H;,) — R - : 5.3.6
P (wn) * T e(Hu) T e (4(2w +)I(1 4 iw)? ( )

donde T' = a/2m, H, =Y ,_, 1/k es el nimero arménico, v ~ 0.577 es la constante de
Euler y T" es la funcién gamma. El espectro resultante es cuasi-térmico [54], es decir es
parecido al espectro térmico y se hace térmico en el caso g — co. En la figura (b)
se muestra como el pardmetro g convierte al espectro térmico en cuasi-térmico y a la
vez evita la divergencia en el infrarrojo, es decir a frecuencias bajas como se ve en la
figura (a), se observa cémo se soluciona la divergencia.

5.4. Espacio-tiempo de Schwarzschild-Planck

Good et al. partieron de la condiciéon de colapso gravitacional para obtener la tra-
yectoria [49, 53]. Ahora, en sentido inverso podemos obtener el espacio-tiempo corres-
pondiente a la trayectoria del espejo negro cuanticamente puro, si proponemos que
sea

. 4.1
2ct (5-4.1)

w(U)=U — € sinh™!
K

la gravedad superficial es k = ¢?/(2r) y hemos definido g tal que haya una correspon-
dencia con la gravedad superficial para la analogia del agujero negro

g=— (5.4.2)
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Figura 5.5: (a) Velocidad dr/dt para diferentes valores de ¢/rg. (b) geodésicas nulas
para rayos de luz de la métrica de Schwarzschild (naranja) y de Schwarzschild-Planck
(morado), con £/r, = 1073.

en esta seccion veremos que la distancia ¢ se asocia con la estructura de los diferentes
sistemas.

De la condicién de colapso se define una nueva coordenada tortuga

14

7 =1+ resinh~! |- (5.4.3)

Y de la condicién d7*/dr = f~' [51] se define una nueva métrica regularizada con la
nueva escala ¢ la cual llamaron métrica de Schwarzschild-Planck

ds® = fidt? — frdr?, f=1

(5.4.4)

La aparicién del nuevo factor de escala ¢ regulariza la métrica convencional de Sch-
warzschild. Como se espera, la métrica de Schwarzschild se obtiene en el limite £ — 0.

En las coordenadas PLG la métrica tiene la forma

ds® = 2dt® — (dr + v(r)dt)?,

(5.4.5)

=cC 's .
v(r) = \/r5+\/m

Se muestran las geodésicas nulas de las métricas de Schwarzschild y Schwarzschild-
Planck en la figura[5.5 Gracias a la gréfica es posible ver cémo el pardmetro ¢ normaliza
el espacio-tiempo, porque los modos comienzan dentro del horizonte a un tiempo finito
y no vienen del pasado asintético, aunque en nuestra escala de tiempo podria parecer
que los fotones hacen lo contrario. Veremos que aun hay problemas para conectar ambas
regiones separadas por el horizonte de eventos.
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5.5. Analogo 6ptico de la métrica de Schwarzschild-
Planck

Partiendo de la métrica obtenida por T. Philbin et al. [28] y que mostramos en la

seccion 2.4

o (utn?)t -1 —1
Guv = U2n2 ( 1 _1> s (551)

donde hemos agregado el término ¢? con el fin de que el elemento de linea ds recupere
unidades de distancia
ds? = u?n(7)2d¢? — A (dr + d¢)?. (5.5.2)

Ademas, el factor conforme es despreciado dado que la propagacion de las ondas es
aproximada por las geodésicas nulas en el limite eikonal [55]. Esta es la métrica éptica
andloga. Como se ha dicho, n(7) puede ser controlado a través del efecto Kerr para
obtener una métrica especifica. Para poder compararla con cualquier métrica hacemos
el cambio de coordenadas [23]:

d¢ = dés — adr, a =92 (5.5.3)
Joo

y definimos una nueva coordenada espacial d7 = (un/c)dr, la forma final de la métrica

es
1
ds? = (“2”(7)2 = 1) 2d¢ - (“WT)Q - 1) 2d7. (5.5.4)

c? c?

Calculamos la gravedad superficial de manera sencilla

i [ o

R(T) =

Como los sistemas analogos recrean las trayectorias de la luz a tiempos tardios, calcu-
lamos las geodésicas nulas
-1
un(T)}
Y

C

d¢

e [1 +
para conectar con el sistema astrofisico. Particularmente nos fijamos en las trayectorias
con signo (—) que corresponden a los modos contrapropagantes y que contribuyen a
la radiacion de Hawking, que es el principal objetivo de los sistemas analogos 6pticos
[28, B5].

En 6ptica, es posible controlar la forma del indice de refraccién n(r) mediante el
campo de bombeo adecuado, con lo que se pueden obtener diferentes métricas efectivas.
Como hemos dicho, una de las metas es establecer una conexién entre la métrica de
Schwarzschild-Planck y la métrica optica. Lo que recrean los andlogos son las geodésicas
nulas para cada sistema, por lo que igualamos las ecuaciones de geodésicas nulas

y (5.5.6), obtenemos la siguiente relacion

v(T) £ ¢ = —cFun(r), (5.5.7)

(5.5.6)
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resolviendo la ecuacién para encontrar n(7) y tomando el signo menos para las geodési-
cas nulas que escapan se tiene

n(r) = —=, (5.5.8)

sustituyendo v de la ecuacién ([5.4.5]), obtenemos la forma que debe tener el pulso para
recrear un espacio-tiempo de Schwarzschild-Planck

n(r) = E\/ L (5.5.9)

ul\ 7g+ /(1 —75)2 + 77

donde 7¢ y 7, son parametros introducidos en la métrica 6ptica que toman el lugar de
rs v £ de la métrica astrofisica de Schwarzschild-Planck.

Podemos controlar el indice de refraccién n(7) = ng + dn(7) con la intensidad del
campo de bombeo I(7) por el efecto Kerr como dn(7) < I(7). La forma del campo de
bombeo lleva a recrear un espacio-tiempo de Schwarszchild como se muestra en la figura
[.6 (linea naranja). El nuevo pardmetro suaviza el campo de bombeo en la métrica de
Schwarzschild-Planck como es claro el comportamiento de n(7) como la relacién 7,/7g
crece, también se muestra en la figura 5.6/ uno de estos perfiles es usado en la figura [5.9]
Si se considera el limite 7, — 0 también regresamos a la métrica de Schwarzschild.

El maximo valor de dn necesario para crear un espacio-tiempo andlogo es alcanzado
y dado por

Ts
Ts—|—7'g

dnp(7e) = ngo

El valor més grande entre ellos corresponde al limite del caso de Schwarzschild
OMmax (e = 0) = ngo — ny como se muestra en la figura . Este valor es grande pero
no esta fuera de las posibilidades experimentales y hay que recordar que este es el valor
méas grande de cualquier espacio-tiempo anélogo posible.

5.5.1. Tensor de energia momento y energia total

El tensor de energia-momento cuantico 7}, se obtiene al considerar un campo escalar
sin masa en el espacio-tiempo curvo. En coordenadas de cono de luz la tinica componente
diferente de cero es (T,,(U)), esto porque estamos estudiando la energia emitida en
tiempos tardios, dada por

(Tou(U)) = (in] : Tou(U) : |in) = —% w(U), U} (d‘é(UU))_ , (5.5.11)

donde los dos puntos indican orden normal, {-,-} es la derivada Schwarziana y el ket
lin) denota el estado del vacio in, i.e., el estado que cumple a|in) = 0 [33, 50, 51].
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Figura 5.6: (a) Indice de refraccién que recrea las métricas de Schwarzschild (naranja)
y Schwarzschild-Planck con distintos valores de 7,/7g, la distancia es normalizada en
tinidades del horizonte 7g. (b) Indice de refraccién de fase (rojo) y de grupo (azul) como
funcién de la longitud de onda (\) para una fibra usada en recientes experimentos. Los
puntos negros senalan los valores para el campo de prueba a 0.8um y 0n,.x(0) es el
maximo cambio en el indice de refraccién.

Sustituyendo u,(U) con f,(U) en (5.4.1)), obtenemos

 hrs Tg(U? — 877) 4 (2U? — 477) /477 + U?

Tuw(U 5.5.12
(TualU)) 127 (477 + U?) (215 — /477 + U?)* ( )
hrts 19+ 2U 9
~ . 5.1
127 (215 — U)* +0(m) (55.13)
. _h 2

El término de mayor importancia en el limite 7¢ > 7, se muestra en (5.5.13)), este resul-
tado es el mismo para el caso canénico [56]. El valor cercano al horizonte en (5.5.14]) y
presenta una distribucion planckiana para las particulas de Hawking. El flujo de energia
solo dura un tiempo finito para Schwarzschild-Planck debido a su regularizacién [51].
Esto se muestra en la figura[5.7] donde la emisién planckiana del caso de Schwarzschild
es eterna, mientras que en el caso regularizado toma un tiempo finito.

El valor esperado del vacio describe la energia y el momento radiados por el agujero
negro hacia un espacio-tiempo inicialmente vacio y en general es distinto de cero. La
energia total radiada al infinito es obtenida por la simetria conforme integrando la
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Figura 5.7: El flujo de energia T, en la coordenada tortuga 7*. La linea naranja corres-
ponde a la métrica de Schwarzschild (7,/7s = 0), y las lineas morada (7,/7s = 10719),
verde (14/7s = 1071°) y azul (1y/7s = 1072°) a la métrica de Schwarzschild-Planck. La
emision de Schwarzschild es infinita, mientras la de Schwarzschild-Planck emite para
tiempos finitos.

ecuacion ((5.5.12)) en coordenadas tortuga [51, [57]:

_ h 4 2_2 4 -1 Ts —T¢
E= 967?75(75 - 7’42)3/2 ’ (6T£ —ImTs QTS) tanh Ts + Te

— (377} — 6777 — 3w + 573) (/T2 — TZQ} : (5.5.15)

h 27’5 2

De este resultado podemos ver que la energia emitida es finita, lo que apuntala la
conclusion que el proceso de evaporacion se detiene a un tiempo finito: como 7g¢ va
decreciendo conforme se pierde energia y cuando 7¢ = 7, ya se ha emitido toda la
energia. Para comprender si ain queda un remanente de materia, no es suficiente con que
la energia emitida sea finita; un constante corrimiento al rojo en los modos asintoticos
sera una sefial de su presencia [51]. Como vimos en la seccién los modos emitidos
ya no presentan divergencia en el infrarrojo, por lo que se concluye que la evaporacion
se detuvo.

5.5.2. Cantidades geométricas

En esta subseccién vamos a estudiar las cantidades geométricas de la métrica de
Schwarzschild-Planck g, dada por la ecuacion (5.5.4).
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Los simbolos de Christoffel distintos de cero son

(T — 7s)7s Tg

Iy = ~ +O(7), (5517

= A (el + TG ) O (1)

T = T 7o) & _2:5)75 ++0 (72), (5.5.18)
2 (Ts + T2+ (T — 75)2>

I = — (7 = 75)7s N 10 (r2). (55.19)

2017 + (1 — 75)?) (15 + \/7-@2 + (1 —75)?) 27(1 — 75)

Los valores obtenidos se reducen a los de la métrica (141) de Schwarzschild cuando
el parametro 7, = 0, como se muestra en los primeros términos de la expansién para
pequenos valores de 7.

El escalar de Ricci es

s |+ (T —718)? (77 —2(1 — 75)2) + PN TR+ (T — 7'5)2:|

R = 5 ) (5.5.20)

(72 + (1 — 75)2]2 [TS + T2+ (T — 75)2}

y los limites correspondientes a un observador en el infinito 7 — oo, en el horizonte
T — Tg y en la singularidad 7, — 0 son

2
2
lfm R=0, 1w R= SIS g g 2T (5.5.21)
T—00 T—Tg T (TZ —+ 75)3 Tp—0 73

El escalar de Kretschmann es

2
2|4 (r—71s)? (77 —2(7 — 75)2) + 7'527'3\/7'@2 + (7 — 75)2}

K = 5 , (5.5.22)
[ 4+ (r =75 |7 + /T H (7P
y sus correspondientes limites son
2 (2 2 2
4
lim K =0, lim K= SUCETT) e o 4TS (5.5.23)

T—00 T—Tg 7'21 (TZ —+ T5)6 ’ T—0 7'6

Ambos escalares parecen tener formas complejas pero al tomar los limites se muestra
que son los escalares de la métrica (1+1)D de Schwarzschild con correcciones por parte
del pardametro 7,. Se muestran ambos escalares en la figura |5.§| alrededor del horizonte
Tg, consideramos el caso limite 75 = 0 (linea naranja). Los escalares son continuos para
el caso de Schwarzschild, pero discontinuos en el horizonte para la métrica regularizada.
Los valores tienden al caso de Schwarzschild lejos del horizonte 7 > 75.

A diferencia de los resultados obtenidos por Good y su equipo [51], en el sistema
andlogo éptico el tensor de Einstein es G = 0. Esto debido a que en sistemas (1+1)D la
gravedad no restringe al tensor métrico, se pueden concluir: 1) solo existen soluciones
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Figura 5.8: Escalares de Ricci (a) y Kretschmann (b) en los alrededores del horizonte
Ts. La linea naranja es la grafica para la métrica 6ptica de Schwarzschild, mientras que
el resto corresponde a diferentes casos de la métrica analoga de Schwarzschild-Planck.

de vacio, el espacio-tiempo solo tiene curvatura, no materia y 2) cualquier métrica es
solucién de la ecuaciones de Einstein en sistemas (1+1)D [I8| [19].
Las componentes diferentes de cero del tensor de Ricci son

o T [7'@4 —2(r —75)t — i (7'2 — 2779 — \/Te2 + (1 — 75)%7s + Té)} -
p— 5- .
o 2 213/2 2 2 ! 7 ( )
2[17 + (1 — 75)?] TS+\/T£+(T—TS)

Tg [7’21 —2(r —15)* — 7} <7’2 — 27T — \/7'52 + (7 — 75)%7s + TS)}
Ry = — . (5.5.25)

2057 + (7 = 75)?"° [rs + /T H (7= 7|

Las componentes diferentes de cero del tensor de Riemann son

Tg —7'21 —2(r —Tg)* — 7} (72— 2775 — \/742 + (1 —75)%1s + T§>
RYjy=— — =, (5.5.26)

2[72 + (1 — 75)2"? |75 + /TR + (7 — 75)?
Tg —7'21 —2(r —71g)* — 7} (72— 2775 — \/7'42 + (1 — 75)%15 + Té)
Rpjg = — I =, (5.5.27)

Ts + /T2 + (T — 75)?

mientras que las otras dos componentes se obtienen de la simetria R}, = R ;.

Nosotros proponemos un experimento como se muestra en la ﬁgura Obtuvimos
la forma general en la que se relacionan las métricas espacio-temporales con la forma del
pulso de bombeo para el andlogo 6ptico. Esto regulariza el espacio-tiempo en el interior
del agujero negro y hace méas accesible el experimento, ya que se necesita una cantidad
de energia finita para generar el pulso de bombeo mientras que para la métrica de
Schwarzschild es necesaria una cantidad de energia infinita. Relacionamos las constantes
de la métrica (3 + 1)D astrofisica con la estructura de la fibra éptica en la que se lleva
a cabo el experimento.



66 Capitulo 5. Analogo 6ptico de la métrica de Schwarzschild-Planck

5nh
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Figura 5.9: Campo de bombeo viajando por una fibra éptica y modificando el indice de
refraccién original ng debido al efecto Kerr dn(7). La forma del pulso corresponde a la
métrica de Schwarzschild-Planck.




CAPITULO 6

Soluciones a la ecuacion
Korteweg-de Vries

En el capitulo 2| se demostré que pequenas perturbaciones en la superficie de un
liquido que fluye experimentan un analogo del horizonte de eventos bajo las condiciones
adecuadas. En general, en el desarrollo tedrico se obtiene que es posible tener tanto
el analogo de un horizonte de eventos de un agujero negro y de un agujero blanco.
En este capitulo estudiaremos el caso de perturbaciones viajando contra flujo y que
experimentan un horizonte de eventos de agujero blanco.

El analogo acustico de la radiacién de Hawking de un agujero blanco en un flujo
de agua se estudié por el grupo de Germain Rousseaux [58] (59] en el experimento del
Instituto Pprime de la Universidad de Poitiers, Francia, como se muestra en la figura
Se usa un canal artificial de 7 m de largo y 39 cm de ancho, en el fondo del canal
se coloca un obstaculo cuya altura estd descrita como una funcion de la distancia z y
que se disena de acuerdo con principios hidraulicos. Estos experimentos generalmente
tienen ondulaciones lejos de la region del horizonte y dispersan ondas lineales.

En este capitulo se propone una solucién numérica para obtener la evolucién del
sistema y describir el ruido que introduce el motor en el sistema.

6.1. Ecuacion Korteweg-de Vries (KdV)

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) fue originalmente derivada por Diederik
Korteweg [60] para describir ondas superficiales en agua que tienen longitudes de onda
grandes y amplitudes pequenas. En la derivacién se supone que todo el movimiento es
a lo largo de un solo eje (), asi la amplitud de la onda propagéndose es funcién de la
distancia = y el tiempo ¢ [61].

La ecuacion KdV es

O + p(x)0,n + 92n + 6nd,n = 0 (6.1.1)

donde n(x,t) representa la altura respecto al fondo del tanque de agua en el eje x
y u(x) > 0 es la velocidad del flujo. Para nuestros propdsitos u = u(x), es decir,

67
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Figura 6.1: Arreglo experimental para estudiar la radiacién de Hawking en ondas su-
perficiales. Tomada de la referencia [59].

permitimos variacion de la velocidad del flujo en el espacio. En general usaremos una
forma de tangente hiperbodlica para describir los saltos de una forma suave entre regiones
donde la velocidad de las ondas en el marco comévil es subsénica o supersénica [62].

6.1.1. Energia

La energfa se asocia con el hamiltoniano del sistema [62], el cual estd dado por la
integral de la densidad hamiltoniana que es la suma de las energias cinética y potencial

1O = [ (@)t 0 = 10 0) da, (6.1:2)

o

donde el primer término es la contribucion de la energia cinética y el segundo es el
potencial para el campo. La energia tiene esta forma porque es obtenida de la densidad
lagrangiana para la ecuacién forzada de KdV [62]. Lo que también nos permite definir
el producto interno

(mmﬂzg/mhM%ﬂ&ﬁ@J%ﬂﬂﬁﬂam@JWM7 (6.1.3)

donde 7; y 15 son soluciones de la ecuacion de KdV. Del producto interno se define la
norma

Il = (n,m)"? (6.1.4)

6.1.2. Pequenas perturbaciones

Proponemos una solucién de la forma

n=n"+n, (6.1.5)
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Figura 6.2: Relacion de dispersion para las perturbaciones de la ecuacion KdV, con
1o=2.5. La linea azul recta representa la frecuencia o energia maxima w,, y los puntos
representan las soluciones para una frecuencia o energia dada wy.

donde n(® es solucién estacionaria de la ecuacion KdV (6.1.1]) y on es una pequefia
perturbacion. Al sustituir en la ecuacion KdV y linealizar obtenemos

0,0 + 0, [(u + 60 0)on] + %5 = 0. (6.1.6)

Al hacer un anélisis para pequenas perturbaciones y considerar ondas planas se obtiene
la relacién de dispersion
w = ok — Kk, (6.1.7)

donde g se escoge de tal forma que sea positiva y es igual a ¢y + vy donde ¢ es
la velocidad de grupo de las ondas en el fluido y vg < 0 es la velocidad del fluido.
En la figura , la linea azul representa el valor maximo para la frecuencia o energia
Wi = 2(p10/3)”"?, mientras que para una energia dada w, se muestran los vectores de
onda que conservan la energia: k, es una onda con norma negativa bajo el producto
definido por (6.1.3) que se mueve a la izquierda, k. es una onda que se mueve a la
derecha con norma positiva y k,; es una onda que se mueve a la izquierda con norma
negativa.

6.2. Soluciéon numeérica

La ecuacién de KdV tiene una solucién analitica bastante conocida pero nos interesa
la evolucion temporal de una superficie en un estado inicial estatico para obtener un
estado final estacionario, asi que obtenemos numéricamente la evolucion del sistema
variando las condiciones iniciales.

El método numérico que usamos para obtener la solucion a la ecuacion KdV es el
espectral, que consiste en evolucionar la ecuacién en el espacio de momentos con ayuda
de la transformacién de Fourier.
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Primero se obtiene la solucién para la parte lineal de la ecuacion KdV
om + d2n =0, (6.2.1)
que en el espacio de momentos k se ve como
oy — k7 = 0, (6.2.2)
donde 7(k, t) es la transformada de Fourier de n(zx,t) y que tiene como solucién:
ii(k,t) = f(k)exp (k%) . (6.2.3)

Aplicando la transformada inversa de Fourier obtenemos
n(x,t) = % /_Z f(k)exp (ik>t) exp(ikz)dk. (6.2.4)
Ahora consideramos la ecuacion no lineal
Om + pdyn + 30,m° = 0, (6.2.5)
que en el espacio de Fourier es
Oui = —pu0yn — 3ik(n2). (6.2.6)

Para resolver la ecuacion KAV utilizamos el método split-step que consiste en obtener
la solucién para la ecuacién lineal que ya obtuvimos (6.2.3) y dando pasos temporales
At pequenos sustituimos en la ecuacion no lineal

i (k,t + At) =q(k,t) exp (ik*At) (6.2.7)

ik, t + At) =i (k,t + At) — AtF (uF~'{ikF [n(z,t + At)]})

6.2.8
+ 3ikALF [n(z,t + At)?] ( )

donde F'y F~! representan la transformada de Fourier y su inversa, respectivamente.
Los dos términos funcionan como generadores para cada paso de la solucion.

6.2.1. Solitones

Las soluciones estacionarias a la ecuacion KdV tienen la forma

n(z,t) = gsechz {\/75(:5 et — xo)} , (6.2.9)

que es un soliton moviéndose a la izquierda con velocidad ¢ y con posicion inicial xg.
Estos representan una buena forma de comprobar que nuestros calculos son correctos.
A continuacién, mostramos tres casos para analizar nuestra solucion.
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Figura 6.3: Evolucién de un solitén en el espacio de posiciones (a), de momentos (b), la
energia relativa (c) y la velocidad del fluido (d). El solitén se mueve hacia la izquierda
con velocidad constante ¢ = 2 usamos la energia relativa para considerar expresar el

error de nuestra solucion.
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Figura 6.4: Evolucién de un solitén en el espacio de posiciones (a), de momentos (b) la
energfa relativa (c) y la velocidad del fluido (d). El solitén se mueve hacia la izquierda
con velocidad constante ¢ = 2 y la energfa relativa varfa en érdenes de 1073,

Caso velocidad nula ;=0

Los parametros del solitéon a ¢ = 0 son ¢ = 2y zp = 10. En la figura (a)
vemos como el solitén se mueve hacia la izquierda conservando su forma y (b) vemos
que también se conserva el nimero de onda. Usamos la energia relativa que se debe
conservar para monitorear el error numérico en (c¢), donde vemos que sus variaciones
son del orden 10~ por lo que nuestro algoritmo es bastante bueno para reproducir el
caso comun.

Caso velocidad constante ;=1

Las parametros del solitén a ¢ = 0 son ¢ = 2 y xy = 10, en la figura (a) vemos
como el soliton se mueve hacia la izquierda mas rapido que el caso anterior y conti-
nua conservando su forma (b) vemos que también se conserva el momento del soliton.
Usamos la energia relativa que se debe conservar para monitorear el error numérico en
(c), donde vemos que sus variaciones son del orden 1073, el error aumenta un orden de
magnitud por la presencia de pu(x) =1 (d).
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Figura 6.5: Evolucién de un solitén en el espacio de posiciones(a), de momentos (b),
la energia relativa (¢) y u(x) (d). El solitén se mueve hacia la izquierda con velocidad
constante ¢ = 2 hasta que cruza de una regién a otra y la energia deja de conservarse.

Velocidad variable ;i o< tanh

Consideramos la funcién u(x) tal que tenga dos valores asintéticos distintos y el
cambio de una regién a otra sea de manera suave, consideramos la funcién de la forma

u(z) = “”5‘“" {1 — tanh (x il b)} , (6.2.10)

a

donde fiy,4, €s el valor maximo, a y b los pardmetros para suavizarla y desplazarla.
En la figura (d) mostramos la grafica de la funcién que usamos para este caso con
Mmale,azl,b:O.

Las parametros del solitén a t = 0 son ¢ = 2 y xy = 10, en la figura (a) vemos
como el solitén se mueve hacia la izquierda y conforme cruza de una regién a otra
(x = 0) pierde su forma y ya no es una solucién estacionaria de la ecuaciéon KdV (b)
la distribucién en el nimero de onda del soliton deja de conservarse, se distorsiona.
Mientras que la energia ya no se conserva en el cambio de regién (c), lo cual es esperado
por el cambio de p(z) (d).

6.2.2. Ruido como estado inicial

Con la funcién ruido se intenta modelar la perturbacién que el motor que genera
las ondas con una frecuencia definida, para esto agregamos un término estocéastico en
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Figura 6.6: Término estocdastico introducido en la ecuaciéon KdV para simular el ruido
que viene del motor del experimento.

la ecuacién de KdV. En particular, nos interesa ver cémo evoluciona el sistema con
perturbaciones en los extremos del canal de agua. Esto se modela como de un vector
de ntimeros aleatorios multiplicado por una funciéon de peso dada por

f(z) = A (exp [—(z — d)*/b] + exp [—(z + d)*/b]) r(x), (6.2.11)

donde A es la amplitud b nos permite modelar qué tan grande es la region donde se
genera el ruido y d son los extremos del canal, ademds r(x) es un nimero aleatorio
seleccionado de una distribucién normal con media 0 y varianza 1. En la figura se
observa el comportamiento del ruido, lo introducimos de tal forma que genere en los
extremos del canal. Lo agregamos a la ecuacién de KdV de forma anéloga a la
ecuacién de Langevin

On + p(x)0m + An + 6nden = f(x). (6.2.12)

En la solucién numérica se agrega al paso no lineal (6.2.8). Queda como

ii(k,t + At) =i (k,t + At) — AtF (uF~ ' {ikF [n(z,t + At)]})

+ 3ikALF [n(z, t + At)?] + ALF (). (6.2.13)

En la figura (a) vemos la evolucién del sistema en el espacio, donde se observa
como el ruido se comienza a acumular en el campo 7(z,t) de igual forma en el vector
de onda k (b). La energia (c) varia y no se conserva lo que es algo esperado ya que el
ruido le suministra energia al sistema.

Aunque no se pudo obtener la evolucién del sistema tal que se encuentre en un estado
estacionario la funcién 7, si observamos fenémenos interesantes: principalmente que el
ruido del motor le entrega energia al sistema. Con una mejor potencia de computo seria
posible evolucionar el sistema a cantidades de tiempo considerables para encontrar el
estado estacionario.
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Figura 6.7: Evolucién del sistema considerando un término estocdstico en la posicién
(a) y momento (b), la energia (b) y p(z) con los pardmetros a = 1y b = 10.
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CapriTULO 7

Conclusiones

Uno de los principales problemas que atn quedan por resolver en la Fisica es la
cuantizacion del campo gravitacional. Esto ha sido imposible a pesar de un gran niimero
de propuestas tedricas durante las tltimas décadas. Ante esto, los sistemas andlogos son
una forma de estudiar los efectos cinemaéticos de la gravedad sobre campos cudnticos y
dar pistas sobre como cuantizar la gravedad. Un resultado interesante es que la radiacién
de Hawking ha sido extendida a ma&s sistemas y en condiciones variadas.

Se ha avanzado en el desarrollo de modelos que pueden presentar radiacion de Haw-
king, en nuestro caso nos encargamos de estudiar dos sistemas: el acustico y 6ptico.
Ademas de relacionarlo con el efecto Fulling-Davis en espejos acelerados.

Extendimos el trabajo hecho por Leonhardt y Robertson [37] en el caso sénico y
ademas generalizamos para sistemas Opticos haciendo una descripcién del efecto Haw-
king como dispersion de modos y conectando los modos salientes y entrantes en el plano
complejo. Resolvimos numéricamente la integral compleja para ambos sistemas anélo-
gos considerando distintos perfiles de velocidad del fluido en el caso sénico y formas del
pulso de bombeo en el caso dptico, y asi fue posible encontrar la condicién de termalidad
para cada sistema. Como se esperaba, la termalidad solo se presenta para ntimeros de
onda pequenos en el caso sénico y frecuencias cortas para el caso 6ptico.

Las soluciones de la relacion de dispersién en el plano complejo son topolégicamente
equivalentes en los sistemas 6ptico y sonico. Esto conduce a ecuaciones similares con
una eleccion conveniente de parametros y funciones para describir el sistema optico.
Resolvimos la integral para perturbaciones crecientes y decrecientes analitica y numéri-
camente con excelente concordancia. También obtuvimos una férmula analitica para
el perfil de velocidad de segundo orden, aunque en este caso el resultado se da como
una serie infinita. Calculamos los primeros 60 términos de la serie y estudiamos sus
propiedades de convergencia: la serie converge cuando cumple ciertas condiciones y su
resultado coincide con la solucién numérica. Estas féormulas analiticas son complica-
das, pero no utilizan la omnipresente aproximacion lineal para perfiles de velocidad en
sistemas dispersivos. De esta manera, podemos usar estas formulas para probar esta
aproximacion y ver donde falla. Para el perfil sech cominmente utilizado en éptica, los
perfiles coinciden cualitativamente pero no cuantitativamente.

En los sistemas andlogos, las cantidades que definen la escala de la dispersion son

7
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las constantes kg para el caso sénico y {2y para el caso éptico. Estas constantes estan
relacionadas con la estructura microscopica del sistema dispersivo que se percibe como
una dispersién para grandes energias. Algo similar podria suceder en el espacio-tiempo
astrofisico: si el espacio-tiempo es dispersivo, su estructura microscopica seria del or-
den de la longitud de Planck y los efectos dispersivos podrian sentirse para modos de
longitudes de onda comparables o méas pequenos. Esto significaria que incluso para el
espacio-tiempo de Schwarzschild, la radiacion de Hawking no seria térmica para todas
las longitudes de onda, solo para longitudes de onda més largas que la longitud de
Planck. Para el perfil de Schwarzschild (z7'/2) con la dispersién, la temperatura de
Hawking comienza como la esperada temperatura de Hawking 7, pero no es la misma
para todas las longitudes de onda, en realidad llega a cero en la vector de onda y la
frecuencia de horizonte [30].

En la segunda mitad de la tesis revisamos la teoria que conecta las trayectorias de
espejos acelerados que producen particulas por el efecto Fulling-Davies con métricas
del espacio-tiempo que producen particulas por el efecto Hawking. Relacionamos la
métrica del espacio-tiempo del espejo acelerado con su correspondiente métrica analoga
y obtuvimos la métrica general para un sistema éptico analogo del horizonte de eventos.
En particular, construimos de dos maneras diferentes el andlogo 6ptico de las métricas
de Schwarzschild y de Schwarzschild-Planck. Ambas pueden ser implementadas en un
laboratorio enviando pulsos de luz con la forma correspondiente para cada métrica.

Las cantidades geométricas obtenidas para la métrica Schwarzschild-Planck en (1+1)
D se comportan de forma similar que las obtenidas por Good y Linder [51] para el caso
(341) D, la tinica diferencia es en el tensor de Einstein, sin embargo esto es esperado en
la teorfa para (141) D [I8, 19], ya que el tensor de Einstein no restringe a la métrica.
Las consecuencias de esta diferencia deben ser investigadas a fondo, sin embargo, esto
nos da mas evidencia de la solidez del efecto Hawking, ya que sobrevive atin en un
mayor numero de condiciones diferentes.

Al considerar el proceso fisico mediante el cual un agujero negro se forma y se
evapora completamente en forma de radiacién de Hawking aparece la paradoja de la
informacion. Los calculos muestran que el estado final de la radiacion mantiene infor-
macién sobre la masa, carga y momento angular del estado inicial del agujero negro y
dado que muchos estados pueden tener la misma masa, carga y momento angular esto
sugiere que varios estados iniciales pueden evolucionar en el mismo estado final. Por lo
tanto, los detalles del estado inicial se pierden. La métrica de Schwarzschild-Planck es
definida con el fin de tener modos cuanticos planos en el pasado y en el futuro, esto se
ve graficamente en los diagramas de Penrose Mostramos que la radiacién emitida
en la métrica modificada es cuasi-térmica y emitida en un tiempo finito. Es claro que
no hay pérdida de la informacion, ya con estos cambios la radiacién lleva consigo la
informacion. De esta forma, la paradoja de la pérdida de informacion se resuelve en
sistemas de este tipo [50) 51].

Para el desarrollo de la métrica de Schwarzschild-Planck, ignoramos deliberadamen-
te la dispersion de la fibra, dado que fijamos la frecuencia de la onda de bombeo. Esto
requiere un estudio mas detallado, ya que como vimos en esta tesis, la dispersiéon modi-
fica la termalidad del espectro de Hawking [22] [37, 41]. Hay que resaltar que la presencia
de la dispersién presenta un nuevo reto, ya que a la nueva escala fundamental () y
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la dispersién w(k) modifican el espectro emitido, y a primera vista parece complicado
separarlos. Sin embargo, dado que la escala fundamental también modifica la emisién
en el tiempo, seria posible distinguir uno de otro.

Hasta ahora, los experimentos més notables de andlogos 6pticos [27, 28, 47] han
sido realizados usando pulsos ultra cortos propagandose en fibras de cristal foténico
fabricadas de silice. Estos pulsos ultracortos tienen duracion de 10 — 100 fs. Si nuestra
hipdtesis es correcta y la escala temporal microscopica de la métrica optica es 1 ps,
significa que los experimentos estan en el régimen de agujeros negros microscopicos
analogos. Esto explicaria sus altas temperaturas de emisién que hacen posible detectar
la emisiéon de Hawking andloga aun a temperatura ambiente.

La perspectiva a futuro es usar la teoria que se desarrolld6 para los espejos y la
métrica para invertir el proceso y encontrar trayectorias que recreen las formas de los
pulsos usados comunmente como el solitén o la tanh también usada en los andlogos
sonicos. Este es un paso necesario para distinguir los efectos de la escala fundamental
en experimentos que ya existen.

La solucién numérica a la ecuacién de Korteweg-de Vries presenté un reto debido
a que esperabamos que en determinado tiempo transcurrido las ondas se estabilizaran,
pero como muestran los resultados numéricos no importa las condiciones que se le
impongan, parece que con este método y con las limitaciones del software utilizado
es dificil alcanzar un estado estacionario. El trabajo a futuro es buscar un método
numérico que sea mas eficiente y no presente el problema de que las ondas traspasan
de un extremo a otro del canal.
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