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OBJETIVO GENERAL

Modelacién de la distribucién de temperatura y el flujo del fluido en el proceso de
soldadura MIG por arco no directo empleado para soldar probetas rectangulares de un

material compuesto de base aluminio con performa de TiC.

OBJETIVOS PARTICULARES

1) Desarrollar las ecuaciones que gobiernan el comportamiento continuo de los fluidos.

2) Desarrollar las ecuaciones del Método de Elemento Finito, para aproximar numéri-
camente el comportamiento de los fluidos.

3) Uso y manejo de las Estaciones de Trabajo (SUN y Silicon Graphics).

4) Renovacién e instalacién del uso de la Licencia por parte del Software utilizado
(FLUENT) para llevar acabo el modelamiento computacional.

5) Uso y manejo de los programas GAMBIT y FIDAP encargados para generar

geometrias, esquemas de y aproximacién numérica medi el Método de

Elemento Finito.

6) Llevar a cabo el modelamiento haciendo uso del Hardware y Software antes men-
cionados.

7) Analizar si el modelamiento numérico permite ser empleado para predecir correc-

tamente distribuciones de temperatura y flujo del fluido



RESUMEN

Los avances en el uso del modelamiento con ayuda de las computadoras se ha incre-
mentado en grandes cantidades como una herramienta para generar y predecir situaciones
fisicas sin hacer uso de costo de pruebas donde se requieren tanto equipo como material
necesario.

Esto, conduce a desarrollar representacién analftica de situaciones fisicas (capftulo 1)
y posteriormente aproximaciones numéricas (capftulo 2) para calcular las soluciones de
forma préctica con la ayuda de las computadoras , ya que las soluciones de las ecuaciones

en su gran mayorfa no son posibles resolverlas de forma liti El método leado

para él calculo numérico es conocido con el nombre de Método de Elemento Finito, este
método es muy bueno cuando se trata de figuras muy complejas, por lo que lo hace muy
1til en la gran mayorfa de los problemas fisicos.

El presente trabajo tiene como finalidad desarrollar un modelamiento para la dis-
tribucién de temperatura y el flujo del fluido aplicado en un proceso de soldadura por
arco eléctrico no directo MIG para soldar un material compuesto de matriz metélica de
aluminio reforzado con particulas de material cerdmico TiC (capitulo 3), haciendo uso
principal de una estacién de trabajo (Silicon Graphics) y dos programas de la corporacién
FLUEN CFD Software (GAMBIT y FIDAP). Esta representacién consiste en crear tres
prismas rectangulares (mediante GAMBIT) dos de 9 x 9 x 75mm de dimensiones, los que
corresponden al material compuesto y un tercero de 9 X 9 x 3 para la zona de unién de
los materiales, con sus respectivo mallado. Cabe mencionar que, crear geometrias en 3
dimensiones asf como el mallado, ya no presentan problema en la actualidad, ya que se
cuenta con herramientas de software y hardware muy poderosas para generarlas.

Una vez generada la base de datos de las geometrfas y del mallado, estos son ex-
portados al programa FIDAP mediante el cual se calcular4 los valores para generar los
esquemas de las variables tales como velocidad, temperatura, vorticidad, etc. (capftulo
3).

Por 1iltimo discutir y comparar los esquemas generados por el programa haciendo uso

2



de resultados obtenidos experimentalmente (capitulo 4) mediante fotograffas de deposi-

cién de soldadura en condiciones idénticas.



INTRODUCCION

En el estudio del comportamiento del flujo del fluido debido a materiales fundidos, el
4rea menos explorada y més critica corresponde a la interface del fluido-solido, esto ha
sido apreciado desde el comienzo de la civilizacién en tratamientos termomecénicos que

afectan profundamente la estructura y las propiedades de los materiales, sin embargo,

es en estudios reci a través de de flujos de metales fundidos se ha

alterado la estructura y las propiedades del material. La morfologfa de una fase sélida
que estd creciendo est4 relacionada con el cociente de velocidad de crecimiento entre el
gradiente de temperatura.

El mecanismo preciso en el que el flujo del fluido afectarfa la estructura de la fase
sélida es atn desconocida. Por ejemplo del papel que juega el flujo del metal liquido
sobre el crecimiento de las dendritas durante la solidificacién de dicho metal, ha sido
explorado por algunos investigadores como es R. Ananth [1], usando una aproximacién
matemética y restringido solo a flujos lentos. En general uno puede tener muy marcado

de la velocidad de enfriamiento y

el efecto sobre la estructura del sélido por

del flujo del fluido, idealizéndose el camino. Sin embargo el problema principal es el de su

rep i6n itativa de estos si el calculo de distribucién de temperatura
y el perfil de concentracién en la masa.

En los tltimos afos se ha incrementado el interés sobre el modelamiento matemético
en todas las 4reas de la ciencia y tecnologia, una de gran interés es la aplicabilidad en
todos los campos de los materiales, abarcando desde las representaciones de un dtomo
simple hasta grupo de 4tomos en dindmica molecular.

En términos matematicos el modelamiento implica una representacién cuantitativa
de un sistema fisico, en forma de ecuaciones algebraicas o diferenciales, estableciendo ast
leyes, dichas leyes tienen una validez universal tal como es el caso de la ley de la viscosidad

y de varios modelos de flujo de fluidos, los que son expuestos en el Capitulo 1. El modelo



del Elemento Finito es la otra forma utilizada para la repr cién itativa exp
en la Capitulo 2, que cubre aproximaciones a leyes universales aplicables hasta ciertos
Ifmites deseados, el incremento en el uso de este método para las soluciones de ecuaciones
que gobiernan el flujo de fluido viscoso, incluyendo el efecto del calor y la transferencia
de masa ha aumentado enormemente en las tltimas decadas.

Por lo que entonces se puede hablar de dos grupos principalmente para la repre-
sentacién cuantitativa de un sistema fisico; uno llamado modelo mecénico (capitulo 1),

q

que describe un sistema fisico en términos fi ales basado en relaci Quimicas y

Fisicas tales como: Equilibrio Termodindmico, Cinética Quimica, Ecuaciones de Navier-
Stokes entre otras, y el otro la aproxiamcién numerica (capftulo 2) en el que se obtienen
resultados numericos idénticos a los que se adquieren mediante un sistema matematico
andlitico, que involucra informacién 6 datos obtenidos experimentalmente.

Esta tltima representacién cuantitativa de un sistema fisico ha tenido mucho auge
desde la invencién de equipos de c6mputo, los que mediante procedimientos légicos y
aritméticos repetitivos han podido realizar operaciones nunca antes alcanzados por el
hombre y atin mds importate, crea modelos donde la busqueda de soluciones a las ecua-
ciones continuas del flujo del fluido son resueltas con la més alta precisién posible, los
cuales son imposibles resolverlos mediante procedimientos analiticos para la mayoria de

los problemas fisicos. Por esta razén el capitulo 3 se muestra tanto el editor como algunos

resultados de las aproxi i mimericas r dos por el programa,

Por 1ltimo, en el capitulo 4 se discuten los esquemas generados por las soluciones
numéricas, las que a su vez que son comparados con resultados tomados experimental-
mente.

Una manera alternativa para las representaciones mateméticas de problemas reales
y de aqui obtener resultados mas simples es considerar sélo los efectos mds importantes
para aquellos en los que nuestros objetivos se cumplan. Aun asf, estos modelos tipicos
requieren una gran base de datos empiricos o experimentales, y mayor equipamiento y

tiempo, o bién aproximacién mediante soluciones analiticas asintéticas obteniéndose a



través de ciclos repetitivos realizados por equipos de cémputo que generen soluciones

numéricos.



ANTECEDENTES



Capitulo 1

Ecuaciones Continuas del Flujo del

Fluido

La ecuaciones que gobiernan el flujo de un fluido viscoso de una fase, el que puede ser un

fluido homogéneo (un componente) o una mezcla (multicc ), son ref d

mateméticamente por el principio de conservacién de momento de masa y energfa. En
esta parte las ecuaciones representan el caso de flujo laminar, para flujos turbulentos
no se desarrollard ya que no es la situacién real del problema abordado en el presente

trabajo.

1.1 Conservaciéon de Momento

Aplicando el principio de conservacién de momento lineal el cual esta definido como [2]:

( Velocidad de ) ( Suma de momentos ( Suma de momentos )

Momento Total de entrada de salida
Fuerzas actuando

dentro del sistema

(1)



Para simplificar el célculo consideraremos sélo la componente z, para las otras com-

ponentes el procedimiento es similar.

Figura 1.1 -Direccién del momento en X debido a la viscosidad dentro del elemento de

volumen.

De la figura anterior se puede decir que 0, representa la tensién normal en direccién =
sobre la cara z, por lo que entonces o, es la tensién de corte en la direccién z sobre la cara
y, sucesivamente de la misma forma para las otras tensiones. Utilizando esta notacién se
desarrollara la ecuacién de conservacién de momento para un volumen unitario.

Se sabe que la velocidad de flujo de volumen de un fluido que viaja en direccién z, es
simplemente el producto de la velocidad en la componente z por la seccién transversal
[1], esto es AyAzug|,,

La velocidad de masa que atraviesa en direccién z es entonces AyAz (pu,)|,, andloga-
mente la velocidad de masa que atraviesa en la cara 7 + Az es AyAz (puy)| 4 a,

Asf entonces nuestra ecuacion para la velocidad total en la componente z del momento

de conveccién por unidad de volumen es:



AYAz (pugts|, — pussl,,,) + Azdz (pfu,,uz|y - p’u,,u,|v+Ay) +  (12)

AzAy (pususl, = pustal, ;.

la velocidad total del flujo de momento viscoso por unidad de volumen que atraviesa las

seis caras es.

AYAZ (0zal, = Ouelyyng) +ATAZ (a,,,|" = Oyalysay) FOTAY (02l = 0l yar) (13)

En el caso de que intervengan fuerzas, que actien sobre el sistema

pfAzlylz (1.4)
Finalmente la velocidad de laci6n del > z en el el esta dado por:
Asayaz (2 (15)

Y atﬁm: 2

De estas tltimas cuatro ecuaciones podemos calcular el balance de momento lineal.

Dividiendo todo por AzAyAz y tomando el limite cuando estos tienden a cero obtenemos:

8

—u*-i u+i +zu (1.6)
7 = BpPltis + g ptts + oo pusts !

= ?—0 +£a +ia +pfs
PPt o’ 5.0 Plz

con célculos similares pueden obtenerse las ecuaciones para las otras componentes:

para y:

10



y para z:

2
Btp'

(2 O
E’m’u" By'w" y Bz‘w‘ y

a i) 2]
- (5;(71,, + b—yo’"’ + Ea‘,,,) +pfy

S S
BpPuets ¥ gy Pluts + g puste

a d lZ]
— (Eau + e + —é;a") +pf:

7)

(1.8)

Para el caso particular de que p sea constante, reacomodando términos y utilizando

notacién tensorial estas tres ultimas

g

donde

se pueden rep

Ou;
ot + (uju:) .j) = 0j5i; + pfi

,; denota la parcial con respecto a la j-esima variable

i,j = 1,2 son para flujos en dos dimensiones.

i,j = 1,2, 3 son para flujos tridimensionales

por:

(1.9)

g;; es el tensor de tension, para el caso de tres dimensiones este tensor esta consti-

tuido por nueve componente, por ejemplo; para un fluido Newtoniano, tres son tensiones

normales y seis son tensiones de corte que estdn definidas por:

02z = 2052 — §1(V - u)

Tensién normal ¢, = 27,%';1 - %7] (V-u)

Toz= 27]%“; - (V-u)

11
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o
Oy =0Oyz =17 (%yi Tml)
Tensién de corte g, = 0., =7 (‘;"z + O ) (1.11)

Ose = 00z =1 (52 + 52)
y fi es la fuerza del cuerpo por unidad de masa, sf f; es la fuerza devida a la gravedad
, entonces f; es la aceleracion gravitacional. Sin embargo, f; también puede representar
la fuerza de Coriolis o centrifuga en el caso en que la ecuacioén esté escrita en un marco
rotatorio, o la fuerza de Lorentz en el caso de electromagnético. En general, este término
puede ser interpretado como una combinacién lineal de tales fuerzas.

Para un fluido el tensor de esfuerzo puede ser escrito como:

0ij = —pbij + Tij (1.12)

donde p es la presién, 7;; es la desviacién del tensor de tensién y 6;; es la delta de
Kronecker [3]. Las propiedades del material para un fluido estdn determinados por la
relaciones constitutivas entre la desviacién del tensor de tensién y de la velocidad del

tensor de cizallamiento ¢;;, definido por:

1
&y = 5 (uig +us) (1.13)

Para un fluido viscoso incompresible la relacién constitutiva esta dada como:
ij = 20 (1.14)

donde p es la viscosidad (dindmica). La viscosidad puede ser funcién de la temperatura,
concentracién, posicién, tiempo y/o velocidad de corte. Si esta es independiente de la
velocidad de corte entonces es lineal y es conocido con el nombre de fluido Newtoniano.

Por otro lado si la viscosidad es funcién de la velocidad de corte, entonces no es lineal
y el fluido es no newtoniano. En este caso el tensor de velocidad de corte d;; esta dado

por:



dij = wij + uj; (= 2655) (L.15)
por lo que la ecuacién 1.14 se transforma en,
i = pdij (1.16)
En el caso de un fluido viscoelastico la ecuacién anterior 1.16 se generaliza,

Tij = pdj + 1'5- (1.17)

donde Tg es la contribucion eléstica. Esta representacion del fluido en términos generales

se toma a segundo orden.
7E = andindi; — oo (urdise + Uk — Wik ) (1.18)
'

en donde a; y o son coeficientes los cuales pueden ser funcién de la velocidad de corte,

o

temperatura, etc., ademds estan relacionados con los (primero y segundo) de

la tensién normal ¥, y %, los cuales estdn dados por:

1
a = §¢1+!/Jz (1.19)

1
o = i

estos son s6lo aplicables a flujos constantes. Para flujos viscosos compresibles, se tiene

una forma més general:

2
Tij = 2uei; + (Mb - 5”) Uk k6ij (1.20)

donde 4, es la viscosidad de masa y es proporcional a p
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1.2 Conservacién de Masa

Consideremos un fluido incompresible que se encuentra en movimiento con una velocidad
u = (ug, uy, u;) dentro de un elemento de volumen, para simplificar el céleulo consider-
emos sélo la componente = como se muestra en la figura siguiente, para las otras dos

componente el desarrollo es similar.

e 4Ax

P 5 pul

X

Figura 1.2 -Fluido incompresible con velocidad paralelo al eje X, dentro de un elemento

de volumen

Aplicando el principio de conservacién de masa para un fluido o una mezcla tenemos:

Cambio de Cambio de masa Cambio de masa.

Masa acumulada de entrada de salida
(1.21)

La velocidad de flujo de volumen del fluido en la direccién = es simplemente el pro-
ducto de la velocidad (componente z) y el drea de la seccién transversal, esto es; AyAzu,|,
. La velocidad de masa en la direcci6n z es entonces AyAz (pu,)|,, para la cara z + Az,

es AyAz (pug)|,, a.-Para el otro par de caras las expresiones son anélogas.
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La velocidad de cambio de la masa acumulada dentro del volumen esta dado por:
Az AyAz %‘54

Sustituyendo todos estos valores en la ecuacién de balance de la masa obtenemos:

)
ArAyA25§ = Ayhz [ptal, = pal,ys] + A2Bz [, = ptyl,a,] (122)

+Azly [p"'llz = Imzlz+Az]

dividiendo todo por AzAyAz y tomando el limite cuando esta fraccién de volumen tiende
a cero, obtenemos:
ap 9 9 d
==-(7 = = 132
£ (31/7%4- 3Pt g (1.23)

por lo que en forma reducida se escribe como:

9,
S+ () =0 (1.29)

a esta ecuacién hay que adicionarle la conservacién de masa aplicada a los componentes
individuales de la mezcla, adem4s de la velocidad de cambio de la concentracién de masa

de una especie debido a la difusién y la reaccién quimica, por lo que se obtiene:

dcn ]
’ (5 + v,cn..) =it e+ R n=12,. (1.25)

donde
¢, concentracién de la n-esima especie (expresada como fraccién de masa).
jf") - difusividad del flujo de masa.
R, - velocidad de reaccién quimica.
q., generalmente es el término fuente.
Se asume que la difusién del flujo de masa es debida principalmente a gradientes de

concentracién (difusién molecular) y una contribucién del gradiente térmico (4, 5], por
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lo que entonces se obtiene,

3 = —paflen; +of (T/T), n=12,. (1.26)
donde;
! ). es el coeficiente de difusividad de masa (pudiendo ser tensorial).
a}) es el coeficiente de difusién térmica.

En algunas aplicaciones la difusién de masa es escalar mientras que la difusién térmica

es despreciable, en tales casos de la ecuacién 1.26 toma la forma de:

3 = —poncns , n=1,2, (127)

y la ecuacién 1.25 se transforma en:
o(Gr +uens) = Ganend 4t B n=120. (28)

1.3 Conservacién de Energia

Aplicando la ley de conservacién de energfa para un fluido contenido dentro de un ele-

mento de volumen a un tiempo dado, es,

razén de acumu- razén total de ener- razén total de
lacién de energia = gfa interna y cinética | + calor interna
interna y cinética por conveccién por conduccién

razén total de
— | trabajo hecho

por el fluido
(1.29)

Esta aseveracién de la ley de conservacién de energfa no es completamente una gen-
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eralizacién, ya que existen otras formas de transporte de energfa, por ejemplo; a través
de radiacién.
El cambio de acumulacién de energfa interna y cinética por unidad de volumen es

simplemente:

AxAyAz% (pl/ + %p’u’) (1.30)
donde U es la energfa interna por unidad de masa del fluido y u es la magnitud de
velocidad del fluido local

El cambio total de la energfa interna por conveccién es,

AyAz {u, (pU + %pu’)

1
—uy (pU + -mf)
L 2

v+Av}
z+Az}

1 1
+AzAz {uy (pU + Epuz)‘ —uy (pU + 5;711’)
v

+AzA, {u, (pU + %wz)‘ —u, (pU + %pu’)
A

De forma similar, el cambio total de energfa por conduccién es,

ByAz{@al, = elerac) + A28z {q], = galyia | + 828, (o), — alras} (132)

El fluido realiza trabajo en contra de la gravedad, de la presién y de la viscosidad.
Este trabajo hecho por el fluido en contra de estas tres fuerzas estan dada de las siguiente
forma:

Para el caso de la gravedad,

—pATAYAZ (urg: + uygy + 129:) (1.33)
Para el caso del trabajo realizado por el fluido en contra de la presién en las seis caras
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del elemento de volumen esta dado por,

AyAz {Pual, o, — Pual,} + 8282 { Puyl, s, — Pusl,} (1.34)
+AIAV{P“1|1+Az . Puzlz}

y por ultimo el trabajo realizado por el fluido en contra de la viscosidad sobre la compo-

nente r es,

AyAz {T"u,|ﬁm - ruu,|z} + AzAz {TV3u1l7+A'y - Twu,\v} (1.35)

+AzA, {'r,zu,J”Az - 'r,,u,|z}

de forma similar podemos escribir para las otras dos componentes y, z

ByBz{ Tayty|pa; — Trytl,} + DzBz { "vvuvlwa,, . Twuvly} (1.36)

HAZA { Tty pa, — Tyl }

AYAz {Tos| gy pp — Tostlal, } + AzAZ {Ty3u2|y+Ay ~— Ty,u,|y} (1.37)

FATAY { Tastsl 0, = Tastial, }

Sustituyendo todas las expresiones en la ecuacién de conservacién de energfa, dividi-
endo todo por AzAyAz, y tomando el limite cuando este elemento de volumen tiende a

cero, obtenemos la ecuacién para la energfa,



a 1.\ _ a 14 Ai 1 5
E(pl”?m) = g (pU+§pu> E pU + 5 pu (1.38)
2 (o o) - (Zo+ 2o+ La)
3ot (PU +3pv 5%t oWt 5%
9
+p (tege + uygy + usgs) — (%P‘uz + %Puy &5 EP"1>

a 3
= (Tzzliz + Toylly + Taztts) — 5= (Tyaliz + Tyytly + Tyeltz)

dy

2]
— = (Tagliz + Toyly + T22s)

9z

Tomando s6lo aquellos términos en donde esta presente (pU + 4pu?) y desarrollando

Bran, Oces Boas Bl oili@ - 8 il 3
P 50 +“‘EC +u,,a—yC +"‘8zc ] +C [at‘”' arpu,+ 0y’m"+az’m’
(1.39)
donde C* = (pU + %p’uz)
La primera parte de esta ecuacién es lo que se define como una derivada total mientras

que para la segundo parte es cero (de la ecuacién de continuidad), obteniendo asf:

D 1y _ a ) ]
= (pU +pgu ) = ~(gm=tyut qu) +p (Usgs + U9y +us9:)  (1.40)

a a
aQ:Puag + 0_yPu” + EPu,)

‘]
= (Taglls + Toylly + Tz20;) — ﬁ_y (Tyalis + Tyyty + Tyot.)
/]
— 5 (Teate + Taytly + Tozt:)

al considerar a la densidad como constante, desarrollando y agrupando,



p (%U+ gt; ‘) = - (%qz + %4., + (%q.) (141
+u, [—EP—(iT +£r +£T )+pg]
= | =52 dpreet gy Tt g e 'z
+u[ 6P (67 +g-r +-2T )erg]
v 3y 9z By wT g Yy
a
[ az ( Tzz + E ATy + )+pg;]

oz
7 au +; + 7.
g e a:ya Uy :za

Tyzuz

I}
(-rv,ayu, + T”"@yu]’

e iu T Bu e
wg e g% T"azu

aplicando la ecuacion de conservacién de momentos en el lado derecho,

D D D D 3 9
p (EU + U e+ Uy Ty + uzﬁuz) = (azqz ot q:) (1.42)
Bu, Au, Ouy Ous
+uzp 7+u’6 +u"6y +g
Ouy O, Quy Ouy,
+uyp | +u,a +uya—y+u,4a
| g DR 4 e Pl
P o5 Tl T Ay %5z
=i % —a—u F 7 iu T iu
st T Tay gty + Tea gy U
9 9 2]
= Tyza_yux + TWa—yuy + a—yTwu,

9 2} 9
- Tzz‘guz + Tz,,gu,, o+ Tzzzuz

z
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a a a
Sl = = == — — 1.43
i (DtU+ Dia" ) (ax"' oyt ozq‘) (L)
a a a a
+ug [_EP — ('{ﬁf“ + %Tw £ ET,Z) + pg,J
a a3 9 a
+uy [_B_yp - (%T’" + B_yr’"’ + :9;7"’) e pg,,]
+ —ﬁ o =T 0 =T +
v | =5, ax i 6 vt 5,7 P9z
a a
T:za_uz + sz u,, + Tze 7 61
a
— -ry,ayu, + Tw T,,,uz

L2 Py
=gy T"’a Uy + Ta gt

desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién,

BrsaluimBusnie) = [uedssds) 0

Di- tlepite Tttt ) = T\ &% T %t 5% :
PPty + Uy Pty +

UaP gt T UuP gty T WP Tyt
'ruauz+'rz au +'rz,au,

oz Vo ¥ oz

%} 9 9
= 'ry,a—yu,-(r'rwa—yuy+%'rwu,
a 2} a
Cnd ‘ru&u,+r,y$uy+n,$u,
por lo que obtenemos,

a a )
thU - (axqz ayht 3:"‘) +n® (1.45)

donde la cantidad ® es conocida como funcién de disipacién.
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De la definicién de entalpfa H = U + P/p, la cual podemos escribirla como:

DU _DH 1DP  PDp

= === 1.46
DDt ToDi VDt (1.45)
pero de la ecuacién de continuidad,
1Dp  Ou, , Ou,  Ou,
=it . = 1.47
th+0$+5y+6z g {147)
asi obtenemos
DU _ DH DP Ouy | Ou,  Ou,
"Dt =Dt " Dt (az+3y+az) 0 (L548)
igualdndola con al ecuacién 1.45 obtenemos,
DH 2} 9 a9 DP
r == (Ia?"‘ ot qu) + ot (1.49)
De la relacién termodindmica
1
dH = CpdT + " (1-Tp)dP (1.50)
o bien,
DH
"oy = O = T —T/s) (151)
sustituyendola en la ecuacién 1.49
DT a 9 a3 DP
POy =~ (qu tgylt qu) Hrt e (1.52)
donde % es una derivada total y se expresa como.
DT _oT ar T or
T T +u1 +u.yay -i—uza (1.53)

por lo que podemos reescribirla como
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pCp (% + u‘T,.) =-g;i+K (1.54)

donde K = % +n®.
Se asume que el flujo de calor es determinada por la ley de Fourier
de=—H4Ty (155)
donde k;; es el tensor de conductividad térmica en otras aplicaciones esta conductividad
térmica es escalar k, reduciendose a
- (1.56)

la ecuaci6n 1.52 toma entonces una forma mds familiar como

ar
pCp (5 + T, ) (kTy) i +K (1.57)
Las ecuaciones 1.54 a 1.56 implica un descuido a la contribucién del flujo de energfa.
Sf el sistema consiste de un gas ideal, entonces 8 = 1/T
or DP
e (& +uil, ) (KT3) i+ + 02 (1.58)
en algunos problemas en donde el fluido es incompresible el término de disipasién viscosa
es despleciable, por lo que f =& =0
pCy o + = (kT;) 1.59
5+ )i (1.59)
En conduccién de calor a través de los sélidos, la velocidad es cero, el término de la

compresibilidad es ignorada por lo que tenemos

ar
pC,,E = (kTy) (1.60)
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1.4 Ecuacién de Estado

Para especificar completamente el problema es necesario tomar en cuenta una ecuacién
adicional, llamada ecuacién de estado, la cual contiene; densidad, temperatura, presién

y concentracién de especies;

flpp,Tyc1,c0,..) =0 (1.61)

Existen principalmente dos formas de estas ecuaciones una para fluidos compresibles
y otra para fluidos incompresibles de las que s6lo describiremos la segunda
Para un fluido incompresible la ecuacién de estado toma la forma en la cual la densidad

es constante

P=0p, (1.62)

Sin embargo, el modelo de aproximacién Boussinesq (6] presenta una fuerza boyante
causada por la variacién de la densidad debido a la variacién en la temperatura y/o
concentraciones de especies. La forma que se tomar4 para el término de la fuerza boyante,

para un fluido incompresible, es

0o [Br (T =T)+ > (My/My —1) cn} 9

(p=po) g = . (1.63)
’ 1+ (My /My~ 1)y
para una primera aproximacién
(P=Po) g =—p, [ﬁr (T-T,)+ Zﬂcﬂcn] % (1.64)
n

Asf las ecuaciones que gobiernan mediante esta aproximacién es:
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Qui
Po < al: + "Jui,z') = —pitlp (wi; + u54)),—po [ﬁr -1+ Zﬂ%Cn gitpofi (1.65)

u;; =0 (1.66)

Ocn
po B * wni | = Pol@nCni)i+ oo + By n=1,2,.. (1.67)
.Co (%T + u,-T,,-) = (KT,;) 5 +H (1.68)

donde H es un término de generacién da calor
Las ecuaciones 1.65 a 1.68 pueden simplificarse para el caso de que la difusividad de

la masa y la conductividad sean escalares.

1.5 Condiciones Iniciales y de Frontera.

En cada uno de los segmentos de la frontera del dominio computacional €2, es necesario

escribir apropiad las dici en la frontera es importante, ya que estas condi-

ciones est4n totalmente relacionadas con la ecuacién de momento, asf entonces debemos

especificar la velocidad de las componentes

u; = (s,t) (1.69)

o especificar las tensiones superficiales.

0; = a;n;(s,t) =7;(s,t) (1.70)
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donde ¢ es el tiempo, s es un pardmetro medible de posicién debido a la relevancia del
segmento de frontera y n es normal a la frontera.
De igual forma condiciones de frontera relacionadas con la concentracién para cada

una de las especies quimicas.
c=72(s,t) (L.71)

para el flujo de masa

gm = = (pic;) i (8) = T (5,1) (1.72)

o para una transferencia de masa no lineal

Gm = hmd® (1.73)

donde h,, es el coeficiente de transferencia de masa.
En el caso de que tengamos una mezcla de N componentes , las condiciones de frontera

son tomadas de la forma

[—mff’cw +af) (T/T)|mi () +er=ra, n=L.,N=1  (L79

puini (s) =7 (1.75)

donde 7 es la suma de todas las reacciones para todos los componentes; es decir:

N
r= ZT" (1.76)
n=1

Para las condiciones de temperatura de la frontera; la temperatura se escribe como:
T =T(s,t) 1.77)
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el flujo es dado de la siguiente manera:

q=—(kT;)n; (s) = da(s,t) (1.78)

o el coeficiente de transferencia de calor por medio de conveccién y/o radiacién

q=—(kT3)n; (s) = gc (5,1) + ¢- (5,1) (1.79)
donde
g = h(T-T) (1.80)
¢ = h(T-T)
hy = eS(T*+T?)(T+T,)

por lo que las condiciones en la frontera toman la forma de:

ui(z5,0) = v} (z;) (1.81)
T(z;,0) = T°(z;) z; €0
en(z;,0) = ¢ (z5)

1.6 Notacién Vectorial

Algunas veces es més co: i iderar las i en notacion vectorial que en

notacion tensorial, la forma vectorial de las ecuaciones 1.65 a 1.68 estan dadas por:

du
Po (Eﬂ—u-Vu) ==-Vp+V-7;-p, ﬂT(T_To)+Zﬂchn g+pf (182

27



V.ou=0 (1.83)

7 (6—;;'—+u«vcn) =V (Ve o+ Ray m=12.  (18)
oL = kVT H 1.85
PoCp §+u-VT =V( )ik (1.85)

La ecuacién de momento 1.82 algunas veces es conocida con el nombre divergencia de
tensién. En el caso de que la viscosidad sea constante la ecuacién 1.82 puede escribirse

como

e}
o (G +0-Vu) =~V + o - uPu-pig [BT C-T)+ Y Boen| (180
n
esta ecuacion es conocida con el nombre de ecuacién de Navier-Stokes.

1.7 Tipos de Flujos

Para el estudio de los fluidos asf como para resolver las ecuaciones que los describen estos

son divididos en cuatro diferentes tipos dependiendo de la lejidad de cada uno de

ellos, dados de la siguiente forma:

a) Flujos isotérmicos

Estos no dependen de la temperatura o especie; por lo tanto se descarta la ecuacién
de energia, la ecuacién de las especies y el término boyante en la ecuacién de momentos
son descartados. En el caso de viscosidad constante la ecuacién de momentos toma la
forma de la ecuacién de Navier-Stokes.

b) Flujos de Especies y/o Energia

Ocurre cuando el campo del flujo es conocido y constante en el tiempo. La ecuacién
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de momentos puede ser descartada y dado el campo de velocidad (y posiblemente el de
turbulencia), solo la ecuacién de la especie y/o de la energfa son resueltas.

c) Flujos Unidos Debilmente

En tales flujos el término boyante se descarta en la ecuacién de momentos, desacop-
lando las ecuaciones excepto por el término de conveccién. La ecuacién de momentos
puede ahora ser resuelta independientemente para el campo de velocidad y de presién.
Junto al campo de velocidad, la ecuacién de energfa y/o la ecuacién de especies pueden
ser resueltas directamente para los campos de temperaturas y/o concentracién. Pero sf
las condiciones de frontera son no lineales para la temperatura o las especies presentes,
o si la viscosidad depende de la temperatura o de las especies, las ecuaciones pueden ser
resueltas simultdneamente.

d) Flujos Unidos Fuertemente

En este caso en donde todo es conocido las ecuaciones son totalmente resueltas.

Si embargo, ninguno de esos flujos es generalmente tratable para una solucién exacta,
excepto en casos especiales y en circunstancias simples. Para la solucién de problemas
reales, primero es considerar la fuerza por métodos de soluciones aproximadas. El método

empleado es el método de elemento finito, que describiremos més adelante.

1.8 Modelo para un Fluido Viscoso con Cambio de
Fase

El cambio de fase de liquido a sélido al solidificarse un material bajo la accién de un campo
de temperatura puede ser modelado al tratar el material como un liquido que cambia
el valor de su viscosidad de una fase liquida a un valor extremadamente grande. Esta
viscosidad se modela como funcién de la temperatura, con un salto o un gradiente muy
elevado hasta la temperatura de solidificacién. La presencia de una zona blanda puede
representarse por un gradiente apropiado de la viscosidad sobre un rango de temperatura

entre el liquido y el solido.
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Cuando el flujo de un liquido es turbulento (como ocurre muchas veces en el metal
fundido) se tomard un factor adicional, como es la viscosidad efectiva la cual es la suma
de la viscosidad fisica mas la turbulenta. Por otro lado, en la fase sélida el flujo es
evidentemente laminar, un modelo més valido puede por lo tanto tomar a la viscosidad
turbulenta como cero en la fase sélida, y mas gradualmente decaer a cero en algunas

zonas de transicién. El modelo de viscosidad turbulenta(7] toma la forma:

Hy = e X faecaer (1.87)
donde
R\?
fuecaer = VAexp [—34/ (1 - %) ] (1.88)
en esta ecuacién R, es el numero de Reynolds definido como,

s
HoE

R, (1.89)

y si A es la fraccién liquida definida por:

) Pow
A= T = Tootito_ (1.90)
Thiquido — Teotido

POW es un fndice que puede ser ajustado de acuerdo a la informacién obtenida empiri-
camente, para modelos elementales POW = 1, con A = 0 cuando T < Typtigo y A = 1
cuando T > Tiiguido-

En este modelo matematico la transferencia de calor turbulenta decae a cero parale-

lamente con la viscosidad turbulenta.
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1.9 Modelo para un Flujo de Dos Fases

Se sabe que un material puede existir en alguna de las tres fases conocidas ; sélida, liquida
y gaseosa. Bajo la accién de algunos procesos el material puede cambiar de fase. Dado
esto, el término "Flujo de dos fases” generalmente se entiende como un flujo en el cual
las dos fases del material estdn presentes simultdneamente. En muchas aplicaciones estas
dos fases son de materiales diferentes, por ejemplo; particulas de polvo (fase sélida) en
el aire (fase gaseosa), pueden ser consideradas como dos fases en un mismo material.

Aunque el modelo matematico del flujo de dos fases, es tratar de describirlo como se
mostré en el parrafo anterior, existen ciertas circunstancias en donde algunos modelos
y ecuaciones pueden ser utilizados simulténeamente y tratarlo como una mezcla de dos
materiales diferentes en una misma fase (por ejemplo gotitas de un liquido sobre un
segundo liquido). Esto es, sin embargo, un proceso cuidadoso para la aproximacion,
asegurando asf la validez del modelo.

De esta forma, se podria enfatizar que el modelo de flujo de dos fases es aplicable para
capas de flujos de diferentes liquidos asf como de recubrimientos. Solo que el problema
es de dos componentes (o multi-componentes), no es un problema de solo dos fases. Para
la solidificacién de metales donde las fases son claramente separadas. Este modelo no
se requiere, un modelo de fase sencilla con condiciones de cambio de fase adecuadas es
suficiente.

Sin embargo, para modelar este tipo de problemas hay que tomar en cuenta ciertas
caracterfsticas. Para su estudio dividimos en tres niveles dependiendo su complejidad:

i) Nivel Uno:

Bajo ciertas condiciones puede pasar que la particula de la fase dispersada siga el
camino de la partfcula de la fase portadora, teniendo la misma temperatura y velocidad
sin pérdida o ganancia de masa. Por lo que una aproximacién razonable pudiera ser que
la fase dispersada sea muy diluida, las densidades de las dos fases no son muy diferentes
y posiblemente algunas otras restricciones sean posibles de aplicar.

ii) Nivel Dos:
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La fase dispersada tiene sus propias caracterfsticas, pero la interaccién entre las dos
fases es estrictamente sobre un camino. Esto significa que mientras la dindmica de la fase
portadora dirige el movimiento de la fase dispersada, la presencia de la fase dispersada
no tiene efecto sobre la fase portadora.

En justificacién a este modelo es necesario que la fase dispersada pudiera ser disuelta,

q o

que las particulas de la fase disp sean i pequefias y que la fuerza

interfasial entre las fases sea despreciable.

El asociar la misma direccién en este modelo nos lleva a resolver problemas en serie.
Lo primero es resolverlo para la fase portadora asf bien se resolvera para la fase en partic-
ular. Las ecuaciones de las fase portadora (que puede ser estimada como la ecuacién de
la mezcla) son ecuaciones estandar para dindmica de fluidos, como por ejemplo: conser-
vacién de momento, conservacién de masa, conservacién de energfa, transporte, energia
cinética turbulencia y disipacién turbulenta. Estas son ecuaciones Eulerianas y una vez
resultas nos proporcionan los campos de variacién como la velocidad, presién, temper-
atura, etc., en todos los puntos dentro del dominio computacional

El préximo paso es una aproximacién Lagrangiana para simular la fase disipadora.
El movimiento de una partfcula arbitraria de una fase en particular, se resuelve a través
de una ecuacién de balance de momentos Newtonianos para una partfcula de una fase
en particular: La aceleracién de la masa de la particula es igual a la fuerza neta que
actia sobre ella. Las fuerzas que actiian sobre la particula en la fase disipadora incluye
necesariamente la fuerza de arrastre externa para la fase portadora, otras fuerzas que
pudieran ser tomadas en cuenta dependiendo el tipo de problema serfa la gravedad y
fuerzas centrifugas o eléctricas.

La formulacién permitird complementar con diferentes fuerzas en el Lagrangiano de
la ecuacién de la particula que puede ser especificada por medio de una subrutina, esto
permitirfa definir la posicién y velocidad de la partfcula, por ejemplo para un solfdo las
condiciones de frontera son varias, incluyendo que las particulas se unan o se reflejen en

el flujo.
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En un proceso no-isotermico puede haber transferencia de calor entre la fase disper-
sada y la fase en particular, la ecuacién para relacionar este efecto es incluida, en cuyos
estados la velocidad de cambio de temperatura en la partfcula se determina por la difer-
encia entre las temperaturas de las dos fases, asf como la pérdida o ganancia del calor
latente. Otro potencial causada por el cambio de temperatura se incluye a través de
funciones.

Anélogamente la transferencia de calor entre las fases, ocurre simult4neamente con la
evaporacién, condensacién, combustién, etc., abarcando una ecuacién para la velocidad
de cambio de la masa de una partfcula o la fase en particular. La transferencia de masa
puede ser descrita por la Ley de Fick, que relaciona el flujo de masa para el gradiente de
concentracién entre la fase dispersada y la fase portadora, o a través de una ecuacién de
velocidad general.

Es interesante hacer notar la limitacién del modelo, donde se asume que la fase
portadora no es afectada al pasar por la fase dispersada. La cantidad de calor y de masa
ganada o perdida por las partfculas de la fase dispersada pueden ser suficientemente
pequeiias tal que el desequilibrio creado por el modelo no es significativo. Si este criterio
se viola el modelo falla y se tomarfa el siguiente nivel.

iii) Nivel Tres

Una situacién mas general se origina cuando no es despreciable la transferencia de mo-
mento, calor y masa entre las fases, asf que la interaccién entre ellos es por dos direcciones

combinadas, Para este caso se encontraron en la li a dos disti aproxi jones

conocidas cominmente como método Euleriano y método Newtoniano.

En el método Euleriano cada una de las fases es tratada como un continuo, esto
implica que existe un conjunto de ecuaciones (Navier-Stokes, energfa, etc.) para cada fase
en todos los puntos del dominio computacional. El echo de que en teorfa ambos fluidos
sean representados mediante la fraccién volumétrica para cada punto, permite utilizar
el concepto de promedios sobre pequenos volumenes arbitrarios. Los dos conjuntos de

ecuaciones son combinados a través de la fraccién de volumen, asi como las fuerzas

33



interfasiales y relaciones de transferencia de calor y masa.

En el método Lagrangiano, solo la fase portadora es tratada como un continuo, por lo
que son descritas por las ecuaciones de mecénica de fluidos continuos, la fase dispersada
es tratada como si fuera una estructura de partfculas.

Para la transferencia de momento, masa y calor entre las fases, existen dos proced-
imientos. Particularmente la dindmica de la fase dispersada afecta a la dindmica de la
fase portadora; este hecho diferencia al modelo del segundo nivel con el modelo descrito
anteriormente.

Se ha reportado en la literatura que la aproximacién Lagrangiana tiene particular-
mente una exitosa simulacién en aerosol, atomizador, secado por aspersién, combustién
por aspersién, y otros. Otra de las ventajas de utilizar este modelo es el permitir trabajar
en la fase dispersa con particulas de diferentes tamafios.

El procedimiento para la solucién utilizando el Lagrangiano en la doble fase del flujo,
es;

Primero: obtener una solucién de la ecuacién continua para la fase portadora,

Segundo: Resolver la i6n Lagrangiana (Dife ial ordinaria) usando los datos

de la solucién continua, para un mimero de particulas de diferente tamafio y diferente
posicién de salida.

En este punto el método es igual al utilizado en el nivel dos, sin embargo, la presencia
de la fase en particular afecta la fase continua por transferencia de momento, calor y masa.
Esto es cuantificado por medio del método ” Particula Fuente en Celda” (PSIC), el célculo
de trayectorias, temperaturas y masas de las particulas son combinadas con términos
iniciales como; momento, calor y masa, las cuales son introducidas del lado derecho
de las ecuaciones continuas respectivas. Especificamente, la ecuacién de movimiento
para la trayectoria de la particula proviene de la ecuacién de momentos, la ecuacién de
transferencia de calor de las particulas proviene de la ecuacién continua de energfa y para
la ecuacién de transferencia de masa se obtiene a partir de términos de continuidad.

Las ecuaciones de continuidad también son resueltas, junto con esos términos ini-

34



ciales. Los resultados proporcionados por la computadora son usados para especificar un

nuevo conjunto de cantidades para la ecuacién Lagrangiana, los cuales son nuevamente

reintegrados, modificando asf los términos iniciales, estos son calculados y ituidos en

las ecuaciones de continuidad, el proceso iterativo continua hasta alcanzar un equilibrio,
entre la solucién y las dos fases.

El método PSIC fue originalmente propuesto por Magdal and Agosta[8] desarrollado
por Crowel[5], (10], esto puede ser examinado y comparado con el método Euleriano por

Durst[11]

1.10 Ecuaciones Gobernantes

El movimiento de cada particula de la fase dispersada es regida de acuerdo a la ecuacién
de balance de la masa-aceleracién de la particula y las fuerzas que actuan sobre esta.
Ademds este modelo asume a las particulas como esferas con densidad p, y didmetro Dy,
por lo que la ecuaci6én generada esta dada por:

o = L =)+ (o= o+ S0 (won
donde ! es la velocidad, u; es velocidad del fluido, 12 y p son la viscosidad y la densidad

del fluido, respectivamente. Re” es el numero de Reynolds definido por:

_Dylu—ulp
I

Re? (1.92)

asi como Cp es el coeficiente de arrastre y f? es la combinacién de las fuerzas que
actiian sobre la particula, el primer término del lado derecho de la ecuacién 1.91 es la

generalizacién de arrastre de Stokes y la forma general de Cp utilizada es

Go=2LF (I{e) (1.93)
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donde F es alguna funcién establecida, determinada empfricamente. Aunque la ecuacién
1.93 es bastante general, en realidad esta restringida para el caso donde la partfcula no
cambia de tamafio durante el movimiento. Cuando la partfcula experimenta un cambio
de tamafio por ejemplo a través de evaporacién o condensacién la ecuacién 1.93 puede
ser generalizada de la siguiente manera:
Cp= Pf:, (Re T, T) (1.94)
El segundo término del lado derecho de la ecuacién 1.91 es importante, ya que se
utiliza cuando se simula la sedimentacién de particulas sélidas o al subir burbujas de
gas en un liquido. Las fuerzas que aparecen en el tercer término a la derecha de la
ecuacién 1.91 pueden ser combinadas por varias fuerzas que surgen particularmente en
movimientos de fluidos como; Oseen, Basset, Magnus, etc [6]. Para seleccionar cuales de
estas fuerzas van a ser incluidas se establece una subrutina dentro del proceso.
Si el problema tiene que ser relativo a una rotacién del marco de referencia, lo que es
més conveniente en muchos casos, sobre todo cuando se analizan mezclas o separaciones

es generalizar la ecuacién 1.91, obteniendose:

du?  3uCpRe”
p”d_t‘ = 4—D§ (i — u0) = poiskerimS UuTm—2p, €162k + (P, — p) gi+ppfT (1.95)
Es importante hacer notar que en la formulacién w; y u? son velocidades relativas
para la rotacién del marco, sin embargo u; — uf y por lo tanto ReP son invariantes bajo

la traslacién de ejes.
La transferencia de calor entre la fase dispersada y la fase portadora, esta regida por

la siguiente ecuacién:

dT, ds
My = Nu(wkD,) (T — Tp) + L + mycpfr (1.96)

donde mn,, es la masa de la particula, c} es el calor especifico, L es el calor latente, fr es
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el término de la fuente de calor y Nu es el nimero de Nusselt (pardmetro adimensional),
el Numero de Nusselt (12, 13], es un coeficiente de transferencia de calor entre la fase en
particular y la fase portadora por lo que es una generalizacién del mimero de Reynolds

Re? de la partfcula, definido anteriormente, y el numero de Prandtl Pr:

Nu=F (1{9, Pr) (1.97)

Asi como el coeficiente de arrastre discutido enteriormente, la expresién generalizada

para una particula que experimenta un cambio de fase esta dada por:

Nu=F (Pfe, Pr,T, T,,) (1.98)

El término inicial fr permite definir al problema especifico (transferencia de calor
entre las fases). Claramente, el segundo término del lado derecho de la ecuacién 1.96 es
relevante solo si el cambio de fase esta ocurriendo.

La transferencia de masa entre la fase dispersada y la fase portadora esta calculada
mediante la siguiente ecuacién:

dm,

= Sh(mpaD,) (¢ — ¢s) + fm (1.99)

En esta ecuacion ¢ es la concentracion (fraccién de masa) de las especies en particular
en la fase portadora, la cual esta experimentando ganancia o perdida de particulas; ¢,
es la concentracién en la superficie de estas componentes sobre las superficies de las
particulas, fn es un término inicial arbitrario, a es la difusibilidad de especie y Sh es el
niimero de Sherwood (parametro adimensional, [12, 13]) el cual depende del nimero de

Reynolds y del numero de Schmidt Se:

Sh=F (ﬁ’e, Sc) (1.100)

el primer término del lado derecho de la ecuacién 1.99 es un modelo de difusién de-
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nominado trasferencia de masa a una superficie mojada. Esta expresién es de hecho la
velocidad de cambio de la masa de las partfculas, y es proporcional a la diferencia entre
la concentracién de la componente de cambio fase en la fase portadora y la concentracién
en una infinitesimal capa delgada sobre la superficie de la partfcula. De esta manera
el término es propio para modelar fenémenos tales como evaporacién y condensacién.
La concentraci6n superficial ¢, es obtenida de la relacién de Clausius-Clapeyron la cual
describe la relacién presién-temperatura de la interface vapor-liquido de una superficie

termodindmica, la cual puede ser escrita como:

_ Mip,
pR*T

(1.101)

donde Mj es el peso molecular de la especie (k), la cual esta experimentando un cam-
bio de fase, R* es la constante universal del gas, p y T son densidad y temperatura

respectivamente de la fase portadora y p, es la presién de saturacién, definida por:

LM; (T,
p:=Pre;exp{—H.—T'°/( 75’ = 1)} (1.102)
T

donde L es el calor latente y pres, Tres son valores referentes a la presién y temperatura

perteneciente a la curva de la relacién de Clausius-Clapeyron, suponiendo que el vapor
se comporta como un gas ideal.

El segundo término del lado derecho de la ecuacién 1.99 es un término inicial ar-
bitrario, por ejemplo en modelos de combustién, este término pudiera ser la reaccién
Quimica. La cual describiria como una particula reacciona bajo estas condiciones a una
pérdida de masa produciendo un componente gaseoso de la mezcla que es la fase porta-
dora, en tales circunstancias el primer término de la derecha de la ecuacién 1.99 es cero,
incluyendo combustién de materiales sélidos.

La ecuacién de la fase portadora descrita en la seccién 1.1 es una ecuacién Euleri-
ana, modificarla permitird una interaccién entre las faces. Esta modificacién consiste en

adicionar un término inicial en el lado derecho de esas ecuaciones, la cual describirg el
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efecto de la p ia de la fase dispersada, aunque esto sélo es posible al tratar el caso

en donde el movimiento del fluido es estable.

Por lo que la ecuacién de conservacién de momento toma la siguiente forma:

) dp |, Ory M
oY = o T 1.103
Oz; (puis) Oz; t oe; 9r; i ( )

para la conservacién de la masa global,

9 -
3, () =@ (1.104)

y para la conservacién de masa individual por especie, los cuales estdn presentes cuando

el fluido es una mezcla

a ’] By s
s (puic;) = 3_1:, ( 5 ) + @5 (1.105)

donde el subindice k se refiere a la k-esima especie, k = 1,..., 15.

Para la conservacién de la energfa térmica, toman el caso del gas ideal, la ecuacién

or 2 or Ou; Qu; Ey 1 M
e B i b —wu; — m_ M (11
peut; il (k 31_,) P B3 +mali +9o" + Uit T ) o™ — u;®Y (1.106)
En el caso de un fluido para el cual la densidad depende de la temperatura y de la
concentracién de las especies, pero no de la presién, esta tltima ecuacién es remplazada

por

a (kOT

aT Au; 1 m M
pc”u’b_i; = B 61_,) + ""3 + ( wiu; — C, T) O™ — u; P} (1.107)

En esta ecuacién se estdn omitiendo las fuerzas del cuerpo como; fuente de calor,

reacciones quimicas, etc., claramente estos pueden ser incluidos apropiadamente.
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Cada una de esas ecuaciones de fase continua contienen un termino inicial los cuales
necesitan ser definidos. El principio fundamental del método PSIC es que esos términos
iniciales sean definidos en niveles elementales, para posteriormente utilizarlos en entidades
globales dentro del dominio computacional.

El procedimiento consiste en definir; parametros, ecuaciones auxiliares, procedimien-
tos, etc., como se desarrollard a continuacién.

Sea N el mimero total de elementos en el mallado y n el numero total de trayectorias
de las particulas pasando a través del dominio computacional. Una trayectoria de una
particula esta definida por la solucién de la ecuacién de momentos 1.91 combinada con
la siguiente ecuacién:

@ _

= (1.108)

se obtiene soluciones diferentes en este par de ecuaciones 1.91 y 1.108, cada conjunto de
condiciones iniciales, cada tamaifio de particula define una distinta trayectoria. Ahora
consideremos un elemento particular E y ng el mimero total de trayectorias que pasan
a través de E. Evidentemente ng en general es menor que n y posiblemente puede ser
cero.

Sobre cada trayectoria habrfa en general muiltiples particulas; el mimero dependeria
de la velocidad de inyeccién de las partfculas en el dominio computacional, sea 7); el
nimero de particulas por unidad de tiempo viajando a través de la j-esima trayectoria.
Finalmente sea 5tJE el tiempo en que la particula sobre la j-esima trayectoria pasa a través
del elemento E; en otras palabras 6tf es el tiempo que se encuentra una particula sobre
la j-esima trayectoria con respecto al elemento E.

Como fue indicado anteriormente, la transferencia de momento entre la fase portadora
v la fase en particular es realizado por el término inicial ™, dado para cada elemento
E. Esta transferencia de momento junto con la relacién de arrastre entre las fases esta

definida como:



®M (B) = Z / 3”CZ;€""(u,-ur)dz (1.109)

donde V es el volumen del elemento y V,, es el volumen de la particula.
Para la transferencia de masa entre la partfcula y la k-esima especie de la mezcla del

fluido esta definida por:

1 nE / dmk
5 (E) = i —2Ldt 1.110
B =7 [, G (1110)

para cada elemento, la integral del lado derecho de la ecuacién 1.99 se refiere a la k-esima
especie.

La transferencia de masa global en términos iniciales esta dado por:

o™ (B) =Y ¥ (B) (1.111)
k

donde la sumatoria es sobre todas las especies, las cuales experimentan cambio de fase.

En muchos problemas existe solo un tipo de especie, para tales casos tenemos,

™ (E) = 9°(E) (1.112)
Final para la transfe ia de masa entre las dos fases esta se calcula mediante,
1 & dm,
T s S . pocst N
o7 (E) = = ;n, /M,. (m,,cﬂ = ) dt (1.113)

Como fue indicado anteriormente, la solucién producida es iterativa. Primero la
ecuacién 1.103 a 1.107 son resueltas mediante todo el conjunto de términos iniciales
iguales a cero, las solucién de esas ecuaciones son insertadas dentro de la ecuacién La-
grangiana 1.91, 1.96 y 1.107 los cuales son entonces integrados conjuntamente con las
ecuaciones de las trayectorias 1.108, de esas soluciones los términos iniciales son copila-

dos de las férmulas 1.109 a 1.113 los valores obtenidos son sustituidos de nuevo dentro
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de las ecuaciones 1.101 a 1.105. El procedimiento es repetido hasta que la convergencia

sea alcanzada.
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Capitulo 2

Ecuaciones Discretas del Flujo del

Fluido

El objetivo de que las ecuaciones discretas que gobiernan el flujo de un fluido viscoso sean
desarrolladas, es para simplificar la solucién de los problemas continuos (numero infinito
de grados de libertad) descritos anteriormente, esto se realiza mediante una transforma-
cién a problemas discretos (mimero finito de grados de libertad) definidos por un sistema
de ecuaciones algebraicas [14]. Para propésitos claros, nos restringiremos a la discusién
de la discretizacién de las ecuaciones de momento y energfa para flujos incompresible.
El tratamiento de las ecuaciones de transporte de especies es semejante al utilizado en
la ecuacién de energfa, mientras que la discretizacién de las ecuaciones de transporte
turbulento no serd detallado. El modelo itilizado para realizar esta trasformacién es
conocido con el nombre de "Método del Elemento Finito” (MEF), el cual lo describire-

mos a continuacién.

2.1 Elemeto Finito

El objetivo del Método del Elemento Finito (MEF), como ya se menciono anteriormente

es calcular las soluciones de manera alterna a los problemas continuos descritos en el
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capitulo I. El procedimiento del elemento finito comienza con la divisién de una regién

continua de interés, por ejemplo véase la figura 2.1,

Figura 2.1 -Regi6n continua.

a un nimero de regiones de formas simples llamadas elementos como se muestra en

la siguiente figura.

Figura 2.2 -Regi6n discretizada.

Dado que la descripcién Euleriana de un fluido en movimiento fue descrita en las

primeras secciones del capftulo anterior, los elementos estdn dispuestos para ser estables
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en el espacio, ya que cada elemento de las variables dependientes u, p, y T, son inter-
poladas por funciones compatibles, el valor de los términos estdn determinados por un
conjunto de puntos nodales.

Con el propésito de desarrollar las ecuaciones para esos puntos nodales desconocidos,
un elemento individual puede ser separado del sistema ensamblado [15].

Junto con cada elemento, los campos de velocidad, presién y temperatura son apro

ximados por:

w(z,t) = oTU(t) (2.1)
p(z,t) = YTPi(t)
T(z,t) = ﬁTTi(t)

donde U;, P y T son vectores de elementos de puntos nodales desconocidos y ¢, 9 y
9 son vectores columna de las funciones de interpolacién, de igual forma estas ecuaciones

son ocupadas para todas las componentes de la velocidad (y mas tarde de la temperatura).

Q

do esas aproximaciones dentro del dominio de las ecuaciones y de condiciones

de frontera se encuentra un conjunto de ecuaciones:

fi(p,9,9,U,P,T) = Ry Momentos (2:2)
£:(p,U;) = Ry Conservacién de masa
f3(p,9,U;,T) = Ry Energfa

donde Ry, R», y Rg son residuos (errores) resultado de usar ecuaciones de aproximacién
2.1.
La forma Galerkin; Método Residual Cargado pretende reducir esos errores a cero,

a través de residuos ortogonales en funciones de interpolacién para cada elemento, esas
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condiciones ortogonales son expresadas por:

(fp) = (Ri,9)=0
(£2,¢) = (Rp,%) =0
(fs9) = (Rs,9)=0

donde (a, b) denotan el producto interno, definido por:

(a,b) =/a~de

v

V es el volumen del elemento.

(23)

(2.4)

La manipulacién detallada involucra integrales definidas en la ecuacién 2.4 las cuales

son presentadas més adelante, El resultado de esos célculos pueden ser expresados por

las siguientes ecuaciones matriciales

Momento

MU+A((U)U+K(T,UU-CP+B(T)T=F(T)
Conservacién de masa
CcTU =0
Energia

NT +D(U)T+L(T)T = G (U, T)

donde:

A y D- son matrices de conveccién de momento y energfa respectivamente.

K y L- matrices de difusién de momento y de energfa respectivamente.
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M y N- matrices que representan la masa el termino de capacitancia.

B matriz del término boyante.

F y G son vectores que provienen de las funciones de fuerza aplicadas para el sistema
en términos de fuerzas de volumen (fuerza del cuerpo, calentamiento volumétrico), fuerzas
superficiales (fuerza motriz, calor del flujo) y disipacién viscosa.

por ejemplo

MO0 0 U A(U)+K(U,T) B(T) -C U F(T)
0 N O T |+ 0 DU+LT 0 T [=] G(U,T)
0 0 0 P -CT 0 0 P 0

con U = (U, U,U3)7 y fijando V = (U, U,UsTP)”, estos pueden ser combinados dentro
de una ecuacién matricial sencilla,
MV+K (U, T)V =F (U, T) (2.8)
La ecuacién matricial 2.8 representa la ecuacién discreta de movimiento para un
elemento del fluido.
Cuando la formulacién de error es empleada, la ecuacién 2.6 es reemplazada por la
ecuacion discreta andloga a la ecuacién 1.66, esto es:

C"U = —eM,P (29)

donde ¢ es un mimero muy pequefio conocido como pardmetro limite.
Esta ecuacién puede ser usada para eliminar P de la ecuacién de momentos y asf la

ecuacién 2.5 toma la forma de

MU + A (U)U + K (T, U) U—éCM;‘CTU +B(T)T =F(T) (2.10)

y al combinar el sistema de ecuaciones 2.8 obtenemos,
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M 0 v, A(U)+K (U, T) + () CM;'CT  B(T)

0 N T 0 DU +LT

(2.11)
u\) (F@D
T G(U,T)

La dependencia de las matrices sobre las variables independientes ya fueron indicadas,

sin embargo, en la practica dependerd de las condiciones del problema. Por ejemplo; si

la disipacién viscosa es despreciable entonces G = G(T); sf la expansién volumétrica

es independiente de la temperatura entonces B es una matriz constante, sf el flujo es
Newtoniano e independiente de la temperatura entonces K es una matriz constante, etc.

El calculo anterior fue enfocado sobre un elemento finito simple de una porcién limi-
tada del continuo. La representacién discreta de estas regiones enteras continuas de in-
terés, son obtenidas a través de un ensamble de elementos, de tal forma que la continuidad
interelemental tanto de velocidad como de temperatura es cumplida. Esta continuidad
requerida es encontrada a través de sumatoria apropiadas para nodos comunes de ele-
mentos adyacentes. El resultado de tal proceso de ensamble esta dado por un sistema de

ecuaciones matriciales (ecuacién 2.8 o 2.11).

2.2 Elementos

La importancia central del desarrollo del elemento finito, es crear regiones dentro del
material continuo, los cuales tengan incluidos todos los datos para realizar los célcu-
los necesarios. El elemento para el flujo de un fluido son usualmente clasificados por
combinaciones aproximadas de velocidad-presi6n.

Por ejemplo para un anélisis de conveccién-difusién, la aproximacién de presién no
es relevante mientras que la temperatura es aproximada por algunas funciones b4sicas

como la velocidad. Los elementos en forma general se clasifican en:
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Dos dimensiones
4 nodos cuadrildtero isoparamétrico.
Velocidad bilineal, presién constante discontinua.
Velocidad bilineal, presién bilineal continua.
8 nodos cuadrildtero isoparamétrico.
- Velocidad bicuadrética, presién bilineal discontinua.
- Velocidad bicuadrética, presién lineal discontinua.
- Velocidad bicuadrética, presién bilineal continua.
- Velocidad bicuadrética, presién bicuadrética continua.
9 nodos cuadrilétero isoparamétrico.
Velocidad bicuadrética, presién bilineal discontinua.
Velocidad bicuadrética, presién lineal discontinua.
Velocidad bicuadratica, presién bilineal continua.
Velocidad bicuadrética, presién bicuadrética continua.
3 nodos tridngulo isoparamétrico.
Velocidad lineal, presién constante discontinua.
Velocidad lineal, presién lineal discontinua.
6 nodos tridngulo isoparamétrico.
Velocidad cuadratica, presion lineal discontinua.
Velocidad cuadrética, presién lineal continua.
Velocidad cuadrética, presién cuadratica continua.
7 nodos tridngulo isoparamétrico.
Velocidad cuadrética, presién lineal discontinua.
Velocidad cuadrética, presién lineal continua.
Velocidad cuadrética, presién cuadritica continua.
Tres Dimensiones
8 nodos ladrillo isoparamétrico

Velocidad trilineal, presién constante discontinua.
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Velocidad trilineal, presién trilineal continua.

27 nodos ladrillo sub o iso-paramétrico.
Velocidad tricuadrética, presién trilineal discontinua.
Velocidad tricuadrética, presién lineal discontinua.
Velocidad tricuadrética, presién trilineal continua.
Velocidad tricuadrética, presi6n tricuadrética continua.

4 nodos tetraedro isoparamétrico.
Velocidad lineal, presién constante discontinua.
Velocidad lineal, presién lineal continua.

10 nodos tetraedro iso- o sub-paramétrico
Velocidad cuadrética, presién trilineal discontinua.
Velocidad cuadrética, presién lineal discontinua.
Velocidad cuadrética, presién linealcontinua.
Velocidad cuadrética, presién cuadratica continua.

6 nodos cuna (prisma triangular) isoparamétrica
Velocidad lineal, presién constante discontinua.

Velocidad lineal, presion lineal continua.

18 nodos cuiia (prisma tri ) iso- 0 sub-] trico

Velocidad cuadrética, presién trilineal discontinua.
Velocidad cuadrética, presion lineal discontinua.
Velocidad cuadrética, presién lineal continua.
- Velocidad cuadritica, presién cuadrética continua.
Mientras que los elementos de frontera son clasifican como:
Elemento de convecci6n.
Elemento de radiacién.
Elemento de transferencia de masa.
Elemento de deslizamiento.

Elemento de superficie libre.
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Elemento de pared.

Elemento de interface fundida .
Elemento de segregacién.
Elemento de esquema.

Elemento de reaccién de superficie.
Elemento de fisura.

Veamos ahora detalladamente cada uno de los lementos mencionados anteriormente.

2.2.1 Elementos en Dos Dimensiones

Elementos Cuadrilaterales

Los elementos cuadréticos incluyen ocho o nueve nodos y cuatro nodos los elementos
lineales como los mostrados en la figura 2.3. En esos elementos los grados de libertad
(velocidad y temperatura) estén presentes en cada nodo, el uso del orden de interpolacién
para la velocidad y la temperatura no es necesario, sin embargo, normalmente es empleado
por razones de costo-efectividad, la presién aproximada en esos elementos se detallard
més adelante.
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Figura 2.3 -Elementos cuadrilaterales de nueve y cuatro nodos.

Lo siguiente es calcular las funciones de interpolacién correspondiente para cada nodo
mostrado en la figura 2.3 y funciones de configuracién expresadas en términos de coor-
denadas normalizadas o naturales para los elementos; 7 y s, los cuales varfan de —1 a
+1

a) 4 nodos cuadrilateral.

Para este elemento, la componente de velocidad (u;) y de temperatura (T') son aprox-
imados por funciones de interpolacién bilineal , ¥ € Q; (Qo, Q1, @2, denotan aproxi-

maciones; constante, bilineal, bicuadrética, respectivamente ). Definidas como:
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1a-n@-s
_— 1a+r)(1-9) @12)
%(1+r)(1+s)

11-r)(1+5s)

Y

Dos presiones deiscretizadas son p en ese el una ap!

bilineal en donde ¥ (= ¢) € Qy, en el cual los grados de libertad de la presi6n se localizan

en los cuatro nodos de las esquinas o una aproximacién discontinua, cc en toda la
pieza ¢ = 1 € Qp. Los grados de libertad de la presién posteriormente seran usualmente
asociados con el centroide del elemento.

b) 9 nodos cuadrilateral

En este caso la velocidad y la temperatura son aproximadas usando funciones de

interpolacién bicuadréticas ¢, ¥ € Q2, dados por

%rs(l -r)(1-3s)
—%rs(l +7)(1—3s)
%rs(l +7)(1+s)
—%rs(l —-r)(1+s)
p=9= —%s(l—s)(l—-rz) (2.13)
%r(l +7)(1—s?)
%s(l-ks)(lvrz)
—r(l-nQa-5)
1-r)(1-5?

Como para este tipo de elementos son posibles tres presiones, una continua y dos
discontinuas. Entonces para la aproximacién continua la interpolacién bilineal ¢ € @,
es empleada junto con los grados de libertad de la presién localizadas en los nodos de
las esquinas del elemento. La funcién de interpolacién de la presién esta dada de igual

forma que la ecuacién 2.12.
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Las aproximaciones de la presién discontinua disponible son: una bilineal ¥ € @,
y otra lineal 3y € P, (Piy P, denotan aproximaciones, lineales y cuadréticas respec-
tivamente). Los grados de libertad de la presién para la aproximacién bilineal estén

localizados en cuatro puntos, la funcién de interpolacién esta dada por:

ie-1(g-9/a
ge %(g+r)(y—8)/92 g:2\/§ @14)
i(g+7)(g+9) /g
fo-n)(g+9)/¢
En el caso de la interpolacion lineal para la presi6n, los tres grados de libertad no son
los valores actuales de la presién, pero sf los coeficientes de la aproximacién polinomial
lineal de la presi6n sobre el elemento. Las dos fuciones basicas son posibles ya sea sobre
el elemento {1,7,s}, o sobre el espacio global {1,z,y}.
c) 8 nodos cuadrilateral
La aproximacién de la velocidad y la temperatura son calculadas usando un conjunto

de funciones de interpolacién bicuadréticas, las cuales estdn dadas por:

11-nQA-s)(-r-s-1)

10+4r)(A-9)(r—s5-1)

%(l+r)(l+s)(r+s—1)

i %(l—lr)(l+s)(—r+s—1) ©.15)

1(1-9(1-1?

11+n)(1-5?

11+s)(1-r?

%(1 —7)(1-s?)

Esta presi6n discretizada es utilizada de la misma forma para el caso de nueve nodos

cuadrilateral.

La relacién entre las coordenadas fisicas z,y, (o 7, z) y las coordenadas naturales r, s
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para algiin elemento se obtiene usando un concepto paramétrico, las cuales relacionan la

transformacién de coordenadas que se definen como:

@ NTx (2.16)

y = Ny
NT = NT(rs)

Donde N es un vector funcién de interpolacién sobre el elemento y x, y son vectores
de coordenadas los cuales describen la geometrfa del elemento (usualmente coordenadas
nodales).

Estas ecuaciones de transformacién de coordenadas 2.16, son muy generales y para
los ocho o nueve nodos cuadrilaterales permite la generacién del lado curvo del elemento.
Sf por ejemplo, N = ¢; la funcién de interpolacién define las variables dependientes
de igual forma que la funcién define la geometria del elemento, el elemento es llamado
isoparamétrico. Si el orden de N es muy grande comparado con ¢, el elemento es su-
perparametrico por lo contrario sf el orden de N es mucho menor que ¢, el elemento es
subparametrico. Por lo tanto cuatro, ocho y nueve nodos son elementos isoparametricos.

Elementos Triangulares

Los elementos triangulares disponibles incluyen seis o siete nodos, asf como de tres
nodos tal como se muestran en las figura 2.4. De la misma forma que los elementos
cuadrilaterales los grados de libertad de la velocidad y la temperatura estdn presentes en
cada nodo, por consecuencia el célculo de las diferentes posibles presiones aproximadas
seran similares, las cuales se detallardn en adelante. Para un tridngulo las funciones de
interpolacién son expresadas en términos de las coordenadas del baricentro (Ly, L, L3);

los L; son coordenadas las cuales estén relacionadas por Ly + Ly + L3 = 1.

55



L=0 ~— L50

Figura 2.4 -Elementos tridngulares de seis o siete nodos asf como de tres nodos.

a) 3 nodos triangular
Para este elemento la velocidad y la temperatura son aproximadas utilizando funciones

de interpolacién lineal ¢ = 9 = P, dadas por:

o=0=| L, (2.17)

Dos presiones discretizadas son posibles para estos elementos; una aproximacién con-
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tinua lineal ¢ € Py, con grados de libertad localizados en los vértices del tridngulo y una
aproximacién discontinua en toda la pieza ¥ = 1 € Qo.

Los grados de libertad de la presién usualmente son asociados con el centroide del
elemento.

b) 7 nodos triangular

La velocidad y la temperatura son calculados usando un incompleto conjunto de

funciones de interpolacién, dados por:

Ly (2Ly — 1) + 3Ly Ly Ly
Ly (2L, — 1) + 3Ly L, Lg
Ly (2Ls — 1) + 3Ly LyLg
== | <L LlsadlIs (2.18)
—12L1LyLs + 4Ly Ls
—12F; By Ly +ALs Ly
SLLTs
Dos presiones son posibles, una continua y otra discontinua. Para la aproximacién
continua, una interpolacion lineal 9 € P; de la presién es empleada, los grados de libertad
de la presién estén localizados en los vértices del triangulo. La funcién de interpolacién
para la presién esta dada por la ecuacién 2.17.
Para la aproximacién discontinua, esta puede ser implementada usando funciones de
interpolacién definidas sobre un elemento de referencia o en el espacio global, la funcién

sobre el elemento de referencia es:

o
v=| Li—Li+L; (2.19)
Ly+Ly—Ls
y los grados de libertad de la presi6n estaran dados por el valor de la presi6n en los puntos

medio de los lados del tridngulo. Sf la funcién de interpolacién es calculada en el espacio

57



global, simplemente{1, z, y}, la presién desconocida seran definida por los coeficientes del
polinomio lineal a + bz + cy.

c) 6 nodos triangular

La velocidad y temperatura son calculados usando funciones de interpolacién cuadréti-

cas ¢ =9 = P,, dados por:

Ly (2L —1)
Ly (2L, - 1)
G| R b (2.20)
AL,
4LsDs
4L3Ly
Para el caso de 7 nodos triangular, la aproximacién a la presién disponible sera
calculado de forma similar.
Como en el caso cuadrilateral, el concepto isoparamétrico es usado para definir la

transformacién de coordenadas,

z = NTx (2.21)
y = Ny
N7 = NT(r,s)
estos elementos triangulares de; tres, seis y siete nodos, son elementos isoparamétricos
(N =¢).
Derivacién e Integracién

La construccién de las matrices del elemento finito (ecuacién 2.8 o 2.11) necesarias para

realizar los cdlculos computacionales de varias derivadas e integrales, se realizan a par-
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tir de funci de interpolacién ( i 2.12 2.20), sin embargo, estas funciones

estdn definidas en términos de coordenadas normalizadas r y s (o L; para triangulares),
mientras que para las derivadas e integrales se encuentran en términos de coordenadas
fisica ,y, por lo que es necesario definir una relacién entre ambas, dada de la siguiente

manera:

o oz By % ONT oNT 2%
or - o or a | _ [ o or Y % (2.22)
2 o &y 8 ONT  oNT 2
3s 3 Bs By 3s a5 Y T
3
-3l e
S
A

Donde J es el Jacobiano de la matriz y es el que suministra las relaciones necesarias

para la derivacion de las funciones bésicas.

2 2
;; =J g; (2.23)
% 3s

Para el caso de las integrales, la expresién para transformar de coordenadas fisicas a

coordenadas normalizadas sobre una 4rea elemental requiere que,

dzdy = |J|drds ; |J| — es el determinante de J (2.24)

Para un elemento triangular la forma es similar, s6lo que en r y s ahora son sustituidas
por Ly y L,.

Estas relaciones (ecuacién 2.23 y 2.24) permiten que algunas integrales en z y y puedan
ser expresadas como integrales de funciones en 7 y s (0 L;), esto es posible al evaluar los

elementos de las matrices, los cuales se definirdn mds adelante.
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2.2.2 Elementos de Tres Dimensiones

Elementos Ladrillo

Dos elementos tipo ladrillo son posibles en el programa, uno de ocho nodos lineal y otro
de veintisiete nodos como se muestra en la figura 2.5. En estos elementos los grados de
libertad de la velocidad y de la temperatura estdn presentes en cada nodo. Las diferentes

posibles presiones aproximadas en estos elementos son detalladas a continuacién.

Figura 2.5 -Elemento tipo ladrillo, con ocho y veintisiete nodos.
Cabe mencionar que las funciones son expresadas en términos de las coordenadas
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normalizadas o naturales para el elemento (r, s y t) los cuales varfan de +1 a —1 como
son mostradas en la figura anterior.

a) 8 nodos Ladrillo

Para este tipo de elementos, la aproximacién de las componente de la velocidad (u;)
y de la temperatura (T') se realizan a través de funciones de interpolacién trilineal ¢, ¥ €
@1, definidas por,

1l-r@A-9@1-¢
1a+r)(1-9)(1-1)
1Q-rA+s)(1-9)
1a+n)A+89)(1-2) (2.25)
11-n-s)1+1)
1A+n)A-s)1+1)
é(l—r)(l+s)(1+t)
$A+n) (1 +s)(1+10)

Dos presiones discretizadas son posibles en este tipo de elementos, una aproximacién
continuo trilineal ¥ (= ¢) € @y, con grados de libertad de la presién localizados en los
ocho nodos ubicados en las esquinas y una aproximacién discontinua en toda la pieza
¥ =1 € Qo. En este caso los grados de libertad de la presién también son usualmente
asociados con el centroide del elemento.

b) 27 nodos Ladrillo

La velocidad y la temperatura son aproximados utilizando funciones de interpolacién

tricuadratica ¢, ¥ € Q., dados por,
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—rst(1-r)(1—s)(1-¢)
Ptl=r)1=s(1-1
grst(1+7)(1—8)(1-1)
rt(1—r)(1-s%)(1-1)
—1-r)(1-s)(1-1)
—rt(l+r)(1-s)(1-1¢)
irst(1—7)(1+s)(1-1)
—ist(1-r?)(1+s)(1-10)

—srst(1+7)(1+5)(1—1)
prall-n(l—8)(1-#8)
—3s(1-r)(1-s)(1-1)
—irs(1+1)(1-9)(1-8)
—r(l-n)(1-s)(1-8)

1-r)(-s)(1-1)
Ir+n(-s)(1-1)

—irs(1=r)(1+5)(1-1?)
(1= (1+s)(1-17)
Irs(l+r)(1+s)(1-8)
srst(l—r)(1—s)(1+1¢)
—ist(1-7r2)(1—s)(1+1t)
—srst(1+7)(1—-s)(1+1¢)
—rt(l-r)(1 -8 (1+¢)
11— (1- ) (1+1)
irt(l+r)(1—s)(1+1)
—grat(1—r)(1+38)(1+1)
st(L—r?) (L+3)(L+1)
irst(1+47)(1+5) (L+1)
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Tres presiones aproximadas son posibles con este tipo de elemento, uno continuo y
dos discontinuos. Para la aproximacién continua, una interpolacién trilineal ¥ € @y, es
empleada con grados de libertad de la presién localizados en los ocho nodos ubicados
en las esquinas del elemento, la funcién de interpolacién para la presi6n es similar a la
ecuacién 2.25.

Para el caso de las aproximaciones discontinuas se toma; una trilinea Y € Q1 y otra
lineal ¥ € P;. Los grados de libertad de la presién para la aproximacién trilineal est4n
localizados en ocho puntos de integracién Gausiana 2 x 2 x 2, por lo que la funcién de

interpolaci6n estard dada por:

§e-1g-9) -1/

9+ @-9)-1/d

i9-1+90-1)/g
. ]é(g+r)(g+5)(g—t)/g° o \/g @)

9= (9-5)(g+1) /¢

i@+ (9-9)(g+1) /g

-1 g+9)(9+1) /g

i@+ (g+9) (g +1) /g
En el caso de interpolacién lineal, los cuatro grados de libertad de la presién no
estén definidos por los valores reales de la presién, con excepcién de los coeficientes de
la aproximacién polinomial lineal de la temperatura sobre el elemento. Dos opciones de
funciones bésicas son posibles; una se efectua sobre el elemento de referencia {1,7,s,t}

y la otra sobre el espacio global {1,z,y, z}.

Tanto para estos elementos como para los elementos en dos dimensiones, las relaciones
entre las coordenadas fisicas (z,y, z) y las coordenadas naturales (r, s,t), estaran definidas

por medio de las transformaciones paramétricas ya conocidas:
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z = NTx (2.28)
y = Ny

2 NTz

I

NT = NT(rs,t)

Para los elementos de 27 nodos tipo ladrillo N puede ser definido como una funcién
de interpolaci6n cuadrética (ecuacién 2.26, elemento isoparamétrico) o una funcién lineal

(0 i6n 2.25, el > subp ico). El uso de el el isc ico permite

mejorar la aproximacién de las curvas de frontera.

Elementos Tetraedros

Los elementos tipo tetraedro disponibles en el programa, no son mas que ampliacién
a tres dimensiones de los elementos triangulares ya descritos en una seccién anterior.

Estos pueden ser; de cuatro nodos elementos lineales, y de diez nodos elementos
cuadréticos como se muestran en la figura 2.6. Las diferentes posibles presiones aproxi-
madas con este tipo de elementos son similares a los utilizados a los elementos triangu-

lares.
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Figura 2.6 -Elemento tipo Tetraedro, con cuatro y diez nodos.

Para un tetraedro las funciones de interpolacién son expresadas en términos de las

coordenadas del baricentro (Ly, Lz, L3, L3), las coordenadas naturales L; no son variables

independientes, estdn relacionadas por Ly + Ly + L3 + Lgy = 1.
a) 4 Nodos tetraedro

Para este tipo de elementos la velocidad y la temperatura son aproximadas utilizando

funciones de interpolacién lineal ¢, ¥ € P, dados por:
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o=19= (2.29)

Dos presiones discretizadas son posibles en este caso, una aproximacién lineal continua
¥ € Py, con grados de libertad localizados en los vértices del tetraedro y una aproximacién
discontinua constante en toda la pieza ¢ = 1 € Fy. Usualmente también son asociados
con el centroide del elemento.

b) 10 nodos tetraedro

En este caso la velocidad y la temperatura son aproximadas utilizando un conjunto

completo de funciones de interpolacién tricuadraticos ¢, ¥ € P,, dados por,

Ly(@h; = 1)
4Ly L,
Ly(2Ly — 1)
4LLy
p=19= 4als (2.30)

L(2Ls-1)
AT
4L,L
Ayl
L@Li-1)

Dos presiones aproximadas est4n disponibles para este tipo de elementos, uno continuo
y otro discontinuo. Para la aproximacién discontinua la interpolacion lineal 1) € P, es
empleada, con los grados de libertad de la presién localizados en las vértices del tetraedro.
La funci6n de interpolacién de la presién estan dadas por la ecuacién 2.29.

La aproximacién de la presién discontinua puede ser calculada usando la funcién de
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definid

interpolacién sobre el el > de refé ia 0 en el espacio global. La funcién

basica sobre el elemento de referencia es:

1=8T
1-3L

b= 3 (2.31)
1-3Lg
1-3Ly

los grados de libertad de la presién estdn dados por los valores de la presién en los
cuatro centroides de cada una de las caras del tetraedro. Sf la funcién de interpolacién
son tomados en el espacio global, se simplifica {1, z,y, z}y la presién desconocida estard
dada por los coeficientes del polinomio lineal a + bz + cy + dz.

Asf como en el caso del elemento tipo ladrillo, el concepto isoparamétrico es utilizado

para definir la transformacién de coordenadas,

z = N™x (2.32)
y = Ny
z = N7z

NT = NT(rs,t)

Para el caso de 10 nodos tipo tetraedro N puede ser calculado por las funciones de
interpolacién cuadrética (ecuacién 2.30), o la funcién lineal (ecuacién 2.29). El uso de
elementos isoparametricos permite mejorar la aproximacién de las curvas de frontera.

Elementos Cuna

Los elementos tipo cunas (prismas de base triangular) estdn disponibles en el pro-
grama, incluye; un elemento lineal de seis nodos y otro elemento cuadrético de ocho
nodos, como se muestra en la figura 2.7. Las funciones de interpolacién para este tipo de

elementos se calculan mediante el tensor utilizado para la forma triangular asf la funcién
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de interpolacién en una dimensién.

Figura 2.7 -Elemento tipo cufia, con seis y dieciocho nodos.

Las coordenadas naturales del elemento de referencia son (Ly, Lo, L3, t), donde t €
[~1,1] y ademés cumplen también con la condicién de Ly + Ly + L3 = 1.

a) 6 nodos cuna

Para este tipo de elemento la velocidad y la temperatura son calculados a partir de

funciones de interpolacién lineales, dadas por:
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1L(1-1)
i,(1-1)
p=19= %23(1 =4) (2.33)
3Li(1+1)
$L2(1+1)
3Ls(1+1)

Dos presiones discretizadas son posibles en este tipo de elemento, una aproximacién
continua lineal 1 € Pj, con grados de libertad localizados en los vértices de la cuna y otra
aproximaci6n discontinua en toda la pieza ¢ = 0 € Py, al igual que en los caso anteriores
estos grados de libertad también son usualmente asociados con el centroide del elemento.

b) 18 nodos cufa

Para este caso la velocidad y la temperatura son calculados utilizando funciones de

interpolacién cuadréticas, dadas de la siguiente manera:
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nomio lineal a + bx + cy + dz.

$L1(2Lr — 1)t (t—1)
2L, Lt (t — 1)
1Ly (2L — 1)t (t—1)
2L3 Lyt (t — 1)
2L, Lyt (t — 1)
1L3(2Ls - 1)¢(t—1)
Li(2Ly - 1)(1—#2)
4L, (1-t?)

Ly (2L~ 1) (1~ t%)
4L3Ly (1-¢2)
4LyL3(1—t%)

Ly (2L3 — 1)t (1 —¢?)
10 (2L — 1)t (t+1)
2L, Lot (t + 1)
$L2 (2L, — 1)t (t+1)
2L Lyt (t+1)
2Ly Lat (t +1)
1Ls(2Ls — 1)t (t+1)

de interpolacién estdn dadas por la ecuacién 2.34.

definir transformacién de coordenadas.
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Dos aproximaciones estan disponibles para este tipo de elementos, uno continuo y
otro discontinuo. Para la aproximacién continua, una interpolacién lineal de la presién

es empleada con grados de libertad localizados en las esquinas de la cufia. Las funciones

Para la aproximaci6n lineal discontinua de la presién, se emplea funciones bésicas

globales {1,z,y, z} donde la presién desconocida esta dada por los coeficientes del poli-

Anslogamente que en los otros casos, el concepto isoparamétrico es utilizado para



z = NTx (2.35)

y = Ny
z = NTz
N = N(Lyt)

Para el caso de nueve nodo tipo cuiia N puede ser calculado por la funcién de inter-
polacién cuadrética (ecuacién 2.34) o funcion lineal (ecuacién 2.33). El uso de elementos
isoparamétricos permite mejorar la aproximacién de las curvas de frontera, similar a los

casos anteriores.

Derivadas e integrales.

Las ecuaciones 2.22, 2.23 y 2.24, son ficilmente de ampliar a tres dimensiones, las rela-

ciones entre las derivadas con respecto a las coordenadas ffsicas (z,y, z) y las derivadas

con respecto a las coordenadas normalizadas (r, s,t) estdn definidas por:
2 o & o % ONT. ONT. oNT, %
or o or or oz or o Y Tor o
2 - | e a e o | = | anTy onT. anT. 2
& 2s 0s 0s e s X "85 Y 852 £ (2.36)
8 oz oz E-"3 ONT ONT B8NT "3
o 2% R X oY “aZ 3z

]
[
e ol Bl

&l

donde J es el Jacobiano de la matriz, recordando que esta matriz proviene de la relacién

requerida para derivar las funciones bésicas:
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(2.37)

ol ol o
[
~
&
B

Para evaluar la integral del el > de vol se requiere que

dzdydz = |J| drdsdt (2.38)

donde |J| es el determinante de J

2.3 Ecuaciones de Elemento Finito

2.3.1 Derivacién de los coeficiente de la matriz.

Como ya hemos mencionado anteriormente el calculo requiere necesariamente transformar
las ecuaciones continuas a un sistema discreto, por lo que solo bosquejaremos momentos

laminares y ecuaciones de energfa . Recordemos que las ecuaciones para discretizar son:

Oy,
po (G vwy) =t luons + ]y +oufi = p8br (T=T) (239)
i =0 (o Ui = —&p) (2.40)
or
e (G +Ty) = W), + 24)
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u; =5 (8,1) sobre T,

o; =Z;,nj (s) =77 (s,t) sobre T: 2.42)
T=T(st) sobre I'r
q=—(kT3)n; (s) = ga (5,t) + gc (5, t) + - (5,8) sobre T

Usando la definicién del procedimi Galerkin (E: i6n 2.3) y la aproximacién del

elemento finito (ecuaciones 2.1), obtenemos;

Momento

T
/ ) Sk / po<pujaidv) U - / éﬂwTdV P+ (243)
v dt v 0. v 0
6<p 9" 6<p AT

s ! 32000

( /V poBrgid dV) T+( o B, dV) Ui+ ( o2 dV) u;
= [awts+ [ ptioav+ [ pasiTioav

s \ 4 v

Continuidad

0 (2.44)

(/o) v
o (/ wa—xldv)u = —¢ (/VWTW) P

Energia

(/ pacpﬂﬁTdV> % + (/ poc,,ﬂu_,—dv) T+ (/ kaiﬂdv) T(2.45)
v

—/(‘Ia+qc+qr)19dS+/H19dV
s 2
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El teorema de Green-Gauss fue usado para reducir el término de difusién a segundo
orden en las ecuaciones de momento y de energfa, asf como el término de la presién a
primer orden mas una integral de superficie, esta integral de superficie contiene ademds
una superficie de tensiéon y flujos de calor, los cuales corresponden a las condiciones
naturales de frontera para cada problema.

Las ecuaciones 2.43 a 2.45 contienen propiedades del fluido ¢, k,8 y p las cuales
pueden ser dependientes de la temperatura, ademés de que para un fluido no-newtoniano
la viscosidad p puede ser una funcién de la velocidad de corte d;;.

Una vez especificadas las funciones de interpolacién ¢, 9 y 9, las integrales definidas
en las ecuaciones 2.43 a 2.45 pueden ser evaluadas para producir los coeficientes de las
matrices requeridas.

Combinando las ecuaciones de momento y de energfa en una ecuacién matricial, obten-

emos un sistema de la forma:

MO0 0 00O u,

0O MO OO U,

0 0MOO Us |+ (2.46)

0 0 0 NO T

0 0 0 0O B

2K11+Ky+Kss K2 Ky B, -C U,
Ko Ku+2Kn+Kss K B, -C; U,
Ka 0 Knu+Kn+2Ks3 By —Cs Us
0 0 0 Lt Distlag 0 T
-CT -ct -c¥ 0 0 P
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T A (U) 0 0 0 0 U, F,

0 A (Uy) 0 0 0 U, F,

+ 0 0 T A (U 0 0 Us | =| Fs
0 0 0 Y D;(U)) 0 T

0 0 0 0 0 P 0

Cuando la formulacién limite es usada, el renglén y la columna correspondiente a las
presiones desconocidas P son borradas en esta matriz, y el término (1/e) CM;'CTU es
adicionado en el lado derecho de la ecuacién, donde C =(Cy, C,, Cs)T-

Los coeficiente de la matrices de la ecuacién 2.5 estén definidos por:

M= [ ppdav (247)
M,= /V YyTdv (2.48)
N= /V o997V (2.49)
Ky= | ,Lg: %‘%dv (2.50)
Ci= Vg—;’;zfdv (2.51)
L sy
AUy = /V p,,«puj%dv (259)
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6197'
D; (U,)=/Vpuc,,gou]6—zidv
B~ [ raabretav
P [owas+ [ pufiodV + [ padiTioav
\4 v

G=‘/(%+qc+q,)19ds+/l{19dv
s v

Para problemas en dos dimensiones la ecuacién 2.46 se simplifica a

M 0 00 U, 2K + Kz K, B,
0 MOO U, . Ko K +2Ks B,
0 0 NoO T 0 0 Ly + Ly
0 000)/)\P -cr - 0
Ay (U1) + A2 (Uy) 0 0 0
= 0 A, (Uy) + Az (Uy) 0 0
0 0 D, (U;) +D;(U;) 0
0 ) 0 0

2.3.2 Evaluacién de los coeficientes de la matriz

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2557)

]

la-]

Los varios elementos de las matrices expresadas por las ecuaciones 2.47 a 2.57 no son

otras cosas que integrales espaciales de varias funciones de interpolacién y sus derivadas,

lo que pretendemos describir es el método de evaluacién de esas matrices.

Algunas integrales de las ecuaciones 2.23 y 2.24 (0 2.37 y 2.38 para tres dimensiones),

estd en funcién de z,

y y 2, estas puede ser transformada a integrales en funcién de r,

sy t sobre el elemento de referencia (-1 <7 < 1,-1 <5 <1,—-1 <t < 1), quedando

asf de esta forma s6lo la evaluacién de estas integrales definidas, realizadas a través de
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procedimientos numéricos de cuadratura, definida por:

+1 p41 4l
I=/—| /;1 /—1 f(r,s,t) drdsdt (2.59)

el algoritmo numérico de cuadratura esta definido por:

+1pHL ol non n
e / / / Fys drdsdt =SS HHHS (ryspte)  (260)

=L =l I i=1 j=1 k=1
donde los coeficientes de carga H;, H;, H y las abscisas (r;, s;, tx) estén en funcién de la

cuadratura en particular. Para integrales de dos dimensiones tenemos:

1 4l n on
= /_, /_1 F(rys)drds =373 HiHyf (1iys;) (2.61)

i=1 j=1

El programa permite usar solo ciertos grados de libertad permitidos por el orden de
integracién de las diferentes ecuaciones matriciales 2.46. La formulacién Gaussiana es
usada en elementos cuadrilaterales y de tipo ladrillo, los posibles ordenes de integracién

para las diferentes matrices se resumen en:

matriz orden n.
M, N, B; 2,304
Kij, Li; 2,304
M,, C;, A;, D; 1,2 304

El uso del cuarto orden de integracién Gaussina para K;; o L;; es requerido en el caso
de fluidos no-Newtonianos, aunque el tercer orden de integracién es mas que suficiente.
El orden de integracién de las matrices de C; y M, estén directamente relacionadas con
la formulacién de la presién empleada la cual serd discutida en la siguiente seccién.

Los coeficientes de las matrices para elementos triangulares son evaluados usando un

esquema de siete puntos de cuadratura, esto es en tridngulos cuadréticos y de cuatro
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puntos para tridngulos lineales. Para tetraedros, de cuatro puntos es usado en elementos
lineales y de cinco puntos en tetraedros cuadraticos. Asf como para los cuadrilaterales el

orden de integracién de las matrices dependen del calculo de presién empleada.

2.4 Evaluacién de la matriz Limite

Al forzar desde un principio el desarrollo a la incompresibilidad y el asociar célculos de
la presién usando una aproximacién limite tanto para sustancias transitorias como para
fijas, ecuaciones de Navier-Stokes o Stokes, asf como; Newtoniano o no-Newtoniano, o
ecuaciones de flujo de fluidos. Todos pueden ser considerados simplemente como ecua-

ciones de flujo estacionario Stokes:

Vor=f (2.62)

V-u=0 (2.63)
donde 7;; = —pb;; + 2ue;; es el tensor de tensién.

La variacién débil o formulacién Galerkin ecuaciones 2.62 y 2.63 la velocidad y la
presién estdn dados por V' y Q respectivamente, ahora lo que importa es encontrar
(u,p) € V x Q tal que

a(wv) - (.V-v) = (V) (2.64)
(V-ug) =0 (2.65)

Para todo v € V y g € @, donde (u, V) es el producto interno, definido por
(u,v) = [puwdV y a(u,v) =24 [, 50,4V
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Las i del el > finito son obtenidas al consid la discretizacion de las

ecuaciones 2.64 y 2.65. Permitamos que V* y Q" sean subespacios finitos de V y Q

respectivamente; entonces busquemos (us,px) € V* x Q" tal que

a (un, vy) = (Pa, Va - va) = (£, vy) (2.66)

(Vi - un,ga) =0 (2.67)

para todo v4€ V* y g, € Q" , donde V, es el operador lineal definido por

Vi : VP = Q% (V- vh,ah) = (Vi Va,q4) para todo (va,q) € VA x Q" (2.68)
La ecuacién 2.67 puede ser sustituida por la siguiente ecuacién

(Vh - un,gn) = —€ (Pn, an) (2.69)

en donde ¢, es un nimero muy pequeiio conocido como pardmetro limite.

Asf entonces encontramos que (u§,p§) € V* x Q" satisface

a (uf, v4) = (b5, Vi Vi) = (£, v4) (2.70)

(Vi ufgn) = = (P an) (2.71)

para todo vye V* y g, € Q" .
Escogiendo g, tal que g, = V- V4, la ecuacién 2.70 puede ser utilizada para eliminar
la presién desconocida de la ecuacién 2.69 asf, estas dos ecuaciones se reducen para:

encontra u,€ V" que tal que
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1
o (uh, va) = - (V- uh, Vi vi) = = (£,v1) (272)

para todo v4€ V*. La presién puede ser recuperada por
£ 1 €
Bh=—_Va-uy
En la literatura [16] reporta que en la formulacién limite el resultado miente, ya que

= will + llp = Pilly(y/ < Cre + C2 (h) (2.73)

donde C; es independiente de € y k, y C: es una funcién s6lo de k. Para las ecuaciones
2.70 y 2.71 estas puede ser utilizada para calcular las soluciones de la ecuaciones 2.65
a 2.67 con un valor adecuado de ¢; en la practica este valor es de entre 1075 — 10°.
La validez de la i6n 2.73, el comportami de Cy(h) y la posibilidad de escoger

gn = Vi - v, dependen del espacio de las funciones aceptables para la velocidad y la

presioén.
Si {¢;; i=1,n} y {¥;; i=1,m} son conjunto de funciones bésicas para el espa-
cio dimensional finito V* y Q", entonces las ecuaciones de elemento finito global son

obtenidas por aplicacién de aproximaciones de,

"

ui =3 o @7
k=1
n

= bk (279)
k=1

cabe mencionar que en los puntos nodales de todos los elementos, los valores de la ve-
locidad y de la presién son desconocidos. Introduciendo estas ecuaciones en las ecuacién

2.72, sumando sobre todos los elementos y rescribiendolos en forma matricial obtenemos
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(K,,, + éK,,) U=F (2.76)

Donde Ky es la matriz de viscosidad, K, es la matriz lfmite y U es el vector global
de velocidades nodales desconocida.
Consideremos para un anélisis a todas las matrices en un nivel elemental, donde

entonces U y P denotan los vectores nodales valores para u €V* y peQ", donde

(Va-up) =UTCP para todo u €V*y peQ”
(V-u,V-v)=UTBV paratodo u,veV*
(p.9) = PTM,Q para todo  p,geQ*

M, es una matriz de . x m y C es una matriz de nN x m, donde N = 2 o 3 dependiendo
el mimero de dimensiones en el espacio con que se este trabajando el problema.

Las matrices B, C y M, cuando estén en tres dimensiones son calculadas por

My = (Mis) 3 a5 = / YiydE; i =1,m @)
E
1
ck -
k i o -
c=|¢& b= [ g ¥ i=1m j=Lm (278)
%/ snsn
won
| 8 o W (2095 ii1n @)
4" Yy Vg £ £ 0z Oz £ L
B8 s

Para problemas en dos dimensiones,
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11 12
o ( bfj b;i )
1 2
b by 2nx2n
Volviendo a la ecuacién 2.72 podemos ver que si esta ecuacién es usada entonces

K, = CM;'C” (2.80)

esta construccion consistente de la matriz lfmite es discutida por Engelman (17]. Para el

caso de que se utilice la ecuacién 2.72 para formar K, esto se simplifica,
K,=B (281)

2.4.1 Elementos en dos dimensiones

a) Bilineal 4 nodos cuadrilateral

Este es el elemento més simple posible en donde ¢; € Q, y esta dado por una funcién
bésica nodal la cual tiene la propiedad de ¢; (x;) = &;;. La funcién bésica de la presién es
seleccionada para estar un grado menor que la funcién bésica de la velocidad esto implica
que ¥; es constante sobre el elemento, por ejemplo ¥; = 1 € Q, (o equivalente a P,).

Las matrices C y M, son calculadas como,

[ 62ap_ [y, [52220%] 145
&= /E VygedE /E " [E o sz] \3|dB (2.82)
m = [ vonydE = [ by 014 (289)

Para este elemento la integral puede ser evaluada exactamente usando un punto de

cuadratura Gaussiana. Por lo tanto,

82



& =9

i = Bk (1) |3 (al)lwlu my; = |7 (al)lwl (2.84)

asf que,

K, = CM;'C” (2.85)

%‘,‘3; (a1) %’f (1) |J ()| wy  Simétrico

224 (a1) 22 () [3 (an)] w1 2 (@) 32 (en) |3 () @

Esta matriz es exactamente la matriz B, se evalia usando un punto de integracién
Gaussiana. Por lo tanto para este elemento las técnicas de uniformidad y reduccién de
integrales son equivalentes y el resultado es idéntico a la matriz lfmite K.

b) Bicuadrético de 9 (u 8) nodos cuadrilateral.

Para este elemento ¢; € Q3 , el requisito es que el orden de la funcién bésica de
la presién sea un orden menor que la funcién basica de la velocidad permitiendo dos
posibilidades ¥;;%; € Q1 o ¥; € P;. Consideremos la primera , la cual esta definida
en puntos de integracién Gaussiana de 2 x 2 en elemento de referencia, por ejemplo
%; (a;) = ;. Realizando un andlisis similar al inciso anterior obtenemos la matriz B
(s6lo que ahora evaluada en una integral reducida 2 x 2) la cual puede ser equivalente
(igual) a la matriz CM’ ICT, asf como una integral Gaussiana de 2 x 2, la cual calcula

las matrices C y M,, con buena exactitud. Observando las integrales de las ecuaciones

2.82 y 2.83 tenemos que; para en una direccién la integral G i de2x2
son suficiente para evaluar estas ecuaciones. En el caso de que la matriz de la masa se
reduzca a una matriz diagonal el célculo de estos sera trivial, sin embargo, si el elemento
es completamente isoparamétrico entre lados curvos, integrales Gaussianas de 3 x 3 son
requeridas para evaluar completamente C y M,, ahora la matiz M, es completada por
una matriz simétrica de 4 x 4. Esta situacién de integrales reducidas produce un error

de integracional dentro del célculo de la matriz limite y por lo tanto un error dentro de
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la velocidad calculada asf como la solucién de la presion.

Nota: Sf la integracién Gaussiana de 3 x 3 es usada para evaluar la matriz B, el
resultado es equivalente si se considera la construccién de K, usando ; € Q2 definido
en puntos de integracién Gaussiana de 3 x 3; por ejemplo, en el caso de que tanto la
velocidad como la presién pueden ser aproximadas cuadréticamente. Sin embargo, como
se menciono anteriormente tal aproximacién conduce a sobreforzar el sistema.

La situacién para ¢; € P; es mas compleja, pero serd mucho mas directo encontrar las
funciones bases con propiedades deseables ¥; (a;) = 6;; , para algin conjunto de puntos
de integracién {a;; j = 1,1}. Existen dos posibilidades para el espacio de Py; tanto para
el elemento de referencia, por ejemplo; {1,&,,£,} como para las coordenadas globales del
sistema, por ejemplo; {1,21,22} y p = a + bz, + cz2. Se prefiere el tltimo debido a que
lo conocemos, por lo que la ecuacién 2.73 puede ser retomada para ser completada.

La matriz presion masa M, es ahora siempre completada por una matriz simétrica
de 3 x 3 dada por:

J, [z dE symm
M,=| [yzdE [,z%dE (2.86)
fE ydE fE zydE fE y*dE
y la matriz lfmite (inversa) puede construirse primero computacionalmente M,*, para
posteriormente realizar el producto matricial CM,; !CT. Una tabla de integracién Gaus-
siana de 3 x 3 puede ser usada para evaluar C y M,, para este elemento.
c) Triangular
El programa consiste en construir una matriz lfmite empleada para todos los tridngu-
los. Para tridngulos lineales un punto de integracién es suficiente para evaluar la matriz
M,. Mientras que la regla de cuatro puntos de integracién es requerida para la matriz
C. Para un tridngulo cuadrético siete puntos de integracién es utilizada tanto para la

matriz C como para la matriz M,,.
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2.4.2 Elementos de Tres Dimensiones

a) Trilineal 8 nodos ladrillo isoparamétrico

Este andlisis es similar al utilizado en los elementos de cuatro nodos cuadrilaterales,
¥ € Q1 y ¢ € Qo. La formulacién de la integral reducida, un punto de integracién
Gaussiana puede ser usada otra vez para evaluar la matriz B. Esta matiz puede ser
equivalente a CM, 'CT, siempre que un punto de integracién calcule exactamente las
matrices C y M,. Esto ocurre solo sf el elemento es un prisma rectdngular, de otra
forma esto es erréneo. Sf el elemento es en general un hexaedro de tres dimenciones
(3-D), entonces una integracién Gaussiana de 2 x 2 x 2 puede ser utilizada para calcular
exactamente C y M. por lo tanto un elemento de construccion estable de K, puede ser
empleada para obtener la contribucién de error de la matriz lfmite.

b) Tricuadratico 27 nodos ladrillo isoparamétrico

El andlisis de elementos de 27 nodos tipo ladrillo es andlogo al desarrollado en ele-
mentos cuadrilaterales de nueve nodos en dos dimensiones; por ejemplo, p; € Q,, las
funciones bésicas de la presién pueden ser tomadas en Q; o P;. Sf ¢; € Q, y revisando
las integrales de las matrices C y M,,, esto conducen a la construccién de la integral re-
ducida de K, usando una integral Gaussiana de 2 x 2 x 2 que serfa equivalente, solo que
en elementos tipo prisma rectangular. En general para elementos con lados rectos como
paralepipedos requieren integracién Gaussiana de 3 x 3 x 3 para evaluar con exactitud las
matrices C y M,; Mientras que si contienen lados curvos isoparamétricos tipo ladrillo,
estos utilizan integrales Gaussianas de 4 x 4 x 4 para calcular la matriz C fuera de error.

Para la formulacién de ¥; € @y, las funciones basicas {1, z,,z2, z3} son usados, por
ejemplo, p = a + z; + bzz + cr3. Una vez més esta construccién debe ser uniforme, la
realidad es que resulta ser menos costosa que p € @1, ya que consiste de cuatro funciones
bésicas para la presién mientras que la otra consiste de ocho funciones bésicas. De echo,
debido a la ausencia de falsas presiones hacen mas atractivo el elemento.

Tenemos que hacer notar que las integrales de 4 x 4 x 4 requeridas para curvas

de elementos isoparamétricos tanto para formulaciones uniformes de p € @; como para
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P € P, pueden ser calculadas con sufici itud en i les Gaussi de3x3x3

para la matriz C, ya que el error introducido por la regla de integracién es relativamente
pequeiio comparado con el error de aproximacion para el elemento.

c) Tetraedros.

En el programa la construccién uniforme de la matriz limite es empleada para todos
los tetraedros. Para los tetraedros lineales un punto de integracién es suficiente para
calcular con exactitud la matriz M}, mientras que la regla de cuatro puntos de integracién
se requiere para la matriz C. Para el tetraedro cuadrético se requiere siete punto de
integracién tanto para la matriz C como para la matriz M,,.

d)Prisma triangular(cufia).

Por ultimo, para este tipo de elementos la construccién uniforme de la matriz limite
es empleada en todos los prismas triangulares, sin embargo no se mostrar4 en detalle la

matriz limite ya que este tipo de elementos son utilizados en casos muy especiales.

2.4.3 Parametros Limites

En aproximaciones computacionales la eleccién del valor del pardmetro limite € puede
ser de una importancia crucial. Para obtener una solucién aceptable el pardmetro limite
puede ser bastante pequefio para una adecuada aproximacién incompresible, a pesar de
tomar en cuenta este efecto, el resultado del problema en ocaciones no llega a coincidir
con la solucién. El problema aqui es situarse en maquinas con exactitud N; puede ser que
fue tomado muy pequefio o las entradas de la matriz puedieron haber sufrido un error
de truncamiento digital, ya que solo los primeros N digitos significativos son cargados en
la computadora. Es necesario mantener una gran diferencia entre los elementos de las
matrices K y eK,, asf que la incompresibilidad puede ser satisfecha mientras permanece
dentro de la capacidad de computar a la particula. De esta manera el criterio para escoger
a € puede depender de los términos dominantes en K.

Normalmente el pardmetro limite puede ser tomado de acuerdo a la siguiente relacién,
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e=c¢/D (2.87)

Donde ¢ depende de la exactitud de la maquina y D es una medida de la contribucién
dominante de K. Estudios numéricos revelan que el punto flotante de una vocablo largo
de 60-64 bits un valor apropiado de c es de 10~%. Para flujos viscosos lentos donde el
término de difusién domina, D = y la viscosidad.

Para flujos con mimero de Reynolds alto donde los términos de conveccién general-

mente domina, el término viscoso D puede ser tomado como,
D = max {u, uRe} (2.88)

2.4.4 Coeficiente matriciales de eje simétrico.

Cuando en flujos se considera un eje simétrico las ecuaciones que describen el flujo del
fluido contienen términos adicionales. Para ecuaciones relacionados a un sistema de
coordenadas (r, z), los términos adicionales afectan a la matriz de difusién Ky y a la

matriz de presién C, tomando a z | = z y z; = r entonces K, puede modificarse por,

0 0
Ki=XKq+ o (289)
0 fynigrdv

La matriz de presién C (la cual forma parte la matriz limite K4 =CM,'C”) esta

dada para este caso por,

0
c=c ) (2.90)
Jowigtdv

El elemento de volumen dV para un problema de eje simétrico esta definido por,

dV = 2nrdrdz (2.91)
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2.5 Condiciones de Frontera

En las secciones previas se describio la construccién y la evaluacién de varios coeficientes
matriciales de elemento finito para diferentes tipos de elementos en el programa. Lo que
resta ahora es discutir cada una de las especificaciones para evaluar varias condiciones a
la frontera.

La necesidad de que los valores sean constantes o dependientes del tiempo para los
diferentes grados de libertad (incluyendo componentes de velocidad, temperatura, energfa
cinética turbulenta, disipacién turbulenta, posicién superficial y de especies) para un nodo

en la frontera (llamado normal condici a la frontera de Dirichlet) resultado

del dominio de las ecuaciones, ademés de que estos grados de libertad en particular

desaparezcan asf como el valor especifico sea impuesto para cada uno de esas ecuaciones.

2.5.1 Fuerzas aplicadas en superficies o fundidos.

Dos tipos de gradientes dentro de las condiciones en la frontera son posibles; uno aplicado
a flujos escalares (incluyendo flujo de calor, de masa y de disipaci6n turbulenta) o aplicado
a superficies de tensién y el otro a flujos debido a condiciones de frontera por conveccién
o radiacién los cuales pueden ser analizados por separado.

El flujo escalar es de la forma,

G= / 9g,dS (2.92)
S

Para dos dimensiones el problema se transforma en,

G= / 9gqdl (2.93)
r

donde S es la superficie de un elemento de fase, I es la frontera del elemento y g, es el
flujo normal aplicado en la superficie de frontera o linea.

Consideremos ahora el método para evaluar las integrales 2.92 y 2.93. En el caso de
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tres dimensiones un elemento de superficie puede ser expresado paramétricamente como:

z = z(s,t)
y = y(st)
z = z(s;t)

donde —1 <5 <1, —1 <t <1 sobre un elemento de superficie dS dado por,

dS = /[dsdt

como se muestra en la siguiente figura:

Figura 2.8 -Superficie parametrizada.
donde,

’ _ Oz 0z Oydy 0z 0z
I=(94); 9s= 5—T!3—TJ+ Bridrg | . or,
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con r; = sy ry = t, ademss sabemos que las variables estén definidas como z = NTx,
y = N7y, 2 = N7z, y las ecuaciones 2.94 y 2.95 permiten que la integral 2.92 pueda

escribirse como.

1 1
G= /_ . /_ l:?q,\/mdsdt (2.97)

donde |J| esta dada por:

|91 = 911922 — !]fz

_ BNTX) (')N"x 5 ONT ONT a ONT ONT (2.98)
%= or ™) \or, or Y )\or,Y) T \an V) \ oY :

Donde todas las variables est4n restringidas a un elemento de superficie, asf entonces,

irs(1—s)(1—1)

—irs(1+s)(1—-1)
irs(1+s)(1+1) P

“lrs(1-5)(1+1) j(i»s)(i“z)

N=| cpa-pass | o w=| $0FI00 (299)
Ls(1+3s) (1) atl=a)ilg
11+ (1- ) t+alt+e

—3s(1-s)(1-1%)
(1-s%)(1-1?)

esto dependen tanto del elemento lineal como del cuadratico.

En el caso de elementos de cara triangular, la funciones seran las ecuaciones 2.17 o
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2.20 para caras lineales o cuadréticas respectivamente.
La integral de lineal 2.93 es evaluada de forma similar, el segmento de frontera dI’

puede ser expresado como

= [(%)+ (2)] (2100

donde s es la coordenada junto a la frontera tal como se muestra en la figura 2.9, sabemos

que

z=N"x, y=NTy, (2.101)

lo cual permite que la integral 2.92 pueda ser escrita como

v [rant N gaNT V]
G= /_119q'2 [(—(,’s—x) + (Wy) ds (2.102)

Figura 2.9 -Curva parametrizada.

Como todas las funciones de la ecuacién 2.52 estén restringidas a un elemento de

frontera,
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ts(s—1)

N=| 1-g o N= %(3—1)) (2.103)
Ls(s+1) b1

La variacién del flujo escalar debido a otros factores como conveccién o radiacién estén
consideradas como constantes con la posibilidad de que tengan dependencia del tiempo,
para el caso de G, esta es calculada en cada intervalo de tiempo. Este procedimiento
es aplicado de igual forma a algunos flujos de frontera; por ejemplo, flujos de energfa
cinética turbulenta o flujos de disipacién turbulenta.

De igual forma un célculo similar puede ser empleado en condiciones de frontera de

tension, el cual tiene la siguiente forma

F= / TidS = / @oim;dS (2.104)
S s

para cada componente

= fs poumidS + [5po12n2dS + [ po13nsdS
Fy = [sponndS + [ po2madS + [5poansdS (2-105)
Fy = [sponmdS + [gposnydS + [gposnsdS

Si el problema es de dos dimensiones:

k= fr ponndl + fr po12n2dl’ (2.106)
F= fr pognidl + fr paaanadl
Mediante la definicién de dI" y dS dados por las ecuaciones 2.95 y 1.112 la integral en
la ecuacién 2.104 puede ser directamente evaluada para un elemento dado. La condiciones
de frontera citadas pueden ser enfatizados en términos de la tensién total normal, como
es mostrada en la relacién constitutiva 1.12.
En muchos casos practicos, la parte viscosa de la tensién es despreciable y la presién

normal es esencialmente la presién. En tal caso las ecuaciones 2.55 y 2.56 se reducen a
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F = [qpoumdS = — [¢pendS = [5¢0:1dS
Fy = [4p02nydS = — [ ppnadS = [5¢52dS (2.107)
Fy= fs @o33n3dS = — fs ppnadS = fs @o3dS

Para problemas de dos dimensiones el caso es similar:

F = [iponmdl = — [ ppnidS = [;. p71dT
Fy = [ 0029ndl = — [ ppn,dS = [}, gTdl

Por otro lado, al aplicarle la condicién de frontera de la tensién, esta no se distingue

(2.108)

entre la contribucién de la presién y el de la viscosidad, siempre y cuando el término de
viscosidad no sea despreciable, sin embargo esto no afecta en la malla. Para propdsito de
entrada del programa esta condici6n de frontera es llamada algunas veces como " condicién
de frontera de presién” y juega un papel importante en el modelo del elemento finito.
Estas condiciones de frontera son tan frecuentes que son llamadas condiciones de

frontera "naturales”, ya que son impuestas para resolver las ecuaciones.

2.5.2 Flujo de frontera de conveccién y radiacién

Las condiciones de frontera debido a transferencia de calor por conveccién y de masa

estan definidas por,
ge=h.(T - To) (2.109)
Gm = hm (¢ — ) (2.110)
Para el caso de transferencia de calor por radiacién es,

¢=h(T-T); h=eST-T)T+T) (2.111)
estas formas son diferentes, la condicién de frontera de flujos escalares descrita en la

93



seccién anterior, en el que la contribucién es tanto del elemento de matriz de rigidez
como el elemento del vector de fuerza. Esto es debido a la presencia de la variable
dependiente T o c en la condicién de frontera; dado que la dependencia de las variables
ocurre en elementos de superficie de frontera y estas son interpoladas usando funciones
definidas por las ecuaciones 2.99 o 2.103 dependiendo las dimensiones del problema.

Considerando el término

= / ;9dS (2.112)
s

donde f = ¢ o m pueden escribirse como

- - - T _
Gy = /s (T - Ty) ddS [ /s hyTy09 ]TdS [ /s h,T,ﬂdS] (2.113)

La segunda integral es evaluada tal como los términos de la seccién anterior. La

primera integral contribuye la matriz,

Hy= / hy997dS (2.114)
s

Para el elemento de matriz de rigidez global. El coeficiente de transferencia de calor
por conveccién puede ser constante o dependiente de la temperatura. El coeficiente de

transferencia de calor por radiacién esta dado por

hy=eS(T*+T?) (T+T,) (2.115)

donde el coeficiente de emisién puede ser constante o dependiente de la temperatura.

2.5.3 Velocidades Normal y/o tangencial.

En problemas de di ica de fluidos comi se requiere especificar la velocidad

normal o tangencial a lo largo del elemento de frontera, siempre y cuando estos no sean

paralelos a los ejes del sistema.
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Tales situaciones por lo general originan problema con geometrfas que involucren
coordenadas polares. Sin embargo, en el programa es posible especificar velocidades
normales o tangenciales en los nodos a lo largo de la linea de frontera, para problemas
en dos dimensiones, o en nodos sobre la superficie de frontera para problemas en tres

dimensiones.

La aproxi i6n asume una p; de una matriz ortogonal de rotacién
R y una posmultiplicacién de una matriz de traslacién R7. La matriz de rigidez de
algiin elemento que contenga un nodo (digamos i) con especificaciones de condiciones de
frontera normal o tangencial es premultiplicada por esta matriz ortogonal R (elemento

del vector de fuerza R), dada por,

(2.116)

0«0 « 0 =1
i, j son las posiciones en z y y, o grados de libertad en el elemento de la matriz de
rigidez, n; y ny son las componentes de la frontera normal en el nodo i y t., t;, son las

componentes de la frontera t ial. Este p dimiento tiene efecto de transformacién

en z y y dentro de la ecuacién de momento en el nodo 1, asf como los grados de libertad
de Uz, Uy, y U, un. Los valores forzados para u; y u, son ahora tratados idénticamente

que los valores forzados para u; y uy, los cuales estin dados como:

95



Un = Nally + Nyly (2117)

u = taus +tuy;  t=(-ny,ng) (2.118)

Uz ¥ u, pueden ser obtenidos a partir de los valores calculados de (g, uy) por

ety =Tt (2.119)

Uy = Nyln + NyUy

Es de gran importancia tener impl do este procedimi para calcular las
componentes normales n; y n, en un nodo de frontera. Por otro lado, para una frontera
curva, esta puede ser aproximada utilizando elementos isoparamétricos como se muestra
en la figura 2.10, a menudo existen discontinuidades en bajadas préximas a la frontera, por
lo tanto, la direccién normal de tal nodo no esta definido (o no es 1nico, esto puede ocurrir
exactamente en la frontera). Una direccién apropiada (y tnica) puede ser determinada,
sin embargo, involucra argumentos de conservacién de masa cuando se trata de fluidos

incompresibles.

Figura 2.10 -Condiciones de Frontera de velocidad normal

Utilizando el procedimiento esténdar Galerkin (MEF), la forma de V - u = 0 es,

/ ¥;V-udQ=0 para todo 1; (2.120)
Q
donde 9; es una funcién bésica para la presién, puesto que en lugar de la funcién basica
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de la presién debe haber siempre ido funci (nivel de la presién

hidrostética), entonces de la ecuacién 2.120, el balance de la masa global siempre sera

satisfecha por;

/v - udQ=0 (2.121)
aQ

Observacién: En un caso comiin en el cual {;} este constituida de polinomios de
Lagrange y no como el caso de la ecuacién 2.121 en donde se a tomado una sumatoria
directa (32 ¥, = 1) sobre la ecuacién 2.120.

Tomando la solucién aproximada (MEF) por,

Mz

u=> (dei+ uycply) (2.122)

i=1

sustitullendola en la ecuacién 2.121, obtenemos

( /aw,d9+u /ﬂ%dﬂ) —0 (2.123)

donde N es el mimero total de velocidades en los nodos (en 2 y en 9 ) y ¢; es una
funcién bésica para la velocidad. La sumatoria 2.123 es efectivamente un nodo de frontera
restringido y cancela a todos los nodos internos, Esto puede ser mostrado utilizando el

teorema de Gauss (3] de la siguiente forma

/ a“"dz.zy / il (2.124)

/ Wi — / oyl (2.125)
an

donde dl es un elemento de arco a lo largo de 952. De esta manera tenemos de las

ecuaciones 2.123, 2.124 y 2.125,

LS :

> (u; / Pingdl + 1, / wz,,dz) =10 (2.126)
9 a0

i=1
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Pero p; = 0 sobre 9§ para todos los nodos internos y por lo tanto la suma sobre N
es efectivamente colapsado para una suma sobre N (mimero de nodos de frontera).
Las relaciones entre las componentes de la velocidad en z y y, asf como las compo-

nentes de la velocidad normal y tangencial, estén dados por,

Up = Nglln — Nylly (2.127)

Uy = Nyln + Nylly (2.128)

En general, n; y n, son funciones de [ sobre 99 y pueden ser ambiguos para ciertos
puntos. Ahora dejemos que u}, sea la componente normal de la velocidad en el nodo de
frontera i, andlogamente para el componente tangencial «;, introduciendo ademss en el
nodo 7 componentes u}, y u;. El objetivo ahora es determinar esas cantidades tnicas (y

masa consistentemente), ain para la normal indefinida en el nodo i, asf entonces,

uf = niul, —nju} (2.129)

uy = nbup, +niuy (2.130)

sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacién 2.123,

Z{nu —n‘uz)/ —dQ + (njul, +nut)/a%dﬂ]—0

para aquellos nodos que estén sobre 9, se puede reacomodar como:

9p; Op; i i [ 9 i [ 9% i
[( / ——dQ +n} /ﬂ%dﬂ)unJr(u, gﬁydﬂ_ny/gﬁdﬂ uj

Esta ecuacién puede ser tomada como conservacién de masa global (de acuerdo a la

=0

(2.131)
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definicién consistente de la masa), sin embargo, puede ser independiente de las velocidades

tangenciales en los nodos, obteniéndose,

i [ 0% i / 9
W .7 T ——1dQ 2.132
ny, /n P dQ =n 9y ( )
utilizando la condicién de normalizacién (ni)* + (n:,)2 = 1, obtenemos,
/ X, wi= / %140 (2.133)

Nota. El campo de las integrales son reemplazadas en la préctica por €;, el soporte
de ¢; y las integrales son resueltas mediante trazos isoparamétricos.

Es importante destacar que esos resultados se aplican s6lo a algunos tipos de elemen-
tos, la tinica restriccién es que sea en medios incompresibles.

Para una completa discusién del efecto de usar direcciones normales y tangenciales
las cuales no son consideradas cuando es forzado a ser incompresible son descritas en
Engelman [17].

Esta técnica es satisfactoria para nodos internos en elementos cuadréticos y para
nodos en la frontera comunes entre dos elementos, sin embargo, esto no resulta para
nodos de frontera aislados en las esquinas ( o en bordes de superficies aisladas en tres
dimenciones). Para tales nodos adoptamos procedimientos préacticos los cuales asignan al
nodo la componente normal del punto de integracién Gaussiana (usada para evaluar las
integrales citadas anteriormente) cercana a este (o un nodo sobre un borde de superficie).
El mayor caso de error introducido por este procedimiento puede ser despreciable para
la solucién del problema.

Ex i6n a tres Di i (3-D)

El procedimiento descrito en la seccién anterior puede ser expresada para problemas

en tres dimensiones de una manera directa. En vez de transformar las ecuaciones de mo-

mento en  y y por las ecuaciones de momento normal y t ial, ahora las

de momento en z, y y z serdn transformadas a dos ecuaciones de momento tangencial
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¥ una ecuacién de momento normal. Andlogamente uz, u, y u, son las componentes de

sal,

velocidades a transformar, para las cor di locidades normal y t

Uy, Uty Y u, donde ty, to, son dos lineales independi ynesel

vector normal de la superficie moment4nea pasando a través del nodo en cuestién.
En la practica, esto puede lograrse como en el caso anterior por una premultiplicacién
RT y una posmultiplicacién R, en algiin elemento total de la matriz de rigidez que

contenga el nodo ¢, donde R estar4 dado ahora por

AR EEERRL] I 2189
0 £ -8 .8 .0
0 ng ny n, 0 4
k

0-0-0-0 -1
i, j y k son las posiciones de los nodos de frontera (grados de libertad en el elemento de
matriz de rigidez) y t = (t1,t},t}) ,t = (£2,12,12)

Lo que resta es calcular los vectores normal y tangenciales n, t;, ta, . De los argu-
mentos de la seccién previa nos llevan idénticamente a resultados sélo que ahora en tres

dimensiones en n = (ng, ny,n.) donde

1 [ 9y;
"2_;_[131!19

100



_1 (o
-1 /ﬂ ki (2.135)

9p;
2l Edﬂ

[ ([ ()]

Mientras que en dos dimensiones para algin vector normal dado existe un tinico

vector t: ial, en tres di i existe un tnico plano tangencial con un nimero

s un procedi

infinito de posibilidades para el par t. ial (t;,t2). B
para calcular tal par, para una normal n = (n,, n, n.) para la superficie S en el nodo i:

1. Primero, el valor de |n x k| es calculado. Si este valor es grande, aproximadamente
0.001 (en el caso de que dos vectores no coincidan), el vector k es usado como vector de
referencia para formar la direccién tangencial en el nodo. Sf |n X k| es menor que 0.001
entonces es calculado y el procedimiento es repetido. Supongamos que el vector k es el
vector de referencia, entonces t;, es un vector perpendicular al plano determinado por n

y k y estard dado por

nxk ny —ng #)x wod 2 2\1/2
= [n x k| (n_!'/’ n* =T ) iR (nz +ny) {213
2. Utilizando la regla de la mano derecha sobre la triada de vectores, por ejemplo,
usando n y t;
NNz Ny -
- = (B it 2.
to=nxt; (n"n" n) (2.138)

La triada (n, t,,t;) define la normal y dos direcciones tangenciales sobre el nodo i en

la supeficie S.

101



2.5.4 Condiciones de Frontera de corte Tensién Deslizamiento.

Con el proposito de obtener las soluciones niimericas de las ecuaciones continuas del flujo
del fluido descritas en el capftulo 1, se emplea un programa (FIDAP 7.0) en el cual es
posible aplicar las condiciones de frontera de corte tensién, donde este es proporcional a
la velocidad tangencial relativa en la frontera. Esta condicién de frontera puede pensarse
como un aproximacién del deslizamiento de un fluido a lo largo de la frontera, por ejemplo;

una condicién de frontera tipo friccién. La c de proporcionalidad es el coefici

de deslizamiento. Esta condicién de frontera toma la siguiente forma,

1
0y = oyt = = (u.- - u',’) t; (2.139)

dond o, es la componente tangencial del vector total de tensién sobre la frontera, o;; es

el tensor de tensién, n; y t; son comp normal y t ial de los vectores en la

frontera, a es el coeficiente de deslizamiento, u; es la velocidad y uf’ es la velocidad en
la frontera, la tensién tangencial es cero en este caso. Cuando u; = uf la condicién de
frontera se reduce completamente a la condicién de frontera de deslizamiento.

El célculo de las condiciones de frontera son similares para el flujo de calor ¢, descrito

en la seccién de flujos o fuerzas aplicados a superficies, donde g, = ;.

2.5.5 Condiciones de frontera de secrecién

A menudo, debido a limitaciones de resolucién de computo es necesario simular un prob-
lema de un flujo dado, dentro de un dominio de truncamiento computacional. En tales
situaciones una condicién de frontera puede ser abastecida por una condicién de frontera
de secrecién. En muchas situaciones las condiciones de frontera de tensiones libres que
se originan de forma natural, son debido a la aplicacién del método del elemento finito
para las ecuaciones del fluido. Si embargo, en ciertas situaciones la condicién natural de
secreci6n no son las adecuadas, tres situaciones particulares son encontradas;

I. Condiciones de secrecién de flujos que involucran fuerzas boyantes las cuales gen-
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eran gradientes de temperatura significativos a través de la frontera de secrecién. Una
situacién similar se origina para las fuerzas boyantes y gradiente generados por especies
dependientes y densidades variacionales. Por lo tanto la variacién de la temperatura
(o especie) es resultado de un gradiente de temperatura en conflicto con un defecto de
condicién de frontera de tensién libre. El resultado de esta incompatibilidad son tipica
separaciones falsas y recirculaciones de fronteras de secrecién.

II. Condiciones de secrecién de flujos que involucran fuerzas de Coriolis. Una incom-
patibilidad similar a la descrita anteriormente es encontrada como resultado de varia-
ciones de presién generada en una frontera de secrecién debido a la fuerza de Coriolis.

1. Condiciones de frontera que involucran superficies libres y una presién externa
diferente de cero en una superficie libre.

El origen del problema es la presencia de la presién p en la expresién para la tensién
normal, En una condicién de frontera el vector de tensi6n superficial en un punto sobre

una frontera de un elemento del fluido esta definido por,

i =0yng; 0y = —pbi; + p (Ui + wss) (2.140)

donde o5 es el tensor de tensién y n; es el vector normal unitario en la frontera. La

componente normal del vector de tensién es,

Op =0 = —p+ p(uij + uj;) mn; (2.141)

Para condiciones de frontera natural las fuerzas son cero ( en un significado de carga),
s la contribucién de la viscosidad de la tensién normal es pequefia, entonces el efecto de
esta condicién de frontera para la fuerza en cuanto a la presién puede ser considerada
como cero en la secrecién. Sin embargo, esta condicién de frontera puede contrapon-
erse con el gradiente de presién que existirfa en la secrecién para situaciones descritas
anteriormente.

La aproximacién adoptada en el programa aligerara este problema, eliminando la pre-
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si6n desde la condicién de frontera natural al incluir la integral de la presién sobre la
frontera de secrecion, tal como la parte derecha del vector del sistema global de ecuaciones
aresolver. Esta integral es actualizada en cada iteracién del procedimiento de la solucién
no-lineal hasta que la convergencia sea alcanzada. En el programa este tratamiento de
condicién de frontera de secrecién es especificada por elementos de frontera de SECRE-

CION las cuales coinciden con las fronteras apropiadas.

2.5.6 Condiciones de Frontera de Cambios de Fase

P

En muchos problemas de gran importancia donde la ia de calor por

y conveccién tienen lugar, esta se complica al adicionar cambio de fases de materia. La
mayor dificultad en el anlisis para tales flujos ocurren en la frontera (o zona interfacial)
de la superficie, a través del cual, la condicién de que el calor latente salte puede ser
satisfecha y cuya localizacién es desconocida de antemano. Los problemas con cambio
de fase son descritos por las ecuaciones del primer capitulo mas un conjunto especial de
condiciones de frontera de la interface metal/sélido. En la fase de frontera es necesario
continuidad de velocidad y temperatura, asf como también la condicién de salto del flujo
de calor sobre la frontera de cambio de fase, el cual es proporcional al calor latente de
fusién. Se observa que en el calor latente L corresponde a el cambio de isoterma en la
entalpia H, para un material en temperatura de transicién de fundicién Ty, por lo que

podemos introducir la siguiente relacién,

T
H(T)= / e (T) + Ln (T — Tw)] dT (2.142)
Tres
donde
1 SiA>0
n(8) = (2.143)
0 SiA<o

El calor especifico equivalente c;, es entonces introducido por
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= % =, (T)+ L6 (T - Tw) (2.144)

donde ¢ es la funcién delta de Dirac. A través de la aplicacién de esta formulacién para
especificar calor de la condicién de salto del flujo de calor, esta puede ser eliminada
del problema. Esta aproximacién computacional es una aproximacién efectiva donde
un problema de dos regiones junto a una condicién de salto puede ser reducida a un

problema de regién simple con una répida variacién de propiedades. Para la aplicacién

Tazad,

en el contexto del el > finito la i6n anterior es por,

¢ = 6 (T) + L§* (T — T, AT) (2.145)

donde 6" es una forma de la funcién delta , salvo que tiene un valor grande pero finito
dentro del intervalo AT, aproximadamente T, y es cero fuera del intervalo. El intervalo
AT regularmente se refiere a una zona "pastosa” y corresponde a la diferencia entre la
temperatura del liquido y del s6lido para el material. Nétese que este es una aproximacién
para el comportamiento de un material puro el cual cambia de fase a una temperatura
especifica, pero es exactamente para una sustancia no pura que tenga verdaderamente
distintas temperatura del liquido y del sélido.

Aunque el modelo de capacidad efectiva descrita anteriormente es 1til para efectos
del calor latente, con sumo cuidado puede ser considerado para la integracién de tiempo
de este tipo de modelo de cambio de fase. Donde la transicién de temperatura AT a
menudo es pequefia comparada con la variacién de temperatura total, aunque existen
limitaciones précticas en el procedimiento de integracién de tiempo. En general, los
algoritmos de tiempo de cada paso pueden ser controlados, tal que para cada nodo
el cambio de fase esta forzado a cumplir con un valor de temperatura en el intervalo
asociado a AT. Sf un punto nodal no entra en el rango AT pero simplemente alcanza
este intervalo de temperatura, el efecto del calor latente es perdido para el nodo y una

respuesta incorrecta de temperatura asf como un balance de energfa resultara. Algunas
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aproximaciones alternas las cuales son intentadas mediante proceso dentro del programa
son descritas a continuacién, o mejor dicho una funcién de calor especifico la cual incluya
un salto de calor latente. Una aproximacién alterna es evaluar el efectivo calor especifico
directamente de la entalpia H. Cuatro diferentes aproximaciones de entalpia basicas son
suministradas en el programa para evaluar el calor especifico con problemas de cambio
de fase, asf como curvas de entalpia-temperatura.

Aproxi i6n Standard (pendi )

En esta aproximacion el calor especifico en un punto de integracién es evaluada me-
diante un célculo de la pendiente de la curva entalpia-temperatura, de forma andloga
se aproxima el calor especifico efectivo descrito anteriormente. El método es ejecutar

satisfactoriamente siempre que los el sean sufici ttiles, ya que este no

se ejecutara perfectamente en mallados burdos. Esta inexactitud es debido al hecho de
que en un determinado paso del tiempo, el punto de integracién en un elemento puede
no detectar la presencia de solidificacién frente a el elemento.

Aproximacién Espacial (Espacial)

Una aproximacién alterna es calcular el calor especifico requerido en un punto dado

por,

;
VH-VH\?
= (W) (2:146)

Esta expresién es calculada a partir de la determinacion de la entalpia en el nodo
del elemento usando la curva de entalpia-temperatura. Las funciones de la figura del
elemento son entonces usadas para aproximar la distribucién de la entalpia en el elemento
asf como la distribucién de temperatura en la forma usual. El valor de la c, en el punto de
integracién es entonces calculada usando la formula anterior. Asf este método incorpora
la distribucién local de la entalpia dentro de un elemento, esto es capaz de guiar un
frente de solidificacién més exacto que el método de pendiente. Un inconveniente de
este método es que sf un paso del tiempo es bastante grande de manera que permita

la solidificacién del frente al pasar por todo el elemento, la cantidad apropiada de calor
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latente no serfa liberada en el elemento resultante con una velocidad de cafda deseada de
la temperatura.

Aproximacién Punto de Integracién Temporal (Integracién)

Para problemas transitorios, el cambio de valor en la entalpia del paso anterior asf
como el cambio de valor en la temperatura, pueden ser usados para construir un calor
especifico efectivo, dado por:

dH/dt

%= (2.147)

En este caso el calor especifico en un punto de integracién es evaluado a partir de las

temperaturas en esos puntos usando la siguiente ecuacién:

_H(T) - H (T

2.148
To = Tay ¢ )

[

en donde los subindices se refieren al mimero de paso en el tiempo. Como este método
detecta siempre el paso del frente de solidificacién en el punto de integracién, la repre-
sentacién es mejor que el método anterior sobre mallas burdas. La deficiencia de este
método es que atn si bien las cantidades correctas de energfa son siempre liberadas, la
velocidad de liberacién son tipicamente rezagadas en el tiempo.

Aproximacién Temporal en punto nodal (nodos)

Esta aproximaci6n es basada con las mismas ideas que en el método anterior, excepto

que ¢, es evaluada usando
_H(T) — H(To)

2.149
Tn = T ¢ )

[

en los puntos nodales, o mejor dicho en el punto de integracién del elemento combinado
directamente con la matriz de la masa. Observemos que esta aproximacién deberfa ser
siempre utilizada con una formulacién junto a la matriz de la masa.

Es importante destacar que todos los métodos citados anteriormente sean usados
con unas curva de viscosidad-temperatura apropiada con el propdsito de que la fuerza

de la velociadad tienda a cero en la fase sélida. Normalmente un valor grande para la
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viscosidad (Tan grande como 10¢ para simulacién de mezclas y tan grande como 10

para una simulacién limite) a uras arriba de la temperatura de solidificacién

puede ser descrita.

El mimero de Stefan definido por,

St = C"TAT (2.150)

es de suma importancia en problemas de solidificacién (fundido), donde AT es un rango
caracterfstico de temperatura, L el calor latente y c, el calor especifico. Sin embargo,
para valores pequefio del numero de Stefan, esto se complica ya que el calculo numérico

dificulta su solucién.
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Capitulo 3

Procedimiento para el Modelamiento

3.1 Procesos de Soldadura

El proceso de soldadura es creado a partir de fuentes de energfa generando altas tem-
peraturas y de esta manera fusionar piezas de trabajo obteniendo asf una continuidad
entre ellas. Dos aspectos muy importantes son considerados en estos proceso de sol-
dadura; primero el suministro de una adecuada fuente de calor y segundo la necesidad
de proteger a la soldadura fundida de la contaminacién atmosférica.

Existen varios proceso de soldadura las utilizadas en la industria son:

1. Soldadura por Oxi-acetileno o cominmente conocido como soldadura de gas

2. Soldadura por arco de Tungsteno cubierto de gas (TAGS) o soldadura de tungsteno
en gas inerte (TIG).

3. Soldadura manual metélica de arco (MMA) o simplemente soldadura por arco
electrico.

4. Soldadura por arco sumergido.

5. Soldadura de resistencia de punto.

6. Soldadura met4lica de arco protegida por gas (MAGS) o soldadura metélica en
gas inerte (MIG).

Como se puede apreciar cada uno de los procesos de soldadura tiene aplicaciones
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especificas dependiendo el material de trabajo. El presente trabajo se reduce al dltimo
proceso de soldadura MIG, que consiste en generar calor por medio de un arco eléctrico,
pudiendo ser concentrado de manera efectiva y controlada para lograr la destruccién de
la pelicula de 6xido en las interfases metalicas para posteriormente crear la fusién de las
piezas a soldar en contacto con metal fundido, para obtener una continuidad mecénica
¥ quimica de lo mas efectiva posible [19]. Sin embargo, no todo el calor generado por
el arco eléctrico es aprovechado en el proceso de fusién, aproximadamente entre 25 y
el 34% del calor es desperdiciado por procesos de conveccién, conduccién, radiacién y
salpicaduras [20], [21). Las temperaturas generadas por el arco eléctrico se encuentran
del orden de entre 5,000 y 30,000°C dependiendo la naturaleza del plasma y de la corriente
conducida por este mismo [19], esto ha sido reportado recientemente al emplear modelos
matematicos [22]. Las altas temperaturas alcanzadas por el arco eléctrico hacen que el

fundido de la soldadura alcance temperaturas por encima de los 2000°C.

3.2 Proceso de soldadura MIG

El proceso de soldadura MIG por arco eléctrico no directo es un proceso en el que se genera,
un intenso calor para fundir un material de aporte en la zona intersicial del material de
trabajo (o base). El calor aportado sobre el material base se pierde de varias formas,
gran parte de este se disipa por conduccién a lo largo del material mientras que otra
fraccién se emplea para fundir una pequena cantidad del material base como se ilustra en

la siguiente figura, existen otras formas de pérdida de calor mencionadas anteriormente.
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Figura 3.1 -Esquema de la unién del material compuesto por medio del proceso de

soldadura de arco eléctrico indirecto.

En el proceso experimental se utilizé una fuente de poder de 350 Amperios y un rango
de voltage de 0-50 voltios los cordones de soldadura se depositaron sobre una unién de dos

probetas rec 1 de ial de matriz metélica de aluminio reforzado

con partfculas de material cerdmico (TiC), de 9 x 9 X 75 am. de dimensiones, separacién
de 3 mm entre las placas y material de aporte de una aleacién de aluminio 2024 con
una separacién de 1 mm. entre placas. Los electrodos utilizados en el proceso fueron de
1.2 mm de didmetro ER4043 con polaridad invertida.El gas de proteccién utilizado fue
argén puro empledndose una temperatura de precalentamiento de 100°C. En general las
variables operacionales con que se llevé acabo el proceso de soldadura por arco eléctrico

no directo se resumen en el siguiente cuadro.
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Amperaje 250 Amperios

Voltaje 22 Voltios
Velocidad de avance 3.6 mm/seg
Flujo del gas Argén 22 Lts/min
Temperatura de Precalentamiento 100°C
Calor aportado 5.5 KJ/seg
Separacién del tubo de contacto al material base 12 mm

Datos reportados del Instituto de Investigaciones Metalirgicas y de la escuela de Inge-
nierfa Mecénica de la UMSNH.

Estos datos y otras caracteristicas de los materiales que se mencionardn més adelante
son utilizados para la representacién cuantitaviva de la distribucién de temperatura y del

flujo del fluido generado por el proceso de soldadura.

3.3 Hardware y Software

El Hardware utilizado en el modelamiento se realizo en dos Estaciones de Trabajo; una
Silicon Graphic, modelo INDY con 64 MB en memoria RAM y Plataforma UNIX (Irix
5.3), la otra es SUN modelo Sparc 20 con 64 MB en memoria RAM y sitema Solaris 4.

El software estd constituido principalmente de dos programas GAMBIT y FIDAP,
ambos de la corporacién FLUENT.

GAMBIT es un proceso integrado para el andlisis de célculos computacionales de
Dindmica de Fluidos (CFD) en el cual se construye la geométria y se genera el mallado;
o bien importa geometrias creadas por otro software (CAD/CAE) para modificarlas o
simplemente para generar el mallado.

FIDAP es un programa de elemento finito para simular una amplia variedad de flu-

jos de fluidos con efectos de transferencia de calor, transporte y reacciones de especies
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quimicas.

El paquete FIDAP consiste de dos programas; el primero es conocido precisamente
como FIDAP y consiste de un nivel superior (o rafz) y seis sub-médulos, como se muestra,
a continuacién.

FIDAP

FIPREP FIMESH FICONV  FIPOST FI-GEN FI-BC FISOLV

El segundo programa es conocido como FISOLV, es un componente del programa que
ejecuta la solucién del elemento finito. Todo los usuarios interaccionan con el programa
FIDAP; aun el FISOLV es administrado desde el FIDAP. Desde el punto de vista practico
el FISOLV se tomarfa como un sub-médulo m4s.

El uso de los programas de elemento finito consiste en forma general de tres paso;
1) Pre-procesamiento, el cual describe el problema en el programa, 2) Resolver el prob-
lema numérico a través de la descripcién, cada paso es conocido como procesamiento y
3) Anélisis de resultados, también llamado pos-procesamiento. Los siete médulos corre-
spondientes en estos tres pasos estdn conformados por el siguiente camino:

1. Creacién de los datos que definen el problema para ser resuelto o Fase
de pre-procesamiento.

FIDAP es un programa interactivo que usa todos los datos de entrada requeridos
para la simulacién, FIDAP contiene cinco médulos los cuales pueden ser usados para
generar los datos: uno para el control de la simulacién y de propiedades del fluido de
entrada, llamado FIPREP, el otro para la generacién del mallado, conocido como FI-GEN

y FIMESH. La aplicacién de las condiciones de frontera asf como condiciones iniciales
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son introducidos por FI-BC (aunque FIPREP y FIMESH pueden ser usados también).
Para la manipulacién de archivos y conversién de tareas es realizado por FICONV, que
puede ser reemplazado en lugar de FI-GEN o FIMESH para la creacién de datos de

mallas compatibles con FIDAP, a través de la conversién de informacién creada en algiin

otro programa de elemento finito. Esos otros p incluyen la i6n de datos en

el formato de archivos neutro de PATRAN, archivos universales I-DEAS o en archivos
de FIMESH de FIDAP en versién 6 (las cuales incluye el programa ANSYS y ICEM-
CFD). FICONV puede trasladar informacién de nodos y elementos asf como datos de
condiciones iniciales como de frontera de fuentes externas.

2. Ej i6n de la simulacién érica, o fase de procesamiento

Esta es la fase del procesamiento, los pasos en el proceso son ejecutados fuera de la
interaccién con el usuario en un modulo de procesamiento llamado FISOLV. La ejecucién
del FISOLV a menudo inicia dentro de la sesién del FIDAP.

3. Resultados de la solucién, o fase de pos-procesamiento.

Para este tipo de problemas de fluido el significado general se obtiene de los esquemas
desplegadas a partir de los datos de las soluciones basicas més la adicién de cantidades
derivadas como por ejemplo; funciones de corrientes del flujo y contornos de vorticidad.
FIPOST es principalmente gréficas del modulo de pos-procesamiento del FIDAP, sin
embargo puede también ser calculado a partir de velocidades de flujo y flujos de calor.

Por otro lado el programa FIDAP crea una serie de archivos durante la simulacién,
estos ayudan a entender las relaciones y los contenidos de los célculos. La principal in-
formacién del flujo creada al usar el FIDAP es; el control de la simulacién, propiedades
del material e informacién de condiciones de mallado y de frontera, originado principal-
mente de los submodulos FIPREP, FI-GEN y FI-BC, los cuales escriben base de datos
llamados FDBASE (archivos FIDap dataBASE). Antes de una ejecucién de FISOLV debe
uno tener al FIDAP comprobando toda la informacién necesaria en la base de datos en
preparacién para mandarlo al modulo de procesamiento. FISOLV extrae toda la infor-

macién requerida del archivo de FDBASE puesta en marcha en la ejecucién. Durante la

114



solucién FISOLV escribe los resultados dentro de una base de datos llamado FDPOST,
FIDAP puede entonces extraer estos datos de solucién para el pos-prc iento a través
del modulo FIPOST.

3.4 Geometrias

La simulacién se calcula para un estado estacionario del flujo del fluido dentro de una
geometrfa de alta simetrfa como es el prisma rectangular, por lo tanto, lo primero es
generar las geometrfas a utilizar para esquematizar el proceso de soldadura de las probetas
de material compuesto.

Para generar esta figura hay que definir primero los vértices posteriormente las aristas
(edge), superficies (fase) y por itilmo volumenes (volume) de las geometrfas que se van

a utilizar en la rep i6n del proceso, medi el programa GAMBIT, ademés de

que se se identifica si cada uno de los elementos de la geometrfa

tal como resulta en la siguiente figura.

Figura 3.2 -Elementos de las geometrfas para el proceso de soldadura.

para una mejor visualizacién de la zona entre los dos materiales compuestos, se som-

brean los volumenes del material base, como se observa en la figura 3.3.
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Figura 3.3 -Esquema del material compuesto.

Una vez creada las geometrias del material de trabajo asf como la zona donde se
va a depositar el flujo del fluido, lo siguiente es asociarle caracteristicas especiales a las
superficies proximas a la zona de unién de las dos probetas de trabajo, ya que es aquf

donde se van a realizar todos los cdlculos involucrados en el proceso de soldadura.

Figura 3.4 -Tipos de superficies asociadas a la zona de unién.

El préximo paso es la divisién de estas geometrfas continuas mediante la generacién

de elementos, para crear los esquemas de mallado.
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3.5 Mallado

El objeto de realizar un mallado sobre una superficie continua es generar elementos en la
regi6n para de esta forma aplicar las ecuaciones desarrolladas anteriormente y calcular sus

T di

numéricas. Para el presente trabajo que se enfoca en

Tt ad

la zona para la unién de dos probetas de materiales comp dando como
un prisma rectangular de 9 X 9 x 3mm, los elementos obtenidos para esta figura son de

tipo ladrillo con 8 nodos (uno por vértice). Tal como se muestra en la figura 3.5.

Figura 3.5 -Mallado de la zona de unién.

Es importante recalcar que las superficies préximas a la zona de unién se tienen que
dividir para generar los elementos ya que sobre éstos los efectos ffsicos que se produzcan

son de gran importancia.
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Figura 3.6 -Mallado del material compuesto.

Una vez contruidas las geometrfas y generado el mallado todos los datos son expor-
tados para ser utilizados en el programa FIDAP.
3.6 Pre-procesamiento

Sabemos que la ipulacién de archivos y ion de tareas son realizadas por el
submodulo FICONV. FIPREP la la simulacién y las propiedades del fluido de

entrada, los que son generados y guardados en un archivo. La aplicacién de las condiciones

de frontera asf como condici iniciales son i ducidos por FI-BC. Por lo tanto la

parte esencial del programa consiste en la labor realizada por los submodulos de pre-
procesamiento FICONV, FIPREP, FI-GEN, FIMESH y FI-BC, por tal razén se considera
pertinente presentarlo en forma original al editor generado, el cual es transportado del
archivo creado por FIDAP en la Estacién de Trabajo

/ File opened for write Thu Oct 19 03:14:39 2000.

FICONV( NEUT, INPU, RESU )

INPUTFILE( FILE = " /usr/people/hereda/proyectos/tes?D3.FDNEUT" )

END()

FI.BC( )
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WINDOW(CHANGE= 1, MATRIX )
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.000000 1.000000 0.000000 0.000000
0.000000 0.000000 1.000000 0.000000
0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

~19.95000 19.95000 -14.96250 14.96250 -10.50000 10.50000

SETDISPLAY( ENTI = ™", SHOW, ONLA, CLEA, FRAM )
END( )

FIPOST( )

GROUP( LIST )

GROUP( ALL )

MESH( )

WINDOW(CHANGE= 1, MATRIX )

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.000000 1.000000 0.000000 0.000000

0.000000 0.000000 1.000000 0.000000

0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

~19.76000 19.76000 -17.51923 17.51923 -38.00000 38.00000
45.000000 45.000000 45.000000 45.000000

REDO

SETCOLOR( LABE = 1, AXES = 5, BACK = 2, FORE = 5 )
MESH( )

END()

FIPREP( )

EXECUTION( ADD, NEWJ )

PROBLEM( ADD, 2-D, INCO, STEA, LAMI, NONL, NEWT, MOME, ENER, FIXE, SING )
GRAVITY( ADD, MAGN = 981, THET = 0, PHI = 0 )

SOLUTION( ADD, S.S. = 20, VELC = 0.001, RESC = 0.001, ACCF = 0)
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CONDUCTIVITY( ADD, SET = 1, CONS = 1.214 )
CONDUCTIVITY( ADD, SET = "composite”, CONS = 1, 526 )
DENSITY( ADD, SET = 1, CONS = 0.6 )

DENSITY( ADD, SET = “composite”, CONS = 3.83 )
SPECIFICHEAT( ADD, SET = 1, CONS = 0.8 )
SPECIFICHEAT( ADD, SET = "composite”, CONS = 0.5 )
VISCOSITY( ADD, SET = 1, CONS = 0.0083 )
HTRANSFER( ADD, SET = 1, CONS = 1.8, REFT = 100 )
ENTITY( ADD, NAME = "fluid”, FLUI )

ENTITY( ADD, NAME = "entrada”, PLOT )

ENTITY( ADD, NAME = "salida”, PLOT )
ENTITY( ADD, NAME = "pared”, PLOT )

ENTITY( ADD, NAME = "wall", PLOT )

ICNODE( ADD, VELO, ZERO, ALL, X, Y, Z)
COORDINATE( ADD, SYST = 2, CART )

2,2,0

BCNODE( UY, ENTI = “entrada”, CONS = -1, X, Y, Z )
BCNODE( VELO, ENTI = “pared”, ZERO, X, Y, Z )
BCNODE( VELO, ENTI = "wall’, ZERO, X, Y, Z )

BCNODE( VELO, ENTI = "salida”, ZERO, X, Y, Z)
BCNODE( TEMP, ENTI = "salida”, CONS = 1585, X, Y, Z )
BCNODE( TEMP, ENTI = "entrada”, CONS = 2213, X, Y, Z )
BCNODE( UX, ENTI = "entrada”, ZERO, X, Y, Z )
BCNODE( UY, ENTI = "entrada”, CONS = -1, X, Y, 2 )
END()

FLBC( )

WINDOW (CHANGE= 1, MATRIX )

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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0.000000 1.000000 0.000000 0.000000

0.000000 0.000000 1.000000 0.000000

0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

-19.95000 19.95000 -14.96250 14.96250 -10.50000 10.50000

END()

CREATE( FIPR, DELE )

CREATE( FISO )

FIPOST( )

EDGE( BCNO, VELO, BCNO, TEMP )

END()

RUN( FISOLV, IDEN = "tesis", FORE, COMP )

/ File closed at Thu Oct 19 03:40:51 2000.

/ File opened for append Thu Oct 19 03:41:55 2000.

FIPOST( )

VECTOR( VELO )

WINDOW(CHANGE= 1, MATRIX )
1000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.000000 1.000000 0.000000 0.000000
0.000000 0.000000 1.000000 0.000000

0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

-19.76000 19.76000 -17.51923 17.51923 -38.00000 38.00000

45.000000 45.000000 45.000000 45.000000
REDO

CONTOUR( UX, AUTO )

CONTOUR( UY, AUTO )

CONTOUR( SPEE, AUTO )
CONTOUR( PRES, AUTO )

CONTOUR( TEMP, AUTO )
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CONTOUR( STRE, AUTO )

CONTOUR( VORT, AUTO )

CONTOUR( SHEA, AUTO )

CONTOUR( REYN, AUTO )

END()

FIPREP( )

ENTITY(SELE, FIRS, NAME = "fluid", FLUI )

ENTITY( SELE, NEXT, NAME = "entrada”, PLOT )

ENTITY( SELE, NEXT, NAME = "salida”, PLOT )

ENTITY( SELE, NEXT, NAME = "pared”, PLOT )

ENTITY(REPL, NAME = “pared”, WALL, MDEN = "composite”,
MSPH = “composite”, MCON = “composite” )

ENTITY( SELE, NEXT, NAME = "wall”, PLOT )

BCNODE( SELE, FIRS, UY, ENTI = "entrada”, CONS = -1, X, Y, 2 )
BCNODE( SELE, FIRS, VELO, ENTI = "pared”, ZERO, X, Y, Z )
BCNODE( SELE, NEXT, VELO, ENTI = “pared”, ZERO, X, Y, Z )
BCNODE( SELE, NEXT, VELO, ENTI = “wall", ZERO, X, Y, Z )
BCNODE( SELE, NEXT, VELO, ENTI = “salida”, ZERO, X, Y, 2 )
BCNODE( SELE, NEXT, TEMP, ENTI = “salida”, CONS = 1585, X, Y, Z )
BCNODE( SELE, NEXT, TEMP, ENTI = "entrada”, CONS = 2213, X, Y, 2 )
BCNODE( SELE, NEXT, UX, ENTI = "entrada”, ZERO, X, Y, Z )
END( )

FIPREP( )

END()

CREATE( FIPR, APPE )

CREATE( FISO )

FIPOSTY( )

EDGE( BCNO, VELO, BCNO, TEMP )
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END()
RUN( FISOLV, IDEN = tesis", FORE, COMP )
/ File closed at Thu Oct 19 04:10:59 2000.

/ File opened for append Thu Oct 19 04:

1:32 2000.
FIPOST( )

VECTOR( VELO )

CONTOUR( TEMP, AUTO )

END()

FIPREP( )

HTRANSFER( SELE, FIRS, SET = 1, CONS = 1.8, REFT = 100 )

HTRANSFER( REPL, ENTR = "convec”, SET = "convec”, CONS = 1.8, REFT = 100 )
HTRANSFER( SELE, FIRS, SET = "convec”, CONS = 1.8, REFT = 100 )

ENTITY( REPL, ENTR = "pared”, NAME = "pared”, WALL, MDEN = "composite”,
MSPH = "composite”, MCON = "composite”, MCNV = "convec” )

END()

CREATE( FIPR, DELE )

CREATE( FISO )

FIPOST( )

EDGE( BCNO, VELO, BCNO, TEMP )

END()

RUN( FISOLV, IDEN = "tesis”, FORE, COMP )

/ File closed at Thu Oct 19 04:14:50 2000.

/ File opened for append Thu Oct 19 04:15:43 2000.

FIPOST( )

VECTOR( VELO )

CONTOUR( TEMP, AUTO )

WINDOW (CHANGE= 2, MATRIX )

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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0.000000 1.000000 0.000000 0.000000
0.000000 0.000000 1.000000 0.000000
0.000000 0.000000 0.000000 1.000000
-19.76000 19.76000 -17.51923 17.51923 -38.00000 38.00000
225.000000 45.000000 45.000000 45.000000
REDO
VECTOR( VELO )
CONTOUR( TEMP, AUTO )
CONTOUR( UX, AUTO )
CONTOUR( UY, AUTO )
CONTOUR( SPEE, AUTO )
CONTOUR( PRES, AUTO )
CONTOUR( TEMP, AUTO )
CONTOUR( STRE, AUTO )
CONTOUR( VORT, AUTO )
CONTOUR( SHEA, AUTO )
CONTOUR( REYN, AUTO )
CONTOUR( SHEA, AUTO )
CONTOUR( REYN, AUTO )
END()
/ File closed at Thu Oct 19 05:03:00 2000.
El trabajo realizado por el programa a partir de este editor consiste en:
1) Importar todos los datos desde un archivo neutro generados en GAMBIT, mediante
el submodulo FICONV.
2) El submodulo FIPREP es activado para asignar un nuevo trabajo que consiste de
un problema en:
Dos dimensiones.

Fluido incompresible.
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Fluido Estético.
Flujo Laminar.
Problema Nolineal.
Fluido Newtoniano.
Dependiente del momento asf como de la energfa.
3) Asignacién de constantes
Gravedad 981cm/s
Limite de error 1 x 10~
- Para el Fluido de Aluminio:
- Conductividad 1.77J/cm°C
- Densidad 0.6gr/cm?®
Calor Especifico 0.8.J/gr°C
Viscosidad 8.3 x 10~%poises.
Para el Material Compuesto
Conductividad 1.1526J/cm°C
Densidad 3.83gr/cm?®
Calor Especifico 0.5.J/gr°C
Constante de transferencia de calor 1.8J/seg - em°C
Temperatura de precalentamiento 100°C’
4) Asignacién del tipo de entidad.
5) Condiciones de frontera
6) Velocidad del flujo de entrada en la direccién y (u, = —lem/s) y temperatura de
2213°C.
7) Velocidad de salida igual cero, temperatura de 1585°C".
8) En todas las paredes la velocidad es igual a cero.
9) Condiciones iniciales todo en cero.
10) Corre el programa, se identifica con nombre de tesis.

11) Se abre una ventana para visualizar todos los esquemas de salida.
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12) Se reinicializan todas las variables y se asigna a las paredes un entidad tipo WALL
con caracterfsticas del material compuesto y se verifica nuevamente las condiciones de
frontera.

13) Se corre el programa sin identificar ningiin cambsio en los resultados antes obtenidos.

14) Se asigna a la variable "convec” la constante de transferencia de calor y la tem-
peratura de referencia.

15) Se asignan a las paredes estas nuevas condiciones de frontera y se corre el pro-

grama.

3.7 Procesamiento

FIDAP a partir de este ) entra en prc i realizado por el submodulo

FISOLV, anteriormente mencionamos que este trabajo realizado esta fuera de nuestro

alcance sin embargo tenemos algunos datos generados en un archivos de salida.

FIDAP (7.62) 19 Oct 00 AT 04:55:28

THIS SOFTWARE IS A LICENSED PRODUCT OF FLUID DYNAMICS INTERNATIONAL, INC. AND
MAY ONLY BE USED ACCORDING TO THE TERMS OF THAT LICENSE ON THE SYSTEM
IDENTIFIED IN THE LICENSE AGREEMENT COPYRIGHT (C ) 1990 BY FLUID DYNAMICS

INTERNATIONAL, INC. ALL RIGHTS RESERVED.

PROBLEM DEFINITION AND CONTROL INFORMATION INPUT, NO. OF ERRORS = 0
PROBLEM DEFINITION IS:

2-DIMENSIONAL INCOMPRESSIBLE STEADY-STATE LAMINAR

NONLINEAR ~ NEWTONIAN MOMENTUM  SINGLEPHASE

FIXED MESH ENERGY

EXTRAPOLATION IS ON
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RELAXATION METHOD IS CONSTANT

UPWINDING METHOD IS OFF

TIME FUNCTION INFORMATION INPUT, NO. OF ERRORS = 0
NODAL DATA INPUT, NO. OF ERRORS =
CONSTRAINED D.O.F.S INPUT, NO. OF ERRORS
VOLUMETRIC FORCES INPUT, NO. OF ERRORS =0
INITIAL CONDITIONS INPUT, NO. OF ERRORS = 0

PROBLEM ELEMENT INFORMATION INPUT COMPLETED
MATRIX PROFILE STRUCTURE COMPUTED

TOTAL SYSTEM DATA

NON SYMMETRIC MATRIX BLOCK STRUCTURE

NUMBER OF EQUATIONS. . (NQNS) =
NUMBER OF MATRIX ELEMENTS . (NEMN) =
MEAN HALF BANDWIDTH. . (MINBN) =
MAXIMUM HALF BANDWIDTH. . (MAXBN) =
STORAGE FOR ONE BLOCK (INTEGER WORDS) . . (MEMORN) =
NUMBER OF BLOCKS . .(NBLOKS) =
MAX. TOTAL STORAGE AVAILABLE (INTEGER WORDS) (MTOT) =
ADD. MEMORY FOR GLOBAL MATRIX TO BE IN CORE (MCMCIN) =
(0 = IN CORE)

FILE STRUCTURE DATA

2721

330645

61

76

661296

1

1500000

0

UNIT NO.LOGICAL LOGICAL REC. NO.PHYSICAL PHYSICAL REC. KBYTES

RECORDS LENGTH RECORDS LENGTH
32 500 1136 27 1136 119
33 20 2800 20 65536 31
TOTAL CORE MEMORY REQUIRED FOR INPUT PHASE = 47874
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TOTAL CORE MEMORY REQUIRED FOR SOLUTION PHASE = 704398

LOAD STEP 1 =:

AT LOAD 0.1000E+01 INCREMENT 0.1000E+01 =
ANALYSIS FOR FLOW SOLUTION ITERATION NUMBER — 1

D.O.F. RESIDUE REL.ERR.VEL DINORM DNORM REL.ERR.F RENORM RNORM
GLOB. 0.189E+04 0.100E+01 0.145E+05 0.145E+05 0.299E-03 0.674E+03 0.225E+07
Ux 0.501E+00 0.100E+01 0.141E+01 0.141E+01 0.453E-06 0.160E+00 0.354E-+06
uy 0.130E+01 0.100E+01 0.783E+01 0.783E+01 0.107E-06 0.239E+00 0.223E+07
TEMP  0.189E+04 0.100E+01 0.145E+05 0.145E+05 0.612E+00 0.674E+03 0.110E+04
ANALYSIS FOR FLOW SOLUTION ITERATION NUMBER —- 2

D.OF. RESIDUE REL.ERR.VEL DINORM DNORM REL.ERR.F RENORM RNORM
GLOB. 0.161E+04 0.557E+00 0.163E+05 0.293E+05 0.147E-04 0.332E+02 0.225E+07
Ux 0.143E+00  0.279E+00 0.358E+00 0.128E+01 0.332E-07 0.117E-01 0.354E+06
Uy 0.208E+00 0.863E-01 0.679E+00 0.786E+01 0.113E-07 0.252E-01 0.223E+07
TEMP  0.161E+04 0.557E+00 0.163E+05 0.293E+05 0.301E-0 1 0.332E+02 0.110E+04
ANALYSIS FOR FLOW SOLUTION ITERATION NUMBER —- 3

D.O.F. RESIDUE REL.ERR.VEL DINORM DNORM REL.ERR.F RENORM RNORM
GLOB. 0477E+02 0.698E-02 0.204E+03 0.293E+05 0.167E-05 0.376E+01 0.225E+07
Uux 0.125E-01  0.266E-01 0.339E-01 0.127E+01 0.277E-08 0.979E-03 0.354E+06
vy 0.211E-01  0.995E-02 0.783E-01 0.787E+01 0.140E-08 0.311E-02 0.223E+07
TEMP  0.477E+02 0.698E-02 0.204E+03 0.293E+05 0.341E-02 0.376E+01 0.110E+04
ANALYSIS FOR FLOW SOLUTION ITERATION NUMBER —- 4

D.O.F. RESIDUE REL.ERR.VEL DINORM DNORM REL.ERR.F RENORM RNORM
GLOB. 0454E+01 0.870E-03 0.255E+02 0.293E+05 0.190E-06 0.429E+00 0.225E+07
ux 0.961E-03 0.258E-02 0.328E-02 0.127E+01 0.207E-09 0.733E-04 0.354E+06
vy 0.235E-02  0.150E-02 0.118E-01 0.787E+01 0.169E-09 0.376E-03 0.223E+07
TEMP  0.454E+01 0.870E-03 0.255E+02 0.293E+05 0.380E-03 0.429E+00 0.110E+04

COMPUTATION COMPLETE FOR LOAD STEP

TIMINGINFORMATION 19 Oct 00 AT 04:56:02
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INPUT PHASE . 1.84
DATABASE INITIALIZATION 0.62
BREAKDOWN FOR SINGLE ITERATION

GENERATION OF ELEMENT MATRICES

AND FORCE VECTORS 1.03
ASSEMBLY OF FULL SYSTEM 0.14
LU DECOMPOSITION/SOLUTION 219

PARTICLE PATH COMPUTATION 0.00
STOKES SOLUTION . . 0.00
STEADY SOLUTION/TIME INTEGRATION PHASE. . 14.93
UPDATING FOR NONLINEARITY 4.70
ASSEMBLY 0.72
LU DECOMPOSITION 8.69
LINE SEARCHES 0.00
SEARCH DIRECTIONS 0.00
PARTICLE PATH COMPUTATION 0.00
PRESSURE RECOVERY 0.04
TOTALSOLUTIONTIME (SEC) = 16.76

**xtese44 FIDAP RUN COMPLETED *####+%++

Como se puede apreciar, estos resultados nos proporsionan datos muy generalizados
pero valiosos de los célculos realizados en el procedimiento.

Los pos-procedimientos de FIDAP nos generan todos los desplegados de los esquemas

que se tratardn en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Resultados y Discusién

4.1 Pos-prosesamiento.

El presente trabajo consiste en la representacién cuantitativa de la distribucién de tem-
peratura y del flujo del fluido en un proceso de soldadura MIG. Por lo que el flujo del

fluido es representado mediante un modelo viscoso de fluido Newtoniano, incompresible y

di 4

laminar. Las perdidas de calor son calculadas modelos de ién, convec-

cién y radiacién. Si el problema se complicara mediante la existencia de concentraciones
de especies quimicas en el fluido, que suponemos no existen, el programa es capaz de
usar hasta quince ecuaciones de transporte para modelarla.

En el flujo de un fluido muchas cantidades de interés pueden ser derivadas de los cam-
pos bisicos de velocidad, presién y concentracién de especies resultado de las soluciones
de las ecuaciones descritas en el capitulo 1. Estas incluyen variables como funciones
de flujo, vorticidad, flujo de calor, fronteras de tensién, flujos de velocidad, etc. To-
das esas cantidades pueden ser derivadas directamente del célculo de velocidad, presién,

temperatura y concentracién de especies. El pos-prc iento del programa FIPOST

esta ampliamente adaptado para compatibilizar con diferentes tipos de gréficas mediante
resultados numéricos, este trabajo consiste en tomar aquellos puntos donde nuestros ob-

jetivos sean totalmente cubiertos los que serdn representados en las siguientes secciones.
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Cabe hacer notar que el proceso del calculo de las variables requirio de dos mode-
lamientos para comparar el comportamiento del flujo del fluido, como fue espeficifigado

en el capftulo anterior en la parte del preprocesamiento del programa, sin embargo, no

se n ambos Itados, salvo los de , esto debido a que

no existe ninguna diferencia relevante entre ellas.

4.2 Esquemas de Velocidad

Los esquemas de los vectores de velocidad son calculados en cada punto nodal. La
longitud de cada vector es proporcional a la velocidad del fluido en un punto dado, asf
como la inclinacién del vector es la direccién del flujo. La punta de la flecha es opcional
en el dibujo de cada vector.

La velocidad con que se introduce el flujo del fluido es de aproximadamente lcm/s
més la aceleracién de la gravedad (981cm/s), ob una velocidad i lculad

de 1.46cm/s y una mfnima en tonos oscuros de aproximad. 0.15¢m /s, tendiend

practicamente a cero.

VELOCTTY.
VECTOR PLOT

[SCALE FACTOR

©.5000€402
[REFER. VECTOR
—0.1465E+01
IMAX. VEC PLOT ‘D

Figura 4.1 -Vectores de velocidad del flujo del fluido.
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La vectores de velocidad no varfan hori 1| como muestra la figura anterior,

lo que se esperarfa. Sin embargo, para una mejor visualizacién de estas variaci se

observan en los esquemas de contornos de la componente z de la velocidad

X COMP _VELOC.
CONTOUR PLOT

LEGEND

MINIMUN

-0.443326400

MAXTMUN
0.443326400

Figura 4.2 -Contornos de la componente x de la Velocidad del Flujo.

asf como los contornos de la componente y de la velocidad.
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¥ COMP__VELGC
CONTOUR PLOT

MUK
2.96005E-01

Figura 4.3 -Contornos de la componente y de la velocidad del flujo.

Estas dos iltimas figuras (4.2 y 4.3) muestran variaciones mas prolongadas y con
mayor intensidad a lo largo del eje y dentro de la zona para la unién de las probetas del
material compuesto, lo que hace que el llenado sea completo para toda esta zona, sin
embargo, estas figuras muestran también variaciones dentro del material (aproximada-
mente 2 a 3mm) de cada lado, los cuales se pueden verificar al analizar detenidamente
la figura 4.1 que esquematiza vectores de velocidad de masa dirigidos hacia el material
compuesto por la parte superior, esto significa que existe penetracién al material com-
puesto. Esta representacion puede ser ratificada experimentalmente, la figura 4.4 muestra
una toma del perfil del depésito del cordén de soldadura por arco eléctrico no directo a
una temperatura de 100°C de precalentamiento, mientras que la figura 4.5 muestra un
acercamiento a la interface de la uni6n a 1200X, mostrando una penetracién minima del

aluminio dentro del material compuesto.
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Figura 4.4 -Muestra del cordon de soldadura depositado a 100°C de precalentamiento

Figura 4.5 -Acercamiento de la Interface de la unién, a 1200X.

Esto podemos corroborarlo con las siguientes figuras tomadas sobre otras muestras

en las mismas condiciones.

Figura 4.6 -Muestra del perfil transversal de la unién por arco eléctrico no directo del

material compuesto Al/TiC
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Figura 4.7 -Muestra del perfil de depésito del cordon de soldadura por arco eléctrico no
directo en el material compuesto Al/TiC (final).

4.3 Esquema de contornos de la presién.

Qah,

que la aproximacién utilizada para simular este proceso, la presién tiene un
orden menor que la velocidad (y la temperatura), valores del campo de presién no siempre
est4n disponibles en todos los nodos del mallado. Esto particularmente es posible cuando
una aproximacién de presién discontinua es empleada, en este caso todos los grados de
libertad de la presién estan localizados dentro del elemento, mejor dicho en el nodo de
la malla. Para proponer los trazos de lineas de contorno, los valores en los nodos de la

i g

presién son requeridos, estos valores son ob la asi| i6n del peso debido

al drea del elemento, la presién calculada en el nodo se realiza mediante la aproximacién
de la presién particular empleada y la solucién de la presién calculada en el elemento.
Este valor es entonces dividido por el total del drea del elemento participante para dar

asf la presién interpolada en el nodo.
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PRESSURE
CONTOUR PLOT

LEGEND

94

2778E+
- 0 &333E04

MAXIMUM
0.55556£+405

Figura 4.8 -Contornos de presién.

Como el 4rea asignada en cualquier punto de nuestra zona unién es idéntica para

todos los nodos, esto es debido a que la geometrfa en la cual se esta depositando el flujo

Tt ad

del fluido es un prisma lar, nos da como contornos de presién uniformes

y simétricos, como se observa en la figura 4.8.

4.4 Esquema de contornos de lineas de flujo

Una cantidad que es a menudo 1itil son las graficas desplegadas de los campos de los flujos
computados en las funciones de corriente. Para fluidos incompresibles de dos dimensiones,

las funciones de la corriente del fluido estdn definidas por

_9 — O
U = 6—_12’ = " on (41)

el cambio en la funcién de corriente del fluido es una diferencial exacta,
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B
6¢=/A q-ndl' (4.2)

con

q=ue; + uzey, n=mne; +nge; (4.3)

donde n es la normal de integracién en la trayectoria y q es el vector de velocidad a lo
largo de la trayectoria.

El célculo del cambio en las funciones de corriente unido a un elemento puede ser
llevado a cabo usando la ecuacién 4.2. Sf consideramos un elemento de frontera en
general como el mostrado en la siguiente figura 4.7, con las siguientes definiciones de

velocidades y coordenadas.

wu=¢"U, wu=¢"U,, z=¢"x, y=¢Ty (4.4)

donde ¢ es la funcién de interpolacién a lo largo de la frontera U; y Uz, x y y son

velocidades en punto nodales y coordenadas.

Figura 4.9 -Elemento de frontera

El vector normal es expresado por
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/2
Sug, — z¢ ay\? [0z\* :
—0s°1~ 3s%2 = | == ==, .5
dr b [(Bs) +(63) “5)

Usando la relacién en las ecuaciones 4.4 y 4.5 de la definicién en la ecuacién 4.2,

obtenemos,
5 = / ( 790 v xT‘;—f<pT Uz) ds (4.6)
La funcién de interpolacién en los bordes est4 dado por
1s(s—1
2 ) 3s(s—1)
e=| Q-4 y o= 4.7)
Ls(s+1)
1s(s+1) 2
2

Respectivamente para elementos cuadréticos y lineales.

Esas funciones permiten el cambio de 6 para ser calculada a lo largo de algin
elemento de frontera, una vez més el elemento geométrico (x,y) y los campos de velocidad
(U1, U,) son especificados. El célculo de la funcién de corriente para el total de la pieza
es generado por aplicacién de la ecuacién 4.6 sucesivamente a lo largo de los elementos
de frontera, empezando en el nodo para el cual el valor base de 1 est4 especificado.

Los valores de la funcién del flujo pueden ser usados para generar los esquemas de
lineas de contornos del flujo, el cual para nuesto problema da com resultado la siguiente

figura,
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STREAMLINE
|_conTouk pLor |
LEGEND

.
=

W & 4zpug+n|
| g -~ & 4788E+0|

[ 11 MINIMUN
~0_48000E+20
MAXTHUN
8.50400€ 01

Figura 4.10 -Lineas de contorno de corriente.

Estas lineas del flujo del fluido como son de esperarse estén colocadas de forma suave
y continua dentro de la zona de uni6n de las probetas con pequefias perturbaciones en la
parte superior. La intensidad de las lineas de flujos tienen simetrfa a lo largo de un eje
vertical imaginario situado en el centro de la zona de unién, con méximos en el centro y

minimos en los costados, préximos a el material compuesto.

4.5 Esquema de Contornos de Vorticidad

Una relacién estrecha con la funcién del fluido para flujos es la vorticidad, la cual es

generada por el desplazamiento del fluido como se puede apreciar en la siguiente figura,
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VORTICITY
CONTOUR PLOT

g B
AR R E

MM
0.11186E401

FIDAP

7.62
t 09

Figura 4.11 -Contornos de vorticidad.
la vorticidad w para flujos en dos dimenciones esta definida como,

Oup 0w @8)

W=—_———

oz By
La funcién del flujo y la vorticidad est4n relacionadas por

Vi =—w (4.9)

En general, para flujos en tres dimensiones la vorticidad esta definido por un rotacional
w=Vxu
Usando la discretizacién de u; y u2 en la ecuacién 4.4, se pueden escribir como:

¥ AT i
&= (4.10)
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De los resultados computacionales en funciones disconti a través de el S

de frontera, la vorticidad es evaluada en cada nodo, esta forma de obtenerlos se realiza
mediante un procedimiento anélogo al utilizado para la presién, usando una interpolacién
de los valores en los nodos de la vorticidad.

La méxima vorticidad es calculada en contornos pequerias situadas en la parte superior
préximo al los costados del plasma generado por el arco eléctrico no directo y unos
contornos mas grandes pero suaves de vorticidades mfnimas son generadas hacia la parte
inferior dentro de la zona de unién, sin embargo, este efecto no es de suma importancia
dentro del flujo del fluido ya que las maximas vorticidades como se mencioné estan
situadas en la parte superior y pueden ser asociadas directamente al plasma en si. Las
vorticidades mfnimas tienden a cero por lo que para fines practicos el flujo es considerado

como laminar.

4.6 Esquemas de contornos del Flujo de Calor.
El calculo de la distribucién del flujo de calor para problemas de transferencia, estédn
definidos mediante:

T (4.11)

%"

Gn = Q- 0 =nq: +nyqy (+1:0:) (4.12)

Donde n es un vector unitario normal de frontera. Por lo tanto para problemas de

dos dimensiones, el flujo de calor normal para la frontera estd dado por

2 S
g _ngf—QyE
= —0s _"Y0s

= (4.13)

Recordemos que la aproximacién del elemento finito para la temperatura es,
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T=4"T (4.14)

de la ecuacién 2.89

T v T T T I
La expresién anterior puede evaluarse en algin punto en el elemento. El programa
evaliia el flujo de calor sobre la frontera en un punto de integracién Gaussiana asf como
evaluar los valores de integracién del flujo de calor a lo largo del elemento de frontera.
Los esquemas de flujo de calor obtenidos para el problema son de dos tipos:
1) El material compuesto es asignado como una entidad tipo” PLOT” (libre de condi-

ciones, los valores son tomados por default).

TEMPERATURE
CONTOUR PLOT
LEGEND

1616E+04
1679E+04
£ 104

I 04
1930€+04

- 2112464
-- @ 2182E+04

MINIMUN

0. 158506404
MAXTMUM

9.22130E+04

Figura 4.12 -Equemas de contorno de temperatura tipo 1.

2) El material compuesto es asignado como una entidad tipo "WALL”" (son esfecifi-
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cadas las propiedades del material).

TEMPERATURE
{_contole Lo |

LEGEND
-~ @ 4810E+03
-- B 6634E+03
LSS

-~ 0 1940E+04
-~ 6 2122E+04

©.22130E+04]

SCREEN LINITS

LX FIDAP 7 62
19 Oct 0@
94:35:55

Figura 4.13 -Esquema de contornos de temperatura tipo II.

La razén de mostrar dos esquemas de contornos de temperatura obedece a que se
consideran dos situaciones diferentes, las cuales pueden apreciarse en las dos figuras
anteriores; la primera muestra continuidad casi perfecta entre la zona de unién y el
material compuesto, esto es debido a que el material compuesto es asignado como una
entidad tipo "PLOT”. El | calcula la peratura dentro de esta regién con

valores asignados por ”default”, el error generado es por consiguiente grande, sin embargo,

1o es asociado al célculo si no a la asignacién de las condiciones de frontera.

La otra figura contornos de temp a"mas” reales, ya que el material com-

puesto a demés de ser asignado como una entidad tipo ”WALL” son también declarados
propiedades del material. Obteniéndose asf; méximas temperaturas en la parte superior

y situadas dentro de la zona de uni6n de 2182°C y minimo de temperatura en la parte in-

ferior de la zona de unién y dentro del material de aproximad 1600°C.

Se observan cambios bruscos en las lfneas de contornos de temperatura en la interfase de
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la zona de unién y el material compuesto, pero no son ”separados” en su totalidad por

lo que la continuidad permanece.

4.7 Trayectoria de las particulas

Tres tipos de esquemas de trayectorias bésicas pueden ser creados en el programa; es-
quemas de trayectorias de particulas, esquemas de color y esquemas de lineas ffsicas. En
un esquema de trayectorias de partfculas, una partfcula es introducida en un punto (o
puntos) dentro del domino del flujo y la trayectoria del movimiento de la partfcula estd
basada en seguir el campo del flujo computado, la diferencia entre este esquema y el es-
quema de color es que esta 1ltima no tiene masa, sin embargo la partfcula es introducida
en un punto (o puntos) dentro del dominio del flujo y la trayectoria del movimiento de
la particula esta basada en el campo del flujo computado, ademés de que una nueva
particula es introducida casi en la misma posicién que la partfcula original con un incre-

mento de tiempo especifico. En cada uno de esos puntos la posicién de la particula puede

Ser esc izada en i s de tiempo discretos o en posiciones subsecuentes de

una particula la cual puede ser asociada a segmentos de lineas creando asi un esquema

de lineas continuas de las particulas en movimiento. Los esquemas continuos de color

corresponden exa a un flujo visualizado experimentalmente en el cual trazos de

color son introducidos dentro del flujo en algin punto.

Para simulaciones de estados estacionarios la trayectoria de la particula y los esquemas
de color son idénticos, por lo que son diferentes entonces en simulaciones transitorias.
Para esquemas de lineas fisicas, la secuencia de posiciones en el campo del flujo de algunos
tiempos iniciales estdn conectados con segmentos de lineas recta. La deformacién de esta
"Ifnea” (linea fisica) es regida por el tiempo, por lo tanto, la posicién de la linea fisica es

esquematizada en incrementos de tiempos especificos.
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4.8 FIDAP

Los procedimientos empleados en FIDAP pueden catalogarse dentro de dos grupos depen-
diendo si son ecuaciones de flujo estacionario o transitorio, ademés en los procedimientos
de soluciones de ecuaciones transitorias pueden ser subdivididos en dos grupos dependi-
endo si la técnica de integracién de tiempo empleada es implicita o explicita. Para el
presente trabajo que es de estado estacionario asf como problemas de estado transito-
rio los que emplean integrador de tiempo implicito y un sistema matricial no lineal de
ecuaciones que pueden ser resueltos en su totalidad.

Normalmente, la solucién de este sistema matricial no lineal es la etapa del tiempo
empleado en el andlisis para problemas de regulares a grandes pueden ocupar el 80% del
total de los recursos usados. Por tanto, la decisién de cual algoritmo va a ser empleado
para que esta fase pueda gobernar y finalmente limitar el tamaiio del modelo del elemento

finito que pueda ser tratado, ial el caso de probl s al no lineales o

problemas acoplados con fenémenos fisicos. En general son tratados y calculados prob-
lemas de conveccién en FIDAP que contienen las dos caracterfsticas anteriores.

Aunque algoritmos para las ecuaciones discretas debido a la ecuacién de estado esta-
cionario (Navier-Stokes) pueden ser considerados en siguientes trabajos, ya que se deberfa
enfatizar mas los procesos que describen estos procedimientos, los cuales son de hecho
procedimientos muy generales e incluso son empleados en soluciones de otros sistemas
no lineales. Se deberfa también hacer notar que esos procedimientos son en principio
independientes del mimero de dimensiones del problema, ya que las dimensiones afectan
solamente la formulacién y estructura interna del sistema discreto y por supuesto el
tamafio. Sin embargo, en la préctica, el mimero de dimensiones pueden a menudo elegir
el algoritmo de solucién debido al costo.

La estructura bésica del sistema discreto puede ser resuelta relativamente répida, apli-
cando los procedimientos de elemento finito de Galerkin para ecuaciones estacionarias de
Navier-Stokes o ecuaciones transitorias de Navier-Stokes, cuando se emplea un integrador

de tiempo implicito, resultando un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales que se
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pueden representar mediante una matriz,

K(

=F

Donde K es la matriz del sistema global, u es el vector global desconocido (ve-
locidades, presiones, temperaturas, etc.) y F es un vector que incluye el efecto de las
fuerzas del cuerpo y condiciones de frontera. La composicién actual de las matrices de
las consideraciones del problema. Para problemas isotérmicos toda la dependencia de
la temperatura esta ausente y la ecuacién de energfa no se requiere. Para problemas

acoplados débil el término b en la i6n de momento no estard presente

y el acoplamiento entre el ), energfa y/o ecuacién de especies estd en términos

de conveccién y disipacién viscosa. Por lo tanto la ecuacién de momentos puede ser
resuelta independientemente por otra ecuacién escalar, seguido por una solucién de en-
ergia o ecuacién de especies con un campo de velocidad conocida. Los flujos acoplados
fuertemente son aquellos en que las ecuaciones de momento dependen de la temperatura
y/o campos de concentracién, por ejemplo; conveccién libre o forzado.

Existen dos diferentes metodologfas utilizadas para resolver sistema de ecuaciones no
lineales descritas anteriormente el algoritmo resultante es conceptualmente muy difer-
ente y de hecho puede representar dos oposiciones finales en las posibles soluciones. La
primera aproximacion resuelve todas las ecuaciones de conservacién de una manera si-
multdneamente acopladas, mientras que la segunda aproximacion resuelve cada ecuacién
separadamente de manera secuencial segregada.

Se ha encontrado que en la aproximacién acoplada total es mucho mds efectiva para

mejorar probl de dos di i Sin embargo, normalmente para problemas

grandes en dos dimensiones y un mejoramiento de problemas de tres dimensiones, la
resolucién de célculo requerida (tanto para la matriz del sistema global establecida como
para los requerimientos de solucién para el CPU) puede llegar a ser demasiado costoso.

La aproximacién de segregacién garantiza dar una reduccién sustancial en la memoria
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del disco, que se requiere para resolver el acoplamiento total. Sin embargo, esto dificulta
més la prediccién en el tiempo de ejecuci6n entre el segregado y la aproximacién acoplada
total. En general, esto depende del tamafio de resolucién del problema y del mimero
de iteraciones requeridas para alcanzar la convergencia. Debido a esta secuencia de
desacoplamiento natural, resolver los segregados requiere més iteraciones que resolver el
acoplamiento (esto puede ser de tres a diez tiempos). Por otro lado, si el tamafio del
problema crece (por ejemplo, el mimero de puntos en la malla) el costo de cada iteracién
total de la aproximacion de segregacién serfa incrementada menos que la aproximacién

de acoplami Asi potencial hay un cambio entre la ejecucién de un mimero

grande de iteraciones menos costosas, comparado a la solucién de segregados en nimero
menor de iteraciones més costosas y una solucién acoplada total.

Dos conceptos que surgieron repetidamente son: el radio de convergencia y la veloci-
dad de convergencia de un algoritmo en particular. Supéngase que en un procedimiento
iterativo se desarrolla una serie de iteraciones {u;, i = 1,...n}, entonces la velocidad (as-

intética) de convergencia es el entero k tal que 7 suficientemente grande:
[uips — wil| < Cllu; — ui_1||" 3 C es una constante

Donde ||| es alguna norma apropiada. Si k = 1, la velocidad de convergencia es
lineal, si k = 2, entonces es cuadrética, etc.

Cuando el radio de convergencia esta dado, usualmente puede estar asociado con
un pardmetro de problema, tal como el mimero de Reynolds. Por ejemplo, dada una
condici6n vectorial inicial el cuél es el mayor mimero de Reynolds, jel algoritmo iterativo

convergera?.
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CONCLUSIONES

Todos los resultados obtenidos estan basados en los esquemas generados por el pos-
procesamiento de FIDAP por lo que se puede concluir que;

Los esquemas de vectores de velocidad mostradas en la figura 4.1 tiene buena precisién,
por lo que podemos determinar las trayectorias del flujo del fluido en un proceso real,

1

esta idea se puede c con los de contornos de las componentes de la

velocidad Figura 4.2 y 4.3, ya que muestran perf las variaci de la velocidad

dentro de la zona de unién asf como en las paredes laterales del material compuesto,
cercanas a esta zona.

Al comparar los esquemas de vectores de velocidad con diferentes muestras de perfiles
de deposicién de cordones de soldadura por arco eléctrico no directo MIG en el material

compuesto (figuras 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7), con las mismas condiciones, muestra de manera

general mismo comportamiento, salvo fias vari

La generalizacién tanto para geometrias mas complejas como para otro tipo de ma-

o

teriales se puede asegurar siempre y cuando las c de frontera e iniciales sean

similares.
Las soluciones numéricas en regiones de oscilacién de los vectores de velocidad, sue-
len esconderse o amortiguarse fuera de los esquemas de contornos. Por esta razén, los

] di

esquemas de contornos deben si I e 5 de vectores

de velocidad, obteniendo asf una mayor informacién del trabajo en cuestién.

El esquema de contornos de presién para el presente trabajo no da una gran infor-
maci6n (Figura 4.8) ya que se trata de un prisma rectangular, esto significa que tenemos
elementos tipo ladrillo en toda nuestra regién, sin embargo, para figuras mas complejas,
es importante tomarlo en cuenta ya que va asociado al drea o volumen del elemento,
pudiendo de esta forma detectar zonas criticas.

Un esquema importante es el de contornos de lineas de flujo ya que predice con gran
exactitud flujos del fluido ademds de que muestra un claro flujo laminar, dando como

resultado en la préctica cero porosidad, esto se puede apreciar directamente en las figuras
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4.4,4.6 y 4.7. A pesar de que el esquema de contornos de vorticidad muestra lo contrario
estos efectos son précticamente despreciables.

Por 1ltimo los contornos de temperatura obtenidos varfan de forma significativa al
asignar dos tipos de entidades al material compuesto. Esto muestra claramente que los
valores calculados para la distribucién de temperatura no estdn sujetos directamente a
la zona de uni6n de los materiales, sino a las condiciones de continuidad entre esta y el
material compuesto, como trasferencia de temperatura (principalmente por conduccién
¥ conveccién). Mientras que los esquemas generados para las otras variables (velocidad,
presion, vorticidad, etc.) sf estén restringidos a la zona de uni6én con minimas diferencias
en la zona interfacial con el material compuesto.

Lo que hay que enfatizar es que ningin programa se debe tratar como una ”caja
negra” un programa computacional que predecirfa infaliblemente el proceso del flujo del
fluido. FIDAP y todos las otras herrami c ionales de di ica de fluidos

tienen especificaciones compatibles para ciertos fenémenos de flujos de fluido, por lo que
se tienen que entender estas herramientas para aplicarlas correctamente.

Para realizar la simulacién del flujo del fluido de este o de cualquier otro proceso
usando FIDAP, el usuario debe tener los suficientes conocimientos del proceso Fisico asf
como una completa descripcién del problema para que el programa sea apropiado como

una herramienta y se reconozca como una excelente simulacién.
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APENDICE

Ejemplo en dos dimenciones

En un » finito r lar de di i a x b, definido en z,y como lo

muestra la siguiente figura,

Y:
4 3
b
1 2
Yy
K3
X X2

Figura 5.1 -Elemento finito rectangular

asumir una funcién de la forma

¢=A+Bz+Cy+ Dy (a)

calcular una funcién de la siguiente forma para este elemento

¢ = N1¢y + Nay + Ny + Nadpy (b)
De las condiciones de frontera para el elemento
6(0,0) =6, ¢(a,0)=¢, é(a,b) =05 ¢(0,b) =¢,
obtenemos

¢=A ¢,=A+ Ba
¢3 = A+ Ba+ Cb+ Dab ¢y=A+Cb

(0
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Despejando las cuatro desconocidas,

sy B:¢z—¢1 C=¢4—¢1 D=¢1—¢2+¢3—¢4
b al

d
= b (d)
Sustituyéndolas en la i6n (a) e igualdndola término a término con la ecuacién
(b) obtenemos
_ (a=z)(b— _ z(b=
N, = le=z)emy Ny= ﬂ#} @
Ny =2 Ny =l

ab
Utilizando estos resultados calcurar la temperatura en el punto z = 2.5 y y = 2.5,
dadas las siguientes temperaturas Ty = 100°C, T, = 60°C, T3 = 50°C, Ty = 90, local-

izadas en cada nodos, como se muestra en la siguiente figura,

y

4 3
. (252.5)
1 2]

B

Figura 5.2 - Elemento rectangular.

sustituyendo los valores en las ecuaciones anteriores,

La temperatura calculada es entonces:

T(25,2.5) = g (100) + % (60) + % (50) + g (90) = 85°C
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