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Resumen

En este trabajo se estudia la controlabilidad de los Sistemas Lineales Conmutados

(SLC). El modelo utilizado para representar un SLC está formado por una Red de Petri

Interpretada (RPI) y por una familia de Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo

(SLI).
Se propone una definición de controlabilidad para los SLC, la cual es una extensión

de la definición estado controlable utilizada en los SLI. Básicamente, se garantiza la

existencia de una entrada para el SLC que permita trasladar cualquier estado continuo

desde cualquier estado inicial hasta algún estado requerido.
El análisis de la controlabilidad se basa en la trayectoria de estados del SLC. Se

tienen dos casos de estudio: SLC con transiciones manipulables y SLC con transiciones

no manipulables.
La trayectoria de estados de un SLC con transiciones manipulables forma un espacio

alcanzable dentro del espacio de estados continuo. Esto permite obtener condiciones nece

sarias y suficientes para saber cuando un SLC es controlable, también se muestra una

prueba estructural. Por su parte, la trayectoria de estado de un SLC con transiciones no

manipulable forma un conjunto de estados. Esta situación restringe el comportamiento de

la trayectoria de estados. En general, para determinar si este tipo de SLC es controlable

es necesaria una búsqueda exhaustiva a lo largo de todas las trayectorias de estados.

En este caso se obtuvieron condiciones suficientes para determinar cuando el SLC es

controlable, las cuales están basadas en la existencia de SLI controlables.
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Capítulo 1

Introducción

Los sistemas híbridos son sistemas dinámicos en los cuales existe una interacción

entre una dinámica discreta y una continua [7]. Este tipo de sistemas tienen variables

que toman valores de un conjunto continuo, usualmente el conjunto de los números reales

R, y también tiene variables que toman valores de un conjunto discreto, comúnmente un

conjunto de símbolos [19].
La dinámica continua es representada mediante una familia de ecuaciones diferen

ciales, por su parte la dinámica discreta es representada mediante un Sistema de Eventos

Discretos. En general, las variables discretas establecen cual es la ecuación diferencial

que representa la dinámica continua del sistema híbrido. Este tipo de sistemas puede ser

utilizado para la representación de sistemas físicos que modifiquen, en forma brusca, sus

condiciones de operación [18], también para el diseño de controladores conmutados, e.g.,
Gain Scheduling [8], Modos deslizantes [20].

En este trabajo nos concentraremos en los Sistemas Lineales Conmutados (SLC).
La dinámica continua de este tipo de sistema híbrido está representada por una familia

de Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo (SLI) [6], [3]. Por su parte, la dinámica
discreta de los SLC es representada por algún Sistema de Eventos Discretos, como pueden
ser autómatas finitos, cadenas de Markov, etc. En este trabajo, la dinámica discreta de

un SLC está representada mediante una Red de Petri Interpretada (RPI). Este modelo
discreto es una extensión de las Redes de Petri, las cuales tienen una mayor capacidad
de representación que los autómatas finitos [10].

En este trabajo se estudia la controlabilidad de los SLC. Esta propiedad cualitativa

de los SLC permite determinar cuando el estado continuo puede ser trasladado desde

algún estado inicial hasta cualquier otro estado final.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Resultados Existentes

Un SLC está compuesto por una familia de SLI y un Sistema de Eventos Discretos.

La controlabilidad de estos modelos ha sido estudiada por separado. La controlabilidad

de los Sistemas de Eventos Discretos está basada en la Teoría del Control Supervisor

propuesta por W.M. Wonham [19], básicamente, establece que un Sistema de Eventos

Discretos es controlable si y sólo si el comportamiento del sistema puede ser restringido
a un comportamiento deseado llamado especificación. Por su parte, la controlabilidad

de los SLI es presentada en [3] por C. T. Chen. Por su parte W.M. Wonham muestra

una caracterización geométrica de la controlabilidad [5]. La controlabilidad de los SLI

establece la existencia de una entrada capaz de trasladar cualquier estado inicial a alguno
estado requerido.

A continuación se describen algunos de los trabajos existentes sobre la controlabilidad

de los SLC.

Los resultados mostrados por J. Ezzine y A. H. Haddad en [9] son referentes a la

estabilidad, la observabilidad y la controlabilidad de los SLC. En este trabajo la dinámica

discreta del SLC es representada por una secuencia determinista de símbolos, cada uno de

estos símbolos representa un SLI. Primero presenta sus resultados sobre la observabilidad

de los SLC, después se aborda el problema de controlabilidad basado en el principio de

dualidad, aunque no se prueba si la dualidad se mantiene para este tipo de sistemas. Esto

permite obtener una condición algebraica para determinar la controlabilidad.

Por su parte, en [13] A.A. Julius, A.J. van der Schaft utilizan un conjunto indexado

de SLI, la entrada discreta establece cuándo algún SLI será activado. Se proponen dos

tipos de conmutaciones, también se muestra un algoritmo de punto fijo para construir el

máximo conjunto invariante controlado.

En los trabajos de G. Xie, D. Zheng y L. Wang [12], [14], [15], se utilizan SLI

indexados, la conmutación entre SLI se realiza mediante una ley de conmutaciones. Se

definen las secuencias de conmutación y el conjunto de estados controlables. La secuencia

de conmutación es una secuencia de pares que establece cuál y por cuánto tiempo se activa

un SLI. Basado en una caracterización geométrica, construye el subespacio invariante

del estado continuo. A partir de este subespacio se obtienen condiciones necesarias y

suficientes.

Se puede notar que en estos trabajos no se muestra de manera formal un Sistema de

Eventos Discretos para modelar la dinámica discreta. De hecho, se tiene la posibilidad
de conmutar a cualquier SLI en el instante que se requiera.
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1.2. Objetivos

Los principales objetivos de este trabajo son:

Estudiar la controlabilidad de los Sistemas Lineales Conmutados.

Analizar la trayectoria de estados de un SLC con transiciones manipulables.

Analizar la trayectoria de estados de un SLC con transiciones no manipulables.

Encontrar una entrada para el SLC que permita trasladar el estado continuo.

1.3. Estructura de la tesis

El contenido de esta tesis está distribuido de la siguiente manera.

En el capítulo 2 se muestran las definiciones básicas referentes a los SLI [3], [6]. De

igual manera se establecen algunas definiciones utilizadas en el estudio de las RPI [1] y
de las Redes de Petri (RP) [10]. Por último se describe la controlabilidad de los SLI y

la de los Sistemas de Eventos Discretos [19].
En el capítulo 3 se presenta el modelo utilizado en este trabajo para representar un

SLC. Esta representación utiliza una RPI para modelar la dinámica discreta del SLC.

También se muestra la manera en que evoluciona la trayectoria de estados cuando se

tienen transiciones manipulables y cuando tienen transiciones no manipulables. Una vez

mostrada la trayectoria de estados del SLC, se establece una definición de controlabilidad

de SLC.

En el capítulo 4 se define y caracteriza el espacio alcanzable de un SLC, este espacio
se genera a partir de la trayectoria del estado continuo de un SLC con transiciones

manipulables. Se presenta el análisis de la controlabilidad y las condiciones necesarias

y suficientes para determinar cuando un SLC es controlable. También se muestran

algunos ejemplos de SLC controlables, los cuales permiten una mejor comprensión del

comportamiento de los SLC.

En el capítulo 5 se define y describe como se forma conjunto de estados alcanzables,
este conjunto se genera a partir de la trayectoria del estado continuo de un SLC con

transiciones no manipulables. Se muestran condiciones suficientes para determinar la

controlabilidad de los SLC.

En el capítulo 6 se muestran las conclusiones y el trabajo futuro.

En el apéndice A se muestra la ley de control utilizada para manipular los estados

controlables de un SLI.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se presentan algunos conceptos básicos que se utilizan en el

estudio de los Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo (SLI) y de las Redes de

Petri Interpretadas (RPI) ■ Se hace una breve descripción de los resultados relacionados

con la controlabilidad de los SLI [3], [6], [5]; también se describe la interpretación de la

controlabilidad para los Sistemas de Eventos Discretos [19].

2.1. Modelo Continuo

Un Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo (SLI) está representado por la

siguiente ecuación

x (t) = Ax (t) + Bu (t) , x(t0) =x0 . v

v(t) = Cx(t) + Du(t)
(¿'l)

donde x (r) € R" es el estado del sistema, y (t) G R9 es la salida y u (r) G Rp es la

entrada.

Las matrices A, B, C, D son reales de dimensiones nxn, nxp, qxnyqxp respec

tivamente.

La función matricial ^ (r) con dimensiones n x n, es llamada matriz fundamental

de x (t) = Ax (t) si y sólo si las n columnas de V (r) están formadas por n soluciones

linealmente independientes de x (t) = Ax (t) .

La matriz de transición de estados $ (r, ro) se obtiene de la siguiente manera

$(T,ro) = *(T)V-1(T0), Vr,r0G (-00,00) (2.2)

Como eAr es una matriz fundamental de x (t) = Ax (t), entonces una matriz de

transición de estados del SLI es

$(t,tq) = eM(eAr°y1 (2.3)
— e-4(T—ro)

5



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

La solución de la ec. (2.1), es

x (r) = e^-^xo + í eA{-T~^Bu (fl dC, Vr > r0 (2.4)
>/ro

y la salida es

y (t) = CeATx0 + C T e^'^Bu (fl £¿C (2*5)

Sea T una matriz de n x n no singular. Defínase al vector de estados como x = Tx,
entonces la ec. (2.1) es representada por

x(t) = Áx(t) + Bu(t) (2.6)

y(r) = Cx(t) + D

donde

Á = TAT~1 B = TB C = CT~l D = D

La matriz T es llamada transformación de similitud, por su parte la ec. (2.6) se conoce
como sistema equivalente del sistema original, ec. (2.1).

2.2. Modelo Discreto

Las Redes de Petri Interpretadas (RPI) son una extensión de las Redes de Petri. A

continuación se muestran algunas de las definiciones utilizadas en el estudio de las Redes

de Petri [10].

Definición 2.1 La estructura de una Red de Petri G es un dígrafo bipartita representado
por la 4-tupla G = (P, T, I, O) donde:

■ P — {pi,P2,---,pn} es un conjunto finito de elementos llamados lugares.

T = {¿i, ¿2, ■••,ím} ^ un conjunto finito de elementos llamados transiciones.

■ I : P xT —► Z+ es una función que representa arcos ponderados que van de los

lugares a las transiciones, donde Z+ es el conjunto de los enteros no negativos.

O : P xT —> Z+ es una función que representa arcos ponderados que van de las

transiciones a los lugares.
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En toda RP el símbolo 'tj denota el conjunto de todos los lugares p¿ tal que I(pi, tj) ^
0 y t

•"

al conjunto de todos los lugares p¿ tal que 0(p,*,í_.) ^ 0. De forma similar, *p.

representa el conjunto de todas las transiciones tj tal que 0(pi,tj) ^ 0 y p' el conjunto

de todas las transiciones tj, tal que I(p,, tj) ^ 0.

En la representación gráfica de una RP, los lugares son círculos, las transiciones son

rectángulos y los arcos son dibujados como flechas.

La matriz de pre-incidencia de una RP es C~ = [c^] ,
donde c~* = I(jpi, tj); la matriz

de post-incidencia de una RP es C+ = [cj] ,
donde cj = 0(p¿, tj). Lamatriz de incidencia

de una RP se define como C = C+ — C~

La función de marcado M : P —> Z+ es un mapeo de cada lugar a los

enteros no negativos representando el número de marcas que hay dentro de cada lugar.

Generalmente, el marcado de una RP es expresado como un vector de dimensión n.

Definición 2.2 Un sistema de Red de Petri o Red de Petri es el parN = (G, Mq), donde

G es la estructura de RP y M0 es su distribución inicial de marcas.

El cambio de marcado en (G, Mq) se debe al disparo de alguna de sus transiciones

habilitadas. Para el marcado Aíj. la transición tj se dice habilitada si y sólo si Vp. € P,

Mk (Pi) ^ I(Pi, tj), donde Aíj. (p.) es el número de marcas del lugar p¿ cuando se tiene el

marcado M¿.

Mfe+1 = Mk + Cvk (2.7)

donde Vk es vector de disparo; con Vk (j) = 1 y uj. (i) — 0, i ^ j.
El conjunto de marcados alcanzables R (G, M0) de la RP (G, Mq) está formado por

todos los posibles marcados que se pueden generar desde Mq disparando solamente

transiciones habilitadas.

Definición 2.3 Sea a = Utjtk ■ ■ ■ una secuencia de transiciones disparadas. El vector de

Parikh cr de esta secuencia mapea las transiciones que forman parte de o- al número

de veces que aparece la transición t en la secuencia cr, i.e., ~~o : T —► (Z+)m.

2.2.1. Propiedades de una Red de Petri

Algunas de las propiedades de las Redes de Petri son la vivacidad, el acotamiento y
la reversibilidad; las cuales se describen a continuación.

■ Vivacidad

La vivacidad está relacionada con la ausencia de bloqueos y de funcionamientos

parciales. Un bloqueo se presenta cuando al llegar a un marcado la Red de Petri no puede

disparar ninguna de sus transiciones, por su parte un funcionamiento parcial aparece
cuando no existe un bloqueo pero algunas las transiciones nunca se pueden disparar.
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Definición 2.4 Una transición t es viva en la Red de Petri (G,Mq) si y sólo si VM G

R (G, Mq) ,
3M' g R(G,M) tal que M' habilita la transición t.

Definición 2.5 Una Red de Petri es viva con respecto a MQ si y sólo si Vt G T, la

transición t es viva.

■ Acotamiento

El acotamiento garantiza que la Red de Petri (G, M0) mantendrá un número finito

de marcas en sus lugares cuando Mq (p) < oo.

Definición 2.6 El lugar p es k-acotado si y sólo si 3k < oo tal que VM G R(G, M0) se

cumple que M (p) < k.

Definición 2.7 Una RP es k-acotada si y sólo si Vp G P, p es k-acotado.

Reversibilidad

Esta propiedad se relaciona con la existencia de secuencias de transiciones que lleven

la secuencia de marcados de la RP hacia el marcado inicial.

Definición 2.8 Una RP es reversible (propia o globalmente cíclica) con respecto a Mq
si y sólo si VM G R(G, M0), M0 G R(G, M).

2.2.2. Análisis estructural de una Red de Petri.

El análisis estructural de una Red de Petri se basa en el estudio de su matriz de

incidencia C. Aunque las propiedades estructurales son independientes del marcado M0,
éstas pueden ser usadas para deducir el comportamiento de la Red de Petri para Mq.

A continuación se introduce el concepto de los invariantes en una RP.

Definición 2.9 Sea C la matriz de incidencia de (G,Mq), cualquier vector X > 0 tal

que CX = 0 es llamado T-semiflujo, T- invariante o invariante de disparo. De manera

similar, cualquier vector Y > 0 tal que YTC = 0 es llamado P-semiflujo, P- invariante
o invariante de marcado.

A continuación se muestra la interpretación de estos invariantes.

Sea Mr G R (G, Mq), entonces 3v G (Z+)m tal que la ec. (2.7) se cumple, i.e.

Mr = M0 + Cv (2.8)

Ahora bien, si Y es un P-semiflujo, y premultiplica a (2.8), entonces
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YTMr = YTM0 + YTCv (2.9)

y por tanto

YTMr = YTM0 (2.10)

i.e. el P-semiflujo Y establece una relación entre los marcados Mr y Mq. Los P-

componentes son los lugares que forman parte de un P-semiflujo.
Si X es un T-semiflujo y v = X en (2.8) ,

entonces

Mr = M0 (2.11)

i.e. el T-semiflujo define un vector de disparo v = X que lleva la secuencia de marcados

desde Mq, siempre y cuando Mq habilite a una secuencia a tal que a = X. Note que el

T-semiflujo es una característica estructural, este vector no especifica la secuencia en que
se deben ejecutar las transiciones.

Los T-componentes son las transiciones que forman parte de un T-semiflujo.
El siguiente ejemplo muestra los P-semiflujos y los T-senmilfujos de una RP.

Ejemplo 2.1 Sea la Red de Petri (G, Mq), su estructura G se muestra en la figura 2.1.

Determinar sus P-semiflujos y los T-semiflujos.

Figura 2.1: Estructura de la Red de Petri (G, Mq).

Primeramente necesitamos conocer la matriz de incidencia C de (G,Mq). En este

caso tenemos que

"-11 0 0

-11-11

C= 0 0-11

1-10 0

0 0 1-1

Ahora se obtendrán los P-semiflujos de (G, Mq).
Resolviendo

YTC = 0
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se obtienen los P-semiflujos

Yi = [ 1 O O 1 O ]T

Yn = [ O 1 O 1 1 ]T

Ym = [ 0 0 1 0 1 ]r
sus P-componentes son

(Yx) = {pirP2S

(YIl) = {P2,P4,P5}

(Ym) = {p3,P5>

En la figura 2.2 se muestran los P-componentes de (G, M0) .

Figura 2.2: P-componentes de (G, M0) .

Ahora, se calculan los T-semiflujos de (G, M0) .

Resolviendo

CX = 0

se obtienen los T-Semiflujos

X!=[l 1 o of

Xn = [ 0 0 1 1 ]T
sus T-componentes son

(X¡) = {t1,t2)

(Xu) = {t3,U}

En la figura 2.3 se muestran los T-componentes de (G, Mq) .

\
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Figura 2.3: T-componentes de (G, Mq) .

La clasificación de las Redes de Petri permite simplificar su análisis, en este trabajo
se utilizan Redes de Petri máquinas de estado.

Definición 2.10 Una máquina de estados (ME) es una Red de Petri en la cual todas

sus transiciones tienen un sólo lugar de entrada y otro de salida, i.e. Víj G T se mantiene

que \'tj\ = \t'\ = 1.

Figura 2.4: Red de Petri Máquina de Estados.

Una ME no tiene ninguna sincronización, sólo puede contener decisiones; y
también concurrencia cuando M(pi) > 1, ver la figura 2.4.

2.2.3. Redes de Petri Interpretadas

A continuación se define una Red de Petri Interpretada (RPI) ■

Definición 2.11 Una Red de Petri Interpretada es la 4-tupla Q = (N, S, A, tp) ,
donde:

■ N = (G, M0) es una RP.

■ E = {a-,, 0*2, . . . ,ar} es el alfabeto de entrada de la red, donde a¿ es un símbolo de

entrada.
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■ A : T —► £ U {e} es una función etiquetadora de transiciones. Esta función tiene

la siguiente restricción; si 3tj,tk G T, j =¿ k, tal que /(p.,!,) = I(pi,tk) ^ O V

\(tj) ^ e, X(tk) 7-= e entonces X(tj) ^ A(í¿), p¿ G P y e representa un evento

interno del sistema.

■ ip : R(Q, M0)
—► (Z+)9 es una función de salida que asocia a cada marcado en

R (Q, Mq) un vector de salida, donde q es el número de salidas.

El uso de señales de entrada y salida en las RPI modifica las condiciones del disparo
de las transiciones. Si la etiqueta \(tj) = ai =¡¿ e de la transición habilitada tj está

presente, entonces tj debe dispararse. Si A(í¿) = e, entonces í_¡ puede dispararse.
Cuando la transición tj se dispara la RPI alcanza el marcado Mt+1, este hecho es

representado como M¿ —'-* Mk+i-
La ecuación de estados para una RPI es

Mk+1 = Mk + Cvk
(

yk
=

<p (Mk)
K '

A continuación de establecen algunas definiciones útiles para el estudio de las RPI.

Definición 2.12 Una secuencia de transiciones disparadas de una RPI (Q, Mq) es una

secuencia de transiciones o = t{tj . . . tk . . . tal que Mq —*-* Mi —'-* . . . M_ —*->

Definición 2.13 El conjunto £(Q,Mq) de todas las secuencias de transiciones disparadas

es llamado el lenguaje de disparo £(Q, Mq) = {o\a =

Utj ...tk- -.A M0 —'-* M_ —'-*

...Mw-V..}.

La función A (•) permite clasificar las transiciones de una RPI.

Definición 2.14 Si A(í.) ^ e la transición í. se dice que es manipulable. De otra manera

es no manipulable.

Se deben de tener en cuenta las siguientes consideraciones.

1. En este trabajo se denotará una RPI como (Q, M0) en lugar de Q = (_V, E, A, <p) ,

para enfatizar el hecho de que existe un marcado inicial en la RPI.

2. La función ip (■) es una matriz qxn, donde q es el número de lugares medibles de la
RPI y n es el número de lugares en (G, Mo). Si el lugar p_. está asociado al ¿-ésimo

símbolo de salida, entonces <p(i,j) = 1, en caso contrario <p(i,j) = 0.

3. Las transiciones equivalentes no son permitidas, i.e. se supone que Ví.,í¿ G T tal

que U t¿ tj, \(U) - X(tj), se cumple que C(-,i) ^ C(-,j).
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4. La definición de A (•) establece que las RPI son deterministas respecto a las transi

ciones etiquetadas, i.e. dos transiciones con el mismo símbolo de entrada asociado

(diferente de e) no puede tener los mismos lugares de entrada. Sin embargo, pueden
no ser deterministas con respecto a las transiciones no etiquetadas (aquellas tj tal

que X(tj) = e).
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2.3. Controlabilidad de SLI

La controlabilidad de los SLI establece la posibilidad de trasladar cualquier estado

inicial del sistema hasta algún estado final mediante una entrada. La definición formal
se

muestra a continuación.

Definición 2.15 El Sistema Lineal e invariante en el tiempo representado por la ec.

(2.1) es controlable si para cualquier x (to) , x(ti) que pertenecen al espacio de estados

Rn, existe una entrada u (r) capaz de trasladar el estado x (tq) hasta el estado x (t\) en

un tiempo finito r_
—

r0.

Existen dos enfoques utilizados en el estudio la controlabilidad de los SLI. En [3], [6],
se muestra el enfoque basado en la independencia lineal de los vectores que son solución

de la ecuación de estados del SLI. En [5] se presenta el enfoque geométrico, este enfoque

se basa en el análisis del espacio alcanzable que se forma a partir de la solución de la

ecuación de estados del SLI.

Antes de mostrar los enfoques existentes, analizaremos la solución de un SLI. Esto

permitirá entender de resultados existentes sobre la controlabilidad.

Sea el SLI representado por

x (t)
— Ax (t) -t- Bu (t)

su solución es

x (r) = e^-T°- x (r0) + f e^^Bu (fl <¿C

Necesitamos determinar cuales son los estados que forman parte de esta solución.

En general, la solución de un SLI está formada por una dinámica autónoma y una

forzada.

La dinámica autónoma de la solución es

eA(r-r0)x(jü) (213)

Esta dinámica sólo genera un conjunto de estados, los cuales surgen de la transforma

ción que sufre el estado inicial x (r0) debida a la matriz de transición de estados eA(-T~T°\

Por su parte, la dinámica forzada de la solución es

eMT-VBu(Od<; (2.14)

Al sustituir la matriz de transición de estados por su serie de Taylor, tenemos que

/
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es decir

/ eAWBu(QdC = / J2^A"(T-0kBu(0dC (2.15)
■/to Jt0 k=0

K-

= f^AkB ri(r-flfc_(fldC
Jfe=0 Jt°

í eA^-^Bu (fl d( =¿ ¿*PVfc (r, r0) (2.16)
>'T° k=0

donde

V'fc (r, r0) = [l^- O" u (fl ¿C (2.17)

Los estados que forman parte de la dinámica forzada pueden ser representados
mediante la combinación lineal de los vectores columna de las matrices {AkB \ k = 0, 1, ..., oo}.
En general, la dinámica forzada genera un subespacio de estados, el cual está formado

por todos los estados que pueden ser alcanzados desde x (tq) = 0.

En [3], se muestra que la controlabilidad del SLI (A, B) está determinada por la

independencia Uneal de las n filas de la matriz eA^T~^B. Si existen n filas lineaJmente

independientes en eA^T~^B, entonces existen también existen n columnas linealmente

independientes. De manera que si (A, B) es controlable, entonces existen cuando menos

n vectores linealmente independientes en {AkB \ k = 0, l,...,oo}, es decir, el espacio

generado por la dinámica forzada del SLI es igual que el espacio de estado. De hecho

esta condición también es necesaria.

Lo anterior se puede entender fácilmente a partir de la solución de la ecuación de

estados. Supongamos que se desea alcanzar el estado x¡ a partir de x (r0).
La solución de (A, B) se puede rescribir como

x (T) = eA{-T~Ta)x (r0) + x (t) (2.18)

donde x (t) es un estado que pertenece al espacio de espacio generado por la dinámica
forzada.

Si (A, B) es controlable, entonces para cualquier estado eA^Tl~T°^x (r0) existe un x (r)
tal que x (t) = x¡.

Para probar la controlabilidad de (A, B) se puede utilizar la prueba de rango de la

matriz de controlabilidad C, donde

C=[B AB A2B ... An~1B] (2.19)
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La ecuación de estados (A, B) es controlable si y sólo si Rank (C) = n, es decir, si y

sólo la dinámica forzada de (A, B) puede generar todo el espacio de estados.

Cuando se determina que (A, B) es controlable, entonces existe una entrada capaz

de llevar al sistema desde el estado inicial x0 hasta el estado final x¡ en un tiempo

r_
—

ro < oo. Esta entrada es

u(t) =
- [eA^°-^B]TW-1 (tq, tx) [xo

- e^T°-ri)x/] (2.20)

donde We (to, t.) es el Grammiano de controlabilidad, dado por

Wc (r0, r_) = H [eA^-$B] [e^^B]T d( (2-21)
Jtq

Como se mostrará adelante, si (A, B) es controlable entonces Wc (tq, t_) es no singular

Vti > Tq.

Ahora aplicaremos la entrada u (r) en la solución de la ecuación de estados en el

instante r_.

x(r_) = ex(T1-To)x0+ fl eA{jl-QBu(CídC,

= eA(n~r0) L +
i" eA(ro-()Bu (Q ¿A

= eA(rt-T0) U _

í1 eA{r0-oB [e^o-C)_5]Tw-i (To¡ Tl)

[xo
- eA^-^x}] aX)

= eA^~^ (x0
- Wc (tq, n)W-1 (t0, rx) [xq

- eA^-^xn})
= eA^-To) (x0

-

x0
- eA(-T°-Tl)xf)

= eA{ri-To) eA(T0-T\)£

= ñf

Esto prueba que la ec. (2.20) es una entrada de (A, B) capaz de llevar la trayectoria
de estados desde el estado inicial x0 hasta el estado final ¿i en un tiempo r_ < oo.

La no singularidad de Wc(t0,ti) está relacionada con la controlabilidad de (A,B) .

En general el Grammiano W (t\,t2) se define como

W

donde

(ti.t2):= [T2F(T)F*(r)dT (2.22)
Jt-í



2.3. CONTROLABILIDAD DE SLI 17

F(t) =

'Mr)'
Mr)

Mr)

En [3] se muestra que las funciones continuas f\ (r) , ,/■_ (r) , ...,/„ (r) son linealmente

independientes en [t-.,T2] si y sólo si W(t_,T2) es no singular. Entonces, el que

Wc(tq,Ti) sea no singular significa que las n filas de la matriz eA(To~®B son lineal

mente independientes en [to,t_], como mencionamos anteriormente significa que (A, B)
es controlable.

2.3.1. Enfoque Geométrico

Sea el SLI representado por

x (r) = Ax (t) + Bu (t)

con solución

x (t) = e^T-To)x (t0) + í eA{-T-®Bu (fl dC
Jt<¡

El espacio alcanzable Rq de (A, B) es el espacio generado por todos los estados que

forman parte de una solución de (A, B) cuando x (to) = 0.

Sea i G Po, entonces

x= í e^-^Bu (fl <K, r > tq (2.23)

Como se muestra en [5]

donde

entonces

oA{r-*-0 ■= -L / (zln - A)'1 e(T~°zdz
2m fn

= ¿^(r-flA-1
r=l

1>Ar-Q = i¡-.í ^-r^-e^-^dz, r G {l,2,...,n}
2m Jn

-

{z)

(2.24)

(2.25)
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"

¡-i

x = ^A^B
r=l Jt°

i>r(T-Ou(C)dC (2.26)

^^-^^(t.to)
r=l

como tpr (t, tq) es un escalar, entonces tenemos que los estados alcanzables pueden ser

representados mediante una combinación lineal de los vectores{Ar_1P | r = 1,2, ...,n}
En general, los estados alcanzables pertenecen a la suma de los siguientes subespacios

{Im (B) ,
A Im (B) , . . .

,
A"'1 Im (B)}, es decir,

Sea

x G Im (B) + Alia (B) + . . . + An~l Im (B)

(A | Im (B)) = Im (B) + Alia (B) + . . . + A"-1 Im (B)

(2.27)

(2.28)

El subespacio (A | Im (B)) es el mínimo subespacio A-invariante que contiene la

imagen de B, i.e.

Vx G (A | Im(P)), Ax £ (A\ lia(B)) y Vu G RP Bu G (A\ lia(B)) . De hecho el

espacio alcanzable Rq = (A \ Im (B)) .

Veamos como está forma el espacio (A \ Im (B)), en el siguiente SLI.

Sea A =

1 0

1 1
,yP =

,
tenemos que el espacio alcanzable del SLI es

(A | Im (B)) = Im (B) + Alia (B)

En la figura 2.5 se muestran los espacios Im (B) y Alm (B), si realizamos la suma todos
los vectores de estos espacios podemos observar que el espacio (¿1 | Im (B)) es igual al

espacio de estados R2, esto significa que el SLI es controlable.

Sea Rn el espacio deestados, 5ft = R"/Po el espacio cociente debido a espacio
alcanzable Pq, P : Rn —> ^ su proyección canónica ,y A el mapeo inducido en K por A.

Tenemos que x
= Px, entonces (A, B) representado en el espacio cociente Rn/Po es

x (t) = Ax (t) (2.29)

Podemos notar que la ley de control u(t) no tiene influencia sobre los conjuntos

:modPo* Por esta razón, si 5R = 0, i.e., Rq = R™ entonces (A,B) es controlable.
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AXm{B) /

/
*,(')

Figura 2.5: Espacio alcanzable (A | Im (B))

2.4. Controlabilidad de Sistemas de Eventos Discre

tos

La definición de controlabilidad utilizada en los Sistemas de Eventos Discretos es la

propuesta porW. M. Wonhan [19], en este trabajo se establece que un Sistema de Eventos

Discretos es controlable con respecto a un comportamiento deseado si y sólo si es posible

restringir el comportamiento del Sistema al comportamiento deseado.

Esta definición no es útil para el estudio de la controlabilidad de los SLC, esto debido a

que en nuestro caso nos interesa analizar todo el comportamiento de la dinámica discreta.

Lo que realmente es útil para el estudio de la controlabilidad de los SLC es saber

cuando es posible restringir el comportamiento de la dinámica discreta para poder activar

algún SLI, también es importante saber cuando es posible mantener activo un SLI el

tiempo que sea necesario.

De hecho si utilizamos una RPI con transiciones manipulables para modelar la

dinámica discreta del SLC podemos activar algún SLI y mantenerlo activo el tiempo

que sea necesario.
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Capítulo 3

Sistema Lineal Conmutado

En este capítulo se presenta el modelo utilizado para representar los SLC. La dinámica

discreta es modelada mediante una RPI y la continua mediante una familia de SLI; se

establecen algunas definiciones necesarias para el estudio de los SLC. También se describe

la trayectoria de estados del SLC cuando tiene todas sus transiciones manipulables y
cuando son no manipulables. Una vez mostrada la trayectoria de estados del SLC, se

propone una definición de controlabilidad aplicable a los SLC.

3.1. Modelo de SLC

En este trabajo la dinámica discreta del SLC está representada mediante una Red de

Petri Interpretada. Por su parte la dinámica continua es modelada mediante una familia

de SLI. La RPI se encarga de activar un SLI de la familia para que represente el

comportamiento de la dinámica continua.

Un SLI se considera activo durante el marcado M_ si y sólo si Mj. está presente en

la RPI. Por notación (Aví*., -BaíJ es el SLI activado por el marcado M*.

Para facilitar el análisis de la trayectoria de estado se utilizará una RPI máquinas de

estado, uno acotada y viva. A continuación se explica la importancia de las propiedades.
Cuando la RPI es máquina de estado uno acotada podemos asignar un SLI a cada

lugar de la RPI, de esta forma el SLI activo dependerá de cual sea el lugar que tenga
la marca. Lo cual permite determinar de manera clara cuales son las transiciones que

pueden activar o desactivar un SLI. Aunque no es una manera compacta de modelar, si

es la clara, es decir, permite entender la interacción entre el comportamiento discreto y

el continuo.

La vivacidad de la RPI garantiza la posibilidad de modificar su marcado actual, en el

SLC esto significa que siempre podrá modificar su SLI activo. Como veremos adelante,
la vivacidad está relacionada con la existencia de trayectorias de estados válidas.

21
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Sea (Q, Mq) una RPI máquinas de estado, uno acotada y viva. Sea la familia de

SLI {(Au Bi) , (A2, B2),.-. (Ap, Bp)}, donde p es el número de lugares de (Q, M0). La

ecuación de estados del SLC es

x(T) = AMkx(T) + BMku(r)

Mfc+i = Mk + Cvk

(3.1)

donde Mk G Z+ es el estado discreto ó marcado actual,

Vk G Z+ es el vector de disparo de la RPI,

x(t) G Rn es el estado continuo, y

u(t) G Rpes la entrada del SLI activo.

El espacio de estado del SLC está formado por el espacio del estado continuo Rn y

el conjunto de marcados alcanzables R (Q, Mq) de la RPI.

La solución y(r) de la ecuación de estados del SLC es el vector formado por la

solución del SLI activo y por el marcado de la RPI que activa al SLI.

7(t)
x(t)
Mk

(3*2)

La entrada U (t) del SLC es el vector formado por la entrada del SLI activo y el

vector de disparo de la RPI.

U(t)
u (t)
Vk

A continuación se establecerán algunas definiciones necesarias para el estudio de SLC.

La secuencia de tiempos de conmutación establece los instantes en los cuales el SLC

cambia de marcado, es decir, define el intervalo de tiempo en el cual un SLI permanece

activo.

Definición 3.1 La secuencia de tiempos de conmutación es una secuencia de tiempos

{Tk)T=o> tal aue

u t0
= 0, Ti = 0 si y sólo si M0 ^ Mi,

■ Tk+l > Tfe,Vfc= 1,2, ...,

■ lím Tk
= +oc,

k—»oo

Mk j* Mfc+i, y
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■ Mk permanece constante Vt G (rk, rk+i], k = 0,1,2, ... ,

■ Vtj.,tj.+i, se cumple que Tk+i
—

r* < oo.

Definición 3.2 La trayectoria de estados T (t) del SLC se dice válida o bien definida si

y sólo si T(t) es solución de la ec. (3.1) Vt G [0, oo) y existe una secuencia de tiempos

de conmutación {tj.}£10 asociada aT(r).

Definición 3.3 El estado continuo x (t) G Rn es un estado de conmutación si y sólo si

r e {!■,}£,.

La definición (3.1) evita la acumulación de tiempos de conmutación en un

valor constante, i.e., el tiempo de conmutación Tk no tiende a un valor constante t < oo

cuando k —* oo (condición Zeno). Esta definición incluye la posibilidad de que el SLC

conmute en el instante t0, t_ =
To- También podemos observar que las secuencias de

marcados de las trayectorias de estado válidas son de longitud infinita, como la RPI es

viva entonces es posible que el SLC tenga soluciones válidas.

La secuencia de tiempos de conmutación depende del criterio de disparo utilizado en

las transiciones que forman parte la RPI.

Si todas las transiciones del SLC son manipulables entonces cualquier secuencia de

tiempos de conmutación puede ser formada, es decir, se puede elegir cuando una transición

habilitada será disparada, de esta manera el SLC puede tener un SLI activo el tiempo

que sea necesario para alcanzar algún estado continuo. En el caso que las transiciones

de la RPI sean no manipulables la secuencia de tiempos de conmutación dependerá de

cuando se disparen las transiciones no manipulables. En general el SLC no puede tener

un SLI activo el tiempo que sea necesario para alcanzar algún estado continuo.

En este trabajo se estudiarán las transición no manipulables que son disparadas
mediante hiperplanos de conmutación, los cuales son formados por una combinación

lineal de los estados continuos aTx = k, a, x G Rn;/c G R. Estos hiperplanos forman

parte del espacio de estados continuo, lo cual permite establecer las conmutaciones del

SLC basados en la evolución de la trayectoria del estado continuo.

El disparo de las transiciones no manipulables con hiperplanos de conmutación se

define a continuación.

La transición no manipulable tj G T es disparada en el marcado M. si y sólo si tj
está habilitada y x(t) G ht}; donde htj es el hiperplano de conmutación asociado a la

transición tj.
De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, las transiciones no manipu

lables son disparadas por hiperplanos de conmutación. Este tipo de transiciones pueden

provocar que el SLC no conmute. Consideremos la siguiente situación.

Sea Mfe el marcado que activa al SLI no controlable (AMk,BMk) , Rq su espacio
alcanzable y tj la única transición no manipulable habilitada en Mk-
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Si Rq t¿ {0} y htj mod v = Rq para algún tigR" entonces existe la posibilidad de que
la trayectoria del estado continuo no pueda alcanzar al hiperplano de conmutación htj,
ver la figura.3.1. Como Po es un espacio A}¿k -invariante entonces la trayectoria del estado

continuo no podría alcanzar el hiperplano de conmutación h%.. Esta situación debe ser

evitada.

•*»)
«0 /

/ \

*,(<■)

Figura 3.1: La solución del estado continuo x (t) no puede llegar al hiperplano de con

mutación htj, hti modv = Po*

Si Po = {0} entonces la trayectoria del estado continuo podría llegar a 0 lo cual

provocaría que el SLC no conmute a menos que su hiperplano de conmutación pase por

cero. Esta condición puede ser evitada si el SLI (Am,,, Paí¡J tiene alguna entrada.

En este trabajo consideráremos los SLC que tienen únicamente soluciones válidas.

3.2. Trayectoria de estados de SLC

A continuación se describe la forma en que evoluciona la trayectoria de estados de un

SLC con transiciones manipulables, también se muestra la evolución de una trayectoria

de estados de un SLC con transiciones no manipulables.

3.2.1. Transiciones Manipulables

Las transiciones manipulables permiten controlar la dinámica discreta. Cuando un

SLC tiene todas sus transiciones manipulables es posible forzar sus conmutaciones hasta

alcanzar algún SLI e incluso permanecer algún SLI activo el tiempo que sea necesario.

En este tipo de SLC cualquier estado que forme parte de la trayectoria del estado

continuo puede ser un estado de conmutación, lo cual permite que la dinámica del estado

discreto pueda, en cierta medida, controlar la trayectoria del estado continuo.
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Veamos como se forma la trayectoria de estados T (t) de un SLC cuando todas sus

transiciones son manipulables.

Supongamos que la trayectoria discreta de T (t) está formada por la siguiente secuen

cia de marcados Mo —•--> Mi —--U
. . .
-^i Mk, con tiempos de conmutación {t.}¿=0 . Esta

suposición es posible debido a que las transiciones de la RPI son manipulables, en este

tipo de transiciones se puede elegir alguna transición habilitada para ser disparada en el

instante en que sea necesario.

Para conocer la trayectoria de estados T (t) falta construir la trayectoria del estado

continuo a partir de la secuencia de marcados. Para este fin debemos utilizar la solución

del SLI activo en cada intervalo formado por los tiempos de conmutación. En general,
el estado inicial del SLI activo es el estado final del SLI que se encontraba activo.

Sea T (t0) el estado inicial del SLC, donde

r(r0) =
x (r0)
M0

(3.3)

El marcado Mo permanece constanteVt G [to, t-J, durante este intervalo el SLI activo

es (Am0,Bm0)- Como el estado inicial de la trayectoria continua es x(to), entonces la

trayectoria del estado continuo es

4>Ma (t; tq, x (tq) , u) = eA"o(r-ro)x (To) +
i eAMo(r-0BM(¡u (fl dr- Vr G [t0, n) (3.4)
Jto

por tanto, la trayectoria de estados del SLC durante el marcado Mo es

<f>Mo(r>ro,x0,u)
T(t) =

Mq
VtG [t0,t_) (3.5)

En el instante T\ se dispara la transición í_, lo cual modifica el marcado de la RPI,

Mq -!U Mi.

Ahora, el marcadoMi permanece constanteVt G [ti, T2). El SLI activo es (Am. , Paí.),
su estado inicial es el estado alcanzado por (Am0,Bm0) en el instante Ti, es decir, es el

estado de conmutación x (ti) que se elegió. La trayectoria del estado continuo es

<f>Mi (t; n, x (n) , u) = eA"¿r~^x (t-.) + f eA^T~^BMlu (fl <¿C; Vt G [rlf r2) (3.6)
JtX.

De manera que la trayectoria de estados del SLC durante el marcado Mi es

^Mi(t;ti,x(ti),u)
T(t) =

Mi
Vt € [ti,t2) (3.7)
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De manera sucesiva podemos conocer la trayectoria continua hasta llegar al marcado

Mk.

Ahora, el marcado Mk se mantiene constante Vt G [rfc,Tj.+i). El SLI activo es

(AMk,BMk), su estado inicial es el estado alcanzado por el modelo anterior en

el instante Tk, es decir, es el estado de conmutación que se haya elegido x (rk), entonces
la trayectoria del estado continuo es

<t>Mk (t; rk, x (rk) , u) = eA^r-T"h (Tk) + f eA^T-^BMku (fl dC; Vt G [-*, Tk+i)
Jrk

tenemos que la trayectoria de estados Y (t) del SLC para el marcado Mk es

'<t>Mk(r;Tk,x(Tk),u)
T(t)

Mk
,

VTG [Tfc,Tfe+i) (3.8)

La trayectoria de estados T (t) está formada por una trayectoria continua y

una discreta. La trayectoria discreta es una secuencia de marcados generada por su PP7.

Por su parte, la trayectoria del estado continuo es la concatenación de las trayectorias de

los SLI activados por la secuencia de marcados.

Cuando la RPI de un SLC habilita únicamente transiciones manipulables, la trayec
toria de estado T(t) del SLC está gobernada por las secuencia de marcados y de tiempos
de conmutación que se escojan.

En este caso para la secuencia de marcados Mq —---> Mi —

—.
. Mk tenemos que la

trayectoria de estado T(t) del SLC es

4>Mo(t;tq,x(tq),u)
Mq

<j>m>(t;ti,x(ti),u)
'

MiT(t)

0M*(r;T.,x(T.),U)
Mk

VtG[t0)ti)

, VtG [ti,t2)

Vt e [Tk,Tk+i)

(3*9)

En el c apítulo 4 se mostrará que la secuencia de marcados y la de tiempos
de conmutación pueden ayudar a controlar, en cierta medida, la trayectoria del estado

continuo.

3.2.2. Transiciones No Manipulables

Sin importar la condición de disparo para las transiciones no manipulables, cuando el

SLC está formado únicamente por este tipo de transiciones la trayectoria de estados T (t)
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modifica su comportamiento. En general, no se conoce cuál es estado de conmutación,

tampoco se sabe el instante en que se alcanza e incluso cuando se tienen varias transiciones

habilitadas no se sabe cual será disparada. En este caso la secuencia de tiempos y la de

marcados se forman a partir de los eventos que disparan las transiciones del SLC, en

general el disparo de las transiciones no puede realizado a voluntad.

En el caso de que las transiciones no manipulables sean disparadas mediante hiper

planos de conmutación, la trayectoria del estado continuo tiene una restricción más, los

estados de conmutación deben formar parte de algún hiperplano, sin duda esto Umita

demasiado la trayectoria del estado continuo, lo cual se refleja en la trayectoria de estados

r(T)del5LC.

A continuación se describe la manera en la cual se forma la trayectoria de estados

T (t) de un SLC con transiciones no manipulables.
Sea pMo el conjunto de transiciones habilitadas por el marcado Md y T (to) el estado

inicial del SLC, donde

x (t0J
r(r0) =

M0

El marcado M0 se mantiene constante Vt G [to.ti), durante este marcado todas

las transiciones que pertenece a p'Mo están habilitadas, el disparo de alguna transición se

presenta cuando el estado continuo x (t) alcanza el hiperplano de conmutación hti, donde

U£pMo-
La trayectoria del estado continuo es

4>M° (t; tq, x (t0) , u) = eA»o(T-To)x {tq) +
f eA^~OBMou (fl dC, Vr G [r0, tx)
Jto

y por lo tanto la trayectoria de estado T (t) del SLC durante el marcado Mo es

'^"(TJTo^To),!*)
t(t)-.

Mn
Vt e [t0,ti) (3.10)

En el instante ti se dispara la transición í¿, Mq — '-* Mi.

El marcado Mi permanece constante Vt G [ti, t2), ahora las transiciones habilitadas

pertenecen al conjunto p'Ml ,
el disparo de alguna transición se presenta cuando el estado

continuo x (t) llega al hiperplano de conmutación htj ,
donde tj G p\¡ .

La trayectoria del estado continuo es

<PMl(T;Ti,x(Ti),u) = eA^T-T^x(Ti)+ íTeA^T-^BMlu(OdC, VtE[tut2)
Jt¡

entonces, la trayectoria T (t) del SLC durante el marcado Mi es

"^(r;ri,x(Ti),^
P(r) =

M,
VrG [ti,t2) (3*11)
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De manera sucesiva se forma la trayectoria del SLC hasta el marcado M..

El marcado M. se mantiene constante V t g [t¡*.,t¡.+i), todas las transiciones que

pertenecen a p*Ml están habilitadas, el disparo de alguna transición se presenta cuando el

estado continuo x (t) llega al hiperplano de conmutación htr ,
donde tr G p'Mk ■

La trayectoria del estado continuo es

<t>M* (t; rk, x (rk) , u) = eA^r-T^x (rk) + f eAM^~^BMku (fl dC Vt G [rfe, Tk+i)
Jrk

y por lo tanto, la trayectoria de estados T (t) del SLC para el marcado M*. es

r(r) = Vr G [r/.,Tfc+i) (3.12)
bMk(T;Tk,x(Tk),u)

Mk

Cuando el SLC tiene únicamente transiciones no manipulables la secuencia

de marcados depende de la trayectoria del estado continuo. De hecho el estado continuo

determina cuando alguna de las transiciones habilitadas será disparada, para esto cada

una de las transiciones tiene un hiperplano de conmutación asociado, los hiperplanos

de conmutación permanecen activos mientras su transición asociada esté habilitada.

La existencia de estos hiperplanos de conmutación limita la evolución de la trayectoria

del estado continuo con algún modelo activo, es decir, no es posible alcanzar todos los

estados continuos con un único SLI, incluso cuando es controlable.

3.3. Definición de Controlabilidad

En esta sección se introduce una definición de controlabilidad de los SLC, la

cual está basada en la controlabilidad de estado de los SLI [3]. Esta definición establece

la posibilidad de trasladar el estado continuo desde cualquier estado inicial hasta algún
estado requerido, para lograrlo el SLC puede activar diferentes SLI.

Definición 3.4 El SLC descrito en la ec. (3.1) es controlable si y sólo si V x0,x¡ que

pertenecen a Rn, existe una entrada U (r) capaz de trasladar el estado inicial xq hasta el

estado requerido x¡ en un tiempo finito, t¡
—

tq.

En la definición anterior, tenemos que la entrada del SLC es

C/(r) =
u(t)
Vk

por su parte, el estado inicial y el estado final del SLC son, respectivamente

7(ro)
Xo

Mi
y 7 (r/) =

xf

Mj (3.13)



3.3. DEFINICIÓN DE CONTROLABILIDAD 29

donde M. G R (G, M0) y M, G P (G, M.) .

En esta definición se pide la existencia de una estrada U(t), esta entrada

se forma mediante la entrada continua u (t) y el vector de disparo de la RPI. Como

Mi G P (G, M0) y Mj e R (G, Mi) entonces siempre existe el vector de estados v¿ capaz de

llegar al marcado M-. De hecho la entrada continua u (t) es la que restringe la existencia

de la entrada U (t) para el SLC.

Las propiedades de la trayectoria de estados T (t) del SLC dependen del tipo de tran

siciones que son habilitadas en la trayectoria, por esta razón se analizarán por separado
los SLC con transiciones manipulables y con transiciones no manipulables.
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Capítulo 4

Controlabilidad de SLC con

transiciones manipulables

En este capítulo se define y caracteriza el espacio alcanzable de un SLC con

transiciones manipulables. Se muestra los resultados obtenidos durante el anáfisis de la

controlabilidad, estos resultados son condiciones suficientes y necesarias para determinar

la controlabilidad de los SLC. También se muestra una prueba estructural y algunos

ejemplos de SLC controlables que muestran la manera en que la dinámica discreta del

SLC permite controlar la trayectoria del estado continuo.

4.1. Espacio alcanzable

El espacio alcanzable del SLC es el espacio formado por todos los estados continuos

que forman parte de alguna trayectoria del estado continuo, cuando el estado inicial de

la trayectoria del SLC es r(T0), donde

P(r0) =
0

M0

Si el espacio alcanzable del SLC es igual al espacio de estados del modelo continuo,
entonces el SLC será controlable. En realidad esta condición también es necesaria.

Veamos como evoluciona el espacio alcanzable de un SLC a lo largo de una trayectoria
de estados.

Sea T(t) la trayectoria de estados del SLC formada a partir de una secuencia de

marcados Mo —••-> Mx —----»
. . . Mj.. En la sección 3.2.1 se mostró que la trayectoria de

estados T(t) del SLC es

31
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T(t)

con

<j>m°(t;to,x(tq),u)
M0

^(t;ti,x(ti),u)
Mi

<j>Mk(T-,Ti,x(Ti),u)
Mk

VtG[t0,ti)

VtG [ti,t2)

Vt G [rfc-Tfe+i)

(4.1)

<j>M" (t; tu xu u) = eA^T~^x (t.) + f eA^T~^BMku (fl dC, Vt G [rfc, rfc+1) (4.2)
Jtí

Para caracterizar el espacio de estados del SLC utilizaremos todos los posibles estados

de conmutación a lo largo de la trayectoria de estados del SLC.

Sea T(to), como la transición ti es manipulable entonces el estado de conmutación

x (ti) puede ser cualquier estado del espacio alcanzable de (Am0, Pm0)* es decir,

x(ri)G(AA/o|PAÍO) (4.3)

Cuando se presenta el tiempo de conmutación Ti, el SLC conmuta al marcado Mi y

la trayectoria del estado continuo tiene a x (ti) como estado de conmutación.

En el instante t2 se presenta el estado de conmutación x (t2), este estado depende de

la evolución autónoma del estado x(ti) y del espacio alcanzable de (Aa/., Pa/J, es decir,
x (T2) pertenece al espacio alcanzable de (AMl, Bmi) trasladado al vector eAM^T2~T^x (ti)

x (t2) G eA^T>-^x (n) + (AMl\BMl) (4.4)

En general, la traslación de (AMi\Bmx) hacia el estado eAM^T2~T1^x(Ti) hace que

aumente el espacio alcanzable del SLC, ver la figura 4.1, además el uso de entradas no

acotadas permite que de manera instantánea la trayectoria continua pueda alcanzar los

estados del conjunto xmod {Am¡\Bmi) ■

De manera sucesiva se calcula el espacio alcanzable del SLC a lo largo de

la trayectoria de estados T(t) hasta alcanzar el marcado Mk- Durante este marcado el

estado de conmutación es x(Tk+i) el cual pertenece al espacio (AMk\BMk) trasladado a

eAMk(rk+1-rk)x,Tk^ ie

x (rk) G eAM^l™~Tk)x (rk) + (AMk\BMk) (4.5)

Una vez identificados los estados de conmutación es posible caracterizar el espacio

alcanzable del SLC. Para este fin analizaremos la parte autónoma de los estados de
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«fa)
(*«MBu,)/

-yr «'■'■■■'■-">_{.,)

r,(r)

Figura 4.1: Posibles estados de conmutación, e'WT2-Tl-'x (ti) + (Aa/JPa/i)

conmutación.

El primer estado de conmutación que tiene dinámica autónoma es x (t2), la cual es

eAM^T2~Tl)x(Ti)

como x(ti) G (Am0\Bm0), entonces analizaremos la transformación que sufre el

espacio (Amq\Bm0) debido a la matriz de transición de estado eAM^T2~T1\ i.e.

eAMl(r*-n) /Amb\Bmb)

al sustituir la serie de Taylor de eAM^T2~Tl\ tenemos que

(4.6)

eAM^~^ (AMo\BMo) =

¿2k¡AMAr2-ri)k(AMo\BMo)
fc=0

oo

=

2^, ^Mi (Am0\ bMo )
fc=0

oo

=

_/_. AMl Rm0

(4.7)

fc=0

donde RMo - (Am0, BMo) ■

Recordemos que para poder formar el espacio de estados eÁM^T2~Tl^ {Am0\Bm0}
sólo necesitamos la suma de n espacios, entonces consideremos los primero n términos de

la sumatoria
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oo n— 1

2_,^M_ RMo = ¿2AkMlRMo (4-8)
fc=0 k=0

= Rm0 + Amx Rm0 + . . . + A^ Rm0

= (AMl | Rm0)

i.e.

e^(r2-Tl)x(Ti) = (AMl|PAÍ0) (4.9)

Ahora se caracterizará el espacio alcanzable de la trayectoria de estados T(t).
Sea Pq el espacio alcanzable del SLC para el intervalo [r._i, t¿) .

Para Mo, el espacio alcanzable del SLC es igual al espacio alcanzable del SLI activo

P¿ = (AM0|Im(PMo)) (4.10)

Cuando M0 —x-* Mi, el espacio alcanzable del SLC es

Rl = (AMl | P¿) + (AMl | Im (BMl)) (4.11)

El espacio alcanzable del SLC evoluciona hasta alcanzar el marcado Mk. Durante

este marcado el espacio alcanzable del SLC es

Pofc+1 = (AMk | Rl) + (AMk | Im (BMk)) (4.12)

En general, el espacio alcanzable del SLC se modifica cada vez que hay un nuevo mar

cado. Para la secuencia de estados estudiada, se tiene la siguiente secuencia de espacios
alcanzable

P¿ = (AMo\lia(BMo)) (4.13)

R¡ = (AM, | P¿) + (AMl | lia(BMl))

P¿+1 = (AA/jP0fe-1) + (AMJIm(PAífc)>

donde A; es el número de transiciones que el SLC ha realizado en la trayectoria de

estados T(t).
El espacio alcanzable del SLC aumenta hasta alcanzar un espacio máximo, si este

espacio llega a ser equivalente al espacio de estados continuos Rn entonces a lo largo de la

trayectoria de estados T(t) el estado continuo del SLC puede alcanzar cualquier estado.

En general, si el espacio alcanzable P¿+1 del SLC es igual a P", entonces el SLC debe

ejecutar menos de k transiciones para que el SLC alcance cualquier estado continuo. Si
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la trayectoria de estados T (t) se repite para formar una solución válida de (3.1) entonces
el SLC puede alcanzar cualquier estado continuo cada vez que el SLC repita V (t).

Para determinar cuando el espacio alcanzable de un SLI es igual al espacio de estados

se utiliza la prueba de rango de su matriz de controlabilidad [3]. Como se muestra a

continuación, la dimensión del espacio alcanzable a lo largo de la trayectoria T (t) puede
ser probada de manera semejante.

Sea la matriz C*

Ci=[Pi AiBi ... A^Bi]
El espacio P¿ es igual al espacio de estados si y sólo si

Rank(Ci) = n (4.14)

Antes de la primera conmutación la prueba de rango es la aplicada a los SLI.

Después de la primera conmutación, el SLC tiene como espacio alcanzable a Rq,

Rl = (AMl | P¿) + (AMl | Im (BMl )) (4.15)

Sea

C2 = [Ci A2Ci . . . AJ-'Ci B2 A2B2 ... A¡¡TlB2] (4.16)

El espacio Rq es igual al espacio de estados si y sólo si

Rank (C2) = n (4.17)

Para el espacio alcanzable P¿, donde

Pg = (AMk | PS-1) + (AMk | QMk) (4.18)

Sea

Cfc=[Cfc_x AfcCfc_i ... Ar1^ Bk AkBk ... A^Pfc] (4.19)

El espacio P¿ es igual al espacio de estados si y sólo si

Rank (Ck) = n (4.20)

Si alguna matriz C., i = 1, 2, . . .

,
k es de rango pleno entonces el espacio alcanzable

del SLC es igual al espacio de estados, lo cual garantiza que a lo largo de la trayectoria
de estados T (t) el SLC puede alcanzar cualquier estado continuo.
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4.2. Análisis de Controlabilidad

El análisis de la controlabilidad de los SLC con transiciones manipulables está basado

en el espacio alcanzable de SLC generado a partir de una trayectoria de estados T (t)
del SLC.

Anteriormente se determinó como evoluciona el espacio alcanzable de T(t), ahora

se determinará el número máximo de conmutaciones que se necesitan para obtener el

máximo espacio alcanzable, para esto se utiliza el espacio invariante de un SLC [14], [15].
Sea 0n el máximo espacio invariante generado por los siguientes SLI

{(Ai, Bi) , (A2, P2) , ..., (An, Bm)} (4.21)

donde n es el orden de los SLI y m es el número de SLI.

El espacio On se obtiene de la siguiente forma

9i = (A1|Im(P1)) + (A2|Im(P2)) + ... + (Am|Im(Pm)) (4.22)

62 = (Ai | 60 + (A2 | 9i) + ... + (An | 6i)

en - (Ai | en_i) + (a2 | en_i) + ... + (Am | e„_i)

Note que para n > 2, 0„ es el espacio generado por todas las posibles transformaciones

de Qn-i a través de los SLI.

Sea A¿ el espacio en Qj debido al espacio (A¿ | Im (Bi)) , observemos como se forma

el espacio A™.

En 9i tenemos que

A¡ = (A \ lia (Bi)) (4.23)

En 62 el espacio A] es transformado por todos los SLI, i.e.

A¡ = (Ai | A,1) + (A2 | A,1) + ... + (Am | A1) (4.24)

Entonces, para 0n el espacio A™-1 es nuevamente transformado por todos los SLI,

i.e.

A? = (Ai | Ar1) + (A2 | A?-1) + ... + (Am | Ar1) (4.25)

Para formar el espacio A" se necesita n — 1 rotaciones del espacio (Ai | Im (Bi)) a

través de todos los SLI.

Ahora consideremos el espacio alcanzable de la trayectoria de estados T (t) del SLC

suponiendo que los m SLI forman parte de un T-semiflujo.

Durante el primer ciclo dentro tenemos la siguiente secuencia de espacios alcanzables
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P1 = (Ai|Im(Pi)) (4.26)

Rl = (^2|P1) + (A2|Im(P2)>

Po" = (Am|P0n-1) + (Am|Im(Pm))

En este ciclo aparecen los espacios alcanzables de todos los SLI, una vez que forman

parte del espacio alcanzable del SLC, empiezan a ser transformados por todos los SLI,
de hecho en PJT1 podemos observar que A} C Rq.

Como el espacio (Am | Im (Bm)) aparece después de disparar m
— 1 transiciones, y

se requieren n — 1 rotaciones por todos los SLI para generar A£_, entonces se deben de

ejecutar nm — 1 transiciones para alcanzar el máximo espacio generado por los SLI.

En el n-esímo ciclo, tenemos que el espacio alcanzable del SLC es

^„-i)m+i = /^Al\Rsn-^ + (Ai\lm(B1)) (4.27)

j^n-Vrn+2 = ^
■

^n-1^ +^
*

^ (ft))

PJ"1"1 = <Am|P^m-2) + (Am|Im(Pm))

Recuerde que nm
— 1 es el número máximo de conmutaciones que se requieren para

determinar si el espacio alcanzable del SLC es igual al espacio de estados R".

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para determinar

cuando un SLC con transiciones manipulables es controlable.

Teorema 4.1 Sea E un SLC descrito por la ec. (3.1), donde W = {iui, u>2, . . .

, u>k] son

T-semiflujos de la RPI de E, todas sus transiciones son manipulables y Rq es el espacio
alcanzable al ejecutar u>i. El SLC E es controlable si y sólo si existe u¡i tal que Pj es

igual a Rn, más aún, el número de conmutaciones máximo para calcular Rq es 7n.n
—

1,
donde m-i es el número de transiciones enu>i yn es el orden de los SLI.

Demostración. (Suficiencia)
La RPI de la ec. (3.1) es ME, uno acotada, viva y fuertemente conexa; como sus

transiciones son manipulables, entonces se puede formar cualquier secuencia de marcados.

Sea la secuencia de marcados Mq —* Mi —-* . ..Mk —* generada por u»., la

evolución del espacio alcanzable en el SLC es P¿, Pq, • • .

, Pq1"1-1 == Po-Como Rq = R„,
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entonces a través de la secuencia de marcados M0 —-U Mx ------>
. . . Mk —► el estado

continuo puede alcanzar cualquier estado.

(Necesidad)
La RPI de la ec. (3.1) es ME, uno acotada, viva y fuertemente conexa; como sus

transiciones son manipulables, entonces se puede formar cualquier secuencia de marcados.

Se demuestra por contradicción, supongamos que el SLC es no controlable.

Sea la secuencia de marcados M0 —■■-» Mi ——>
. . . Mk —► que genera Rq al ser el

SLC no controlable entonces para todo T-semiflujo de la RPI se tiene que 3x G Rn tal

que x ^ Rq, i.e. Pj no es igual al espacio de estados. ■

A continuación se establece una prueba estructural para determinar si un SLC con

transiciones manipulables es controlable.

Teorema 4.2 Sea E un SLC descrito por la ec. (3.1), donde W = {wi,w2, . . . ,wk} son

T-semiflujos de la RPI de E y todas sus transiciones son manipulables. El SLC E es

controlable si y sólo si existe u¡i tal que

Rank (Cj) = n

donde

Ci = [Pi AiBi ... Ar'Bi] (4.28)

y

Cj = [Cj-i AkCj.i . . . Ank-lCj_i Bk AkBk ... Al~xBk] (4.29)

j £ {2,3, ... ,
nm

—

1} . donde n es el orden de los SLI y m es el número de SLI que

existen en tt;¿.

Demostración. Se sigue del teorema 4.1. ■
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4.3. Ejemplos

En esta sección se mostrarán ejemplos de SLC controlables. En este tipo de SLC

las transiciones manipulables son utilizadas para que el estado continuo del SLC pueda
alcanzar cualquier estado. Para lograrlo se deben escoger los tiempos de conmutación y
la entrada continua que permitan trasladar el estado continuo.

La entrada continua capaz de trasladar la parte controlable del SLI se muestra en el

apéndice A.

Ejemplo 4.1 Sea el SLC mostrado en la figura 4-2

(ax,bx) {a2,b2)

Figura 4.2: SCL con transiciones manipulables.

donde

ro 0"

0 0

"0 0

i 0
p2

Vamos a determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es

se obtendrá una entrada para el SLC que lleve el estado continuo desde xo hasta x/a y

también de x/a hasta x¡2.Suponga que

Xq
=

'0'

0 ■a-/!
=

'1'

5
y*h

=

-5'

-1

En este SLC existe un único T-semiflujo formado por las transiciones ti y í2. Como

los espacios alcanzables de (Ai,Pi) y (A2,B2) son span{Bi) y {0}, respectivamente,

ninguno de estos SLI son controlables, de hecho (A2, B2) es autónomo.

Ahora analizaremos el espacio alcanzable del SLC.

Sea r(r0) =
x(tq)

„
M0

Tenemos que n
= m

del SLC es r\.

donde M0 y x (t0) = x0.

2, entonces en este T-semiflujo el máximo espacio alcanzable
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Durante el marcado Mo la trayectoria del estado continuo del SLC está representada

por (Ai, Pi), el espacio alcanzable del SLC es

Rl = (Ai|Im(Pi)>

= spanl
Q

l

(4.30)

Cuando se dispara la transición íi el marcado del SLC se modifica, Mo —■■-> Mi,

donde Mi = .. .

Ahora la trayectoria del estado continuo está representada por el modelo (A2, P2), el

espacio alcanzable del SLC es

Rl = (A2 \Rl) + (A2\ lia (B2)) (4.31)

= span!^ [J]J
Como Rq = R2, entonces por el teorema 4.1 este SLC es controlable.

Para este marcado inicial no fue necesario calcular el máximo espacio alcanzable.

Ahora supongamos que el marcado inicial de este SLC es Mq =

la trayectoria del estado continuo del SLC está representada por e

espacio alcanzable del SLC es

. Para este marcado

modelo (A2, P2), el

Rl •= (A2\lia(B2))
= {0}

(4.32)

En el instante que se dispara la transición í2 el marcado de la RPI se modifica, i.e.

M0 -£+ Mi.

Como Mi =
,
entonces la trayectoria del estado continuo se representa por el

modelo (A,Pi).
El espacio alcanzable del SLC es

R¡ = (Ai\Rl) + (Ai\lm(Bi))

m
(4.33)

=

span
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Nuevamente se dispara la transición tu i-e. Mi -^-» M2, donde M2 =

El espacio alcanzable del SLC es

Rl = (A2 | Rl) + (A2 | Im(P2))

= span{[o] [l]}

(4.34)

Como Pq = R2, entonces por el teorema 4.1 el SLC es controlable. Con marcado

es necesario calcular el máximo espacio alcanzable, esto no afecta lainicial Mq =

controlabilidad del SLC.

Para trasladar el estado continuo desde xo hasta x¡x debemos de identificar una en

trada para el SLC, es decir, tenemos que determinar los tiempos de conmutación para

que alguna entrada continua u (t) que lo logre.
En este caso se utilizará la trayectoria del estado continuo del SLC, para poder

determinar la entrada del SLC.

La matriz de transición de estados de (Ai, Pi) es

eAx{T-rfS)
1 0

0 1

La matriz de transición de estados de (A2, B2) es

„A2(t-tO) _

1 0

T -T0 1

(4.35)

(4.36)

Sea T (t0) = , para Mq =
x(tq)

para alcanzar cualquier estado continuo.

Al dispararse íi ,
la solución del estado continuo es

el SLC necesita disparar una sola transición

: (T) = e^(T-ri) /^-(r.-ro)-^ +
P eAi(n-Ci)BlU (£.) d£.

\
(4,37)

+ í eA2(T-^B2u((2)d<;2, tG(ti,t2]
Jr\

simplificando

x(t) =
1 0

T
—

Ti 1
X (T0) +

1

T-Ti /Tl"(Ci)dCi (4.38)
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Esta trayectoria puede ser escrita como la siguiente combinación lineal de estados

x(t)
1

r-n
xi (tq) + X2 (t0) +

1

T-Ti /Tl"(d)dCi
Jto

(4.39)

Cuando x2 (t0) ^ 0, la trayectoria del estado continuo tiene dos vectores linealmente

independientes, entonces con una entrada u (£_) y los tiempos de conmutación adecuados,
se puede alcanzar cualquier estado continuo.

Supongamos que xq
=

y que xh

Al sustituir estos estados en la ec. (4.38), tenemos que

r u(Qdt
Jto

xfl

1

T-Ti
(4.40)

Para la entrada u(Q = 1, los tiempos de conmutación deben ser To
= 0, Ti = 1.

Esta entrada al SLC garantiza que en el instante t = 6 el estado continuo x (t) alcanza

al estado x/x . Como el estado continuo x¡x se alcanza en r = 6, entonces el tiempo de

conmutación debe ser t2 > 6. Esto para garantizar que el estado continuo del SLC

alcance el estado x¡x .

La trayectoria del estado continuo se muestra en la figura 4.3

E ■
■

4

Jf)
■

3 ■
■

•>- ■

1
■

-1

Mro) *(ri)

-3-2-1 0 1 2

Figura 4.3: Plano de fase del estado continuo, tx = 1 y t
= 6.
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Para llevar el estado continuo de x¡¡ a x/_ se utilizará nuevamente la trayectoria del

r-5:
estado continuo. Supongamos que x/3

=

-1

Sea t2 = 6 el tiempo de conmutación del SLC Sustituyendo en la ec. (4.38), tenemos

que

x2 =
1

(r -

t3) + 5
+

1

T-T3

/■T3

/ MC)
JT2

d{

Para u(fl = —1, los tiempos de conmutación t2
= 6, T3

= 12 garantizan que en el

instante t =13.2 el estado x (t) alcanza al estado x/2, note que el tiempo de conmutación

debe ser t4 >13.2.

En resumen, con la entrada continua

u(t)

1, VtG [t0,Ti)
k, Vt € [t0,ti)
-1, Vtg[t2,t3)
k, Vt G [t3, t^

donde k G R y la secuencia de tiempos de conmutación To
= 0, ti = 1, t2 = 6, t3 = 12,

se logra llevar la trayectoria de estados continua a través de los estados xo, x/t y x/2. La

trayectoria del estado continuo con la entrada u (t) se muestra en la figura 4.4

«M *(>■-)

'
1

'-('). ■

■4 -2 -1 0 2

-,(■■)

Figura 4.4: Plano de fase del estado continuo, Ti = 1, t2 = 6,t3 = 12, y t =13.2.

Cuando el SLC es controlable, es posible utilizar la parte controlable de cada SLI

para poder alcanzar cualquier estado, básicamente se debe de llevar la dinámica contro

lable a un estado x, para que cuando el SLC conmute, la evolución de la dinámica no

controlable del nuevo SLI pueda llegar al estado requerido. Lo anterior se muestra en el

siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.2 Sea el SLC mostrado en la figura 4-5

{aí,b1) {a2,b2)

Figura 4.5: SCL con transiciones manipulables.

donde

1 3

0 -2
; h =

"i"

0

[1 0 | roí

3 -2
; b2 =

i

Vamos a determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es

se obtendrá una entrada para el SLC que lleve el estado continuo desde Xq hasta x/: y

también de x¡x hasta x/2 . Suponga que

Xq xh
=

VXf2
=

-2

-1

Como los espacios alcanzables de (Ai, Pi) y (A2, B2) son, respectivamente, span

span {fl}
{&]}

podemos concluir que los dos SLI son no controlables.

En esta ocasión probaremos la controlabilidad del SLC mediante el teorema 4.2.

Sea T(to)
x(t0)
M0

donde M0 y x (t0) = x0.

Para el marcado Mo, la dinámica continua del SLC está representada por (Ai, Pi).
Sea

Ci = Pi APi]
"1 ll
o o

la dimensión del espacio alcanzable del SLC es

PanA-(Ci) = l

Como la dimensión del espacio alcanzable es uno, el SLC debe de conmutar.
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Para Mi, la dinámica continua es representada por (A2, B2).
Sea

C2 = Ci A2C1 P2 A2P2J
11110 0

0 0 3 3 11

la dimensión del espacio alcanzable del SLC es

(4.41)

(4.42)

Panfc(C2) = 2 (4.43)

como Rank (C2) = 2, entonces basado en el teorema 4.2 el SLC es controlable.

Ahora vamos a trasladar el estado continuo del SLC del estado xq
= hasta

xh
=

En general, para alcanzar cualquier estado continuo se necesita utilizar la dinámica

controlable de cada SLI. Básicamente, se debe llevar la dinámica controlable del

modelo (Ai, Pi) hasta el estado x, de manera que al conmutar la dinámica no controlable

de (A2, B2) llegue al estado requerido. Para lograrlo se deben elegir los tiempos de

conmutación, por su parte la entrada continua se calcula según se muestra en el apéndice
A.

La matriz de transición de estados del modelo (Ai, Pi) es

0Ai(t-tq) _

e(T-To) e(r-T0) _ e-2(T—ro)

0 ,-2(t-t0)

por su parte, la matriz de transición de estados del modelo (A2, P2) es

.42(t-t_) _

c "

C _

e(T-To) _ e-2(T-T0) e-2(T-T0)

Sea Ti = 1 y t2
= 2. En la matriz de transición de estados (A2, P2) podemos observar

que la evolución de su estado no controlable es

xi (t2) e(T2-Tl)Xi

i.e.

¡ti = e-(T2-ri)Xi (t2)

Para que el estado no controlable de (A2, B2) pueda alcanzar el estado x¡x ,
el estado

controlable del sistema (Ai, Pi) debe de llegar al estado x\.
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2

1

*W /

*,)

-1

•fo)

-a

•1 -0.9

*,(*)

Figura 4.6: Plano de fase de la trayectoria continua, tx = 1.

La trayectoria de estados se muestra en la figura 4.6

Ahora, se desea trasladar el x¡^ =
-2

-1
hasta x/2

=

Nuevamente se necesita identificar el estado Xi que le permita al estado no controlable

de (A2, P2) llegar al estado deseado x/2.

Sea t3 = 3 y T4
= 4, entonces

xi = e_(T4_T3)Xi (t4)

Ahora el estado controlable de (Ai, Px) debe de llegar al estado _£_,.

La trayectoria de estados se muestra en la figura 4.7

z

"^M

1

<Mu

*,)

*«») *,)

•i

/ 4ñ

»,(-)

Figura 4.7: Plano de fase de la trayectoria continua, tx = 1, t2 = 2, y t3 = 3.
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A continuación se muestra un SLC que esta formado por SLI no controlables que

tienen acoplada la dinámica controlable y la no controlable, para separarlas se utilizará

un transformación de similitud.

Ejemplo 4.3 Sea el SLC mostrado en la figura 4-8

(AuBt) {A2,B2)

donde

Figura 4.8: SCL con transiciones manipulables.

"1 0 0'
"

1
"

Ai = 0 1 0 ; Bi = 1

0 0 1
_

1
_

"1 1 0" '0'

A2 = 0 1 0 ; P2 = 1

0 0 1 0

Vamos a determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es

se obtendrá una entrada para el SLC que lleve el estado continuo desde xq hasta x¡x y

también de x/t hasta x¡2 .

Suponga que

Xq

"0'
'

10"
'

-10"

0

0

xh
= 5

10

2/2-/2
= -5

-10

Probemos la controlabilidad del SLC.

Sea T (t0) =
M0

x(tq)
,
donde M0 = El espacio alcanzable del SLC para M0 es

Rl
-

(Ai|Im(Pi))
1

=

span ^ 1

1
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cuando se dispara la transición ti, se presenta el marcado Mi

(A2, P2) representa de la dinámica continua.

El espacio alcanzable del SLC es

Ahora sistema

P2 = (A2|Im(P1)) + (A2|Im(P2))

span

span

f
"

2
'

\ f
"

0
' "

1
"

1 > + span < 1
í

1

l 1
_ i l 0 0

f 0 1 )
1

)
1

l 0 0 1
como Rq = R3, entonces basado en el Teorema 4.1 el SLC es controlable.

Para poder utilizar la entrada continua que se muestra en el Apéndice A debemos

separar la dinámica controlable y no controlable de los SLI, para esto se utilizarán las

siguientes matrices de transformación.

Para el modelo (Ai, Pi)

T =

"1 1 0

1 0 1

1 0 0

y, para el modelo (A2) P2)

los sistemas equivalentes son

"0 1 0'

1 1 0

0 0 1

"1 0 0'
'

1
'

Ai = 0 1 0 ; Bi = 0

0 0 1_ 0

0-10
"

1
"

A2 = 1 2 0 ; P2 = 0

0 0 1 0

Las matrices de transición de estados de (Ai,Pi) y (A2,P2) son

eMr> = 0

0
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e" - nén -ne* 0'

eAiV = ne* e* -I- ne* 0

0 0 e"

Para poder alcanzar cualquier en (A2, P2), la parte controlable del sistema (Ai, Pi)
debe trasladar el estado continuo hasta algún estado x que le permita a la dinámica no

controlable del sistema (A2, P2) llegar al estado requerido. Para este fin se tiene la ley
de control establecida en el apéndice A.

Para llevar el estado continuo de xq
= 0 hasta x¡x

=

10

5

10

Sean Ti
= 2 y t2

= 4, entonces la evolución de la dinámica no controlable de (A2, P2)
es

y por tanto

-r3(T2) = e(T2-T1>x3

_3
= e-(T2-n)Í3 (_2)

Se debe notar que la evolución está en términos de los estados del sistema equivalente.
La trayectoria del estado continuo se muestra en la figura 4.9

«fo).10

*,(-)
- - *,(-) ■I

*)'
I ■

4

*<-,)
■S

'

^s**^^
0

"'•-...

Figura 4.9: Trayectoria del estado continuo, Ti = 2, T2 = 4.

Ahora se llevará el estado continuo de x/_

"

10
" '

-10

5 hasta x/2
= -5

10 -10
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Sean t3 = 6 y T4
= 8, entonces la evolución de la dinámica no controlable de (Á2, P2)

y por tanto

x3 (r4) = e(T4-T3)x3

-^~T3)x3(u)x3
= e

La trayectoria del estado continuo está mostrada en la figura 4.10.

10

«fa)
/'"

\

*fe^^^N*. «fa) /
0

V

^"T ■*■
-**-

~v

\ / *.)

-20
—

»iW

«-(*■) \ ;

-30
..... %H

'•:

0 12 3 4 fl 7 S

Figura 4.10: Trayectoria del estado continuo, Ti = 2, t2 = 4, t3 = 6, T4 = 8.

Como se mostró en los ejemplos anteriores, la dinámica discreta ayuda a trasladar el

estado continuo del SLC. Para esto se deben seleccionar tiempos de conmutación y las

entradas adecuadas.



Capítulo 5

Controlabilidad de SLC con

transiciones no manipulables

En este capítulo se define el conjunto de estados alcanzables, este conjunto de estados

se forma a partir de la trayectoria de estados del SLC con transiciones no manipula-
bles. Se muestran algunas condiciones suficientes para determinar cuando el SLC con

transiciones no manipulables es controlable.

5.1. Conjunto de estados alcanzables

El conjunto de estados alcanzables del SLC está constituido por todos los estados que

forman parte de alguna trayectoria del estado continuo que tienen a T(t0) como estado

inicial, donde

r(r0) =
0

M0
(5.1)

Debemos recordar que la trayectoria de estados T(t) depende de la trayectoria del

estado continuo. En este caso es el estado continuo quien determina que transición se

debe de ejecutar, es decir, la trayectoria del estado continuo establece la secuencia de

marcados de la trayectoria del SLC.

A continuación se muestra como se forma el conjunto de estados alcanzables ^ a

partir de la trayectoria de estados de un SLC con transiciones no manipulables.

Sea ipMa el conjunto de estados alcanzables del SLC durante el marcado Mo, p*Mo
el conjunto de transiciones habilitadas por el marcado Mo y T (to) el estado inicial del

SLC, donde

F^=[m0
51
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El marcado M0 se mantiene constante en el intervalo [t0,Ti). Durante este marcado
las transiciones que pertenecen a p'Mo están habilitadas, cuando x (t) g /it. se dispara la

transición í. G p'Mo, i.e. Mo —'-* Mi.

El conjunto de estados alcanzables durante Mo es

V'Mo
= {iW G R" | x(t) = <¿m°(t;to,0,U) y x(t) £ A*} . Vt G [to,^) (5.2)

donde

-/'o (t; t0, x (t0) , «) = eA*«>tr-o)_ (T()) +
f ^«o^-O^u (fl ¿C. Vt G [tq, tx)

JTO

El conjunto ipMo está formado por los estados continuos que pertenecen a cualquier

trayectoria del estado c ontinuo que no ha logrado alcanzar algún hiperplano de

conmutación asociado a una de las transiciones habilitadas por el marcado Mq.

Durante el marcado Mi se habilitan las transiciones que pertenecen a p'Ml. En el

instante que la trayectoria continua x (r) alcanza al hiperplano hti se dispara la transición

¿¿epÁf.-i-e. Mi -^M2.
El nuevo conjunto de estados alcanzables durante el marcado Mx es

Í>mx = {Ar) G Rn | x(t) = 4>Mi(t;ti,x(ti) ,u) y x(t) ¿ htj} . Vr G [n,r2)

donde

<¿Ml (t; ti, x (ti) , «) = eA^T~^x (n) + f eA"^-QBMlu (fl dC, Vt G [-•_. t2)
Jti

Ahora, el conjunto de estados alcanzables tpMl está formado por los estados continuos

que pertenecen a alguna trayectoria de estados x (t) antes de que alcance algún hiperplano
de conmutación asociado a una de las transiciones habilitadas por el marcado Mj.

De manera sucesiva se forman los conjuntos de estados alcanzables hasta llegar al

marcado M¿.

Durante el marcado Mfc, las transiciones que pertenecen al conjunto p'M están

habilitadas, en el instante que el estado continuo x (t) alcanza al hiperplano htl se dispara
la transición ti G p*Mk .

El conjunto de estados alcanzables durante el marcado Mk es

V-Mfc = {x(t) G R" | x(t) = 4>Mk(r\Tk,x(Tk),u) yx(r)i htl} . Vt g [Tk,rk+i)
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donde

<t>Mk (t; rk, x (rk) , u) = e^V'-^x (Tfc) + fe^^P^u (fl d(, Vt G fa., t_+i)
•>Tk

Nuevamente, el conjunto de estados alcanzables ipMk está formado por los estados

continuos que pertenecen a alguna trayectoria de estados x(t) antes de que alcance

algún hiperplano de conmutación asociado a una de las transiciones habilitadas por el

marcado M*..

Entonces, el conjunto de estados alcanzables * formado a partir de la trayectoria de

estados T (t) se obtiene mediante la unión de los conjuntos ipM., i = 0, 1, 2, . . .
, k, es

decir,

* = ^MoUiPMlU...UipMk

En general, no podemos elegir que transiciones disparar entonces si para todas las posi
bles trayectorias de estados del SLC se mantienen que W es igual al espacio de estados,
entonces el SLC será controlable, esta condición también es necesaria. Desafortunada

mente es difícil de probar, incluso cuando todos los modelos continuos son controlables,
debido a que se requiere realizar una búsqueda exhaustiva a lo largo de todas las posibles

trayectorias de estado del SLC.

5.2. Análisis de Controlabilidad

La trayectoria de estados T (t) de los SLC con transiciones no manipulables depende
del estado continuo, esto se debe a que las transiciones son disparadas por hiperplanos
de conmutación, i.e., la secuencia de marcados está determinada por la trayectoria del

estado continuo.

La presencia de los hiperplanos afecta las características de la trayectoria del estado

continuo. Ahora, los hiperplanos contienen a los estados de conmutación, entonces para

que el SLC conmute, el estado continuo debe alcanzar alguno de los hiperplanos que

tengan su transición activa. Esto impide utilizar la dinámica no controlable del SLI para

trasladar el estado continuo.

Además, los estados que forman parte de la trayectoria del estado continuo del SLC

no forman un espacio vectorial, sólo constituyen un conjunto de estados. La construcción

del conjunto de estados alcanzables W requiere de la búsqueda a lo largo de todas las

posibles trayectorias del SLC.

En general, la presencia de los hiperplanos de conmutación parten el espacio alcan

zable del SLI, esto limita la evolución de la trayectoria del estado continuo a un conjunto

del espacio de estados.



54CAPÍTULO 5. CONTROLABILIDADDE SLC CON TRANSICIONESNOMANIPULABLES

Por estas razones se decidió investigar bajo que condiciones es posible alcanzar todos

los estados continuos con el disparo de una transición. Se debe de tener en cuenta las

restricciones de modelado para los SLC con transiciones no manipulables.
Los SLI utilizados para trasladar cualquier estado continuo deben ser controlables.

Esto permite que la trayectoria continua pueda mantenerse evolucionando dentro de

alguna región que generaron los hiperplanos activos.

Para esto se utiliza la siguiente entrada

u (t) = kx- [eA(T°-T)B]TW~l (tq, tx) [x0
- eAÍT°-Ti)xf]

Esta entrada permite construir la trayectoria del estado continuo a tramos, la

retroalimentación de estados permite modificar la velocidad y dirección de la trayectoria

del estado continuo de manera que evite llegar al hiperplano antes de alcanzar algún
estado deseado.

Como no se conoce la trayectoria del estado discreto, entonces para que el SLC sea

controlable se debe cumplir que para todas las posibles trayectorias del SLC, el conjunto
de estados alcanzables í debe ser equivalente al espacio de estado.

En la figura 5.1 se muestra el principal problema que tienen los SLC con

conmutaciones controladas por hiperplanos. En general, los hiperplanos forman conjuntos
de estados que no son alcanzables por la trayectoria de estados después de una transición,

para poder alcanzar parte de ese conjunto el SLC debe de realizar otra conmutación lo

cual puede repetirse de manera indefinida.

Figura 5.1: Los estados de íí no pueden ser alcanzados por la trayectoria del estado

continuo.

A continuación se muestra algunas condiciones que garantizarán la posibilidad de que
el estado continuo de un SLC pueda alcanzar cualquier otro estado. Este resultado está

basado en la existencia de dos SLI controlables dentro de cada T-semiflujo de la RPI.
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Teorema 5.1 Sea el SLC descrito en la ec. (3.1) con sus transiciones no manipulables.
Sea htk G p'Mk, htk+l G p'Mk+1, tal que (htkmodvi) ± (htk+1 modu2), donde vuv2 G Rn

y \PMk\ —

P\ik+i
= 1- El SLC es controlable si en cada T-semiflujo del SLC existen

(AMk,BMk) y (AMk+1,BMk+1) controlables.

Demostración. Supongamos que existen (AMk,BMk) y (Aa/,.+_ , Pmí+1 ) controlables en
cada T-semiflujo del SLC.

Sea T(tq) el estado inicial del SLC. Cuando la trayectoria de estados Y(t) llega
al marcado Mj. se habilita únicamente la transición tk, |pl_*J = 1, entonces existe un

hiperplano htk activo el cual divide el espacio del estado continuo en los conjuntos ííi y

íí2, ver figura 5.2.

Figura 5.2: Efecto del hiperplano de conmutación htkea el espacio del estado continuo.

Si el estado de conmutación x (tj.) pertenece al conjunto Í2i entonces con el SLI

activo
,
en este caso (AMk,BMk), se pueden alcanzar los estados pertenecientes a ííi.

Para alcanzar los estados pertenecientes a íí2, la trayectoria continua del SLC debe

pasar por algún estado de htk, i.e. el SLC debe disparar tk, Mk —••->• Mt+i.

Ahora, el marcado Mk habilita sólo la transición tk+i, entonces el hiperplano /itjfc+1

parte el espacio del estado continuo en dos nuevos conjuntos Ai y Cl2.
Como (htk modvi) ^ (htk+1iaodv2) entonces existen elementos de íí¿ que forman

parte de &i y otros de Ú2.
Entonces para poder alcanzar los estados de í)2 que pertenecen a fií el SLC debió de

conmutar en un estado x (tj_+i) que pertenezca a Oí. Si se desea alcanzar los estados de

í)2 que pertenecen a Cl2, entonces el SLC debió de conmutar en un estado x (t^+i) que

pertenezca a Cl2, ver figura 5.3
La selección adecuada del estado de conmutación permite alcanzar cualquier elemento

de íí2, i.e. es posible que la trayectoria alcance cualquier estado.
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A(rt)
Q* JX-* ^ \^

■*faw) "^

X O h"

Q2
N. ■"-(•'«■n)

ñ2V

Figura 5.3: Particiones del espacio de estados debidas a htk y htk+1 ■

Cuando x (rk) G Í22 un razonamiento semejante permite concluir que en el marcado

Mt+i el SLC puede alcanzar cualquier estado de Sli.

Como en cada T-semiflujo tenemos la situación descrita, entonces se puede alcanzar

cualquier estado continuo para cualquier trayectoria T (t) del SLC. ■

Las condiciones mostradas en este resultado evitan que las particiones hechas por los

hiperplanos de conmutación formen regiones de estados que no puedan se alcanzadas por

la trayectoria del estado continuo.

El siguiente SLC es un ejemplo que cumple con el teorema 5.1

Ejemplo 5.1 Sea el SLC con transiciones no manipulables, mostrado en la figura 5.4 y

sus hiperplanos son htl : xi
—

x2 =
—2 y ht2 : xi + x2 = 2.

ks>4-o^
U,p.) {a2,b2)

Figura 5.4: SLC con transiciones no manipulables.

donde

Ai =

A2 =

-1 1

0 -2

-1 O.í

0 -2

; Bi =

; B2 =

(5.3)

(5.4)
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Si el SLC con transiciones manipulables es controlable, entonces llevar el estado

continuo desde xq hasta Xi, donde

Xq =
1

-5 ,2/2-/
=

La RPI del SLC tiene un T-semiflujo, los modelos (Ai,Pi) y (A2,Pi) son contro

lables, sólo existe una transición de salida para cada lugar y se mantiene que (htk mod vx) ^
(htk+1 modu2), entonces basados en el teorema 5.1 el SLC es controlable.

Determinemos una posible trayectoria de estados para llevar el estado continuo de x0
hasta Xf.

Til
Tenemos que el marcado inicial es M0

Como el estado final y el estado inicial pertenecen a regiones diferentes xo G ííi,

xj G íí2, entonces el SLC debe de conmutar para poder alcanzar el estado x¡, ver la

figura 5.5

Figura 5.5: Posible trayectoria de (Ai, Pi) para alcanzar el estado continuo x¡.

Para elegir el estado de conmutación debemos de ubicar en que partición del siguiente

hiperplano ht2 se encuentra el estado final, como x/ G ü2, ver la figura 5.6 entonces el

SLC debe de conmutar en cualquier estado de htl que pertenezca a £l2.
_1

,
la trayectoria del estado continuo se muestra en la figuraSea Ti = 10 y x(t{) =

5.7.

Ahora sólo falta alcanzar el estado x¡
— desde x(ti).

Sea t2 = 15, la trayectoria del estado continuo se muestra en la figura 5.8
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ito

■ Q2

■

Cl2
■

■ xf.
~~~/x\t«)

~

-t •

---. K

■ Clx ■

Qi x0^
-

-O.S O OJ 1 1 S 2 2.S

Figura 5.6: Una posible trayectoria continua para alcanzar x¡ durante Mq.

El teorema anterior muestra las condiciones suficientes para determinar cuando un

SLC es controlable, estas condiciones son estructurales y permiten que el estado continuo

pueda alcanzar cualquier estado con una única transición. En realidad es posible tener

decisiones en el segundo SLI controlable para esto los hiperplanos de las transiciones

p'M deben ser variedad lineal del mismo subespacio, esto evita que se formen regiones

cerradas que no permitan alcanzar algunos estados.

Teorema 5.2 Sea el SLC descrito en (3.1) con sus transiciones no manipulables. Sea

htk € p'Mk, Vhtk+1 G p'Mk+1, tal que (htk mod^i) ^ (htk+1 modu2), donde vi,v2(=Rn, con

\Pm„\ = !» Puk+l
= r V V^t¡> K+x. € PMk+1

se mantiene que hu vaodvi = htk+1 modiN.. El

SLC es controlable si en cada T-semiflujo del SLC existen (AMk,BMk) y (AMk+1, Pm^+J
controlables.

Demostración. Supongamos que existen (AMk,BMk) y (AMk+i,BMk+l) controlables en
cada T-semiflujo del SLC.

Sea T (t0) el estado inicial del SLC, cuando la trayectoria de estados T(t) llega al

marcado Mk se habilita únicamente la transición í¿ entonces existe un hiperplano htk
activo el cual separa el espacio del estado continuo en los conjuntos ííi y fi2.

Si el estado continuo x (t) G Í2i, entonces por ser (AMk,BMk) controlable se pueden

alcanzar los estados pertenecientes a fli, para alcanzar los estados pertenecientes a Q2,

el SLC debe conmutar.

El marcado Mfc+i habilita r transiciones.

Como Vhtk+1 G p'Mk+1 se mantiene que (htkiaodvi) ^ (htk+lmodv2) y también

Vhti,htk+1 G Pm , hu modi>i = htk+lmodv2. entonces los hiperplanos asociado a las

transiciones activas parten el espacio del estado continuo en r+1 conjuntos ft-., ü2, . . .
, üT+i;
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Mi 1 , ■
-

1 ■ 1

u ■

10-

■OJ 0 OJ 1 IJ 2 2J

Figura 5.7: Trayectoria de x (t) para alcanzar xi durante Mo-

y por tanto existen estados continuos del conjunto íí2 que forman parte de ft¿, i G

{1,2,..., r}.
Para poder alcanzar los estados de ü2 que pertenecen a ft. el SLC debió de conmutar

en un estado que pertenezca a ft..
Al seleccionar en forma adecuada del estado de conmutación es posible alcanzar

cualquier estado del conjunto fi2-

Cuando x (t¿) G Í22 un razonamiento semejante permite concluir que en el marcado

Mfe+i el SLC puede alcanzar cualquier estado de fi__
Como en cada T-semiflujo tenemos la situación descrita, entonces se puede alcanzar

cualquier estado continuo para cualquier trayectoria T (t) del SLC. m

El teorema 5.1 es un caso particular del teorema 5.2, en este último se pueden tener

decisiones.
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12

10
■

•

'

2

0

-1 ^-~^^
•4

^~~~~~~~^-. *0

-1 -0.6 0 0.5 1 U 2 ZJ

iM

Figura 5.8: Plano de fase del estado continuo, la trayectoria va desde Xo hasta x/.

A continuación se muestra un ejemplo del teorema 5.2.

Ejemplo 5.2 Sea el SLC con transiciones no manipulables, mostrado en lafigura 5.9,

sus hiperplanos son htl : xi = 5, /i.2 : x\—x2 = 0, ht3 : xi+x2 = 0, y hti = xi+x2 = —9.5.

U.«[) _ (Ai-B2) JAi-B>)m

+

Figura 5.9: SLC con transiciones no manipulables.

donde
1 O 1

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Si el SLC es controlable, entonces llevar el estado continuo desde x0 hasta xi , donde

[-1 9 1 "il
A_ =

0 -2
; Bi =

0

[-1 9
"

roí
A2 =

0 -2
; P2 =

i

[-1 ?
"

[niA3 =
0 -2

; P3 =
2

x0
=

-5

-5
,yxf

=
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También llevar el estado continuo desde los estados

-5"
xq= - ,yxf

=

La RPI del SLC tiene un T-semiflujo, el sistema (Ai,Pi) es no controlable, por su

parte (A2,P2), (A3,B3) son controlables. Además sus lugares tienen, respectivamente,
una y dos transiciones de salida, también se cumple que (htk modui) ^ (htk+1 modv2)
y Vhti,htk+l G P°Mk+1 se mantiene que hti modi>i = htk+1 modtA., entonces basados en el

Teorema 5.2 el SLC es controlable.

Determinaremos una trayectoria del estado continuo x (t) que lleve desde xo =

hasta Xf
=

-5

-5

-5

0

Para el marcado inicial Mo = [l 0 0] ,
el modelo (Ai, Pi) representa la dinámica

del estado continuo. Con este SLI la trayectoria del estado continuo x(t) no puede
alcanzar a Xi por lo que se forzará a conmutar el SLC.

Para forzar la conmutación se utilizara la ley de control mostrada en el apéndice A

51
,
en este caso podemos elegir el estado x (ti) . En general,Sea Ti = 10 y x (ti) =

cuando se utiliza una entrada acotada, no es posible elegir el estado ni el tiempo de

conmutación. La trayectoria del estado continuo x (t) se muestra en la figura 5.5

■
.

0
Xf

■

*fa)

Hl K

■10

*o

K
•15

*,(<■)

Figura 5.10: Trayectoria del estado continuo durante el marcado M0.

El marcado Mi = [0 1 0] establece a (A2,B2) como el SLI activo, este SLI es el

primero de los modelos controlables, como no es posible alcanzar el estado final a partir
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H(r)

Q2

¡£--
«fa) j

*o
K !

Q, K \

*,(*■)

Figura 5.11: Posible trayectoria de (Ai,Pi) para alcanzar el estado x¡.

del estado de conmutación ,
i.e. x (ti) G ííi, x¡ G Í22, entonces el 5LC debe conmutar,

ver la figura 5.11.

Cuando se presente el marcado Mi se habilita t2, como x¡ G ft2, entonces el SLC

debe conmutar en algún estado de htl que pertenezca a ft2.

Sea t2 = 15 y x (t2) = ,
la trayectoria del estado continuo x (r) se muestra en

la figura 5.12

s

■ *J

Q3
K,

-"^17^^^ «fa)

**(*)
t

í^^ Q2 ^^
-10 -

•15
Q,

^T^

*Ar)

Figura 5.12: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados Mo y Mi.

El marcado M3 = [0 0 l] activa al modelo (A3, P3), la trayectoria del estado con

tinuo x (t) puede alcanzar el estado x¡. Como se muestra en la figura 5.13, la trayectoria
continua alcanza x/ en t3

= 20.
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s Q3

*/

-^%) «fa)

W'
4

íT^^ Q2 \^
-10 ■

-16
Q,

^T^
0 2 4 0

«,(0

Figura 5.13: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados Mq, Mi y

M2; x (t) va desde xq hasta x¡.

Ahora, se llevará la trayectoria del estado continuo desde Xo =
-5

-5
hasta x¡

=

Tenemos que el marcado inicial es Mo = [l 0 0] el modelo (Ai,Pi) no puede
alcanzar x/, por lo que el SLC debe conmutar.

Para forzar la conmutación se utilizará la ley de control mostrada en el apéndice A

'51
,
la trayectoria del estado continuo se muestra en la figuraSea Ti = 10 y x (ti) =

5.14

h(*

. xf .

•
■

4
■

2
-

-^

"

«fa:
-2 "

(
■4 A

-4 *0 K

-4

-2034*

*.w

Figirra 5.14: Trayectoria del estado continuo formada con el marcado Mq.

Cuando se presente el marcadoMi = [0 1 0] se habilita t2, como Xi G fti, entonces
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el SLC debe conmutar en algún estado de htl que pertenezca a fti.
[4]

Para t2 = 15 y x (t2) = . la trayectoria se muestra en la figura 5.15.

* xf

e •-.-*'- Q, «£-V
4 --•-»

2

'"-- **^

^-^ '"-.
*

*,)
-2

\C ?y
"^

-4 '■\~^^ Q2 ">^

-fl -'''^o ">«%
"*«

-a

Q3 ^\ K
0 2 4 0

*|W

Figura 5.15: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados M0 y M_.

Ahora, con el marcado M3 = [0 0 l] el SLI activo es (A3,P3), a partir de este

estado x (t2) el estado continuo puede alcanzar el estado final x¡.

Para t3 = 16 la trayectoria del estado se muestra en la figura 5.16

A ■

^A /
/

«(,)

*M
, v H J

■

4

\\S «fa)

4 ^^\^
•4 *0^^
4

\>
*,w

Figura 5.16: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados M0, Mi y

M2; x (t) va desde xq hasta x¡.

Las condiciones propuestas en los teoremas anteriores son sólo suficientes y tienen

como objetivo evitar que los hiperplanos de conmutación formen regiones cerradas, esto
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permite que el estado continuo pueda alcanzar cualquier estado continuo con el disparo
de una transición.

La trayectoria del estado continuo puede provocar que algunas transiciones habilitadas

nunca sean ejecutadas, consideremos la existencia de tres transiciones no manipulables
habilitadas por algún marcado, en la figura 5.17 se puede apreciar que dependiendo de

la región en que se encuentre el estado continuo se podrán ejecutar las transiciones.

Figura 5.17: Particiones del espacio continuo debidas a los hiperplanos de conmutación.

Si cada vez que el SLC llegue a este marcado se encuentra en Í2¿, entonces siempre
se podrán ejecutar todas sus transiciones. En general, no existe fi. que lo permita.

A continuación se establece una condición suficiente para que la trayectoria del estado

continuo pueda generar cualquier secuencia de marcados en la RPI.

Teorema 5.3 Sea el SLC descrito en 3.1, con todas sus transiciones no manipulables.
Sea hti,htj G p'Mk, (htk mod^i) ^ (fhk+1 modu2), donde vi,v2 pertenecen al espacio de

estados. Si todos los SLI son controlables y \p'Mk | < 2 entonces el SLC puede alcanzar

cualquier marcado Mk ■

Demostración. Sea T (to) el estado inicial del SLC.

Supongamos que el marcado Mo habilita una sola transición y la dispara, entonces la

trayectoria de T (t) evoluciona hasta alcanzar el marcado Mk, con \pMk\ — 2.

Ahora existen dos transiciones habilitadas, tk y íjt+i , como (htk mod vi) =fi (htk+1 mod v2)
entonces los hiperplanos de estas transiciones forman cuatro conjuntos de estados Q.,

i G {1, 2, 3, 4}, ver la figura 5.18
En cualquier conjunto fí¿, la trayectoria del estado continuo x(t) puede alcanzar

cualquiera de los hiperplanos activos, i.e. la trayectoria x (t) puede disparar cualquier

transición.

Como para todo marcado Mk del SLC, se mantiene que \p'Mk | < 2 entonces el SLC

puede formar cualquier secuencia de marcados. ■
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Q,

nA.,
Q2

<^^
\ Q4

Q2 Án)

Figura 5.18: Particiones del espacio de continuo debidas a htk y htk+1.

Las condiciones mostradas en el teorema anterior garantizan que la trayectoria de

estado continuo pueda formar cualquier secuencia de marcados, es decir, el SLC puede
alcanzar cualquier marcado.

A continuación se muestra un SLC que es controlable. Este SLC no es caracterizado

mediante alguno de los resultados presentados.

Ejemplo 5.3 Sea el SLC con transiciones no manipulables, mostrado en la figura 5.19

(4,2?,) {A2,B2)

Figura 5.19: SLC con transiciones no manipulables.

sus hiperplanos son htl : xi
—

x2
= 1, y ht2 : x2

= 1, donde

A =

1 1

0 1

1 0

0 1

; Bi

; P2 =

(5.8)

(5.9)

Determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es llevar el

estado continuo desde xq hasta x¡, donde
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Xq
=

x¡
=

-4

-2

Como (A2, P2) es no controlable, entonces el teorema 5.1 no puede determinar si el

SLC es controlable. Como la parte controlable de (A2, P2) permite que la trayectoria
continua del SLC cambie entre ííx y ft2, entonces el SLC es controlable, ver la figura
5.20.

Figura 5.20: La trayectoria del estado continuo puede alcanzar todo el espacio de estados.

Sea Mq = ,
entonces el modelo activo es (Ai, Pi) .

Ahora, vamos a llevar la trayectoria de estados x (t) de xo hasta x¡, como xo G ííi y

x¡ G fí2, entonces el SLC debe de conmutar.

Para Ti
= 5 y x (tx) = _1

la trayectoria del estado de continuo se muestra en la

figura 5.21.

Para el marcado Mi =

-1

,
el SLI activo es (A2, P2)

Con u (t) = 10, tenemos que x (t2) =

se muestra en la figura 5.22

Para el marcado M2
n

) r2
= 5,2, la trayectoria del estado continuo

,
el SLI activo es (A2, P2) .

Como x(t2) ,Xf G Q2, entonces la trayectoria de estados puede alcanzar a x¡.
Para t3 = 8, la trayectoria de estados se muestra en la figura 5.23

Este SLC es un ejemplo que no puede ser caracterizado mediante los resultados

propuestos.
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Figura 5.21: Trayectoria del estado continuo cuando el marcado M0 está presente.
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Figura 5.22: Trayectoria del estado continuo durante los marcados Mq y Mi.
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Figura 5.23: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados Mq, Mi y

M2; x (t) va desde xq hasta x/.



70CAPÍTULO 5. CONTROLABILIDADDE SLC CON TRANSICIONESNOMANIPULABLES



Capítulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se estudió la controlabilidad de los SLC, esta propiedad garantiza la

posibilidad de trasladar el estado continuo desde algún estado inicial hasta cualquier
estado requerido. El estudio de la controlabilidad de los SLC se basa en la solución del

estado continuo.

Se utilizaron RPI para representar la dinámica discreta del SLC. En unaRPI existen

transiciones manipulables y no manipulables, se estudiaron la trayectoria de estados

formada a partir de estas transiciones.

La trayectoria de estados de un SLC con transiciones manipulables genera un espacio
de estados alcanzables, si este espacio es igual al espacio del estado continuo Rn, entonces

el SLC es controlable, esta condición también es suficiente. En este caso, todas las

conmutaciones del SLC son disparadas cuándo se requieran, esto permite que la dinámica

discreta pueda ser utilizada para controlar, en cierta medida, la trayectoria del estado

continuo.

Para poder trasladar el estado continuo de un SLC con transiciones manipulables se

deben de elegir en forma adecuada los tiempos y los estados de conmutación.

La trayectoria de estados de un SLC con transiciones no manipulables genera un

conjunto de estados alcanzables, incluso cuando los SLI son controlables. Cuando

las conmutaciones de un SLC son ejecutadas mediante hiperplanos de conmutación, la

dinámica continua determina la trayectoria de estados de la dinámica discreta. Se obtu

vieron condiciones suficientes para determinar cuándo el SLC es controlable. En general
se requiere de una búsqueda exhaustiva a lo largo de la trayectoria del estado continuo.

Para poder trasladar el estado continuo de un SLC con transiciones no manipulables se

deben de elegir los estados de conmutación y la entrada continua que permitan alcanzar

el estado final sin llegar antes a un hiperplano de conmutación.

71
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Trabajo Futuro

A continuación se muestra el trabajo futuro que motiva esta tesis.

■ Estudiar la controlabilidad de los SLC restringiendo la trayectoria del estado

continuo a una región de su espacio de estados.

■ Estudiar la controlabilidad de los SLC que sean representados mediante SLI de

diferente dimensión.

■ Estudiar la trayectoria de estados de un SLC cuando no se tienen conmutaciones

instantáneas.

Utilizar diferentes técnicas para controlar los SLC.

Relajar las condiciones suficientes obtenidas para determinar la controlabilidad de

los SLC con transiciones no manipulables.

Diseñar una ley de control que permita controlar la trayectoria del estado continuo.



Apéndice A

Manipulación de la parte controlable

del SLI

En este apéndice se muestra la entrada que permite manipular los estados contro

lables de un SLI. Esta ley de control es utilizada para controlar la trayectoria del estado

continuo en los ejemplos que se presentan en este trabajo

En general, la dinámica del SLI tiene una parte controlable y otra no controlable, la

separación de éstas se realiza mediante una transformación de similitud [3], [6].
El sistema equivalente es

xc (r)
±d(T)

—

An An

.

° M

"xc (t)'
Xc (T)

+
Bi

0
u(t) (A.1)

con solución

xc(t) = eA^T-Ta)xc(T0)+ f eA^T-^Ai2x-c(To)dp
Jto

+ í (¿"^-riBMQdt
Jto

x-c(t) = e^T-T°>xc-(T0)

(A.2)

(A.3)

El subsistema (An, Pi) es controlable, la entrada tí (t) puede manipular a los estados

controlables xc(t). Por su parte, el subsistema (Ai2,0) es no controlable, los estados

x£ (t) evolucionan de manera autónoma.

Para encontrar la ley de control u (t) que manipula los estados del subsistema

(Au, Pi), se utilizó el Grammiano de controlabilidad que define este subsistema, i.e.

Wc(t0,ti) = r [e*l(T°-c)Pi] [eA^ro-°B1]T aX (A.4)
Jto

73
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entonces, la ley de control que garantiza llevar la trayectoria de estado desde xc (t0) =

x0 hasta xc (tl) = x/ es

u(t) [eAn^-T)Bi]TW^(r0,Ti)

p eMÚTX-°Ai2x-c(To)dAx0-eAll(To_Tl) \xf

(A.5)

(A.6)

Si sustituimos esta entrada u (t) en la solución del estado controlable xc (t) tenemos

que

Xc(t) = eA^Ti-To)xo+ f\M^-^Ai2x-c(To)dp+ f\A^T'-^Biu(Od(, (A.1)
Jtq Jto

= e^-^--r°) (x0 - f eA^T°-^Bi [eA^T°-^Bi]T dC,W~l (t0,Ti)

.
i" eM^^Ai2x-c(To)dp
Jto

-t^(xq- x0-eA^T°-T^ (xf- p eA^-tiAi2x-c(To)dp\ \

. T eA^r^)Anx-c(To)dp
Jtq

= g^uín-ro) /^-(ro-rj) U_ j
'

e^(Ti-')Ai2xc- (t0) dp) \

+ fl eA^->*Ai2xc(To)dp
Jto

= (xf- r eA^T^Ai2x-c (t0) dp\ + P eA^-riAi2xB (t0) dp

+

+

Xf

Lamanipulación de la parte controlable del SLI, es indispensable para poder trasladar

los estado continuos del SLC.
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