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Resumen

En este trabajo se estudia la controlabilidad de los Sistemas Lineales Conmutados
(SLC). El modelo utilizado para representar un SLC estd formado por una Red de Petri
Interpretada (RPI) y por una familia de Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo
(SLI).

Se propone una definicién de controlabilidad para los SLC, la cual es una extensién
de la definicién estado controlable utilizada en los SLI. Bésicamente, se garantiza la
existencia de una entrada para el SLC que permita trasladar cualquier estado continuo
desde cualquier estado inicial hasta algiin estado requerido.

El anslisis de la controlabilidad se basa en la trayectoria de estados del SLC. Se
tienen dos casos de estudio: SLC con transiciones manipulables y SLC con transiciones
no manipulables.

La trayectoria de estados de un SLC con transiciones manipulables forma un espacio
alcanzable dentro del espacio de estados continuo. Esto permite obtener condiciones nece-
sarias y suficientes para saber cuando un SLC' es controlable, también se muestra una
prueba estructural. Por su parte, la trayectoria de estado de un SLC con transiciones no
manipulable forma un conjunto de estados. Esta situacién restringe el comportamiento de
la trayectoria de estados. En general, para determinar si este tipo de SLC es controlable
es necesaria una bisqueda exhaustiva a lo largo de todas las trayectorias de estados.
En este caso se obtuvieron condiciones suficientes para determinar cuando el SLC es
controlable, las cuales estdn basadas en la existencia de SLI controlables.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas hibridos son sistemas dindmicos en los cuales existe una interaccién
entre una dindmica discreta y una continua [7]. Este tipo de sistemas tienen variables
que toman valores de un conjunto continuo, usualmente el conjunto de los nimeros reales
R, y también tiene variables que toman valores de un conjunto discreto, cominmente un
conjunto de simbolos [19].

La dindmica continua es representada mediante una familia de ecuaciones diferen-
ciales, por su parte la dindmica discreta es representada mediante un Sistema de Eventos
Discretos. En general, las variables discretas establecen cual es la ecuacién diferencial
que representa la dindmica continua del sistema hibrido. Este tipo de sistemas puede ser
utilizado para la representacién de sistemas fisicos que modifiquen, en forma brusca, sus
condiciones de operacién [18], también para el disefio de controladores conmutados, e.g.,
Gain Scheduling [8], Modos deslizantes [20].

En este trabajo nos concentraremos en los Sistemas Lineales Conmutados (SLC).
La dindmica continua de este tipo de sistema hibrido est4 representada por una familia
de Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo (SLI) [6], [3]. Por su parte, la dindmica
discreta de los SLC es representada por algin Sistema de Eventos Discretos, como pueden
ser autématas finitos, cadenas de Markov, etc. En este trabajo, la dindmica discreta de
un SLC est4 representada mediante una Red de Petri Interpretada (RPI). Este modelo
discreto es una extensién de las Redes de Petri, las cuales tienen una mayor capacidad
de representacién que los autématas finitos [10].

En este trabajo se estudia la controlabilidad de los SLC. Esta propiedad cualitativa
de los SLC permite determinar cuando el estado continuo puede ser trasladado desde
algun estado inicial hasta cualquier otro estado final.
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1.1. Resultados Existentes

Un SLC estd compuesto por una familia de SLI y un Sistema de Eventos Discretos.
La controlabilidad de estos modelos ha sido estudiada por separado. La controlabilidad
de los Sistemas de Eventos Discretos estd basada en la Teorfa del Control Supervisor
propuesta por W.M. Wonham [19], b4sicamente, establece que un Sistema de Eventos
Discretos es controlable si y sélo si el comportamiento del sistema puede ser restringido
a un comportamiento deseado llamado especificacién. Por su parte, la controlabilidad
de los SLI es presentada en [3] por C. T. Chen. Por su parte W.M. Wonham muestra
una caracterizacién geométrica de la controlabilidad [5]. La controlabilidad de los SLI
establece la existencia de una entrada capaz de trasladar cualquier estado inicial a alguno
estado requerido.

A continuacién se describen algunos de los trabajos existentes sobre la controlabilidad
de los SLC.

Los resultados mostrados por J. Ezzine y A. H. Haddad en [9] son referentes a la
estabilidad, la observabilidad y la controlabilidad de los SLC. En este trabajo la dindmica
discreta del SLC es representada por una secuencia determinista de sfmbolos, cada uno de
estos simbolos representa un SLI. Primero presenta sus resultados sobre la observabilidad
de los SLC, después se aborda el problema de controlabilidad basado en el principio de
dualidad, aunque no se prueba si la dualidad se mantiene para este tipo de sistemas. Esto
permite obtener una condicién algebraica para determinar la controlabilidad.

Por su parte, en [13] A.A. Julius, A.J. van der Schaft utilizan un conjunto indexado
de SLI, la entrada discreta establece cudndo algtin SLI serd activado. Se proponen dos
tipos de conmutaciones, también se muestra un algoritmo de punto fijo para construir el
méximo conjunto invariante controlado.

En los trabajos de G. Xie, D. Zheng y L. Wang [12], [14], [15], se utilizan SLI
indexados, la conmutacién entre SLI se realiza mediante una ley de conmutaciones. Se
definen las secuencias de conmutacién y el conjunto de estados controlables. La secuencia
de conmutacién es una secuencia de pares que establece cuél y por cudnto tiempo se activa
un SLI. Basado en una caracterizacién geométrica, construye el subespacio invariante
del estado continuo. A partir de este subespacio se obtienen condiciones necesarias y
suficientes.

Se puede notar que en estos trabajos no se muestra de manera formal un Sistema de
Eventos Discretos para modelar la dindmica discreta. De hecho, se tiene la posibilidad
de conmutar a cualquier SLI en el instante que se requiera.
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1.2. Objetivos

Los principales objetivos de este trabajo son:

Estudiar la controlabilidad de los Sistemas Lineales Conmutados.
Analizar la trayectoria de estados de un SLC con transiciones manipulables.
Analizar la trayectoria de estados de un SLC con transiciones no manipulables.

Encontrar una entrada para el SLC que permita trasladar el estado continuo.

1.3. Estructura de la tesis

El contenido de esta tesis est4 distribuido de la siguiente manera.

En el capitulo 2 se muestran las definiciones bésicas referentes a los SLI (3], [6]. De
igual manera se establecen algunas definiciones utilizadas en el estudio de las RPI [1] y
de las Redes de Petri (RP) [10]. Por ultimo se describe la controlabilidad de los SLI y
la de los Sistemas de Eventos Discretos [19].

En el capitulo 3 se presenta €l modelo utilizado en este trabajo para representar un
SLC. Esta representacién utiliza una RPI para modelar la dindmica discreta del SLC.
También se muestra la manera en que evoluciona la trayectoria de estados cuando se
tienen transiciones manipulables y cuando tienen transiciones no manipulables. Una vez
mostrada la trayectoria de estados del SLC, se establece una definicién de controlabilidad
de SLC.

En el capitulo 4 se define y caracteriza el espacio alcanzable de un SLC, este espacio
se genera a partir de la trayectoria del estado continuo de un SLC con transiciones
manipulables. Se presenta el andlisis de la controlabilidad y las condiciones necesarias
y suficientes para determinar cuando un SLC es controlable. También se muestran
algunos ejemplos de SLC controlables, los cuales permiten una mejor comprensién del
comportamiento de los SLC.

En el capitulo 5 se define y describe como se forma conjunto de estados alcanzables,
este conjunto se genera a partir de la trayectoria del estado continuo de un SLC con
transiciones no manipulables. Se muestran condiciones suficientes para determinar la
controlabilidad de los SLC.

En el capitulo 6 se muestran las conclusiones y el trabajo futuro.

En el apéndice A se muestra la ley de control utilizada para manipular los estados
controlables de un SLI.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos bdsicos que se utilizan en el
estudio de los Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo (SLI) y de las Redes de
Petri Interpretadas (RPI) . Se hace una breve descripcién de los resultados relacionados
con la controlabilidad de los SLI (3], [6], [5]; también se describe la interpretacién de la
controlabilidad para los Sistemas de Eventos Discretos [19].

2.1. Modelo Continuo

Un Sistemas Lineales e Invariantes en el tiempo (SLI) estd representado por la
siguiente ecuacién

z (1) = Az (1) + Bu (1), z(T0) = Zo
y(r) =Cz (1) + Du(r)

donde z (7) € R™ es el estado del sistema, y (1) € R? es la salida y u(7) € RP es la
entrada.

Las matrices A, B, C, D son reales de dimensiones n X n, n X p, ¢ X n 'y g X p respec-
tivamente.

La funcién matricial ¥ (7) con dimensiones n X n, es llamada matriz fundamental
de z (1) = Az (7) si y s6lo si las n columnas de ¥ (7) estdn formadas por n soluciones
linealmente independientes de & (1) = Az (7).

La matriz de transicién de estados ® (7, 7) se obtiene de la siguiente manera

(2.1)

®(1,79) = ¥ (1) ¥ (10), V7,70 € (—00,00) (2.2)
Como e”” es una matriz fundamental de & (7) = Az (), entonces una matriz de
transicién de estados del SLI es

®(r,m0) = €*(eh)7 (2.3)
— eA(T—To)

AT
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La solucién de la ec. (2.1), es

z (1) = A0y, 4 / eA=9Bu (¢)d¢, YV > 7o (2.4)

To
y la salida es

y(r) =Ce* 2o+ C / " A= gy, Q) d¢ (2.5)

Sea T una matriz de n X n no singular. Deffnase al vector de estados como z = T'z,
entonces la ec. (2.1) es representada por

i(r) = Az(r) + Bu(r) (2.6)
y(r) = Cz(r)+ D

donde
A=TAT! B=TB C=CT! D=D

La matriz T es llamada transformaci6n de similitud, por su parte la ec. (2.6) se conoce
como sistema equivalente del sistema original, ec. (2.1).

2.2. Modelo Discreto
Las Redes de Petri Interpretadas (RPI) son una extensién de las Redes de Petri. A

continuacién se muestran algunas de las definiciones utilizadas en el estudio de las Redes
de Petri [10].

Definicién 2.1 La estructura de una Red de Petri G es un digrafo bipartita representado
por la 4—tupla G = (P,T, I,0) donde:

» P ={p1,p2,....,0n} €s un conjunto finito de elementos llamados lugares.
T = {t1,t2,....,tm} €s un conjunto finito de elementos llamados transiciones.

» [: PxT — Z* es una funcién que representa arcos ponderados que van de los
lugares a las transiciones, donde Z* es el conjunto de los enteros no negativos.

O : P xT — Z* es una funcidn que representa arcos ponderados que van de las
transiciones a los lugares.
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En toda RP el sfmbolo *t; denota el conjunto de todos los lugares p; tal que I(p;, t;) #
0 y t al conjunto de todos los lugares p; tal que O(p;,t;) # 0. De forma similar, °p;
representa el conjunto de todas las transiciones ¢; tal que O(p;,t;) # 0 y p;® el conjunto
de todas las transiciones t;, tal que I(p;,t;) # 0.

En la representacién grafica de una RP, los lugares son cfrculos, las transiciones son
rectangulos y los arcos son dibujados como flechas.

La matriz de pre-incidencia de una RP es C~ = [c;;], donde ¢;; = I(pi, t;); la matriz
de post-incidencia de una RP es C* = [c,+1] , donde c,-*'j = O(p;, t;). La matriz de incidencia
de una RP se define como C = C* - C~

La funcién de marcado M : P — Z%* es un mapeo de cada lugar a los
enteros no negativos representando el mimero de marcas que hay dentro de cada lugar.
Generalmente, el marcado de una RP es expresado como un vector de dimensién n.

Definicién 2.2 Un sistema de Red de Petri o Red de Petri es el par N = (G, Mp), donde
G es la estructura de RP y My es su distribucién inicial de marcas.

El cambio de marcado en (G, M) se debe al disparo de alguna de sus transiciones
habilitadas. Para el marcado Mj la transicién ¢t; se dice habilitada si y sélo si Vp; € P,
My (p;) = I(pi, t;), donde My (p;) es el mimero de marcas del lugar p; cuando se tiene el
marcado M.

M1 = M+ Cu (27)

donde v es vector de disparo; con vk (j) =1y v (1) =0, ¢ # j.

El conjunto de marcados alcanzables R (G, Mp) de la RP (G, My) esté formado por
todos los posibles marcados que se pueden generar desde M, disparando solamente
transiciones habilitadas.

Definicién 2.3 Sea o = t;t;ti ... una secuencia de transiciones disparadas. El vector de
Parikh @ de esta secuencia mapea las transiciones que forman parte de o al nimero
de veces que aparece la transicion t en la secuencia o, i.e., o : T — (Z+)™.

2.2.1. Propiedades de una Red de Petri

Algunas de las propiedades de las Redes de Petri son la vivacidad, el acotamiento y
la reversibilidad; las cuales se describen a continuacién.

s Vivacidad

La vivacidad estd relacionada con la ausencia de bloqueos y de funcionamientos
parciales. Un bloqueo se presenta cuando al llegar a un marcado la Red de Petri no puede
disparar ninguna de sus transiciones, por su parte un funcionamiento parcial aparece
cuando no existe un bloqueo pero algunas las transiciones nunca se pueden disparar.
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Definicién 2.4 Una transicion t es viva en la Red de Petri (G, M) si y sélo si VM €
R (G, M), IM' € R(G, M) tal que M’ habilita la transicion t.

Definicién 2.5 Una Red de Petri es viva con respecto a My si y sélo si Vt € T, la
transicion t es viva.

= Acotamiento

El acotamiento garantiza que la Red de Petri (G, Mp) mantendrd un nimero finito
de marcas en sus lugares cuando M (p) < 0.

Definicién 2.6 El lugar p es k-acotado si y solo si Ik < oo tal que VM € R (G, Mp) se
cumple que M (p) < k.

Definicién 2.7 Una RP es k-acotada si y sélo si Vp € P, p es k-acotado.
Reversibilidad

Esta propiedad se relaciona con la existencia de secuencias de transiciones que lleven
la secuencia de marcados de la RP hacia el marcado inicial.

Definicién 2.8 Una RP es reversible (propia o globalmente ciclica) con respecto a My
si y sélo si VM € R(G, My), My € R(G, M).

2.2.2. Analisis estructural de una Red de Petri.

El anilisis estructural de una Red de Petri se basa en el estudio de su matriz de
incidencia C. Aunque las propiedades estructurales son independientes del marcado M,
éstas pueden ser usadas para deducir el comportamiento de la Red de Petri para M,.

A continuacién se introduce el concepto de los invariantes en una RP.

Definicién 2.9 Sea C la matriz de incidencia de (G, My), cualquier vector X > 0 tal
que CX = 0 es llamado T-semiflujo, T- invariante o invariante de disparo. De manera
similar, cualquier vector Y > 0 tal que YTC = 0 es llamado P-semiflujo, P- invariante
o0 invariante de marcado.

A continuacién se muestra la interpretacién de estos invariantes.
Sea M, € R(G, M), entonces Jv € (Z*+)™ tal que la ec. (2.7) se cumple, i.e.

M, = M() +Cv (28)

Ahora bien, si Y es un P-semiflujo, y premultiplica a (2.8), entonces
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YTM, =YTMy+YTCv (2.9)
y por tanto

YTM, =YTM, (2.10)

i.e. el P-semiflujo Y establece una relacién entre los marcados M, y M. Los P-
componentes son los lugares que forman parte de un P-semiflujo.
Si X es un T-semiflujo y v = X en (2.8), entonces

M, = M, (2.11)

i.e. el T-semiflujo define un vector de disparo v = X que lleva la secuencia de marcados
desde M), siempre y cuando M habilite a una secuencia o tal que & = X. Note que el
T-semiflujo es una caracteristica estructural, este vector no especifica la secuencia en que
se deben ejecutar las transiciones.

Los T-componentes son las transiciones que forman parte de un T-semiflujo.

El siguiente ejemplo muestra los P-semiflujos y los T-senmilfujos de una RP.

Ejemplo 2.1 Sea la Red de Petri (G, My), su estructura G se muestra en la figura 2.1.
Determinar sus P-semiflujos y los T-semiflujos.

Figura 2.1: Estructura de la Red de Petri (G, Mp).

Primeramente necesitamos conocer la matriz de incidencia C de (G, Myp). En este
caso tenemos que

-1 1 0 0
-1 1 -1 1
cC=10 0 -1 1
1 -1 0 0
0 0 1 -1
Ahora se obtendrdn los P-semiflujos de (G, Mp).

Resolviendo
YTC =0
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se obtienen los P-semiflujos
i=[10010]

Yu=[01011]"
Yiy=[0010 I]T

sus P-componentes son
(Y1) = {p1,p2}

(Y1r) = {p2, pa, ps}
(Yrrr) = {ps,ps}
En la figura 2.2 se muestran los P-componentes de (G, My).
2

ty ts
4 5

t2 t2 ts ts

Figura 2.2: P-componentes de (G, Mp) .

Ahora, se calculan los T-semiflujos de (G, M) .
Resolviendo
CX=0

se obtienen los T-Semiflujos

Xr=[1100]

Xp=[0011]"

sus T-componentes son
(X1) = {t1,t2}

(X11) = {t3,t4}
En la figura 2.3 se muestran los T-componentes de (G, My).



2.2. MODELO DISCRETO 11

t, ts

Figura 2.3: T-componentes de (G, M) .

La clasificacién de las Redes de Petri permite simplificar su anélisis, en este trabajo
se utilizan Redes de Petri maquinas de estado.

Definicién 2.10 Una mdquina de estados (ME) es una Red de Petri en la cual todas

sus transiciones tienen un sélo lugar de entrada y otro de salida, i.e. Vt; € T se mantiene
que |°t;] = |t3] = 1.

Figura 2.4: Red de Petri Mdquina de Estados.

Una ME no tiene ninguna sincronizacién, s6lo puede contener decisiones; y
también concurrencia cuando M(p;) > 1, ver la figura 2.4.

2.2.3. Redes de Petri Interpretadas
A continuacién se define una Red de Petri Interpretada (RPI) .

Definicién 2.11 Una Red de Petri Interpretada es la 4-tupla Q = (N, X, A, @), donde:
s N = (G, M) es una RP.

» ¥={oy,,...,0,} es el alfabeto de entrada de la red, donde o; es un stmbolo de
entrada.
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» \:T — XU {e} es una funcidn etiquetadora de transiciones. Esta funcion tiene
la siguiente restriccion; si 3t;,tx € T, j # k, tal que I(p;,t;) = I(p;,tx) # 0 ¥
A(t;) # €, AMte) # € entonces A(t;) # A(tk), ps € P y € representa un evento
interno del sistema.

» 0 : R(Q,My) — (Z*)? es una funcién de salida que asocia a cada marcado en
R(Q, Mp) un vector de salida, donde q es el mimero de salidas.

El uso de sefiales de entrada y salida en las RPI modifica las condiciones del disparo
de las transiciones. Si la etiqueta A(t;) = a; # € de la transicién habilitada t; estd
presente, entonces t; debe dispararse. Si A(t;) = €, entonces ¢; puede dispararse.

Cuando la transicién t; se dispara la RPI alcanza el marcado My, este hecho es

representado como M;, LR My
La ecuacién de estados para una RPI es
M1 = My + Cug
Yk = ¢ (M)
A continuacién de establecen algunas definiciones ttiles para el estudio de las RPI.

(2.12)

Definicién 2.12 Una secuencia de transiciones disparadas de una RPI (Q, M) es una
secuencia de transiciones o = t;t;...t; ... tal que My iy M, .. .M, oy e
Definicién 2.13 El conjunto £(Q, My) de todas las secuencias de transiciones disparadas
es llamado el lenguaje de disparo £(Q, M) = {olo = tit;...tx...A My L M .
LM, s

La funcién A (-) permite clasificar las transiciones de una RPI.

Definicién 2.14 i A(t;) # € la transicién t; se dice que es manipulable. De otra manera
es no manipulable.

Se deben de tener en cuenta las siguientes consideraciones.

1. En este trabajo se denotard una RPI como (Q, M) en lugar de Q = (N,Z, ), ©),
para enfatizar el hecho de que existe un marcado inicial en la RP].

2. La funcién ¢ (-) es una matriz ¢ X n, donde g es el mimero de lugares medibles de la
RPI y n es el mimero de lugares en (G, Mp). Si el lugar p; estd asociado al i-ésimo
sfmbolo de salida, entonces (i, j) = 1, en caso contrario ¢(z,j) = 0.

3. Las transiciones equivalentes no son permitidas, i.e. se supone que Vt;, t; € T tal
que t; # tj, A(t;) = A(t;), se cumple que C(,7) # C(, j).
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4. La definicién de A (:) establece que las RPI son deterministas respecto a las transi-
ciones etiquetadas, i.e. dos transiciones con el mismo sfmbolo de entrada asociado
(diferente de €) no puede tener los mismos lugares de entrada. Sin embargo, pueden
no ser deterministas con respecto a las transiciones no etiquetadas (aquellas t; tal
que A(t;) = ¢).
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2.3. Controlabilidad de SLI

La controlabilidad de los SLI establece la posibilidad de trasladar cualquier estado
inicial del sistema hasta algiin estado final mediante una entrada. La definicién formal se
muestra a continuacién.

Definicién 2.15 El Sistema Lineal e invariante en el tiempo representado por la ec.
(2.1) es controlable si para cualquier x (7o), = (T1) que pertenecen al espacio de estados
R", eziste una entrada u (1) capaz de trasladar el estado x (7o) hasta el estado z (T1) en
un tiempo finito 71 — To.

Existen dos enfoques utilizados en el estudio la controlabilidad de los SLI. En (3], [6],
se muestra el enfoque basado en la independencia lineal de los vectores que son solucién
de la ecuacién de estados del SLI. En [5] se presenta el enfoque geométrico, este enfoque
se basa en el anélisis del espacio alcanzable que se forma a partir de la solucién de la
ecuacién de estados del SLI.

Antes de mostrar los enfoques existentes, analizaremos la solucién de un SLI. Esto
permitird entender de resultados existentes sobre la controlabilidad.

Sea el SLI representado por

i (1) = Az (1) + Bu (1)

su solucién es
5 (r) = eATTg (rg) + / A0 By () d¢

T0

Necesitamos determinar cuales son los estados que forman parte de esta solucién.

En general, la solucién de un SLI est4 formada por una dindmica auténoma y una
forzada.

La dindmica auténoma de la solucién es

eAr=m0) g (19) (2.13)

Esta dindmica s6lo genera un conjunto de estados, los cuales surgen de la transforma-
cién que sufre el estado inicial z (1o) debida a la matriz de transicién de estados e4(7—70).
Por su parte, la dindmica forzada de la solucién es

/ T A0y, () d¢ (2.14)

0

Al sustituir la matriz de transicién de estados por su serie de Taylor, tenemos que
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[ s = [ f; L4t (r =0 Bu(©)d¢ (2.15)
= Y8 [ -0t
es decir
/T T A-0By () d = Y A*BY, (r, o) (2.16)
donde o -
v = [ -0 O (217)

Los estados que forman parte de la dindmica forzada pueden ser representados
mediante la combinacién lineal de los vectores columna de las matrices {A"B |k=0,1,..., oo}<
En general, la dindmica forzada genera un subespacio de estados, el cual est4 formado
por todos los estados que pueden ser alcanzados desde z (7o) = 0.

En (3], se muestra que la controlabilidad del SLI (A, B) est4 determinada por la
independencia lineal de las n filas de la matriz eA("~9) B. Si existen n filas linealmente
independientes en eA("~¢) B, entonces existen también existen n columnas linealmente
independientes. De manera que si (A4, B) es controlable, entonces existen cuando menos
n vectores linealmente independientes en {A"B | k=0,1, ...,oo}, es decir, el espacio
generado por la dindmica forzada del SLI es igual que el espacio de estado. De hecho
esta condicién también es necesaria.

Lo anterior se puede entender f4cilmente a partir de la solucién de la ecuacién de
estados. Supongamos que se desea alcanzar el estado x5 a partir de z (7¢).

La solucién de (A, B) se puede rescribir como

z (1) = ATz (10) + Z (1) (2.18)

donde Z (7) es un estado que pertenece al espacio de espacio generado por la dindmica
forzada.

Si (A, B) es controlable, entonces para cualquier estado eA(" =70z (1) existe un Z (7)
tal que z (1) = zj.

Para probar la controlabilidad de (A, B) se puede utilizar la prueba de rango de la
matriz de controlabilidad C, donde

C=[B AB A’B .. A*'B| (2.19)
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La ecuacién de estados (4, B) es controlable si y sélo si Rank (C) = n, es decir, si ¥
sélo la dindmica forzada de (A, B) puede generar todo el espacio de estados.

Cuando se determina que (A, B) es controlable, entonces existe una entrada capaz
de llevar al sistema desde el estado inicial Z, hasta el estado final Z; en un tiempo
T1 — To < 00. Esta entrada es

u(r) = = [A BT W (ro,my) [0 — AT (2:20)

donde W, (79, 71) es el Grammiano de controlabilidad, dado por

T1
W, (ro, 1) = / [e4o~0 B] [AT0=0B]” d( (2.21)
T0
Como se mostrars adelante, si (4, B) es controlable entonces W, (7o, 71) es no singular
V71 > To.
Ahora aplicaremos la entrada u (1) en la solucién de la ecuacién de estados en el
instante 7.

T1
s(r) = eAm—mz 4 / eAn=0 By (¢) de
T0

T1
= eAlm—mo) (570 +/ A=A By, (C) dC)
70
T1
= eAlmi—7o0) (5770 _ / eAro-0p [eA(To—C)B]T Wc'l (7-0’ 7—1)
To

B0 — A5, ()
= eAlri—mo) (Zo — We (70, 71) W (1o, 71) [5:0 - eA(T°‘”):T:f1])
= AN (g — 5o — e Ey)
= eATo)gA(ro-T) 7
=
Esto prueba que la ec. (2.20) es una entrada de (A4, B) capaz de llevar la trayectoria
de estados desde el estado inicial Z, hasta el estado final ; en un tiempo 7; < oco.

La no singularidad de W, (to,t1) est4 relacionada con la controlabilidad de (A, B).
En general el Grammiano W (71, 72) se define como

W)= [ F@F (ndr (2.22)

T1

donde
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fa(7)

En [3] se muestra que las funciones continuas fi (1), f2(7), ..., fa (7) son linealmente
independientes en [r1,72] siy sélo si W (ry,72) es no singular. Entonces, el que
W, (7o, 71) sea no singular significa que las n filas de la matriz eA(~9B son lineal-
mente independientes en [7¢, 71|, como mencionamos anteriormente significa que (A4, B)
es controlable.

2.3.1. Enfoque Geométrico

Sea el SLI representado por
z (1) = Az (1) + Bu(7)

con solucién

z (1) = ATz (1) + / ’ eA"9 By (¢) d¢

T0

El espacio alcanzable Ry de (A, B) es el espacio generado por todos los estados que
forman parte de una solucién de (A, B) cuando z (7¢) = 0.
Sea T € Ry, entonces

i= / T A=y, €)d¢, T > 7o (2.23)

0

Como se muestra en [5]

4 1
e = om ]{ (zI,—A) e dz (2.24)

Z¢r (T = C) Ar—l
r=1
donde

1 (r)
Y (1=¢) = %ﬁ%—?e“-o’dz re{1,2,..,n} (2.25)

entonces
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s = S aB " (1= Qu(Q)de (2:26)

= Y A7'Bp, (7,70

r=1

como ¢, (T, 7o) es un escalar, entonces tenemos que los estados alcanzables pueden ser
representados mediante una combinacién lineal de los vectores{A"'B | r = 1,2, ...,n}

En general, los estados alcanzables pertenecen a la suma de los siguientes subespacios
{Im(B),AIm (B),...,A" ' Im(B)}, es decir,

f€Im(B)+AIm(B) +...+ A" 'Im(B) (227

Sea
(A|Im(B)) =Im(B) + AIm(B) + ...+ A" ' Im(B) (2.28)

El subespacio (A |Im(B)) es el minimo subespacio A-invariante que contiene la
imagen de B, i.e.

Vz € (A|Im(B)), Az € (A|Im(B)) y Yu € RP Bu € (A|Im(B)). De hecho el
espacio alcanzable Ry = (A | Im(B)).

Veamos como est4 forma el espacio (A | Im (B)), en el siguiente SLI.

Sea A = [1 0

1 1] ,yB= [(1)], tenemos que el espacio alcanzable del SLI es

(A|Im(B)) =Im(B)+ Alm (B)

En la figura 2.5 se muestran los espacios Im (B) y AIm (B), si realizamos la suma todos
los vectores de estos espacios podemos observar que el espacio (A | Im (B)) es igual al
espacio de estados R?, esto significa que el SLI es controlable.
Sea R" el espacio de estados, R =R"/Ry el espacio cociente debido a espacio
alcanzable Ry, P : R® — R su proyeccién canénica ,y A el mapeo inducido en ® por A.
Tenemos que Z = Pz, entonces (A, B) representado en el espacio cociente R® /R, es

z () = Az (1) (2.29)

Podemos notar que la ley de control u(7) no tiene influencia sobre los conjuntos
zmod Ry. Por esta razén, si ® = 0, i.e., Ry = R" entonces (A, B) es controlable.
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Alm(B)

() Im(B)

x(r)

Figura 2.5: Espacio alcanzable (A | Im (B))

2.4. Controlabilidad de Sistemas de Eventos Discre-
tos

La definicién de controlabilidad utilizada en los Sistemas de Eventos Discretos es la
propuesta por W. M. Wonhan [19], en este trabajo se establece que un Sistema de Eventos
Discretos es controlable con respecto a un comportamiento deseado si y sélo si es posible
restringir el comportamiento del Sistema al comportamiento deseado.

Esta definicién no es 1itil para el estudio de la controlabilidad de los SLC, esto debido a
que en nuestro caso nos interesa analizar todo el comportamiento de la dindmica discreta.

Lo que realmente es 1til para el estudio de la controlabilidad de los SLC es saber
cuando es posible restringir el comportamiento de la dindmica discreta para poder activar
algin SLI, también es importante saber cuando es posible mantener activo un SLI el
tiempo que sea necesario.

De hecho si utilizamos una RPI con transiciones manipulables para modelar la
dindmica discreta del SLC podemos activar algiin SLI y mantenerlo activo el tiempo
que sea necesario.
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Capitulo 3

Sistema Lineal Conmutado

En este capitulo se presenta el modelo utilizado para representar los SLC. La dindmica
discreta es modelada mediante una RPI y la continua mediante una familia de SLI; se
establecen algunas definiciones necesarias para el estudio de los SLC'. También se describe
la trayectoria de estados del SLC cuando tiene todas sus transiciones manipulables y
cuando son no manipulables. Una vez mostrada la trayectoria de estados del SLC, se
propone una definicién de controlabilidad aplicable a los SLC.

3.1. Modelo de SLC

En este trabajo la dindmica discreta del SLC est4 representada mediante una Red de
Petri Interpretada. Por su parte la dindmica continua es modelada mediante una familia
de SLI. La RPI se encarga de activar un SLI de la familia para que represente el
comportamiento de la dindmica continua.

Un SLI se considera activo durante el marcado My si y sélo si M}, estd presente en
la RPI. Por notacién (Ap,, By, ) es el SLI activado por el marcado M.

Para facilitar el an4lisis de la trayectoria de estado se utilizar4 una RPI méquinas de
estado, uno acotada y viva. A continuacién se explica la importancia de las propiedades.

Cuando la RPI es méquina de estado uno acotada podemos asignar un SLI a cada
lugar de la RPI, de esta forma el SLI activo dependera de cual sea el lugar que tenga
la marca. Lo cual permite determinar de manera clara cuales son las transiciones que
pueden activar o desactivar un SLI. Aunque no es una manera compacta de modelar, si
es la clara, es decir, permite entender la interaccién entre el comportamiento discreto y
el continuo.

La vivacidad de la RPI garantiza la posibilidad de modificar su marcado actual, en el
SLC esto significa que siempre podrd modificar su SLI activo. Como veremos adelante,
la vivacidad est4 relacionada con la existencia de trayectorias de estados validas.

21



22 CAPITULO 3. SISTEMA LINEAL CONMUTADO

Sea (Q, Mp) una RPI méquinas de estado, uno acotada y viva. Sea la familia de
SLI {(A1,B1),(As,Bs),...(Ap, By)}, donde p es el mimero de lugares de (Q, Mo). La
ecuacién de estados del SLC es

I;I(T) = Aumz(7) + Bpu(r) (3.1)
Mipyn = Mi+Cug

donde M} € Z* es el estado discreto 6 marcado actual,
v, € Z7T es el vector de disparo de la RPI,
z(7) € R™ es el estado continuo, y
u(T) € RPes la entrada del SLI activo.

El espacio de estado del SLC est4 formado por el espacio del estado continuo R" y
el conjunto de marcados alcanzables R (Q, M) de la RPI.

La solucién +y(7) de la ecuacién de estados del SLC es el vector formado por la
solucién del SLI activo y por el marcado de la RPI que activa al SLI.

v (1) = [ ZA(};) ] (3.2)

La entrada U () del SLC es el vector formado por la entrada del SLI activo y el
vector de disparo de la RPI.
U(r) = [“ (T)]

A continuacién se establecerdn algunas definiciones necesarias para el estudio de SLC.

La secuencia de tiempos de conmutacién establece los instantes en los cuales el SLC
cambia de marcado, es decir, define el intervalo de tiempo en el cual un SLI permanece
activo.

Definicién 3.1 La secuencia de tiempos de conmutacion es una secuencia de tiempos
{7k} oo tal que

s 70=0, 7, =0 si y sdlo si My # M,
L Tk+1>Tk,Vk=1,2,...,
. kll’m Tk = +00,

u Mk # Mk+17 Yy
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= M. permanece constante V1 € (T, Tk+1), K =0,1,2,...,

» YTk, Tkt1, Se cumple que Try — Tr < 00.

Definicién 3.2 La trayectoria de estados ' (1) del SLC se dice vdlida o bien definida si
y solo si [' (1) es solucidn de la ec. (8.1) V7 € [0,00) y existe una secuencia de tiempos
de conmutacion {7y}, asociada a T (7).

Definicién 3.3 El estado continuo z (1) € R™ es un estado de conmutacion si y sélo si
T E {Tj};°=0'

La definicién (3.1) evita la acumulacién de tiempos de conmutacién en un
valor constante, i.e., el tiempo de conmutacién 7 no tiende a un valor constante 7 < oo
cuando k — oo (condicién Zeno). Esta definicién incluye la posibilidad de que el SLC
conmute en el instante 79, 7, = 7. También podemos observar que las secuencias de
marcados de las trayectorias de estado vélidas son de longitud infinita, como la RPI es
viva entonces es posible que el SLC tenga soluciones vélidas.

La secuencia de tiempos de conmutacién depende del criterio de disparo utilizado en
las transiciones que forman parte la RPI.

Si todas las transiciones del SLC son manipulables entonces cualquier secuencia de
tiempos de conmutacién puede ser formada, es decir, se puede elegir cuando una transicién
habilitada serd disparada, de esta manera el SLC puede tener un SLI activo el tiempo
que sea necesario para alcanzar algin estado continuo. En el caso que las transiciones
de la RPI sean no manipulables la secuencia de tiempos de conmutacién dependers de
cuando se disparen las transiciones no manipulables. En general el SLC no puede tener
un SLI activo el tiempo que sea necesario para alcanzar algin estado continuo.

En este trabajo se estudiardn las transicién no manipulables que son disparadas
mediante hiperplanos de conmutacién, los cuales son formados por una combinacién
lineal de los estados continuos a’z = k, o,z € R™;k € R. Estos hiperplanos forman
parte del espacio de estados continuo, lo cual permite establecer las conmutaciones del
SLC basados en la evolucién de la trayectoria del estado continuo.

El disparo de las transiciones no manipulables con hiperplanos de conmutacién se
define a continuacién.

La transicién no manipulable ¢; € T es disparada en el marcado M;, si y sélo si ¢;
estd habilitada y z(7) € hy,; donde h, es el hiperplano de conmutacién asociado a la
transicién t;.

De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, las transiciones no manipu-
lables son disparadas por hiperplanos de conmutacién. Este tipo de transiciones pueden
provocar que el SLC no conmute. Consideremos la siguiente situacién.

Sea M el marcado que activa al SLI no controlable (Ap,,Bu,), Ro su espacio
alcanzable y t; la tnica transicién no manipulable habilitada en M.
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Si Ry # {0} y hy; mod v = Ry para algiin v € R" entonces existe la posibilidad de que
la trayectoria del estado continuo no pueda alcanzar al hiperplano de conmutacién hy;,
ver la figura.3.1. Como Ry es un espacio Ay, -invariante entonces la trayectoria del estado
continuo no podria alcanzar el hiperplano de conmutacién h,;. Esta situacién debe ser
evitada.

x(r,)

x(r) /

/
X (’)

Figura 3.1: La solucién del estado continuo z (7) no puede llegar al hiperplano de con-
mutacién hy;, hy; modv = Ry.

Si Ry = {0} entonces la trayectoria del estado continuo podria llegar a 0 lo cual
provocaria que el SLC no conmute a menos que su hiperplano de conmutacién pase por
cero. Esta condicién puede ser evitada si el SLI (Ap,, Bu,) tiene alguna entrada.

En este trabajo considerdremos los SLC' que tienen tinicamente soluciones vélidas.

3.2. Trayectoria de estados de SLC

A continuacién se describe la forma en que evoluciona la trayectoria de estados de un
SLC con transiciones manipulables, también se muestra la evolucién de una trayectoria
de estados de un SLC con transiciones no manipulables.

3.2.1. Transiciones Manipulables

Las transiciones manipulables permiten controlar la dindmica discreta. Cuando un
SLC tiene todas sus transiciones manipulables es posible forzar sus conmutaciones hasta
alcanzar algin SLI e incluso permanecer algin SLI activo el tiempo que sea necesario.

En este tipo de SLC cualquier estado que forme parte de la trayectoria del estado
continuo puede ser un estado de conmutacién, lo cual permite que la dindmica del estado
discreto pueda, en cierta medida, controlar la trayectoria del estado continuo.
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Veamos como se forma la trayectoria de estados I' (7) de un SLC cuando todas sus
transiciones son manipulables.

Supongamos que la trayectoria discreta de I' (1) est4 formada por la siguiente secuen-
cia de marcados My 2 M; <24 ... %23 Mj, con tiempos de conmutacién {r:}**]. Esta
suposicién es posible debido a que las transiciones de la RPI son manipulables, en este
tipo de transiciones se puede elegir alguna transicién habilitada para ser disparada en el
instante en que sea necesario.

Para conocer la trayectoria de estados I' (1) falta construir la trayectoria del estado
continuo a partir de la secuencia de marcados. Para este fin debemos utilizar la solucién
del SLI activo en cada intervalo formado por los tiempos de conmutacién. En general,
el estado inicial del SLI activo es el estado final del SLI que se encontraba activo.

Sea I' (1) el estado inicial del SLC, donde

T (o) = [z 1(\;;’)] (3.3)

El marcado M, permanece constante V7 € 7o, 71), durante este intervalo el SLI activo
es (Am,, Bum,)- Como el estado inicial de la trayectoria continua es z (1), entonces la
trayectoria del estado continuo es

¢M° (1570, 2 (T0) ,u) = eAMo(r=To)g (7o) + / 6AM°(T_OBMOU (€)d¢; VT e [To,T 1) (3.4)

T0
por tanto, la trayectoria de estados del SLC durante el marcado M, es
Mo (...
I'(r)= [¢ (T'I&O’ ‘”0’“)] V7 € [r0,71) (3.5)
0
En el instante 7; se dispara la transicién ¢, lo cual modifica el marcado de la RPI,
My 25 M.

Ahora, el marcado M; permanece constante V7 € 11, 72). El SLI activo es (Apg,, Bagy ),
su estado inicial es el estado alcanzado por (A, Bu,) en el instante 7y, es decir, es el
estado de conmutacién z (71) que se elegio. La trayectoria del estado continuo es

T

oM (riTi 2 (7)) su) = e (T-T1) gz (1) +/ eAMl("_C)BMlu (€)d¢; Y1 € [11,72) (3.6)
Tl

De manera que la trayectoria de estados del SLC durante el marcado M; es

I(r)= [‘75% (T‘T;\Z’ () ’“)] VT € [11,72) (3.7)



26 CAPITULO 3. SISTEMA LINEAL CONMUTADO

De manera sucesiva podemos conocer la trayectoria continua hasta llegar al marcado
M.

Ahora, el marcado M; se mantiene constante Vr € [r,7Tx+1). El SLI activo es
(Am,, Bu,), su estado inicial es el estado alcanzado por el modelo anterior en
el instante 7, es decir, es el estado de conmutacién que se haya elegido z (%), entonces
la trayectoria del estado continuo es

M (13 7k, T (11) , u) = M TRz (1) +/ e OBy u (¢) d¢; VT € [Tk, Ths1)

Tk

tenemos que la trayectoria de estados I' (1) del SLC para el marcado M, es

M, ;
rin= [P O] v e ) (38
M,

La trayectoria de estados I'(7) estd formada por una trayectoria continua y
una discreta. La trayectoria discreta es una secuencia de marcados generada por su RPI.
Por su parte, la trayectoria del estado continuo es la concatenacién de las trayectorias de
los SLI activados por la secuencia de marcados.

Cuando la RPI de un SLC habilita inicamente transiciones manipulables, la trayec-
toria de estado I'(7) del SLC est4 gobernada por las secuencia de marcados y de tiempos
de conmutacién que se escojan.

En este caso para la secuencia de marcados M, A, M, By ... M. tenemos que la
trayectoria de estado I'(7) del SLC es
( Mo, .
P (M0, 2(10),0) |y g pr 1)

¢M1(T;T1,$(T1),’u) T
I'(r) = { My ) VT € [r1,72) (3.9)

oMo (77,7 (73) 1)

M, VT € [Thy Tkt1)

\

En el c apitulo 4 se mostrard que la secuencia de marcados y la de tiempos
de conmutacién pueden ayudar a controlar, en cierta medida, la trayectoria del estado
continuo.

3.2.2. Transiciones No Manipulables

Sin importar la condicién de disparo para las transiciones no manipulables, cuando el
SLC estd formado inicamente por este tipo de transiciones la trayectoria de estados I' (7)
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modifica su comportamiento. En general, no se conoce cuél es estado de conmutacién,
tampoco se sabe el instante en que se alcanza e incluso cuando se tienen varias transiciones
habilitadas no se sabe cual serd disparada. En este caso la secuencia de tiempos y la de
marcados se forman a partir de los eventos que disparan las transiciones del SLC, en
general el disparo de las transiciones no puede realizado a voluntad.

En el caso de que las transiciones no manipulables sean disparadas mediante hiper-
planos de conmutacién, la trayectoria del estado continuo tiene una restriccién maés, los
estados de conmutacién deben formar parte de algin hiperplano, sin duda esto limita
demasiado la trayectoria del estado continuo, lo cual se refleja en la trayectoria de estados
[ (7) del SLC.

A continuacién se describe la manera en la cual se forma la trayectoria de estados
I' () de un SLC con transiciones no manipulables.
Sea p}y, €l conjunto de transiciones habilitadas por el marcado M y I (7o) el estado

inicial del SLC, donde
rro) = |77

El marcado M, se mantiene constante V7 € [rg,7;), durante este marcado todas
las transiciones que pertenece a p}, estdn habilitadas, el disparo de alguna transicién se
presenta cuando el estado continuo z (7) alcanza el hiperplano de conmutacién h.,, donde
t; € p;,,o.

La trayectoria del estado continuo es

™ (1,70, x (70) , u) = €M (T~ (1) +/ e~ By u (¢) d¢, VT € [10,71)
To
y por lo tanto la trayectoria de estado I' (1) del SLC durante el marcado M, es

L(r)= [¢Mo (73 TR}: (7o) ,u)] VT € [10,71) (3.10)

En el instante 7, se dispara la transicién ¢;, My —— M;.

El marcado M; permanece constante V7 € |11, 72), ahora las transiciones habilitadas
pertenecen al conjunto pj,, , el disparo de alguna transicién se presenta cuando el estado
continuo z (7) llega al hiperplano de conmutacién h;;, donde t; € p}, .

La trayectoria del estado continuo es

M (1571, (r1)su) = eAm(T-m1) g (71) +/ eAM!(T'OBMIu (€)d¢, VT € [11,72)

T1

entonces, la trayectoria I' (7) del SLC durante el marcado M, es

I(r) = ["’Ml (T;T}V’[f () ’“)] V7 € [r1,72) (3.11)
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De manera sucesiva se forma la trayectoria del SLC hasta el marcado M.

El marcado M, se mantiene constante V 7 € [ri,Tk41), todas las transiciones que
pertenecen a pj,, estdn habilitadas, el disparo de alguna transicién se presenta cuando el
estado continuo z (7) llega al hiperplano de conmutacién h;,, donde t. € pjy, -

La trayectoria del estado continuo es

M (1574, z (Th) , u) = e (TR (k) +/ e (O By 4 (¢) d¢, VT € [Tk, Tht1)

Tk

y por lo tanto, la trayectoria de estados I' (1) del SLC para el marcado My es

M, .
I (r)= [¢ “ (73 7k 2 (75) ,u)} VT € [Tk Th1) (3.12)
M

Cuando el SLC tiene tinicamente transiciones no manipulables la secuencia
de marcados depende de la trayectoria del estado continuo. De hecho el estado continuo
determina cuando alguna de las transiciones habilitadas serd disparada, para esto cada
una de las transiciones tiene un hiperplano de conmutacién asociado, los hiperplanos
de conmutacién permanecen activos mientras su transicién asociada esté habilitada.
La existencia de estos hiperplanos de conmutacién limita la evolucién de la trayectoria
del estado continuo con algtin modelo activo, es decir, no es posible alcanzar todos los
estados continuos con un tinico SLI, incluso cuando es controlable.

3.3. Definicién de Controlabilidad

En esta seccién se introduce una definicién de controlabilidad de los SLC, la
cual est4 basada en la controlabilidad de estado de los SLI [3]. Esta definicién establece
la posibilidad de trasladar el estado continuo desde cualquier estado inicial hasta algin
estado requerido, para lograrlo el SLC puede activar diferentes SLI.

Definicién 3.4 El SLC descrito en la ec. (3.1) es controlable si y s6lo si ¥V zo, x5 que
pertenecen a R", existe una entrada U (1) capaz de trasladar el estado inicial z¢ hasta el
estado requerido =5 en un tiempo finito, Ty — To.

En la definicién anterior, tenemos que la entrada del SLC es

U(r) = [“ (T)]

Uk

por su parte, el estado inicial y el estado final del SLC' son, respectivamente

v =[] a0 =[] (3,13
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donde M; € R(G, Mo) y Mj € R(G, M,') :

En esta definicién se pide la existencia de una estrada U (7), esta entrada
se forma mediante la entrada continua u(7) y el vector de disparo de la RPI. Como
M; € R(G, My) y M; € R(G, M;) entonces siempre existe el vector de estados v, capaz de
llegar al marcado M. De hecho la entrada continua u () es la que restringe la existencia
de la entrada U (1) para el SLC.

Las propiedades de la trayectoria de estados I' () del SLC dependen del tipo de tran-
siciones que son habilitadas en la trayectoria, por esta razén se analizarén por separado
los SLC con transiciones manipulables y con transiciones no manipulables.
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Capitulo 4

Controlabilidad de SLC con
transiciones manipulables

En este capitulo se define y caracteriza el espacio alcanzable de un SLC con
transiciones manipulables. Se muestra los resultados obtenidos durante el andlisis de la
controlabilidad, estos resultados son condiciones suficientes y necesarias para determinar
la controlabilidad de los SLC. También se muestra una prueba estructural y algunos
ejemplos de SLC controlables que muestran la manera en que la dindmica discreta del
SLC permite controlar la trayectoria del estado continuo.

4.1. Espacio alcanzable

El espacio alcanzable del SLC es el espacio formado por todos los estados continuos
que forman parte de alguna trayectoria del estado continuo, cuando el estado inicial de
la trayectoria del SLC es I'(7q), donde

o=

Si el espacio alcanzable del SLC es igual al espacio de estados del modelo continuo,
entonces el SLC ser4 controlable. En realidad esta condicién también es necesaria.

Veamos como evoluciona el espacio alcanzable de un SLC a lo largo de una trayectoria
de estados.

Sea I'(7) la trayectoria de estados del SLC formada a partir de una secuencia de
marcados My — M; -2 ... M;. En la seccién 3.2.1 se mostré que la trayectoria de
estados I'(7) del SLC es

31
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( ¢M0 (T; T0, T (TO) ) u)

M, VT € [70,T1)
¢Ml (7'; T1, T (T ) au)
(1) = ) My vr €l m2) (4.1)

M, VT € [Tk, The1)

[ ¢Me (1373, 2 (73) U)

con

pMe (1575, xi,u) = eAM (T=7i) 4 (7) +/ eAMk(T‘C)BMku (¢Q)d¢, VT € [Tk, Th41) (4.2)

i

Para caracterizar el espacio de estados del SLC utilizaremos todos los posibles estados
de conmutacién a lo largo de la trayectoria de estados del SLC.

Sea I'(7p), como la transicién ¢, es manipulable entonces el estado de conmutacién
z (11) puede ser cualquier estado del espacio alcanzable de (Aps,, Ba,), €s decir,

:I:(Tl) € (AMOIBM0> (4-3)

Cuando se presenta el tiempo de conmutacién 7y, el SLC conmuta al marcado M; y
la trayectoria del estado continuo tiene a x (71) como estado de conmutacién.

En el instante 7, se presenta el estado de conmutacién z (72), este estado depende de
la evoluci6én auténoma del estado z (71) y del espacio alcanzable de (Aay,, Bay, ), es decir,
z (1) pertenece al espacio alcanzable de (A, , Bay, ) trasladado al vector eAr (2= (1)

z(12) € e (T2—71) (11) + (Apgy | Bary) (4.4)

En general, la traslacién de (A, |Bay,) hacia el estado e (72=7)z (7,) hace que
aumente el espacio alcanzable del SLC, ver la figura 4.1, ademds el uso de entradas no
acotadas permite que de manera instantdnea la trayectoria continua pueda alcanzar los
estados del conjunto z mod (Aps, |Bay) -

De manera sucesiva se calcula el espacio alcanzable del SLC alo largo de
la trayectoria de estados I'(7) hasta alcanzar el marcado M. Durante este marcado el
estado de conmutacién es z (Tx41) el cual pertenece al espacio (A, |Byy,) trasladado a
eAM (Tht1=7k) (T4), i.e.

T (Tk) € GAM'*""I(THI_T“)I' (Tk) i <AMk|BMk) (4'5)

Una vez identificados los estados de conmutacién es posible caracterizar el espacio
alcanzable del SLC. Para este fin analizaremos la parte auténoma de los estados de
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it (A m(8y, )

1/ /

nlrmn )x(r| )

"'l(f)

Figura 4.1: Posibles estados de conmutacién, e4#1 (2= (71) + (Apy, | Bag, )

conmutacién.

El primer estado de conmutacién que tiene dindmica auténoma es z (3), la cual es

eAmi(12-m1) g (1)

como z (71) € (Am,|Ba,), entonces analizaremos la transformacién que sufre el
espacio (Ans,|Ba,) debido a la matriz de transicién de estado eAm (72=71) e,

eAMl (r2=1) (AMO IBMo) (46)

al sustituir la serie de Taylor de e4*1("2=71), tenemos que

21
et (2= (A, 1By = Z HAﬁrﬁ (m2 = 71)" (Awo | Bao) (4.7)
k=0

= > Ab, (Am| Busy)
k=0

> A%y Ry
k=0

donde RMo = <AM0, BMo) §

Recordemos que para poder formar el espacio de estados eA*1(2=71) (Ap.|Bay,)
sé6lo necesitamos la suma de n espacios, entonces consideremos los primero n términos de
la sumatoria



34CAPITULO 4. CONTROLABILIDAD DE SLC CON TRANSICIONES MANIPULABLES

oo n—1
> A5 Ruy = Y Al Ru, (4.8)
k=0 k=0
= RMo + A}\/[lI'ZM0 +...+ A’IEIRMO
(AMI ' RMO)
ie.
eAm(T2=m1) (11) = (Am, | Rgy) (4.9)

Ahora se caracterizard el espacio alcanzable de la trayectoria de estados I'(7).
Sea R} el espacio alcanzable del SLC para el intervalo [7;_1,7;) .
Para My, el espacio alcanzable del SLC es igual al espacio alcanzable del SLI activo

R(IJ = (AMo | Im (BMO)> (4'10)
Cuando My -2 Mj, el espacio alcanzable del SLC es

R(2) = <AM1 I Rt1)> + <AM1 | Im (BMI)) (4‘11)
El espacio alcanzable del SLC evoluciona hasta alcanzar el marcado M. Durante
este marcado el espacio alcanzable del SLC es

R5*' = (Awm, | Rg) + (Aw, | Im (Bag,)) (4.12)

En general, el espacio alcanzable del SLC se modifica cada vez que hay un nuevo mar-
cado. Para la secuencia de estados estudiada, se tiene la siguiente secuencia de espacios
alcanzable

R(lJ = <AM0|Im(BMo)> (4'13)
R} = (Am | Ry) + (A, | Im (Buy,))

Rg+1 = <AM,c I R’(;_1> + (AMI.: I Im (BMk)>

donde k es el mimero de transiciones que el SLC ha realizado en la trayectoria de
estados I'(7).

El espacio alcanzable del SLC aumenta hasta alcanzar un espacio maximo, si este
espacio llega a ser equivalente al espacio de estados continuos R”™ entonces a lo largo de la
trayectoria de estados I'(7) el estado continuo del SLC puede alcanzar cualquier estado.

En general, si el espacio alcanzable R del SLC es igual a R", entonces el SLC debe
ejecutar menos de k transiciones para que el SLC alcance cualquier estado continuo. Si



4.1. ESPACIO ALCANZABLE 35

la trayectoria de estados I' (1) se repite para formar una solucién vélida de (3.1) entonces
el SLC puede alcanzar cualquier estado continuo cada vez que el SLC repita I' (7).

Para determinar cuando el espacio alcanzable de un SLI es igual al espacio de estados
se utiliza la prueba de rango de su matriz de controlabilidad [3]. Como se muestra a
continuacién, la dimensién del espacio alcanzable a lo largo de la trayectoria I" () puede
ser probada de manera semejante.

Sea la matriz C,

Cl = [Bl AlBl eee A’lz_lBl]
El espacio R} es igual al espacio de estados si y s6lo si
Rank (Cy) =n (4.14)

Antes de la primera conmutacién la prueba de rango es la aplicada a los SLI.
Después de la primera conmutacién, el SLC tiene como espacio alcanzable a R2,

R = (Aus, | B) + (Aws, | Im (Bag)) (4.15)
Sea
Cz = [Cl A2Cl e Ag—lcl Bg A2Bz AE_IBZ] (416)
El espacio R? es igual al espacio de estados si y sélo si
Rank (Cy) =n (4.17)
Para el espacio alcanzable RY, donde
R§ = (Am, | R™) + (A, | Bas,) (4.18)
Sea
Ck = [Ck—l Aka_l e A:_lck_l Bk AkBk Az_lBk] (419)
El espacio R es igual al espacio de estados si y sélo si
Rank (Ck) =n (4.20)
Si alguna matriz C;,7 = 1,2,...,k es de rango pleno entonces el espacio alcanzable

del SLC es igual al espacio de estados, lo cual garantiza que a lo largo de la trayectoria
de estados I" (7) el SLC puede alcanzar cualquier estado continuo.
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4.2. Anadlisis de Controlabilidad

El anélisis de la controlabilidad de los SLC con transiciones manipulables est4 basado
en el espacio alcanzable de SLC generado a partir de una trayectoria de estados I (7)
del SLC.

Anteriormente se determiné como evoluciona el espacio alcanzable de I' (1), ahora
se determinard el nimero méximo de conmutaciones que se necesitan para obtener el
méximo espacio alcanzable, para esto se utiliza el espacio invariante de un SLC [14],[15].

Sea ©,, el méximo espacio invariante generado por los siguientes SLI

{(A1,B1), (A2, Bz) , .., (Am, Bm)} (4.21)

donde n es el orden de los SLI y m es el niimero de SLI.
El espacio ©,, se obtiene de la siguiente forma

©1 = (A1 |Im(B1)) + (A2 | Im(Be)) + ... + (Am | Im (Bp)) (422)
0, = <A1 l 91> + (A2 I (“)1) + ...+ (Am | 91)

en = (Al | en—1> + (A2 | en—l) S P <Am | en——l)

Note que paran > 2, ©, es el espacio generado por todas las posibles transformaciones
de ©,,_; a través de los SLI.
Sea AJ el espacio en ©; debido al espacio (A; | Im (B;)) , observemos como se forma
el espacio A7.
En O, tenemos que
A} = (A | Im (By)) (4.23)

En O, el espacio A} es transformado por todos los SLI, i.e.

AP = (A1 | A} + (A2 | A} + o+ (Am | AY) (4.24)

Entonces, para ©, el espacio A?~! es nuevamente transformado por todos los SLI,
ie.

A7 = (A | A7)+ (A | AP + 4+ (A | AFTY) (4.25)

Para formar el espacio A? se necesita n — 1 rotaciones del espacio (A4; | Im(B;)) a
través de todos los SLI.

Ahora consideremos el espacio alcanzable de la trayectoria de estados I' (1) del SLC
suponiendo que los m SLI forman parte de un T-semiflujo.
Durante el primer ciclo dentro tenemos la siguiente secuencia de espacios alcanzables
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(A1 | Im (By)) (4.26)
(A2 | Rg) + (Az | Im (By))

2 &%

BP = (An|BP™) + (An | Im(Bn))

En este ciclo aparecen los espacios alcanzables de todos los SLI, una vez que forman
parte del espacio alcanzable del SLC, empiezan a ser transformados por todos los SLI,
de hecho en Ry~ podemos observar que A} C Ry

Como el espacio (Am | Im (By,)) aparece después de disparar m — 1 transiciones, y
se requieren n — 1 rotaciones por todos los SLI para generar A?, entonces se deben de
ejecutar nm — 1 transiciones para alcanzar el maximo espacio generado por los SLI.

En el n-esimo ciclo, tenemos que el espacio alcanzable del SLC es

R{()n—l)m+l _ <A1 I Rl(]n—l)m> + (A | Im (By)) (4.27)
R(()n—l)m+2 _ <A2 ' R(()n—l)m+1> + <A2 | Im (Bz))

(Am | Bg™72) + (Am | Im (Bpn))

Rgm—-l

Recuerde que nm — 1 es el nimero méximo de conmutaciones que se requieren para
determinar si el espacio alcanzable del SLC es igual al espacio de estados R™.

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para determinar
cuando un SLC con transiciones manipulables es controlable.

Teorema 4.1 Sea ¥ un SLC descrito por la ec. (8.1), donde W = {wy,ws, ..., wk} son
T-semiflujos de la RPI de X, todas sus transiciones son manipulables y f{(') es el espacio
alcanzable al ejecutar w;. El SLC' ¥ es controlable si y sélo si eriste w; tal que R}, es
igual a R™, mds aun, el nimero de conmutaciones mdximo para calcular Rg esmmn—1,
donde m; es el numero de transiciones en w; y n es el orden de los SLI.

Demostracién. (Suficiencia)
La RPI de la ec. (3.1) es ME, uno acotada, viva y fuertemente conexa; como sus
transiciones son manipulables, entonces se puede formar cualquier secuencia de marcados.
Sea la secuencia de marcados M, B My s ...M; — generada por w;, la
evolucién del espacio alcanzable en el SLC es Ry, R, ..., Ri™ ! = Ri Como R} = R,,
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entonces a través de la secuencia de marcados M, A, M; . M, — el estado
continuo puede alcanzar cualquier estado.

(Necesidad)

La RPI de la ec. (3.1) es ME, uno acotada, viva y fuertemente conexa; como sus
transiciones son manipulables, entonces se puede formar cualquier secuencia de marcados.

Se demuestra por contradiccién, supongamos que el SLC es no controlable.

Sea la secuencia de marcados M Ay M, By ... M, — que genera f?{) al ser el
SLC no controlable entonces para todo T-semiflujo de la RPI se tiene que 3r € R™ tal
que z ¢ R{,, ie. f% no es igual al espacio de estados. ®

A continuacién se establece una prueba estructural para determinar si un SLC con
transiciones manipulables es controlable.

Teorema 4.2 Sea ¥ un SLC descrito por la ec. (3.1), donde W = {w, w2, ..., wx} son
T-semiflujos de la RPI de ¥ y todas sus transiciones son manipulables. El SLC ¥ es
controlable si y sdlo si existe w; tal que

Rank (C;)=n
donde
Ci=[B1 AiB, .. A7'B] (4.28)

CJ'=[C]'_1 AkC]‘_l A}C“ICJ-_I B, AipBy ... Az—lBk] (429)

Jj€{2,3,...,nm —1}. donde n es el orden de los SLI ym es el numero de SLI que
existen en w;.

Demostracién. Se sigue del teorema 4.1. m
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4.3. Ejemplos

En esta seccién se mostrardén ejemplos de SLC controlables. En este tipo de SLC
las transiciones manipulables son utilizadas para que el estado continuo del SLC pueda
alcanzar cualquier estado. Para lograrlo se deben escoger los tiempos de conmutacién y
la entrada continua que permitan trasladar el estado continuo.

La entrada continua capaz de trasladar la parte controlable del SLI se muestra en el
apéndice A.

Ejemplo 4.1 Sea el SLC mostrado en la figura 4.2

4 b
(ApBl) (Az’Bz)

Figura 4.2: SCL con transiciones manipulables.

donde

Vamos a determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es
se obtendrd una entrada para el SLC que lleve el estado continuo desde =y hasta zys, y
también de xy, hasta zg,.Suponga que

o= on =gl ]

En este SLC existe un unico T-semiflujo formado por las transiciones ¢; y t;. Como
los espacios alcanzables de (A, B1) y (As, B2) son span {B;} y {0}, respectivamente,
ninguno de estos SLI son controlables, de hecho (A, B2) es auténomo.

Ahora analizaremos el espacio alcanzable del SLC.
1
Sea I'(1g) = [z}(‘;:)} donde M, = [0} y z (10) = Zo.

Tenemos que n = m = 2, entonces en este T-semiflujo el maximo espacio alcanzable
del SLC es R}.
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Durante el marcado My la trayectoria del estado continuo del SLC est4 representada
por (A;, By), el espacio alcanzable del SLC es

(A1 | Im (By)) (4.30)

]

Cuando se dispara la transicién t; el marcado del SLC se modifica, My . M,

donde M; = (1) .
Ahora la trayectoria del estado continuo est4 representada por el modelo (A2, B;), el
espacio alcanzable del SLC es

R}

(42 | Rg) + (Az | Im (By)) (4.31)

ol [y

Como RZ = R?, entonces por el teorema 4.1 este SLC es controlable.

Rg

Para este marcado inicial no fue necesario calcular el méximo espacio alcanzable.
Ahora supongamos que el marcado inicial de este SLC es My = [(1)] . Para este marcado

la trayectoria del estado continuo del SLC est4 representada por el modelo (A, Bs), €l
espacio alcanzable del SLC es

B} = (A|Im(By) (4.32)
{0}
En el instante que se dispara la transicién t; el marcado de la RPI se modifica, i.e.
My =2 M.
Como M; = (1)], entonces la trayectoria del estado continuo se representa por el

modelo (A;, By).
El espacio alcanzable del SLC es

R

(A1 | Rg) + (Ay | Im (By)) (4.33)

aath
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Nuevamente se dispara la transicién ¢, i.e. M; — M,, donde M, = [(1)]
El espacio alcanzable del SLC es

RS = (Ao|R3)+ (4| Im(By)) (4.34)

= = ilo] B}

Como R} = R?, entonces por el teorema 4.1 el SLC es controlable. Con marcado
inicial My = |
controlabilidad del SLC.

es necesario calcular el mdximo espacio alcanzable, esto no afecta la

Para trasladar el estado continuo desde z hasta z;, debemos de identificar una en-
trada para el SLC, es decir, tenemos que determinar los tiempos de conmutacién para
que alguna entrada continua u (7) que lo logre.

En este caso se utilizard la trayectoria del estado continuo del SLC, para poder
determinar la entrada del SLC.

La matriz de transicién de estados de (A;, By) es

A1(r—10) _ 10

La matriz de transicién de estados de (Az, B2) es

T—T 1 0
A2(r=70) _ [T e 1] (4.36)

M,
para alcanzar cualquier estado continuo.
Al dispararse t,, la solucién del estado continuo es

Sea I' (1) = [:1: (7o) ], para My = [(1)] el SLC necesita disparar una sola transicién

T1
z (1) = ef2lr—m) (eA‘("_T")x (10) + / M=) By (()) dC1> (4.37)
T0

+ / =) By (¢y) Gy, 7 € (1, 72]

1

simplificando

z(r) = [T 1 (1’] z (o) + [T _171] / AT (4.38)

0
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Esta trayectoria puede ser escrita como la siguiente combinacién lineal de estados

2=, 2, Jane+ [ me+ [, 2]

Cuando z5 (79) # 0, la trayectoria del estado continuo tiene dos vectores linealmente
independientes, entonces con una entrada u (¢;) y los tiempos de conmutacién adecuados,
se puede alcanzar cualquier estado continuo.

[Tucya @)

To

o v ez =
Supongamos que o = ol ¥ aue zs = |5l

Al sustituir estos estados en la ec. (4.38), tenemos que

zj, = H = [T _171] / " ud (4.40)

0

Para la entrada u (¢) = 1, los tiempos de conmutacién deben ser 79 = 0, 7 = 1.
Esta entrada al SLC garantiza que en el instante 7 = 6 el estado continuo z (7) alcanza
al estado zy,. Como el estado continuo zy, se alcanza en 7 = 6, entonces el tiempo de
conmutacién debe ser 7o > 6. Esto para garantizar que el estado continuo del SLC
alcance el estado zy, .

La trayectoria del estado continuo se muestra en la figura 4.3

x(r)

-—
x(ro) x(r))

aR

Figura 4.3: Plano de fase del estado continuo, 71 =1y 7 = 6.
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Para llevar el estado continuo de zy, a zy, se utilizard nuevamente la trayectoria del

estado continuo. Supongamos que zj, = -1

Sea 7, = 6 el tiempo de conmutacién del SLC. Sustituyendo en la ec. (4.38), tenemos

que ) )
1 1 i
Tl [ BN I TG

2
Para u(¢) = —1, los tiempos de conmutacién 7, = 6, 73 = 12 garantizan que en el
instante 7 =13.2 el estado z (7) alcanza al estado z,, note que el tiempo de conmutacién
debe ser 74 >13.2.

En resumen, con la entrada continua

1, V7 € [r0,71)
k, V1 e [’T' 0T 1)
-1, V7€ [12,73)
k, V1 € [r3,74)
donde k € R y la secuencia de tiempos de conmutacién 7 = 0,73 = 1,7 = 6,73 = 12,
se logra llevar la trayectoria de estados continua a través de los estados zg, 25, y zy,. La
trayectoria del estado continuo con la entrada u (7) se muestra en la figura 4.4

u(r) =

x(r;) x(ry)

x(ro) r)

4 ()

‘h
&l
S
&

Figura 4.4: Plano de fase del estado continuo, 7; = 1, 79 = 6,73 = 12, y 7 =13.2.

Cuando el SLC es controlable, es posible utilizar la parte controlable de cada SLI
para poder alcanzar cualquier estado, basicamente se debe de llevar la dindmica contro-
lable a un estado %, para que cuando el SLC conmute, la evolucién de la dindmica no
controlable del nuevo SLI pueda llegar al estado requerido. Lo anterior se muestra en el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.2 Sea el SLC mostrado en la figura 4.5

(A1,B1) (AZ»B2)

Figura 4.5: SCL con transiciones manipulables.

e 2 o=

e[y 4 o

Vamos a determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es
se obtendrd una entrada para el SLC que lleve el estado continuo desde xo hasta xy, y
también de x4, hasta zy,. Suponga que

a=li] = v [

Como los espacios alcanzables de (A3, By) y (A2, B2) son, respectivamente, span { [(1)] }y

donde

span { [(1)] } podemos concluir que los dos SLI son no controlables.
En esta ocasién probaremos la controlabilidad del SLC mediante el teorema 4.2.

Sea, F(TO) = [zIS—O):I donde M, = [(1)] yz (7’0) = I,
0
Para el marcado My, la dindmica continua del SLC est4 representada por (A, B;).

Sea,

C: [B1 AiBi]

_ |11
— |00
la dimensién del espacio alcanzable del SLC' es

Rank (Cl) =1

Como la dimensién del espacio alcanzable es uno, el SLC debe de conmutar.
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Para M), la dindmica continua es representada por (A, Bs).
Sea

C; = [Ci ACi By AB (4.41)
11 1100
~ 00 33 11 (12)
la dimensién del espacio alcanzable del SLC es
Rank (C3) =2 (4.43)
como Rank (C;) = 2, entonces basado en el teorema 4.2 el SLC es controlable.
Ahora vamos a trasladar el estado continuo del SLC del estado o = [g] hasta
1
ThH = 2

En general, para alcanzar cualquier estado continuo se necesita utilizar la dindmica
controlable de cada SLI. Bésicamente, se debe llevar la dindmica controlable del
modelo (A;, B;) hasta el estado Z, de manera que al conmutar la dindmica no controlable
de (A2, B2) llegue al estado requerido. Para lograrlo se deben elegir los tiempos de
conmutacién, por su parte la entrada continua se calcula segiin se muestra en el apéndice
A.

La matriz de transicién de estados del modelo (A;, B;) es

eAl(T“TO) _ e(T_TO) e(T_TO) — 6_2(7_1'0)
- 6—2(1'—1'0)

por su parte, la matriz de transicién de estados del modelo (Az, By) es

eA2(T-70) — glr—a) 0
e(-r—ro) _ 6_2(T—T°) 6—2(1'—1'0)

Sea 71 = 1y 72 = 2. En la matriz de transicién de estados (A2, B;) podemos observar
que la evolucién de su estado no controlable es
z1 (12) = e,y

i.e.

.'%1 = 6—(T2—T1).’121 (T2)

Para que el estado no controlable de (A2, B2) pueda alcanzar el estado zy,, el estado
controlable del sistema (A1, B;) debe de llegar al estado Z;.
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)

x(r,,) x('l )

) '

Figura 4.6: Plano de fase de la trayectoria continua, 7; = 1.

La trayectoria de estados se muestra en la figura 4.6

Ahora, se desea trasladar el z5, = [é] hasta 5, = [:f g

Nuevamente se necesita identificar el estado Z; que le permita al estado no controlable
de (Aj, B;) llegar al estado deseado zy,.
Sea 73 = 3 y 74 = 4, entonces

& = e, (74)

Ahora el estado controlable de (A;, B;) debe de llegar al estado ;.
La trayectoria de estados se muestra en la figura 4.7

i. o o8 1

Figura 4.7: Plano de fase de la trayectoria continua, 71 = 1,7, =2, y 73 = 3.
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A continuacién se muestra un SLC que esta formado por SLI no controlables que
tienen acoplada la dindmica controlable y la no controlable, para separarlas se utilizard
un transformacién de similitud.

Ejemplo 4.3 Sea el SLC mostrado en la figura 4.8

4 53
(Al,Bl) (AZ’BZ)

Figura 4.8: SCL con transiciones manipulables.

donde ) ) L
100 1

Ai=1010|; By=|1

0 0 1] |1

[1 1 0] [0 ]

A, =101 0|; Bo=|1

0 0 1] | 0

Vamos a determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es
se obtendrd una entrada para el SLC que lleve el estado continuo desde zo hasta zy, y
también de x4, hasta zy,.

Suponga que
0 10 -10
zg= |0 zf =1 5 | yrp=| -5
0 10 -10

Probemos la controlabilidad del SLC.

Sea T (7o) = [ donde Mo = H

0 El espacio alcanzable del SLC para M, es

o)

(A1 Im(By))

~1[1]

R}
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cuando se dispara la transicién ¢;, se presenta el marcado M; = [0] . Ahora sistema

1
(A2, B;) representa de la dindmica continua.
El espacio alcanzable del SLC es

B2 (Ag] Im(Bl)Z + £A2 |_Im(32))

[ 1 2 0 1
S [ )
{BRHEH)
= span 1 11,1
(1] LO0] LO

como R% = R3, entonces basado en el Teorema 4.1 el SLC es controlable.

Para poder utilizar la entrada continua que se muestra en el Apéndice A debemos
separar la dindmica controlable y no controlable de los SLI, para esto se utilizardn las
siguientes matrices de transformacién.

Para el modelo (4;, B;)

T

Il

—
o
—

y, para el modelo (A, Bp)

&3
[
O =
-
o

los sistemas equivalentes son

S

Las matrices de transicién de estados de (Al, BI) y (Az, Bz) son

) e”" 0 0
eMM=1[0 e 0

0 0 e
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. e"—ne?” —me” 0
eA2"I — neﬂ el + ne'l 0
0 0 e’

Para poder alcanzar cualquier en (A, B,), la parte controlable del sistema (A;, B1)
debe trasladar el estado continuo hasta algin estado Z que le permita a la dindmica no
controlable del sistema (A;, By) llegar al estado requerido. Para este fin se tiene la ley
de control establecida en el apéndice A.

10

Para llevar el estado continuo de 2o = 0 hasta z5, = | 5
10

Sean 7; = 2 y 75 = 4, entonces la evolucién de la dindmica no controlable de (ﬁ2, Bz)
es

Z3(12) = ey
y por tanto

A _(-,-2_7-1)_

I3=e Z3(2)

Se debe notar que la evolucién est4 en términos de los estados del sistema equivalente.
La trayectoria del estado continuo se muestra en la figura 4.9

— x0) )

Figura 4.9: Trayectoria del estado continuo, 71 = 2,72 = 4.

10 -10

Ahora se llevar4 el estado continuode zs, = | 5 | hastazp = | —5
10 -10
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Sean 73 = 6 y 74 = 8, entonces la evolucién de la dindmica no controlable de (Az, Bz)
es

I3 (T4) = e(n_rs)jzg
y por tanto

A —(Ta—T3)=m

Iz3=¢e Z3(T4)

La trayectoria del estado continuo est4 mostrada en la figura 4.10.

(z,)

Figura 4.10: Trayectoria del estado continuo, 71 =2, 7 =4, 73 =6, 74 = 8.

Como se mostré en los ejemplos anteriores, la dindmica discreta ayuda a trasladar el
estado continuo del SLC. Para esto se deben seleccionar tiempos de conmutacién y las
entradas adecuadas.



Capitulo 5

Controlabilidad de SLC con
transiciones no manipulables

En este capitulo se define el conjunto de estados alcanzables, este conjunto de estados
se forma a partir de la trayectoria de estados del SLC con transiciones no manipula-
bles. Se muestran algunas condiciones suficientes para determinar cuando el SLC con
transiciones no manipulables es controlable.

5.1. Conjunto de estados alcanzables

El conjunto de estados alcanzables del SLC est4 constituido por todos los estados que
forman parte de alguna trayectoria del estado continuo que tienen a I'(7¢) como estado
inicial, donde

T(ro) = [ Ago ] (5.1)

Debemos recordar que la trayectoria de estados I'(7) depende de la trayectoria del
estado continuo. En este caso es el estado continuo quien determina que transicién se
debe de ejecutar, es decir, la trayectoria del estado continuo establece la secuencia de
marcados de la trayectoria del SLC.

A continuacién se muestra como se forma el conjunto de estados alcanzables ¥ a
partir de la trayectoria de estados de un SLC' con transiciones no manipulables.

Sea 1), el conjunto de estados alcanzables del SLC' durante el marcado My, pyy,
el conjunto de transiciones habilitadas por el marcado My y I' (7o) el estado inicial del
SLC, donde

oo [4)

51
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El marcado M, se mantiene constante en el intervalo |7y, 7;). Durante este marcado
las transiciones que pertenecen a pj,, estdn habilitadas, cuando z (7) € hy, se dispara la
transicién t; € p}y,, i.e. My sy M,

El conjunto de estados alcanzables durante M, es

Ymy = {J: (r)eR"|z(r) = ¢M0(7-;7-0,0, wyz(r)¢ ht,.} . V1 € [10,71) (5.2)

donde

,
¢M (7370, (10) ,u) = M)z (1) +/ e Byu(Q)d(, Vr € [ro,T1)
70
El conjunto ), estd formado por los estados continuos que pertenecen a cualquier
trayectoria del estado c ontinuo que no ha logrado alcanzar algiin hiperplano de
conmutacién asociado a una de las transiciones habilitadas por el marcado M,.

Durante el marcado M; se habilitan las transiciones que pertenecen a pj, . En el
instante que la trayectoria continua z (7) alcanza al hiperplano h,, se dispara la transicién
t; € iy, L6 My = M,

El nuevo conjunto de estados alcanzables durante el marcado M, es

Yan, = {2 (7) €R* | 2(7) = ¢" (5 71,2 (11) ,u) y 2 (7) & e, } . V7 € [11,72)

donde

¢M' (1;71,2 (1) ,u) = e (=g (11) + / CAM‘(T_OBMU (€)d¢, VT € [11,72)

T1

Ahora, el conjunto de estados alcanzables v, est4 formado por los estados continuos
que pertenecen a alguna trayectoria de estados z (7) antes de que alcance algun hiperplano
de conmutacién asociado a una de las transiciones habilitadas por el marcado M;.

De manera sucesiva se forman los conjuntos de estados alcanzables hasta llegar al
marcado M.

Durante el marcado M}, las transiciones que pertenecen al conjunto P, estén
habilitadas, en el instante que el estado continuo z (7) alcanza al hiperplano h;, se dispara
la transicién t; € pjy, -

El conjunto de estados alcanzables durante el marcado M es

Yug, = {2 (1) €R™ | z (1) = ¢ (1570, 2 () ,u) y ©(7) & he, } . VT € [74, Tipn)
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donde

pMe (737, 2 (Tk) , u) = M (T-Th) g, (k) +/ eAMk("OBM,‘u (€)d¢, VT € [Tk, Tht1)

Tk

Nuevamente, el conjunto de estados alcanzables 1, estd formado por los estados
continuos que pertenecen a alguna trayectoria de estados z (7) antes de que alcance
algin hiperplano de conmutacién asociado a una de las transiciones habilitadas por el
marcado M.

Entonces, el conjunto de estados alcanzables ¥ formado a partir de la trayectoria de
estados I' (7) se obtiene mediante la unién de los conjuntos Yu, i =0,1,2,...,k, es
decir,

\I’=’¢)MQU¢M1 U...U'(ZJM"

En general, no podemos elegir que transiciones disparar entonces si para todas las posi-
bles trayectorias de estados del SLC se mantienen que ¥ es igual al espacio de estados,
entonces el SLC serd controlable, esta condicién también es necesaria. Desafortunada-
mente es dificil de probar, incluso cuando todos los modelos continuos son controlables,
debido a que se requiere realizar una bisqueda exhaustiva a lo largo de todas las posibles
trayectorias de estado del SLC.

5.2. Analisis de Controlabilidad

La trayectoria de estados I' (7) de los SLC' con transiciones no manipulables depende
del estado continuo, esto se debe a que las transiciones son disparadas por hiperplanos
de conmutacién, i.e., la secuencia de marcados estd determinada por la trayectoria del
estado continuo.

La presencia de los hiperplanos afecta las caracteristicas de la trayectoria del estado
continuo. Ahora, los hiperplanos contienen a los estados de conmutacién, entonces para
que el SLC conmute, el estado continuo debe alcanzar alguno de los hiperplanos que
tengan su transicién activa. Esto impide utilizar la dindmica no controlable del SLI para
trasladar el estado continuo.

Ademss, los estados que forman parte de la trayectoria del estado continuo del SLC
no forman un espacio vectorial, sélo constituyen un conjunto de estados. La construccién
del conjunto de estados alcanzables ¥ requiere de la busqueda a lo largo de todas las
posibles trayectorias del SLC.

En general, la presencia de los hiperplanos de conmutacién parten el espacio alcan-
zable del SLI, esto limita la evolucién de la trayectoria del estado continuo a un conjunto
del espacio de estados.
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Por estas razones se decidi6 investigar bajo que condiciones es posible alcanzar todos
los estados continuos con el disparo de una transicién. Se debe de tener en cuenta las
restricciones de modelado para los SLC con transiciones no manipulables.

Los SLI utilizados para trasladar cualquier estado continuo deben ser controlables.
Esto permite que la trayectoria continua pueda mantenerse evolucionando dentro de
alguna regién que generaron los hiperplanos activos.

Para esto se utiliza la siguiente entrada

u(r) =kz — [eA(T°_T)B]T W (1o, 71) [£o — A0 4]

Esta entrada permite construir la trayectoria del estado continuo a tramos, la
retroalimentacién de estados permite modificar la velocidad y direccién de la trayectoria
del estado continuo de manera que evite llegar al hiperplano antes de alcanzar algin
estado deseado.

Como no se conoce la trayectoria del estado discreto, entonces para que el SLC sea
controlable se debe cumplir que para todas las posibles trayectorias del SLC, el conjunto
de estados alcanzables ¥ debe ser equivalente al espacio de estado.

En la figura 5.1 se muestra el principal problema que tienen los SLC con
conmutaciones controladas por hiperplanos. En general, los hiperplanos forman conjuntos
de estados que no son alcanzables por la trayectoria de estados después de una transicién,
para poder alcanzar parte de ese conjunto el SLC debe de realizar otra conmutacién lo
cual puede repetirse de manera indefinida.

Figura 5.1: Los estados de §2 no pueden ser alcanzados por la trayectoria del estado
continuo.

A continuacién se muestra algunas condiciones que garantizaran la posibilidad de que
el estado continuo de un SLC pueda alcanzar cualquier otro estado. Este resultado estd
basado en la existencia de dos SLI controlables dentro de cada T-semiflujo de la RPI.
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Teorema 5.1 Sea el SLC descrito en la ec. (3.1) con sus transiciones no manipulables.
Sea hy, € pyy,, he,,, € PM.,,» tal que (hy moduv;) # (ht,‘,(1 mod ‘Ug), donde vy, v, € R®

y |P34kl = |p7\,,k a| = 1. ELSLC es controlable si en cada T-semiflujo del SLC ezisten
(Ami» Bry) ¥ (Ameyy, Bu, +1) controlables.

Demostracién. Supongamos que existen (Aus,, Br,) ¥ (AMyyr» B, ) controlables en
cada T-semiflujo del SLC.

Sea I'(7¢) el estado inicial del SLC. Cuando la trayectoria de estados I'(7) llega
al marcado M se habilita tnicamente la transicién tx, |p}, | = 1, entonces existe un
hiperplano h;, activo el cual divide el espacio del estado continuo en los conjuntos Q; y
Q,, ver figura 5.2.

Figura 5.2: Efecto del hiperplano de conmutacién h;, en el espacio del estado continuo.

Si el estado de conmutacién z (7x) pertenece al conjunto §2; entonces con el SLI
activo , en este caso (Aw,,Bum,), se pueden alcanzar los estados pertenecientes a ;.
Para alcanzar los estados pertenecientes a {1z, la trayectoria continua del SLC debe
pasar por algin estado de h;,, i.e. el SLC' debe disparar ti, M; o, M.

Ahora, el marcado M; habilita sélo la transicién tiy1, entonces el hiperplano h;,,,
parte el espacio del estado continuo en dos nuevos conjuntos Oy Q.

Como (hy, modv;) # (h,,c +; mod vz) entonces existen elementos de €; que forman
parte de Ql y otros de Qz. R

Entonces para poder alcanzar los estados de §2; que pertenecen a §2; el SLC' debié6 de
conmutar en un estado z (Tx;1) que pertenezca a §);. Si se desea alcanzar los estados de
0, que pertenecen a ), entonces el SLC debi6 de conmutar en un estado & (7j41) que
pertenezca a (, ver figura 5.3

La seleccién adecuada del estado de conmutacién permite alcanzar cualquier elemento
de Q,, i.e. es posible que la trayectoria alcance cualquier estado.
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h’m
x(r,)

QZ x(’k+l)

Figura 5.3: Particiones del espacio de estados debidas a hy, y hy,,, .

Cuando z (1) € Q2 un razonamiento semejante permite concluir que en el marcado
M;.41 el SLC puede alcanzar cualquier estado de €.

Como en cada T-semiflujo tenemos la situacién descrita, entonces se puede alcanzar
cualquier estado continuo para cualquier trayectoria I' (1) del SLC. m

Las condiciones mostradas en este resultado evitan que las particiones hechas por los
hiperplanos de conmutacién formen regiones de estados que no puedan se alcanzadas por
la trayectoria del estado continuo.

El siguiente SLC' es un ejemplo que cumple con el teorema 5.1

Ejemplo 5.1 Sea el SLC con transiciones no manipulables, mostrado en la figura 5.4 y
sus hiperplanos son hy, : 1 — o= -2 y hy, 1 1+ 22 = 2.

h L
(Al,Bl) (AZ’BZ)

Figura 5.4: SLC con transiciones no manipulables.

donde 0
-1 1

; Ba= [(1)] (5.4)
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Si el SLC con transiciones manipulables es controlable, entonces llevar el estado
continuo desde xgy hasta z;, donde

BT

La RPI del SLC tiene un T-semiflujo, los modelos (A;, B;) y (A2, B1) son contro-
lables, sélo existe una transicién de salida para cada lugar y se mantiene que (h;, mod v;) #
(hty,, modvp), entonces basados en el teorema 5.1 el SLC es controlable.

Determinemos una posible trayectoria de estados para llevar el estado continuo de zg
hasta z f-

Tenemos que el marcado inicial es My = [(1)] .

Como el estado final y el estado inicial pertenecen a regiones diferentes zo, € £,
zs € (), entonces el SLC debe de conmutar para poder alcanzar el estado zy, ver la

figura 5.5

-1 08 o s 1 15 2 28

xl(’)

Figura 5.5: Posible trayectoria de (A;, By) para alcanzar el estado continuo zy.

Para elegir el estado de conmutacién debemos de ubicar en que particién del siguiente
hiperplano h;, se encuentra el estado final, como z; € {),, ver la figura 5.6 entonces el
SLC debe de conmutar en cualquier estado de h;, que pertenezca a ;.

Seat; =10y z (1) = [Z] , la trayectoria del estado continuo se muestra en la figura

5.7.
Ahora sélo falta alcanzar el estado z5 = [‘11] desde z (71).

Sea 75 = 15, la trayectoria del estado continuo se muestra en la figura 5.8
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12| QZ
l- Qz
x(r) | 5

Ql
-1 05 o os i (r) 1

Figura 5.6: Una posible trayectoria continua para alcanzar x; durante Mp.

El teorema anterior muestra las condiciones suficientes para determinar cuando un
SLC es controlable, estas condiciones son estructurales y permiten que el estado continuo
pueda alcanzar cualquier estado con una tnica transicién. En realidad es posible tener
decisiones en el segundo SLI controlable para esto los hiperplanos de las transiciones
P,,, deben ser variedad lineal del mismo subespacio, esto evita que se formen regiones
cerradas que no permitan alcanzar algunos estados.

Teorema 5.2 Sea el SLC descrito en (8.1) con sus transiciones no manipulables. Sea
ht, € Piss Vheyys € Piy,,» tal que (hy modvi) # (hy,,, modvs), donde vi,v; € R, con

p:ml =1, lp;"”‘“ =1 yVhy, hty,, € Py,,, S€ mantiene que hy, mod vy = hy,, mod v,. El
SLC es controlable si en cada T-semiflujo del SLC existen (An,, Bas,) Y (Antess» BMiyr)

controlables.

Demostracién. Supongamos que existen (Apg, , By, ) ¥ (AM,c +1> B, +l) controlables en
cada T-semiflujo del SLC.

Sea I' (1) el estado inicial del SLC, cuando la trayectoria de estados I'(7) llega al
marcado M, se habilita inicamente la transicién ¢, entonces existe un hiperplano hy,
activo el cual separa el espacio del estado continuo en los conjuntos €; y Q.

Si el estado continuo z (7) € €, entonces por ser (Auy,, Ba,) controlable se pueden
alcanzar los estados pertenecientes a €, para alcanzar los estados pertenecientes a Q,
el SLC debe conmutar.

El marcado My, habilita r transiciones.

Como Vhy,,, € pj,,, se mantiene que (hy, modvy) # (heyy, modwy) y también
Vhe, hteyy € Phge,,» hesmoduy = hs,,, mod vz. entonces los hiperplanos asociado a las

transiciones activas parten el espacio del estado continuo en r+1 conjuntos §2;, )y, ..., Q4 1;
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Q

-1 o8 L os

-

Figura 5.7: Trayectoria de z (7) para alcanzar z; durante Mj.

y por tanto existen estados continuos del conjunto 2; que forman parte de Qi €
{1,2,...,r}.

Para poder alcanzar los estados de Q, que pertenecen a ; el SLC debié de conmutar
en un estado que pertenezca a Qi.

Al seleccionar en forma adecuada del estado de conmutacién es posible alcanzar
cualquier estado del conjunto £25.

Cuando z (7¢) € Q2 un razonamiento semejante permite concluir que en el marcado
Mi.+1 el SLC puede alcanzar cualquier estado de ;.

Como en cada T-semiflujo tenemos la situacién descrita, entonces se puede alcanzar
cualquier estado continuo para cualquier trayectoria I' (7) del SLC. =

El teorema 5.1 es un caso particular del teorema 5.2, en este dltimo se pueden tener
decisiones.
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Figura 5.8: Plano de fase del estado continuo, la trayectoria va desde z, hasta z;.

A continuacién se muestra un ejemplo del teorema 5.2.

Ejemplo 5.2 Sea el SLC con transiciones no manipulables, mostrado en lafigura 5.9,
sus hiperplanos son hy, : 1 =5, hy, : x1—x2 = 0, hyy : 1+22 =0, y by, = T1+72 = —9.5.

(4.B,)

Figura 5.9: SLC con transiciones no manipulables.

donde " i 8 2
A1 = i 0 _2_ 3 Bl = LO_ (55)

1 9 o]
Ag = i 0 _2_ H Bz = -1- (5.6)

1 9] o]
A3 = 0 ) ) B3 = ) (5.7)

Si el SLC es controlable, entonces llevar el estado continuo desde x¢ hasta x,, donde

- [ [3
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También llevar el estado continuo desde los estados

e[ e[

La RPI del SLC tiene un T-semiflujo, el sistema (A;, B;) es no controlable, por su
parte (Agz, B;), (As, B3) son controlables. Ademés sus lugares tienen, respectivamente,
una y dos transiciones de salida, también se cumple que (h;, modvi) # (h,,, modv;)
y Vhy, by, € PM,,, Se¢ mantiene que hy, modv; = hy,,, mod vy, entonces basados en el
Teorema 5.2 el SLC es controlable.

Determinaremos una trayectoria del estado continuo z (7) que lleve desde zo = [:g]

0
Para el marcado inicial My = [1 0 O]T, el modelo (A, B) representa la dindmica
del estado continuo. Con este SLI la trayectoria del estado continuo z (7) no puede
alcanzar a z; por lo que se forzard a conmutar el SLC.
Para forzar la conmutacién se utilizara la ley de control mostrada en el apéndice A

hasta z; = [_5]

Seat1 =10y z (1) = g , en este caso podemos elegir el estado z (71) . En general,

cuando se utiliza una entrada acotada, no es posible elegir el estado ni el tiempo de
conmutacién. La trayectoria del estado continuo z (7) se muestra en la figura 5.5

5|
x
v I
! (r))
x,(r) %
Xo
-10
15 h"
2, < 2 2 . °

x]"(r)

Figura 5.10: Trayectoria del estado continuo durante el marcado Mp.

El marcado M; = [O 1 0] Testablece a (A2, B3) como el SLI activo, este SLI es el
primero de los modelos controlables, como no es posible alcanzar el estado final a partir
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a8

3
~
=
&
AL 4
ol =
N3 1
A
<)
=
SRR S—

X |°(7)

Figura 5.11: Posible trayectoria de (A;, B;) para alcanzar el estado zy.

del estado de conmutacion , i.e. z (71) € Qy, 25 € , entonces el SLC debe conmutar,
ver la figura 5.11. X
Cuando se presente el marcado M; se habilita ¢, como zy € ()2, entonces el SLC

debe conmutar en algin estado de h;, que pertenezca a (2s.
Sea 7, =15y z(12) = [:} , la trayectoria del estado continuo z (7) se muestra en
la figura 5.12

L "
2 4 L

xlo(f)

Figura 5.12: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados My y M;.

El marcado M3 = [0 0 l]T activa al modelo (A3, Bs), la trayectoria del estado con-
tinuo z (7) puede alcanzar el estado z¢. Como se muestra en la figura 5.13, la trayectoria
continua alcanza zy en 73 = 20.
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X lu(f)

Figura 5.13: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados My, M; y
My; z (1) va desde z¢ hasta z.

Ahora, se llevard la trayectoria del estado continuo desde zo = [:g] hasta zy = [14 0]

Tenemos que el marcado inicial es My = [1 0 O]T el modelo (A;, B;) no puede
alcanzar zy, por lo que el SLC debe conmutar.
Para forzar la conmutacién se utilizar4 la ley de control mostrada en el apéndice A

Seati =10y z(71) = [(5)] , la trayectoria del estado continuo se muestra en la figura

5.14

. *r

[
4
ab
() el
(r,
2t
4
- X0 hl| 1
s J
% 4 2 2 . )

-"no(f)

Figura 5.14: Trayectoria del estado continuo formada con el marcado My,

Cuando se presente el marcado M; = [O 1 0] T se habilita ts, como z; € §), entonces
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el SLC debe conmutar en algiin estado de h;, que pertenezca a ;.
Para 7o =15y z(12) = [ﬂ la trayectoria se muestra en la figura 5.15.

o Xy

x,(r) ok

Figura 5.15: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados My y M.

Ahora, con el marcado M3 = [O 0 1] Tel SLI activo es (As, Bs), a partir de este
estado z (73) el estado continuo puede alcanzar el estado final zy.
Para 73 = 16 la trayectoria del estado se muestra en la figura 5.16

Xy

x(r;)

x(r)

v x('l)

& & b b o n 2 o o

Figura 5.16: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados My, M; y
M,; z (1) va desde z hasta ;.

Las condiciones propuestas en los teoremas anteriores son sélo suficientes y tienen
como objetivo evitar que los hiperplanos de conmutacién formen regiones cerradas, esto
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permite que el estado continuo pueda alcanzar cualquier estado continuo con el disparo
de una transicién.

La trayectoria del estado continuo puede provocar que algunas transiciones habilitadas
nunca sean ejecutadas, consideremos la existencia de tres transiciones no manipulables
habilitadas por algiin marcado, en la figura 5.17 se puede apreciar que dependiendo de
la regién en que se encuentre el estado continuo se podran ejecutar las transiciones.

Figura 5.17: Particiones del espacio continuo debidas a los hiperplanos de conmutacién.

Si cada vez que el SLC llegue a este marcado se encuentra en §;, entonces siempre
se podran ejecutar todas sus transiciones. En general, no existe §2; que lo permita.

A continuacién se establece una condicién suficiente para que la trayectoria del estado
continuo pueda generar cualquier secuencia de marcados en la RPI.

Teorema 5.3 Sea el SLC descrito en 3.1, con todas sus transiciones no manipulables.
Sea hy,, hy; € pyy,, (hy, modv;) # (he,,, moduvs), donde vi,v; pertenecen al espacio de
estados. Si todos los SLI son controlables y |p3,,k| < 2 entonces el SLC puede alcanzar
cualquier marcado M.

Demostracién. Sea I' (1) el estado inicial del SLC.

Supongamos que el marcado M, habilita una sola transicién y la dispara, entonces la
trayectoria de I' (7) evoluciona hasta alcanzar el marcado My, con |p7\,,k| =2

Ahora existen dos transiciones habilitadas, tx y tx+1, como (h, modv;) # (h,,c .1 mod vz)
entonces los hiperplanos de estas transiciones forman cuatro conjuntos de estados €2;,
i €{1,2,3,4}, ver la figura 5.18

En cualquier conjunto §);, la trayectoria del estado continuo z (7) puede alcanzar
cualquiera de los hiperplanos activos, i.e. la trayectoria z () puede disparar cualquier
transicién.

Como para todo marcado M del SLC, se mantiene que IPM| < 2 entonces el SLC
puede formar cualquier secuencia de marcados. =
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F x(z)

Figura 5.18: Particiones del espacio de continuo debidas a h;, y hs,, ;-

Las condiciones mostradas en el teorema anterior garantizan que la trayectoria de

estado continuo pueda formar cualquier secuencia de marcados, es decir, el SLC puede
alcanzar cualquier marcado.

A continuacién se muestra un SLC que es controlable. Este SLC no es caracterizado
mediante alguno de los resultados presentados.

Ejemplo 5.3 Sea el SLC con transiciones no manipulables, mostrado en la figura 5.19

h h
(4,8) (4,,B,)

Figura 5.19: SLC con transiciones no manipulables.

sus hiperplanos son hy, : x1 — 22 =1, y hyy, 1 T2 = 1, donde

vl ] el

Ay = [(1) (1)]; B, [(1)] (5.9)

Determinar si el SLC con transiciones manipulables es controlable. Si lo es llevar el
estado continuo desde o hasta z¢, donde
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e

Como (A3, B;) es no controlable, entonces el teorema 5.1 no puede determinar si el
SLC es controlable. Como la parte controlable de (A3, B;) permite que la trayectoria
continua del SLC cambie entre §; y §2,, entonces el SLC es controlable, ver la figura
5.20.

) X (f)'

Figura 5.20: La trayectoria del estado continuo puede alcanzar todo el espacio de estados.

Sea My = (1) , entonces el modelo activo es (A4;, By) .

Ahora, vamos a llevar la trayectoria de estados z (7) de zo hasta z, como zo € £ y
zs € s, entonces el SLC debe de conmutar.

Parati =5y z(r) = [_01] la trayectoria del estado de continuo se muestra en la

figura 5.21.
Para el marcado M; = [(1)] , el SLI activo es (A, Bs)

Con u (1) = 10, tenemos que z (72) = [(1)] ,T2 = 5,2, la trayectoria del estado continuo
se muestra en la figura 5.22
Para el marcado M, (1) , el SLI activo es (A, Bs) .

Como z (73) ,z5 € Q,, entonces la trayectoria de estados puede alcanzar a zy.
Para 73 = 8, la trayectoria de estados se muestra en la figura 5.23
Este SLC es un ejemplo que no puede ser caracterizado mediante los resultados

propuestos.
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() Xo

29 X(TI)

xr

x(z)

Figura 5.21: Trayectoria del estado continuo cuando el marcado M; estd presente.

xy (f)

Figura 5.22: Trayectoria del estado continuo durante los marcados My y M;.
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=
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5 ]

x2 (f)

xf

PO SR
=

3 2 -1 o " (f)l

Figura 5.23: Trayectoria del estado continuo formada durante los marcados My, M; y
M,; = (7) va desde z hasta z;.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se estudi6é la controlabilidad de los SLC, esta propiedad garantiza la
posibilidad de trasladar el estado continuo desde algiin estado inicial hasta cualquier
estado requerido. El estudio de la controlabilidad de los SLC se basa en la solucién del
estado continuo.

Se utilizaron RPI para representar la dindmica discreta del SLC. En una RPI existen
transiciones manipulables y no manipulables, se estudiaron la trayectoria de estados
formada a partir de estas transiciones.

La trayectoria de estados de un SLC con transiciones manipulables genera un espacio
de estados alcanzables, si este espacio es igual al espacio del estado continuo R", entonces
el SLC es controlable, esta condicién también es suficiente. En este caso, todas las
conmutaciones del SLC son disparadas cudndo se requieran, esto permite que la dindmica
discreta pueda ser utilizada para controlar, en cierta medida, la trayectoria del estado
continuo.

Para poder trasladar el estado continuo de un SLC con transiciones manipulables se
deben de elegir en forma adecuada los tiempos y los estados de conmutacién.

La trayectoria de estados de un SLC con transiciones no manipulables genera un
conjunto de estados alcanzables, incluso cuando los SLI son controlables. Cuando
las conmutaciones de un SLC son ejecutadas mediante hiperplanos de conmutacién, la
dindmica continua determina la trayectoria de estados de la dindmica discreta. Se obtu-
vieron condiciones suficientes para determinar cudndo el SLC es controlable. En general
se requiere de una busqueda exhaustiva a lo largo de la trayectoria del estado continuo.
Para poder trasladar el estado continuo de un SLC con transiciones no manipulables se
deben de elegir los estados de conmutacién y la entrada continua que permitan alcanzar
el estado final sin llegar antes a un hiperplano de conmutacién.

71
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Trabajo Futuro

A continuacién se muestra el trabajo futuro que motiva esta tesis.

» Estudiar la controlabilidad de los SLC restringiendo la trayectoria del estado
continuo a una regién de su espacio de estados.

» Estudiar la controlabilidad de los SLC que sean representados mediante SLI de
diferente dimensién.

» Estudiar la trayectoria de estados de un SLC cuando no se tienen conmutaciones
instantdneas.

Utilizar diferentes técnicas para controlar los SLC.

Relajar las condiciones suficientes obtenidas para determinar la controlabilidad de
los SLC con transiciones no manipulables.

Disefiar una ley de control que permita controlar la trayectoria del estado continuo.



Apéndice A

Manipulacién de la parte controlable
del SLI

En este apéndice se muestra la entrada que permite manipular los estados contro-
lables de un SLI. Esta ley de control es utilizada para controlar la trayectoria del estado
continuo en los ejemplos que se presentan en este trabajo

En general, la dindmica del SLI tiene una parte controlable y otra no controlable, la
separacién de éstas se realiza mediante una transformacién de similitud [3],[6].
El sistema equivalente es

)= 2 [0+ (3] .

con solucién

z.(1) = ez (1) + / e =M Aoz (7o) du (A.2)

To

[ emenmaga

0

z:(r) = M2z, (r) (A.3)

El subsistema (A;, B) es controlable, la entrada u (7) puede manipular a los estados
controlables z. (7). Por su parte, el subsistema (A;2,0) es no controlable, los estados
zz (1) evolucionan de manera auténoma.

Para encontrar la ley de control u(7) que manipula los estados del subsistema
(A1, By), se utilizé el Grammiano de controlabilidad que define este subsistema, i.e.

W, (10, 71) = /Tl [eAn(ro—C)BI] [eA"(ﬂ’—OBl]TdC (A.4)

To
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entonces, la ley de control que garantiza llevar la trayectoria de estado desde z. (o) =
Zo hasta z.(71) = Zy es

" (T) _ _ [eAn('ro—‘r)Bl]T w1 (7'0; 7—1) (A5)

c

T1
I}EO _ eAu(‘ro—‘rl) (.,z.f _ / eAu(Tl—C)Alsz (7-0) dC)] (AG)
T0

Si sustituimos esta entrada u (7) en la solucién del estado controlable z. (7) tenemos
que

e(r) = ez [

To To

1 1
eAu(n—u)Amxa (7o) d/H'/ eAu(n—C)Blu Q) d¢ (A7)

— eAn(Tl—To) (CEO _ /Tl eAu(TO_OBl [eAll(To_C)B]_]TdCW_l (7_0, 7'1)
T0

T1
[fo—eAu(m_ﬂ) <§7f - / eA11("=P) A 1,1, (7o) dp>])
T0

T1
+/ eAll(‘rl—ll')A12$E (7-0) du

0

T1
= eAnln-mo) (:EO— [i‘o—eA“(T"_“) <5:f—/ e (m=0) Az (7o) dP)J)
To

T1
+/ eAu("'l—M)AumE (7-0) d/J’

0

— 6A11(T1—T0) (eAll(TU_Tl) ((if_ /Tl eAu(Tl—P)A12‘rL-E (7-0) dp>>
To

T1
+/ eAll(Tl —”)Alzmé (7-0) d/,l/

0
T1 T1
_ (Ii'f—/ eA”(n_p)Aml‘a (7-0) dp) +/ eAll(Tl—#)Algxa (To) du
T0 0
= :Ef

La manipulacién de la parte controlable del SLI, es indispensable para poder trasladar
los estado continuos del SLC.
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