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RESUMEN

En el presente trabajo se desarrolla un método para modelar analiticamente las fre-
cuencias de resonancia de un cantiléver de AFM de silicio vibrando libremente y en con-
tacto con muestras sélidas. Se considera una geometria realista que considera una viga
con seccion transversal trapezoidal y extremo triangular. Para este modelo hay cuatro
pardmetros bdsicos: longitud médxima, a, ancho superior, w;, ancho inferior, wy, y espe-
sor, t. Se tienen parimetros adicionales como la longitud de la aguja del sensor, Ly,
y el dngulo de inclinacién del cantiléver, los cuales se asumen con valores de 14 um y
12,5° respectivamente. La primera parte del trabajo consiste en modelar numéricamente
la vibracién del cantiléver de silicio con la geometria descrita arriba. Con este modelo se
calculan las primeras seis frecuencias de resonancia vibracional del cantiléver variando
en pasos los cuatro pardmetros geométricos descritos, en un rango de valores que corres-
ponden a la mayoria de los cantilévers de este tipo. De esta forma, se obtiene una tabla
de diez columnas que contiene las primeras frecuencias de resonancia para cada conjunto
de cuatro valores geométricos. La segunda parte consiste en interpolar estos datos con
una funcién polinomial multivariable. El modelo analitico es representado por un poli-
nomio de grado seis, para el cual sus coeficientes fueron determinados por el método de
regresion lineal multivariable. La precisién obtenida entre el modelo analitico y la base
de datos fue menor del 0,1 en escala porcentual. Ajustando esta funcién multivariable
a valores experimentales de vibracién libre de diferentes cantilévers, se obtuvieron los
valores.de los parimetros geométricos de cada uno de ellos. Un célculo adicional similar
nos permitié ademds obtener funciones polinomiales multivariables para las constantes de
resorte de estos cantilévers en tres direcciones representativas. Para ésto, generamos una
nueva tabla donde en lugar de calcular frecuencias calculamos las constantes de resorte.
La ultima etapa del trabajo consistio en modelar la vibracién de un cantiléver en contacto
con una muestra solida. Para ésto, el contacto punta-muestra se representé por medio de
tres resortes perpendiculares con constantes de resorte k) para el que corresponde a la
direccion perpendicular a la muestra, y kg para las dos direcciones ubicadas en la super-
ficie de la muestra. Procediendo de manera similar al método utilizado para modelar la
vibracién libre del cantiléver, las funciones obtenidas se ajustaron a datos experimentales

lo que permitio obtener los valores de las rigideces de contacto punta-muestra.
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ABSTRACT

In this work we developed an analytic method to model the resonant frequencies of
AFM silica cantilevers for free and contact vibration with solid samples. We considered
a realistic geometry of the micro-beam with trapezoidal transversal section and triangular
end. In this model there are four basics parameters: maximum length, a, upper width, w,,
bottom width, w,, and thickness, t. There are more parameters like tip length L;,, and
the angle of inclination of the cantilever. These were taken as constants with the values:
14pm and 12,5°, respectively. In the first part of this work, the silica cantilever’s vibration
was numerically modeled. With this model we calculated the six cantilever’s vibrational
resonance frequencies varying the four parameters among the range of values that corres-
ponding to the commercial cantilevers of this type. In this form we obtained a table with
ten columns, these contain the firsts resonance frequencies for all cantilever’s geometries.
The second part is an interpolation procedure to fit the data of the table to a polynomial
multivariable function. The analytic function is a polynomial of six-degree. The coeffi-
cients of this polynomial was calculated by lineal multivariable regression. The precision
of this regression was lower than 0,1 in the percentage scale. Fitting the multivariable fun-
ction to experimental values in free vibration of different cantilevers, we obtained their
geometrical parameters. In a similar way we calculated the cantilever’s spring constants
for the three directions X, y, and z. For those we made a new table where the cantilever’s
spring constants were calculated. The last part of this work is a model of the cantilever’s
vibration in contact with a solid sample. The contact between the tip and the sample was
modeled by means of three perpendicular springs with constants springs ky for the spring
perpendicular to the surface’s sample and kg for the two directions on the surface. These
spring constants are the contact stiffnesses between tip-sample, in the normal and super-
ficial directions. In a similar way to that described above we fitted the analytic functions

to the experimental frequencies to obtain the stiffnesses values of the tip-sample contact.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Darfa todo lo que sé,
Por la mitad de lo que ignoro.

René Descartes

Pocos instrumentos dirigidos al estudio de materiales a escala nanométrica han reci-
bido tanta atencion como el microscopio de fuerza atémica conocido como Atomic Force
Microcopy AFM [1] por sus siglas en inglés. Su amplio uso es esencialmente debido a
la simplicidad con la cual el instrumento es operado, su capacidad para tomar imagenes
y por la manipulacién a pequenas escalas y aplicando cargas pequeias entre la sonda de
medicién y la muestra. Desde su creacion a recibido muchas mejoras dentro del desarrollo
de la medida de la rugosidad de la superficie a través de la determinacion de las fuerzas
superficiales en los modos de contacto y de no contacto. La determinacién de propiedades
cuantitativas del material de la muestra analizada con el AFM depende de una caracteri-
zacion precisa del area de contacto punta-muestra y la medida de las fuerzas ejercidas
sobre la superficie por la punta del cantiléver. La determinacién directa de esta drea de
contacto no ha sido posible hasta ahora. En el modo de contacto, las constantes del resor-
te del cantiléver son usadas para obtener las fuerzas normal y lateral entre la superficie y
la punta a partir de la sefial de desplazamiento medida. Considerando ésto, la calibracién
de la medida de la fuerza involucra dos pasos: primero, la calibracién de la sensibilidad
de desplazamiento del cantiléver y segundo, la calibracién de las constantes del resorte

del cantiléver. La primera se refiere a la relacién entre la deflexién del cantiléver o punta y
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el voltaje aplicado al piezoeléctrico del microscopio para lograrla. La segunda es la cons-
tante de Hooke asociada al cantiléver en la relacién entre la fuerza aplicada y la deflexion
obtenida. Existe una metodologia sencilla bien establecida para la calibracién de la sensi-
bilidad de despalzamiento del AFM, por lo que en este trabajo esta parte no es relevante.
Sin embargo, se han desarrollado numerosos métodos para calcular o medir las constan-
tes del resorte del cantiléver. El mads comiin, que es el usado por los fabricantes de puntas
de AFM, conocido como el método geométrico, consiste en medir las dimensiones del
cantiléver por microscopia éptica y calcular teéricamente las constantes del resorte con-
siderando las puntas como vigas regulares de seccién transversal rectdngular. De acuerdo
a la formula tedrica utilizada, la constante del resorte varia como el cubo del grosor y la
longitud. El resultado de imprecisiones en la medida de las dimensiones, asi como por
el uso de una geometria de cantiléver alejada de la realidad, inducen grandes errores en
el cilculo de las constantes del resorte del cantiléver. El error més grande es usualmente
asociado con la determinacién de la medida del grueso del cantiléver. Por lo anterior, el
problema de calibracién del cantiléver de AFM se reduce en gran medida a la medicién
mads precisa de las dimensiones del cantiléver. La determinacién de un modelo geométri-
co realista del cantiléver permitird calcular las constantes de resorte del cantiléver como

respuesta a fuerzas aplicadas en el extremo de la punta en diferentes direcciones.

1.1. Antecedentes

El microscopio de fuerza atémica (AFM)[1] ha sido desde su creacién, una de las he-
rramientas que mds se ha utilizado para obtener imégenes de la topografia y de diversas
propiedades de la superficie de una amplia variedad de materiales con resolucién de escala
nanométrica, por lo que es una técnica esencial para la nanotecnologia. Existen diversos
trabajos donde podemos ver el amplio rango de aplicacién del AFM, que incluyen apli-
caciones biolégicas, aeroespaciales, en la electrénica, quimica, alimentos, cosmetologia,
etc. Las tendencias actuales de muchos investigadores que trabajan con técnicas de mi-
croscopia de barndo de puntas de prueba (SPM por sus siglas en Inglés) es ir mas all4 de
la obtencion de imagenes cualitativas. Para ésto se requiere una caracterizacién precisa de

la punta de prueba o cantiléver usada en las mediciones. Una de las propiedades m4s im-
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portantes de este micro-dispositivo es su constante de resorte, que permite medir la fuerza

de interaccion de la punta con una muestra [1-4].

Figura 1.1: Arreglo hexagonal de ADN

En recientes trabajos se han buscado maneras alternativas para conocer las caracteristi-
cas de los cantilévers del AFM, para poder determinar con més presicion las propiedades
mécanicas de las muestras, esto ha llevado al modelado del mismo por medio del método
del elemento finito (MEF). En uno de estos trabajos se simula por medio del método de
elemento finito una punta de AFM en vibracién libre y en contacto en los modos dinanu-
cos del AFM, representando el cantiléver por elementos finitos tridimensionales’. La si-
mulacién para el modo “tapping”mostré que ademas del modo fundamental, los modos
flexurales mas altos pueden estar excitados y que la deformacién del cantiléver debido a
la vibracién lateral contiene mds alto componente arménico que el desplazamiento ver-
tical. Con las simulaciones de resonancia torsional y excitacion lateral se demostré que
el analisis torsional puro no puede proveer una buena aproximacién dindmica de la res-
puesta del cantiléver, el modo vibracional lateral del cantiléver puede ser ignorado sélo
si la interaccion lateral es relativamente pequefia comparada con la rigidez del cantiléver
en deformacion lateral. De esto y otros resultados se concluye que eligiendo cantilévers
apropiados y usando caracteristicas dinamicas adecuadas del cantiléver, que permitan que
sean mas sensitivos a la interaccion punta-muestra, podemos incrementar nuestros resulta-
dos medidos usando AFM dindmico para propiedades de superficie, imagen y extraccion
de interacciones-punta muestra adicionales [6]. En otro trabajo se usé el método del ele-

mento finito para modelar la vibracion de un cantiléver de AFM y con esto predecir el

'figural .l Alexey Kofman UC Santa Barbara
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comportamiento de los catilévers en contacto con alguna muestra en un amplio rango de
rigidez de contacto punta-muestra[7]. En otro articulo se hace uso del método de ele-
mento finito en una dimensién para simular el cantiléver, y se demuestra que el modo de
exitacion del cantiléver estd fuertemente influenciado por la respuesta de la frecuencia de
resonancia en modo de contacto[8]. Existen mds trabajos al respecto[9, 10]. Para realizar
estos modelados se hizo uso de diversos paquetes computacionales entre los cuales estin

Ansys, Comsol, Elmer, FreFEM, Algor, etc.

1.2. Justificacion

El conocimiento de la geométria del cantiléver y sus constantes de resorte son ele-
mentos esenciales al realizar mediciones con el AFM. Existen diversos métodos para la
determinacién de las constantes de resorte, una de las mds conocidas es el método de
Cleveland[11]. En ésta se varia una pequeiia masa en el cantiléver, y se calcula la cons-
tante observando la variacion de la frecuencia. Pero este es un experimento muy minu-
cioso, ya que las dimensiones de pesos y tamainos son muy pequenos. Para obtener las
dimensiones del cantiléver se puede modelar por el método de elemento finito el can-
tiléver utilizando un paquete comercial, pero este método implica el conocimiento del
manejo del paquete, ademds de que el tiempo de computo es cominmente muy elevado.
Existen tres diferentes tipos de técnicas para la caracterizacién de las constantes de resor-
te del cantiléver, la primera llamada Modelos Dimensionales, en ésta un analisis tedrico
o férmulas semiempiricas son usadas para determinar la constante de resorte basdndose
en las dimensiones y propiedades del material con el cual esta hecho el cantiléver. La
segunda categoria es llamada Medidas de Deflexion Dindmica, donde el comportamiento
resonante del cantiléver es relacionado con su constante de resorte. Y la diltima llamada
Medidas de Deflexion Estdtica, donde la constante de resorte es determinada por cargas

sobre el cantiléver a través de una fuerza estatica[12].
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1.3. Objetivo general

Por lo anterior, en este trabajo se pretende desarrollar un método analitico de mo-
delado de la vibracién de resonancia de cantilévers de silicio de microscopio de fuerza
atomica. Este método consiste en modelar con una funcién polinomial multivariable a ca-
da una de las frecuencias de resonancia. La caracterizacién de cada cantiléver particular
se realiza minimizdndo la diferencia entre el valor de la funcién y el valor experimental
de cada frecuencia de resonancia de referencia para encontrar los valores 6ptimos de las

dimensiones del cantiléver. Enseguida se listan los objetivos particulares de este trabajo.

1.4. Objetivos particulares

= Desarrollar un programa en el lenguaje de programacién C que permita obtener las
dimensiones de cantilévers de silicio con seccién transversal trapezoidal, a partir
de algunas de las frecuencias de resonancia de este cantiléver en vibracién libre

obtenidas experimentalmente.

= Desarrollar un programa en el lenguaje de programacion C que permita determinar
las constantes de resorte de un cantiléver a través del conocimiento de sus dimen-

siones geomeétricas.

« Determinar las rigideces normal y lateral del contacto punta-muestra a partir de
valores de frecuencias de vibracion del cantiléver en contacto obtenidos experi-

mentalmente.
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Capitulo 2

MICROSCOPIO DE FUERZA
ATOMICA (AFM)

La uinica fuente del conocimiento
es la experiencia.

Albert Einstein

2.1. Introduccion

Tipicamente cuando pensamos en microscopios, pensamos en microscopios opticos o
microscopios electrénicos. Tales microscopios crean una imagen de un objeto incidiendo
radiacién electromagnética (electrones o fotones) en la superficie del objeto. Las image-
nes obtenidas a través de estos poderosos microscopios corresponden tipicamente al plano
horizontal de la superficie del objeto, y no podemos obtener informacién acerca de las ca-
racteristicas de altura y profundidad de las muestras. Una desventaja més para los micros-
copios que trabajan con electrones es que la muestra debe ser eléctricamente conductora,
ademas de que se debe trabajar en vacio, con esto se descarta un sin fin de aplicaciones
para muestras biolégicas, en liquido, etc.

A diferencia de los tradicionales microscopios, el microscopio de fuerza atémica [1]
no trabaja con radiacion electromagnética para crear una imagen. Un AFM es un instru-
mento mecanico que mide la topografia tridimensional asi como las propiedades fisicas

de una superficie con una punta como sonda.
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En el presente capitulo se mostrard un poco de historia, el funcionamiento y las dife-
rentes formas de medir con el AFM ademas de una descripcién breve de las puntas que se

utilizan.

2.2. Generalidades del AFM

Un poco de historia

El primer AFM fue hecho pegando cuidadosamente un pequefio cono de diamante
sobre un extremo de una pequeia tira de hoja de oro. En 1985 Gerd Binnig y Christoph
Gerber utilizaron una viga voladiza para examinar superficies aislantes. Una punta al final
de la viga se presionaba contra la superficie mientras que la muestra se barria debajo de
la extremidad. La fuerza entre la punta y la muestra se midié siguiendo la deflexi6n de la
viga. Esto se hizo supervisando la topografia real mediante un arreglo de microscopia de
tunelamiento. Estos investigadores pudieron de esta forma delinear caracteristicas latera-
les tan pequefias como 300 A. De esta manera el microscopio de fuerza atémica surgi6. En
la actualidad existen un sin fin de puntas de prueba para AFM, con una amplia variedad de
propiedades mecdnicas, eléctricas, magnéticas, etc. De hecho, sin los avances tecnol6gi-
cos en la fabricacién de puntas de prueba el AFM habria seguido siendo probablemente
una curiosidad en muchos grupos de investigacién[14]; mas adelante hablaremos un poco

mas acerca de los cantilévers del AFM de manera breve.

Funcionamiento del AFM

Primeramente identifiquemos las partes del AFM. En la figura 2.1 se muestran las
componentes principales de este microscopio.

El cantiléver barre la superficie de la muestra, sufriendo deflexiones conforme va re-
cormriendo cada parte de la muestra. Estas deflexiones se detectan por medio del haz del
laser que inside en el extremo superior del cantiléver como se muestra en la figura y el
haz reflejado incide en el fotodetector el cual esta dividido en regiones. La sefial del fo-

todetector pasa por un amplificador lock-in que limpia y amplifica la senal, y finalmente



2.2. GENERALIDADES DEL AFM 9

Fotodiodo

Laser

Superficie de - : Cantilever
la muestra

Figura 2.1: Microscopio de fuerza atébmica

los datos son graficados por la computadora. El movimiento del cantiléver esta controlado
por cristales piezoélectricos que pueden estar posicionados en la base de la muestra, en el
soporte del cantiléver o en el cantiléver mismo, esto debido a que hay diversas técnicas o

modos en los cuales se pueden hacer mediciones con el AFM, las cuales son mencionadas

mas adelante.

Modos de funcionamiento del AFM

El microscopio de fuerza atébmica utiliza maltiples modos de operacién de acuerdo a

las caracteristicas fisicas de la muestra y de las propiedades a medir.
» Contacto: Mide la topografia de la muestra deslizando la punta sobre la superficie.

= Tapping: También llamado contacto intermitente, mide 1a topografia de la muestra

tocando intermitentemente su superficie.
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= [magen de Fase: Proporciona una imagen contrastada generada por las diferencias

de adhesién en la superficie de la muestra.

= No Contacto: Mide la topografia de acuerdo a las fuerzas de Van der Waals que

existen entre la superficie de la muestra y la punta.

= Fuerza Magnética: Mide el gradiente de fuerza magnética sobre la superficie de la

muestra.

s Fuerza Eléctrica: Mide el gradiente de fuerza eléctrica sobre la superficie de la

muestra.

» Potencial de Superficie: Mide el gradiente de campo eléctrico sobre la superficie de

la muestra.

= Modo Lift: Técnica que utiliza dos modos de operacién usando la informacién to-

pogrifica para mantener la punta a una altura constante sobre la superficie.

» Modulacion de Fuerza: Mide la elasticidad/suavidad relativa de las superficies de

las muestras.

s Fuerza Lateral: Mide la fuerza de friccién entre la punta y la superficie de la mues-

tra utilizando corriente de tunelamiento.

» Microscopia Electroquimica: Mide la estructura de la superficie y las propiedades

de los conductores inmersos en soluciones electroliticas.

= Litografia: Se emplea una punta especial para grabar informacién sobre la superficie

de la muestra.

Microscopia Acustica de Fuerza Atomica - AFAM

Otra variante de medicién con el AFM es la técnica AFAM llamada asi por sus siglas
en inglés (Atomic Force Acoustic Microscopy). La idea basica del AFAM es excitar el
cantiléver del AFM en sus vibraciones flexurales cuando la punta esta en contacto con la

muestra.
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La microscopia acustica de fuerza atémica es una técnica que emplea una fuerza de

modulacién de alta frecuencia, en el rango de kHz hasta varios MHz que provee un mapeo

de la ngidez de la superficie.

Las frecuencias de resonancia del cantiléver dependen entre otros parimetros de la
rigidez del contacto del sistema punta-muestra y del radio de contacto, los cuales a su vez
son funcion del médulo de Young de la punta y de la muestra, el radio de la muestra, la
carga ejercida por la punta y la geometria de la superficie. Tal técnica nos permite deter-
minar la rigidez de contacto en inferir el médulo de elasticidad de la muestra en una drea

muy pequena de solo unas decenas de nanémetros cuadrados.

En AFAM, cuando la muestra esta acoplada al transductor piezoeléctrico, éste trans-
mite ondas acusticas a la muestra, lo cual genera vibraciones fuera del plano de la su-
perficie de la muestra. Las vibraciones de la superficie son transmitidas al cantiléver via
la punta del sensor. Las vibraciones del cantiléver son medidas por el fotodetector del
AFM Yy recibidas y amplificadas por un amplificador lock-in del mismo sistema AFM o
uno externo. Este sistema es usado para adquirir el espectro de resonancias vibraciona-
les del cantiléver.E] conocimiento de L los valores de las frecuencias de resonancia y los
parametros geométricos del cantiléver nos permiten determinar el médulo reducido de
Young de la muestra. La imagen topografica de contacto es adquirida simultineamente
con la imagen de ngidez de la técnica AFAM. En la figura 2.2 podemos ver el arreglo

experimental de esta modo de funcionamiento del AFM.

2.3. Cantilévers

En los inicios del microscopio de fuerza atémica, los cantilévers fueron fabricados ma-
nualmente a partir de hojas delgadas de metal o pequefios alambres metalicos. Las puntas
fueron hechas pegando pequenios fragmentos de diamante adheridos a los cantilévers o
atacando electroquimicamente los pequenos alambres para formar la punta. Estos méto-
dos de produccion no eran muy viables ya que resultaban ser muy complicados, y la

geometria de los cantilévers era totalmente irreproducible, lo que limitaba su produccién
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diodo laser

A

Spectrum

Figura 2.2: Modo AFAM

a gran escala. Para resolver este problema y por la necesidad de contar con cantilévers
mds pequefios con altas frecuencias de resonancia, se desarrollaron sofisticadas técnicas

litogréficas de fabricacion basados en métodos ampliamente usados en microelectrénica.

Actualmente, una gran variedad de cantilévers de silicio y de nitruro de silicio estdn
comercialmente disponibles con dimensiones a escala microscopica, constantes de resorte
desde 0.01 a 100 N/m y frecuencias de resonancia desde 5 KHz a cerca de 300kHz[13].
Con una amplia variedad de formas y aplicaciones.

Las formas mas comunes de cantilévers son las que se muestran en las figuras 2.3 y 2.4.

En la figura 2.3 tenemos un cantiléver con seccion transversal trapezoidal, extremo
en forma triangular y punta en forma de piramide, llamados cantilévers rectangulares. En

este trabajo se modeld un cantiléver de silicio y de geometria rectangular.
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20 Hm Sensor tip

Cantilever

Figura 2.3: Canutléver punta en forma de piramide

En la figura 2.4 observamos otro tipo de geometria, llamados cantilévers triangulares,
estos cantilévers estan formados por dos barras cruzas en el que la aguja de contacto
esta colocada en el cruce de éstas. La forma y las propiedades de los cantilévers se escogen

de acuerdo al tipo de andlisis y al tipo de muestra que se desee medir.

Figura 2.4: Vista e perspectiva donse se muestra el espesor del Cantiléver
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En la figura 2.5 se muestra el pardmetro geométrico ¢ que representa el grueso del
cantiléver, este pardmetro es el miés diffcil de determinar tanto experimental como nime-
ricamente. El conocimiento con la mayor precisién posible de este pardmetro es determi-

nante para obtener buenas medidas en AFM.

Existen méis pardmetros que juegan un papel importante al medir modos de resonancia,

Figura 2.5: Grueso del cantiléver

estos parametros se muestran en la figura 2.6. Se ha demostrado que los parametros que

mas influyen en las mediciones son el largo total a, el ancho mayor w, y el ancho menor

1.

Figura 2.6: Dimensiones del cantiléver

El cantiléver que se utilizé en este trabajo es un cantiléver de silicio con geometria
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ortotrépica y su orientacién se muestra en la figura 2.7. Todos los cantilévers de silicio
son cortados de tal manera que su orientacién quede con la longitud méxima a en la
direccién < 110 >, los anchos w, y w; son paralelos a la direccién < 110 >, y el grueso
t paralelo a la direccién < 001 >,

Plang [010]

e 110 L0

Figura 2.7: Onentacion del cristal de silicio respecto a la forma del cantiléver
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Capitulo 3

REGRESION LINEAL
MULTIVARIABLE

Lo que sabemos es una gota de agua;
lo que ignoramos es el océano

- Sir Isaac Newton-

3.1. Introduccion

Una de las aplicaciones mas importantes de la estadistica implica la estimacién o la
prediccién de algiin valor futuro de y con base en el conocimiento de un conjunto de va-

riables independientes relacionadas z,, z,, ...., Zk.

Los modelos que se emplean para relacionar la variable dependiente y con las va-
riables independientes z,, z3, ...., Tx se denominan modelos de regresion o o mode-
los estadisticos lineales por que expresan el valor medio de y para valores dados de

Ty, T3, ..., Tx cOMo una funcion lineal de un conjunto de parimetros desconocidos.

Por ejemplo, el promedio de la distancia de frenado para un tipo particular de au-
tomévil dependera de la velocidad del automdvil; la efectividad media de un antibi6tico
depende del tiempo durante el cual haya sido almacenado; la media de la elongacién ob-

servada en una aleacion metdlica depende de la fuerza que se le aplica y de la temperatura
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de la aleacion.

La teorfa estadistica, al igual que la teoria de la fisica, la ingenierfa, la economia, etc.,
no es mds que un modelo de la realidad. La teoria explica con exactitud la realidad sélo
cuando se satisfacen con exactitud los supuestos de la metodologia. Puesto que esta si-
tuacion casi nunca ocurre, la aplicacién de la estadistica (o de la fisica, la ingenieria o la
economia, etc.) a la resolucién de problemas del mundo real es un arte. Por lo tanto, si
queremos aplicar la teoria al mundo real, debemos saber hasta que punto las desviaciones
respecto a los supuestos afectan las inferencias estadisticas resultantes, y debemos ser ca-
paces de adaptar el médelo y la metodologia a las condiciones de un problema practico.

Un entendimiento basico de la teoria en que se basa la metodologia nos ayudara a hacer
ésto[15].

3.2. Regresion lineal simple (Método de minimos cuadra-

dos)

Un procedimiento para estimar los pardmetros de cualquier modelo lineal es el método
de minimos cuadrados, que se puede aplicar sencillamente aplicindolo para ajustar una
recta a través de un conjunto de puntos que representan los datos. Un modelo lineal es
aquel que relaciona una respuesta aleatoria y con un conjunto de variables independientes

Iy, T3, ...., ) ¥ tiene la forma:

Yy = Po+ fiTy + Pozz + - + Brxi (3.1)

En donde 3y, (34, ..., Bk son pardmetros desconocidos.

Supdngase que se desea ajustar el modelo:

y = o+ iz (3.2)

al conjunto de puntos mostrados en la figura 3.1.
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Figura 3.1: Ajuste de minimos cuadrados

El procedimiento de minimos cuadrados para ajustar una recta a través de un conjunto
de n puntos es similar al método que podriamos utilizar para ajustar una recta a simple
vista; es decir, se pretende que las desviaciones verticales sean pequerias en cierto sentido.
Una manera conveniente para lograr esto, y que nos aporta estimadores con propiedades
adecuadas, es minimizar la suma de los cuadrados de las desviaciones verticales de la
recta ajustada, esto es minimizar Y ;_, (y; — 7;)%*(véase las desviaciones indicadas en la

figura ). Por lo tanto si

§ = Bo + Bz (3.3)

es la mejor recta y es el valor que se predice del i-ésimo valor de y (cuando z = z;)
,entonces la desviacion del valor observado de y a partir de la recta g (llamada a veces el

error) es
S2, =) ah =) W—9) =) _lti— (bo+biz)? (3.4)
i=1 i=1
La cantidad S?, se llama también suma de los cuadrados de los errores' por motivos que

seran obvios enseguida. Si Sﬁy tiene un minimo €ste ocurrird para los valores de 3, y 5

que satisfacen las ecuaciones, E?Sf,y/ 86y =0y BS’EF /83, = 0. Al obtener las derivadas

'Conocida como la varianza y es definida como el cuadrado medio de las desviaciones con respecto a

la media aritmética
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parciales del S;fv con respecto a Bo y B, respectivamente, y al igualarlas a cero, obtene-

mos:
0S8y _ {7 [vi — (Bo + Bm)?} 5 g
b 80, = =Y i1 2lyi — (Bo + i)

==2)_"wi-nbho+B D z)=0 (3.5)
i=1 i=1

asar {2 i [vi — (ﬁo + 6111)]2} < L
— i= / — S oy — i
P, 83, Yim1 2y — (Bo + Przi)x

= —2(2 TiYi — Bo ZI:' + By EI:E} =0 (3.6)

=1 =1 1=1

Las ecuaciones 9SZ, /8By = 0y 9S;,/ 33, = 0 se denominan ecuaciones de los
minimos cuadrados para estimar los parametros de la recta.
Nétese que las ecuaciones de los minimos cuadrados son lineales en Bo y B, y por lo tanto

se pueden resolver simultdneamente. 'De la siguiente manera:

" z:'-i:](:ri > f)(yl = ﬁ) n Er'l=1 TV — ?=1 T, ?:1 Vi
-7 e 3.7
" Z?‘-“I(Ii —z)’ n E:'Ll IE — :t=1 z;)* O
,@0 =y - ﬁlf (3.8)

desarrollando finalmente obtenemos:

B ol Yo viri— (X, ), %)
1 HELI I? —_ (E;‘_;l Ii}i

(3.9)

ﬁu o (ZL yi}(E!L. 7)) — (Z?:l Iiﬂ!’)’(Z?:l x;)
- n) i1 % — (i w)?

Las ecuaciones 3.10 y 3.9 son las ecuaciones que nos permiten obtener un mejor ajuste

(3.10)

a nuestros datos [16].
Para ilustrar el cdlculo de método de minimos cuadrados, vamos a recurrir a un co-
nocido experimento, el del movimiento de un cuerpo que se desliza sobre una superficie

inclinada un dngulo ¢ respecto a la horizontal como se muestra en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Plano inclinado

Este experimento fue realizado por Galileo con ayuda de un reloj de agua y de bolas de
laton que hizé rodar sobre &l plano, por lo que obtuvo medidas de distancia contra tiempo,
con esto Galileo demostré que la distancia era proporcional al cuadrado del tiempo.

En este caso, se empled un riel de aire para disminuir la fuerza de friccién y el objetivo
es determinar la aceleracién del cuerpo en funcién del dngulo de inclinaci6n. Para este
propdsito se midio el tiempo transcurrido para diferentes desplazamientos, para un angulo
dado. Luego se grifica el desplazamiento contra la distancia y obteniendo su derivada
encontramos la aceleracion. Para nuestro célculo elegimos como variable dependiente
y =| @ |, y de independiente z = Sen(a); asi, la ecuacién 3.2 toma la forma: | @ |=
B,Sen(a) + Bo

Los datos del experimento se muestran en la tabla siguiente:

Sustituyendo los valores de la tabla 4.1 obtenemos en las ecuaciones 3.10 y 3.9, obte-

NEmMOos:
- 12(7,83) — (2,76)(22,98) _
R 12(0,93) — (2,76)2 Eid
4 - (22,98)(0.98) — (T83)(2.76) _ o -

12(0,93) — (2,76)?

La recta de mejor ajuste segiin el método de minimos cuadrados es: | @ |= 8,625en(a)-

0,07

¥

Al comparar esta nuestra expresion con la tedrica esperada | @ |=| § | Sen(a) y
tomando a = 90 obtenemos la gravedad | § |= 8,51’5%&2 del lugar donde se realizé el

experimento [17].
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Ajuste Lineil:_ Minimos Cuadrados. ]
Aceleracion Productos
Yi Tl T ,2
0.00 0.00 0.0000
0.40 0.05 0.0.0009
0.66 0.05 0.0049
0.11 0.69 0.07 0.0121
0.18 1.53 0.27 0.0324
0.21 1.42 0.30 0.0441
-_0.24 1.95 0.47 0.0576
0.27 243 0.66 0.0729
0.31 2.50 0.78 0.0961
0.38 3.00 1.14 0.1444
0.46 4.00 1.84 0.2166
0.50 440 2.20 0.2500
S 2, =276 Y 4% =2298|Y 7,4, =783 | S 22 =10,93

Tabla 3.1: Aceleracion en un plano inclinado

La curva que se calcul6 y los datos se muestran en la figura 3.3, ésta es la mejor recta
que se puede ajustar a estos datos.

Con el ejemplo anterior se demostro la sencillez y eficacia del método de regresion li-
neal; ; pero qué sucede si nuestra variable dependiente es funcién de més de una variable?,
con este método no podriamos abordar este tipo de problemas, en la siguiente seccién se
presenta un método llamado regresion lineal multivariable con el cual podemos abordar

este tipo de ajustes.
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Aceleracionim/seg)
s
I

[
|

0 0.1 02 03 04 0.5
Sen{alfa)

Figura 3.3: Ajuste de los datos del plano inclinado

3.3. Regresion lineal multivariable

Los modelos para un andlisis de regresion multiple son similares a los modelos de re-
gresion lineal simple, excepto que contienen mas términos y pueden servir para proponer
relaciones mds complejas que una linea recta. Por ejemplo, suponga que se piensa que
el tiempo medio y necesario para ejecutar un trabajo de procesamiento de datos aumen-
ta al aumentar el grado de utilizacién de la computadora y que la relacién es curvilinea.
En lugar de usar el modelo de linea recta, y = (3, + ()x;, para modelar el componente
deterministico, podriamos emplear el modelo cuadratico.

y = Bo + 5121 + for?

Donde z, es una variable que mide el grado de utilizacién de la computadora.

Un modelo cuadrético, también conocido como modelo de segundo orden, se repre-
senta graficamente como una parébola y contempla una curvatura en la relacién, en con-
traste con los modelos de linea recta o primero de primer orden.

S1, por afiadidura, pensamos que el tiempo medio necesario para procesar un trabajo
también esta relacionado con el tamafio z, del trabajo, podriamos incluir a x, en el mode-
lo. Una gréfica de y como funcién de r, y z; describe una superficie (llamada superficie

de respuesta) en el plano (z,yz,). Por ejemplo, el modelo de primer orden:

y = Bo+ 5171 + Boxs
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Describe una superficie plana en el espacio (y, Ty, T2).

En nuestro ejemplo y en la mayor parte de las aplicaciones de la vida real esperarfamos
una curvatura en la superficie de respuesta y utilizarfamos un modelo de segundo orden.

y = Do+ Bix1 + Baxa + Bazyz2 + Paxi + Bsx}

Los modelos se denominan modelos lineales generales por que y es funcién lineal de
los pardmentros desconocidos 3y, 81, 32, ...53¢. El modelo y = (,e”'* no es un modelo
lineal por que y no es una funcién lineal de los parimetros desconocidos del modelo, 5,
y Bi.

Es muy importante seleccionar el modelo de regresién apropiado para una situacién
en particular. Si tratamos de ajustar una linea recta (modelo de regresién lineal simple) a
un conjunto de puntos de datos que se grafican como una curva, el ajuste serd deficiente.
Ningiin método estadistico puede compensar una mala seleccién de modelo.

Una vez que se ha escogido un modelo lineal para relacionar y con un conjunto de
variables independientes, los pasos del andlisis de regresién miultiple son similares a los
de andlisis de regresion simple.

A fin de presentar las formulas para las estimaciones de los pardmetros tenemos que
escribir y en una forma estindar. Asf pues sea

y = Bo + Bix1 + B2z + - - - + Brxi el componente deterministico del modelo que
contiene a Gy y a k términos en los que intervienen las variables de prediccion. Los valores
para las x’s podrian ser por ejemplo, =, podria ser z%, 3 podria ser Sen(z;), etc. Lo
esencial es que las cantidades z,,z2,...,7 — k se puedan medir sin error cuando se
observe un valor de y y que en ellas no intervengan parametros desconocidos.

El método para ajustar un modelo de regresién miiltiple es idéntico al que se sigue para
ajustar el modelo de primer orden (de linea recta). Por lo tanto, utilizaremos el método de

minimos cuadrados y escogeremos estimaciones de [y, (3, - - . , x qQue minimicen

S? = ZFE = Z[yi —§:)? = Z[b‘: — (Bo + Bz + Poxip + -+ + Bezi)?] (3.11)
1=1 =1

Al igual que en le caso del modelo de linea recta, las estimaciones de muestra ( ﬁg, ,@1,

que minimizan S* se obtendrdn como soluciones del sistema de ecuaciones lineales si-

multaneas
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a5* 05? 05%

it — =10

813 9B 8B,

A fin de ilustrar la naturaleza de este sistema, examinaremos la primera ecuacién. Si

=0

tomamos la derivada parcial de S, con respecto a 3y, obtenemos:

B E |
a = 22[3& = (Bﬂ +ﬁ]I“ +ﬁ2Iﬂ 4 e 4 ﬁink}](—l} (3.12)

et

: 85? ;
Si1 hacemos a—- = 0 igual a cero,queda

Ey.— — (nfo + Z-Tilﬁl + Z:Iizﬁz e ZIikﬁE) =0 (3.13)

0O S€aQ,

nfo+ (O zw)bh+ O z)b+ -+ Y 2)h = u (3.14)
Al igual que en el caso de la regresion lineal simple, ésta es una ecuacién lineal en
Bo, By, .., Bx. Las k ecuaciones de minimos cuadrados restantes, todas ellas ecuaciones
lineales en ,5‘0, ﬁ;, very ,5‘;: son
(X za)Bo + (X za)?61 + (X zanzia)Ba + -+ + (X ziozin) B = 3 zan s
(X 7i2)Bo + (X 7)1 + (L ziz)Ba + -+ + (L Tioxin) B = 3 T

(32 Im}fﬂu + () Iik)z,él + (2, Is‘ink)Bz oot ()] Ii#)zﬁk = ) Tul

Como puede verse, escribir las (k + 1) ecuaciones lineales de minimos cuadrados
resulta ser mas complicado; resolverlas simultineamente a mano es todavia mas dificil.
Una forma ficil de expresar las ecuaciones y resolverlas es mediante el dlgebra de ma-
trices, pero la mejor forma de llevar acabo los inevitables célculos es con ayuda de una

computadora.



26 CAPITULO 3. REGRESION LINEAL MULTIVARIABLE

Tratamiento matricial

Si queremos aplicar el dlgebra de matrices a un andlisis de regresién, es preciso aco-
modar los datos en matrices siguiendo un patrén especifico. Supondremos que el modelo

€5

y=P0Fo+ Bizy + Paxg + -+ + Brxi (3.15)

Donde z,, 19, ... podrian representar en realidad los cuadrados, cubos productos cruza-
dos u otras funciones de las variables de prediccién. Supondremos que hemos recabado n
puntos de datos, es decir, n valores de y y los valores correspondientes de z,, x5, x3, ..., Tk,
y que €stos se denotan como se muestra en la tabla. Entonces,las dos matrices de datos Y

y X son de la forma mostrada en el recuadro.

Obsérvese que la primera columna de la matriz X es una columna de unos. Por lo tanto,
estamos insertando un valor de x especificamente x,, como coeficiente de [3,, donde z,
es una variable que siempre es igual a 1. En consecuencia hay una columna en la matriz
X para cada pardimetro 3. Ademads, recuérdese que un punto de datos en particular se
identifica mediante filas especificas de las matrices Y y X. Por ejemplo el valor de y para
el punto de datos 3, ys, esta x; aparecen en la tercera fila de al matnz Y, y los valores
correspondientes de x,, Zs, ..., Ty aparecen en la tercera fila de la matriz X. Con esta

notacién, el modelo lineal general se puede expresar en forma de matriz como:

Y=Xp3 (3.16)

La matriz 3 que se muestra en el recuadro contiene las estimaciones de minimos cua-
drados (que estamos tratando de obtener) de los coeficientes (50, A1, ..., Gk del modelo

lineal

y = Po+ bixy + Box2 + -+ - + Brxi (3.17)

Si utilizamos las matrices de datos Y y X, sus transpuestas, y la matriz 3, podemos

escribir las ecuaciones de minimos cuadrados como:

(X'X)g=X"Y (3.18)
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Asf pues, (X'X) es la matriz de coeficientes de las estimaciones de mfnimos cuadra-
dos By, 51,...,0x y X'Y proporciona la matriz que aparecen a la derecha de los signos
de igualdad. Multiplicando ambos lados de la ecuacién 3.18 por (X’'X)~!, obtenemos:

B=(X'X)X'Y (3.19)
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3.4. Métodos de convergencia

Método del descenso mais rapido

El método del descenso mas rdpido es un método de bisqueda para el minimo de una
funcién de varias variables f. En cada iteracién en este algoritmo buscamos la linea que

vaya en la direccién del mdximo descenso de la funcién. En otras palabras:

Tnil = Ty — QC (3.20)

C

Vele

Donde ¢ = yc=Vf

Como vemos este método usa el hecho de que el gradiente es la direccién de mads
rapido ascenso, entonces multiplicando por -1 este gradiente, obtenemos la direccién de

mas rapido descenso.

Este método converge de una manera muy répida, pero se debe escoger un valor para
« adecuado ya que esto suceda, de hecho este es el principal problema de este método.
En la siguiente seccién veremos un método llamado evaluacién directa, que no ocupa el

cémputo del gradiente. En la figura 3.4 se ilustra el método del descenso mas rapido.

7 -
—

START

Figura 3.4: Camino descenso mas rapido
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Evaluacion directa

En este método se hace un barrido de los valores con los cuales se evalia la funcién y
se busca el minimo del error.
En este método no se necesita calcular el gradiente y es muy simple ya que solo se necesita
calcular la forma en la cual se debe hacer el mallado. Y evaluar la funcién en cada punto
del mallado, esto implica hacer muchas iteraciones, es un método un tanto robusto pero

efectivo.
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Capitulo 4

DIAGRAMAS DE FLUJO DE
PROGRAMAS EN EL LENGUAJE C

El sofware es como el sexo,
es mejor cuando es libre

Linus Torvalds

4.1. Introduccion

Utilidad de las simulaciones computacionales en nanociencia y nano-
tegnologia

La simulacién computacional, se ha introducido como una nueva drea en la investiga-
cion cientifica. Utilizindose como un método de caricter complementario y muchas veces

alternativo a los modos convencionales de hacer ciencia.

Esta area, se inici6 a mediados del siglo pasado con el desarrollo de las computadoras.
Desde entonces, las simulaciones computacionales en general, han ido cobrando credibi-
lidad y por ende, su uso se ha extendido en temas muy diversos como la fisica de fluidos,
relatividad general, fisica del plasma, materia condensada, fisica nuclear, astrofisica y

ciencia de los materiales, entre otros.
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;Pero qué es una simulacién computacional?. Esta se puede definir como la imple-

mentacién de un modelo matemético que se resuelve numéricamente, a través de algin

lenguaje de programacién. Su fin, es reproducir los fenémenos observados, generalmente,

en una prueba de laboratorio.

Un buen modelo computacional, no solo permite reproducir experimentos de labo-
ratorio. Gracias a que se pueden variar libremente los pardmetros usados dentro de la
simulacién, permite utilizar modelos te6ricos en rangos que experimentalmente, por aho-
ra son imposibles de alcanzar o que su costo y peligrosidad hacen la experimentacién algo

irrealizable.

También las simulaciones, nos permiten visualizar los resultados obtenidos del proce-
so que se esta estudiando, a través de gréficos y/o imédgenes. Lo cual ayuda a comparar de

manera eficiente los datos numéricos obtenidos, con los resultados experimentales[18].
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4.2. Diagrama de flujo para calcular los coeficientes del

polinomio del cantiléver en vibracion libre

Este primer programa se desarrollo con el objeto de conocer las dimensiones del can-
tiléver, usando una base de datos de 2500 renglones y 10 columnas los cuales se obtuvie-

ron en simulando el cantiléver en el paquete ANSYS en vibracién libre.
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4.3. Algoritmo para calcular los parametros geométricos

del cantiléver en vibracion libre
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Capitulo 5

RESULTADOS

5.1. Vibracion libre

Calculo de los coeficientes del polinomio

La base de datos contiene la variacién de las dimensiones del cantiléver el parimetro

a va de 230 a 246um, w, de 42 a 56um, w, de 13 a 21um y t que va de 2-8um. También

contiene tres modos de vibracién flexurales, dos torsionales y uno lateral.

En la tabla 5.1 se muestran los primeros seis renglones de la base de datos, el nimero

total de renglones es de 2518.

L w Wy t | flexurall | laterall | flexural2 | torsionall | flexural3 | torsional2 H
233,0 | 48,0 | 17,5 | 5,5 | 139979,7 | 806776,2 | 923319,5 | 13248449 | 2229509.4 | 3963383,5
233,0 | 48,0 | 17,5 | 6,0 | 143146,2 | 888240,4 | 924992,3 | 1450253,9 | 2453241,7 | 4317791,9
2330|480 | 17,5 | 6,0 | 1563034 | 926171,4 | 969577,5 | 1574670,8 | 2676275,0 | 4642440,3
233.0 | 48,0 | 17,5 | 7,0 | 169520,1 | 927366,3 | 1051143,7 | 1697501,7 | 2899383,1 | 4901017.9
2330 | 48,0 | 18,5 | 5.0 | 182659,8 | 927334,4 | 1132156.,3 | 1817781,0 | 3120510,1 | 5049817.5

"_233,{] 480 | 18,5 | 5,5 | 130623,4 | 810832,0 | 929562,9 | 1326802,8 | 2241179.8 | 3972455,5

Tabla 5.1: Base generada por ANSYS para la determinacién de paramétros geométricos
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Se desarroll6 un programa en C que tuvo como objetivo calcular los coeficientes de

los polinomios que se ajustaron a la base de datos que se cdlculo con ANSYS.

En el grifico 5.1 podemos observar el ajuste del polinomio calculado a los datos de la

base generada en ANSYS para el primer modo de vibracién llamado flexural 1.

Bending1
e S T T T rfTrTrr Tl ? | 1 |
I * Polinomio 4
2.5e+05 o—e Base ANSYS i
2e+05 i
£ e
L]
g 1.5¢+05 -
o -
1e+05 E
S0000
0l | I e 0 - O - (Pt - TN D I -
0 10 20 30 40 50 60 70 B0 S0 100
Numero de dato{u.a.)

Figura 5.1: Comparacién polinomio-base flexurall

Como podemos observar el ajuste del polinomio a la base de datos es muy bueno, y

esto se comprobé calculando el porcentaje de error de cada punto obteniendo un prome-
dio de los errores como 0.0622 %.

En la figura 5.2 observamos el comportamiento del polinomio ajustado a la base de
datos de la frecuencia laterall.

Como vemos para este modo de vibracion, el ajuste no es bueno, es dificil determinar

experimentalmente este modo de vibracién con una buena precisién, por lo que se evi-

tard su uso, el porcentaje promedio del error es de 0.646 %, mayor en un orden de 10 en
comparacion con el flexurall.
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Figura 5.2: Comparacién polinomio-base laterall

Ahora analicemos lo que sucede con el polinomio calculado para ajustar los datos de

la base generada en ANSYS para el modo de vibracién flexural?2.

:‘-I-N L] I L] l L] I L] 'I
* Polinomio
s—e datos ([ANSYS)
1.5¢+06 -
=
o
'g le+06 = -
=
Se+05 4
0 = | . 1 F 1 o 1 i
0 20 40 &0 80 100
Numero de dato{u.a.)

Figura 5.3: Comparacién polinomio-base flexural2

Como podemos observar en la figura 5.3 existen puntos que no coinciden, esto nos da
una idea del promedio de error que se obtuvo para este ajuste con un valor de 0.717 %, los

puntos representados por un asterisco son generados por el modelo analtico desarrollado
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en este trabajo, la linea continua y los puntos representados por una circunferencia son

los puntos de la base de datos.

Este modo de vibracién genera muchos problemas a la hora de quererlo determinar

experimentalmente, y ya que el promedio del error obtenido es muy alto, se evitara su uso

para los cilculos siguientes.

Analicemos ahora el polinomio ajustado a los datos del modo de vibracién torsionall,

la figura 5.4 muestra el ajuste polinomial y la base de datos generada por ANSYS.

En este modo de vibracién, se observa que el ajuste del polinomio es relativamente

bueno, el promedio del error obtenido es 0.31 %.
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Figura 5.4: Comparacién polinomio-base torsionall

En la figura 5.5 se muestra el ajuste para la frecuencia de vibracion flexural3. El pro-

medio del error es 0.19 % el error es uno de los mds bajos, por lo que el ajuste a la base

de datos generada con ANSYS es muy bueno, entonces podremos usar este modo de

resonancia para los cdlculos posteriores.
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Figura 5.5: Comparacién polinomio-base flexural3

Por iltimo observemos que sucede con el ajuste para la modo torsional2.
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Figura 5.6: Comparacién polinomio-base torsional2

El promedio del error para este ajuste es de 0.27 % el cual es aceptable. De acuerdo
a lo anterior las frecuencias que se recomienda utilizar para hacer ajustas a datos expe-
rimentales son flexurall, flexural3 y torsionall para obtener una buena presicion, ya que
presentan los promedios del porcentaje de error mas bajo, y las frecuencias que represen-

tan un mayor porcentaje de error son flexural2 y laterall, por lo que no se recomienda
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hacer cdlculos con éstas; aunque el programa que calcula los pardmetros del cantiléver

tiene en cuenta las seis frecuencias de vibracidn.

Calculo de los parametros geométricos del cantiléver

La determinacién de los pardmetros a, w;, w, y t, se realiz6 con la base de datos
generada en ANSYS en vibracién libre del cantiléver, de esta base se determiné con
ayuda del método de la pendiente maxima una funcién(polinomio) de varias variables,
f(a, wy, wy, t) que se ajusta a las primeras seis frecuencias de resonancia del cantiléver.

Existe una funcioén para cada modo de vibracion.

Como consecuencia de los resultados antes mostrados, se desarrollé un programa en
el cual se define el polinomio dentro de una funcién. En esta funcién error se asume la
diferencia entre el valor de la frecuencia calculada y la experimental, teniendo un peso de
diez a uno el modo de vibracion flexurall, respecto al flexural3, es decir el error es 10 ve-
ces menor para la frecuencia flexurall, con lo cual se asegura una buena precisién en los
cilculos ya que el polinomio correspondiente a esta frecuencia fue el que presenté el me-
nor porcentaje de error. Para validar este programa se calcularén los pardmetros geométri-
cos de un cantiléver de silicio, el cual fue caracterizado experimentalmente en el instituto
Fraunhofer de Saarbriicken Alemania por la Dra. Ute Rabe y M.C. Kai Geng, se hace una
comparaci6n con las frecuencias calculadas por MEF-ANSYS y por MEF-COMSOL ,este

iltimo desarrollado por Kai Geng.
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En la tabla 5.2 observamos el valor de los pardmetros experimentales, los calculados

analiticamente y con MEF-COMSOL.

Pardmetro Valor MEF-COMSOL Analitico -
(m) Experimental | Valor(um) | Error( %) | Valor(um) | Error( %) -
L 240+ 3 243,65 | 1,52 243,9 1,62 [‘
b 2177
wy 54+ 0,8 54 0 51,56 —4,51 [
ws 184+ 0,9 18 0 17,067 5,2 -
t 6,4+0,1 6,4 0 6,30 -1,5
hiip 10-15 14,00

Tabla 5.2: Pardmetros del cantiléver COMSOL vs Modelo Analitico

5.2. Simulacion de resonancias experimentales

Ahora se presenta el cdlculo de cada uno de los modos de vibracién por los diferentes
métodos ademds de los errores calculados.

En la tabla 5.3 se muestran seis modos de resonancia experimentales, los cuales fueron

calculados con el modelo analitico y con MEF-ANSYS.

Modo de Valor MEF-ANSYS Analitico

vibracién Experimental(kHz) | Valor(kHZ) | Error( %) | Valor(kHz) | Error( %)
Flexurall 149,654 149,680 0,017 149,710 0,038
Torsional | 1476,1 1473,400 —0,183 | 1474,990 | —0,075
Flexural3 2557.32 2558,60 0,050 2559,10 —0,069
Torsional2 4893,1 41515 —11,069 | 4353,428 —11,029

Tabla 5.3: Modos de vibracién del cantiléver ANSYS vs Modelo Analitico

En la tabla anterior podemos ver que los primeros seis modos de vibracion experi-
mentales del cantiléver son reproducidos con una precision bastante aceptable por MEF-

ANSYS y por el método analitico.
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El método analitico presenta sus mejores aproximaciones para los modos flexurales uno
y tres, mientras que en el modo flexural dos se obtuvo un error grande, los demas modos
flexurales presentaron errores relativamente aceptables.

El comportamiento de los modos de vibracién calculados con MEF-ANSYS es semejante
al presentado en el método analitico. Esto se espera por que el modelo analitico es un

ajuste al modelo desarrollado con MEF-ANSYS.

Ahora tenemos la comparacién de las frecuencias experimentales con las que se ob-

tienen al calcular con el modelo analitico y con MEF-COMSOL.

| Modo de Valor MEF-COMSOL Analitico
vibracién Experimental(kHz) | Valor(kHZ) | Error( %) | Valor(kHz) | Error( %)
Flexurall 149,654 149,6525 0,0010 149,710 —0,038
Torsional | 1476.1 1426.763 -3,3424 | 1474,99 —0,075
Flexural3 2557,32 2557,201 —-0,0047 | 2556,7679 | —0,069
I Torsional2 4893.1 4248672 —13,1701 | 4353,428 —11,029 -

Tabla 5.4: Modos de vibracion del cantiléver COMSOL vs Modelo Analitico

De los resultados mostrados en la tabla 5.4, observamos que el error minimo para am-
bos modelos se encuentra en el modo flexurall, mientras que el error maximo se tiene en

el modo torsional?2.

El comportamiento del modelo analitico es semejante a los resultados obtenidos con

MEF-COMSOL, y para algunos modos de vibraci6n es mejor.

Podemos observar que mientras que el modelo con FEM-COMSOL no de un buen
ajuste modos de vibracién torsionales, el modelo analitico da un buen ajuste del modo

torsionall.
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5.3. Determinacion de las rigideces de contacto ks y ky

En la seccién anterior se determinaron las dimensiones del cantiléver, entonces asu-

miendo éstas se cred una base de datos en la cual se variaron las constantes rigideces de

contacto ks y ky. Se utilizé el mismo procedimiento que en la seccién anterior y se en-

contraron polinomios para ajustar a los modos de vibracién del cantiléver en contacto.

Para probar el modelo analitico se compar6 con la base de datos de Kai Geng para un

cantiléver en contacto con diferentes materiales como silice fundido, titanato de bario y

PMMA.

Las constantes ks y ky del contacto punta-muestra, calculadas con el modelo analitico

y con MEF-ANSYS se muestran en la tabla siguiente.

Material Valor de la MEF-ANSYS Analitico
de la punta Deflexion*(nm) ks(N/m) kn(N/m) ks(N/m) kn(N/m)
Niquel(100) 40 293,61 1113,6 286,747 1106,62
40 502,26 1121,7 524,81 1106,62
FS 40 223,40 612.57 225.1645 610,9
40 224,52 629,79 218,778 628,05
Ti6 40 477,75 1115,2 444,1196 1101,53
40 420,16 1102,5 434,01 1086,425
PMMA 40 247,90 471,81 241,267 472,06
40 432,18 758,02 434,01 755,09

Tabla 5.5: Constantes ks y kx del cantiléver ANSYS vs Modelo Analitico

*Esta deflexién se refiere a la deformacién del cantiléver aplicada durante la medicién que

define la fuerza de contacto punta-muestra.
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En la tabla 5.6 se muestra la comparaci6n de las rigideces de contacto kg y ky generadas por
COMSOL y el modelo analitico.

Material Valor de la MEF-COMSOL Analitico
de la punta Deflexiéon(nm) ks(N/m) kn(N/m) ks(N/m) kn(N/m)
Niquel(100) 40 891,12 1128,0 286,747 1106,62
40 950,0 1211,0 524,81 1106,62
FS 40 504,0 649,2 225,1645 610,9
40 392,0 654,0 218,778 628,05
Ti6 40 875,0 1206,0 444,1196 1101,53
40 890,0 1189 434,01 1086,425
PMMA 40 408,0 504,0 241,81 472,06
40 378,0 504,0 434,01 755,09

Tabla 5.6: Constantes ks y ky del cantiléver COMSOL vs Modelo Analitico

5.4. Determinacion de constantes de resorte K, K, y K,

Se desarroll6é un programa en el cual se manipul6 una base de datos en donde se variaron las

dimensiones del cantiléver y se calcularon las constantes K, K, y K. que corresponden a las

constantes de resorte con el cual se modela el cantiléver. En este programa se generan tres fun-

ciones las cuales dependen de los pardmetros del cantiléver. Tomando las dimensiones obtenidas

en la seccién 5.2, se calcularon las constantes K., Ky y K, de estas dimensiones, las cuales se

muestran en la tabla siguiente:

Tipo de constante | MEF-COMSOL | Analitico
K. (N/m) 1587.468
K ,(N/m) 26.637 22.0167

K.(N/m) 621.9689

Tabla 5.7: Constantes K, K, y K del cantiléver COMSOL vs Modelo Analitico
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En la tabla 5.5 podemos ver el célculo realizado con COMSOL y por medio del método analiti-

co, la constante mds importante es la K, que es la tinica que se tiene del calculo de COMSOL.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

El modelo analitico desarrollado para describir la vibracién de cantilévers de AFM a partir
de un modelo numérico realista de MEF-ANSYS permite calcular los paramétros geométricos del
cantiléver, las constantes de resorte de los cantilévers y las propiedades eldsticas del contacto con

muestras sélidas.

La precisién, la rapidez, la portabilidad y la facilidad de manejo de este conjunto de pro-
gramas desarrollados en este trabajo, representan un avance importante para la caracterizacion
de cantilévers, con estos programas puede ser llevada acabo la caracterizacién de cantilévers por
cualquier persona que haga mediciones en el AFM, siendo principalmente util por que libra la
necesidad de utilizar el método de elementos finitos con el manejo de este paquete de simulacion;

permitiendo la reduccién del tiempo invertido en la calibracion de cantilévers.
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Perspectivas

= En siguientes trabajos se puede extender el presente a modelacién en contacto, desarrollan-
do bases de datos que contengan mds variables (amortiguamiento, friccién, drea de contac-

to,etc.) y asf obtener una caracterizacién mas completa del cantiléver.

= Se puede modelar y obtener una base de datos para cantilévers que esten recubiertos de

alguna pelicula, lo cual es muy usual, ya que los recubrimientos dan al cantiléver las carac-

teristicas requeridas para realizar mediciones.

= Obtener un método analitico para cantilévers que presenten diferente geometria.
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