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Capitulo 1

Introduccion

La tecnologia como extensién de las capacidades del ser humano implica que las
maquinas son (en cierta manera) amplificadores de las habilidades, aptitudes y sen-

tidos del hombre. Dichos artefactos proporcionan los instrumentos para modificar y

Figura 1.1: Evolucién tecnolégica.

manipular el entorno. Con la transformacién de materia-energfa en términos quimicos
y mecéinicos el género humano ha logrado la subsistencia y crecimiento. Desde la edad
de piedra con los primeros artefactos hasta la revolucién industrial con las maquinas de
vapor, el hombre ha generado mecanismos para producir satisfactores, (en un sentido
més amplio) para generar un modo de vida como se conocié hasta principios del siglo

pasado. Posteriormente gracias a los avances en fisica, matematicas y otras ciencias
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afines, asi como el desarrollo de dispositivos eléctricos y electrénicos dieron lugar a la
aplicacién de modelos como el de Alan Turing (1912-1954) y la matemética de George

Boole (1815-1864) para construir las primeras computadoras. Con el incremento de las

Figura 1.2: Revolucién cibernética.

capacidades de procesamiento y almacenamiento de informacién en las computadoras
surgieron distintos modos de construir rutinas de procesamiento. Dichas rutinas o pro-
gramas evolucionaron y con ello no sélo cambié la forma en que se introducifan datos y
comandos a la computadora sino también la forma en que se presentaban los resultados.
La interconexién entre computadoras y dispositivos electrénicos amplificé los campos
de accién de dichas maquinas a casi cualquier A&mbito del ser humano. Dicha evolucién
tiene implicaciones cientificas, tecnoldgicas y sociales enormes, tal es la magnitud que
algunos historiadores hablan de la revolucién cibernética’ en analogia a la revolucién

industrial.

El modo de vida contemporaneo esta basado en una plataforma tecnolégica tan
amplia y sutilmente extendida que las médquinas no sélo definen la forma en que se
producen los satisfactores, sino también la calidad de vida del individuo, el nivel so-
cioecondémico-cultural, el modo en que se expresan las personas, la forma en que se

comunicaran los individuos entre si, la manera en que piensan, perciben e interactian

1 Era de la informacién.
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con su entorno. Es posible decir que las méaquinas son ahora extensiones del cuerpo y

de la mente de los seres humanos.

Las méquinas que amplifican las capacidades de percepcién son aquellas relacionadas
con los sentidos. Bajo este marco el sentido de la visién es sin duda uno de los retos
mas interesantes, dada la basta cantidad de informacién contenida en el espacio visual,

tanto en un sentido semantico como de procesamiento y almacenamiento.

La visién computacional como el proceso adquisicién, digitalizacién, ecualizacién,
filtrado, segmentacién, caracterizacién, interpretacién, seleccién y organizacién de infor-
macién obtenida por medio de iméagenes es uno de los més amplios esfuerzos realizados
por la comunidad cientifica para dotar a las maquinas de capacidades de percepcién
visual, lo que implica aumentar las capacidades humanas de percepcién y asf lograr un

manejo objetivo de la informacién contenida en el espacio visual. La presente tesis es

Figura 1.3: Visién computacional.

un esfuerzo en el desarrollo de nuevas técnicas de reconstruccién geométrica del espa-
cio visual haciendo uso del dlgebra geométrica conformal como un aparato matematico

moderno, sumamente poderoso y prometedor.

Las propuestas principales de este trabajo son; un modelo conformal de la visién
humana inspirado en bases biol4gicas, una técnica para la calibracién del enfoque del sis-

tema estereoscopico, un método de obtencién y filtrado de superficies de iso-disparidad,

3
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asi como la aplicacién de técnicas para ajustar planos y operaciones de incidencia con
élgebra geométrica conformal. Estos conceptos, incorporando andlisis en multiresolucién
y la técnica de segmentacién en profundidad, han sido implementados en un sistema que
consta de un cabezal robético y un sistema de visién estereoscépico. Todo lo anterior
puede ser observado y controlado en el puerto visual de realidad virtual del sistema. Se
han obteniendo buenos resultados en imagenes sintéticas y reales, permitido hacer uso

del sistema para etapas posteriores de investigacién, asi como futuras aplicaciones.

1.1. Motivaciéon

En un futuro cercano la presencia de computadoras estard aun més difundida en la
vida cotidiana, la capacidad para procesar informacién visual en los sistemas serd un
factor decisivo en la manera que interactuamos con ellos y la forma que ellos inter-
actien en el mundo. Las interfaces basadas en visién artificial (las cuales cierran el ciclo
de generacién de imagen sintética en la computadora y el andlisis del espacio visual)
proveeran nuevos esquemas y analogias tanto fisicas como mentales para la interaccién
hombre-méquina-entorno en diversos campos del hacer humano, desde el trabajo has-
ta la recreacién. Los sistemas con capacidad de procesar informacién visual en forma
adecuada y eficiente tendréan por ende una respuesta adaptativa al medio (més répida,
apropiada y flexible) con lo que se logrardn robots més auténomos, cajeros automaticos
més seguros, casa y vehiculos maés inteligentes, procesos més confiables y econémicos,

etcétera.

Un lenguaje matemdtico apropiado, sintético, poderoso y elegante que ofrece enti-
dades geométricas sobre las cuales se opera como variables en un dlgebra, donde las

rotaciones y translaciones son esencialmente lo mismo, donde la interseccién de prim-
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itivas geométricas es un operador generalizado, es el dlgebra geométrica conformal, la

cual alienta a la reflexion sobre el espacio e invita a hacer uso de sus caracteristicas.

1.2. Estado del Arte

Dado que las dreas comprendidas en la presente tesis abarcan temas como proce-
samiento de imagenes, analisis estadistico, robética (las cuales son muy bastas y dado
que sélo se usé algunos aspectos en particular) se procedera a citar aquellos cuya im-

portancia lo requiera.

Muchos autores han abordado el tema de la reconstruccién tridimensional partiendo
de iméagenes tal es el caso de R. Hartley y A. Zisserman[13], M. Pollefeys [22]. En los
trabajos anteriores se hace hincapié en la importancia de las esquinas o bordes en las
imégenes para obtener la correlacién entre imagenes. Existen trabajos que mejoran la
calidad de la reconstruccién mediante métodos invasivos, es decir, uso de artefactos
como proyectores o luces controladas para mejorar la calidad de la reconstruccion. Por
otra parte la determinacién de mapas de disparidad densos sin métodos invasivos se
encuentran trabajos como el de E. Trucco (7] que incorpora ideas para aceleran el
proceso de obtencién de disparidades. En lo referente al uso del anélisis multiresolucién
para diversas aplicaciones se denota el trabajo realizado por J. Bouguet[24] en particular

la formulacién en multiresolucién de C. Lucas y T. Kanade [25].

1.3. Problema y Objetivos

En la presente tesis consiste se uasara cuello robético (Pan- Tilt- Unit) y dos cdmaras

montadas sobre dicha unidad (sistema estereoscépico), se pretende obtener una recon-
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struccién tridimensional del espacio visual alcanzable con los dos grados de libertad que
el mecanismo ofrece, asi mismo se detectardn primitivas geométricas para aplicaciones
posteriores. Una vez reconstruido el escenario que comprende £165° x +65° (ver la
figura 4.5) se dispondra en tres resoluciones distintas para lograr la segmentacién en
profundidad de objetos o personas para aplicaciones de interaccién hombre-méquina,
manipulacién de objetos, etcétera. La intencién es que los algoritmos desarrollados sean

eficientes para conseguir una frecuencia de trabajo adecuada?

En forma estratificada las tareas a realizar son las siguientes:

s Formalizar el modelo de visién humana.

w Calibrar cdmaras.

Rectificar imagenes.

Obtener Mapas de iso-disparidad.

Controlar el cabezal.
Obtener primitivas geométricas.

Segmentar en profundidad.

Aplicar el sistema en interaccién hombre-méquina y manipulacién de objetos.

Los objetivos trazados son desarrollar un sistema estable, capaz de hacer reconstruc-
ciones de su entorno en un tiempo adecuado, posteriormente con base en el modelo
geométrico del espacio circindante reconocer la posicién relativa de entidades para

seguimiento u otro tipo de actividades como suministrar comandos al sistema mediante

2 Entendiendo como adecuada la frecuencia de trabajo particular de cada tarea, aproximadamente
15 — 25 Hz.
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el posicionamiento de alguna entidad en el espacio (mano u objeto geométrico). La
intencién es abordar la visién computacional con herramientas del dlgebra geométrica,
incursionar y proponer técnicas de procesamiento de imégenes para diversas aplica-

ciones.

1.4. Organizacion y Notacion

En el capitulo 2 se presentan los conceptos del dlgebra geométrica partiendo del es-
pacio euclidiano tridimensional E2, pasando por el espacio proyectivo P? y finalizando
con el espacio conformal PK®. En el capitulo 3 se plantea y formaliza el modelo de visién
humana con el cual se implementa. el sistema fisico del cabezal robético. Posteriormente
en el capitulo 4 se adentra en las etapas de procesamiento, calibracién y rectificacién de
imagenes propias del sistema. En el capitulo 5 se detalla el método de reconstruccién
tridimensional, control del cuello robético, deteccién de primitivas geométricas y seg-
mentacién en profundidad. Las aplicaciones de dicho modelo serdn presentadas junto

con sus resultados en el capitulo 6. Las conclusiones se presentan en el capitulo 7.

Los vectores o puntos en R3 se presentan en cursivas, mientras que los puntos

conformales se presentaran en negritas.



Capitulo 2

Modelo de un Cabezal Binocular

2.1. Motivacion Bioldgica

De manera natural nuestro mecanismo de visién es estéreo, es decir, somos capaces
de apreciar, a través de la visién binocular, las diferentes distancias y voliimenes en el
entorno que nos rodea. Nuestros ojos (debido a su separacién) obtienen dos imégenes

con pequefias diferencias entre ellas, a lo que denominamos disparidad. Nuestro cerebro

Figura 2.1: El sistema visual segiin lo imaginado por René Descartes (1596-1650). Las
dos imégenes retinianas se enfocan sobre la gldndula pineal, “El recinto de la imagi-
nacién y sentido comun”
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procesa las diferencias entre ambas imdagenes y las interpreta de forma que percibimos
la sensacién de profundidad, lejania o cercania de los objetos que nos rodean. Este pro-
ceso se denomina estereopsis. La distancia interpupilar mds habitual es de 65 mm, pero
puede variar desde los 45 a los 75 mm. En la estereopsis intervienen diversos mecan-
ismos. Cuando observamos objetos muy lejanos, los ejes opticos de nuestros ojos son
paralelos’ Cuando observamos un objeto cercano, nuestros ojos giran para que los ejes
opticos estén alineados sobre él, es decir, convergen. A su vez se produce el enfoque
para ver nitidamente el objeto. Este proceso conjunto se llama fusién. La agudeza es-
tereoscopica es la capacidad de discernir, mediante la estereopsis, detalles situados en
planos diferentes a una distancia minima. Hay una distancia limite a partir de la cual
no somos capaces de apreciar la separacién de planos y varia de una persona a otra.
Asi, la distancia limite a la que dejamos de percibir la sensacién estereoscépica puede
variar desde 60 metros hasta cientos de metros. Un factor que interviene directamente
en esta capacidad es la separacion interocular, a mayor separacién entre los ojos, may-
or es la distancia a la que apreciamos el efecto de relieve. El efecto obtenido con una
separacién interocular mayor que la habitual es que los objetos parecen mas pequenos
de lo normal (Liliputismo), la técnica se denomina hiperestereoscopia. El efecto con-
trario se consigue con la hipoestereoscopia, es decir, con la reduccién de la distancia
interocular, imprescindible para obtener imégenes estereoscopicas de pequenos objetos

2 reflejan

(macrofotografias). Estas nociones asociadas a los conceptos de la horéptera
la relacién del modelo presentado con el funcionamiento del sistema visual de algunos
seres vivos, en particular los primates, es por ello que la distancia interocular y demés

conceptos se deben utilizar para obtener un modelo eficiente en términos computa-

cionales e intuitivo debido a la experiencia que los humanos poseen con uno de sus

! Los ejes seran paralelos cuando el punto observado sea el punto en el infinito.
2 La horéptera es una curva 3D que se define como el conjunto de los puntos para los cuales la luz
cae en areas correspondientes en las dos retinas.
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sentidos més evolucionado.

2.2. Vision Estereoscdpica

La profundidad de un punto en una escena no puede ser obtenido de una sola imagen,
esto se debe a que la proyeccién de los puntos de la escena a la cdmara produce la pérdida
de informacién de profundidad, es decir, con una sola imagen s6lo se puede determinar
una linea entre el punto que estd en la imagen y el centro de la cdmara, dicho subespacio
posee infinidad de puntos® |, por ello es necesario al menos dos iméagenes, para obtener
la interseccién de ambos rayos Gpticos y asi determinar la profundidad del punto en

la escena? (ver la figura 2.2). La visién estéreo o estereoscépica emplea dos cidmaras

Figura 2.2: Los ejes dpticos del sistema de visién estereoscépica en el ser humano.

3 Todos los puntos contenidos la linea.
4 En las imédgenes es necesario hacer consideraciones para minimizar los efectos de ruido al momento
de la obtencién de la profundidad mediante técnicas de retroproyeccién(14].
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para capturar pares de imagenes de la misma escena y asi poder inferir un conjunto
de puntos en el espacio tridimensional. La forma en que dichas cdmaras se describen,
asi como el espacio visual que puede ser reconstruido se describe en el capitulo 4. En la
configuracién estéreo la interseccién de los campos visuales de ambas cdmaras se le llama
el campo de visién tridimensional, s6lo los puntos contenidos en dicho subespacio podrin
ser reconstruidos mediante técnicas de correlacién, es decir, técnicas que resuelven el
problema de la tridimensionalidad (profundidad), determinando que parejas de pixeles
en ambas imagenes corresponden con un mismo punto de la escena (proceso de fusién
realizado en la corteza visual). Haciendo uso de los datos obtenidos en la calibracién
intrinseca y extrinseca de las cdmaras es posible generar un modelo tridimensional de

las escena, el cual puede ser visualizado mediante técnicas de realidad virtual.

2.2.1. Correspondencias

La biisqueda de parejas de pixeles que correspondan con un mismo punto en la esce-
na tridimensional implica técnicas de correlacion, dicho proceso posee una complejidad
computacional restrictiva O(n*), es por ello que algunos trabajos [15][10] han encontra-
do una serie de restricciones que reducen el espacio de bisqueda y por lo tanto aceleran
la tarea, al evitar realizar computo innecesario. El primer grupo de restricciones son
geométricas en las camaras, esto se debe a la configuracién epipolar[13](ver la figura
2.3). Al momento de adquirir la imagen, cada punto en la escena serd mapeado en
los planos de las imagenes como un par de rayos y al unir los centros de las cdmaras
mediante una linea se describe el plano epipolar (restriccién epipolar). De esta manera
los pixeles que representa dicho punto en la escena se encontraran en la linea epipo-
lar(producto de la interseccién del plano epipolar con el plano de la imagen) en cada

camara. Esta restriccién es esencial ya que reduce el espacio de bisqueda a una sola
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Figura 2.3: Configuracién epipolar.

linea® de la imagen para cada pixel de la imagen izquierda en la derecha y viceversa.
La siguiente restriccién consiste en el orden de las parejas de pixel. Dados dos pun-
tos en la recta epipolar sus puntos correspondientes deben estar ubicados en la recta
epipolar homéloga (en la otra imagen) en el mismo orden, esta restriccién disminuye
notablemente los cédlculos, ya que mediante técnicas de programacién dindmica que se
acelera al aprovechar los cdlculos para etapas posteriores de filtrado y discriminacion
de errores (ver la figura 2.11). La restriccién de unicidad define que para cada punto
de una imagen existe un Unico punto correspondiente en su imagen par, esto sucede si
dicho punto no se encuentra en una oclusién, en cuyo caso el punto en una imagen no

podré ser encontrado en su imagen par (ver la figura 2.4-a).

El frente de onda o superficie de iso-disparidad (mapa de disparidad){20] es una

superficie continua, es decir, los puntos proyectados sobre la imagen pertenecen a las

5 No necesariamente corresponde con las lineas de muestreo.
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Figura 2.4: a) Ejemplo de oclusién, el sujeto se encuentra frente al sistema a una dis-
tancia reducida, la informacién (regiones de los oidos) de la imagen izquierda no puede
ser validada en la derecha y viceversa. b) Regién con textura uniforme, los métodos
locales son susceptibles a generar correlaciones erréneas debido a la baja varianza en el
vecindario. ¢) Regiones con contenido muy similar separados por segmentos uniformes,
son dificiles de correlacionar en forma adecuada sin el uso de restricciones.

superficies de los objetos de la escena que se asumen continuas, excepto en la separacién
entre los objetos, esta restriccion es importante para determinar un maximo de dispari-
dad a computar. La disparidad maxima implica no sélo el grado de discontinuidad entre
los objetos, sino también el plano de corte de cercania (ver la figura 2.5). El limite del
gradiente de disparidad es utilizado como restriccion que impone un limite en las tan-
gentes de las superficies de los objetos en la escena. El valor angular de dichas tangentes
deben ser lo suficientemente pequefias para que los puntos de la superficie yazcan en
un rango factible. Existen varias técnicas de correspondencia con diferentes enfoques,

entre las mas utilizadas se encuentran:

s Técnicas globales,
= Técnicas locales,
s Técnicas basadas en 4rea,

» Técnicas basadas en caracteristicas,

Técnicas jerarquicas,

Técnicas de programacién dindmica,
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Figura 2.5: Lineas de disparidad, el rango (subespacio) contenido entre cada incremento
discreto de disparidad crece en forma cuadrética.

Técnicas basadas en més de una vista.

Los métodos globales se enfocdn en determinar la mejor correlacién basindose en
toda la informacién de ambas imagenes, esta aproximacién es la més facil de imple-
mentar, pero es poco usada debido al costo computacional, dichos métodos son menos
sensitivos a las peculiaridades locales puesto que ahaden soporte a las regiones de dificil
estudio de manera local. Los métodos locales aplicdn restricciones a un pequefio niimero
de puntos alrededor (vecindario o regién de soporte ver las figuras 2.6-2.7) del punto de
estudio, son muy eficientes pero sensitivos a las ambigiiedades locales de las regiones,
(por ejemplo oclusiones, regiones con texturas uniformes o regiones muy similares sep-
aradas por variaciones grandes, ver la figura 2.4). En estos métodos se asume que la
zona alrededor del pixel de interés no debers variar en forma radical entre cada par

de imagenes debido a las restricciones anteriores. Las regiones de interés pueden ser
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definidas como ventanas rectangulares como en la figura 2.6-a o bien como la figura
2.6-b, donde la aportacién de los elementos se ponderar por el valor de la region. Los
métodos presentados en el capitulo 3 utilizaron las funciones de regién de la figura

2.6-a. Los métodos basado en édrea y en caracteristicas, asi como los basados en la opti-

Ay ‘7' 4

i

a) NI

Figura 2.6: Mascaras de ponderacién (aportacién) para la regién de interés o subven-
tana. a) Funcién caja. b) Funcién gaussiana.

mizacién del gradiente son el siguiente escalén en su grado de efectividad ya que hacen
uso de la informacién en el drea, es decir, ademas de hacer uso de la regién de interés
también analizan las caracteristica de dicho vecindario, si la regién es muy continua
o bien si la informacién cromatica aporta algin indice de identificacién, etcétera. Las
técnicas que hacen uso de jerarquias en las peculiaridades de la imagen son excelentes
dado su alto desempeiio computacional, sin embargo no son usadas ampliamente debido
a que la seleccion y jerarquizacion de las caracteristicas puede ser dificil de determinar
o ajustar a medios cambiantes. Los métodos de programacién dindmica almacenan la
informacién para etapas posteriores de filtrado y eliminacién de falsas correlaciones,
ademds evitan célculos redundantes. Los métodos basados en mds de una vista son
mas robustos en el sentido de la calidad de la reconstruccién. Sin embargo al requerir
méas imigenes para obtener aquellas correspondencias que no fueron conseguidas con
el primer par de imagenes, implica mas cdlculos y almacenamiento, sin embargo son la
mejor forma de verificar los datos obtenidos en etapas anteriores, logrando superficies

de reconstruccién maés continuas y coherentes con la realidad de la escena.




CAPITULO 2. MODELO DE UN CABEZAL BINOCULAR 16
2.2.2. Reconstruccién del espacio Visual

El proceso de reconstruccién consiste en las siguientes etapas:

= Adquisicién sincronizada de imégenes,
= Calibracién de imégenes,

5 Obtencién de superficie de iso-disparidad,

Alineacidén de la superficie al marco egocéntrico,

Rectificacién geométrica del espacio.
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Figura 2.7: Regién o vecindario del pixel central, asi como la varianza resultado de
aplicar el operador C.

La adquisicién de imégenes se realiza en forma controlada para mantener una corre-

spondencia temporal en ambas imigenes, esto es posible debido a las caracteristicas de
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las camaras Flea® posteriormente se usa la funcién de calibracién previamente com-
putada (ver la seccién 3.2) para rectificar las imégenes. La obtencién de la superficie de
disparidad se realiza en multiresolcién para conseguir un proceso més eficiente como se
explica en la seccién 4.3. La estrategia para lograr calcular la disparidad considera las
restricciones antes mencionadas en la implementacién de los siguientes métodos. Entre
todas las técnicas de correlacién existe una en particular llamada Census Mapping(7]
que por sus ventajas computacionales y la calidad de los resultados obtenidos exper-
imentalmente ha sido usada en aplicaciones de teleconferencia. Esta y otras técnicas
(como la suma del cuadrado de las diferencias de intensidades o el 4ngulo entre vec-

tores generados mediante el operador vec” del vecindario) inspiran la siguiente técnica.

El primer paso consiste en definir una subventana o vecindario de la forma

N(z,y,R)=[z-R) <z <(z+R)|x[(y-R) <u<(y+R)], (21)

donde R € Z define el radio de la subventana, dicha subventana se transforma en una

nueva imagen mediante la siguiente funcién (ver la figura 2.7)

N("aJ’R) —N(x,y,R) si |N(1".75R) = N(x’yiR)l >U
0 st IN(i,J,R)—N(Z,y,R)lSU

Cs(z,y,R,U) =

N'(a:, Y, R) = CS(.’L‘, ¥, R, U)N(:L‘, Y, R)s (22)

la transformacion realizada al vecindario mediante la funcién anterior proporciona dos
nociones, la primera es generar una relacion de todos los pixeles del vecindario con el
pixel central, esto es similar al concepto usado en la técnica de correlacién cruzada de
intensidades (13|, no es necesario calcular la media de la intensidad en la regién ni la
varianza de cada pixel con respecto a dicha media ya que al tomar el pixel central en

conjunto con el umbral U se obtiene que aquellos pixeles con intensidades por debajo

6 http://www.ptgrey.com/
7 El operador vec crea un vector a partir del apilamiento de columnas de una matriz.
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del umbral que no aportaran informacién en la firma de la regién (heuristica de rechazo
al ruido). Una ventaja mas de este paso es que sélo se considera la variacién entre las
intensidades de los pixeles, obteniendo un grado de insensibilidad sobre la exposicién
y ganancia de las cdmaras® El resultado anterior o firma del vecindario es organizado

en forma de vector mediante el operador vec, es decir,
Qzy) = vee(N'(z,y, R)), (2.3)

el vector Q) tiene (2R + 1)? dimensiones (en la practica 2 < R < 7), el cual serd uti-
lizado para computar la correlacién con otros vectores producto del proceso anterior de

la imagen derecha. Experimentos con varias funciones de correlacién arrojaron resulta-

Q(xy)

L
L W

a) b)

u;”

(2R+1)?

Figura 2.8: a) Representacién 3D de la intensidad de los pixeles en el vecindario, el
plano denota la intensidad del pixel central. b) La sefial unidimensional (vector €(z))
resultado de aplicar el operador C;.

dos satisfactorios, entre las cuales se destacan la correlacién (®) unidimensional de los
vectores Qg y) ¥ Q(c+4,.y), 12 integracién de diferencias absolutas G, y una funcién de
costo hi(i,j) : (i,j) € (Z2)? (01,02,03) € R? disefiada mediante criterios heuristicos

basados en la similitud de la intensidad de los pixeles en los vecindarios (ver la figura

8 Es posible incluso conseguir un grado de inmunidad al cambio de contraste mediante la normal-
izacién del vector resultante.
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2.9), es decir,

Figura 2.9: Funcién de costo #(i, j), asocia un valor precomputado a la intensidad de
dos pixeles para la correlacién de regiones.

Cl,r = Ql(z,y) © Qr(z+6,,y); "‘Smnz < 51 < Jmaz (24)
amaz
Gl,‘r = E IQI(:+61,y) - Qr(:+6¢,y)|1 (25)
bz=—bmaz

01(§ — |arctan(i, ) — §|) + 02(i2 + 5%) sii j>0

h(i,5) = (2.6)

—03-1-] s1157<0
la forma en que se aplica cada funcién es diferente entre si. Mientras que en el caso de
Ci, se pretende encontrar la evaluacién méxima, de esa manera se encontrara la mejor
correlacién. Por su parte G, pretende lo contrario, es decir, la evaluacién minima
serd la mejor correlacién, ya que este criterio intenta localizar la minima diferencia

entre regiones. Fihalmente la funcién A(7, j) se debe aplicar sobre el vector Qzy), €8
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decir, se realiza una integracién ponderada discreta de la forma
dmaz  (2R+1)?

ﬂ,r = Z E h(n(l,a:+6x,y) ('L), Q(r,:t+5z,y) (1’))’ (27)

0z=—0mazr 1=0

tal que se localiza en la regién donde Fj, sea el maximo, ahf se localiza una correspon-
dencia. Se compararon los resultados contra métodos conocidos como la correlacién

cruzada de intesidades CCI;, que se expresa como,

- 1 s o
1= GRT i;j;ﬂ](x+z,y+]) (2.8)

R R
CCII,T = Z Z (IR(I + 7:7 y+ .7) - TR) . (IL(x + 7:7 y+ .7) - 7L)7 (29)
i=—Rj=-R
la complejidad temporal se incrementa al calcular la intensidad media para cada regién,

ademsés dicho método ha mostrado ser inapropiado cuando se presentan deformaciones
por movimiento o disparidades amplias, lo cual limita la proximidad en que se puede
correlacionar los puntos en la escena. Una mejora contindente en la disminucién de
la. complejidad temporal y espacial, consiste en correlacionar sélo los pixeles de las
im4genes que contengan suficiente textura o varianza en su regién o vecindario, de esta
manera las correlaciones serdn mas acertadas evitando incurrir en falsas correlaciones,
que requieren cémputo y espacio para su deteccidn, filtrado y eliminacién. Se propo-
nen varias maneras de calcular este criterio, por ejemplo, la varianza, la magnitud del

gradiente, entre otros, es decir,

R R
Tour =Y, > (I&+i,y+5)-T), (2.10)

i=—Rj=-R
1 1
Sall(z,y)) =Y. Y (U(@+i,y+5) Da(R+i+1,R+j+1)), (2.11)
i=-1j=-1
-1 0 +1 -1 -2 -1
D, = -2 0 +2 Dy= 0 0 0

-1 0 +1 +1 +2 +1
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Figura 2.10: a) Imagen original. b) Imagen filtrada, los pixeles con una region de soporte
con una varianza bajo del umbral Uz no son considerados en etapas posteriores.

mascaras de aproximacién a la derivacién discreta[16]

D. — 81(z,y) y D. — 31(x.y)
z oz v 5y

Toraa = [V 1(I(z, 9))I2 + 16, (z, ) 2, (212)

con estos criterios es posible definir un umbral (incluso adaptativo con histéresis) para
cada pixel en la imagen, sélo aquellos que estén por encima de dicha frontera serin
procesados en las etapas siguientes. Se puede computar una imagen (ver la figura 2.10)

de seleccién de pixeles de la forma

1 si Terea(I(z,y)) > U
I(z,y) = arasll{zlll > U (2.13)
0 st Tc,-md(I(:c, y)) _<_ UG.

Ahora con la imagen de seleccién de pixeles se procede al uso de las técnicas anterior-
mente descritas para obtener las disparidades, calculando primero a partir de la imagen
izquierda a la derecha y viceversa. Una vez terminado el cdlculo se procede a eliminar las

falsas correspondencias mediante la restriccién de unicidad, con tolerancia® Dr pixeles

9 Entre 1 y 2 pixeles.
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Figura 2.11: Vista en planta del sistema. a) Célculo de funcién de correlacién y deter-
~ minacién de linea epipolar de disparidad mediante esquema de programacién dindmica
b) Mapas de disparidad para dos escenas.

para contemplar los fenémenos de discretizacion, es decir, si Ay g(z,y) es el mapa de

disparidad de la imagen izquierda hacia derecha (Ag_,;(z,y) es su contraparte),

(Ar-r(z,y) + Ap-1((A1-r(z,y) + z),9))| < Dr. (2.14)

Aquellas disparidades que no cumplan con el anterior criterio se considerarin erréneas
(outliers), por lo tanto se descartan haciendo I,(z,y) = 0, generando un mapa de
disparidad disperso'® en su contenido (ver la figura 2.11-b). Una forma de aproximar
la solucién es mediante interpolacién entre pixeles activos en I4(z,y), haciendo uso de
precisién subpixel e interpolacién con métodes bi-cibicos!! o aquellos que usan curvas
de mayor complejidad!? Es posible mejora el mapa de disparidad!® aplicando filtros
no lineales™ . como la mediana selectiva, que es una aplicacién del filtro de la mediana
para aquellos pixeles que posean un varianza mayor a cierto umbral U = o; -1, tomando
en consideracién la cantidad de pixeles activos en la regién o vecindario (ver la figura

2.12). Por ultimo se ejecuta el paso de la alineacién de la malla de iso-disparidad al ego-

10 Con huecos.

! http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/toolbox/vipblks/f13689.html
12 http:/ /bigwww.epfl.ch/thevenaz/interpolation/

13 En el sentido de la certidumbre de los datos.

14 A costa de perder detalle en la reconstruccién.
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Figura 2.12: a) Mapa de disparidad con falsas correlaciones (Qutliers). b) Aplicacién
del filtro de mediana selectiva para la eliminacién de las falsas correlaciones.

mundo del sistema, para ello es necesario conocer la orientacién del cabezal, al realizar
una trasformacién rigida a los puntos obtenidos. La seccién 4.2 explica las medidas
tomadas para la rectificacién geométrica de la escena, con lo cual se concluye con los

pasos para lograr la reconstruccién del espacio visual.

2.3. Modelo conformal del Cabezal Binocular

Ahora se explica el desarrollo de un modelo conformal para representar la informa-
cién 3D del espacio visual, comenzando por explicar la relacién entre la horéptera y el
modelo conformal. La horéptera es el lugar geométrico 3D en donde un objeto tiene que
ser colocado para estimular exactamente dos puntos en correspondencia en las retinas
izquierda y derecha de un sistema bioldgico de visién binocular. En la figura 2.13.b-c se
observa la horéptera depender del angulo azimut. En otras palabras la horéptera repre-
senta un conjunto de puntos que causan disparidad minima (casi cero) en las retinas. La
horéptera se traza mediante un circulo que pasa a través del punto de la fijacién y los

puntos nodales (Lc y Lg) de las dos retinas, consideran la figura 2.13-a. La horéptera
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a) b) e2 c)

€2'Syp

Figura 2.13: a) La hordptera y los centros de las esferas divididas por la linea bisectriz
cuando los § de la profundidad se incrementan. b) La hordptera esférica y la esfera
unitaria, la horéptera dependiendo del dngulo azimut c¢) Configuracién conformal de la
horéptera, €l centro de la cimara izquierda L¢, el centro de la camara derecha Rc y
el punto de fijacién F), definen un circulo, el cual mediante la variacién del azimut
define a su vez una familia de esferas o Horoptoesferas.

tedrica se conoce como el circulo de Vieth-Miiller. Observe que cada distancia de fijacién
tiene su propio circulo de Vieth-Miiller. Segiin esta visién teérica, las suposiciones sigu-
ientes pueden ser hechas: cada retina describe un circulo perfecto, ambas retinas poseen
el mismo tamaifio, los puntos correspondientes se correlacionan perfectamente en sus lo-
calizaciones de la retina, los puntos en correspondencia se distribuyen uniformemente
en el espacio (respecto a la nariz) y temporalmente en los ojos derechos e izquierdos.
Si un objeto estd situado en cualquier lado de la horéptera, una cantidad pequena
de disparidad es causada por los ojos. El cerebro analiza esta disparidad y computa
la distancia relativa del objeto con respecto a la horéptera. En una regién estrecha
cerca a la hordptera la estereopsis no existe. Eso es debido a las disparidades que son
muy pequeiias para estimular la estereopsis. Medidas empiricas de la hordptera (incluso

hechas usando el método de Nonius'® ) no corresponden con el circulo de Vieth-Miiller.

Hay dos razones obvias de esta inconsistencia, las irregularidades en la distribucién de

15 Es el método mis fiel para la determinacién de la horéptera experimental.
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las direcciones visuales en los dos ojos o bien resultado de la distorsién optica en la
imagen en la retina. Existen varias razones fisiolgicas por las que la horéptera puede
ser deformada, una causa de la distorsién es la distribucién asimétrica de las distribu-
ciones visuales oculocéntricas, ademas de una asimetria regional en muestras locales en
algiin ojo, la distribucién entre los dos ojos puede no ser congruente (problema de la
correspondencia), esto puede ser otra causa de la distorsién de la horéptera. El mapeo
asimétrico de la retina a la neocorteza en ambos ojos también causa una desviacién del
circulo de Vieth-Miiller. La presencia de desviaciones en la hordptera en este sistema
artificial dependera si las camaras fotogréficas digitales satisfacen los requisitos arri-
ba resumidos para obtener los circulos de Vieth-Muiller. Una contribucién importante
de este trabajo es demostrar que la horéptera estd embebida naturalmente en la es-

fera unitaria del dlgebra geométrica conformal. La simple configuracién de la horéptera

; ez
T Zi
|
\ | F
\ 5
\éo
Lc Rc
a)

Figura 2.14: a) Representacion polar del espacio geométrico visual. b) Planos de las
imégenes y plano de azimut x (configuracién epipolar).

mostrada en la figura 2.14-a es una representacién usando coordenadas polares del es-
pacio geométrico visual. En contraste usando las herramientas de 4lgebra geométrica,

conformal podemos sugerir que la visién binocular se puede reformular con ventajas
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usando una retina esférica. Ahora demostramos cémo encontramos la hordptera en la
esfera de la geometrfa conformal. Nos estamos ocupando realmente de un manojo'® de
esferas que intersectan los centros de las cdmaras fotograficas Lc y Rc (ver la figura
2.14-b), esto es el manojo de esferas en el espacio proyectivo de esferas. Observe que
los centros de las cdmaras L¢ y de Re son puntos de Poncelet. Puesto que un sistema
estéreo considera solamente lo que se encuentra delante de él, entonces consideramos las
esferas que emergen hacia el frente. Cuando el lugar geométrico de los objetos se amplia,
los centros de las esferas se desplazan a lo largo de la linea bisectriz del sistema estéreo,
esto sucede cuando la profundidad crece (ver la figura 2.13-a). De aqui en delante se
utilizara la horopteresfera en lugar del circulo de la horéptera, porque cuando varia el
azimut del circulo de la horéptera simplemente se esta seleccionando diversos circulos
de una horopteresfera en particular (ver la figura 2.13), consecuentemente se puede
considerar que todos los puntos del espacio visual yacen en el Pencil de las horopteres-
fera. Llamamos la horopteresfera unitaria sy la que tiene como centro el egocentro del
sistema estéreo (ver la figura 2.13-c), usando la ecuacién de la esfera, donde su centro

es el origen verdadero del espacio de la édlgebra geométrica conformal y cuyo radio es

la mitad de linea de base de sistema estéreo, p = % Lc — Rc|. El centro ¢; de cualquier
horopteresfera s; se desplaza hacia el punto en el infinito ¢; = ¢; + 3(c)es + €0, donde
¢; es el vector euclidiano 3D. Asi podemos escribir la ecuacién de la esfera s; como
si=c¢ + %(cf — p?)es donde el radio se calcula en los términos de la profundidad de
la estereopsis. Se pueden obtener los mismos circulos z; simplemente intersecando el
Pencil de planos con las esferas de la tangente como se representa en la figura 2.13-a.

Si se toma una inversién de todos los circulos de la horopteresfera con los centros en la

linea bisectriz se consigue las lineas radiales del diagrama polar (ver la figura 2.14-a).

16 En ingles Pencil.



Capitulo 3

Procesamiento de Imagenes
Estereoscdpicas

3.1. Calibracion de las Camaras

Es necesario determinar los pardmetros internos y externos de las cimaras, puesto
que con dichos parametros se podra hacer uso de los puntos en las imagenes para la
reconstruccién por técnicas de triangulacién o retroproyeccién. Los pardmetros internos
de la camara son conocidos como los pardmetros intrinsecos y son basicamente la dis-
tancia focal, la resolucién horizontal, vertical, el punto central de la imagen y el grado
de sesgo (skew), mientras que los pardmetros externos o extrinsecos se refieren a la
posicién y orientacién de las camaras respecto al origen universal [13]. En lo referente
a la determinacién de la distancia focal o enfoque de la cidmara, es importante senalar
que en la practica los sistemas de enfoque poseen mds de un lente, pero el resultado
puede ser visto como un sdlo lente, por facilidad y congruencia con el modelo geométri-
co Pin-Hole [13] con una sola distancia focal, aunque dicha situacién pueda generar
fenémenos como el que se trata en la seccién 3.1.1. Por su naturaleza el sistema de

lentes puede presentar aberraciones y distorsiones en las imagenes, dichas distorsiones

27
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son modeladas y conocidas como la distorsién radial y tangencial. En la literatura exis-
ten métodos y algoritmos para su estimacién mediante diversas técnicas, en particular
se us6 el método implementado en [24]. También existen métodos que determinan los
pardametros intrinsecos y extrinsecos, pero debido a su esquema no es posible adaptarlos
para realizar la calibracién del enfoque en tiempo de ejecucién! . Dadas las hipétesis pre-
sentadas en el modelo mostrado en la seccién 2.3, es necesario que ambas cdmaras estén
enfocadas simétricamente, de otra forma la hordptera se deformaria y las hipétesis no
podrian ser sustentadas. Se requiere un calibracién del enfoque adecuada con simetria

en las distancias focales de ambas cdmaras.

3.1.1. Calibracion del Enfoque

El método de calibracién inicia al capturar una imagen en escala de grises I;(z, y, to)
en un tiempo t, con la cadmara izquierda, después se transforma dicha imagen en su rep-

resentacién en el dominio de la frecuencia mediante la transformada rapida de Fourier?

[16]
Fi(u,v,to) = F{li(z,y,t0)}. (3.1)

Posteriormente haciendo uso de las propiedades del dominio de la frecuencia se procede

a calcular la densidad espectral
1 _—
Pl(u) v, tO) = ZT'F‘I(U‘) v, tO) ﬂ(u7 v, t0)1 (32)

la cual es usada para obtener la distribucién de energia por nimero de onda. Después
se define una regién particular a la cual se le llamara la regién de altas frecuencias,

puede ser concebida como la zona que se extiende mas all4 de cierto radio de corte R,,

! Entender aquf tiempo de ejecucién como la variacién de la distancia focal y adquisicién de imagenes
en forma simultdnea.
2 http://mathworld.wolfram.com/FastFourier Transform.html
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i.e., donde al menos alguna de las variables de frecuencia u o v (o las dos) representen

las componentes de alta frecuencia de la imagen (ver la figura 3.1-a). La contribucién

Figura 3.1: a) Regién de alta frecuencia limitada mediante el radio de corte R, y la
mitad de la imagen n en su representacién de densidad espectral. b) Maxima cantidad
de energia Eg(t) en la regién de alta frecuencia en el tiempo t,.

energética de cierta componente Pi(u, v,t) en dicha zona se determina (se pondera para

evitar ondulacién® ) mediante
B(i,j, R;) = 1 — e 0@ +")R:/2 (3.3)

Esta zona implica todos los componentes de la imagen que constituyen los bordes y
esquinas en el dominio del espacio, las cuales son las caracteristicas a buscar en una
cdmara con enfoque apropiado; en este sentido es importante denotar que al momento de
la calibracién se establece un plano o profundidad determinada, esto se logra mediante
la seleccién y aislamiento de la seccidn en la imagen usada para calibrar. La cantidad
de energia en dicha regién en un tiempo ¢ se define como Eg(t), se puede visualizar

como un indicador del grado de agudeza (sharpness) de la imagen, se estima como una

3 Rippling
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Figura 3.2: Funcién de ponderacién ecuacién (3.3).

integracién discreta ponderada

n n
Er(to) = Y Blirj, Re) P(i, ,to)- (34)

i=1 j=1
Mientras dicho indice se calcula en forma iterativa, se ajusta fisicamente la distancia
focal en el lente de la cdmara hasta que se logra un valor maximo Eg,,,,(t,) (ver
la figura 3.1-b). Con este método se logra la calibracién del enfoque para una cdmara,
posteriormente se realiza el mismo método en la otra camara, con ello se calibran ambas
cdmaras, sin embargo hasta este punto sélo se sabe que ambas cdmaras estan enfocadas,
pero no se tiene la certeza de que ambas cimaras este simétricamente enfocadas. Esta
situacién es posible si cada cdmara esta enfocada a diferente planos de profundidad (en
tal caso se debe asegurar la calibracién a una misma profundidad), por ello se presenta

la siguiente estrategia. Se establece una subventana de la forma

Wi(z,y,R)=[(z—Rs)<z; <(z+R,)) x[(y—Rs) <y: < (y+ Rs)] Rs€Z (3.5)
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en la imagen obtenida mediante la cdmara izquierda de tal modo que el segmento de
imagen aparezca en el campo visual tridimensional del sistema estereoscopeo, asi el con-
tenido sera localizable en ambas imégenes. Posteriormente se usa dicha imagen como
Kernel de correlacién con la imagen de la cdmara derecha, en la practica se imple-
menté mediante una convolucién reflejando vertical y horizontalmente la subventana
del lado izquierdo, también se implementé el mejoramiento del Kernel (imagen) medi-

ante un filtro detector de bordes[16] con una maéscara de 3x3 pixeles en el dominio del

espacio,
FR(u1 v, t) = f{IR(za Y, t)}7 (36)
FKerncI(u: v, t) = f{WL(Ra -, RS -Y Ra)}a (37)
Cw(i,j) = FKemel(i1j7 t) : FR(i’jJ t)» (38)
M, = maz(Re(F~{Cy(3,j)}))- (3.9)

El punto M, con méxima amplitud en la escala de grises* sera el centro de la méxi-
ma correlacién, el mejor emparejamiento (matching), donde la subventana Wg(z,y, R,)
sera establecida en la imagen derecha. De este modo se han determinado dos subven-
tanas una en cada imagen, el contenido de ambas subventanas est4 en el campo visual
tridimensional, ahora se procede a aislar el contenido de las imagenes de la forma (ver
la figura 3.3)
Lins(z,y,t) = ®(z,y, R)I(z,y,t), (3.10)
1 (z,y) € W(z,y, R,)
0 (z,9) ¢ W(z,y, Ry),

haciendo uso del teorema de invarianza de corrimiento (Shift Invariant) el contenido

(I)(Iy Y, RS) =

energético de ambas senales serfa muy similar. Finalmente se procede a llevar ambas

4 La funcion Re(z € C) € R seleccién la parte real de un elemento complejo.
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|

Figura 3.3: Imdgenes izquierda y derecha aislando el contenido previamente acoplado
mediante la funcién .

5

imégenes® a su representacién en el dominio de la frecuencia, calcular su indice de

energia en la regién de alta frecuencia, es decir,

Frins(u,v,t) = F{lLins(z,9,t)}, (3.11)
FRins(t,v,t) = F{Ipins(z, 9, 1)}, (3.12)
Pring(t9,0) = 5= Frins(0,0,8)  Fians(,0,0), (313)
Prins (1,0, 1) = %ans(u,v,t) Frma(u.0.0), (3.14)
Epi(t) = Zn: i B(i, j, R) PLins(i, 5, ), (3.15)

i=1 j=1
Egg(t) = z": i B(i, j, R) Prins(i, j, t), (3.16)

=1 j=1
AFA(0) = Bra(l) - Enalt). (317)

El objetivo es ahora minimizar A E,(t), ésto se logra fisicamente mediante la variacién
de la distancia focal en la cdmara cuyo indice Ez(t) sea el menor. Dicho método propor-
ciona resultados adecuados en particular para las etapas posteriores de reconstruccién

y manipulacion.

5 Con los contenidos previamente seleccionados, emparejados y aislados.
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3.1.2. Calibracién de Distorsién Radial y Tangencial

Las imégenes adquiridas mediante las cimaras pueden estar bien enfocadas, sin em-
bargo la deformacién producida por el sistema dptico, conformado por el conjunto de
lentes, puede generar una distorsién, la cual puede ser modelada y a su vez compen-
sada mediante diversos esquemas, con dichos modelos es posible precalcular la funcién
inversa a la detectada en las imdgenes. Dicha etapa de compensacién se le conoce co-
mo warp (ver la figura 3.6). En la practica las componentes de distorsién radial son
mas fuertes que las tangenciales y dado que la magnitud de la distorsién tangencial es

insignificante(22], entonces se ignoran al calcular la funcién de compensacién.

3.1.3. Calibracion Geométrica

En lo referente a la calibracion geométrica se hace uso de la técnica bien conocida en
la comunidad de visién artificial publicada por Zhang Z. [26]. La cual no sélo proporciona
los pardmetros intrinsecos, sino también los extrinsecos basados en la implementacién

de Jean-Yves Bouguet®

3.2. Rectificacion de Imagenes

Las etapas de calibracién se aplican mediante la funcién de calibracién x(3, j) € Z2,
la cual es un arreglo bidimensional de enteros que contiene las coordenadas donde se
deber4 mapear los pixeles P(z,y) € Z? de la imagen original para producir la imagen

calibrada (ver la figura 3.6), es decir,

IeL((z,y),ta) = Tur(x(z,y) ", ta) Va,y € Icv. (3.18)

6 http://www.vision.caltech.edu/bouguet;j/
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e c)

B LA

Figura 3.4: a) Imagen original con distorsién radial. b) Imagen rectificada. c) Error
entre la imagen original y la rectificada, note que el error crece a razén de un polinomio
de segundo grado con argumento radial a partir del pixel central (no necesariamente el

centro de la imagen).
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Figura 3.5: Resultado de la calibracién mediante la implementacién Jean-Yves Bouguet.
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Figura 3.6: Funcién de calibracién de imagen (Warp).



Capitulo 4

Reconstruccion Activa del Espacio
Visual
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Figura 4.1: Ego-mundo del sistema.

El sistema fisico de visién artificial usado en el presente trabajo es parte de un

proyecto llamado PAC ! el cual incluye temas relacionados a la investigacién sobre

algoritmos de percepcién y accién, aplicables en reas tanto industriales como en el

ambito de los humanoides, es por ello que el subsistema estereoscépico se encuentra

montado en otro subsistema robético de dos grados de libertada llamado Pan-Tilt-

Unit (se le llamara cabezal por su analogia con el ser humano), dichoa unidad permite

1 Perception-Action-Cicle proyecto de investigacién del Prof. Dr. Eduardo Bayro Corrochano Cin-

vestav Unidad Guadalajara 2006 (ver la figura 6.1).
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orientar el sistema con un dngulo de rotacién horizontal (Pan o PTU) de £160°(con una
precisién de 1.8 arc-min, 33.333 pasos por grado), asi mismo posee un eje de rotacion
vertical (Tult) con £60° (con una precisién de 1.8 arc-min, 33.333 pasos por grado, ver
la figuras 4.3 y 4.1 ). El sistema cuenta con la capacidad de ser controlado por medio del
programa desarrollado bajo la presente tesis con diversos perfiles, incluyendo posicién,
velocidad, aceleracién y tirén (Jerk). Debido a los objetivos de la presente tesis se hace
uso del sistema mediante el perfil de control mediante posicién con un algoritmo de lazo

cerrado para la verificacién de la posicién deseada.

4.1. Cinematica Directa e Inversa del Cabezal

El modelo de visién se utiliza en conjunto con el sistema PTU, entonces es necesario
analizar e implementar la cinemdtica directa e inversa del cabezal, con la finalidad de
posicionar y determinar la orientacién del espacio visual comprendido por las imagenes,
generando as{ una vista del entorno del sistema en una forma egocéntrica [23]; con-
siderando el origen de los sucesos alrededor de dicho sistema, este tipo de concepto
llamado ego-visién ha sido abordado con variedad de fines tanto en robdtica como en
areas de entretenimiento y realidad virtual [23]. La ventaja de obtener un modelo de
la cinemdtica directa e inversa significa que se asociaran posiciones angulares de los
ejes de rotacion del robot con los parametros de las reconstrucciones tridimensionales,
con el fin de controlar numéricamente el espacio contenido en el ego-mundo del robot
(con un grado de precisién adecuado). Esto puede ayudar en muchas operaciones, co-
mo ejemplo la segmentacién en profundidad o determinacién de movimiento en tres
dimensiones, entre otras. En lo referente a la cinemdtica directa se puede determinar

facilmente mediante el andlisis del modelo geométrico del sistema (ver la figura 4.3).
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Figura 4.2: El campo de visién 3D es el espacio contenido en la interseccién de los
campos visuales de las dos cdmaras, el plano de corte en cercania N y el plano de corte
en lejania F.

La linea de base se expresa como B; = L. A R, A e, la cual define la orientacién entre
los centros de las cdmaras y la distancia interocular o distancia de linea de base que es
de la forma dist = \/—%(Lc - R;). El eje de rotacién Pan E, se determina mediante el
producto exterior de dos puntos marcados en el modelo tridimensional del sistema de
la forma E, = I;‘:—ﬁﬁﬁ:—; (una linea en el espacio Euclidiano). Similarmente, el eje de
rotacién Tilt E, se construye de forma aniloga con los puntos sefialados en el modelo
3D del sistema como sigue, E; = f;—:f\{ﬁ:ﬁ, ambas lineas estin normalizadas para ser
usadas con la definicién de los rotores (ver el apéndice A.8). Los centros de las cimaras
asi como su posicién, orientacion y su apertura (horizontal y vertical) determinan el
campo de visén tridimensional (ver la figura 4.2). El punto central entre los centros de

las cdmaras C,, proyectdndolo en la direccién perpendicular a la linea de base, conforma

el llamado eje dptico de la cAmara tridimensional que se obtiene mediante los algorit-
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Figura 4.3: Modelo 3D del sistema de visién estereoscépica, puntos importantes, ejes
de rotacién Pan- Tilt.
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mos de reconstruccién. La distancia entre el punto de fijacién F}, y el punto central se
determina como 4§ = \/—%(Fp - C,). Finalmente se denotan los dngulos o de rotacién
del eje Pan y el angulo 8 de rotacién del eje Tilt. El eje de rotacién Pan esta definido
por la linea E,, el 4ngulo de rotacién para dicho eje es a con estos pardmetros es posible
definir el rotor

Rp = e B(3), (4.1)

similarmente el rotor en el eje Tilt
Ry = e Br(®), (4.2)

Se puede determinar la posicién del punto de fijacion F, mediante una translacién de

punto Cc (con la magnitud de la profundidad deseada 4), es decir,

Ts=1- %Jesew. (4.3)

La cinematica directa del cabezal se puede expresar como la translacién de ese punto
a una profundidad, posteriormente un giro con el eje Tilt y por ltimo un giro sobre el

eje Pan (cadena cinemadtica), es decir,
F,={Rp[Rr(Ts F,Ts) Rr] Rp }. (4.4)

La cinemadtica inversa pretende obtener los dngulos de rotacién a y 8 conociendo la
posicién del punto de interés F}, esto es con el fin de mantener separados los pardmetros
internos del funcionamiento de los subsistemas robéticos (ver la figura 4.4). Las apli-
caciones de interaccién humano-maquina, inspeccién y manipulacién basadas en visién
podréan concentrar el interés en las posiciones absolutas de los objetos o entidades con
respecto al ego-centro y asi separar las capas de abstraccién para los diferentes niveles

conceptuales. La esfera Sj, cuyo centro es el punto de interés Fp, es tal que el punto
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Figura 4.4: Algoritmo de cinemética inversa.
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central C¢ se encuentra en su superficie, es decir,
1 2

Sy = Fp = 56%c, (4.5)

de forma similar la esfera S,, cuyo centro K es la interseccién ambos ejes de rotacion

(ver la figura 4.3); pasa por el punto central Cc, es decir,
Sy =K — %ezew. (4.6)
El circulo producto de la interseccién de ambas esferas,
Z=S51A5,, (4.7)
en seguida se obtiene el plano 71, mediante la linea Ep y el punto Fp, es decir,
m = Ep A Fp, (4.8)
la interseccién del circulo Z con el plano 7; generar un par de puntos Pp,
Ppi_as = Z N, (4.9)

es posible obtener los puntos Ppy y Ppy por separado mediante la ecuacién para el par

de puntos (ver [9]). Con estos dos puntos se obtienen las lineas Lc1 y Lea, es decir,
Lci = Ppi A K A e, (4.10)

Lca = Ppa A K A e, (411)

las solucion matemaética para el dngulo § del eje Tilt se expresa como,

Ep-(Lcl
By = arccos (|£—P”(L—z-1—l)) (4.12)

Ep-(Lc2
(B2 = arccos (|£—P|I(L§2|—)> (4.13)
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Estas ecuaciones proporcionan dos valores para 8 (dada la solucién dual), sin embargo,
se sabe que fisicamente el sistema sélo podra alcanzar uno de los valores angulares por
las caracteristicas del PTU. Ahora en lo referente a la solucién del dngulo a del eje
Pan se puede obtener mediante la siguientes afirmaciones. Primero se obtiene el plano
T2 = ez cuya normal es el eje e3 y pasa por el origen del sistema (ver la figura 4.4),
después mediante la interseccién de los planos 7, y m, se puede obtener a, es decir,

a = arccos (%) , (4.14)

de esta manera se puede obtener la cinemética inversa del PTU.

4.2. Deteccion de Primitivas Geométricas

La informacién contenida en la reconstruccién tridimensional del espacio visual es
abundante y en muchas ocasiones redundante. Esto se debe a que en muchos de los
medios? en los que la visién artificial se desea aplicar son estructurados o semiestruc-
turados, es decir, poseen caracteristicas geométricas muy tajantes de tal manera que
dichas caracteristicas pueden ser aprovechadas para hacer las tareas en forma eficiente,
como ejemplo vea la figura 4.5, en dichas imdgenes la superficie plana del escritorio
estd almacenada, procesada y concebida en el ego-mundo del sistema como una gran
cantidad de puntos en un superficie de iso-disparidad que ademéas de ser redundante
es menos susceptible a ser manejada mediante el marco matemdtico del 4lgebra ge-
ométrica, por ello se sugiere el beneficio de la deteccién de primitivas geométricas en
el espacio visual. Existen una gran variedad de entidades geométricas, las cuales se

pueden clasificar como primitivas, sin embargo en el ilgebra geométrica son de gran

2 Medios circundantes para los sistemas de visién, como interiores de edificios, industrias, vehiculos,
etcétera.
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Figura 4.5: Ejemplo de primitiva geométrica en un ambiente semiestructurado.

utilidad los puntos, lineas, circulos, planos y esferas. La deteccién de puntos y lineas
es susceptible a realizarse en el contenido de las imagenes mediante técnicas conocidas
como la transformada de Hough[6] entre otras, sin embargo, las primitivas como planos
y esferas implican un trabajo mas amplio por su naturaleza, en este sentido existen
varios métodos[17] para el ajuste de planos u otras entidades (superficies). El problema
de deteccién de primitivas en la superficie generada (ver la figuras 4.6 y 4.7) se puede
dividir en dos subproblemas, el primero consiste en detectar que regién de la superficie
posee las caracteristicas topoldgicas y crométicas adecuadas. Manteniendo un criterio
o umbral para segmentar dichos grupos es posible generar una representacién facetada®

del espacio visual, que es mas adecuada para cierta tareas, en particular cuando se
hacen algoritmos geométricos para controlar en algiin modo el espacio visual. El primer
paso es la segmentacion en color para agrupar en bloques con contenidos crométicos

similares, esta etapa hace sdlo andlisis cromdtico, sin embargo con la etapa posterior se

3 Representacién de un politopo n-dimensional, mediante (n-1) simplexes o caras



CAPITULO 4. RECONSTRUCCION ACTIVA DEL ESPACIO VISUAL 46

Figura 4.6: Segmentacién en color de la imagen para la obtencién de las regiones con
caracteristicas cromdticas similares. a) Imagen original. b) Imagen con reduccién del
espacio cromético. ¢) Aglutinamiento mediante el uso de la variacién de la media. d)
Fronteras cntre las regiones crométicas.

podréan detectar bordes o discontinuidades abruptas sobre la superficie de iso-disparidad
que implican cambios topolégicos substanciales. Existen trabajos relacionados con la
segmentacién en color, en particular el grupo EDISON (Edge Detection and Image Seg-
mentatiON )[5][19][1] ha publicado una serie de técnicas de segmentacién basadas en la
variacién de la media y la conglomeracién mediante técnicas de clustering. El proceso
consiste en la particién y reduccién de resolucién del espacio cromético® , después se
procede a técnicas de suavizado para eliminar las desviaciones de gran magnitud de la
media local, posteriormente el aglutinamiento en regiones (patches) donde la variacién
con respecto a la media local es menor a cierto umbral definido como pardmetro de
la segmentacién. Finalmente se detectan los bordes entre las diversas regiones, se eti-
quetan para obtener un mapa de regiones D; con caracteristicas crométicas similares
(ver la figura 4.6). Posteriormente se localizan regiones con caracteristicas topoldgicas
similares, en particular en el caso de los planos se procede a seleccionar elementos del
mapa de regiones y se realiza el método siguiente para la deteccién de los parametros

de la superficie plana. Para cada regién i se tiene una lista de puntos conformales nor-

4 En diversos modelos de color segiin se requiera (RGB, HSB, LUV, etcétera).
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Figura 4.7: a) Imagen segmentada para rectificacién geométrica. b) Regién seleccionada
con su centroide. ¢) Ajuste de plano basado en los vectores propios de la matriz de
covarianza.
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malizados® D;(j) tales que j denota el indice de un punto en particular, el tamaifio
de la lista se denota como m;. Ahora se calcula el centroide @; de los puntos en su

representacion euclidiana, es decir,

m; 3
Ho= Y D), Q=Y (H-eew (415)
v oj=1 k=1

posteriormente se obtiene la matriz de covarianza W; de la forma siguiente

Vpg = 2{(Di(j) ~ep) = (Qi - ep) H(Di(5) - €g) — (Qi - €)} (4.16)

P11 Y12 Y13
Wi=| 21 %22 ¥a3
P31 P32 P33

dicha matriz W; tiene valores propios (01, 03 y 03) y vectores propios (v, vz y 1),
los cudles determinan los ejes del elipsoide que concuerda con la distribucién espacial
de los puntos (ver la figura 4.7), dicha nocién puede ser utilizada para determinar la
orientacién de un plano, dado que el vector propio con magnitud menor v, seri la
normal del plano donde los puntos D;(j) habitan. En términos del dlgebra geométrica

conformal se puede expresar como
T =11+ |Qi - Vieco, (4.17)

dando que v, representa la normal del plano, |Q; -] es la distancia de Hesse. Es posible
averiguar cuales puntos en D;(j) se encuentran alejados de formar un plano, mediante

el criterio

¢ =|D;(j) - nl, (4.18)

5 Con el objetivo-de obtener su representacion en Euclidiano mediante la proyeccién en sus bases
€1, €2y €3.
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tal que si ¢ es mayor a cierto umbral (¢ > a-|Q;|), entonces dicho D;(j) debe considerase
un elemento de otra regién y ser tratada en una etapa posterior. Una vez aplicada la
técnica sobre toda la superficie de iso-disparidad es posible determinar las fronteras de

las regiones ahora planas mediante el uso del dlgebra de incidencia de la forma
lap = ma A T, (4.19)

la linea de interseccién entre regiones D, y D, planas adyacentes. La idea es obtener
un modelo paramétrico faceteado de la reconstruccién tridimensional para la aplicacién
de algoritmos geométricos, dicha informacién podra ser usada en aplicaciones como las

realizadas en el capitulo 5.

4.3. Anadlisis en Multiresolucion

Debido a la complejidad computacional de los algoritmos, tanto de reconstruccion,
como de rectificacién geométrica se requiere el mejoramiento del desempeiio de la apli-
cacién para fines de caricter practico, es decir, si se desea hacer uso de los resultados
anteriores es necesario que el ciclo completo sea calculado con una frecuencia apropiada
para tareas industriales o bien hacer uso de los resultados obtenidos en etapas poste-
riores. Una solucién adecuada para mejorar el desempeiio es el andlisis en diferentes
resoluciones, iniciado con imégenes de baja resolucién en las cuales se puede lograr una
aproximacién tosca de los resultados, una vez concluido el andlisis en dicho nivel de
resolucién se proceden a propagar los resultados al nivel posterior, donde el algoritmo
usara la informacién ahi contenida para computar el minimo necesario (comprendido en
un rango cercano al valor obtenido en el nivel inferior). El resultado del dltimo nivel es
la malla de reconstruccién. Este modo de minimizar el cdlculo necesario es muy efectiva

en particular en las técnicas de correlacién y filtrado para la obtencién de la dispari-
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Figura 4.8: Implementacién del algoritmo de generacién de superficies de iso-disparidad
en multiresolucién, los resultados en los niveles inferiores de la pirdmide se propagan a
niveles superiores optimizando el proceso.
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dad, dado que el rango de bisqueda entre la correlacién de los pixeles queda definida
en una regién pequefia (aproximadamente entre 3-4 pixeles de radio en su méscara o
vecindario), la complejidad-temporal se minimiza, sin embargo la complejidad-espacial
se ve incrementada, pero sélo en una razén de % el tamafio de la imagen original (ver

la figura 4.8).

4.4. Segmentacion en Profundidad

Una de las ventajas obtenidas mediante la reconstruccién y el anélisis en multiresol-
cién es que se puede almacenar los resultados de la reconstruccién del ego-mundo del
sistema, con los cuales se puede hacer una gran variedad de algoritmos y operaciones,
entre ellos se destaca la segmentacién en profundidad. El modelo ego-céntrico del sis-
tema puede comparar la posicién de los datos obtenidos mediante la reconstruccién en
un instante de tiempo, con los datos obtenidos anteriormente, de esta manera las varia-
ciones en la profundidad (la posicién) de los objetos o personas pueden ser seleccionadas
y agrupadas en una coleccién de puntos o jerarquias U; las cuales se analizan en for-
ma mas exhaustiva con el fin de terminar caracteristicas tales como posicién, velocidad,
aceleracién, volumen, etcétera, en términos tridimensionales o bien retroproyectando las
regiones a las imdgenes para la utilizacion de algoritmos de reconocimiento de rostros

u otras posibles aplicaciones (ver figura 4.9).
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Figura 4.9: 1) Imagen del escenario I(z,y, t,). 2) Imagen calibrada y filtrada I.(z,y, t,).
3) Mapa de iso-disparidad Disp(z,y,t,). 4) Imagen del escenario I(z,y, tn+1). 5) Ima-
gen calibrada y filtrada I.(z,y,t.+1). 6) Mapa de iso-disparidad Disp(z,y, tns1)- 7)
Diferencia en profundidad Dy(z,y,tn+1) = |Disp(z,y,tns1) — Disp(z,y,t,)|. 8) Di-
ferencia en profundidad filtrada mediante mediana selectiva D,¢(z,¥y,tn+1). 9) Um-
bralizacién M (z,y,tn+1)(mascara). 10) Resultado de la segmentacién en profundidad
I(z,y,tn+1)(Segmento de imagen) Disp,(z,y, t.+1)(Segmento de disparidad)



Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Interfaz Perceptual

La interaccién humano maquina basada en esquemas multimodales[18], con varios
tipos de Interfaz es una linea de investigacion que cambiara en gran medida la forma
en los seres humanos se relacionaran con los sistemas computacionales, asi se mejo-
rard la forma en que las personas interaccionen con los dispositivos sin obstrucciones
en un sentido mds natural y perceptivo. En esta direccién se encuentran trabajos[4] con

excelentes ideas y preguntas abiertas.

La idea fundamental en esta seccién es hacer uso del modelo conformal de visién
para Interfaz de usuario donde el suministro de informacién sea en base a interaccién o
acciones de los usuarios en el espacio visual que controla el sistema, es decir, interaccién
humano méquina basada en visién artificial mediante la detecciéon de comportamientos
o acciones que se deberan interpretar como cambios de modo o comandos emitidos por
el usuario. En concreto, se puede establecer un escenario de pruebas donde el usuario
haga uso del espacio visual para posicionar alguna de sus extremidades en el espacio

delimitado mediante una entidad geométrica, este suceso puede asociar un comando,

53
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asi el usuario podra en una forma sencilla tener el equivalente a un dispositivo de posi-
cién y emisién de comandos como el ratén de la computadora, con varias ventajas, la
ausencia de artefactos o el suministro de informacién tridimensional. El grado de inter-
accién entre el usuario y el sistema puede hacer que los objetos virtuales o primitivas
tengan posiciones, colores, formas o escalas cambiantes, esto es similar a los botones y
las ventanas el los sistemas WIMP! (Windows Icons Mouse Pointes), de esta manera
la interaccién hace uso de esquemas conocidos, intuitivos y poderosos. La aplicacién
en concreto de las ideas de interaccién humano maquina basadas en visién que aqui se
plantean no son limitantes e incluso es sélo una configuracién de prueba ( Test-Bed) para
ilustrar los conceptos de interaccién que aportan los sistemas de visién tridimensional,
en particular el modelo aqui presentado. El esquema (ver la figura 5.1) presenta el sis-
tema con su ego-visién y el usuario como una entidad la cual puede ser segmentada del
resto de la escena debido al conocimiento a priori del espacio circundante (ver seccién
4.4). Una vez segmentando el Blob? que comprende el cuerpo humano, la estrategia
consiste en calcular si dicho Blob se encuentra en el interior de un subespacio definido
por primitivas como esferas o bien si alguna extremidad ha atravesado al otro lado de
un plano. El instante en el que se determina que una porcién de dicho Blob se encuentra
en el subespacio determinado, entonces se dispara el evento llamando OnBlobEntering,
de forma andloga al momento que el Blob deja el subespacio se dispara el evento On-
BlobLeaving, asi se puede definir toda una serie de eventos con argumentos como los ya
bien definidos en los marcos de trabajo como .Net, MFC de Microsoft® Java-EE* o

bien el GTK+ de GNU?®

! http://en.wikipedia.org/wiki/ WIMP_(computing)
2 Superficie procedural.

3 http://msdn.microsoft.com

4 http://java.sun.com+

5 http://www.gtk.org/
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Figura 5.1: Sistema con ego-visién y usuario en realidad virtual.

5.2. Manipulacion de Objetos

Entre las aplicaciones importantes de la visién artificial se puede destacar la ma-
nipulaciéon de objetos, dado que determinar la posicién, orientacién y forma de los
objetos puede ser obtenida en forma directa mediante las imigenes capturadas. El es-
quema consiste en tener un sistema donde las partes que lo conforman (en este caso, el
cabezal con el sistema estereoscopico y el brazo robético de forma antropomérfica con
el actuador BarrettHand® BHS8-260) sean capaces de obtener informacién del medio
para asi poder est;(zblecer una trayectoria adecuada para la realizacién de alguna activi-
dad. En el presente trabajo se hace uso del modelo conformal de visién tridimensional
planteado anteriormente para calcular la posicién-orientacién de objetos mediante un
método [2] que hace uso del dlgebra geométrica y las técnicas de légica difusa para
realizar tareas de manipulacién robética con fines industriales (ver la figura 5.2). En lo
referente a los resultados en métrica euclidiana se logré una precisién de £ 0.75 mm a

una distancia de 850 mm, en lo referente a la orientacién se logro un precisién de + 0.5°

6 http://www.barrett.com
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con una rotacién maxima de 70°, cstos resultados se lograr mediante la aplicacién de

precisién subpixel a la maxima resolucién de las cdmaras (1024x768 pixeles por imagen,

ver la figura 5.2).

Figura 5.2: a) Imagenes de entrada para el algoritmo de manipulacién. b) Manipulacién
de esfera mediante la aplicacién del dlgebra geométrica conformal.



Capitulo 6

Conclusiones

El modelo de visién conformal proporciona un esquema de procesamiento geométrico
que aporta ventajas, unido a la fusién de técnicas de procesamiento de iméigenes para
la obtencién de superficies de iso-disparidad para la reconstruccién del espacio visual.

Sin embargo el volumen de informacién obtenida por estas etapas es muy superior a la

Figura 6.1: Visualizacién en realidad virtual del proyecto PAC.

capacidad de interpretacién o manipulacién para etapas de reconocimiento o planeacién

de tareas. Es ahi donde el método de deteccion de primitivas geométricas resulta 1til al

57
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reducir la cantidad de informacién necesaria para representar regiones de la superficie
mediante aproximaciones a planos o alguna otra primitiva que reduce significativamente

la complejidad temporal.

En este sentido no sélo se aporta una forma de optimizar la cantidad y calidad de
informacién obtenida para etapas subsecuentes, sino también se aprovecha el lenguaje
del dlgebra geométrica para hacer uso de las relaciones de incidencia, con las cuales
se determina la interseccién de subespacios para aplicaciones como manipulacién de

objetos o interaccién humano maquina.



Apéndice A

Algebra Geométrica

El 4lgebra geométrica conformal, un caso particular de las dlgebras de Clifford [21],
posee conceptos y propiedades matematicas de orden superior, tales como geometria
proyectiva, algebras-grupos de Lie, algebra de incidencias, nimeros complejos, coorde-
nadas de Plicker, cuaternios entre otros. Una descripcién formal, amplia y profunda del

tema puede ser encontrada en [11][8][3]. A continuacién se definen los conceptos funda-

Figura A.1: William Kingdom Clifford (1845-1879).

mentales del dlgebra geométrica, posteriormente se presenta una introduccién general
al dlgebra geométrica para modelar los espacios Euclidianos E*, Proyectivo P" y final-
mente el espacio conformal PK", se hace énfasis en los conceptos importantes para el

presente trabajo.
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En forma general un algebra geométrica G, 4 es un espacio lineal de 2™ dimensiones,
n = p+ q, donde p es la cantidad de bases cuya cuadratura' es1,e2 =1 : i€ p,
respectivamente g representa la cantidad de bases que poseen una cuadratura de —1,
€2 = -1 : j € g, de este modo (p,q) es llamada la firma del algebra? | lo cual
define las caracteristicas de las interpretaciones geométricas y algebraicas. En dicho es-
pacio existen estructuras llamadas Blades® que representan los subespacios lineales. Los
Blades son utilizados para componer entidades algebraicas de grado superior llamadas

Multivectores*

A.1. El Producto Exterior

El producto wedge o exterior se define en el dlgebra de Clifford y se representa por
el operador A. Sean a,by c € E™ se tiene que:
= a A b= —bA a (Anticonmutativo)
(@ Ab)Ac=aA (bAc) (Asociativo)
aA(bAc)=(aAb)+ (aAc) (Distributivo)
s aAb=0 < a=ab,ac R (Nulo si es linealmente dependiente).

Sean {ai, @z, ...,ax} C R® : k < n vectores linealmente independientes, entonces se

tiene que (a1 Aag A ... Aag) Ab=0si b es una combinacién lineal de {ai,az, ..., ax}-

1 Se denota como cuadratura de una base vectorial e;, la operacién e? = e; - ¢;, cuyo resultado es
un escalar (=16 1).

2 La firma de un Algebra Gy,q define las propiedades del espacio que representa, por ello cada
combinacién de p y ¢ denotard un espacio particular.

3 Se adopto la palabra inglesa debido que la traduccién carece de sentido.

4 Combinaciones lineales de bases Blades.
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El producto exterior de k vectores es llamado un k-Blade, el grado del Blade es el
numero de vectores que han sido operados con el producto exterior para producirlo, en
otros términos el grado de un Blade implica la dimensién del subespacio que representa®

es decir,

Ags = a1 Aag A ... Aap = A a;. (A1)

A.1.1. Espacio Exterior Nulo

El producto exterior posee una interpretacién geométrica como subespacio lineal, se
puede visualizar mediante la siguiente funcién. Sea z € R" (1-Blade) y U(z) :=z Aa €
R" El conjunto de vectores en R™ que U(z) evalua a cero (Kernel de U)) es llamado el

espacio exterior nulo (Quter product null space)® de a, es decir,

NO(a) :={z€eR":zAa=0€R"}. (A.2)

Se sabe que z A a = 0 si z es linealmente dependiente de a, es decir, NO(a) = {aa :
a € R"}, dicho espacio exterior puede ser visualizado como una linea que pasa por a y
el origen (ver la figura A.2). Lo anterior no sélo sucede con los vectores 6 1-Blades, este
concepto se puede generalizar a Blades de grado superior. Dado un bivector 6 2-Blade
a Ab € R" se puede definir similarmente una funcién g(z) := z Aa A b € R, cuyo
Kernel es igual a NO(aAb) = {aa+ fb: (o, 3) € R?}, un subespacio bidimensional en
R™ expandido por los vectores a y b, es decir, el plano que pasa por los puntos a, b y el
origen. Si se generaliza este concepto a un k-Blade Ay se tiene que el espacio exterior

NO(A(xy) es un subespacio lineal k-dimensional de R™, es decir,

N@(A(k)) = {.’L‘ ER":zA A(k) = 0}. (A3)

5 Ack> denota el Blade A de grado k.
6 Esta interpretacién se le conoce también como la forma dual o el espacio dual en [12].



APENDICE A. ALGEBRA GEOMETRICA 62

e24

e3

er

€1

€3

Yez

Figura A.2: Punto a y su respectivo NO(a) como una linea que pasa por el origen y a.

A.2. Blades

El producto exterior sobre n vectores en un espacio R™ genera un n-Blade, tal con-
junto de n vectores deberan ser linealmente independientes entre si para que el producto
exterior no se anule, por lo tanto dicho conjunto formara una base’ en R, ademis
pueden existir distintos wectores que formen diferentes bases para dicho espacio, por
lo tanto diferentes conjuntos de vectores (todos de cardinalidad n cuyos elementos son
linealmente independientes) operados bajo el producto exterior producirian Blades que
variarian Unicamente en un factor escalar, por ejemplo dados los vectores linealmente
independientes a,b y c € R? entonces NO(aAbAc):={z € R®*: zAaAbAc=0€ R3}
puesto que NO(a AbAc) = {aa+ b+ pc: (o, B,p) € R®}, por consiguiente, el espacio
exterior nulo de a A bA ¢ comprende todo el espacio R?, la tinica restriccién sobre a, b y

¢ es que no sean linealmente dependientes, por ende, los Blades resultantes sélo difieren

7 No necesariamente ortonormal.
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entre si en un factor escalar, a ese Blade singular que comprende todo el espacio se le

llama Hipervolumen o Pseudoescalar. En espacios n-dimensionales no es posible generar

Yez

Figura A.3: El Pseudoescalar o Hipervolumen Ig = e; A e2 A e3 = eja3 € G3 ¢ resultado
del producto exterior de a = ¢;, b=-ez y c = e3.

Blades de orden superior a n.

El espacio Euclidiano tridimensional E? tiene una slgebra geométrica Gz (n = p = 3)
con tres bases ortonormales {ey, ez, 63}8 , el algebra geométrica de dicho espacio consiste
de 2° Blades bases, es decir, Gz = span®{1, e1, €3, €3, €23, €31, €12, €123 = I}, €l elemento
escalar es el 0-Blade, mientras que las bases vectoriales son 1-Blades, los elementos
eij = e,e; = e; A e; son 2-Blades unitarios o bases bivectoriales, finalmente el ;33 es un
Trivector unitario (3-Blade), en este caso n = p = 3 por ende e;p3 comprende todo el
espacio, entonces dicho Trivector es el Hipervolumen o Pseudoescalar cuya cuadratural®

es —1 (ver la figura A.3.).

8 Vectores unitarios 3, 7 y ¥ del calculo vectorial.
9 Del ingles expandir.
0 Ip-Ig= (316233) E (316263) = -1,
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A.2.1. Magnitud de Blades

Sean a y b € R3, tal que b = b, + bs, donde b, representa la componente de b que es
perpendicular a a, bg representa la componente de b que es paralela a a (ver la figura
A .4), entonces aAb = aA(by+bg) = (aAby)+(aAbg), pero by es linealmente dependiente
de a entonces (a A bg) = 0, por ende a Ab = (a A b,), lo anterior es generalizable a
un k-Blade, es decir, sea Ayy = AE_,a;, es posible obtener un conjunto de k vectores

ortogonales {a'y,...,a’s} tales que Agy = A’y = AL d’;. Si el conjunto de vectores

de2

|

er

exy
Figura A.4: Vectores a b € R3, representacién de la magnitud del bivector |bA a.

{d'1, ..., a’x} ortogonales entre si son operados mediante el producto wedge, entonces se
puede mostrar que la magnitud del k-Blade que forman es |A| = |A x| = Hf=1 |a’;]-
Lo anterior aplica para los k-Blades donde k > 0. Ejemplo sobre un espacio de tipo
Gs(n = p = 3), el caso k = 1 se trata de los vectores y la magnitud de tal Blade es

la norma del mismo. Si k = 2 se tiene un bivector, su magnitud equivale al area del

paralelogramo expandido por los dos (vectores) 1-Blades que lo forman (ver la figura
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A .4), similarmente la magnitud de un 3-Blade o Trivector puede ser visualizada como

el volumen contenido o expandido por el paralelepipedo.

Sean {a!}* , C R™ un conjunto de k vectores en un espacio n-dimensional entonces
es posible organizarlos matricialmente como A = [ay,...,a;] (matriz n x k), ahora se
sabe que la norma de dicha matriz es el volumen que expanden los k vectores y se
calcula mediante el determinante de A, lo cual es andlogo a la magnitud del k-Blade

formado por |{a; A ... A ax}| = det([a, ..., ax)).

A.3. El Producto Interior

Al igual que el producto exterior el producto interior esta definido en el dlgebra
geométrica para Blades de cualquier grado, siendo el caso base los 1-Blades o bases
vectoriales, en dicho caso el producto interior se reduce al bien conocido producto
punto o escalar (denotado por “”). Siay b € R* entonces a-b =s : s € R. El

producto interior del bivector b A ¢ con un vector es de la forma
a-(bAc)=(a-bc—(a-c)b, (A4)

donde (a-b) y (a-c) son escalares, el resultado de aplicar el producto interior entre un
vector (1-Blade) y un bivector (2-Blade) es un vector (1-Blade). En forma m4is amplia
si se tiene que x - Ax) : k> 1 es decir, el producto interior de un 1-Blade con un

k- Blade
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Figura A.5: Producto Interior de un bivector y un vector.

T- Agy = (z-a1)(aaNazAagA ... Aag)
—(z-a2)(@ar AagAagA... Aay)
+(z-as){(ar Aazs Aag A ... Aag)
—(z-a)(ar Aaz Aag A ... Aag)...

= Y1) (z-a)[Aw/al,

en donde [A(x/a;] denota el Blade A1y sin el vector a;. El resultado de dicho producto
interior es un Blade de grado k-1, si se ejecuta un producto interior entre un 2-Blade y

un k-Blade tal que k > 2 se tiene que
(aAb)-Apy=a- (b Aw). (A.5)
Generalizando un k-Blade y un I-Blade el resultado del producto interior es

A(k) . B(l) =a;-(az-... (e B(l))), (A.6)
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cuyo resultado es un (I — k)Blade. En este sentido el resultado del producto interior
decrementa el grado del Blade resultante mientras que el producto exterior incrementa €l
grado del Blade, es por ellos que también se denotan como “contraccién” y “expansién”
al producto interior y exterior respectivamente. Una forma de visualizar las implica-
ciones del producto interior en un espacio dado es la siguiente. Sean z,y,a y b € E",
talquey=z-(aAb)=(z-a)b— (z-b)aentonces s=z-y=z-[(z-a)b— (z-b)a] =
(z-a)(z-b) — (z-b)(z-a) =0, implica que el resultado de z - (a A b) es perpendicular a
z, o bien, y es el subespacio resultante de eliminar el subespacio z de a A b, por lo tanto
y es linealmente independiente de z, es decir, perpendicular a z. El vector x = z,+ zg,
entonces y = (zo+23):(aAb) = (zo:(aAb))+(z5:(aAb)), pero como z4-(aAb) = 0 (son
perpendiculares) se tiene y = (2o + zg) - (¢ Ab) = (z5 - (a A b)) lo cual es el subespacio
pependicualr a z5 contenido en (a A b), ver la figura A.5. En forma general el producto

interior de dos Blades Ay y By se define como:

Ay = aA..Aa;
By = biA..Ab
Ag By = (aaA.Aap) - (biA..Ab)
sik>1l = ((aA..Aap) b)) (b2A...Aby)
sik<l = (a1 A...Aak-1) (ak- (b1 (b2 A ... ADY))
donde
(ak - (br- (b2 A . ADY))) = Yi_y (1) D(by by Abioy A(ak - bi) Abipy A ... Aby),

esta definicién recursiva es conocida como el producto interior generalizado [12] y se
utilizar posteriormente en conceptos de dualidad e inversa de Blades. Esta manera de
interpretar el producto interior asi como otras relaciones entre el producto exterior y el

Pseudoescalar son presentadas mas a detalle en la seccion A.4.
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A.3.1. Inversa de Blades

Sea Ay : k < n un k-Blade, entonces la inversa se denota como Az;cl), deberi sat-

isfacer la relacién A, A(‘,s = A('kl) - Ay = 1. La inversa de un k-Blade es

A k)
A7l = 8B AT
® = AP (A7)
sin embargo dado el comportamiento del producto interior es posible que Ay A(‘kl) =-1

es por ello que A('kl) = iﬁ%, el signo depende tanto del grado del Blade como de
la firma del 4lgebra en cuestién. Es necesario un operador que ajuste el signo, dicho
operador se conoce como la reversién. La reversién de un Blade A se denota como

Ax) y consiste simplemente en invertir el orden de los vectores que conforma el Blade,

es decir, si Ay = AL, a; entonces
Z(k) = /\}=ka,- =ap A ar_1 N...Aa. (A.8)

La anticonmutatividad del producto wedge muestra un patrén de comportamiento ya
que al realizar una conmutacién de la forma a Ab = —bAa y b € E", se tiene un cambio

de signo, entonces para un k-Blade se tendra
pd ~1)2
Apy = (-1)EDI2 44, (A.9)

Es posible definir la inversa para cualquier k-Blade en cualquier dlgebra como Az;cl) =

A . . .
ITJSI% siempre que su magnitud sea diferente de cero!!

A.3.2. Espacio Interior Nulo

El producto interior define un espacio llamado el espacio interior nulo (Inner product

Null Space). Sea I(Ag) una funcién definida como I(Ay)) := z A donde z € R,

11 Dado que |A x| = 0 es posible en dlgebras con ¢ #0 — |Aky| =0.
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entonces el Kernel de dicha funcién define un espacio interior nulo sobre el Blade Ay,
lo cual es denotado como NI(Ay) := {z € R® : l(A)(z)) = 0}. Ejemplo, considérese
el bivector S = a A b, entonces NI(S) = {z € E*: z-(aAb) = (z-a)b—(z-b)a=0}la
condicién anterior muestra que (z - a)b = (z - b)a dado que a y b deben ser linealmente
independientes (de lo contrario a A b = 0), entonces tanto (z-a) =0y (z-b) =0,
significa x es perpendicular tanto a a y b, tal vector z debe ser perpendicular al plano
formado por a A b, cuyo NI es la linea formada por los puntos en la direccién normal

al plano representado por el espacio exterior nulo del bivector S ver la figura A.6. El

Figura A.6: Espacio interior nulo de un bivector NI(S = a A b), espacio exterior nulo
NO(S = a Ab).

espacio exterior nulo de un vector (1-Blade) representa un linea que pasa por el origen y
a su vez el espacio interior de un bivector (2-Blade) es una linea que pasa por el origen,

lo que suguiere la existencia de una relacion dual entre ambos espacios nulos.
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A.4. Dualidad

Con el objetivo de presentar el operador dual (x) que relaciona los espacios nulos se
presentan las siguientes definiciones de operaciones sobre conjuntos de vectores. La suma
directa de conjuntos de vectores se denota con @, si se tiene el conjunto A = {a;}£; C
R"y B = {b;}\_; C R" entonces A® B := {a; +b; ER": 1 <i < k,1 < j <}, por
ejemplo, en el caso de dos conjuntos infinitos A := {aca € R*: a € R} y B:= {fb €
R" : B € R} la suma directa A ® B := {aa + fb € R™ : (a, ) € R}, es el conjunto de
todas las combinaciones lineales. Similarmente se define la resta directa entre conjuntos
de vectores como A© B := {x € A:z-y =0 Vy € B}. La resta directa no significa
eliminar los elemento b; € B del conjunto A, sino que implica eliminar la dependencia
lineal de todos los elementos de B en los elementos de A. En el espacio Euclidiano
tridimensional existen tres vectores ortonormales llamados ey, e; y €3, haciendo uso de
la definicién del producto exterior se tiene que NO(e;) = {ae; : @ € R}, visualizado
como una linea que pasa por el origen, de este modo NQO(e; A e;) también se puede
visualizar con plano que pasa por el origen (ver la figura A.6). Haciendo uso de la suma

directa

NO(el) (4] NO(€2 A 63) = {ael + ﬂeZ + X€s3 (aa ,31 X) € R3}a

es todo el espacio R3. Es posible eliminar la dependencia lineal (resta directa) de NO(e;)
en R® como R3® © NO(e;) = NO(ez A e3) en este contexto (espacio particular E3) es
posible denotar el complemento de NO(e;) como NO(e; A e3), haciendo uso de las
operaciones directas sobre conjuntos se tiene NI(e;) = R3 © NQ(e;). El dual es el
operador que transforma un k-Blade en su I-Blade complementario en un espacio R”
tal que [ = n — k : k < n, es decir, si NO(Ayy) = R* © NO(By,), se representa como

A* = A-T7!, donde I~! es el inverso del Pseudoescalar unitario. Es necesario hacer uso
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del inverso del Pseudoescalar unitario dado que de otra forma
(A)*'=(A-1)-I=A-(I I)= %A, (A.10)

donde el cambio de signo dependeria de la firma del 4lgebra especifica. Ejemplo, sean
las bases ortonormales e;, e; y e3 € R3 entonces el bivector S = e; A €3, posee un dual

de la forma

s = §.11
= (e1Aey)-(esaNesNep)
= e -(ea-(esaNezAey))
= e1-((ez-e3)(eaNer) — (e2-ex)(es Aer) + (e2-er)(es Ae2))
= e1-(—(eaNer))
= e;-(e1Ae3)
= (e1-e1)es — (e1-e3)er

= es3,

de este modo se puede ver que SAS* = (e;Aez)Aes = ey AezAes = I dado que el dual de
dicho 2- Blade es su complemento en el espacio, por consiguiente NO((e; Aez)) BNO((e3 A
e2)*) = R3, la relacién entre el espacio exterior nulo y el espacios nulos interior de un
Blade es el dual, osea, NO((e;Aey)) = R¥3SNO(e3) o bien NO((e; Aez)) = NI((e; Aez)*),

de modo general se puede decir que NO(Ay)) = NI(47,).

A.5. Intersecciones

El subespacio NI(B.»s ) es el conjunto de puntos contenidos en una linea perpendic-
ular al plano que pasa por el origen, entonces Nl(a A b) = NI(a) N NI(b), es decir NI(a)

serd el plano cuya normal es a y respectivamente NI(b) seré el plano cuya normal es b,
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por lo tanto la interseccién de ambos planos en el espacio R® sera una linea perpendic-
ular tanto a b como a, dicha linea a su vez debe ser la norma del plano formado por
a A b por consiguiente (en la interpretacién del NI) se puede obtener la interseccién de
los Blades mediante la aplicacién del producto exterior, osea NI(a A b) = NI(a) NNI(b).
Existe una relacién entre la interpretacién de los espacio nulos y el dual de los mismos

para definir un operador de interseccién de subespacios.

Supéngase A = a;Aay y B = by Aby son bivectores en R® entonces A y B representan
planos en su interpretacién de espacio exterior nulo (NO). Ahora si se tiene A* =
(a1 Aaz)* y B* = (by Aby)*, entonces A*A B* en términos de NI representa la interseccién
de A con B, posteriormente en términos de su espacio exterior nulo estd interseccién

12 para determinar la

deberé ser de la forma (A* A B*) I, obteniendo la expresién
interseccién de dos Blades, es decir, ((a1 A az)* A (b Ab2)*) - I. El tener una expresién u
operador que obtenga la interseccién de subespacios como la anterior debe cumplirse en
cualquier combinacién de Blades lo cual no es posible realizar con la expresién anterior.
A modo de contra ejemplo, sean e;, e; y e3 € R3 las bases vectoriales del espacio
Euclidiano tridimensional entonces el bivector A = e; A e, representa el plano orientado
(ver la figura A.7), posteriormente el vector B = ae; + fes : (a,8) € R? representa!®

una linea en el plano A, por lo tanto la interseccién de A con B deberéd ser B misma,

dado que dicha linea yace en el plano A, ahora al calcular la interseccién se tiene que
R = (A*AB*) I
= (((e1Nhe2) (esNexNer)) A((cer + Bez) - (esNexAer))) -1
= (e3A(a(esNex)+ BerNes))) -1
= (0)-1
= 0,

12 Esta expresion es conocida también como el producto regresivo.
13 En su interpretacién NO.
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e

Figura A.7: Interseccién entre el plano A = e; A ez y la linea B = ae; + fes.

un resultado incorrecto, esto se debe a que ambos Blades tanto la linea como el
plano habitan en un subespacio bidimensional de R? y al ser dualizados con un Pseu-
doescalar(I~) que cubre todo el espacio (R?) se incluye el subespacio e3 en la forma
dual de A* y B*, al aplicar el producto exterior para obtener la interseccion se obten-
dra siempre cero, es decir, no hay interseccién. La idea para solucionar esta situacién
es que los Blades en los que se esta evaluando la interseccién deberan ser dualizados en
el espacio'* que expandan sus k y ! bases. El operador llamado unién o Join genera el
Pseudoescalar adecuado para el subespacio que expanden los dos Blades cuya intersec-
cién se est4 evaluando. La unién se denota como A, por ejemplo en el caso anterior se

tendria

J = AAB = (e; A e3)A(ae; + Bep) = (e1 A eg), (A.11)

con lo que es ahora posible obtener la interseccién como R = ((A-J})A(A-J71))-J.

En el ejemplo anterior se tiene

14 O subespacio segun sea el caso.
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R (1A (Bey — ae)) - J
= (Ber—ae)-J

= ae; + fey,

el resultado esperado, la interseccién de la linea con el plano debera ser la misma
linea, nétese el extremo derecho no hace la inversién de la unién (J). Esta expresién
de interseccién de Blades es usualmente conocida como el Meet y se denota por V, es
decir, Ay V Byy = [(A(k) JHYABy J ‘1)] J, lo cual implica en la interpretacién
del producto exterior nulo que NO(Ay V Byy) = NO(A)) N NO(By), la interseccién

de los subespacios representados por los Blades.

A.6. Producto Geométrico

Un Multivector es una combinacién lineal de bases Blades de diversos grados, por
ejemplo un Multivector de grado r, es decir, A, = (A), + (A); + ... + (A),, donde
(A); es usado para denotar la parte de grado i de un Multivector (operador llamado
el Selector). Un Multivector es homogéneo si consiste s6lo de elementos de un sélo
grado. En el algebra geométrica existe el producto geométrico que es denotado por
la yuxtaposicién de dos Multivectores a ser operados, por ejemplo en el caso de los

Multivectores A, y B, se tendria que

A.B, = (AB),,,+ (AB),,, 5+ ...+ (AB) (A.12)

[r—s|’

Siayb € R"son dos vectores 6 1-Blades entonces el producto geométrico ab =
(a-b)+ (a Ab), es decir, un par de Multivectores homogéneos como A; =ay B; = b
ambos de grado 1, entonces A, By = (AB),, +(AB);_,; = (aAb) + (a-b). El producto

geométrico es asociativo y distributivo pero no es conmutativo en general, ademas se
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sabe que si la interseccién de dos Blades no es vacia, entonces su interseccion es el

producto geométrico que a su vez es igual al producto exterior, es decir,
NO(Aw) NNO(By)) # 0 <= AwBqy = A A By, (A.13)
de igual modo si

NO(Agy) 2 NO(B(;)) 6 NO(Ayy) € NO(Bgy) <= AwyByy = Ay Byy. (A.14)

A.7. Reflexion

Los conceptos anteriores han presentado maquinaria para el manejo de subespacios
lineales (Blades) sobre un espacio con firma determinada, dicha maquinaria puede con-
struir un subespacio lineal al expandirlo mediante subespacios mas simples aplicando
el producto exterior, substraer un subespacio de otro mediante el producto interior y
obtener la interseccién de subespacios lineales mediante la operacién de interseccién
(Meet). Es necesario tener mecanismos para operar sobre dicho subespacios lineales
con operaciones que mantengan el grado de las entidades intacto, por ejemplo, en el
caso de la interpretacién geométrica de los Blades se puede tener alguna operacion que
permita girar puntos, lineas o planos en el espacio y el resultado de dicha operacién
debera ser de igual forma puntos, lineas o planos. Este tipo de operacién o transfor-
macién es la reflexién, transformaciones més complicadas pueden ser compuestas por
varias reflexiones. Sean z, y € R™ : |y| = 1 entonces una reflexién de z con respecto a

y se define como
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7 = yzy = (ya)y
= (y-z+yAz)y
= (y-zy+WAz)-y
= (- oy+@-yy-(y -z
= 2y -z)y-z,
y como T = z, + T, tales que z, y g son las partes de = perpendiculares y paralelas

a y respectivamente, por lo tanto y - £ = y - Zo = |Z| entonces se tiene que

/

= 2y-z)y—z

= 2zal)y -2

= 2r,—x

= 214 — (To +zp)

= Za— g,
por consiguiente z’ es el vector z reflejado respecto a y, es decir, el vector cuya parte
perpendicular a y ha sido invertida (—zp), esto se puede visualizar en la figura A.8.
Dicha operacién puede reflejar entidades mas generales o Blades de cualquier grado.
Operaciones mis complejas se basan en la reflexién. La rotacién es la combinacién de
dos reflexiones, la translacién es la rotacién con un eje en el infinito y asi se expresan
sucesivamente las transformaciones geométricas en los espacios Euclidiano, Proyectivo
y Conformal. Cualquier transformacién que preserve el grado de un Blade serd una

combinacién de reflexiones.

A.8. Rotaciones

Al reflejar con respecto a un Blade unitario sélo se modifica la direccién, si se

ejecutan en forma consecutiva dos reflexiones con respeto a dos distintos Blades n y
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y
d

' %

x
)

| R R ——

Figura A.8: Reflexién del vector z respecto al vector y.

m ambos unitarios, entonces se puede obtener una rotacién que es equivalente a rotar
dos veces el angulo (6 = 2Z4,,,,) comprendido entre n y m (ver la figura A.9). plano, es
decir, (el eje de rotacién sera la normal del plano) ¢’ = m(nan)m = mnanm. Ahora
dado que el producto geométrico se define para los vectores como mn =m-n+mAn,
nm=n-m+nAmn-m=m-n€ERymAn= (m) y la reversién de cualquier
escalar es el escalar en si, entonces se puede afirmar que mn = nm, dicho producto es
conocido como el rotor o R =mny R = nm. Para que la rotacién pueda ser expresada
como @’ = RaR es necesario que RR = 1, es decir, el motor no debe cambiar la escala

de la entidad a(sélo rotarla). El rotor puede ser desmembrado de la forma

R=mn=m-n+mAn=cos(f) + ¢sin(f) (A.15)

_(mAn)
" mAn|’

( (A.16)
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NIi(n*m) . e:

o B2

ez

Figura A.9: Rotacidn del vector a mediante dos reflexiones consecutivas con los vectores
unitarios n y m, nétese el eje de rotacién es la linea NI(n A m).

es decir, el bivector unitario. Dado que

(mAn) (mAn)
ImAn| |mAn|

b= -1 (A.17)

(posee una cuadratura de —1), es posible tener una representacién similar a los niimeros

complejos en su forma polar
z = r(cos(8) + isin(8)) = R = cos(d) + v sin(6), (A.18)
con el teorema de Euler
z=e0 n R = eV, (A.19)

donde sélo rotara la mitad del angulo (es decir, el 4ngulo comprendido entre m y n),
el cambio de signo tiene el propdsito de mantener la convencién de la direccién de
la rotacién. Las rotaciones (al igual que las reflexiones) son generalizables a cualquier

dimensi6én y pueden ser aplicadas a Blades de cualquier grado.
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A.9. Espacio Proyectivo

En las secciones anteriores se presenté brevemente el dlgebra geométrica y la forma
en que los elementos del dlgebra representan entidades geométricas, sin embargo las
entidades carecen de generalidad, es decir, todos los planos y lineas pasan por el origen
tanto en su representacién NO como en NI, es una limitante para describir elementos
geométricos. El mecanismo para lograr esta caracteristica y otras mds es incluir (en-
volver) el espacio euclidiano E® como un subespacio de otro espacio de mas dimensiones.
Un aspecto importante es que los Blades como subespacios lineales y la reflexién como
operador permanecen intactos en el nuevo espacio. En contraparte la interpretacion
geométrica. de los Blades y los efectos colaterales de dicho proceso (envolvimiento)
cambiaran radicalmente dependiendo del tipo especifico de envolvente espacial que se

le realice sobre E™. El espacio proyectivo es un caso particular de inmersién del espacio

€3 = €en+1

PE?= p(E2)

ez

Figura A.10: Espacio proyectivo PE? resultado de envolver el espacio Euclidiano E2 con
el operador p.
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Euclidiano E* denotado por PE™ El espacio proyectivo u homogéneo deriva sus carac-
teristicas en base a la inmersién que realiza, es decir, el espacio PE" representa R™1)0,
un espacio n + 1-dimensional sin incluir el origen (/0). El operador p es el encargado
de la transformacién del espacio Euclidiano al respectivo espacio proyectivo, se define

como

p: AeE" > A+ e,y € PE" (A.20)

En otros términos, el espacio Euclidiano E™ estd embebido como un hiperplano en
p(E™). Es importante resaltar que el origen Euclidiano no ser4 mas un punto singular!®
en dicho espacio (0 + en+1). En la figura A.10 se muestra el caso del espacio p(E?) dado
que dicho espacio proyectivo esta en tres dimensiones por su componente homogénea
aqui el plano p([E?) representa todo el espacio Euclidiano bidimensional, en el case de
los espacios Euclidianos de mas de dos dimensiones se tendra el mismo concepto (s6lo
que ahora dichos planos se convertirdn en hiperplanos). La transformacién inversa p~?

del espacio proyectivo a su correspondiente espacio Euclidiano se define como
1 1 .

pt: A€PE— yyr ;(A -e;)e; € E™, (A.21)
es posible ver que la transformacion del espacio proyectivo hacia el espacio Euclidiano
sera valida para todo aquel punto cuya componente homogénea (e,1) sea diferente de
cero. En contraparte aquellos puntos cuya componente homogenéa sea cero son trans-
formados al punto en el infinito (Point at Infinity),'s . El proceso de mapeo inverso del
espacio proyectivo al Euclidiano consiste en normalizar todas las componentes respecto

a la componente homogénea, de esa manera la componente homogénea sera unitaria,

asi los primeros n componentes representa el vector en el espacio Euclidiano. Todo el

15 Pyunto singular es aquel cuyo producto interior con cualquier otro vector siempre es 0.
16 Estos puntos son también llamados vectores de direccién.
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espacio proyectivo excepto el hiperplano e,,; = 0 es mapeado inversamente a el espacio
Euclidiano, por ello, el proceso de escalamiento isotrépico de un punto proyectivo no
tiene ningin efecto en su interpretacion Euclidiana, es decir, si un vector a € E* y un

factor de escalamiento o € R entonces p~'(ap(a)) = a (ver la figura A.10).

A.9.1. Algebra Geométrica en espacio Proyectivo

Asociar una interpretacién geométrica mediante NO o NI implica que los Blades
representan subespacios lineales, un bivector representard un subespacio bidimensional,
si este 2-Blade es un subespacio del espacio proyectivo sucede que dicho bivector rep-
resentard un subespacio distinto en su correspondiente espacio Euclidiano embebido.
Por lo tanto la forma en que un k-Blade Ay € PE" se representa en su respectivo E*
tendrd que ser analizada en relacién del grado del Blade, la interpretacién NO o NI

deseada y la transformacién p.

A.9.2. Espacios Nulos en Espacio Proyectivo PE"

Debido a que la interpretacién NO o NI aplica sobre el espacio inmediato y no al
espacio embebido (el espacio inmediato en este caso es el proyectivo y el embebido es el
Euclidiano), es necesario un operador que aplique el concepto de espacio nulo al espacio

embebido. El espacio exterior nulo Euclidiano NOg se define como
NOg(Ag) € PE") :={z € E" : p(z) A Ayy =0 € PE"}, (A.22)
similarmente el espacio interior nulo Euclidiano como NI de la forma

N@E(A(k) (S P]E") = {1’ € E" : p(z) . A(k) =0¢€ P]E"}. (A23)
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La interpretacién geométrica del espacio exterior nulo Euclidiano NOg es de gran
utilidad pues permite representar entidades como puntos, lineas y planos en posi-
cién generall” en el espacio Euclidiano. Sea a € E* cuya representacién homogénea
serd A = p(a) € PE" entonces el NO(A) = {@A € PE" : a € R/0} representard una

linea en dicho espacio que pasa por el origen (ver A.10), es decir,

NOg(A4) = p(NO(A))
(e Lim((@4) - eei}

— a’

es por ello que NO(A € PE") es una linea, pero en NOg es un punto a, es decir, la
representacién de una entidad como el punto (subespacio cero dimensional). La repre-
sentacién de un bivector en el espacio proyectivo respecto al espacio Euclidiano es que
mediante el 2-Blade se representa un subespacio bidimensional que al ser mapeado al
espacio Euclidiano mediante la trasformacién inversa (p~!) genera un subespacio uni-
dimensional (linea) (ver la figura A.11). Sea a y b € E" cuya representacién homogénea
es A= p(a) y B = p(b) € PE", entonces el NO(A A B) representara un plano que pasa
por el origen y los puntos homogéneos Ay B. Al obtener su interpretacién en el espacio

Euclideano se tiene

NOg(AAB) = p'(NO(AA B))
= pYaA+pBBePE" : (q,f) € R?/0}
{ Ay Lici((@A + BB) - ei)e}

o B
(it edh

lo cual representa una linea que pasa por los puntos a y b (no necesariamente por el

origen). Esto muestra como se puede tratar una linea general en algebra geométrica

17 Posicién general en este contexto se entiende que la entidad geométrica puede estar localizada y
orientada en cualquier posicién y direccién.
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PE2= p(E2)

]
1
«
1
]

ez
Figura A.11: Linea representada mediante el bivector NOg(A A B).

proyectiva haciendo el producto exterior de los puntos (ver la figura A.11). De igual
modo es posible verificar que en el caso del trivector formado por los puntos a, b y
c € E", se tendri que su interpretacién en el NOg(A A B A C) es el plano que pasa por
los puntos a, b y c. Esto se explica dado que el volumen representado por el producto
exterior de los vectores homogéneos A = p(a), B = p(b) y C = p(c) al obtener su
interpretacién geométrica mediante p~! al espacio Euclidiano, es equivalente a obtener
la interseccién de dicho hipervolumen con el hiperplano e,4+;. Al trasformar el espacio
p(E®) = PE? que equivalente a decir p(R3?) =2 R*/0 (por lo tanto es imposible graficarlo)
pero es a analogo a la figura A.10. La dualidad permite interpretaciones en el espacio
interior nulo Euclidiano NI de los Blades tal y como se presenté para el caso del NOg.

Generalizando se tiene:
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Punto : NOg(A)

Linea : NOg(AA B)
Plano : NOg(AABAC)
Plano : NIg(A)

Linea : NIg(AA B)
Punto : NIg(AABAC)

A.9.3. Reflexiones en Espacio Proyectivo

En el espacio proyectivo se pueden realizar reflexiones al igual que en cualquier
otro espacio, sin embargo dado que se agregé una coordenada extra (la componente
homogénea) el efecto de la reflexién puede cambiar el concepto representado en el espa-
cio Euclidiano. Lo anterior puede ser ajustado para mantener la misma representacién
geométrica. Primero se define un operador ¥ que proyecta los puntos homogéneos al

plano afino!® es decir,

¢ : A€PE" — € PE" (A.24)

*€n+1
Sea a € E? se tiene que A = p(a) = a + e3 € PE?, entonces al reflejar A con respecto
a e3 se tendrd que B = ezAez = e3(a + e3)es = esaes + ezeze3 = —a + e3, implica
una reflexién respecto al origen. Ahora sucede que cuando se refleja con respecto a

19 unitario (aquellos sin componente homogénea), es decir, sea

un vector direccién
m € PE? tal que |m| = 1 (manteniendo la definicién de A), se tiene que C = mAm =
m(a + e3)m = mam + mezm = mam — e3, es aqui el uso del operador 9, puesto que
Y(mAm) = —(mam) + ez = —(a, — ag) + €3 = ag — a + €3 (donde a, y as son las

partes paralelas y perpendiculares de a respecto a m). El resultado anterior muestra

18 F] plano con componente homogénea unitaria.
19 Point at Infinity.
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que la reflexién no arrojé el resultado deseado, es decir, reflejé la parte paralela y no la
perpendicular. La solucién es reflejar previamente con respecto al origen (reflejar con e3)
y posteriormente reflejarlo con m, es decir, m(ezAez)m = (me3)A(eam) = —mam — €3,

en el plano afino esto es Y(—mam — e3) = mam + e3.

A.9.4. Rotaciones en Espacio Proyectivo

Una rotacidn se realiza mediante un Rotor, que es la aplicacién de dos reflexiones.
Sea a € E? de modo que A = p(a) = a + e3 € PE?, dos vectores de direccién n y
m, entonces como se observé en la seccién anterior es posible realizar una reflexion
multiplicando con nez y mes respectivamente, es decir, B = (me3)A(egm) y posteri-
ormente C = (ne3)B(e3n) lo cual es equivalente a decir, C = (nez)(mes3)A(ezm)(e3n)
que es analogo a la forma usual de rotacién mediante un rotor, es decir, C = Raﬁ,
R = (nes)(mes) = —nm R = (eam)(esn) = —mn, C = RAR = (—nm)A(—mn) =
(nm)A(mn), asi el rotor en espacio proyectivo tendréd la misma forma que en espacio

Euclidiano (ver la figura A.9).

A.9.5. Modelo de una Camara

La visién computacional hace uso de cdmaras para adquirir imagenes de objetos
o escenas con la finalidad de interpretar la informacién ahi contenida para diversos
fines, por consiguiente la cimara se modela matematicamente como una entidad cuya
funcién principal es convertir los elementos del espacio visual tridimensional (escena)
a un espacio bidimensional (imagen). Existen diferentes modelos matematicos, en este
trabajo se usara el modelo llamado Pin-hole, donde los puntos en el espacio se proyectan

en un plano (ver la figura A.13). En dicho modelo existen puntos destacados, el centro
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de la cdmara ¢ € E3, el punto principal p € E® que definen el eje principal. Dicho
eje corresponde a la normal del plano de la imagen. La distancia entre el centro de la
camara c y el puhto principal p es conocida como la distancia focal f € R, la apertura
horizontal de la cdmara, es decir, el dngulo o campo de visién horizontal se denota
como § € R, mientras que la apertura vertical de la cdmara o dngulo de visién vertical
se denotard como { € R, finalmente es importante conocer cual de las cuatro aristas
del rectangulo de la imagen representa la parte superior de la imagen, esto se puede

denotar con un punto u (ver la figura A.12). Ahora en términos de dlgebra geométrica

Q2

Figura A.12: Modelo de una cdmara, 7. y m denotan los planos que delimitan el campo
visual, esto se debe a que fuera de estos planos no sera posible adquirir una imagen con
el enfoque correcto.

proyectiva se puede expresar el centro de la cdmara como un punto homogéneo de la
forma C = p(c) € PE?, de igual forma el punto principal y la orientacién del recténgulo

de la imagen respectivamente P = p(p) € PE?, U = p(u) € PE?, se puede calcular los
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puntos Q; en los vértices de la imagen como (ver la figura A.13)

p—c¢ u—p
Vg= ——, Uy =, Vo= (Vg AV)" A.25
“Tlp— g " (e ) (A.25)
h = ftan(d), w = ftan((), (A.26)
Qi = p (p+ (-1) D 2wy, + (-1)*Dhy,) i€ {0,1,2,3}. (A.27)

De este modo el plano de la imagen se puede modelar en su interpretacion geométrica

\¢

Q2

Figura A.13: Interseccién del rayo optico A formado por el centro de la cdmara C'y el
punto en el espacio X con el plano de la imagen.

(NO) mediante el producto exterior de tres de los puntos Q; del rectangulo de la imagen,
es decir, ® = Q1 A Q2 A Q3. El efecto de adquirir una imagen mediante la cdmara es
equivalente al mapeo de dicho punto en la escena X, al subespacio de la imagen, se
modela mediante la interseccién del rayo éptico que pasa por el punto X y el centro de
la cdmara C con el plano de la imagen, dicho rayo éptico puede ser modelado mediante
la linea que pasa por dichos puntos, es decir, A = X A C. La interseccién de dicho rayo

con el plano de la imagen generara el punto Y correspondiente a la proyeccién de X en
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la imagen, es decir, Y =® VA= (Q1 AQ2AQ3) V(X AC).

A.10. Espacio Conformal

Los conceptos subyacentes al dlgebra geométrica sobre el espacio conformal ho-
mogéneo son similares a los del espacio proyectivo y a la trasformacién conformal, es
decir, la idea de envolver el espacio Euclidiano (E™ = R") en un espacio con més dimen-
siones (R™ : m > n) es usada de nuevo, sélo que ahora se tendrdn dos dimensiones

extras. Se agrega un dimensién mediante un mapeo no lineal??

produciendo asf el es-
pacio conformal, la otra dimensién se agrega mediante la homogenizacion del resultado
anterior en la misma forma que se hizo en el espacio proyectivo. En dicho espacio con-
formal homogéneo se tendran la representacién de entidades tales como puntos, lineas,
planos, circulos y esferas en su respectivo espacio Euclidiano embebido. Las trasforma-
ciones conformales son combinaciones de inversiones, con dichas trasformaciones seran
posible realizar rotaciones, translaciones, dilataciones, etcétera. en el espacio Euclidi-
ano. El primer paso para envolver el espacio Euclidiano E™ en el espacio Conformal

K" consiste en realizar una proyeccion estereografica mediante la funcién de mapeo k

definida por
2 22 -1

: z€E"
Rt —)x2+1$+z2+le+’

(A.28)

donde se denota?! a e; = en;;. Todos los puntos envueltos se encuentran en una
hiperesfera de radio unitario, por lo tanto |x(z € E")| = 1. La figura A.14 ilustra el
envolvimiento de E!, donde el punto e, € K! representa +00 y —e, representa el origen

en E! La figura A.15 muestra el mismo concepto de proyeccién estereogréfica ahora

20 Proyeccién estereografica.
21 La base ey se denota asi dado que posee una cuadratura a 1, posteriormente se definira otra base
e_ cuya cuadratura es —1.
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[ Y- N

€1' -

V-e.

Figura A.14: Proyeccién estereogrifica de los puntos z e y en la hiperesfera unitaria.

con lineas y circulos de E? a x(E?), esto muestra que ambas ecuaciones se mapean al
espacio conformal como circulos, con la diferencia que la linea se mapea como un circulo
que pasa por e, (la linea se extiende hasta el infinito, o bien la linea es un segmento de
un circulo de radio infinito), a su vez el circulo se proyecta estereograficamente como
otro circulo que no pasa por e;. El operador de envolvimiento conformal x mapea
todo el espacio Euclidiano E™ a un subespacio n dimensional de K", la transformacién
inversa k™! de K™ a E" sélo estd definida para aquellos puntos que se encuentren
contenidos en dicho subespacio ( Hordsfera). Los puntos Euclidianos z; transformados al
espacio conformal tienen magnitud unitaria [k(z € E")| = 1 (puntos en la hiperesfera),
entonces la transformacion inversa esta definida sélo para aquellos puntos conformales

y €K™ : |y| =1, es decir,

1 n
k1 yeK" ly=1 » ——— -€;)e;. A.29
=1 = e (29)
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Figura A.15: Proyeccién estereogrifica del circulo y la linea a la hiperesfera unitaria.

La homogenizacién del espacio conformal K" se efectiia de la misma forma que el espacio
proyectivo, se denota como PK" y se representa mediante R**1:! /0, dicho espacio posee
n + 2 bases ortonormales de las cuales n + 1 tienen una cuadratura igual 1 y la base
homogénea?? —1. El objetivo de estas bases es construir vectores nulos (aquellos cuya
cuadratura es 0), serdn de gran utilidad en interpretaciones geométricas. El operador
para realizar este proceso de homogenizacién del espacio conformal se denota como p

el cual se define como

p:zeEK* 5 X=z+e_, (A.30)

donde e_ representa la dimensién homogénea. La figura A.16 se muestra la sucesién de
pasos para el envolvimiento desde E! hasta PK' Como consecuencia de homogeneizar
los puntos conformales (que representan puntos Euclidianos) la cuadratura de dichos

puntos conformales es 0, es decir,

2,
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Figura A.16: Proceso de envolvimiento de un punto z € E!, primero proyeccién estere-
ogréfica x(z) y posteriormente homogenizacién p(x(z)).

(a(p(r(z € E))))* a € R'/0

= a?(k(z € E") +e_)?

=a?(k(r €E") +e_) (k(z €E) +e_)
= a?(k(z € E")2 + ¢€2)

=o%(1-1)

=0,

lo cual implica que todos los puntos Euclidianos que estan embebidos en el espacio
conformal proyectivo tienen cuadratura igual a cero, es decir, son vectores nulos, sin
importar el escalamiento isotrépico que puedan sufrir en el espacio PK" debido a un
factor de escalamiento c. En el caso del espacio Euclidiano unidimensional E! (vectores

nulos) est4 contenio en el subespacio representado por el cono H" de la figura A.17, tal
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subespacio® (cono nulo) de PK™ se denota como H" C PK", es decir,
B = (X EPK" : X2 =0} = {alp(s(z €E")) : a€RI/0}.  (A3])

La transformacién inversa p~! desde el espacio conformal homogéneo al espacio confor-
mal, estd definida para aquellos elementos cuya componente homogénea sea diferente
de cero (X - e_ # 0), es decir,
-1 n 1 & n

P XEPK" - o ;(x -e;)e; €K (A.32)
Un wvector euclideano z € E™ se lleva al espacio conformal homogéneo de la forma
X = p(k(z)) = ;;2_'_—1:1: + g;—}e.,. + e_. Se sabe que un escalamiento isotrépico en el
espacio proyectivo no afecta la representacién en el espacio Euclideano, entonces se

puede escalar la expresién sin alterar su representacién en Euclidiano, en particular si

3@ +1) #0,

L@+ D)p(r(z)) = (2% + 1){zA70+ Ses +e_}

T+ 322 +e )+ (e —e)

de esta manera se puede simplificar el proceso de envolvimiento. Se observa que (e;+e_)
representara el infinito en el espacio Euclideano dado que k™ (o™ (e;+e_)) = oo, por lo
que se define el vector e, := (e4 + e_), similarmente se puede observar que 1(e; —e_)
representa el origen Euclideano dado que n‘l(p‘l(%(q —e_))) = 0, es por ello que
se define el vector eg. Asi mismo se usard la definicién de F = ey, A ey para secciones
posteriores. Los vectores definidos anteriormente (que sirven para representar el infinito
e y €l origen ey) poseen algunas caracteristicas importantes, tales como €2, = €2 = 0,
y también ey, - g = —1. Estas propiedades seran de gran utilidad posteriormente en

el dlgebra geométrica. El proceso de envolvimiento se puede reescribir como (z2? +

23 Llamado horésfera.
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1)p(k(z)) = z + $z%€ + €. Un operador que ejecute la proyeccién estereografica,
homogenizacién y escalamiento haciendo uso de los conceptos anteriores, se representa
con A de la forma

A:zeE - %(12 + 1)p(x(z)) € PK", (A.33)
la figura A.17 ilustra este proceso de z € E! hasta X € PK! donde su componente ey es
unitaria, todos los puntos Euclidianos al ser llevados al espacio conformal homogéneo
estan contenidos en el subespacio limitado por el cono nulo y el hiperplano definido por
la base vectorial e, es decir, en una parabola denominada H.. La funcién inversa b
estaria definida s6lo para aquellos puntos que se encuentren en el subespacio del cono
nulo (H"), es decir,

Al XeH - k71 (p7(X)) € EM (A.34)

El conjunto de puntos conformales que se encuentran contenidos en el subespacio gener-

Figura A.17: Puntos conformales con la componente ey normalizada en el hiperplano
afino H.

ado por la interseccién del cono nulo y el hiperplano eg llamados H, son de gran utilidad
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en las interpretaciones geométricas. Estos puntos poseen componentes ey unitarias sim-
ilares a los puntos en el espacio proyectivo con componente homogénea unitaria (e,+1)
que yacen en el hiperplano afino, por ello se le denota a H, como el cono nulo afino,
haciendo uso de las propiedades anteriores para los vectores nulos se reescribe como

H? :={X eH" C PK" : X:ex =—1}.

A.10.1. Algebra Geométrica en Espacio Conformal

El espacio conformal homogéneo PK" que envuelve el espacio Euclidiano n-dimensional
pose n+2 dimensiones, entonces el 4lgebra geométrica de dicho espacio consiste de 2("+2)
bases Blade. Dichos Blades representan subespacios lineales en su interpretacién NO
y NI en PK" El interés de envolver el espacio Euclidiano tiene el propésito de gener-
ar propiedades titiles en la interpretacién de los espacios nulos Euclidianos, es decir,
el interés estd en el conjunto de vectores Euclidianos que al ser envueltos en el espa-
cio conformal homogéneo se encuentran en el NO o NI de algin Blade de PK™ Sea

A € PK" el espacio interior nulo y el espacio exterior nulo de A se definen como

NIz(A € PK") := {z € E" : Az) A =0} (A.35)
=2 ({XeH" : X A=0}), (A.36)

NOg(A € PK") := {z €E" : A(z) AA =0} (A.37)
=2 1({XeH" : XAA=0}), (A.38)

la segunda definicién de estos conjuntos es evidente dado que el conjunto de puntos en el
cono nulo H" pueden ser proyectados al respectivo espacio Euclidiano, de esta manera el
producto interior o exterior con dicho punto conformal sera equivalente a tener puntos
Euclidianos que cumplan con la primera definicién del conjunto. Los espacios nulos

Euclidianos de los Blades serén la interseccién de los espacios nulos en PK" con el cono
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nulo H", es decir, si

NI(A € PK") :
NO(A € PK")

{XePK" : X A =0},
{XePK" : XAA =0}

, entonces

NI(A € PK") := NIg(A € PK") := A\"\({NI(A) N H"}),
A1 ({NO(A) NH"}).

El NO del bivector formado por X AY : X , Y € PK! expande un subespacio
bidimensional NO(X A Y) y como el espacio exterior nulo Euclidiano son aquellos

puntos contenidos en la interseccién del espacio exterior conformal con el cono nulo,

entonces el NOg(X AY) = {2 1(X), \71(Y)}**

A.10.2. Primitivas Geométricas

La presente tesis se enfoca en visién estereoscipica usando ilgebra geométrica con-
formal y puesto que los escenarios u objetos existen en el espacio tridimensional, en-
tonces se presenta la descripcién de las entidades geométricas basicas en E® haciendo
uso del envolvimiento conformal homogéneo PK? e interpretiandolo mediante los espa-
cios nulos correspondientes. Antes de iniciar con estas entidades es crucial visualizar
una propiedad importante de los puntos conformales. Sea r y y € E3 dos puntos Eu-
clidianos, al envolverlos se obtiene que X =z + %a:zeoo +e, Y=y+ %yzew +ey € H3.

Ahora el producto interior del par de puntos Conformales®® ser4 de la forma

24 Entidad par de puntos.
25 Por brevedad se le denotara como puntos Conformales a los puntos Conformales homogéneos.
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X Y = (z+32%0+e€0) - (y+ 35%w0 + €0)

2

1 1,2
z-y— gt — gl

1 2
—3(z—v)
lo que proporciona una caracteristica muy 1til, es decir, el producto interior de dos

puntos Conformales proporciona una medida de la distancia Euclidiana entre ambos

puntos, es decir, |z — y| = y/-2(X Y).

A.10.3. Puntos

Sea z € E3 un punto en el espacio Euclidiano, entonces se tendrd que X = z +
L1a%e + €o € H3, entonces su NI(X) = {X Y = 0}, pero como X € H? entonces X es
un punto sobre el cono nulo, por ende NI(X) = {X-aX =0 : @ € R /0}. Esto implica
que NIg(X) = A1({NI(X)}), se obtiene que la entidad (0-dimensional) geométrica

punto se representa como un subespacio unidimensional aX en PK3,

A.10.4. Esferas

Las esferas estdn relacionadas intrinsecamente con el dlgebra geométrica conformal,
es por ello que cualquier punto conformal que este fuera del cono nulo representara una
esfera, ya sea de radio real o imaginario. Sea A € H? un punto conformal en el cono nulo
afino y S € PK" otro punto conformal fuera del cono nulo de la forma S = A — %ezew,

€ € R, entonces el NOg(S) = {X e H* : S-X =0}, es decir
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S X=0
(A-1icfex) X = 0
A X—%czew X =0
—ia—z)?+1i? = 0
(-2 = ¢

lo que implica que en el espacio Euclidiano una entidad que posee un punto singular
de referencia a y que cualquier otro punto z debe de encontrarse a una distancia fija
de ¢ unidades para pertenecer a ese espacio interior nulo. Tal entidad es la esfera, el
punto a es su centro, mientras que cualquier otro punto z a una distancia dirigida e
(radio) pertenecera al subespacio que representa la superficie de la esfera. Nétese dos
aspectos importantes, primero en el NOg(S) se hace uso intencional de X € H" para
tener un versién con componente homogénea unitaria (para evitar el paso de normal-
izacién), sin embargo con componente no normalizados el principio se sigue cumpliendo.
El segundo aspecto es que S al ser un elemento de un espacio homogéneo, cualquier
escalamiento isotrépico no posee efecto alguno sobre el resultado en su interpretaciéon

en el espacio Euclidiano. Si se desea normalizar la componente homogénea de una esfera

S

—s>—)? = €%. Es posible saber si un punto X

escalada arbritariamente S se tiene que (

se encuentra en el interior, exterior, o en la superficie de una esfera mediante

S-X —

Bem)Xem) = 0 En la superficie de la esfera

> 0 Dentro

< 0 Fuera.

Ahora si S = A + 1e%es € PK" es un punto en el interior del cono nulo, se puede
verificar que dicho punto representard una esfera de radio imaginario. De esta forma
se tiene que los puntos en el espacio proyectivo conformal son esferas de radio mayor

a cero (los puntos fuera del cono nulo), esferas de radio cero (puntos contenidos en el
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cono nulo), esferas de radio imaginario (puntos contenido en el interior del cono nulo).
Es por eso que la entidad primitiva fundamental del espacio conformal homogéneo es

la esfera y de ahi se derivan el resto de las entidades geométricas.

A.10.5. Planos

La esfera como entidad geométrica fundamental puede ser usada para aproximarse
a un plano, es decir, una esfera con un radio infinito. Recordando que en el espacio
proyectivo aquellos vectores de P™ cuya componente homogénea es igual a cero (vectores
de direccién) se mapean al espacio Euclidiano mediante p~! a puntos en el infinito. Es
plausible en el espacio conformal homogéneo convertir una esfera en un plano, es decir,
sea la esfera normalizada S = A — %e%w es posible eliminar su componente homogénea

con soélo restarle ey, dado que

P = S—eo

= A-1ilcex—¢

= a+ja’en+eo — %ezeoo — e

a+ 3(a® + &)ew.
El resultado es un plano P en su interpretacién NI, puesto que

P X = 0eH?,
= (a+5(®+ )ew) - (z+ 4o + €0) = 0,

= a-z-1(a®+e) =0,

la||za] — 3(a®+€2) =0 : z=z,+ x5,

0 & lallzal = 3(a® +€2),
2

2
0 & |zo| = 5
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donde z, representa la componente paralela de z a lo largo de a. La equacion A.10.5
ilustra que todos los puntos que posean una componente paralela a a de magnitud fija
se encontraran en el NI de P Esto es anélogo al concepto del plano en célculo vectorial,
puesto que un plano se representa como un distancia de Hesse d € R y un vector unitario
normal n € R® : |n| = 1 de la forma que cualquier vector u € R3 sobre el plano se
tendra que n-u = d donde la componente paralela al lo largo de n tendria una magnitud
fija d. Finalmente se puede visualizar a la entidad P como una esfera de radio infinito
que p~! En la seccién A.5 se observé que en NI el producto exterior de dos vectores
representa la interseccién de sus respectivos NI, lo cual es posible realizar en el espacio
conformal, es decir, el NIg del producto exterior de dos esferas Z = S; A S; € PK3, es
la interseccién de la esfera, lo cual puede ser un circulo, un punto o en el caso que no
se intersecten sera un circulo de radio imaginario. Es posible extender dicho producto
exterior a tres esferas dando como resultado la interseccién un circulo con una esfera
que es un par de puntos, un sélo punto, o en su caso un par de puntos con un radio
imaginario. En este sentido es posible conseguir un producto exterior de cuatro esferas,
que en caso de existir la interseccién de dichas entidades serd un sélo punto. Esto aplica
para las esferas que posen un radio infinito o planos, como se observo anteriormente, en
tal caso el circulo serd de radio infinito, osea, una linea. El dlgebra geométrica conformal
hace uso del concepto de dualidad, para encontrar la representaciéon de las entidades
en términos de NO, es decir, sean X, Y, Z, W, V y U € H¢ vectores linealmente
independientes entre si tales que X = p(x(z)), Y = p(x(y)), etcétera. Entonces se tiene

que
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NOg(V)

NOR(W AV)
NOg(WAV Aey)
NOg(W AV AZ)
NOg(WAVAZAX)
NOg(WAVAZAex)
NOg(WAVAZAXAY)

A.10.6.

—

100

Punto v

Par de Puntos W y V

Linea que pasa por Wy V
Circulo que pasa por W.Vy Z
Esfera que pasa por W.V, Zy X
Plano que pasa por W. V y Z

Todo el espacio Conformal.

Inversion en Espacio Conformal

En el espacio conformal es posible realizar trasformaciones llamadas inversiones, las

combinaciones de estas inversiones implican trasformaciones en el espacio Euclidiano

envuelto, tales inversiones son herramientas para transformar las entidades en su in-

terpretacién en los respectivos espacios nulos. Sea z € E™ un punto Euclidiano y el

e -

\

[-e.

Figura A.18: Inversién de un vector z € E! con base en el mapeo estereografico x(z) y

la reflexi6én sobre el eje e,
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operador de proyeccién estereogrifica x(z € E") = A5z + f;:_—im, € K", ahora la

inversion de z denotada como z~!

= %, es equivalente a la inversién de z con respecto
a la hiperesfera unitaria centrada en origen. Para verificar como se relaciona z! en el

espacio conformal se proyecta estereograficamente, es decir,

g 2 T (FP -1 2 2 -1
1 ny __ ' - _ n
k(z™ €E™) = ——-—(: )2+1(_x2)+ @7+ 1+ =t i € K"  (A.39)

lo cual muestra que el proceso de invertir un vector en E" es equivalente en el espacio
conformal a invertir el signo de su componente e,.. Esta caracteristica es muy 1itil puesto
que la inversién de signo respecto a una de la bases (e4) puedes ser realizada mediante

una reflexién respecto al eje (e1) adecuado (ver la figura A.18).

A.10.7. Rotacion en Espacio Conformal

Las transformaciones Euclidianas son un subconjunto de las transformaciones con-
formales, las transformaciones conformales son combinaciones de inversiones que en
algebra geométrica pueden ser ejecutadas mediante reflexiones, la rotacion y la translacién
se implementan de esa forma, asi se definen los rotores y transladores. El dlgebra ge-
ométrica conformal posee cualidades del espacio proyectivo, entonces es posible expresar
planos y lineas (que no necesariamente pasen por el origen), por consiguiente es posible
reflejar con respecto a tales planos en posicién arbitraria en el espacio (la rotacién seria
el doble del dngulo comprendido entre el par de planos usados, lo expuesto en la sec-
cién A.8). Considerando el ejemplo anterior, es posible observar que el eje de rotacién
es la linea de interseccion de ambos planos. Si los planos efectivamente se intersectan
entonces se produce una rotacién alrededor de dicho €je, de lo contrario los planos son
paralelos y el eje de interseccién se encuentra en el infinito, entonces se produce una

translacion. La linea resultado de la interseccién de dos planos o el producto exterior
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de dos puntos con e, se representa mediante su NQO, mientras que en su representacion
NI la linea se expresa como L = mey, + nE donde n representa la direcciéon y m
el momento de la linea (serd igual a cero para lineas que pasan por el origen). Una
vez normalizada la linea L es posible definir el rotor? R = e%”‘, dicha notacién es
posible ya que la expansién de la funcién exponencial en series de Taylor seria de la
forma R = cos @+ Lsin §. Rotar un punto en el espacio Euclidiano respecto a una linea
arbitraria con un 4ngulo 6, es decir, si z; € E3 — X; = p(x(z;)), entonces es posible
obtener una linea que pase por cualquier par de puntos Ly, = (XnAXnAew)* bivector

" ' : lor!
normalizando L = —LImn o] rotor puede ser construido como R = ez%Lmn_la
mn b b

—(Lmn-Lmn)2

rotacién de cualquier punto X; : i # m y i # n seria de la forma X = inﬁ, de 6

radianes alrededor del eje formado por L,,.

A.10.8. Translacion en Espacio Conformal

Es posible expresar una translacion en &lgebra geométrica mediante dos reflexi-
ones consecutivas con dos lineas paralelas, para lo cual existe un operador llamado el
Translador T, donde el vector ¢t € E™ representa la translacién en el espacio Euclidiano,

es decir,

1
T=1- §t¢3oo : teE”, (A.40)
es también posible expresar el translador mediante su notacién exponencial como
T = g3t (A.41)

En el espacio conformal la translacién es una rotacién con la peculiaridad de que el plano
de rotacién no se encuentra en el espacio Euclidiano, sino en el espacio PK" Ahora si

se aplica un translador T al origen e, se tendria que TeyT = (1- %tew)eo(l +dtes) =

26 ], es un bivector normalizado.
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p(k(t)), es decir, seria igual al vector Euclidiano que constituye a T, lo cual es lo
esperado, asi mismo si se aplica un translador al punto en el infinito ey se tendria de
la forma TeoT = (1- %tw)em(l + 3tew) = €co, es decir, el punto permanece ahi, en
el infinito. Una de las caracteristicas interesantes de los rotores y los transladores es
que pueden ser aplicados a cualquier Blade, el mismo operador puede trasladar puntos,

lineas, planos, esferas, circulos, etc. incluso es posible transladar a un rotor, es decir,
M = TRT (A.42)

lo cual implica un rotacién mas general que ahora incluye una translacién, tal entidad

es llamada motor. Ejemplo, sea Y € PK3

’

Y MYM
(TRT)Y(TRT)

{TIRTYT)RIT},

los paréntesis mas internos representan una translacién con un sentido —t, los corchetes
muestran una rotacién con respeto a R y finalmente las llaves aplican una translacién

un sentido ¢.

A.10.9. Espacios Euclidiano y Proyectivo en Espacio Confor-

mal

Ahora que se han tratado los espacios Euclidiano E3, Proyectivo PE® y Confor-
mal PK® mediante el slgebra geométrica, es posible observar que en cierta forma el
espacio conformal homogéneo posee las caracteristicas de los dos espacios anteriores,
codificdndolas mediante sus dos bases extras, los vectores nulos e €g y la proyeccién

estereografica. Esta forma de contener los espacios Euclidiano y Proyectivo en el espacio
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Conformal no es inmediata ni transparente, pero con la ayuda de e, y E es posible
encontrar el isomorfismo entre dichos espacios. Sea X € HZ, entonces es posible definir
un operador

QX eH) : XAE, (A.43)

de esta manera identificando las bases Euclidianas de la forma
{61‘ A E}?:].’ (A44)

se visualiza el espacio Euclidiano inmerso en el conformal. Asi mismo es posible detectar
el espacio proyectivo inmerso, mediante el operador Z(X € H?) : Z A ey, de esta
manera identificando las bases proyectivas de la forma {e; A ex }™; y la base ey A e
como ey (la componente homogénea), con lo que se afirma que el espacio proyectivo

se encuentra inmerso en el conformal.
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