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Resumen

En este trabajo de tesis se disefia, construye y opera un laser de pulsos ultracortos de Ti:Za.
Se comienza por estudiar los fenomenos fisicos responsables del funcionamiento de un laser de
pulsos ultracortos. Posteriormente se diseiia la cavidad laser, tanto sus componentes como Ssus
dimensiones. Una vez que se tienen todos los elementos de la cavidad, se procede a su ensamble
para ser operada en modo pulsado. Por ultimo se reportan los resultados obtenidos asi como
algunas conclusiones.

En 2004 John L. Hall y Theodore W. Hanch desarrollaron la técnica del peine de frecuencias.
Esta técnica permite la medicion absoluta de frecuencias opticas y se basa en una cavidad laser de
pulsos ultracortos de Ti:Zafiro. La direccion de tiempo y frecuencia del Centro Nacional de
Metrologia (CENAM), desarrolla el patron nacional de frecuencias opticas utilizando esta técnica.

Los pulsos generados por la cavidad laser de Ti:Za producen cientos de miles de lineas
coherentes en la region visible del espectro electromagnético, lo que equivale a tener cientos de
miles de laseres con frecuencias ultra estables bien conocidas y definidas.

Abstract

e T R L L e

In this thesis work an ultrashort pulse Ti:Sa laser is designed, built, and operated. Work begins
by studying the physical phenomena that describe the functioning of an ultrashort pulse laser.
Afterwards, the laser cavity is designed, considering both its components and dimensions. Once all
the elements of the cavity are available, construction of a pulsed laser starts. Finally, results are
reported as well as some conclusions.

In 2004 John L. Hall and Theodore W. Hanch developed the frequency comb technique. This
technique allows absolute frequency measurements and it is based in an ultrashort pulse
Ti:Sapphire laser cavity. The time and frequency direction of the Centro Nacional de Metrologia
(CENAM) develops the national optical frequency standard using this technique.,

Pulses generated by this Ti:Sa laser cavity produce hundreds of thousands of coherent lines
in the visible region of the electromagnetic spectrum, which is equivalent to having hundreds of
thousands of lasers with well known and defined ultra-stable frequencies.



Introduccion
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Cuando se utiliza el termino “ultracorto” nos referimos a periodos de tiempo del orden de
unos cuantos femtosegundos (fs), loque esiguala 1l X 10715 segundos. Esta escala de tiempo pudo
ser accesible gracias a los avances en generacion, amplificacion y medicion de pulsos ultracortos de
luz. Debido a la gran concentracion de energia que hay en un pulso éptico de unos cuantos
femtosegundos este tema conlleva el estudio de la interaccion de luz laser de alta energia con la
materia.

Resulta fascinante poder observar y controlar procesos en la naturaleza en una escala de
tiempo tan pequeiia. Un femtosegundo (1 fs) es 1 : 10*> parte de un segundo y corresponde a la
mitad del periodo de la luz roja. Durante un femtosegundo, la luz visible viaja a través de una
distancia de unos cuantos cientos de nanémetros, lo que en el mundo macro puede llegar a carecer
de significado. Sin embargo, esta distancia corresponde a unas cuantas miles de celdas unitarias en
un solido, lo cual representa una considerable cantidad de distancias atomicas. Varios procesos
esenciales en atomos y moléculas, asi como interaccion entre estos, ocurren en tiempos menores a
la escala de tiempo de los picosegundos (1 ps = 1 x 107!“ s). La relevancia de estos procesos tan
rapidos radica en que son los primeros pasos para la mayoria de los fendmenos (macroscopicos)
fisicos, quimicos y biologicos.

En un sélido, los atomos tienen una posicion bien definida dentro de la red. Sus movimientos
estan restringidos usualmente a las vibraciones de la red (fonones), con periodos del orden de
100 fs, lo cual corresponde a la energia de un fondn de unas cuantas decenas de mili-electronvolts
(el fonon optico longitudinal en el GaAs tiene una energia de 35 meV).

El problema fundamental a resolver es encontrar herramientas y técnicas que nos permitan
observar y manipular fenomenos en una escala de tiempo de fs. Hablar sobre herramientas y
técnicas en la escala de fs significa utilizar Fisica de laseres, y en particular laseres de pulsos
ultracortos. Poco después de la invencion del laser en 1960, se desarrollaron métodos para usarlos
en la generacion de pulsos de luz. En los 60’s, el microsegundo y el nanosegundo fueron
ampliamente estudiados. En los 70’s, el progreso en la Fisica de los laseres hizo accesible el rango
de los picosegundos, mientras que en los 80°s se caracterizo por la introduccion de la escala de los
femtosegundos.

La era de los femtosegundos y la tecnologia que conlleva, permitié nuevas y fascinantes
posibilidades basadas en las propiedades unicas de los pulsos de luz con una duracion de unos
cuantos femtosegundos.

e La energia puede ser concentrada en un intervalo temporal tan corto como unos cuantos
107135, lo cual corresponde a unos cuantos ciclos pticos en el rango visible.

 El pico de potencia del pulso puede ser extremadamente grande incluso si la energia del
pulso es moderada. Por ejemplo, un pulso de 50 fs con una energia de 1 m/ tendria una
potencia promedio de 20 Gigawatts. Si enfocamos este pulso en un area de 100 um?



tendriamos una intensidad de 20 Petawatts/cm? (20 X 105 W /cm?), lo cual resulta en un
campo eléctrico de 3 GV/cm. Este valor es mas grande que el tipico interatomico de
1GV/cm, por lo tanto un pulso de esas caracteristicas es capaz de modificar el campo
eléctrico de los atomos.

Lo mas atractivo de los pulsos de luz en el orden de los fs no es solo la posibilidad de monitorear
los procesos en su dindmica ultrarrapida, sino también el simple hecho de que las cosas pueden
hacerse mas rapido, como por ejemplo la trasferencia de datos. Un laser de pulsos ultracortos bien
estabilizado, en conjunto con interferometria especializada asi como toda la electrdnica asociada
al sistema, se conoce comunmente como peine de frecuencias. El tren de pulsos resultado de la
cavidad laser produce un espectro de frecuencias que consiste en una serie de dientes equidistantes
separados todos ellos por el valor de la frecuencia de repeticion del laser pulsado. Debido a la
semejanza con un peine para cabello convencional, a este sistema Optico se le nombré peine de
frecuencias.

[
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Frecuencia

Fig. A. Representacion esquematica de un peine de frecuencias. La grafica representa el perfil de intensidad
en el dominio frecuencial del tren de pulsos originado en la cavidad laser.

La técnica del peine de frecuencias nos permite en primera instancia, medir frecuencias
Gpticas de manera muy exacta, sin embargo hoy en dia, esta técnica se utiliza para otros propésitos.
Los peines de frecuencias son parte fundamental en el desarrollo de los relojes 6pticos. Al dia de
hoy, ya se plantea la redefinicion del segundo en base a una transicién cudntica en el orden de las
frecuencias dpticas. Ya se trabaja en aplicaciones de estos peines como radares laser avanzados, asi
como sistemas seguros de comunicacion éptica. También se estan utilizando para medir la energia
de los niveles electrénicos de los electrones y observar la dindmica dentro de los &tomos. Asi mismo,
se utilizan como detectores quimicos sumamente sensibles, y gracias a los ultimos avances, |a
posibilidad de controlar las reacciones quimicas por medio de laseres esta cada vez mas cerca.



Objetivo

EL objetivo de este trabajo de tesis consiste en disefar, construir y operar un ldser de pulsos
ultracortos de Titanio:Zafiro para aplicaciones de metrologia de tiempo y frecuencia. Como
objetivos de la cavidad misma, ésta debe alcanzar una frecuencia de repeticion por encima de
1 Ghz. Asi mismo, debe tener una potencia de salida suficiente para que los dientes del peine
puedan ser detectados por la electrénica del sistema.

La medicion de frecuencias oOpticas con alta exactitud es uno de los objetivos de la
metrologia de tiempo y frecuencia actual. El| CENAM como ente rector de la metrologia en México
posee el patron nacional de Tiempo y Frecuencia del cual realiza la unidad de tiempo del Sl a partir
de la definicion actual del segundo. La técnica del peine de frecuencias permite ligar de manera
directa las frecuencias en la region visible del espectro electromagnético con la region de las
radiofrecuencias, tipicamente unos cuantos GigaHertz, y dado que la definicién actual del segundo
involucra frecuencias en la region de las microondas, podemos establecer, como se conoce en
metrologia, trazabilidad directa de frecuencias dpticas al Patron Nacional de Tiempo y Frecuencia.

Como mencionamos en la introduccion, un peine de frecuencias conlleva la estabilizacion
de la cavidad laser, entre otras cosas, sin embargo, el laser de pulsos ultracortos que se pretende
construir en este trabajo sera el primer paso en el desarrollo del peine de frecuencias FC-2 con fines
a declarar el patran nacional de frecuencias dpticas.



1 Marco Teorico
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1.1 Introduccion

La optica es el campo de la Fisica que estudia la interaccion entre la luz y la materia. Cuando
el principio de superposicion puede ser aplicado a las ondas electromagnéticas, o cuando las
propiedades de la materia no dependen de la intensidad de la luz, se habla de optica lineal. Con
fuentes de luz de baja intensidad el comportamiento de la materia en presencia de luz incidente
puede ser caracterizado por una serie de parametros como el indice de refraccion, coeficiente de
absorcion y reflexion asi como la orientacion del medio con respecto a la polarizacion de la luz.
Estos parametros dependen unicamente de la naturaleza del medio. La situacion cambid
drasticamente después del desarrollo de los laseres en los anos 60’s, los cuales permitieron generar
luz con intensidades mayores a un kilowatt por centimetro cuadrado. Actualmente los laseres de
pulsos ultracortos pueden generar picos de potencia del orden de petawatts. A tan altas
intensidades los parametros opticos de los materiales cambian en funcion de la intensidad de la luz
incidente. La respuesta de un material a una alta intensidad de luz es lo que se conoce optica no
lineal. Esta distincion entre el régimen lineal y no lineal se muestra claramente en la expansion
polinomial de la polarizacion macroscopica de un medio cuando es iluminado con un campo

eléctrico E:
o8 _ . Optica lineal
<0
+x2) FE Optica no lineal, generacién del segundo (1.1)
armonico.
+x3): EEE Generacion del tercer armonico, indice de
refraccion no lineal.
.
1.2 Opti:. Lineal

Siun campo eléctrico o magnético esta variando en algin punto en el espacio, entonces una
onda electromagneética se propaga desde ese punto, lo cual puede representarse mediante las
ecuaciones de Maxwell.

Si la magnitud del campo magneético es muy pequefia comparada con la magnitud del campo
electrico, entonces podemos escribir la ecuacion de la propagacion de la luz como:
2p 1 3°E 1
";" E T T _=.uu.£'ﬂ, [1,2}
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Donde c es la velocidad de la luz, la cual depende de la permitividad eléctrica y magnética,
&0 ¥V Mo, de material donde la onda se esta propagando. La ecuacion 1.2 es una ecuacion diferencial
de segundo orden cuya solucion es,

E, = Re(Ege'(*-2)y. (1.3)

Esta solucion en particular describe la propagacion transversal de un campo eléctrico E,
sobre el eje de las x. La amplitud del campo electrico varia en el tiempo con frecuencia angular w y
en el espacio con una longitud de onda A = 2nc/w. Reescribiendo 1.3, se introduce el vector de onda
k.

E, = Re(Epe'@tk),  |k|=2=2F (1.4)

Hasta este punto, la luz ha sido tratada solo como onda, pero su comportamiento dual no
puede ser ignorado. La dualidad onda-particula tiene el siguiente significado. La descripcion de la
luz como una onda es continua en el tiempo y en el espacio, mientras que la particula es discreta.
La particula de luz esta conformada de fotones, paquetes de energia igual al producto de su

frecuencia y la constante de Planck fiw. Los fotones nunca han sido observados en reposo y viajan
a la velocidad de la luz. Cuando la luz interactia con la materia, la energia y el momento se
conservan.

1.2.72 Luz Pulsada

Analiticamente hablando, es sencillo producir un pulso de luz. Tomemos un plano de una
onda monocromatica:

E, = Re(Eqe'™"). (1.5)

La representacion del campo eléectrico en el tiempo es una funcion coseno. Para construir el
pulso multiplicamos la ecuacion 1.5 por una funcion Gaussiana para simplificar los calculos. Por
tanto, un pulso Gaussiano puede ser escrito como

E, = Re(E,e( Tt +iwt)), (1.6)

[ es el factor de forma de la envolvente Gaussiana; es inversamente proporcional al
cuadrado del tiempo de duracion t.

El contenido espectral de un pulso se obtiene calculando el modulo de su transformada de
Fourier de la funcién temporal del mismo. La transformada de Fourier de un pulso Gaussiano es
también en una funcion Gaussiana.

10
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Fig. 1.1 Evolucion en el tiempo del campo eléctrico en un pulso Gaussiano. Este pulso resulta de multiplicar
una funcion coseno por una funcion Gaussiana. [1]

E(w) = exp el |
4

/. -

w, w

Arhitrary Units

Fig. 1.2 Transformada de Fourier de un pulso Gaussiano mostrado en la Fig. 1.1. La funcion de la
transformada es tambien una funcion Gaussiana con un ancho espectral proporcional a I.[1]

e larion Entre la Duracion del Pulso y Su Ancho Espectral.

Hasta ahora hemos visto que existe una relacion entre la duracion del pulso y su ancho
espectral, cuando ambas cantidades son calculadas usando definiciones estadisticas se obtiene la

siguiente inecuacion:

AtAw > % (1.7)

Esta relacion de la Fisica clasica, la cual nos lleva al principio de incertidumbre en Mecanica
Cuantica, tiene importantes consecuencias en el campo de los pulsos de luz ultracortos.

 Siqueremos producir un pulso de luz con cierta duracion es necesario usar a amplio ancho

de banda espectral.
 La desigualdad 1.7 solo puede ser satisfecha con envolventes Gaussianas, tanto para la

espectral como la del tiempo. Cuando la igualdad es alcanzada se dice que es un pulso

11



limitado por transformada de Fourier. La variacion en la fase en este tipo de pulsos es lineal
en el tiempo o lo que es lo mismo, su fase instantanea es independiente del tiempo.

e« Para un espectro dado, la envolvente de un pulso puede ser construida tal que tenga la
menor duracion posible.

* El pulso mas corto construido solo puede ser del tipo limitado por transformada de Fourier
Si su espectro es simétrico.

e Siel pulso es limitado por transformada de Fourier no tiene una forma Gaussiana, entonces
la desigualdad es similar pero el valor de %2 cambia dependiendo de la forma del pulso.

Ahora consideremos un pulso en el cual su dependencia temporal sea cuadratica,
2 Y
EJ-" — RE(E{]E[_H H['mut—f:rt:}[)_ {13}
Entonces su frecuencia angular instantanea varia linealmente con el tiempo,
ad
w(t) = =g +at, a>0 (1.9)

Cuando un término cuadratico se agrega a la dependencia temporal del pulso, la frecuencia
instantanea se corre hacia el rojo en la parte frontal del pulso y hacia el azul en la parte trasera del
pulso (Fig. 1.3). Se dice entonces que es un pulso con “chirp”

""U/\ ]ﬂ Ao o
\J VY '

Fig. 1.3 Evolucion en el tiempo de un campo eléctrico de un pulso Gaussiano el cual tiene una dependencia
temporal en su fase del orden cuadratico. [1]

1.2.4 Propagacion de un Pulso de Luz en nn Medio Transpareate,

Debido al gran ancho espectral de un pulso y debido a la dispersion de la velocidad de grupo
en un medio transparente, el pulso sufre una distorsion de fase lo cual induce un incremento su

duracion.

La transformada de Fourier de un pulso Gaussiano es
= —(w-wj)
Eqg(w) = Exp( = ) (1.10)

12



Después de que un pulso se ha propagado una distancia x, su espectro se ve modificado de tal
manera que

E(w,x) = Ey(w) exp(—ik(w)x), k(w)=—, (1.11)

Donde k(w) es el factor de propagacion dependiente de la frecuencia angular. Para poder hacer un
calculo analitico parcial de los efectos de la propagacion, el factor de propagacion es rescrito usando
la expansion de Taylor como funcion de la frecuencia angular.

k(w) = k(wg) + k'(w — wyp) +§k”(m - wy)? + -, (1.12)
Donde
¢ dk(w)
i ; 1.13
( dw )mﬂ { ]
Y
7 d?k(w)
k' = z 14
( dr.uz )wu {11 ]

El espectro del pulso es entonces
_ . = A 9
E(w,x) = Ey(w) exp (—:k(wu)x —ik'x(w — wy) — (E + Ek ) (w — wy) ) (1.15)

La evolucion temporal del campo eléectrico del pulso se obtiene mediante la transformada inversa
de 1.15,

2
rx) . X
&(t,x) = ——exp [lmn (t - %(mu])l « exp[l(x) (t - vg{m.,}) ] (1.16)
Donde
= (2 = (2« 2 =14 20
Ve (wo) = (R)m{. , Vglwe) = (d'f)m., ' T + 2ik"'x (1.17)

En el primer término de la exponencial en 1.16 se puede observar que la fase de la
frecuencia central tiene un retraso de x /v, después de propagarse una distancia x. Debido a que I3
fase no es una cantidad medible, esta no tienen consecuencia observable. La velocidad de fase
Vg (@) mide la velocidad de propagacion de las componentes del plano de la onda del pulso en el
medio. Estos planos de la onda no llevan ninguna informacion, esto debido a su infinita duracion.

El segundo término en 1.16 muestra que el pulso después de viajar una distancia x,

mantienen una envolvente Gaussiana. Esta envolvente esta retrasada por una cantidad —, v, €sla
Vg
velocidad de grupo. También se muestra la envolvente del pulso se distorsiona durante la

propagacion debido al factor I'(x) el cual es dependiente de la frecuencia angular a través de k'’ (w)

13



po (kW) _ d [ 1
k _( dw? )m T dw (ug{m})m']‘ [1-14]

a

Este término es conocido como “dispersién de la velocidad de grupo” Resumiendo, la
propagacion de un pulso a través de un medio transparente resulta en un retraso del pulso, un
ensanchamiento en la duracion y un chirp en la frecuencia del pulso.

LA

Jg/\y i
/

Fig. 1.4 Intensidad de la envolvente del pulso propagandose en el eje x, en un medio transparente sin

perdidas. El pulso se ensancha en el tiempo sin embargo conserva su energia. [1]

Parametro de dispersion de v rnedio Lrunsnarente.
1.2.4.1 Parametro de disy [ ! t

La dispersion de un indice de refraccion es usualmente tabulada como funcién de la
longitud de onda de la luz en el vacio. Ahora necesitamos recalcular la dispersion como funcién de
la longitud de onda. De la ecuacion 1.14 obtenemos

.-12

2TC

D, D=14

L =
L di’

(1.15)

Siendo t,el retraso de grupo inducido por la propagacion sobre una distancia L. D se
conoce como el parametro de dispersion. Siendo t, = L/v,; podemos reescribir 1,15 como

) B i
k T 2me? dA? {1'16}
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1.3 Optica No Lineal.

1.3.1 Susceptibilidad de Segundo Orden.

La susceptibilidad de segundo orden y(?) es responsable de varios efectos opticos no
lineales, en esta seccion se mencionaran de manera muy general, ya que para efectos de esta tesis,
es la susceptibilidad de tercer orden y (3’ la responsable de los efectos 6pticos en los cuales se basa
este trabajo.

[.3.1.1 Generacion del Sequndo Armonico.

La generacion del segundo armonico fue el primer efecto no lineal que pudo ser observado
después de que los laseres estuvieran disponibles.

En este proceso, dos fotones con la misma frecuencia angular w, cuando se propagan a
través de un material, pueden mezclarse, produciendo un solo foton con una frecuencia angular que
es igual al doble de la original.

1.3.1.2 Interacciones Parameétricas.

La susceptibilidad de segundo orden es responsable de una gran variedad de otros efectos
gue involucran tres fotones generando nuevas frecuencias. Estos efectos son conocidos como
efectos paramétricos, esto en referencia a los osciladores forzados y tecnicas relacionadas, las
cuales fueron desarrolladas previamente en el campo de las radio-frecuencias electronicas.

1.3.2 Susceptibilidad de Tercer Orden

Cuatro fotones estan involucrados en los efectos no lineales debido al término a la
susceptibilidad de tercer orden derivado de la expansion de la polarizacion de un material. En
contraste con los efectos de segundo orden, algunos efectos de tercer orden no se desvanecen en
materiales centro simeétricos por lo que pueden ser observados en liquidos y materiales amorfos.

1.3.2.1 Indice de Refraccion No Lineal.

Cuando una onda electromagnética intensa pasa por un medio isotropico su respuesta
dieléctrica cambia:

g =&+ &(E E). (1.17)

Donde (E - E) es el promedio temporal del cuadrado del campo eléctrico. De tal manera

que (E - E) = = |E|?. Esta funcién ocurre cuando escribimos la polarizacion como

P=c¢.x® +¢,x3E-E)E. (1.18)

De tal manera que e =14+ y®M y & =14 y3) El término ¥@ es cero ya que
consideramos un medio centro simétrico.
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El indice de refraccion esta dado por la raiz cuadrada de la funcion dieléctrica, asi podemos
encontrar que

n=[¢& =e+&(E E)=ny+ny(E - E). (1.19)
Y eventualmente obtenemos

Donde | = |E|* es la intensidad de la luz.

Cuando un campo eléctrico suficientemente fuerte es aplicado, la nube electronica de un
atomo o de una molécula es fuertemente distorsionada. Esto ocurre cuando la energia

— 1 ; § .
electrostatica del campo EE‘UE{E - E)YEV (siendo V el volumen de interaccion) llega a ser tal que es

comparable con la energia de los estados electronicos (unos cuantos eV).

Cabe resaltar que la intensidad en la ecuacion 1.20 es una funcion que varia temporal y
espacialmente. El analisis de la propagacion no lineal de un pulso luz es un problema complejo el
cual necesita aproximaciones numeéricas, para el proposito de esta tesis no profundizaremos en el
tema y solo veremos los casos donde sea posible el estudio analitico.

i.3.2.2 LEfecto iente Kevr
Comenzaremos con la dependencia espacial de la intensidad de la luz y por motivos de
simplicidad analizaremos la propagacion de un haz Gaussiano en un material y3). Este haz esta

descrito por una funcion Gaussiana de su radio con parametro de forma g. En este caso el indice de
distribucion se puede escribir como

2

n(r) =ny + %ny’(r}, coni I{r) =4 (1.21)

En la figura 1.5a se muestra la distribucion de la intensidad a lo largo del diametro de un
haz Gaussiano. En la figura 1.5b observamos que si el haz se propaga a través de un medio delgado
y transparente y(3), el indice de refraccion cambia de manera similar a la intensidad a lo largo del
diametro del haz.
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Fig. 1.5(a) Distribucion de la intensidad de un haz Gaussiano a lo largo de su diametro. (b) La variacion del
indice de refraccion sigue la distribucion de la intensidad a lo largo del diametro. Dependiendo del signo del
indice de refraccion no lineal, el indice de refraccidn se incrementa o decrece cuando va en direccion del
centro del haz. [1]

En optica geométrica, la cantidad mas relevante en la propagacion del rayo de luz es el
camino optico, o sea, el producto del indice de refraccion y la distancia de propagacion e, P(r) =
n(r)e. Para visualizar el efecto de la lente Kerr se remplaza la constante e por una variable de tal
manera que podemaos escribir

P(r) = n(r)e = e(r)ng (1.22)
e(r) = =0 (1.23)

Entonces obtenemos un lente Gaussiano, el cual enfoca el haz optico. Durante la
propagacion de un pulso a través de un material delgado (Fig. 1.6) este proceso va en aumento a lo
largo del camino optico debido a que el enfoque del haz incrementa el poder focal del lente
dinamico. Este incremento en el foco se detiene cuando el diametro del haz es lo tan pequeio que
la difraccion lineal es lo suficientemente grande para balancear el efecto Kerr. Este efecto se conoce
como auto enfoque, el cual es de suma importancia en el entendimiento de auto amarre de modos,
o amarre de modos por efecto Kerr.

Incoming i
N diffraction

- SRR R L R R R R S L AR AR AL EERRE L ERLEREER DL RS REE PR KNSR NN
Kerr + diffraction

Fig. 1.6. Auto enfoque de un haz de luz laser que viaja por medio con n, positivo. [1]
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1.3.2.3 Auto Modulacion de Fase

De manera similar, el indice de refraccion no lineal varia conforme a la dependencia
temporal de la envolvente de |a intensidad, lo cual podemos expresar como

n(r) = ng + %nzf(t], con I(t) = e~ Tt (1.24)

Para simplificar el analisis consideramos solamente un plano de la onda propagandose en un medio
no lineal:

E(t,x) = Ege~t{@ot=kx) | = ?n(r). (1.25)

La frecuencia instantanea, que es la derivada temporal de la fase, puede ser escrita como

_9 _ . _ wgdn(t)
w(t) = ard’(” SR (1.26)
y su variacion en frecuencia
Sw(t) = w(t) — wy = — 2202 x H© (1.27)

2C dt

Como consecuencia general de la relacion entre tiempo y frecuencia, cada vez que
aplicamos una amplitud periodica o modulacion de fase a una senal periodica nuevas componentes
de frecuencias son creadas en su espectro de frecuencias. En el proceso de auto modulacién de
fases, con n, positivo, bajas frecuencias son creadas en la parte delantera de la envolvente del pulso,
de igual manera, altas frecuencias son creadas en la parte trasera de la envolvente. Estas nuevas
frecuencias no estan sincronizadas, sin embargo, son creadas dentro de la misma envolvente del
pulso. La auto modulacion de fase no es un efecto dispersivo en si, pero un pulso no se mantiene
del tipo limitado por transformada al cruzar un material transparente. El medio en cual el pulso se
propaga es dispersivo, por lo tanto las frecuencias presentan un chirp a lo largo de la propagacion.

Debido a que la auto modulacion de fase causa un ensanchamiento espectral en el pulso de
luz, es una técnica basica en compresion Optica usada para producir pulsos ultracortos de luz
menores a 10 fs de duracion en el rango espectral visible.

La transformada de Fourier nos permite calcular el espectro que resulta del proceso de la
auto modulacion de fase. La Fig. 1.7 nos muestra el espectro de un pulso auto modulado en fase
cuando el corrimiento inducido en la fase es 2.
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Fig. 1.7 En la izquierda, la intensidad de un pulso Gaussiano de Luz. A |1a derecha, variacion en el tiempo de la
pulsacion central, la cual es proporcional al negativo de la derivada de la envolvente del pulso cuando el
indice de refraccion no lineal es positivo.

T2 01 Adbsoicion de Saturacion.

La absorcion de saturacion en un material se presenta cuando la transmitancia crece con el
incremento de |a iluminacion por medio de la luz. Para describir el proceso consideramos simples
argumentos cualitativos basados en un modelo electronico de dos niveles, para lo cual la absorcion
saturable es simetrica a la ganancia de saturacion. Una aproximacion hiperbolica de la dependencia
del coeficiente de absorcion de la intensidad sera

I -1
a(l) = ag (1 +—) (1.28)
r&'ﬂ[
Donde «; es el coeficiente de absorcion lineal y I, es la intensidad de saturacion. Cuando
la intensidad crece, el coeficiente de absorcion decrece, lo cual se traduce en la que la intensidad

trasmitida sera

i - . L L
T(;) =% = exp [1+ : nm]‘ (1.29)

La ecuacion 1.29 se obtiene remplazando el coeficiente de absorcion lineal en la ley de Beer
Lamber [, = Iyexp(—ayl) por la ecuacion 1.28. I; es la intensidad incidente en un medio
absorbente de longitud L, /, es la intensidad transmitida.

La absorcion de saturacion se divide en dos clases dependiendo de la velocidad de cambio
de la transmision. Los materiales que presentan una rapida absorcion de saturacion tienen una
respuesta instantanea a la luz.

En la parte baja del pulso, donde la intensidad es baja, hay mayor absorcion en comparacion
a la punta o cima del pulso donde practicamente no la hay. Como resultado de la propagacion a
través de un material con una rapida absorcidn de saturacion el pulso experimenta una reduccion
temporal.

La saturacion en un material con lenta absorcion de saturacion depende de la intensidad
de la luz durante un tiempo caracteristico. Como resultado, la parte frontal del pulso experimenta
una fuerte absorcion. Una vez que la saturacion ha sido alcanzada, la absorcidn decae en un tiempo
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caracteristico y la parte trasera del pulso pasa a través del medio sin ninguna distorsidn. El resultado
de la absorcion no fineal es asimétrico, como se puede ver en la Fig. 1.9.

4i

Fig. 1.8 Simulacion numeérica del efecto de la rapida absorcidon de saturacion en un pulso Gaussiano luz. Se
puede apreciar una reduccion temporal del pulso. [1]

A1

Fig. 1.9 Simulacion numerica del efecto de la lenta absorcion de saturacion en un pulso Gaussiano de luz. [1]

“Lento” y “rapido” solo tiene sentido cuando comparamos el tiempo caracteristico en el que
se alcanza la absorcion de saturacion con la duracién del pulso de luz. Para un pulso ultracorto en el
orden de unos cuantos femtosegundos, todos los materiales caen en la categoria de lentos.

Los fotones de la parte delantera del pulso penetran el material y desaparecen cuando
promueven electrones del estado en reposo a estados excitados. Conforme el pulso se propaga,
mas y mas electrones son absorbidos, excitando mas y mas electrones hasta el punto donde las
poblaciones entre los dos estados se igualan, por lo que ya no puede haber mas absorcion de
fotones. La dinamica de la saturacion esta bajo el control de las relajaciones electronicas.

20



1.4 Métodos para la Generacion de Laseres de Pulsos

Ultracortos: Amarre de Modos.

1.4.1 Introduccion.

Single Mode
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Intensity
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u . Bl el s il Ml - - e

> (b) Two Modes
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Fig. 1.10 llustracién de la influencia de la relacion de fase entre los modos. (a) Un modo, (b) dos modos, (c)
ocho modos con fases aleatorias, {d) ocho modos con la misma fase. [1]

Pareceria contradictorio pensar en generar pulsos ultracortos con una fuente laser debido
a la frecuencia impuesta por la misma cavidad. La transformada de Fourier de un pulso
extremadamente corto es espectralmente muy ancha. Una cavidad laser solo permitira oscilaciones
en un rango de frecuencias discretas alrededor de la frecuencia de resonancia v, = qc/2L (donde
g es un entero, c es la velocidad de la luz y L es la longitud de la cavidad). Un laser no puede generar
pulsos ultracortos mientras funciona en su régimen habitual, ya que en este caso, la cavidad actla
como un selector de frecuencias. Sin embargo, como vimos anteriormente, cuando el laser opera
en su régimen habitual, oscila simultdneamente conforme a las frecuencias de resonancia de la
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cavidad, estas frecuencias son los modos longitudinales del laser. Cuando opera en el régimen
multimodal, la intensidad de salida del ldser no es necesariamente constante en el tiempo. Su
distribucion temporal depende esencialmente en la relacion de fases entre los modos, Fig. 1.10.

La Fig. 1.10 muestra la importancia de la relacion de fase en la distribucion temporal de la
intensidad del laser. Esta relacién puede verse de manera simple con la representacion de Fresnel,
Fig. 1.11.

Asumamos n modos, con una forma sinusoidal con frecuencia angular w;, con fases idénticas
en t=0yunamplitudes iguales de £ (E; = Esinw;t). Ademas wj4, — w; = kAw, siendo k un entero
y Aw un intervalo espectral. En t = 0, la amplitud resultante es E;r = nE ya que todas las
componentes estan alineadas a lo largo del eje x (Fig. 1.11a). Después de un tiempo At, el vector ha
sido rotado un angulo w;At y el angulo 8 que representa la diferencia entre dos modos adyacentes
sera (Fig. 1.11b):

0 = AwAt. (1.30)

Como se muestra en Fig. 2.3¢, cuando B = 2m/m la amplitud resultante E1 vale cero. Esto
ocurre en un tiempo At = Ar, donde

AT = N {1'31}

mAw

Mientras mas grande sea el numero de modos m, mas corto sera el tiempo At que tarda la
amplitud de ir de su maximo a cero.

t=0 8 = AmAt
B=10
mLI mt mn:
E 2E nE
b
(a) (b)
oy 20
M=Ts= "E
B=2n
m'l m! mm
———————
E 2E nE
(d)

Fig. 1.11. Representacion de Fresnel de m modos. La suma de los vectores representa la amplitud del campo
dentro de la cavidad a diferentes tiempos. (1]
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Cada vez que 8 = 2km, E, alcanzara su maximo (E; = mE), y esto ocurrira en cada tiempo
igual a T = 2kn/Aw (Fig. 2.2d). Resumiendo, para una gran cantidad de modos m y un intervalo
espectral Aw, la amplitud resultante alcanzara su maximo periddicamente, con un periodo T, y
bajara hasta cero muy rapido en un tiempo kT + Ar. Esta representacion ilustra de manera simple
el papel de la fase en la interferencia constructiva y destructiva entre diferentes modos. Si Aw =
2nc/2L entonces T = 2L /c.

Vemos entonces que la salida del laser consiste en una secuencia periddica de pulsos en
lugar de un solo pulso. El ancho de cada pulso serd inversamente proporcional al nimero de modos
contribuyendo en la oscilacién.

! FOURIER TRANSFORM LIMITED ]

Fig. 1.12. Pulsos limitados por transformada de Fourier. [1]

En la simulacion, Fig. 1.12, los pulsos que se obtienen asumiendo que las fases iniciales son
rigurosamente iguales, se conocen como limitados por transformada de Fourier, y tenemos
entonces el amarre de modos.

1.4.2 Principio del Amarre de Modos.

El nGmero de modos en una cavidad, N, puede variar de unos cuantos (los laseres de He-
Ne) a unos 10* (en laseres de Ti:Za). A mayor niimero de modos, mas pequefio sera el valor de Ar.
Si asumimos que los modos tienen una diferencia de fases constante, la salida del laser consistira
en una sucesion periodica de pulsos, cada uno con una duracion de At, el periodo de repeticion de
los pulsos sera T = 2L /c. Bajo estas circunstancias, se dice que el laser estd amarrado o en modo
pulsado.

La diferencia fundamental en el comportamiento de estos dos casos es debido a las fases
de los modos con diferentes frecuencias. Estos términos tienen poca influencia en las fluctuaciones
del campo cuando se esta en el régimen continuo, sin embargo en el regimen pulsado, determinan
la distribucion temporal.
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multiple oscillating cavity modes
"holes"

Fig. 1.13. Modos permitidos en una cavidad de longitud optica L.

Para entender la causa de la periodicidad en los laseres pulsados, analizamos la distribucion
espacio-temporal de una onda electromagnética estacionaria, la cual existe en dentro de la cavidad
cuando el laser esta en el régimen pulsado. Podemos ver que hay una interferencia constructiva en
un instante especifico en un punto B especifico de la cavidad, por otro lado, en ese mismo instante,
los modos interfieren de forma destructiva en todos los demas puntos de la cavidad (Fig. 1.14).

A

2

'ln--|m-m i

Fig. 1.14. Surgimiento de un pulso en un cavidad laser tipo anillo. 1]

Esto se debe a la presencia de una gran cantidad de modos con longitudes de onda A,,. Si
todas las ondas tiene su maxima amplitud en el punto B, eso implica que interfieren de forma
destructiva a lo largo de la cavidad excepto en una corta distancia alrededor del punto B.

Mientras mas grande sea el numero de modos N, mas corta sera la distancia donde estos
modos interfieran constructivamente. En cada instante t, la onda electromagnética dentro de la
cavidad esta concentrada en un pequerno espacio de longitud Il, = €Tp. Un pulso de unos cuantos
femtosegundos (7, = 10~ '55), es representado en cada instante t, por un paquete de onda de
longitud [, = 300nm. Este paquete de onda viaja al derecho y al reves en la cavidad. Cada vez que
el paquete es reflejado en el espejo de salida, parte de su energia es transmitida en el haz de salida
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del laser. Por lo tanto, viéndolo de esta manera, el haz de salida consiste en una serie de pulsos con
un periodo T = 2L/c determinado por el transito temporal del paquete de onda a traves de la
cavidad.

La duracion del pulso 7,, es siempre proporcional al ancho espectral Aw, de la distribucion
de la amplitud de los modos (y por lo tanto de nimero de modos amarrados N). Es claro entonces
que un laser que emita con el mayor ancho de banda, emitira también los pulsos mas cortos. Se dice
que un pulso esta limitado por transformada de Fourier si 7, y 8w, estan relacionados por una
ecuacion tipo (1.32) con una constante de proporcionalidad del orden de la unidad. La ecuacion 1.32
nos da la duracion de del pulso a la altura media de un pulso Gaussiano.

= E\.IE

2 ﬂ'ﬂ-{ﬂﬂ

In2. (1.32)

.13 Consideraciones Generales del Amarre e Modos.

Cuando el laser opera en el regimen multimodal libre, hay una competencia entre los
diferentes modos los cuales compiten por ser amplificados por medio de la emision estimulada de
los atomos, moleculas o iones. Esta competencia causa grandes fluctuaciones en las fases y
amplitudes de los modos, lo cual explica las grandes fluctuaciones en la intensidad instantanea
observada en este tipo de laseres. El propdsito del amarre de modos es organizar dicha competencia
entre los modos de tal manera que las fases relativas permanezcan constantes, o visto de otra
manera, que la intensidad de salida del laser consista en serie de pulsos. En el modo multimodal
libre, una concentracion espacial ocurre dentro de la cavidad en varios puntos, es posible concentrar
la energia del laser aun mas si insertamos un medio no lineal, u otro sistema que promueva fuertes
intensidades, dentro de la cavidad. Como la onda viaja al derecho y al revés en la cavidad, los modos
con mayor intensidad seguiran aumentando su intensidad a costa de los modos con menos intensos
debido a la competencia dentro del medio de amplificacion. Si las condiciones se escogen
cuidadosamente, todas las energias de la cavidad se concentrarian en un solo pulso. Esto es el
amarre de modos: seleccionar una intensidad maxima en el dominio del tiempo es equivalente a
establecer una relacion de fase entre los modos longitudinales en el dominio frecuencial. Si
insertamos un elemento dentro de la cavidad el cual module los modos a una frecuencia cercana al
intervalo frecuencia intermodal ¢ /2L, la competencia por la maxima ganancia dentro del medio de
amplificacion resultara en un acoplamiento entre los modos y las bandas laterales creadas por la
modulacion de modos vecinos. Se debe tener presente que seleccionar una intensidad maxima
dentro de la cavidad por medio de un medio no lineal, equivale a modular el paquete de onda auna
frecuencia ¢ /2L. El primer método induce una auto modulacion de los modos a una frecuencia de
¢/2L y por lo tanto establece una relacion de fase entre los mismos.

Estas dos ideas son el punto de partida de los dos principales métodos desarrollados para
lograr el amarre de modos:

e Elamarre de modos pasivo resulta de insertar un medio con una absorcion saturable
dentro de la cavidad con el fin de seleccionar un solo pulso.
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» Elamarre de modos activo resulta de una modulacién externa a una frecuencia {)
ya sea por perdidas en la cavidad (insertando un cristal acusto-6ptico en la cavidad)
o por la ganancia de medio amplificador (bombeando el medio con otro laser
pulsado).

Con la popularizacion del Ti:Za , el mecanismo de auto amarre de los modos en el cual las
propiedades no lineales del medio amplificador naturalmente aumenta la intensidad maxima dentro
de la cavidad, ha hecho que el amarre de modos usando este material sea hasta cierto punto una
tarea sencilla.

1.4.4 Amarre de Modos Active

-

o
L
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Fig. 1.15. Amarre de modos de manera activa en una cavidad laser. [1]

El amarre de modos de manera activa se lleva a cabo mediante la insercion de un elemento
el cual induce una modulacion de la amplitud de cada modo longitudinal. Como mencionamos
anteriormente hay varios métodos para lograrlo los cuales dependen del elemento que pongamos
dentro de la cavidad.

Para fines de este trabajo tesis, el método activo no fue el que se usé para logra el amarre
de modos, por lo que solo mencionamos su idea principal sobre la cual se basa dicho método. Para
logra el amarre de modos de la cavidad laser que se disenoy construyo, se utilizo el metodo pasivo
inherente de las propiedades del cristal de Ti:Za. A continuacién detallamos este metodo para su
mejor comprension.
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Fig. 1.16. Viaje del pulso en una cavidad laser que incluye un medio de amplificacién asi como un
medio con absorcion saturable.

La dinamica de la ganancia de saturacion en el medio de amplificacion es la responsable de
la distorsion de la forma del pulso. Si un medio absorbente con coeficiente de absorcion saturable
(Fig. 1.16) es colocado dentro de la cavidad, la asociacion de este elemento con el medio de
amplificacion nos lleva a un amarre de modos de manera natural, sin la necesidad de agentes
externos. En nuestro caso, el elemento que presenta esta absorcion saturable es el cristal de Ti:Za.
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Fig. 1.17. Transmitancia de un medio con absorcion de saturacion como funcién de la intensidad.
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Fig. 1.18. Ganancia de un medio de amplificacion como funcion de la intensidad.
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Este proceso es facil de explicar en el dominio del tiempo. Analicemos las caracteristicas de
transmitancia en un medio con absorcion saturable. A bajas intensidades, la transmitancia T
permanece practicamente constante, con un valor de T, que es casi independiente de la intensidad
incidente (Fig. 1.17). Pero si la intensidad incidente aumenta, la poblacion del nivel superior
involucrada en el proceso de absorcion aumenta, asi como la emision estimulada de este nivel. Al
mismo tiempo, la poblacion del nivel inferior decrece. La combinacién de estos dos efectos resulta
en un comportamiento no lineal del coeficiente de transmision. El medio esta caracterizado por su

intensidad de saturacion /%%, Este parametro es definido como la intensidad a la cual la diferencia
de poblacion que existe entre los dos niveles a baja intensidad es reducida por un factor de dos. Esta
definicion implica entonces que el coeficiente de absorcion a debe ser proporcional a la diferencia
de poblacion.

El medio de amplificacion posee también propiedades de saturacion. A bajas intensidades,
la ganancia G tiene un valor constante G, el cual es bastante grande (Fig. 1.18). A altas intensidades
hay una reduccion en la inversion de poblaciéon entre los dos niveles involucrados en el proceso, y
la ganancia G decrece. Como podemos ver en la Fig. 1.18, podemos definir I.“"?, la intensidad de

fsahs

saturacion para (r, de una manera equivalente a la intensidad de saturacion para la absorcion.

Usando estos parametros, podemos describir como se forma un pulso en un laser amarrado
pasivamente compuesto por los elementos de la Fig. 1.16. En t = 0 el haz de bombeo es aplicado al
medio de amplificacidn. La potencia inicial es cero y la ganancia insaturada G, es mayor que las
suma de todas las pérdidas de |la cavidad. Una oscilacion aparece dentro de la cavidad con un campo
electromagnético caracteristico el cual muestra grandes fluctuaciones a baja potencia. Conforme la
potencia aumenta, la absorcion de saturacion en el medio se alcanza. Entonces, el maximo mas
intenso sufre menores perdidas que los maximos menos intensos de campo fluctuante. El maximo
mas intenso logra entonces eliminar de la competencia a los mas débiles. Si las condiciones son
favorables, terminara siendo el inico maximo de la intensidad dentro de la cavidad y contendra
toda la energia de la onda.

Saturable absorber
| l.eading edge Leading edge

N = X

¢ Before a ' Aflter

Fig. 1.19. La forma del pulso se ve modificada al pasar por medio con absorcion de saturacion. [1]

! Leadin
! Amplifier | Ty
Leading edge
ks My v
A Before = After

Fig. 1.20. La forma del pulso se ve modificada al pasar por medio amplificador. [1]
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Ahora analizaremos el viaje del pulso a lo largo de la cavidad. Comenzamos en el punto
donde el pulso se ha formado pero no ha alcanzado su forma y duracion final. Como el pulso viaja a
través de un medio con una absorcidn saturable, el frente del pulso es fuertemente absorbido (Fig.
1.19), pero si el pulso logra saturar el medio, el tiempo de relajacion del medio saturado es mas
grande que la duracion del pulso, entonces la parte trasera del pulso se beneficiara de la
transparencia inducida del medio saturado y viajara a través de él sin ser atenuado. Cuando el pulso
llega al medio de amplificacion, la parte delantera experimentara una ganancia insaturada G, por
lo que sufrird una gran amplificacion mientras que la parte trasera experimentara una menor
ganancia, la cual ha sido saturada ya por la parte frontal del pulso, en consecuencia sera menor su
amplificacion (Fig. 1.20). Después de varios viajes de una y otra direccion, el pulso resultante sera
mas estrecho y con un maximo fuertemente amplificado, debido a que el centro del pulso inicial no
es afectado por el absorcion del medio pero si es amplificade por el medio de ganancia. Este
proceso es ilustrado en la Fig. 1.21. El hecho que la dindmica de la absorcion sea mas rapida que la
de la amplificacidn explica porque solo el centro del pulso es amplificado, y las partes fuera de este,
por el contrario, son atenuadas.

Initial saturable loss, q(t)

net gain > 0|
Initial saturable gain, g(t)
pulse peak
is
amplified
Mode - locked
pulse —~—
pulse tails

aAre
attenuated

Fig. 1.21. El pulso se hace cada vez mas estrecho debido a los procesos simultianeos del efecto de saturacion
en la absorcion y la ganancia. [1]

El pulso alcanza si forma final cuando se vuelve auto consistente en la cavidad, esto es,
cuando el sistema alcanza su estado estable. Para que el pulso sea auto consistente, debe mantener
la forma a través de una completa travesia por la cavidad. Sin embargo, se podria pensar que el
pulso deberia hacerse mas angosto conforme viaja por la cavidad, sin embargo, las leyes de la fisica
nos dicen que hay un limite para este proceso. La duracion del pulso bajo un perfecto amarre de
modos es inversamente proporcional al ancho espectral de la distribucion de la amplitud. Entonces,
cada elemento de la cavidad que trate de limitar el ancho de banda de la oscilacién tendera a
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incrementar la duracion del pulso. El mismo medio de amplificacion puede presentar este
comportamiento.

Este efecto de ensanchamiento se ve manera mas clara en el dominio de las frecuencias.
Antes de introducir un filtro de frecuencias, el pulso tiene una distribucién espectral con ciertas
amplitudes. El filtro cambia |a distribucion haciendo que las amplitudes lejanas al centro del pulso
decrezcan dejando la central intacta, Fig. 1.22 El estrechamiento del espectro explica el aumento en
la duracion del pulso cuando pasa por el filtro. De la misma manera, cada elemento dispersivo de la
cavidad afectara la duracion del pulso retrasando las componentes frecueciales de la distribucion
espectral en mayor o menor medida. El pulso alcanza su estado estable cuando el efecto de
estrechamiento debido a la saturacion de la absorcion y al medio de amplificacion es exactamente
compensado por el efecto de ensanchamiento causado por los elementos dispersivos de la cavidad.

A Frequency |
filter b
__/\
- - —
t p
\E L E
1ARRE N ol
Wao L)) (Do {3
Before After

Fig. 1.22. Influencia de un filtro espectral en la distribucian espectral y la duracion del pulso. [1]
1.4.6 Auto Amarre de Mi.los

Hemos visto que las propiedades no lineales del medio de amplificaciéon son siempre muy
importantes para el proceso de amarre, ya sea el amarre por el método pasivo o activo. En algunos
tipos de laseres, estas propiedades son tan fundamentales que los modos se amarran total o
parcialmente, sin la ayuda de una modulacion externa (amarre activo) o de un medio con absorcion
saturable (amarre pasivo). Esta situacion es conocida como auto amarre de modos. Para que esto
se dé, el medio amplificador debe inducir un estrechamiento del pulso en cada uno de las travesias
del pulso por la cavidad. La dindmica descrita en el método pasivo muestra que la saturacion de la
ganancia no es suficiente. Es necesario que haya un efecto asociado que favorezca los maximos mas
intensos a expensa de los mas débiles. Este efecto es debido al medio con una absorcion saturable
en el método de amarre de modos pasivo. Ahora describiremos una situacion de auto amarre en la
cual el medio amplificador decrece las pérdidas de los maximos mas intensos de la cavidad
modificando selectivamente la estructura transversal de la onda laser con respecto a su intensidad.
Esta situacion es la que se presenta en el laser de Ti:Zafiro, lo cual hacen de este elemento una

excelente eleccién cuando se piensa en laseres de pulsos ultracortos.
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Historicamente hablando, el auto amarre de modos fue observado accidentalmente en un laser
donde el medio amplificador o medio de ganancia consistia en un cristal de Ti:Za bombeado con un
laser de Ar™, el cual en principio, operaba en el régimen continuo, en una cavidad sin ningun
elemento con absorcion saturable. Cientificos escoceses notaron entonces que el laser paso al
regimen pulsado cuando golpearon la mesa donde el laser estaba montado. El régimen pulsado
consistia en unos pulsos muy cortos, y una vez iniciados, se mantenian por ellos mismos. En un
principio de conocio como “magico amarre de modos” Pocos meses después se descubrio que se
trataba de un caso de auto amarre de modos por efecto del lente Kerr, un proceso que necesita de
las siguientes condiciones para llevarse a cabo:

« Elregimen pulsado debe ser de alguna forma favorecido sobre el régimen continuo.
¢ Elsistema en si debe poseer la propiedad de estrechamiento de los pulsos.
e Algun mecanismo debe iniciar el proceso de auto amarre de modos.

El hecho de que el medio de amplificacion sea no lineal implica que su indice de refraccion es
una funcion de la intensidad (efecto Kerr): n = ny + n,/. La onda Gaussiana no experimenta indice
de refraccion homogeéeneo cuando viaja a través del medio. Si n,, el coeficiente no lineal del indice
de refraccion, es positivo, la refraccion es mas fuerte en el eje del haz que fuera de él. Entonces, el
medio de amplificacion se comporta como un lente convergente y enfoca el haz como un lente
(lente Kerr). El auto enfoque es mayor a altas intensidades, esto significa que la cavidad laser se
enfocara mas fuertemente en donde la intensidad es mas fuerte que en donde la intensidad es
menor (Fig. 1.23).

SOLID STATE MATERIAL

1L.LOW POWER

HGH POWER

Fig. 1.23. Efecto del auto enfoque por efecto Kerr en la cintura del haz de un laser a alta y baja intensidad.
(1]

Las estructuras trasversales de las intensidades mas fuertes se reducen en tamano, por lo
que estan menos propensas a sufrir pérdidas en la cavidad compradas con las intensidades mas
debiles, las cuales ocupan un volumen mas grande, por lo tanto las intensidades mas fuertes se
acentuan. El auto enfoque dependiente de la intensidad asociado con las perdidas naturales de la
cavidad juegan un papel similar al medio con absorcion saturable en el método de amarre de modos
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pasivo. Una condicion para que el efecto de lente Kerr se presente de manera sustancial es que el
medio de ganancia debe de ser delgado.

Este tipo de laseres no pasa a un régimen pulsado de manera espontanea. Debido a que no
hay una intensidad lo suficientemente fuerte para crear un significativo efecto de lente Kerr, el
régimen continuo prevalece sobre el régimen pulsado. Para iniciar el proceso pulsado, se debe crear
un cambio en el camino optico, por ejemplo, dando un pequefio golpe a uno de los espejos de la
cavidad creando un pulso intenso el cual detone el proceso.

Mas alla de la influencia espacial en la evolucion del frente de onda (auto enfoque), el
cambio del indice de refraccion en funcion de la intensidad en el medio de ganancia tiene también
importantes consecuencias en la estructura temporal de la onda. Esta variacion temporal del indice
de refraccion n = ny + n,I(t), implica un cambio en la fase de la onda como funcién del tiempo.
La auto modulacion de la fase ensancha el espectro de la onda y acorta su duracion. Un equilibrio
es alcanzado entre el proceso de estrechamiento del pulso y la dispersion debido a la velocidad de
grupo, la cual tienen a ensanchar el pulso. La compensacion entre estos dos procesos da como
resultado un pulso que mantiene su forma durante su viaje a través de la cavidad. Este pulso es
conocido como cuasi-solitan.

Este tipo de amarre de modos da excelentes resultados en cuanto a la duracion del pulso y
su estabilidad. En la actualidad se han introducido mejoras con lo cual se pueden lograr pulsos tan
cortos del orden de unos cuantos femtosegundos.
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2 Diseno de la Cavidad Laser

2.1 Medio de Amplificacion. Titanio:Zafiro.

En 1960, T.H. Maiman demostré la operacion del primer laser optico. En dicho experimento
se uso un cristal crecido sintéticamente de rubi, o zafiro (Al,0,) dopando con pequefias cantidades
de cromo. Veinte afios después P.F. Moulton desarrollé un laser ampliamente sintonizable
incorporando titanio en lugar de cromo como impureza en el zafiro. El Ti:Za (Ti: Al,03) tiene un
rango sintonizable mas grande que cualquier otro laser (660nm a 1180 nm).

El Ti:Za es transparente desde el ultravioleta hasta el infrarrojo; es un material no
higroscopico y muy duro (tiene una dureza de 9 en la escala de Mohs, comprado con el 10 del
diamante), lo cual es necesario para producir superficies 6pticas de buena calidad que no se rayen
facilmente. La conductividad térmica es un décimo de la del cobre a temperatura ambiente y
comparable a 80K. Las excelentes propiedades mecanicas, térmicas y opticas del Ti:Za permiten que
las cavidades construidas en base a este material puedan ser bombeadas con laseres de alta
potencia. La eficiencia de conversion de potencia de este material excede el 50%.

Cubic
Potential T
{a) (o)

Fig. 2.1. En el lado izquierdo se muestra un diagrama simplificado de los niveles de energia de los iones
Ti*3. En el lado derecho se muestra la orientacion de los orbitales 3d con respecto a los &tomos de oxigeno.

(4]

En el zafiro dopado con titanio, los iones de titanio sustituyen los iones de aluminio, si el
material es crecido adecuadamente, existiran solo en el estado 3*. La energia de los niveles de los
iones del titanio es simple de analizar debido a que un solo electron se encuentra en el nivel exterior
d mientras que los otros 18 permanecen dentro de los niveles interiores (presentando una
configuracion neutral del atomo de argon). Cuando los iones de titanio son insertados en la red del
cristal receptor, el campo electrostatico de los atomos vecinos, remueven la degeneracion de los

cinco momentos angulares del electron en el nivel d.
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El electron en el nivel 3d, interactiia electrostaticamente con las cargas electrénicas de los
seis iones de oxigenos que estan posicionados en las esquinas de un octaedro (Fig. 2.1). En tres de
los cinco estados de momento angular del electrén 3d (estado T), los orbitales no apuntan
directamente a los dtomos vecinos de oxigeno; estos estados tienen una energia mas baja que los
dos estados que apuntan directamente a los atomos de oxigeno (estado E). Esta diferencia en
energia corresponde a un fotén verde (500nm), por lo tanto la luz verde causa transiciones del
estado sin excitar T, al estado excitado E.

Los niveles de energia de los iones Ti*? son perturbados por la red del zafiro. Cuando los
iones Ti*? se encuentran en el estado excitado, la energia total del sistema puedes ser reducida si
la los iones Ti*? se desplazan con respecto a los dtomos de oxigeno (efecto Jahn-Teller). Este
desplazamiento remueve la degenaracion de los dos estados de momento angular excitados, lo cual
causa una separacion de la banda de absorcion. Mientras que el ion Ti*? se mueve a su nueva
posicion de equilibrio, perturba la red que lo rodea y provoca vibraciones (fonones).

ENQIRY

Fig. 2.2. Diagrama Ti:Al,0;. La energia de los estados electrostaticos se grafica con respecto al
desplazamiento de los iones Ti**. La absorcion es indicada por la transicién vertical de A a B 1a cual ocurre en
la regién verde y azul del espectro. La emision de luz esta indicada por |a transicion de C a D y ocurre en la
region del rojo al infrarrojo. [4]

El acoplamiento de los niveles electronicos de energia de los iones Ti*? con los niveles
vibracionales de energia de la de red de zafiro es esencial para que el Ti:Za pueda operar como laser.
La Fig. 2.2 muestra un diagrama de niveles de energia para el Ti: Al 05 en el cual los efectos de
acoplamiento fononico es incluido. La abscisa representa el desplazamiento del ion Ti*3. Cuando el
ion Ti*? absorbe o emite un foton, el electron 3d reacomoda su orbital mas rapido de lo que se
puede mover un pesado nucleo Ti*? (principio de Frank-Condon). De esta manera las transiciones
Opticas son representadas con las lineas verticales en la figura. Las curvas Gaussianas en los puntos
A vy C representan la probabilidad de encontrar Ti*? en una posicién particular en el estado
vibracional mas bajo de los niveles T y E, respectivamente.

34



La Fig. 2.2 muestra la absorcion de luz como una transicion del punto A al B. Esto resulta en
absorcion en la region verde-azul. En el punto B el ion se desplaza hacia un nivel de energia mas
bajo emitiendo fonones. La transicién del punto C al D muestra |la emision de luz. Nuevamente, el
ion se relaja rapidamente emitiendo fonones. La emision de la luz después de la absorcion de luz
verde se da en una longitud de onda mayor (rojo). Una inversién de poblacién en la banda de
emision del rojo, necesaria para la amplificacién, se da mas fécilmente debido a que la emisién
termina en niveles vibracionales superiores al estado base, los cuales estan poco poblados debido a
que el proceso de relajacion es muy rapido. Un amplio ancho de banda de emisién, como se muestra
en la Fig. 2.3, es debido a la distribucién de probabilidad de la posicién de ion Ti*? en el fondo del
potencial E puede conectarse via transiciones verticales con un amplio rango de niveles
vibracionales del potencial T. El ancho de la banda de emisién depende en detalle de las curvas de
los potenciales.

1.0 T 1 | T 1 T ] I

il Fump Band Ermssion Band g

Laser
Tuning ——————= _|

Range

Intensily {Axbatiary Units)

Residual Absorption

e

B0d SO 1000 1700 1200

Absorption Coellicient (cm )

Wavelength (nm)

Fig. 2.3. Bandas de emision del Ti: Al,05. La banda de absorcion tiene su pico en 490 nm, esto es en la
region verde-azul del espectro y permite que el Ti: AL, 0; sea bombeado por laseres como el Nd: YAG
(Verdi-V8). El pico de |la banda de emision esta en 790 nm. [4]

La variacion en los tiempos de vida de los niveles de energia de un laser influye fuertemente en la
operacion del laser ya que determina la dinamica de la inversidén de poblacién. En un laser de cuatro niveles
el nivel del Iaser mas bajo debe relajarse rapidamente hasta el estado de menor energia, de no ser asi, ocurriria
un cuello de botella y la sefal de ganancia desapareceria. El tiempo de vida espontaneo de la poblacién en el

nivel del ldser mas alto estd dado por . Esta cantidad el tiempo en el que el bombeo tarda en crear la
inversion de poblacion. Para el Ti:Za a temperatura ambiente t = 3.2us.

Otro parametro importante es la ganancia por unidad de area denotada como a, esta
cantidad determina cuantas transiciones del nivel superior al nivel inferior son causadas por un flujo
particular de fotones. Se puede estimar a realizando una espectroscopia del perfil de fluorescencia
Af y del tiempo de vida de la fluorescencia .

3 A°
= 472 nizAf’ (2.1)

Donde A es la longitud de onda del pico de la curva de fluorescencia, n indice de refraccidn.
El valor de a para el cristal de Ti:Za que se uso para este trabajo de tesis es 6.13x10~%¢cm?.
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2.2 Criterios Para el Diseno de la Cavidad.

La frecuencia de repeticion f, en un laser de pulsos ultracortos es determinada por la longitud
de la cavidad L y la velocidad de grupo promedio 7:

f. = 1& (2.2)

De esta manera, para incrementar la frecuencia de repeticion de los pulsos se debe reducir
la longitud de la cavidad. Una muy buena aproximacion para calcular la duracion del pulso implica
la auto modulacion de fase la cual es provocada por el indice de refraccion no lineal n, = 3 X
107*m? /W del cristal de Ti:Za, ademas de la dispersion negativa del retraso de grupo (GDD),
designado como D,, estos dos parametros son los principales responsables de la forma del pulso:

Z
T = 4n(1+V2) 2, (23)
i™p

Donde A es la longitud de onda de la envolvente del pulso, w, es la cintura de haz dentro del cristal,

d es la longitud del cristal, y E,, es la energia del pulso.

En la practica, para lograr que el laser trabaje en el régimen pulsado de manera estable es
necesario el amarre de modos por lente Kerr. Como mencionamos en el capitulo uno, el lente Kerr
en el cristal de Ti:Za es inducido por un haz Gaussiano de alta intensidad via su indice de refraccion
no lineal. De esta manera el lente Kerr modula la ganancia neta o las pérdidas de la cavidad.

Se debe lograr también una dispersion negativa neta (GDD) dentro de la cavidad. Una
manera de lograr esto es usando espejos con dispersion negativa, espejos chirp.

2.2.1 FEspeios Chirp.

Estos espejos consisten en un arreglo de diferentes capaz transparentes con distintos
indices de refraccion. Modificando el espesor de las capaz para que se de un retraso en la fase de
Ag/4 se obtiene una interferencia constructiva de las diferentes longitudes de ondas reflejadas en

Ag(longitud de onda de Bragg).

- — e 4 e . T

e
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Fig. 2.4. Estructura de un espejo Chirp. [1]

Si el espesor de las capas es diferente a lo largo de la estructura del espejo, sera posible
reflejar diferentes ondas a diferentes A longitudes de onda para reacomodar el ancho de banda de
la cavidad laser. Por lo tanto, las diferentes ondas Ag tendran diferentes caminos épticos dentro del
espejo antes de ser reflejado. Estas ondas seran retrasadas en mayor o menor medida despues de
la reflexion en el espejo, dependiendo del espesor de las diferentes capaz. De tal manera que un
chirp es creado por este tipo de espejos el cual puede ser ajustado modificando el espesor de las
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capas, esto con el fin de compensar exactamente la dispersion positiva introducida por el cristal de
Ti:Za, evitando asi el ensanchamiento del pulso lo que nos lleva a tener unos pulso ultracortos del
orden de unos cuantos femtosegundos.

2.2.2 Cavidad Tipo Anillo.

M3 oc
—
a)
Pump laser
T gain cryslal M2
M5 Md
M3 Ot
D)
Pump laser n i
tal
ll:l by gain crys M2

Fig. 2.5. (a) Cavidad de cuatro espejos. EL cristal de Ti:Za es posicionado entre los espejos curvos M1y M2.
EL M3 es un espejo plano mientras que la salida de los pulsos de dan mediante un acoplador optico OC. La
cavidad es bombeada a traves de un lente L. (b) Cavidad de seis espejos equivalente a (a) solo con un par de
espejos planos extras, M4 y MS. [3]

La cavidad tipo anillo se escoge en detrimento de una lineal por razones geometricas. Este
tipo de cavidades permiten frecuencias de repeticion mas altas en comparacion con las cavidades
lineales. También, las cavidades de tipo anillo son menos sensibles a las “back-reflections”

Como todas las cavidades basadas en el amarre de modos por lente Kerr, estos osciladores
necesitan una perturbacion inicial, como un pequeno golpe en la montura de alguno de los espejos,
para generar una fluctuacion en la potencia intracavidad que de inicio al régimen pulsado. Contrario
a régimen continuo que es bidireccional, el modo pulsado es unidireccional y comienza en una
direccion aleatoria.

2.2.3 Analisisde la Luz Dentro de la Cavidad.

Es necesario poder analizar los rayos de luz viajando e interactuando dentro de la cavidad.
Esto nos permitira poder calcular las medidas de la cavidad, el régimen de estabilidad, asi como
otros parametros necesarios para poder construir nuestra cavidad.

2.2 3.1 Matrices ABCD

En este modelo se considera a la luz como una coleccion de rayos y no de ondas, los cuales
viajan en linea recta, de igual manera se refracta y reflejan conforme a la optica geométrica. Este
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modelo simplifica el andlisis ya que solo necesitamos la posicién y la inclinacion del rayo para

poder calcular la nueva posicidon en cualquier otro punto.

o i _‘:’ - ‘
..----"--.-."I )
e A Y2
X il
i
"4 ; W s=cirection
“«2

Fig. 2.6. Esquema de un rayo de luz propagandose.[2]

En la Fig. 2.6 vemos que en la posicién z; tenemos una altura y,, asi como un angulo 8,. De

la misma manera para z, tenemos y, y 8,. Podemos escribir entonces la siguiente ecuacion:
(2.4)

y, =y; +dtanf;, siendo8; =26,

Como sdlo nos interesan los rayos que estan cerca del eje optico, en este caso el eje z,
podemos utilizar la aproximacion paraxial o de angulo pequeifio, la cual nos permite aproximar
anf,; = 6,. Con dicha aproximacion la ecuacion (2.4) es ahora lineal y su notacion matricial es de

la forma:
(2.5)

2 (1 dyih
(Hz) B ({} 1) (51)'
Los vectores contienen la informacion inicial y final del rayo después de recorrer una
distancia d, mientras que la matriz contiene la informacion de como el rayo es afectado al viajar por

un elemento, esta matriz es la matriz ABCD.
Las matrices ABCD nos describen el comportamiento de un rayo al viajar por un elemento

optico (lentes, cristal, espejos, aire, etc). Cada elemento optico tiene una matriz especifica, en la

Tabla 2.1 se muestran las matrices para varios elementos épticos.

La matriz ABCD puede ser de un elemento o de un sistema compuesto por varios elementos,
en este caso la matriz ABCD del sistema serd el resultado de la combinacion de las matrices ABCD

de los diferentes elementos que componen al sistema.

_(A B
M—(Ciﬂ. (2.6)
Y una propiedad de esta matriz es
(2.7)

detM = AD — BC = =,
Ry

Donde n; y n, son los indices de refraccion del medio inicial y final respectivamente.
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Elemento Optico Matriz ABCD

Distancia L en el espacio libre ('l L) (2.8)
0 1

Lente delegada con wuna ( 1 U) (2.9)

distancia focal [ /f 1

Espejo esférico de radio R 1 0 {2.10)

rotado un dngulo @. Plano (_ 2cost )

Sagital. R

Espejo esférico de radio R 1 0 (2.11)

rotado un angulo 6. Plano (_ - )

Tangencial. Rcost

Superficie plana colocada en (1 “—'f") (2.12)

angulo Brewster. Plano Sagital. 0 1

Superficie plana colocada en (1 df*.-ﬁ) (2.13)

angulo  Brewster. Plano 0 1

Tangencial.

Tabla 2.1. Matrices ABCD para elementos épticos comunmente usados.

La forma en que se obtiene la matriz ABCD resultante del viaje de un rayo de luz a través de
un sistema optico es multiplicando las matrices, en orden inverso a su disposicion espacial, de cada
elemento que conforma el sistema. La matriz resultante nos brinda informacion a través de sus
elementos A,B,C y D los cuales son utilizados para calcular parametros como la cintura del haz
intracavidad, el radio de curvatura del haz asi como los rangos de estabilidad del laser.

c 242 Estabilidad de la Cavidad.

Con estabilidad de la cavidad nos referimos a las condiciones que permiten que un haz
Gaussiano se mantenga confinado dentro de los elementos Opticos que conforman dicha cavidad
de tal modo que el haz pueda propagarse dentro de esta sin salir de la cavidad. El haz Gaussiano
presenta un divergencia que se contrarresta con espejos curvos que se colocan en determinadas
posiciones. Es aqui donde se hace uso de las matrices ABCD, cuyos elementos no ayudan a
determinar si los parametros espaciales de la cavidad a analizar son cumplen con el requisito de
estabilidad. Lo que se hace analizar el rayo de luz después multiples viajes completos a través de la
cavidad, lo cual se resume a analizar los elementos de su matriz ABCD resultante después de un
viaje completo mediante la condicion de estabilidad:

= {%(A+D)::l (2.14)

Los elementos de la matriz ABCD estan en funcion de los parametros de los componentes
opticos como radios de curvaturas de los espejos, las distancias entre ellos, el tamafio del cristal asi
como el angulo de rotaciéon de los espejos para corregir el astigmatismo.
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Fig. 2.7. La cavidad (a), (c) y (d) son estables mientras que la (b) no lo es.

2.2.3.3 Radio del Haz.

El radio del haz es importante debido a que mientras mas pequeio sea este, el efecto del
lente Kerr sera mayor y por lo tanto el amarre de modos por este método sera mas factible.
Podemos conocer el radio del haz Gaussiano mediante los elementos de las matriz ABCD ya que si
el haz tiene un parametro g, luego de una vuelta, debera tener el mismo parametro g si la cavidad

es estable,

_ AQq+B
9= zq+D (2.15)

Donde A,B,Cy D son los elementos de la matriz después de una vuelta.
1 1
B (q—z) +(A—D) (E) ~-C=0 (2.16)

- g 1
Resolviendo la ecuacion para P obtenemos:

1=_ﬂ_f§\]1_(12”)3 (2.17)

Donde obtenemos los parametros de un haz Gaussiano, su radio de curvatura del frente de onda R
y el mas importante, el radio del haz w

R = —%, (2.18)
- - %.ﬁ%ﬁ (2.19)
1-(5-)
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Fig. 2.8. Parametros del Haz Gaussiano. [1]

Como dijimos anteriormente, el radio del haz es un parametro fundamental en el
funcionamiento de la cavidad laser ya que nos permite vislumbrar si el amarre de modos por lente
Kerr es posible o no en funcidn de los parametros caracteristicos de los elementos opticos que
conforman la cavidad. Esto se ve de manera clara en la ecuacion (2.19) donde el radio del haz w esta
en funcion de los elementos de la matriz que a su vez estan en funcién de los parametros
caracteristicos de los elementos opticos de la cavidad. Por lo tanto, si modificamos los parametros
de los elementos dpticos, tales como radios de curvaturas de los espejos, distancias entre ellos,
angulos de rotacion para compensar el astigmatismo o modificando las dimensiones del cristal de
Ti:Za, debemos ser capaces de controlar el tamafio del radio del haz a nuestra conveniencia.
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3 Cavidad Laser FC-2

El objetivo de este trabajo de tesis es construir un laser de pulsos ultracortos de Ti:Za con una
frecuencia de repeticion por encima de 1 GHz, esto con fines de aplicaciones de metrologia de
tiempo y frecuencia. Finalmente se tomo en decision de construir una cavidad de anillo de 4 espejos
debido a la facilidad para alcanzar frecuencias de repeticion mayores a 1 GHz En la Fig. 3.1 se
muestra el esquema de la cavidad FC-2; la cavidad se compone de un lente de bombeo, un cristal
de Ti:Za, dos espejos curvos con chirp M1 y M2, un espejo plano de alta reflectividad M3 y un
acoplador 6ptico OC. Asi mismo podemos ver algunas medidas de las distancias entre ellos, a
continuacién detallamos los elementos de la cavidad laser y sus propiedades, asi como el calculo de
los parametros mas importantes.

K3

Bombeo
ﬁ

f= 75 mimn

Fig. 3.1. Diagrama de la cavidad laser FC-2. Se incluyen algunos datos de los componentes asi como algunas
distancias entre ellos.

3.1 Cristal de Ti:Zafiro.

El cristal se corta en angulo Brewster para evitar las pérdidas por reflexiones, sin embargo, el
parametro mas importante es la distancia del camino éptico PL (Path Length por sus siglas en
ingles). A mayor camino 6ptico, mayor ganancia o mayor amplificacién sin embargo, por lo visto en
los capitulos anteriores, el cristal como medio transparente, es responsable una dispersion positiva
debido a la velocidad de grupo (GVD, “Group Velocity Dispersion”), lo cual trae como consecuencia
la deformacién del pulso. El pardmetro de dispersion, GDD (“Group Delay Dispersion”) esta dado
por la siguiente ecuacion:

GDD = PLXGVD. (3.1)

De la Tabla 3.1 podemos observar que GVD para el Ti:Za es una constante, por lo que el
parametro de dispersion o GDD, estéa en funcion de las dimensiones del cristal, mas concretamente,
del PL. Esto quiere decir, que a mayor PL mayor dispersion, lo cual es un efecto no deseado en la
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cavidad, ya que uno de los requisitos para que sea posible el amarre de modos por lente Kerr, es
que la dispersion o GDD neta, sea negativa. Por lo tanto, se requiere hacer uso de los espejos chirp
para compensar dicha dispersion positiva introducida por el cristal de Ti:Za.

\&” . Cara Pulida

Eje Qplico

Cara Fulida

Fig. 3.2. Diagrama de cristal de Ti:Za. [5]

Para este trabajo se tuvo la fortuna de tener tres cristales de Ti:Za con diferentes medias de
PL, con lo cual tuvimos la opcion de escoger el mas adecuado. En la Tabla 3.1 se muestran las

propiedades fisicas del cristal Ti:Za escogido.

Propiedades del Cristal Ti:Za

indice de Refraccidn Lineal 1.76 a2 800 nm
indice de Refraccion No Lineal (n5) 3.2 x 107 ¥ cm?Ww 1
Tiempo de Vida de Fluorescencia 3.2 us a 300K
Pico de Emision 790 nm

Pico de Absorcion 490 nm
Dimensiones Imm X 3mm X 2.0 inmm
PL 2.0 mm

Tipo de Corte Brewster
Angulo Brewster fg 60.4°
Coeficiente de Absorcion « 6.13

GVD 58 fs? /mm
GDD 116 fs°

Tabla 3.1. Algunas propiedades del Ti:Za escogido para la cavidad FC-2.

De |la Tabla 3.1 observamos que este cristal con estas dimensiones introduce una dispersion
GDD = 116 fs* la cual debe ser compensada con espejos chirp con dispersidn negativa. El cristal
ademas introduce un astigmatismo el cual es corregido rotando los espejos curvos, M1y M2 un
cierto angulo.

El corte del cristal es en dangulo Brewster con el fin evitar pérdidas por reflexion. Recordemos
que el angulo Brewster es el dngulo de incidencia en cual se anula la componente con polarizacion
paralela al plano de incidencia. Se debe tener especial cuidado en este aspecto ya que el haz de
bombeo (Verdi-V8) tiene una polarizacion determinada, si no se coloca el cristal de manera
adecuada, el haz de bombeo se reflejara en la superficie del cristal en lugar de transmitirse a través
del mismo. Hablaremos mas a detalle en la seccion del sistema de bombeo.
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3.2 Espejos Chirp.

Como mencionamos en la seccion anterior, el cristal de Ti:Za con un PL = 2.00mm introduce
una dispersion GDD = 116 fs?, la cual debe ser compensada a fin de cumplir el requisito para el
amarre de modos por lente Kerr. De esta manera, introducimos dos espejos curvos, M1y M2, los

cuales tienen GDD = —70 fs? cada uno, por lo tanto, tendriamos una dispersion neta dentro de la
cavidad GDD = —24 fs*?

Los espejos M1 y M2 tienen un radio de curvatura R = 30mm por lo tanto su distancia
focal es f = 15mm, recordando que f = R/2. Estos espejos deben colocarse a una distancia con
respecto al cristal cercana a su distancia focal, esto con el fin de que la el haz este lo mas enfocado
posible dentro del cristal favoreciendo los efectos no lineales responsables del modo pulsado de la
cavidad.

Mientras que el espejo M1 esta fijo, el espejo M2 se puede desplazar a lo largo del eje
optico. Esto tiene como finalidad el poder modificar las dimensiones de la cavidad ya que el réegimen
pulsado sdlo se produce bajo ciertas condiciones espaciales de la cavidad. La montura sobre la que
esta colocado el cristal de Ti:Za se puede desplazar a lo largo del eje optico asi como en el eje
perpendicular a éste, también puede ser rotado sobre su propio eje a fin de ser colocado de tal
manera gue el haz incida en angulo Brewster.

Se podria pensar que al tener una menor dispersion tendriamos pulso mas cortos, cercanos
al limite teorico para laseres de Ti:Za de 3 fs, sin embargo, si la dispersion neta de la cavidad tiende
a cero, no habria un efecto que pueda compensar el efecto del lente Kerr por lo tanto la formacion
de los pulsos no seria factible.

Caracteristica : M1y M2 M3 ocC
Substrato Silice Fundida BKS
Diametro 12.7 mm 12.7mm 12.7mm
Grosor 6.3 mm 6.3mm 12.7mm
Radio 30mm -1000mm oo
Pelicula Reflejante en >99.9% (630-1010 Alta Reflectancia >98% (630-1120nm)
S1 (Rango Espectral) nm), <10% (510- (700-900nm), Alta

545nm) Transmitancia
(532nm)

Pelicula Reflejante en <0.25% (532nm) Antireflejante <0.6% (650-1150nm)
$2 (Rango Espectral) (532nm)
GDD —70 fs* (780nm) Despreciable Despreciable

—_—— =TT e e —— e i

'i'*aﬂﬁlah?;.z. Caracteristicas de los espejos M1, ME:M?’ yrel acopl S aropios O,
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3.3 Dimensiones de la Cavidad.

3.3.1 Correccion del Astigmatismo.

El astigmatismo producido por el cristal de Ti:Za pude ser cancelado si giramos los espejos
M1 y M2 un cierto angulo 26, con respecto al eje dptico. El astigmatismo dptico en este caso se
refiere a que el foco del haz en el plano tangencial y sagital no esta en la misma posicion.

Fig. 3.3. Esquema del astigmatismo.

Si M1 y M2 tienen los mismos radios de curvatura, por lo tanto, distancias focales iguales,
la ecuacion (3.2) puede ser usada para calcular el angulo 6,4.

(2 —1) = f - sin8, - tand,. (3.2)
-..-13

Donde PL es el camino optico en el cristal, n el indice de refraccion lineal del cristal y f la
distancia focal de M1y M2. De los datos del cristal y de los espejos, tenemos que PL = Zmm, n =
1.76 y f = 15mm, podemos entonces resolver la ecuacion (3.2) para 6,.

6, = 8.94° (3.3)

Para resolver la ecuacion (3.2) se utilizo el programa computacional MAPLE, el codigo fuente
de esté calculo puede verse a detalle en el Apéndice A.

3.3.2 Calculo de las Dimensiones de la Cavidad FC-2.

Las dimensiones de la cavidad deben cumplir con el parametro de estabilidad. Basandonos
en el esquema de la Fig. 3.4 una vez que tenemos el valor de 8, podemos calcular las distancias de
los espejos M1y M2 al cristal (z,), M1 a OC (2,), de M2 a M3 (z,) y de M3 a OC (z3).

_ . _2z,4PL
@ =217 2cos(20,) A
25 = JZaz(l — cos(m — 46_4)). (3.5)
L =2z +2z,+2;+PL. (3.6)
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Bombeo

= 7% t'imni

Fig. 3.4. Diagrama representativo de las distancias entre los elementos 6pticos de |a cavidad FC-2.

La distancia a la que tiene que ser colocado el lente de bombeo es aproximadamente la
distancia focal del mismo lente. De la misma manera, se espera que los espejos M1 y M2 sean
colocados cerca de sus distancias focales con respecto a la posicion del cristal. Sin embargo, debido
a que el regimen pulsado del laser es muy sensible a los cambios incluso de unos cuantos
micrometros, debemos calcular de manera precisa dichas distancias. La ecuacion (2.2) nos dice que
si queremos tener cierta frecuencia de repeticion, debemos ajustar la longitud de la cavidad para
lograrlo. Por lo tanto si queremos que la cavidad repita con frecuencias mayores a 1 GHz, la longitud
L no debe ser mayor a 300 mm. Dicha longitud esta en términos de z,,2,,z3 v PL, (3.6), sin
embargo, PL es una constante y z3 es una funcion de z, y z,, (3.4) y (3.5).

Esto nos deja con solo dos variables, z; y z,. Ahora debemos calcular los valores posibles de
estas variables para los cuales se cumpla la condicion de estabilidad. Se obtienen las matrices ABCD
para cada trayecto y elemento dptico de tal manera que se complete un viaje a través de la cavidad.
Posteriormente se multiplican dichas matrices en orden inverso a su disposicion espacial.
Finalmente se obtiene una matriz ABDC, de los cuales sus elementos son funciones de z,vy z,. Estos
calculos deben hacerse para los dos planos, el tangencial y el sagital, de tal manera que se obtienen
dos matrices, una para cada plano; la condicion de estabilidad debe cumplirse para ambos planos.

A B
Mo = (1 D)“ =Dy Ds-M3g, Dy Fep+Dy*Bgy Dy+Fope (37
D;= (1 z*'). (3.8)
] U 1
1 0 1 0
F:r. = (_ 2cos8 1) , Fp = (_ 2 1) (3.9)
Rapy -2 Rppy—zcos8
PL PL
B = (1 ?). B, = (1 T) (3.10)
0 1 0 1
1 0 1 0
M3, = (_Ecasﬂ 1). M3, = (_ 2 l) (3.11)
Rpa Ru;ﬂﬂﬂﬂ
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Finalmente tenemos los elementos de la matriz M, tras un viaje completo dentro de la
cavidad, base a la ecuacion (2.14} y a los elementos de la matriz resultante tenemos

Iis.t{h.!ﬂ“‘ﬂyfzhh}l
2

g 2 (3.12)

Siigualamos (3.12) a 1, estariamos ante el limite superior para los valores de z, y z;. De esa
manera podemos graficar de manera implicita la inecuacién (3.12) y saber cuales son los valores
permitidos para 2, y 2,. En la Fig. 3.5 se muestra el resultado de graficar (3.12) igualada a la unidad.

30 = Il
. T,
70 - \IL,
. “
60 - ﬂ'“} “%*
I
30 < N\
zimm 40 -
30 :
g
20 <
10 5
0 T T T " I . I ¥ i . I
0 10 20 30 40 30 60 70
zZ2 mm
— 1.4 GHz 1.3 GHz — 1.2 GHz
—— 1 GHz — Plano Sa,g'tal ——=Plafin Tangenl:ial

Fig. 3.5. Rangos estabilidad para la cavidad en funcién de las medidas z, y z,.

En la Fig. 3.5 se muestran los valores posibles para z, y z, en los cuales la cavidad es estable.
Los valores permitidos son los que caen dentro o incluso sobre las lineas de los planos sagital y
tangencial, linea roja y azul, respectivamente. Las linean que indican frecuencia de repeticion se
graficaron implicitamente a partir de igualar la ecuacion (3.6) a un valor de L que nos arrojara tales
frecuencias de repeticion conforme a la ecuacion (2.2). La forma de leer o usar la siguiente grafica
de la Fig. 3.5 es la siguiente: si nosotros queremos que nuestra cavidad tenga una frecuencia de
repeticion de 1.4 GHz, tomamos como referencia la linea en color negro y observamos que hay
varios puntos con valores para z, que estan sobre la linea de 1.4 GHz y que estan dentro de la zona
de estabilidad; en cambio para los valores de z; la linea es practicamente una recta por lo que
tendra un solo valor significativo. Tomando el valor de z, y los valores de z, se puede calcular
facilmente z; mediante la ecuacién (3.5). Basicamente, cualquier set de valores para 2, y 2z, que
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caigan dentro o sobre las lineas del plano sagital y tangencial, son valores permitidos para una
cavidad estable, estos mismos valores nos determinaran la frecuencia de repeticion f;..

SRR

f,.(GHZz) Z, ZammMin z,mmMax zymmMin z;mmMax L mm

1 76.3 14.85 16.56 113.55 110.11 298
i 63.85 14.85 17.07 89.83 85.39 250
1.3 58.81 14.85 17.36 80.23 75.21 230
1.4 55.1 14.85 17.64 73:.17 67.59 214

—— == -

Tabla. 3.3. Set de datos arrojados por la grafica de la Fig. 3.5.

Nuevamente los cdlculos fueron hechos en MAPLE y el codigo fuente se encuentra en el
Apéndice B. Una vez que se tienen un set de valores posible para nuestra cavidad, queda por ver o
probar si estos parametros nos permitiran obtener un radio de la cintura del haz capaz de generar
el lente Kerr necesario para el amarre de modos.

31.3.3 Calculo del Radio dei Haz.

Como habiamos mencionado, el radio del haz nos proporciona informacion sobre la fuerza
del fendmeno del lente Kerr, mientras menor sea el radio, mayor sera el efecto del lente Kerr. El
radio minimo se conoce como cintura del haz wy.

Para calcular el radio del haz se utiliza la ecuacion (2.19), la cual esta en funcion de los
elementos de la matriz ABCD de |a cavidad, a su vez dichos elementos dependen de la distancia
recorrida por el haz z, a lo largo del eje optico w(z). Una vez mas se hace uso de las matrices ABCD
de cada elemento optico, calculando sus elementos en funcion de la variable z, la cual representa
la distancia que viaja el haz dentro de la cavidad.

Una vez mas, se utilizo el paguete computacional Maple para realizar todas las operaciones,
asi como para obtener las graficas representativas de dichos calculos. El codigo fuente se encuentra
en el Apendice C.

En la Fig. 3.6 podemaos observar la evolucion del radio del haz en su travesia por la cavidad,
éste decrece de manera significativa cuando pasa por el cristal de Ti:Za, lo cual por supuesto es, uno
de los objetivos del diseno de la cavidad laser a fin de favorecer el amarre de modos por lente Kerr.
La Fig. 3.7 es solo una porcion de la grafica de la Fig. 3.6 donde se observa que hay un astigmatismo
aun presente a pesar haber hecho la correccion mediante la rotacion de los espejos M1y M2, sin
embargo, este astigmatismo no llega a impedir que la cavidad pueda operar de manera satisfactoria.
Tanto en la Fig. 3.6 como 3.7, las dimensiones de la cavidad z, y z,, se establecieron de tal forma
que la cavidad tuviera una frecuencia de repeticion f, = 1 GHz.
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Fig. 3.6. Evolucion del radio del haz durante su viaje dentro de la cavidad con frecuencia de repeticién 1.2

GHz. Cuando el haz a pasa a traves del cristal se alcanza la cintura del haz wy,.
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Fig. 3.7. Radio del Haz para la cavidad con frecuencia de repeticion de 1.2 GHz. Se observa un astigmatismo
remanente.

Si modificamos las dimensiones de la cavidad, z, y Z,, la frecuencia de repeticion f,. claramente
va a cambiar, de la misma manera, el valor de la cintura del haz w, sera modificado debido a su
dependencia de estos valores. La cintura del haz se alcanza en un cierto valor z, si nosotros
modificamos las dimesiones de la cavidad, el valor de z donde se alcanza el radio minimo wy,
también puede cambiar. En la Fig. 3.8 se ejemplifica de manera grafica lo dicho anteriormente, en
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este caso, se varia solo z; dejando z; fijo en un solo valor, de esta manera varia la frecuencia de
repeticion. El valor de z donde se alcanza la cintura del haz es mas dependiente de la variacién en
z, debido a la distancia focal de los espejos M1 y M2, como en este caso z, tiene un valor fijo, el
valor de z para la cintura del haz no varia. Comparando las gréficas del plano sagital y el tangencial
de la Fig. 3.8 observamos que el valor de z donde se alcanza la cintura del haz no es igual para los
dos planos, esto debido, al astigmatismo remanente que mencionamos anteriormente.

Plano Sagital Plano Tangencial

0.0058 - 0.0044
0.0056 - 0.0042 ..
0.0040

0.0054 - ’

00032 - .*';

0.0052 - : 0.0036 4
w(z){mm) 1. ‘
000504, 1
‘ \ " 00032 -
0 0048 - :
. 0.0030 -
0 0046 - 0.0028 -
1 J
0 0044 - 00026 -
1520 1525 1530 1535 1540 1545 1485 1490 1495 1500 1505
Z (mm) Z (mm)
1.4 GHz 1.3 GHz 1.2 GHz 1 GHz 1.4 GHz 1.3 GHE —— 1.2 GHz | GHz

Fig. 3.8. Cintura del haz para diferentes frecuencias de repeticion en el plano sagital. La menor cintura se
encuentra al aumentar la frecuencia de repeticion, o visto de otra manera, reduciendo las dimensiones de la
cavidad.

Durante el analisis se llevaron a cabo calculos variando las dimensiones de la cavidad z, y
Z,, conforme a los valores de la Tabla 3.3 obtenidos del analisis de los rangos de estabilidad. La
Tabla 3.4 nos muestra algunos resultados de los valores para la cintura del haz.

[ (GHz) Wy, (em) Min Wo, (Um) Min  wo, (um) Max Wy, (pm) Max
1 4.96 3.51 9.24 1.97
1.2 4.60 2.96 10.62 1.70
1.3 4.44 2.70 11.65 3.09
1.4 4.31 2.48 12.02 1.40

Tabla 3.4. Medidas de la cintura del haz para diferentes valores de z, y z,.

De la Tabla 3.4 podemos concluir que los valores para cintura del haz estan dentro de lo
reportado en la bibliografia, apenas unos cuantos micrémetros. Observamos también que wj
decrece en ambos planos conforme reducimos la longitud de la cavidad L.
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3.3.-F Sistema de Bombeo de la Cavidad F(-2.

El sistema de bombeo de la cavidad FC-2 esta compuesto por un laser de onda continua a
532 nm, Verdi-V8, un arreglo de espejos para poder manipular la direccion del haz asi como cambiar
la polarizacion del haz de bombeo, y una lente plano-convexa el cual se tiene como finalidad enfocar
el haz de bombeo para obtener el minimo radio del haz dentro del cristal de Ti:Za.

Mesa Optica

Caja de la Cavidad

/e

istema de Espejos

Fig. 3.9. Esquema del sistema de bombeo |la cavidad FC-2. El sistema se compone de un laser Verdi-V8, un
sistema de espejos altamente reflejante a 532nm y una lente plano-convexa que enfoca el haz dentro de |a
cavidad.

El haz de bombeo, Verdi-V8, es un laser de Ortovanadato de Itrio dopado con Neodimio
Nd:YV0,. Este tipo de laseres originalmente emite en 1064 nm pero mediante un doblado de
frecuencia se logra que su emision de salida este en los 532 nm. El doblado de frecuencia se logra
mediante la generacion del segundo harmodnico, un fenémeno no lineal donde dos fotones se
combinan para generar un solo foton con el doble de frecuencia. Este laser Verdi-V8 puede alcanzar
potencias de hasta 8 W En la tabla 3.5 se muestran algunas de las caracteristicas de este laser de
bombeo.

El sistema de espejos esta compuesto por un par de espejos altamente reflejantes en
532nm a 45°. Este sistema tiene dos funciones, primero, dirigir y posicionar el haz de bombeo sobre
el eje optico de la cavidad laser, las monturas sobre las que estan instalados cuentan con la ventaja
de tener tornillos de rosca fina por lo cual el control preciso sobre el eje azimutal y horizontal del
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haz es posible. Segundo y muy importante, cambiar la polarizacion del haz de entrada de lineal
vertical a lineal horizontal. Esto es de suma importancia debido a que el cristal esta posicionado de
tal forma que el haz de bombeo incida en angulo Brewster, de tal manera que si no cambiamos la
polarizacion, habra pérdidas por reflexion tan grandes que no permitiran el correcto
funcionamiento de la cavidad.

La lente plano-convexo tiene una distancia focal de 75 mm y esta montado sobre una base
la cual permite desplazarla sobre el eje 6ptico a fin de facilitar el enfoque del haz dentro del cristal
de Ti:Za.

En la bibliografia consultada se menciona que el haz de bombeo debe de ser enfocado de
tal manera que la cintura del haz esta cerca de la cara del cristal donde se bombea. Asi mismo, la
maxima transferencia de energia del haz de bombeo al modo intracavidad se da cuando la cintura
del haz de bombeo es 30% menor a la cintura del haz intracavidad y se logra que ambos haces estén
superpuestos, no obstante, la optimizacion de las distancias para lograr este objetivo debe hacerse
experimentalmente. [6]

Especificacion valor i
Marca Coherent
Potencia Maxima de Salida W
Longitud de Onda 53Znm
Ancho de Linea < 5 MHz
Diametro del Haz 255 mm + 10%
Divergencia del Haz < 5 mrad
Factor M~ < 1.1
Estabilidad de |la Potencia +1%
Ruido < 3% rms
Polarizacion Vertical, > 100: 1

Tabla 3.5. Especificaciones del haz de bombeo Verdi-V8. [7].
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1 Resultados

4.1 Arreglo Experimental de la Cavidad CF-2.

Una vez considerado los parametros de disefio de la cavidad, se procedio con el armado de
la cavidad laser FC-2 con diversos componentes, algunos de ellos comprados, otros fabricados en el
taller del propio CENAM. La Fig. 4.1 muestra la cavidad ensamblada para repetir con una frecuencia
de 1.2 GHz.

Fig. 4.1. Cavidad laser FC-2 con frecuencia de repeticion de 1.2 GHz.

Esta cavidad puede ajustarse para que la frecuencia de repeticion vaya desde 1 GHz hasta
1.4 GHz. Debido a las dimensiones de las monturas de los espejos es que no podemos reducir la
longitud de la cavidad L a fin de incrementar la frecuencia de repeticion f. por encima de 1.4 GHz.
Tedricamente este tipo de cavidades puede alcanzar valores de f, cercanos a los 3.3 GHz. A
continuacion detallamos los componentes principales de la cavidad.

4.1.1 Montura del Cristal de Ti:Za.

La montura que sostiene el cristal de Ti:Za fue disefiada especialmente para esta cavidad y
fue fabricada en el taller del CENAM. La montura consta de dos segmentos principales. El primero
es la parte motriz de la montura, esta consta de tres plataformas unidas a fin de poder desplazar el
cristal a través del eje dptico, el eje perpendicular al eje 6ptico y ademas le permite rotar sobre su
propio eje, cada una de las tres plataformas adhiere un grado de libertad. Estos tres grados de
libertad son de suma importancia en la operacion de la cavidad ya que teniendo un control a detalle
sobre estos parametros se facilita la alienacion de la cavidad y ayuda a optimizar su rendimiento.

53



Fig. 4.2. Montura del cristal de Ti:Za. Se compone de una parte motriz y una parta para disipar el calor.

La segunda parte de la montura consta de una estructura fabricada en cobre, la cual sostiene
directamente al cristal. Su principal funcion mas alla de ser el sujetador del Ti:Za, es ayudar en el
control de temperatura de este. Debido a que el cristal es bombeado con altas intensidades de luz
laser (6 W del laser Verdi, y 23 W del laser intracavidad con una longitud de onda de 785 nm), el
cristal se calienta y disipa calor. La finalidad de esta montura de cobre es ayudar al cristal a disipar

esa energia, es por eso que se escogio un metal con alta conductividad térmica para su fabricacion.

Fig. 4.3. Montura del cristal de Ti:Za. Se compone de una parte motriz y una parta para disipar el calor.

En la Fig. 4.3 se muestra un esquema de la composicion estructural de la montura de cobre,
como mencionamos anteriormente su principal objetivo es controlar la temperatura del cristal,
ayudandolo a disipar el calor. Para esto se utiliza un peltier, el cual esta colocado justo debajo del
cristal, debajo del peltier se encuentra un circuito de agua el cual ayuda a disipar el calor de Ia cara
caliente del peltier, el agua circula gracias a un sistema de bombeo que ademas es capaz de
controlar de manera precisa la temperatura del agua.
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4.1.1.1 Sistema de Enfriamiento del Cristal de Ti: Za.

El tener un control en la temperatura del cristal ayuda a su buen desempefio durante largos
periodos de tiempo, se evitan las dilataciones térmicas y ayuda a estabilizar la potencia. En otras
palabras se trata de minimizar las transiciones no radiativas asociadas a los cambios térmicos.

La temperatura del cristal se mide mediante un termistor colocado sobre la montura de
cobre, cerca del cristal de Ti:Za. Este termistor cambia su resistencia en funcién de la temperatura,
por lo que podemaos monitorear la temperatura del cristal midiendo la resistencia del termistor. Si
la resistencia del termistor baja, la temperatura aumenta, de manera inversa, si la resistencia
aumenta la temperatura decrece. El punto es mantener una estabilidad en temperatura alrededor
de la temperatura ambiente o menor, lo bien que el calor sea disipado esta en funcién de la forma
en que el cristal esta en contacto con la base de cobre. El rango en el que se operd esta cavidad FC-
2 fue alrededor de los 20°C.

-

TELY 4-E

Fig. 4.4. Peltier TEC1.4-6 de Thorlabs.

Como ya se menciong, el sistema de enfriamiento se compone ademas de una celda peltier
modelo TEC1.4-6 de la marca Thorlabs. Este dispositivo funciona de tal manera gue al aplicar una
corriente, un de las caras se calienta mientras que la otra se enfria. De tal manera que la cara que
se enfria esta justo debajo de la posicion del cristal, mientras que la parte que se calienta se
posiciona por encima del sistema de enfriamiento liquido el cual ayuda a transportar el calor fuera

de la montura.

El sistema de enfriamiento liquido se opera mediante un “Chiller” RM6 Lauda Brinkmann, el
cual ademas de bombear el agua para la correcta circulacion, también es capaz de modificar la
temperatura de la misma ayudando a tener un mayor control sobre la temperatura de la montura
de cobre. La temperatura del agua con la que se obtuvieron los resultados que mas adelante

presentaremos se establecié a 10°C.
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Fig. 4.5. Bano termico RM6 LAUDA BRINKMANN.,

De la misma manera que la montura del cristal se puede desplazar sobre el eje optico, |a
lente de bombeo asi como el espejo M2 también estan montados sobre unas plataformas que les
permiten trasladarse a lo largo del dicho eje. Los espejos M1, M3 y el acoplador optico estan
montados en unos pedestales cilindricos que no poseen ninguna capacidad de traslacion.

T -
., — " : J "’lh -
Sujetador S %— Iman
(3

(a)

Fig. 4.6. Monturas de los espejos M1, M3 y el acoplador 6ptico OC.

La capacidad de traslacion del espejo M2, asi como la de la lente de bombeo y del mismo
cristal de Ti:Za, es de vital importancia ya que nos permite modificar las dimensiones de la cavidad
a fin de encontrar la zona donde es posible encontrar el régimen pulsado del laser. Sin estas
capacidades motrices deberiamos posicionar los espejos y el mismo cristal en el lugar exacto donde
las condiciones espaciales de la cavidad se cumplan para el régimen pulsado, esto obviamente en la
practica es muy dificil de lograr, de ahi que estas plataformas maviles nos ayudan a controlar las

distancias con una precision en el orden de micrometros.
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+.1.3 Sistema de Espejos de Bombeo.

El sistema de espejos de bombeo tienen dos tareas fundamentales, la primera es cambiar
la polaridad lineal vertical del haz de bombeo, y la segunda es controlar la alineaciéon del haz de
bombeo. Ambas tareas son vitales para el correcto funcionamiento. Si la polarizacion no se es
cambiada, las perdidas por reflexion seran muy grandes tal que la cavidad no podra funcionar de
manera correcta. La alineacion en este tipo de cavidades ultrarrapidas es muy caprichosa y puntual,
por decirlo de alguna manera, de tal forma que manipular la direccion del haz de entrada no es un
aspecto de cual debamos alejar nuestra atencion, un cambio minimo la direccion del haz de bombeo
produce un cambio sustancial en la alineacion interna de la cavidad laser FC-2.

R i A

L

Cavidad FC-2 b5 J,:H.

4.7. Sistema de espejos altamente reflejantes en 532 nm a 45°. Su objetivo es cambiar la polarizacion lineal
asi como dirigir el haz de bombeo a la cavidad.

4.1.4 Flementos Electiragnicos de la Cavidad Laser FO-2

Los elementos electronicos son varios y sus usos son para distintos fines. Se menciond en el
apartado del peltier que este se tiene que alimentar con hasta 2.9 A, esto se hace con la ayuda de
una fuente eléctrica. En cuanto al termistor, el cambio en su resistencia se monitoreo mediante un
voltimetro, con lo cual podemos medir de manera indirecta la temperatura del cristal.

Para monitorear la frecuencia de repeticion de los pulsos de |a cavidad FC-2 se hace uso de
un fotodetector de la marca MenloSytems, modelo APD210. Este detector es de tipo avalanchay a
grandes rasgos transforma la luz que incide sobre él en una senal eléctrica. La senal electrica es
enviada a un contador de frecuencias de la marca Hewlett Packard modelo 53508B. A su vez el
contador de frecuencias envia la sefial a una PC la cual mediante un programa escrito en LabView,
propio del CENAM, registra y guarda la frecuencia de repeticion de la cavidad FC-2.
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Fig. 4.8. Fotodetector APD210 de la marca MenloSystems. Registra sefiales desde 1 MHz hasta
1.6 GHz en un rango espectral de 400 - 1000 nm.

Tambien se cuenta con un analizador optico de la marca YOKOGAWA modelo AQ6373. Este
analizador se uso para observar los espectros opticos de la cavidad, tanto en su régimen continuo
como en el pulsado. En la seccion donde se presentan los resultados de la operacion de la cavidad,
se muestran los resultados obtenidos con este espectrometro.

La potencia del haz de salida de la cavidad FC-2 se monitorea mediante un potenciometro
NOVA de OPHIR, el cual se puede detectar en un amplio rango de longitudes de onda, como el Ti:Za
tiene su pico de emision en 780 nm, se ajusto a ese valor.

il

Fig. 4.9. a) Analizador Optico. b) Potenciometro. c) Contador de Frecuencias.

Hay varias formas de detectar cuando la cavidad pasa de régimen continuo al régimen
pulsado, la mas rapida es la visual. Cuando el laser esta operando en modo continuo, a la salida del
acoplador éptico OC tenemos dos haces rojos con una longitud de onda alrededor de 780 nm,
cuando cambia al modo pulsado, uno de los dos haces rojos se apaga y queda solo uno, a esto nos
referimos cuando hablamos del modo visual de detectar el régimen pulsado. Esto se lleva a cabo
mediante una camara especialmente adaptada y la cual se visualiza en una PCiguaimente dedicada
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solo para esta funcion. La camara monitorea uno de los dos haces rojos en la salida del OC, por lo
que cuando vemos en la pantalla de la PC que el haz se apaga o desaparece, podemos decir que la
cavidad laser FC-2 esta trabajando ya en el régimen pulsado.

Por ultimo, mencionar que el laser de bombeo, el Verdi-V8, cuenta con su propia fuente de
poder, mediante la cual se controla la potencia de este laser, asi como su propio sistema de
enfriamiento liquido, estos aditamentos forman parte también del sistema de bombeo del l4ser.

4.2 Operacion de la Cavidad FC-2.

En esta seccion se detalla |la operacion de la cavidad FC-2 funcionando ya como un laser de
pulsos ultracortos. Se reporta la frecuencia de repeticion asi como el célculo empirico de la duracién
de los pulsos. Se reportan también las dimensiones de la cavidad con las cuales se obtuvo el modo
pulsado asi como consideraciones importantes sobre el funcionamiento de la cavidad.

4.2.1 Alineacion de la Cavidad.

La alineacion de la cavidad en este tipo de laseres debe ser muy precisa, de lo contrario, se
dificulta que el [aser pase del régimen continuo al régimen pulsado. Lo primero que se debe
conseguir es que la cavidad trabaje en el modo continuo, tratando que el perfil del haz intracavidad
sea Gaussiano en |la medida lo posible, esto con el fin de favorecer los efectos no lineales descritos
en los primero capitulos. Esto esta asociado directamente a la meticulosa alienacion de la cavidad.

De manera que se busca un perfil de intensidad en modo TEM,.

Fig. 4.10. a) Perfil de intensidad TEM,,. b) Mismo perfil que en a) pero con un filtro para reducir la
intensidad y apreciar mejor el modo TEM,,. ) Perfil de intensidad de una cavidad desalineada.

Una vez que se tiene un perfil de intensidad Gaussiano, se procede a buscar las dimensiones
de la cavidad que de paso al modo pulsado. En principio, tanto el lente de bombeo L, como M1y
M2, deben esta posicionados de tal manera que sus focos estén dentro del cristal. Hacerlo de
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manera precisa en un solo intento es dificil en la practica, lo que se hace es colocarlos lo mas cerca
posible de sus focos y después ir ajustando poco a poco esas distancias. El espejo M1 no se puede
desplazar, pero tanto el cristal como el espejo M2 si, por lo tanto, para comenzar a buscar la zona
donde se puede dar el régimen pulsado, se comienza alejando el espejo M2 del cristal de Ti:Za, en
pasos pequefnos de unas cuantas micras, y en cada nueva posicion, se buscar el modo pulsado
mediante una pequena perturbacion en las dimensiones de la cavidad.

Esta perturbacion es necesaria ya que como se dijo en los primero capitulos, el amarre de
modos necesita un detonante para pasar del modo continuo al modo pulsado, esto se hace dando
un pequeno golpe en la montura que sostiene al acoplador 6ptico OC. La perturbacion se podria dar
en cualquiera de las monturas pero debido a la disposiciéon de la cavidad FC-2 resulta mas comodo
hacerlo en el OC,

La bisqueda del régimen pulsado es lenta y requiere de mucha paciencia, como ya se dijo,
si la cavidad no esta debidamente alienada, el modo pulsado puede no llegar a presentarse, a
diferencia del modo continuo. Ahora bien, las monturas que hacen posible el desplazamiento de L,
Ti:Za y M2 tiene graduaciones en decenas de micrometros, por lo tanto es posible registrar los
valores de las traslaciones de dichos elementos, estos valores son relativos a las posiciones de los
elementos, no a las distancias entre ellos, aunque se pueden deducir indirectamente de manera
aproximada.

Ly Ti:Za EO Ti:Za PEO M2 Potencia de I+
- Salida
" 4.745mm  330nun 3.8 mmn 4.12 mn 167 mW 1.1 GHz
4 mm 3.30 mm 3.18 mm 4 mm 425 mW 1.2 GHz

Tabla. 4.1. Parametros registrados en las monturas de los elementos moviles. Para estos valores se encontro

el régimen pulsado de la cavidad bombeada a 6 W. EO hace referencia a Eje Optico, mientras gue PEO, Perpendicular
al Eje Optico.

En la Tabla 4.1 se muestran los valores registrados en las monturas de los elementos
moviles, en donde se encontraron pulsos. Hacemos notar que las variaciones en el desplazamiento
de M2 no son la causa de que la diferencia en frecuencia entre una configuracion y otra sea de

100 MHz, esto se debe a que la posicion de M3 y OC (z,) fue modificada para cada una de estas
configuraciones.

Si bien con estos parametros se pudo lograr el régimen pulsado, esto no quiere decir que
sean las unicas configuraciones. Como ya mencionamos, si trasladamos de manera manual M1y OC
los valores de estos parametros pueden cambiar, recordando que los cambios de apenas unos
micrometros son tan criticos que hacen la diferencia entre lograr el modo pulsado o no.

4.2.2 Frecuencia de Repeticion de la Cavidad FC-2.

La frecuencia de repeticion se registro a partir de un reflejo de la luz pulsada el cual fue
dirigido al fotodetector, de tal manera que la informacion recogida se canalizo, mediante un
contador de frecuencias, a un programa que se encargé de llevar el registro. Recordamos que f,
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esta directamente relacionada con la longitud de la cavidad L, de tal manera que modificando las
dimensiones podemos facilmente modificar, hasta cierto punto, la frecuencia de repeticion. Como

mencionamos anteriormente, debido a las limitaciones espaciales impuestas por las monturas de
los espejos y del mismo cristal, esta cavidad FC-2 en especifico no puede reducirse mas alla 215 mm

por lo que tenemos una f, maximade 1.4 GHz.
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Fig. 4.11. Cavidad FC-2 con una frecuencia de repeticion f, = 1.111 GHz.

La Fig. 4.11 muestra una de las mediciones de la frecuencia de repeticion de la cavidad FC-
2. Podemos ver que dicha frecuencia no permanece constate sino que tiene pequefias y grandes
variaciones en el tiempo. Las pequefas variaciones se le atribuyen a pequenos cambios en la
longitud de la cavidad, dichos cambios estan asociados a expansiones y contracciones termicas de
los elementos que componen la cavidad. Las variaciones mas pronunciadas las asociamos con las

variaciones de potencia del haz de bombeo.
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Fig. 4.12. Cavidad FC-2 con una frecuencia de repeticion f, = 1.212 GHz.

La Fig. 4.12 muestra el registro de la frecuencia de repeticion para una cavidad FC-2 con una
longitud L menor que la que se muestra en la Fig. 4.11. La grafica de la Fig. 4.11 se obtuvo a partir
de la lectura del contador de frecuencias, en cambio la Fig. 4.12 se obtuvo del analizador de
espectros.

Un problema que debemos mencionar, es que el fotodetector se comporta de manera no
regular para frecuencias por encima de 1 GHz; notamos que a mayor frecuencia el tiempo de
muestreo era menor, la potencia de la senal del detector cae de manera que el contador de
frecuencias ya no alcanza a leer la senal. Dicho esto, mencionamos que la cavidad FC-2 ha llegado a
trabajar en el régimen pulsado hasta por 6 horas ininterrumpidas, pero debido a las limitaciones
con el detector, no tenemos registro de ello.

La finalidad de tener una frecuencia de repeticion alta, por encima de 1 GHz, es que cada
linea espectral de la transformada de Fourier de los pulsos, tenga una mayor potencia, esto es
especialmente importante ya que a mayor potencia de las lineas espectrales o dientes del peine,
sera mas facilidad de trabajar con la sefial que se obtiene de la cavidad FC-2. Esto ultimo es de suma
importancia para aplicaciones de metrologia de tiempo y frecuencia.

62



4.2.3 Espectro de la Cavidad FC-2.

El espectro de la cavidad FC-2 se obtuvo con el analizador éptico. El haz de salida es
conducido a traves de fibra optica hacia el analizador. El espectro se obtiene tanto para el régimen
pulsado como para el régimen continuo.

Y
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Fig. 4.13. Espectro de emision de la cavidad FC-2 en el réegimen pulsado. La linea roja es un ajuste Gaussiano.
En el recuadro observamos el espectro de emision en modo continuo.

En la Fig. 4.13 se observa el espectro de emisién tanto para el modo pulsado como para el
continuo. En el recuadro observamos la emision de modo continuo y se puede ver la longitud central
de emision del Ti:Za que esta alrededor de los 780 nm, sin embargo se aprecia que hay incluso una
emision de mayor intensidad alrededor de los 820 nm. Cuando el laser esta en el régimen pulsado
se forma una envolvente del tipo Gaussiano centrada alrededor de 820 nm.

La longitud de onda que esta centrada en 820 nm (recuadro Fig. 4.13) es el maximo que se
amplifica cuando se logra el amarre de modos. Recordemos que el amarre de modos por efecto Kerr
selecciona un solo maximo de entre todos los modos longitudinales y este por supuesto tiene una
longitud de onda asociada, en este caso 820 nm. Los otros picos de intensidad que se observan, son
maximos que no logran amplificarse en favor del maximo preponderante.
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4.2.4 Duracion de los Pulsos.

El calculo de la duracidn de los pulsos es semi-empirico. La forma de calcularlo es mediante
el ancho a media altura del espectro de emision, en este caso, el que se muestra Fig. 4.13. El ancho
espectral corresponde a 37 nm 6 16.71 THz, utilizando la inecuacién (1.7) podemos obtener la
duracion de los pulsos. Como se menciond en el capitulo 1, la inecuacion (1.7) cambia el valor de
1/2 de acuerdo a la forma de la curva de la envolvente del pulso. En este caso, la aproximacion que
mas se acerca a la forma del pulso es la Gaussiana y secante hiperbdlica.

Fig. 4.14. La linea azul es una curva Gaussiana, mientras que la linea roja es una secante hiperbolica. Ambas
curvas se asemejan en |la parte central, alrededor del cero.

En la Fig. 4.14 observamos las similitudes y diferencias entre la curva Gaussiana y la secante
hiperbolica. Vemos que la diferencia se hace evidente por debajo de su anchura a media altura, la
Gaussiana es un poco mas cerrada con respecto a la secante hiperbalica. Por lo tanto, debido a que
ambas curvas son buenas aproximaciones de la forma del espectro de emision de los pulsos, el
calculo se hizo para ambas curvas.

La desigualdad (1.7) cambia a una ecuacion de la forma AtAw = K. El valor de K depende
de la curva de aproximacion, en el caso de la Gaussiana K = 0.441 mientras que para la secante

hiperbolica K = 0.321. [1]
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Tomando esto en consideracion, se hacen los calculos de la duracion del pulso para las dos
valores de K obteniendo los siguientes resultados.

Forma de la Curva K At
Gaussiana 0.441 26.3B fs
Secante Hiperbdlica 0.321 19.20 fs

s i A —

Tabla. 4.1. Valores obtenidos para la duracion de los pulsos. El resultado varia dependiendo de la forma de
la curva del pulso.

En la Tabla 4.1 observamos hay una diferencia 7 fs dependiendo la forma de la curva que
utilicemos para aproximar el espectro de emisién obtenido de la cavidad. Podemos pensar que la
aproximacion Gaussiana es el resultado conservador, mientras que la secante hiperbdlica es la
aproximacion optimista. Como bien se dijo al principio, el calculo es semi-empirico de esta forma
podemos pensar que el valor real de nuestros pulsos estara dentro del rango de los dos valores que
obtuvimos, 19.20 fs < At < 26.38 fs.
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5 Conclusiones

Se ha logrado el objetivo de construir un laser de pulsos ultracortos de Ti:Za. Dicho laser es
capaz de ajustarse para trabajar con frecuencias de repeticién que van desde 1 GHz hasta 1.4 GHz,

una duracion de pulsos de entre 19fs y 26 fs, asi como una potencia promedio de salida de
450 mW.

Sin embargo, es deseable que la duracién de los pulsos sea atin menor, eso significaria que
el espectro de emision mas amplio, con lo cual, el rango de frecuencias que se pudieran obtener del
laser FC-2 seria mucho mayor. De igual forma, se desea que la potencia de salida de la cavidad laser
sea los mayor posible, esto con la finalidad que cada linea del peine de frecuencias, sea mas intensa
facilitando asi, el poder trabajar con ellas.

La cavidad FC-2 funciona correctamente, sin embargo, falta mucho por hacer. El trabajo que
le sigue, conlleva estabilizacion de la frecuencia de repeticion, asi como la frecuencia offset. Esto no
es cosa trivial y requiere que la cavidad laser este trabajando de manera optima. De tal forma que,
si bien la cavidad FC-2 trabaja satisfactoriamente, pueden realizarse muchas mejoras para que su
funcionamiento sea aun mejor.

Mejorar las monturas de los elementos opticos es uno de los aspectos que mas influyen en
la alienacion de la cavidad, y como mencionamos en varias partes de esta tesis, la alineacion es parte
vital del funcionamiento del laser FC-2. Mejorando las monturas tanto de espejos, lentes, asi como
la del cristal de Ti:Za, resultaria en tener un control fino sobre los mismos dientes del peines de
frecuencias. Con mejoras de las monturas, nos referimos a reducir sus dimensiones, haciendo
posible la reduccion de la longitud de la cavidad y por lo consecuencia el aumento en la frecuencia
de repeticion. De la misma manera, robustecer las monturas y hacerlas mas precisas con un control
electronico de por medio, nos permitiria tener un mayor control sobre el peine,

Otro aspecto que se debe claramente corregir es la forma en que se detectan los pulsos.
Como ya mencionamos, el detector encargado de registrar la frecuencia de repeticion no trabaja de
manera constante durante largos periodos de tiempo. La intensidad de la sefial proveniente del
detector decae tras algunos minutos por lo que es necesario amplificar la sefal de manera que se
pueda trabajar por lapsos de tiempo prolongados, tipicamente horas.

Finalmente recalcar que este trabajo de tesis es solo la primera parte en la construccion de
la cavidad laser FC-2, aun queda trabajo por hacer antes de que pueda operar como una
herramienta en metrologia de tiempo y frecuencia, el cual es el motivo de su concepcion y
construccion.,
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Apéndice A

L —p L  ——_ ¢ s mrm

Calculo del angulo para corregir el astigmatismo introducido por el cristal de Ti:Za.

> n=176: fm:=15: PL:=2:Rm:= 30:
> with(RealDomain ) :
PL

> sc.:!’w(jm-sin[x}-tan(.r] = [_3]("2 = |]u'-']:

n
-0.153606642970.156066429

Br
3.1416

2 Br = 0.1560664297: 8 = - 180;

B :=8.94192683
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Apéndice B

Calculos para las regiones de estabilidad de la cavidad laser FC2.

>
0 := 8.94:
3]
Or i= —:3.1416;
i
n:=|.76:
fm = 15
FoL =
Rm = 30:
Rm2 :=-=1000:
¢ = 3E8:
w = 0.01:
A = 0.0008:
Al = 0.000532:
>
g = =] — (2-2z2 + PL) :
2-cos(2:6r)
23 =/ (2:a®-2-a%-cos(3.14164— 4-6r)) -
=] ] 22 . 52 | =7
Dl = 2 1) = A3 = =D =
0 1 0D 1 0 1 0 1
1 23
D5 = :
0 1
l 0 ' ! 0|
Fs = 2 or) 1 . Fit = 2 | : Bs
* : 5 &
Rm cﬂs{ ] Rm-cos( 6r)
[ PL PL
| — 1 =5
= n ) g n - M3s
0 1 ‘ 0 1
| 0 | 0|
— : M3t = 2
- -cos| Or| | = I
Rm2 ( !] Rm2-cos( 6r)

Ms = ﬁf.DS.MJ.-:.D{Fs.ﬂiﬂsﬂlﬂ Mt = DI.DS.M31.D4.Ft.D3
Bt.D2.Ft :

> with( plots, implicitplot) : with( plots ) :
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L1 = implicitplot(2- 21 + 2- 22+ 23+ PL =215,22=0..204,z1=0
..204, color= "black", legend="1.4 GHz") :

L2 = implicitplot(2- z1 + 2- 22+ 23+ PL =230,22=0..204,z1 =0
..204, color= "SteelBlue" legend="1.3 GHz.") :

L3 := implicitplot(2- z1 + 2- 22+ 23 + PL=250,22=0..204,z1 =0
..204, color="Teal", legend="1.2 GHz") :

L4 = implicitplot(2- z1 + 2- 22 + 23+ PL =298,22=0..204,z1=0
..204, color="Green", legend= "1 GHz") :

abs(Ms[ 1, 1] + Ms[2,2])
2
..80, color= "red", legend= "Plano Sagital‘} :

abs(Mi[1,1] + Mi1[2,2]) _
2

.80, color="blue", legend= "Plano Tangem:ial‘) :

gsl = :’mp.-'f.:'ifpfm[ =1,22=0.50,z1 =(

otl = imp.".-'.:':'rpa"m[ 1,22=0..50,z1=0

> display ({gsl,gtl,L1,L2,L3, L4});
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Apéndice C

Calculos para el radio del haz intracavidad

B := 8.941926835:

8

Oy = m*.’i 1416:

76

>

2
30:

Rm .? = = 1000:
¢ = JE8:

w = 0.01:
A = 0.0008:
Al = 0.000532:
=l == 63.85:
z2 = |4.85;
g = =] — (2-22 + PL) :
2-cos(2-6r)

I ji II —_

- 1 =
EEE‘

23 = (2-a*-2-4* -cos(3.1416— 4-6r) )
Loi=2vad 2 22433 4--PL;

i —

I

| -zl
0 1

Fy

Il

| 0
2 - Ft = 2 : Bs
- — -1 1 - |

‘ Rm cﬂs[ H’] Rm-cos( 6r)

- Br - n | M3s
0 1

| ()
2 : M3t = 2
R r:ns( Hr] I

Rm2-cos( 6r)

i |



| 22 — 2 | Z
Ti == n = ;
0 | 0 1
N = Fs.DI1.D5.M35.D4.Fs.D3.B5 :
Teé = TfN.Ti:
wsl

-

/ (2 -X-abs(Te[1,2])

3.1416
[ 1
4 )

12—1+&
0 I

Ti2 = n

l
[ J4- (Te[1,1] + I.‘“.s'{l,E]]2

N2 == D2.Fs.D1.D5.M3s.D4.Fs.D3 :

Te2 := TR2N2.Ti2:
wst2

{

2 -A-abs(Te2[ 1, 2])
3.1416

I

(4= (Te2(1, 1] + Te2[2,2])% )1)

n

Ti3 =

0 1

1 (2-:2 + yi: —:]

N3 := Bs.D2.Fs.DI.D5 M3s.D4.Fs :

Te3 == TI3.N3.Ti3:
wisl3

2 -A-abs(Te3[1,2])
3.1416

o

1 (z—2z2)
12 = 0 : :

5 142

‘in.
I(:ﬂ."—:;’—ﬂ

:Tf3 = n

0 |
1z

(
J

| (2-:.?t - E + z/
Tid = n
0 |
| (: — 222 — i
= N
0 |

N4 := Fy.D3.Bs.D2.Fs.D].DS
Ted := Tf4.N4.Ti4:

(J4 = (Te3[1, 1] + Te3[2,2])> }|)]

*:]'
)

.M‘_H .

- Tf4

1

+ -3 — ::]

wxtd
r'[ 2 -A-abs(Te4[1,2))
\ 31416
(Ja— (Ted[1.1] + Ted[2.2))° )1]]
| (2-:3 + £ + z!
Fiy = n
() |
] [:—.?.- =) — i
_ fl
() |

N5 = M3s.D4.Fs.D3.Bs.D2.Fs.DI :

TeS := TI5.N5.Ti5:

|




| 22—z
0 |

il =

‘:}'_‘ﬂ o=

01

Nt := Fe.DI.D5S.M3t.D4.F1.D3.Bi :

Tet := TH.NtTit:
Wil

—
.u_-.

2 A ﬂbb{ﬁ’![l 2])

j. 1416

/|

fi2 1=

H

0 |

PL

(omee)

i

I

T2 =

Nt2 i= D2.Ft.DI.D5.M3t.D4.Ft.D3 -

Tet2 := TH2Z.Nt2.Tu2:

wirl

Tit3 =

Nt3 := Bt.D2.Ft.D1.D5.M3t.D4.Ft -

-Ah-abs(Ter2[1,2])

ik

3.1416

o

(V4= (Ter2(1.1] + Ter2(2.2])> 1)

PL

.!'I'3

0 I

Tet3 := THR3I.Nt3.Tit3:
wir3

Titd :

-abs(Ter3[1,2])

l [z-~3+——

3.1416

]

13 =

"

#

I {2~

0

IH-

i

](l

&
J

I

I

( 4 — (Tet3[1,1) + Ter3[2,2))? )i )]

I [2-:3+—-+:.¢'—:]

- Tfed

Nt4 = Ft.D3.Bt.D2 Ft.D].D5 M3t :
Tetd := THANtA.Tid :
witd

Tits :

2 h-abs(Terd[1,2])
3.1416

I

/%
e

(
J

PL
3

(V4 = (Teta[1, 1] + Tera[2.2])? )l]]

1 [2J+--+*I+'3-*]

T

: TS

PL

2 =2 - —

n

J-I — (Ted{1,1] + ﬂ’f|l2]:‘z

::1‘1

J

|



with( plots, implicitplot) :

with( plots) :

pl = plot(wst,z=0..22) :

i PL

p2 = plot ws12,2=32.,(22+ T]] ;
%

: /

3 = plot| wst3, z= 22 + E]..[2- 2 + ﬂ]):
L L fnl n

'

i
p4d = plot| wstd, z=| 2- 72 + ﬂ-][Z 22~ Eic +zf)) :

\, \, n n
r"
pI = p:’ur[wstiz= 2- 22+ % +:1]+.(2* 22+%+z;’

+33]] :
PL

3 i pfﬂ!(wstﬁ‘zt [2- D Ly 4 :3].,[2- T S

i i
Fd | +23]] -

tl == plot(wit,z=0..z2, color="blue") :
/

12 = plot| wit2,z=z2.. [22 + P—i’],ca.’ar = "blue"| :
\ n
'S { f

13 = plot)| wid,z=| z2 + L;- o] 2 Z2 4 -'%TL .color ="blue"| :
\ . n \ i
/ ¢ \

14 == plot| witd, z= | 2- z2 + F—i’ [2 z2A P—f’ + z!J,m:"ﬂr
\ \ L i1

="hlwz"] :

1y = p:"ﬂrrwuﬁ,z= [2- v A P—f + z/ ] [2 z2 + P—i’ +f

\ 1 n

R
+ 23 |, color = “I::-lue"] :

4

16 = pfﬂf[wnﬁ,.?: [2- z2 + P—i’ +z] + :3]_+[2- z2 + P—;L + 2
n n

zl + zj], color = “blue"] :

display ({pl,p2,.p3,11,12,13}):
display ({pl.p2,p3,p4,p5,p6,11,12,13,14,15,16});
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