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Resumen

El proposito de este estudio fue caracterizar la forma en como los estudiantes se apropiaban
de un Sistema de Geometria Dinamica (GeoGebra) al resolver problemas en un escenario en
linea que enfatizo la creacion de modelos dindmicos, la formulacion de conjeturas, la
busqueda de diversas maneras de resolver los problemas, la generalizacion de resultados y
la formulacién de nuevos problemas. En este contexto se distingue el uso de heuristicas como
el arrastre 0 movimiento ordenado de objetos matematicos, la cuantificacion de atributos en
la representacion, el rastro o lugares geométricos que describen algunos objetos.

En el estudio participaron tres estudiantes de maestria que cursaban un seminario centrado
en laresolucion de problemas. La toma de datos se llevd a cabo en 32 sesiones del seminario
de resolucion de problemas, dos cada semana con una duracion de dos horas cada una,
haciendo un total de 64 horas en el semestre. El analisis de datos se organizé alrededor de
tres diferentes fases (fase inicial, fase intermedia y fase final), con el fin de observar el

desempefio y evolucion de los estudiantes a lo largo del curso.

Los resultados muestran que los estudiantes experimentan dificultad en la transicion de
representar y analizar un problema con el uso de lapiz y papel y la construccion de modelos
dindmicos en los caminos de solucion. También se observé que los estudiantes gradualmente
mostraron rasgos de apropiacion del SGD (GeoGebra) lo que les permitid representar
geométricamente los conceptos involucrados en los problemas, explorar y analizar
relaciones entre los elementos de los modelos dinamicos construidos, establecer nuevas
relaciones entre los conceptos y hallar la solucion. También se observo que los estudiantes
utilizaron heuristicas propias de GeoGebra como ser el movimiento controlado de puntos, la
medicion de objetos matematicos vy el rastro o lugar geométrico que dejan algunos puntos.
Asimismo, gracias a la exploracion y analisis de relaciones, fue posible que los estudiantes

generalizaran resultados y formularan nuevos problemas.



Abstract

The purpose of this study was to characterize how students appropriated a Dynamic
Geometry System (GeoGebra) when solving problems in an online scenario that emphasized
the creation of dynamic models, the formulation of conjectures, the search for different ways
to solve problems, the generalization of results and the formulation of new problems. In this
context, the use of heuristics such as the dragging or ordered movement of mathematical
objects, the quantification of attributes in the representation, the trace or geometric places

that describe some objects are distinguished.

The study involved three master's students taking a seminar focused on problem solving.
Data collection was carried out in 32 sessions of the problem-solving seminar, two each
week with a duration of two hours each, making a total of 64 hours in the semester. The data
analysis was organized around three different phases (initial phase, intermediate phase, and
final phase), to observe the performance and evolution of the students throughout the course.

The results show that students have trouble in the transition of representing and analyzing a
problem with the use of pencil and paper and the construction of dynamic models in the
solution paths. It was also observed that students gradually showed traits of appropriation of
the SGD (GeoGebra) which allowed them to represent geometrically the concepts involved
in the problems, explore, and analyze relationships between the elements of the constructed
dynamic models, establish new relationships between the concepts and find the solution. It
was also observed that students used GeoGebra's own heuristics such as the controlled
movement of points, the measurement of mathematical objects and the geometric trace or
place left by some points. Likewise, thanks to the exploration and analysis of relationships,

it was possible for students to generalize results and formulate new problems.



Capitulo 1

El Problema de investigacion

1.1 Introduccion

Uno de los principales propositos de la educacion matematica es investigar como los
estudiantes aprenden y desarrollan conceptos matematicos y caracterizar las formas de
razonamiento que construyen y activan en la resolucion de problemas. ¢Qué significa que
los estudiantes comprendan conceptos matematicos y desarrollen competencias para
resolver problemas? Santos-Trigo (2007) menciona que “aprender matematicas va mas alla
de que el estudiante domine un conjunto de reglas, algoritmos, férmulas o procedimientos
para resolver listas de problemas rutinarios” (p. 36); involucra que desarrolle una forma de
pensar que privilegie la formulacion de preguntas como medio para entender conceptos,
utilice diferentes representaciones de los problemas en la busqueda de conjeturas y formas

de sustentarlas.

La resolucion de problemas resulta una actividad importante en la estructuracion y
organizacion del curriculo y contribuye en el desarrollo de un pensamiento matematico de
los estudiantes consistente con la practica y desarrollo de la disciplina (Santos-Trigo, 2007a).
En esta perspectiva, los estudiantes participan activamente en la construcciéon de su
conocimiento y desarrollan recursos y estrategias que les permiten comprender conceptos y
resolver problemas (Rivera & Santos, 2011).

En la agenda de investigacion en la resolucién de problemas, se destaca:

“(a) el trabajo de la comunidad matemadtica que identifica a la resolucion de
problemas como una actividad crucial en el quehacer matematico; (b) los desarrollos
en la educacion matematica, que enfocan la atencion en el estudio de los procesos
cognitivos de los estudiantes; y (c) la presencia y uso sistematico de las tecnologias
digitales en los procesos de formular y resolver problemas” (Santos -Trigo, 20193,

p. 1).

También se sefala “el estudio sistematico de lo que implica el proceso de formulacion y

resolucion de problemas y las formas de estructurar los enfoques de resolucion de
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problemas para aprender matematicas” (Santos -Trigo, 2020, p. 687). El objetivo esencial
en el proceso de ensefianza de las matematicas es lograr que el estudiante aprenda
matematicas y desarrolle un pensamiento matematico consistente con las practicas de la
disciplina. Santos-Trigo (2014a) establece que la resolucién de problemas es importante
porque esta intimamente relacionado con aprender matematicas, ya que durante este proceso
los estudiantes pueden identificar, explorar, verificar y comunicar sus soluciones y las

estrategias utilizadas. Segun Schoenfeld (1994) aprender matematicas significa:

(@) desarrollar un punto de vista matematico — que valore el proceso de
matematizacion y abstraccion y tener la predileccién de aplicarlos, y (b)
desarrollar una competencia con las herramientas de trabajo, y usarlas en el

servicio de la meta de aprender estructuras —desarrollo del sentido matematico
(p. 60).

Otro elemento que se considera importante para aprender matematicas es que los estudiantes
necesitan desarrollar una disposicion y forma de pensar consistente con la practica o el
quehacer de la disciplina (Santos, 2007). Es decir, los estudiantes deben enfrentarse a
situaciones similares a las que se enfrentan los matematicos y eso incluye buscar diferentes
representaciones para los problemas, plantear conjeturas, utilizar diferentes medios de

representacion, argumentar y defender sus resultados.

Existen distintos caminos para que un estudiante aprenda matematicas y desarrolle su
pensamiento matemadtico, pero algunos resultados de investigaciones demuestran “la
relevancia de conceptualizar la disciplina en términos de dilemas o preguntas que los
estudiantes necesitan responder y discutir en términos de recursos matematicos” (Santos-
Trigo, 2007a, p. 523). Es decir, se espera que el estudiante se plantee una serie de preguntas
que lo conduzcan a la basqueda de diferentes representaciones, el planteamiento de
conjeturas, establecer relaciones entre los datos y la incdgnita. Segun Santos-Trigo (2007)
al conceptualizar la disciplina en términos de preguntas “los estudiantes construyen,
desarrollan, refinan, o transforman sus formas de comprender y resolver problemas como
resultado de formular preguntas relevantes y responderlas con el uso de distintos medios,

incluyendo las herramientas computacionales” (p.36).



Resolver y analizar problemas en los ambientes de aprendizaje resulta importante y puede
favorecer la participacion activa de los estudiantes en la construccion de su conocimiento
matematico, ya que mediante la resolucion de problemas los estudiantes pueden aplicar y
adaptar una variedad de heuristicas, poner en practica su creatividad, monitorear y
reflexionar sobre los procesos de resolucion, interactuar de mejor forma con los conceptos
matematicos y darles sentido, también tienen la oportunidad de plantear conjeturas y utilizar
diferentes representaciones. Segun Cai y Nie (2007) el proposito de ensefiar resolucién de
problemas en el aula es “desarrollar las habilidades de resolucion de problemas de los
estudiantes, ayudarlos a adquirir formas de pensar, formar habitos de persistencia y
desarrollar su confianza para enfrentar situaciones desconocidas” (p. 471). Por su parte el
National Council of Teachers of Mathematics (2010) establece que en la resolucion de
problemas se promueve a que el estudiante pueda reflejar su pensamiento de tal forma que
puedan aplicar y adaptar estrategias aprendidas a otros problemas y en otros contextos,

desarrollando asi un interés por las matematicas y por la actividad resolutora.

Schoenfeld (1985) concluye que el éxito o las dificultades que los estudiantes muestran en
su experiencia de resolucion de problemas se pueden caracterizar en términos de cuatro

dimensiones relacionadas:

)] Los recursos basicos: esta categoria comprende el conocimiento base que incluye
definiciones, hechos, reglas y procedimientos junto a las distintas formas de
acceder a ellos.

i) Las heuristicas: son estrategias generales que nos permiten encontrar el camino
para la solucion a problemas, estas incluyen el empleo de diagramas, el analisis
de casos particulares, el relajamiento de condiciones, etc.

iii) Las estrategias de control 0 monitoreo: que permiten al estudiante evaluar y tener
control constante del proceso de solucion de problemas.

iv) Las creencias: son las concepciones que muestran los estudiantes acerca de las

matematicas y en particular hacia la resolucion de problemas.

Incorporar la tecnologia al proceso de ensefianza ha sido uno de los principales desafios de
la educacion en las Ultimas décadas. Actualmente una parte de la agenda investigativa de la



educacion matematica esta destinada a investigar la incorporacion de la tecnologia en la
resolucion de problemas. Los avances tecnoldgicos de la actualidad como los teléfonos
inteligentes, tablet, internet y diferentes medios de comunicacion han traido consigo
diferentes cambios para la sociedad y las multiples actividades que realizamos a diario, esto
ha contribuido a que se realice una transformacion en la forma en que las personas se
comunican, interactGan y trabajan. Los avances tecnoldgicos brindan nuevas oportunidades
para los maestros y estudiantes, por tal motivo las propuestas curriculares actuales hacen
énfasis en la resolucion de problemas y en el uso de herramientas digitales (National Council
of Teachers of Mathematics [NCTM], 2009). Incorporar herramientas tecnoldgicas dentro
de los salones de clases estd trasformando la forma en que los estudiantes abordan la
resolucion de problemas, ya que provee unos recursos diferentes a los de un ambiente
estaticos. Segun Santos-Trigo (2010) el uso de la tecnologia en la resolucion de problema
“ofrece la posibilidad de examinar tarcas matematicas desde distintas perspectivas que
incluyen aproximaciones visuales, graficas, numéricas y algebraicas” (p. 310). Una de las
principales herramientas que esté siendo utilizada para la ensefianza y en la resolucion de
problema es el Sistema de Geometria Dinamica (SGD). Segun Santos et al. (2008) “el uso
de software dindmico parece ofrecer a los profesores una oportunidad didactica para
desarrollar actividades de aprendizaje en las cuales los estudiantes pueden tomar ventaja de
las caracteristicas dindmicas de la herramienta para identificar y examinar relaciones
matematicas” (p. 669). Esto implica, representar conceptos de una forma dinamica, modelar
problemas y observar el comportamiento de algunos objetos matematicos, observar patrones,
lugares geométricos, relaciones entre objetos, etc. Segun Santos-Trigo y Reyes-Martinez
(2014) establecen que el uso del Sistema de Geometria Dindmica (SGD) también es una
herramienta que nos permite transformar los materiales de aprendizaje tradicionales y
ofrecer a los estudiantes otras formas para que desarrollen su pensamiento matematico. Las
ventajas de utilizar esta herramienta en la resolucion de problemas es que permite la creacion
de un modelo dinamico del problema y brinda la oportunidad para que el estudiante realice
exploraciones, interactie de una forma diferente con los contenidos y conceptos
matematicos, establezca nuevas relaciones entre los elementos, plantee nuevos problemas y

generalice resultados. Otro elemento importante es que gracias a su dinamismo los



estudiantes pueden activar una variedad de heuristicas propias para este sistema por ejemplo

el arrastre, el movimiento ordenado el trazo y la visualizacion de lugares geométricos.

1.2 Planteamiento del problema

Los avances tecnoldgicos como teléfonos inteligentes, computadoras, tablets e internet se
han convertido en herramientas para acceder a distintos tipos de informacién, ya que al
alcance de un clic se pueden consultar libros digitales, videos y ejemplos de cualquier tema
que sea de nuestro interés. También han modificado la forma en que nos comunicamos, ya
que ahora podemos tener una conversacion en tiempo real con una 0 mas persona que se
encuentre a miles de kildmetros de distancia en cualquier lugar del mundo. En la actualidad
existen muchas alternativas en linea que los estudiantes pueden consultar para obtener
informacién e interactuar virtualmente desde su celular o tabletas por ejemplo blogs,
YouTube, Wikipedia, etc. Estos desarrollos en linea promueven oportunidades de

aprendizaje permanente para todos, ya que son abiertas al publico en general.

La disponibilidad de diferentes herramientas tecnoldgicas establece un desafio para el
sistema educativo, ya que surge la interrogante de cdmo se puede incorporar estos avances
tecnoldgicos a la ensefianza y aprendizaje. Seguin Santos-Trigo (2016) el principal reto es
establecer los contenidos, estrategias y habilidades que los estudiantes deben desarrollar, de
igual forma es importante considerar los tipos de escenarios de ensefianza que se desee
desarrollar. Las primeras aproximaciones para incorporar la tecnologia al proceso de
ensefianza se remontan al siglo XX en donde la ensefianza por televisién llegaba a muchas
personas, luego a mediados de la década de 1990 el aprendizaje en la web empieza a tomar
importancia y finalmente se convirtieren en los cursos en linea que conocemos actualmente
(Perry & Pilati, 2011).

Hoy en dia los cursos en linea han tomado relevancia a nivel mundial debido a sus multiples
ventajas y a las oportunidades que brinda a los estudiantes. Ademas, si consideramos que
para el 2030 la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la
Cultura (UNESCO, por sus siglas en inglés) tiene como objetivo el garantizar una educacion
de calidad, equitativa y que promueva oportunidades de aprendizaje permanente para todos
(2015). Resulta de mucha importancia crear nuevos escenarios de aprendizaje que

incorporen las herramientas tecnoldgicas actuales y tener una mayor cobertura. En un



esfuerzo para contribuir con este objetivo las universidades han creado nuevos ambientes de
aprendizaje en donde incorporan el potencial de las tecnologias digitales. Como resultado
muchas universidades han abierto cursos masivos al publico en general, teniendo una
cobertura muy amplia y llegando a muchas personas sin importar el lugar geografico donde

Se encuentren.

En el 2012 el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts y la Universidad de Harvard crearon
la plataforma digital edX con el objetivo de ofrecer cursos en linea de nivel universitario de
un amplio rango de disciplinas, estos cursos son gratuitos y puede acceder cualquier persona
interesada en sacar un curso en linea. Los cursos de edX consisten en una secuencia de
aprendizaje que se compone de distintos recursos de aprendizaje como lecturas, foros de
discusion, videos, ejercicios de evaluacion o examenes evaluativos de opcion mdltiple,
preguntas de respuesta abierta, etc. En 2013 las universidades creadoras de edX
compartieron su codigo dando origen a una nueva plataforma llamada Open edX. El objetivo
de esta nueva plataforma es que cualquier institucion educativa interesada pueda utilizar
Open edX y pueda crear sus propios cursos en linea. Estos cursos en linea reciben el nombre
de Cursos Masivos Abiertos en Linea (Massive Open Online Course, MOOC por sus siglas
en inglés). Su principal caracteristica es que estan a cargo de institucion educativa y son
disefiados por uno o varios expertos en el tema. Otra caracteristica es que son abiertos al
publico en general, es decir puede ser cursado por cualquier individuo sin importar su nivel
econdmico, nivel de estudios, su edad o el lugar geogréafico en donde se encuentre el
participante. Cursar un MOOC requiere cierto grado de responsabilidad, ya que no existe un
profesor encargado de responder o dar seguimiento puntual a cada participante, sino que
cada integrante estd a cargo de su aprovechamiento, desarrollo y participacion en las
actividades. Es decir, que dependiendo de la disponibilidad de tiempo e intereses del

individuo asi sera el aprovechamiento de cada una de las actividades.

Por otro lado, existen desarrollos digitales que ofrecen contenidos curriculares y formas de
presentarlos similares a las actividades que se implementan en los ambientes de clase. Por
ejemplo, Khan Academy es una plataforma en linea que ofrece contenidos de diferentes
disciplinas a través de videos explicativos. Esta plataforma tiene un apartado especifico para

las matematicas, en donde encontramos una serie de videos que explican una variedad de



conceptos, teoremas y demostraciones matematicas. La principal caracteristica de esta
plataforma es que proporciona un ambiente de aprendizaje disponible en cualquier momento
y lugar, por lo que puede ser una herramienta muy importante para los estudiantes, ya que
pueden estudiar en cualquier momento y a su propio ritmo, es decir pueden consultar los
videos las veces que sea necesario hasta tener la confianza que aclararon sus dudas o

entienden un tema.

Especificamente en el &mbito de la educacion matematica la incorporacién de la tecnologia
digital como un instrumento que apoya la comunicacion y colaboracién en el proceso de
ensefianza- aprendizaje se ha desarrollado en diferentes fases. La primera fase comenz6 con
la introduccion de Logo como herramienta de ensefianza y la utilizacion de software como
Cabri o Geometer's Sketchpad. La segunda fase llegd con la incorporacion de nuevas
nociones como el arrastre que permitia que los estudiantes pudieran experimentar nuevas
experiencias con las matematicas. La tercera fase llega con la incorporacion del internet que
impulso el aprendizaje colaborativo utilizando la tecnologia. La cuarta fase surgié con
mejoras en el internet y expresiones como Web 2. 0 e Internet de banda ancha generaron

cursos masivos abiertos en linea (MOOC) (Borba et al., 2021).

En la actualidad existen herramientas digitales especificas para trabajar problemas
matematicos, por ejemplo, GeoGebra, Cabri, Wolfran Alpha, Grapes, Derive, Mathematica,
MatLab. Algunas de estas herramientas brindan una fuente valiosa de informacion para la
educacion matematica ya que muchas de ellas son utilizadas por los estudiantes para realizar
tareas y otras son utilizadas por los maestros dentro de los salones de clases. Por tal motivo
resulta importante analizar su impacto en los procesos de ensefianza- aprendizaje. De igual
forma algunas de ellas han tomado relevancia en el proceso de resolucién de problemas, ya
que contribuye al proceso de comprensién de los enunciados, el disefio de un plan de
solucion, comunicacion y discusion de los resultados y formulacion de problemas de
extension. Ademas, permite que los estudiantes tengan un mejor desempefio en la resolucion
de problemas, por ejemplo, el uso de un Sistema de Geometria Dindmica (GeoGebra)
permite que los estudiantes amplien las formas de representacion, exploracion y analisis de
conceptos o relaciones matematicas para los diferentes casos (Hodge-Zickerman et al.,
2021).



Santos-Trigo y Reyes-Rodriguez (2011) realizaron una investigacion en un ambiente de
resolucion de problemas y uso de tecnologias digitales, en su reporte destacan algunos de
los beneficios de usar un SGD (GeoGebra) en el proceso de resolucion de problemas: 1)
facilita la representacion dindmica de los objetos matematicos involucrados en los problemas
asignados, 2) permite realizar exploraciones dindmicas de los objetos y las relaciones entre
ellos, 3) fomenta la formulacion de conjeturas a partir de la informacion visual y empirica
(medicidn de atributos tales como longitud de un segmento, perimetro o &rea de un poligono,
entre otros) y 4) proporciona la posibilidad de establecer conexiones entre diversos
contenidos matematicos, por ejemplo el uso de argumentos geomeétricos y algebraicos en la

justificacion de conjeturas.

El estudio realizado por Poveda (2019) establece un escenario de aprendizaje MOOC
mediado por el uso de tecnologias digitales (modelos dinamicos GeoGebra, informacion de
Wikipedia y Khan Academy) y la resolucion de problemas. Los resultados de esta
investigacion sugieren: 1) que el uso de modelos dinamicos realizados en GeoGebra ofrece
la oportunidad para que los estudiantes reconozcan la importancia de mover objetos al
momento de realizar las exploraciones del problema, 2) usar modelos dindmicos de los
problemas brindan oportunidades para que los estudiantes puedan cuestionarse sobre el
significado de conceptos matematicos y para que busquen relaciones entre los objetos
involucrados y 3) los estudiantes proporcionan argumentos empiricos o visuales para
justificar o refutar las conjeturas, ademas se descubrié informacion relevante sobre las
propiedades de los objetos por medio de cuantificar sus atributos y analizar los lugares

geomeétricos.

En este estudio interesa documentar los resultados de impartir un curso de resolucion de
problemas mediado por el uso de un sistema de geometria dindmica (SGD) en un escenario
en linea, en un curso de maestria de educacion matematica. Se plantea analizar el trabajo de

los estudiantes al resolver problemas en un escenario en linea en términos de:

Caracterizar el trabajo de los estudiantes relacionado con el uso de GeoGebra en la
resolucion de problemas, donde se enfatiza, la creacion de modelos dindmicos, la
formulacion de conjeturas, la busqueda de diversas maneras de resolver los problemas, la

generalizacion de resultados y la formulacion de nuevos problemas.



Promover el uso de heuristicas como el movimiento ordenado de objetos matematicos, la
cuantificacién de atributos en la representacion, exploracion y resolucion de los problemas

a partir de la construccion de modelos dindmicos.

1.3 Preguntas de investigacién
De acuerdo con los objetivos de la investigacion, se plantearon las siguientes preguntas:

1. ¢Qué formas de razonamiento exhiben los estudiantes durante las distintas etapas de
resolucion de los problemas en términos de los recursos y estrategias que utilizan en
la construccidn de modelos y procesos de solucion de las tareas?

2. ¢Qué distingue a los acercamientos que muestran los participantes al resolver los
problemas relacionados con los procesos de apropiacion de la herramienta durante el

desarrollo del curso, fase inicial, intermedia y final?

1.4 Justificacion de la investigacion

Los constantes avances tecnoldgicos han modificado la forma en que las personas
desarrollan sus quehaceres diarios y la sociedad actual demandan que los individuos estén
en un constante proceso de actualizacion. Por tal motivo incorporar la tecnologia al proceso
de ensefianza ha sido uno de los objetivos de los sistemas educativos y también se ha
convertido en uno de sus principales desafios.

La situacion generada por la pandemia del COVID-19 y las medidas sanitarias contribuyeron
para incorporar la tecnologia en el proceso de ensefianza. Ya que a partir del 1 de abril la
UNESCO encontro que las escuelas e instituciones de educacion superior (IES) de 185
paises habian cerrado a causa de la pandemia, afectando a 1,542,412,000 alumnos, que
constituyen el 89.4% del total de alumnos matriculados (Marinoni et al., 2020). Este cierre
tan abrupto de las instituciones educativas obligé a las autoridades a buscar los mecanismos
para continuar con las labores educativas haciendo uso de todos los medios tecnol6gicos que
se tenian al alcance. Es decir, forzé “a las universidades a evolucionar hacia la docencia en
linea en un tiempo récord, implementando y adaptando los recursos tecnoldgicos disponibles
e involucrando a profesores e investigadores que carecen de capacidades tecnologicas
innatas para la docencia en linea” (Garcia-Morales et al., 2021, p.1). Lo que significd que
tanto docentes como estudiantes se vieron forzados a seguir con sus obligaciones educativas

en un escenario en linea. Este acontecimiento permitioé que se generara mucha informacion



sobre los escenarios de ensefianza-aprendizaje en linea y de las herramientas tecnoldgicas,
lo que contribuyé a que parte de la agenda investigativa de la educacion matematica se
centrara en temas relacionados con la tecnologia digital y su incorporacion a la educacion
(Borba et al., 2021).

La principal caracteristica de los escenarios de aprendizaje en linea es que brinda la
oportunidad a cualquier individuo, sin importar la hora y el lugar donde se encuentre, de
consultar y estudiar temas especificos e interactuar con otros participantes durante el proceso
de aprendizaje (Baldi, 2014). En la actualidad recursos tecnolégicos como Zoom,
GoToMeeting, Microsoft Teams, Skype, Google Hangouts, Google Meet permite que los
docentes puedan programar reuniones, dar sus clases en tiempo real e interactuar con sus
estudiantes sin la necesidad de estar en el mismo espacio fisico. También brindan la
oportunidad de realizar “videoconferencia, compartir material (p. Ej., Diapositivas, videos,
presentaciones), interactuar a través de chats, crear foros de debate o grupos de trabajo,
supervisar actividades préacticas, evaluar y dar tutoria a los estudiantes, grabar explicaciones
y ponerlos a disposicion de los estudiantes” (Garcia-Morales et al., 2021, p.3). Utilizar estos
recursos tecnologicos y los escenarios en linea para resolver problemas y para la ensefianza
de las matematicas, nos ofrece una informacion sustentada acerca de como utilizar las
herramientas tecnologicas en el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes
(Santos -Trigo, 2007).

Cabe resaltar que antes del confinamiento las propuestas curriculares hacian énfasis en la
incorporacion de la tecnologia en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas.
Ya que ‘“se reconoce que un factor importante en el crecimiento y evolucion de las
matematicas y el aprendizaje es el poder que ofrece el empleo de distintas herramientas
tecnoldgicas en la resolucion de problemas y comprension de las ideas matematicas”
(Santos-Trigo, 2007, p. 37).

Incorporar la tecnologia en el proceso de ensefianza de las matematicas potencializa lo que
los maestros y estudiantes pueden realizar en lapiz y papel, ya que nos permite ampliar las
formas de razonamiento y crear nuevos escenarios para que los estudiantes desarrollen el
conocimiento matematico. Segun Santos-Trigo (2010) el uso de la tecnologia “ofrece la
posibilidad de examinar tareas matematicas desde distintas perspectivas que incluyen

aproximaciones visuales, graficas, numéricas y algebraicas” (p. 310). También su uso
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contribuye a expandir y mejorar la forma en como los estudiantes comparten y discuten ideas
matematicas, lo que promueve el aprendizaje colaborativo (Santos-Trigo, 2019). Es decir,
los estudiantes pueden usar muros digitales para compartir sus ideas, proporcionar
retroalimentacion y plantear sus preguntas, esto contribuye a que se extienda la discusion

matematica fuera del salén de clases.

También resulta importante incorporar la tecnologia en los procesos de resolucion de
problemas ya que los “desarrollos digitales recientes estan dando forma e influyendo en la
forma en que las personas y los estudiantes abordan las actividades de resolucion de
problemas” (Santos -Trigo, 2014a, p. 500). Principalmente se debe a que estos recursos
permiten cambiar la forma en como los estudiantes realizan la representacion y exploracion

del problema. Santos-Trigo (2019) establece que:

El uso de la tecnologia brinda oportunidades para que los estudiantes presten atencion
a actividades que incluyen la reconstruccion y el examen de figuras asociadas con
enunciados de problemas, la construccion de modelos dindmicos de tareas, la
formulacién de conjeturas, la cuantificacion de objetos o parametros de
comportamiento, la busqueda de argumentos matematicos y la comunicacion de

resultados (p. 86).

El uso de aplicaciones como GeoGebra (SGD) amplia los recursos con lo que generalmente
se cuenta al resolver problemas en un ambiente estatico. Ya que las herramientas que
ofrece un SGD como GeoGebra permiten construir modelos dindmicos de los problemas
y conceptos, realizar exploraciones y diferentes acercamientos hacia los problemas.
Santos-Trigo (2007) “destaca que el uso del software de geometria dindmica permite
construir una representacion del problema en términos de las propiedades de los objetos del
problema” (p. 51). Lo que contribuye a la formulacion de conjeturas, realizar generalizacion
y formular problemas de extension. Este software dindmico también puede ser utilizado para
la construccidn precisa de los elementos basicos de la geometria (puntos, segmentos, rectas,
circulos, poligonos, medianas, etc.) y para visualizar el comportamiento de alguna

representacion del problema (Santos-Trigo & Espinosa-Pérez, 2010).
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Ademas, el uso de GeoGebra también contribuye al proceso de comprensién del problema
ya que:

Brinda oportunidades para que los estudiantes planteen preguntas sobre las formas
de seleccionar las posibilidades de la herramienta para representar o reconstruir
conceptos o figuras que aparecen en los enunciados del problema (angulos,
pendientes, areas, perimetros, etc.) y visualizar o rastrear sus comportamientos
gréficos (Santos -Trigo, 2020, p. 691).

En este sentido, el proceso de reconstruir la figura del problema o construccion del modelo
dinamico permite que los estudiantes interactien de una manera distinta con los conceptos

y establezca conexiones entre ellos.

De igual forma contribuye a la fase de exploracion ya que permite “cuantificar los atributos
de los objetos (longitudes, &ngulos, pendientes, areas, perimetros, etc.) y visualizar o rastrear
sus comportamientos graficos” (Santos -Trigo, 2020, p. 691). Estos atributos brindan la
oportunidad para que los estudiantes puedan analizar el comportamiento de algunos objetos
a partir del movimiento de algunos elementos dentro del modelo dinamico, es decir pueden
observar el camino o lugar geométrico que describen algunos elementos como puntos,
segmentos, etc. En este contexto contribuye a que los estudiantes amplien y mejoren sus
heuristicas para resolver problemas. Segin Santos-Trigo (2019a) “el movimiento ordenado,
la cuantificacion y medicion de atributos (medida de angulos, longitud de segmentos,
perimetro, area, etc.), la generacion y visualizacion de lugares geométricos y el uso de

deslizadores son algunas heuristicas propias de un sistema de geometria dindmica” (p.10).

12



Capitulo 2

Marco Conceptual

En este capitulo se presenta el marco conceptual que proporciona bases para el desarrollo e
implementacion de las actividades del estudio. Se revisa el marco de resolucion de
problemas Schoenfeld (1985) para caracterizar las soluciones presentadas por los estudiantes
y analizar los acercamientos que muestran en las diferentes fases del curso. Al incorporar
elementos tecnologicos como el Sistema de Geometria Dinamica y al ser impartido en un
escenario en linea es necesario complementar este marco con elementos que relacionen la

resolucion de problemas y el uso de tecnologias digitales.

2.1 Resolucion de Problemas

> El marco presentado por Schoenfeld (1985) permite explicar el éxito o dificultades que
un individuo o estudiante muestra al resolver problemas. Ademas, de que proporciona
las herramientas para poder caracterizar el proceso de resolucion de problemas, su
propuesta incluye cuatro categorias o dimensiones que son:

Dominio del conocimiento o recursos.

Estrategias cognitivas o0 métodos heuristicos.

Estrategias metacognitivas.

YV V V V

Sistemas de creencias.
Los recursos son un inventario de conocimientos basicos que el estudiante identifica y activa
al momento de resolver problemas (Schoenfeld, 1985). Es decir, es el conjunto de
conocimientos matematicos con los que el estudiante cuenta, incluyen los conceptos y
definiciones que maneja, las formulas aprendidas, los procedimientos algoritmicos que sabe,
las heuristicas o estrategias que ha utilizado, etc. Los recursos se pueden clasificar de la
siguiente manera:
1. Conocimiento informal e intuitivo:
Este conocimiento esta relacionado con la forma en como los estudiantes interpretan
un nuevo conocimiento matematico, es decir es la interpretacion que el estudiante
crea acerca de un concepto matematico. Existen ocasiones en donde el estudiante

crea una falsa concepcion o no realiza una correcta interpretacion del concepto, esto
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se debe principalmente a los conocimientos asociados con su diario vivir y a sus

experiencias previas.

Hechos, definiciones y similares:
Hechos y definiciones es el conjunto de informacién o conocimiento que el
estudiante tiene a su alcance al momento de resolver un problema. Ademas, de
tenerlo almacenado en su memoria también se requiere que pueda acceder a ellos con
facilidad y utilizarlo en el momento adecuado.
Procedimientos algoritmicos:
Los procedimientos algoritmicos vienen a ser todas aquellas férmulas,
construcciones y algoritmos que se utilizan para resolver problemas rutinarios o
ejercicios. Generalmente estos procedimientos son ensefiados en los salones de clase
en las diferentes modalidades y niveles educativos.
Procedimientos rutinarios:
Los procedimientos rutinarios son catalogados como un tipo de técnica que nos
permite encontrar el camino que dirige a la solucién del problema, pero no especifica
cuales son los procedimientos algoritmicos por utilizar
Competencias relevantes:
Las competencias relevantes son un tipo especial de estrategias utilizadas
especificamente para resolver problemas especificos, es decir es un procedimiento
que el resolutor adopta al resolver problemas particulares. Sin embargo, para su uso
es necesario que el estudiante conozca del procedimiento y lo comprenda.
Conocimiento de las reglas del discurso en el dominio:
Este conocimiento esta relacionado con la forma en como los estudiantes perciben
los contenidos y las reglas matematicas. Este apartado es importante ya que esta
relacionado directamente con el uso de la simbologia y comprension de conceptos

que son elementos importantes al momento de resolver problemas.

2.2 Estrategias cognitivas o0 métodos heuristicos

Las Heuristicas son “las reglas de oro para resolver problemas efectivamente. Son estrategias

bastante generales para lograr progresos en problemas no familiares o dificiles” (Schoenfeld,

1985, p. 44). Es decir, son estrategias generales que nos permiten encontrar el camino para
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la solucion de problemas dificiles o para los cuales no conocemos una formula. Al ser un
elemento importante en la resolucion de problemas, nos surge la interrogante de ¢cémo los
estudiantes pueden aprender las heuristicas? Ante este cuestionamiento Polya (1945)
estipula que la construccion de las heuristicas depende en gran medida de la experiencia del
estudiante al resolver problemas y de la observacion de los métodos usados por otros
individuos. Sin embargo, el hecho de que los estudiantes conozcan muchas heuristicas no
garantiza que puedan emplearlas al momento de resolver problemas. Como lo sefiala Santos
(2007) “no es suficiente que el alumno conozca las diversas estrategias, sino que es
importante que participe en experiencias relacionadas con el cudndo y como utilizarlas” (p.
56). Esto significa, que no basta con que el estudiante conozca las estrategias, sino que es
necesario que el estudiante se exponga a situaciones en donde deba aplicarlas en la solucion
de problemas. Para que los estudiantes tengan una mayor experiencia en el uso de heuristicas
Schoenfeld (1985) propone actividades de resolucion de problemas que se pueden llevar a
cabo en el aula, con el fin de propiciar situaciones semejantes a las condiciones que los
matematicos experimentan en el proceso de resolucion de problemas.

Algunos ejemplos de heuristicas propuestos por Polya son: realizar analogias (considerar
problemas relacionados o parecidos al problema tratado), descomponer y recomponer el
problema (trabajar el problema analizando cada una de las partes por las que se conforma),
dibujar una figura, examinar hipétesis, generalizar el problema, trabajar casos particulares
del problema, comprobar el resultado, obtener el resultado de diferentes maneras, considerar
la utilidad del resultado en otras situaciones, razonar el problema en forma regresiva
(considerar el resultado como cierto), trabajar el problema por reduccién a lo absurdo y
demostracion indirecta (establecer la verdad de una afirmacién demostrando la falsedad de
la afirmacion contraria), buscar simetrias en el problema (como partes intercambiables del
problema que no modifican su estructura), buscar objetivos particulares (descomponer el
objetivo principal en objetivos més especificos), etc.

2.3 Estrategias metacognitivas

Segln Santos-Trigo (2014) la metacognicion se refiera al “conocimiento de nuestro propio
proceso cognoscitivo, al monitoreo activo y a la consecuente regulacion y orquestacion de
las decisiones y procesos utilizados en la resolucion de un problema” (p. 69). Es decir, en

esta etapa el estudiante debe estar en un constante seguimiento del progreso de la solucion
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lo que incluye realizar una autoevaluacion de su proceso, verificacion de pasos y toma de
decisiones respecto a continuar por el camino elegido o cambiar de estrategia. Segun
Schoenfeld (1985) este proceso incluye: “la elaboracion de planes, la seleccidn de objetivos
y subobjetivos, el seguimiento y la evaluacién de las soluciones a medida que evolucionan,
y la revisién o el abandono de los planes cuando las evaluaciones indican que deben tomarse
tales medidas” (p. 27).

Podemos atribuir que el éxito o fracaso en el proceso de resolucion de problemas depende
en gran medida de la implementacion de una estrategia de control adecuada, ya que con un
buen control los estudiantes pueden aprovechar al maximo sus recursos y resolver problemas
dificiles con cierta solvencia y por el contrario cuando no se tiene un buen control los
estudiantes pueden presentar dificultades al usar sus recursos y fallar al resolver problemas
que tienen a su alcance (Schoenfeld, 1985).

De acuerdo con Santos (2007) las acciones que involucran un control incluyen:

e Tener claridad acerca de lo que trata el problema antes de iniciar el proceso de
resolucion (fase de entendimiento del problema).

e Considerar varias formas de resolver el problema y seleccionar un método
particular a partir de una evaluacion en relacion con su utilidad (fase de disefio).

e Monitorear el proceso y decidir cudndo abandonar algin camino que no esté
produciendo resultados (fase de implementacion).

e Revisar el proceso de resolucion y evaluar la respuesta obtenida (vision

retrospectiva) (p. 60).

2.4 Sistemas de creencias

Esta dimension se refiere a la forma en como el individuo o el estudiante concibe la
disciplina. Es decir, las creencias o concepcion que el estudiante tenga acerca de las
matematicas y sobre si mismo influye directamente al momento de seleccionar el camino o
la técnica usada para resolver el problema. Ante esta situacion surge la pregunta ¢como los
estudiantes adquieren sus creencias? Schoenfeld (1992) establece que las creencias que los
docentes tienen acerca de las matematicas repercuten directamente en las creencias de sus
alumnos. Es decir que las creencias mostradas por los estudiantes provienen en gran medida

al tipo de ensefianza que recibe dentro del salon de clases. Los maestros son considerados
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un ejemplo a seguir dentro del salén de clases, por lo tanto, su forma de concebir las
matematicas, su forma de ensefiar, las tareas asignadas, los ejercicios que usa para la clase,
los trabajos en grupo y la forma de evaluar influye directamente a las creencias que el
estudiante pueda desarrollar. En relacion con el tipo de creencias que los estudiantes
muestran acerca de las matematicas, Schoenfeld (1992) documenta las siguientes:

e Los problemas de matematicas tienen una y solo una respuesta correcta. Solo hay
una forma correcta de resolver cualquier problema matematico, generalmente la
regla que el maestro ha demostrado mas recientemente a la clase.

e Los estudiantes ordinarios no pueden esperar comprender las matematicas; esperan
simplemente memorizarlo y aplicar lo que han aprendido mecénicamente y sin
comprender.

e Las matematicas son una actividad solitaria, realizada por individuos aislados. Los
estudiantes que hayan entendido las matematicas que han estudiado podran resolver
cualquier problema asignado en cinco minutos o menos.

e Las matematicas aprendidas en la escuela tienen poco o nada que ver con el mundo
real.

e La prueba formal es irrelevante para los procesos de descubrimiento o invencion (p.
359).

2.4 La resolucion de problemas y el uso de tecnologias digitales

Al incorporar el SGD a la resolucion de problemas la tarea del maestro esta dirigida a
propiciar escenarios en donde se reflexione y discuta acerca del uso de la tecnologia, ya que
de esta manera el estudiante desarrollara formas de pensamiento dirigidas a la comprension
de conceptos y se enganchara en una reflexion matematica continua (Santos-Trigo &
Camacho-Machin, 2013).

Santos-Trigo y Camacho-Machin (2013) presentan un marco que permite planear y
organizar actividades matematicas en donde se promueve que los estudiantes incorporen el
uso de un software dinamico al momento de resolver problemas. En otras palabras, se busca
potenciar los recursos tecnoldgicos que se tienen al alcance para favorecer el aprendizaje de

las matematicas.
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A continuacion, se presentan las cuatro etapas o fases del marco, las cuales se caracterizan
por el conjunto de preguntas que guian la actividad y permiten profundizar en el problema
mediante el uso de tecnologia.

Comprension del problema: Esta fase consiste en poder dar sentido a la informacion brindada
en el enunciado, poder identificar los conceptos involucrados, la incognita y pensar en
posibles formas para representar el problema (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2013).
Incorporar la tecnologia en esta etapa permite la construccion de un modelo dindmico, con
el cual se puede plantear un nuevo tipo de preguntas que permitan comprender y dar sentido
al problema. Algunas preguntas que pueden guiar este proceso son: ¢Cuales son los
conceptos involucrados?, ,Cémo se relacionan los datos con la incégnita?, ;Como puedo
reconstruir la figura?, ; Qué conceptos se pueden utilizar para construir la figura?, ¢ Como se
puede crear un modelo dinamico que contenga los elementos del enunciado?, ¢Existe
condiciones que deben cumplirse al momento de crear el modelo dindmico?, ;Se puede hacer
otra representacion?, ¢Es posible construir otro modelo dinamico del problema?
Exploracion: En esta fase es importante utilizar la movilidad que nos brinda la herramienta
para poder ampliar los casos para los que se puede analizar el problema, ya que se espera
que el estudiante explore las propiedades de la figura y plantee conjeturas. Las preguntas
que guian este proceso son: ;Como puedo mover ordenadamente algunos parametros dentro
del modelo?, (Se puede establecer algunas relaciones al mover algunos elementos?, ¢Es
visible algun lugar geométrico?, ;Observas algin elemento o propiedad que requiera la

atencion?

Busqueda de distintos acercamientos a la solucion: El objetivo de esta fase es utilizar las
exploraciones realizadas anteriormente para encontrar multiples soluciones al problema. Se
promueve a que el estudiante demuestre sus conjeturas y presente varias aproximaciones
usando diferentes enfoques y conceptos matematicos. Las preguntas que guian este proceso
son: ¢Qué estrategias permiten llegar a la solucion?, ¢Cual acercamiento nos permite
encontrar la solucion?, ;Existen otros caminos para llegar a la solucion?, ;Puedes presentar

una solucion argumentada?

Integracion y reflexiones: En esta fase, se pretende que el estudiante reflexione acerca de los

procesos implicados en las distintas etapas de la resolucién de problemas. Las preguntas que

18



guian esta fase son: ¢Cuales fueron las principales ideas que ayudaron a solucionar el
problema?, ;Qué estrategias le sirvieron para llegar a la solucion del problema?, ;Cuéles
fueron las estrategias mas efectivas y como descart6 las que no lo eran?, ;Qué preguntas se
plantearon antes, durante y después de resolver el problema?

El incorporar las tecnologias digitales a la resolucion de problemas permite que los
estudiantes puedan representar y explorar la disciplina de una forma nueva para ellos.
Ademas, permite que los estudiantes puedan tener un medio de comunicacion para compartir
y discutir sus soluciones (Santos-Trigo, 2019). Incorporar un sistema de geometria dinamica
(SGD) como GeoGebra permite gque los estudiantes puedan realizar exploraciones, plantear

conjeturas y crear un modelo dinamico de los problemas.

Con el fin de caracterizar el uso de tecnologias digitales al resolver problemas Santos-Trigo
(2019) identifica cuatro tipos de tareas que permiten profundizar en las representaciones,
estrategias y formas de razonamiento que surgen en los enfoques de resolucion de problemas

mediados por tecnologia.

a) Centrarse en las figuras: En este tipo de tarea utiliza al SGD (GeoGebra) para reconstruir
la figura que describe el enunciado del problema o para hacer la imagen que acomparia
al problema. No obstante usar GeoGebra para esta tarea permite que los estudiantes
puedan identificar y explorar conceptos matematicos necesarios para la construccion de
la figura, ya que es necesario reflexionar acerca de como y qué propiedades son
importantes para realizar la representacion. Ademas, permite que el estudiante establezca
conexiones con otros conceptos matematicos, contribuye a la comprension del problema
y a la formulacion de problemas de extension.

b) Tareas de investigacion: Este grupo de tareas tiene como finalidad motivar a los
estudiantes a transformar el problema original. Es decir, no solo se promueve que el
estudiante encuentre la solucién al problema, sino que también pueda realizar una
reflexion matematica que dé lugar a extender el problema y conectarlo con otros. Un
punto de partida en esta tarea es el analisis del enunciado del problema, ya que permite

que el estudiante encuentre relaciones matematicas y puedan extender el problema.
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c) Tareas de variacion: Este grupo de tareas tiene como finalidad que el estudiante
represente y analice problemas que involucren fendmenos de variacion mediante un
modelo gréfico. Es decir, los estudiantes pueden hacer uso de un SGD para construir una
representacion gréfica del fenémeno de variacién sin necesidad de expresar el modelo
algebraico. Por ejemplo, los problemas de optimizacion de Calculo pueden ser abordados
desde GeoGebra, ya que al definir algunas relaciones entre los elementos del problema
podemos generar un lugar geométrico que describe el fendbmeno y permite encontrar la
solucion.

d) Configuraciones dinamicas: En este tipo de tarea se refiere a la construccién de una
configuraciéon dindmica a partir de incorporar elementos matematicos como puntos,
rectas, triangulos, circulos, etc. EI objetivo es realizar exploraciones de los elementos
incorporados analizando sus propiedades, lo que da lugar a la formulacion de preguntas
0 conjeturas, que a su vez surge la necesidad de demostrar. Este proceso permite plantear
problemas o encontrar formas de validar las relaciones matematicas encontradas. ES
decir que en estas tareas no existe un problema o pregunta inicial, sino que se usa la
movilidad de los elementos incorporados para poder plantear conjeturas, establecer
relaciones y plantear nuevos problemas.

Existen problemas que pueden servir para trabajar cualquiera de las cuatro categorias. ES

decir, el estudiante puede enfocarse en desarrollar una 0 mas de estas tareas cuando se

enfrentan a un problema mediado por las herramientas tecnoldgicas, en especifico

GeoGebra. Algunos problemas de geometria tienen esta caracteristica, ya que el estudiante

puede identificar y explorar conceptos matematicos cuando realiza la construccion de la

figura, de igual forma dan lugar a realizar generalizaciones y plantear problemas de
extension, ademas se puede crear un modelo dinamico del problema y en algunos casos se

pueden convertir en problemas de optimizacion de calculo.

2.5 Caracterizacidn de algunas heuristicas propias de los ambientes de
geometria dindmica

El dinamismo que proporciona una herramienta como el Sistema de Geometria Dindmica
(GeoGebra) permite que los estudiantes tengan acceso a un mundo nuevo de experiencia y
les permita resolver problemas en un ambiente dindmico diferente al que estan

acostumbrados. La medicion, el rastro y el arrastre son ejemplos de heuristicas esenciales en
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los procesos de resolucion de problemas mediado por GeoGebra. El arrastre 0 movimiento
controlado se observa cuando el movimiento depende de objetos especificos por ejemplo
cuando una figura se mueve a medida que un punto se traslada sobre una trayectoria definida
como una recta o circunferencia. La medicion por su parte permite que el estudiante pueda
observar y estudiar los objetos matematicos desde el punto de vista de sus propiedades y no
de sus formas, es decir pueden descubrir relaciones matematicas que son dificiles de percibir
en acercamientos algebraicos o geométricos en un medio estatico. El rastro nos permite
observar el recorrido o lugar geométrico que describen algunos objetos, resultado del

movimiento de objetos dentro de una configuracion dinamica.
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Capitulo 3

Metodologia de investigacion

En este capitulo se presentan los elementos metodoldgicos asociados con el disefio e
implementacion del estudio. Se describe la naturaleza cualitativa de la investigacion, los
participantes, se detallan las sesiones de clases, las actividades extra-clase (tareas), los
instrumentos utilizados para la recoleccion de datos y otros elementos importantes del
analisis.

3.1 Naturaleza de la investigacién

Esta investigacion es de caracter cualitativo y se trata de documentar el desempefio de los
estudiantes en un curso de resolucién de problemas impartido en un escenario en linea, es
decir, se hizo un seguimiento individual a lo largo del curso, haciendo énfasis en la forma
en que cada participante trabaj6 en las actividades del curso, la forma en como resolvian

problemas y las heuristicas que utilizaron.

3.2 Participantes

En el estudio participaron tres estudiantes que cursaban un seminario de post grado
(resolucién de problemas) del programa de maestria en Matematica Educativa. En la
siguiente tabla se muestra informacion concerniente a los participantes de la investigacion
(Tabla 3.1).

Tabla 3.1. Formacion y experiencia profesional de los participantes en la investigacion

Nombre Formacion Profesional Experiencia Profesional

Vera Licenciada en matematicas Asesorias de  secundaria y

preparatoria

Carmen Licenciatura en Matematicas | Secundaria y Universidad (Clases
aplicadas de célculo diferencial e integral y
ecuaciones diferenciales)
Hugo Licenciado en fisica vy |Clases frente a grupo: medio
matematicas superior y superior

Asesorias en todos los niveles.
Desde segundo grado de primaria.
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3.3 Descripcion del curso y tareas

Los datos que se reportan provienen de un curso de maestria en matematicas educativa. La
caracteristica relevante de este curso es que era impartido en un escenario en linea
sincronico, mediado por herramientas tecnologicas como: Zoom usado para la
videoconferencia, Teams y correo electronico utilizado para la comunicacion y GeoGebra

utilizado especificamente para trabajar problemas matematicos.

El objetivo de este curso de maestria era dar una vision general acerca de la educacion
matematica haciendo énfasis en los programas de investigacion, los resultados importantes
en la disciplina y que los estudiantes conocieran de las ideas del marco de resolucién de
problemas y del uso de herramientas tecnoldgicas en la resolucion de problemas. De acuerdo
con el programa de maestria los contenidos del curso estan organizados de la siguiente

manera:

1. Educacion matematica como disciplina: Este apartado tenia como finalidad que los
estudiantes discutieran las siguientes preguntas: ¢Qué es la educacion matematica?
¢ Cuales son sus caracteristicas y cdmo se contrasta con otras disciplinas? ;Como se
realiza investigacion en la disciplina? ;Cémo se forma un profesional de la educacion
matematica? ;Ddonde se encuentra informacién y donde se publican los resultados
concernientes a la materia? ;Cémo se construye un problema de investigacion en la
disciplina?

2. Resolucion de problemas: en este apartado se pretendia que los estudiantes
conocieran de los programas de investigacion de la disciplina por lo que tom6 como
referencia el marco de resolucién de problemas de Alan Schoenfeld. También se
promovia que los estudiantes hicieran uso de herramientas tecnoldgicas al momento
de resolver problemas, en especifico hacer uso del sistema de geometria dinamica
(GeoGebra). Con esto se pretendid promover una discusion y reflexion sobre el
empleo de diversas tecnologias digitales en el desarrollo del conocimiento de los
estudiantes y la creacion de ambientes que permita que los estudiantes desarrollen
pensamiento matematico consistente con el quehacer de la disciplina.

3. Programa internacional de evaluacion de los alumnos (PISA). El objetivo fue que los

estudiantes analizaran y discutieran los items y los resultados de la prueba
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internacionales, ademas de reflexionar sobre su importancia del contexto nacional e
internacional.

4. Anélisis y estudio de tesis del &rea. En este apartado se pretendia que los estudiantes
obtuvieran una vision general de la estructura de una tesis de investigacion en el area,
en particular se pretendia que las tesis presentadas y discutidas en clases estuviera

relacionado con la resolucion de problemas y el uso de tecnologia.

Sesiones de clase

Se llevaron a cabo 32 sesiones del seminario de resolucion de problemas, dos cada semana
con una duracién de 2 horas cada una, haciendo un total de 64 horas en el semestre. Cada
una de las sesiones se impartié en un escenario en linea, haciendo uso de medios
tecnoldgicos como Zoom y plataformas como Teams. Las sesiones estaban dedicada a
estudiar temas de interés de la agenda de la matematica educativa y de la resolucion de

problemas mediada por un sistema de geometria dindmica (GeoGebra).

Tareas

Las tareas fueron un elemento importante del curso, ya que nos brindaron informacién acerca
de la forma en como los estudiantes asimilaban los contenidos y como resolvian problemas
apoyados en un sistema de geometria dinamica (GeoGebra). Es decir, las tareas fueron un
instrumento que permitié hacer un seguimiento individual de los estudiantes a lo largo de
curso. Las tareas asignadas se dividieron en 2 categorias: una dedicada a la resolucion de
problemas en donde no se exigia el uso de la tecnologia y tenia como finalidad observar
coémo los estudiantes utilizaban sus recursos al resolver los problemas y las estrategias
utilizadas al resolverlos; por otra parte, interesaba que los estudiantes reflexionaran sobre la
importancia de trabajar problemas no rutinarios. La segunda categoria estaba dedicada a
resolver problemas donde se promovia el uso de la tecnologia y tenia como finalidad
observar el avance de los estudiantes en cuanto a la resolucion de problemas mediados por
la tecnologia y la apropiacion de los contenidos del curso, por tal motivo se presta atencion
a las exploraciones realizadas por los estudiantes, el planteamiento de conjeturas, los
diferentes acercamientos, defensa de sus conjeturas y formulacion de problemas de

extension.
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Las instrucciones proporcionadas a los estudiantes para resolver las tareas fueron las

siguientes:

e Presentar sus trabajos por escrito (Formato Word)
e Resolver los problemas apoyandose del sistema de geometria dinamica (GeoGebra)

e Plantear preguntas y hacer comentarios

Después de analizar los contenidos y el tiempo destinado para el curso, se acordd organizar
los problemas alrededor de tres diferentes fases (fase inicial, fase intermedia y fase final),
con el fin de observar el desempefio y evolucion de los estudiantes a lo largo del curso, ya
que contribuyé a esbozar un perfil personal del estudiante en donde se vea reflejado la
comprension del problema, la utilizacion de heuristicas, los recursos empleados,
formulacion de problemas de extension y la apropiacion de GeoGebra en la resolucién de

problemas.

3.4 Fase inicial

Se establecio que la fase inicial comprenderia las primeras cinco semanas del curso de
resolucion de problemas y se aplicarian cinco problemas no rutinarios cuya solucion requeria
el uso de conceptos estudiados en un primer curso de calculo (Selden et al., 1994). Para fines
de este estudio concebimos a los problemas no rutinarios como aquellos problemas en donde
los estudiantes no conocen un método o un camino para poder llegar a la solucion, por lo
que se requiere que los estudiantes establezcan relaciones entre las definiciones, conceptos
y técnicas de una manera creativa y nueva para ellos (Selden et al., 1994). Una de las claves
para poder resolver estos problemas consiste en la comprension e interpretacion de los
enunciados del problema, ya que de esta forma se facilita identificar los contenidos que estan
relacionados, ademas se requiere que el estudiante tenga dominio de su conocimiento

matematico y pueda relacionarlos.

Dado que el tipo de problemas planteados en esta fase son destinados para estudiantes
universitarios que hayan cursado la asignatura de calculo, se espera que los estudiantes de
maestria cuenten con los recursos necesarios para resolver los problemas. Cabe resaltar que
para esta fase no era obligatorio el uso de tecnologia, pero tampoco se prohibid su uso. Los

problemas analizados fueron tomados de la tarea 1 asignada al inicio del curso.
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A continuacion, se presenta la tabla 3.2 que contiene los cinco problemas, las instrucciones

de la tarea, los objetivos y los elementos considerados para el analisis.

Tabla 3.2. Elementos para el analisis fase inicial

Instrucciones

Obijetivo de la tarea

Elementos para
observar en el analisis.

Encuentra valores para a
y b tales que la linea 2x +
3y = a es tangente a la
grafica f(x) = bx? en el
punto en que x = 3.

¢ Tiene x?t 4+ x19 —
x~1+2=0alguna raiz

Resolver los 5
problemas no

rutinarios
presentes en el
articulo de

Selden et al.
(1994)

Resolver problemas
no rutinarios en
donde se requiere
establecer

conexiones  entre
definiciones y
conceptos.

Identificar los recursos
utilizados  por  los
estudiantes al resolver
problemas no rutinarios.

Identificar las
heuristicas presentes en

entre -1y 0? ;Por qué si o las soluciones (si las

por qué no? hay).
3. Sea flx) =
ax, six<l Observar las
{bx2 +x+1,six>1 dificultades y errores

presentes en Sus

Encuentra a 'y b tales que ]
soluciones.

f es diferenciable en 1.

4. Encuentra al menos una
solucion de la ecuacion
4x3 — x* = 30 o explica
porque no existe solucion.

5. ¢Hay algin a tal que

2x?%-3ax+x—a—1

x2-2x-3
Explica tu

lim
xﬁﬁ
existe?

respuesta.

Una vez presentado el andlisis de los problemas y después de esbozar el perfil de cada
estudiante, se presentara una aproximacion al problema mediada por GeoGebra, ya que nos
permitira identificar las ideas matematicas que intervienen en la solucion. La finalidad de
presentar esta aproximacion es promover laimplementacién de la tecnologia en la resolucion
de problemas no rutinarios ya que su uso permite que los estudiantes puedan observar las
relaciones establecidas entre las diferentes definiciones, comprender los teoremas, aclarar

dudas y observar nuevos resultados que no se pueden apreciar en un medio estatico.

3.5 Fase intermedia
La fase intermedia abarcaria cinco semanas a mediados del curso de resolucién de problemas

y se aplicarian dos problemas de geometria, cabe mencionar que para estas instancias del
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curso se estudiaba el marco de resolucion de problemas de Alan Schoenfeld y se iniciaba a
promover el uso de GeoGebra como herramienta que permite el desarrollo del conocimiento
matematico. Por tal motivo los problemas seleccionados tienen la caracteristica de que son
problemas que pueden ser abordados desde GeoGebra. Es decir, son problemas
seleccionados intencionalmente para promover la creacion de un modelo dinamico del
problema, ya que asi se pueden establecer nuevas relaciones entre los datos y la incognita,
plantear conjeturas, comprobar hipotesis, encontrar otros cercamientos o caminos a la

solucién, realizar generalizaciones, plantear problemas de extension, etc.

Es importante considerar que en esta etapa del curso los estudiantes estaban familiarizandose
con el uso de GeoGebra, la creacion de modelos dinamicos y el marco de resolucion de
problemas, por lo que se considera importante que los estudiantes muestren evidencia de
todos los elementos presentados anteriormente y de un dominio de los comandos de
GeoGebra. Los problemas analizados fueron tomados de las tareas 2 y 3 asignados a
mediados del curso. A continuacién, se presentan la tabla 3.3 que contiene los dos problemas
geomeétricos trabajados en esta etapa, las instrucciones de la tarea, los objetivos y los

elementos considerados para nuestro analisis.

Tabla 3.3. Elementos para el analisis fase intermedia

Instrucciones Objetivo de la | Elementos para
tarea observar en el
analisis.
Tarea N 2, pregunta 11 Responda todas las | Promover la | Identificar los
preguntas y cita las | basqueda de | recursos utilizados
6. En la figura se dibuja un | fuentes gue | informacion en | por los estudiantes
circulo con centro en (1, 0) y | consultes al | paginas oficiales. | al resolver
radio 1. Selecciona un punto | elaborar el ensayo. problemas y al
P sobre la circunferencia y un realizar las
punto Q sobre el eje Y de tal Hacer un escrito | exploraciones  en
manera que OP = OQ. Trace en el que se| GeoGebra.
la recta QP que interseca al problematice
eje X en el punto R. ¢Pruebe algunos aspectos | Identificar las
que, si P se acerca al punto O, relacionados con | preguntas
R se mueve hacia la derecha, el teorema de | plasmadas en su
cexiste un limite para la Pitagoras trabajo
posicion de R? Justifique su
repuesta. Resolver el | Identificar las
problema heuristicas
haciendo uso del | presentes en las
sistema de
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qQh geometria soluciones (si las
16 dindmica y | hay).
; R = (3.69, 0) poniendo en
0 UB 3 d s préactica los | Determinar  c6mo
3 elementos vistos | utilizan GeoGebra
en clases. Es | para resolver el
Tarea N 3, apartado 3 decir, problema.
7. La figura representa un | Durante la clase se | formulacion  de
triangulo equilatero con lado | hizo hincapié en el | preguntas, Observar las
6 cm uso de la | identificacion de | dificultades y
tecnologia para | FeCursos, errores presentes en
resolver el | planteamiento de | sus soluciones.
problema. conjeturas,
o creacion de un | Analizar el modelo
3 modelo dindmico | dinamico del
y presentar | problema
) maltiples presentado por los
' aproximaciones. | estudiantes.
a) SiPQR son puntos medios de .
los lados AB, BCy CA, ¢cuél Analizar las
es el perimetro del triangulo multiples
PQR? aproximaciones
b) Suponemos ahora que P, Q y presentadas al
R divide a los lados en: AR = problema.
2; RC=4,CQ=2 QB =4,
BP =2 & PA =4, ;cual es el
perimetro del tridngulo PQR?
c) ¢Qué perimetro de los casos
ay b es mayor?
d) SiP, Q, & R se seleccionan
de manera arbitraria sobre los
lados de ABC vy se calcula el
perimetro de los diferentes
triangulos PQR, ¢donde
deben estar situados PQR
para que perimetro sea
minimo? ¢ Por qué?
3.6 Fase final

La fase final comprenderia las Ultimas cinco semanas del curso de resolucion de problemas

y Unicamente se aplicaria un problema de geometria. Debemos mencionar que para estas

instancias del curso ya habia finalizado el estudio del marco de resolucion de problemas y

los estudiantes tenian méas experiencia usando GeoGebra. El problema seleccionado en esta

fase fue tomado de la tarea 4 asignada en la parte final del curso y su principal caracteristica

es que podia abordarse con GeoGebra. Es decir, daba lugar a construir un modelo dinamico,
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realizar exploraciones, generalizar resultados y formular problemas de extension. La tabla

3.4 contiene el problema 8, las instrucciones de la tarea, los objetivos de la asignacion y los

elementos considerados para el anélisis.

Tabla 3.4. Elementos para el analisis fase final.

Instrucciones

Objetivo de la
tarea

Elementos para
observar en el analisis.

Tarea N 4, apartado 3
8.

Las coordenadas de los
vértices del triangulo ABC
son A (0,0),B(50) vy
C (0,10). El punto A se
refleja sobre el segmento
BC y se obtiene A’
Encuentre las coordenadas
del punto A’. Sea B’ el
punto reflejado de B sobre
AC y C’ el punto reflejado
de C con respecto BC
respectivamente.
Encuentre el area del
triangulo A’'B’C’.

a) Encuentre las
coordenadas del
punto A4’

b) Sea B’ el punto
reflejado de B sobre
AC yCel punto

reflejado de C con
respecto BC respecti
vamente. Encuentre
el area del triangulo
A'B'C.

Resuelva los
siguientes
problemas y
formule  otros
problemas
relacionados que
resulten de Ila
construcciéon y
exploracion del
modelo
dinamico.

Identifique los
conceptos y
estrategias que
resulten
importantes en la
resolucion de los
problemas.

Presentar un
modelo dindmico
del problema que
permita  realizar
exploraciones, el
planteamiento de
conjeturas,
generalizaciones y
formulacion  de
problemas de
extension. Ademas
de presentar
maltiples
acercamientos.

Identificar los recursos
utilizados  por  los
estudiantes al resolver
problemas y al realizar
las exploraciones en
GeoGebra.

Analizar las heuristicas
presentes en  las
soluciones (si las hay).

Analizar en  qué
medida utiliza la
herramienta para

resolver el problema.

Observar las
dificultades y errores

presentes en  sus
soluciones.
Analizar el modelo
dindmico.

Analizar las diferentes
aproximaciones y las
generalizaciones.
Analizar los problemas
de extension.
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Capitulo 4

Analisis y discusion de resultados

En este capitulo se presenta y analiza el desempefio que muestran los tres participantes del
estudio al resolver problemas asignados en las diferentes fases del curso y se destaca los
procesos de solucion que exhiben con el uso de GeoGebra como principal herramienta
tecnoldgica. Principalmente interesa identificar los recursos y las heuristicas utilizadas en la
construccién de los modelos y los procesos de solucion, asi mismo interesa documentar los
caminos de apropiacion de la herramienta de los estudiantes durante el desarrollo del curso.
Se presenta, en cada fase, una tabla resumen que incluye los recursos utilizados por los
estudiantes, las heuristicas y los errores que presentaron al resolver cada problema.

En el Apéndice se presenta a detalle las soluciones presentadas por los estudiantes, el analisis

de los problemas, las tareas asignadas y el temario de la signatura.

4.1 Anélisis Fase Inicial

Esta fase consta de 5 problemas, pero en este apartado Unicamente se presenta el analisis del
problema 1, ya que se considera que este problema brinda elementos para poder ejemplificar
la forma en como los estudiantes resolvieron los problemas y nos permite crear un perfil
personal enfocado en la forma en como presentan la solucién, los recursos y heuristicas
utilizadas. Ademas, permite detectar algunos elementos importantes del marco de resolucion
de problemas como ser la formulacion de preguntas y conjeturas. También se presenta una
tabla que resume las soluciones reportadas del problema 1 al 5, haciendo énfasis en los

recursos usados, las heuristicas y los errores que comenten al resolver el problema.

Como complemento a esta informacion en el apéndice C se presenta el anélisis de los cuatro
problemas restantes que también son parte importante de los resultados, por lo que se estara
citando algunos elementos que complementen el analisis. Notese que esté fue la primera
tarea asignada en el curso por lo que no se exigid el uso de GeoGebra para resolver
problemas. El analisis se divide en la etapa de comprensién del problema e implementacion

del plan.
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Problema 1: Encuentra valores para ay b tales que la linea 2x + 3y = a es tangente

a la gréfica f(x) = bx? en el punto en que x = 3.

Comprension del problema

El significado de la derivada de una funcion como la pendiente de la recta tangente a la
funcion f(x) en un punto fue importante en la resolucion de este problema, ya que permitia
conectar el significado geométrico de la derivada de la funcion f(x) con la pendiente de la
recta dada en el punto (3,f(3)). En este caso los tres estudiantes hacen uso de la esta
interpretacion de la derivada y lo utilizan para encontrar la solucion al problema. En la Figura
1, Figura 2 y Figura 3 se aprecia un fragmento de la solucién en donde los estudiantes

establecen la relacion entre la derivada y la pendiente de la recta tangente.

Evaluando en f en x=3 obtenemos 9b y recordando que la derivada es la pendiente de la recta tangente,
entonces se satisface que f'(x)=2bx, de donde se sigue que la recta tangente a f en el punto (3,9b) tiene

Figura 1. Carmen usa la nocion de derivada como la pendiente de la recta tangente en
un punto.

Nétese que f'(3) =2b(3) =6b=ms

Representa la pendiente de la recta que es tangente a la gréfica de f(x) en el punto (3, f(3))
Figura 2. Hugo usa la nocion de derivada como la pendiente de la recta tangente en
un punto.

Se debe encontrar valores de a y b de tal forma que |a linea dada sea tangente a f(x) = bx?, para ello
primero calculemos la primera derivada de f(x) la cual es |la pendiente de la recta tangente.

Figura 3. Vera usa la nocion de derivada como la pendiente de la recta tangente en un
punto.

Notese que los tres estudiantes comprendieron el enunciado del problema y pudieron
establecer la relacion entre la definicidn de derivada y la pendiente de la recta tangente a la
funcion. En esta etapa no hay evidencia de la formulacién de conjeturas procedentes del
andlisis de un modelo dindmico, ya que solo presentan los procedimientos algoritmicos

necesarios para encontrar la solucién al problema.

Implementacion de un plan de solucién
Veray Hugo presentan esencialmente la misma solucion con pequefias variaciones de estilo,
ver Figura 4 y Figura 5. Su procedimiento se resume a determinar que 6b es la pendiente de

la recta tangente a la funcidn f(x) = bx? que pasa por el punto (3, f(3)). Posteriormente

. . . ., -2 .
identifican la pendiente en la ecuacion y = as—x Teniendo estos elementos establecen la
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igualdad entre las pendientes obteniendo la ecuacion 6b = — % que les permite determinar el

valor de b y posteriormente el valor de a.

Notese que f'(3) =2b(3) =6b =m;
Representa la pendiente de la recta que es tangente a la gréfica de f(x) en el punto (3, f(3))
Por otra parte, de la ecuacion de la recta 2x + 3y = a se tiene que su pendiente es
m; = 75
De tal forma que, para la pendiente de la recta que es tangente a la grafica de la funcion en el punto (3, f(3)),
debe ocurrir
my =my
En consecuencia
2
6b = —3
1
b=-3
Entonces flx)=— %xz
A su vez, debe ocurrir que (3,f(3)) = (3, —1) también sea un punto sobre la recta, por lo que sustituyendo se
tiene
2x +3y=a
23)+3(-)=a
6—3=a
3=a :
De donde se concluye que los valores requeridos para que ocurra lo esperado son
a=3
1
b= 9

Figura 4. Solucion de Hugo.

Se debe encontrar valores de a y b de tal forma que la linea dada sea tangente a f(x) = bx?, para ello
primero calculemos la primera derivada de f(x) la cual es la pendiente de la recta tangente.

fi(x) = 2xb (1)
Ahora reescribamos la ecuacion de la linea en términos de y

2x+ a @
Y="3 73

Como lo que se quiere calcular es la recta tangente en el punto donde
x = 3, hay que evaluar a (1) en este punto.

f'(3) = 2(3)b = 6b -+ (3)

E igualar con la pendiente de (2), es decir,

6b = — = (4)

Despejando b de (4) se tiene que

2 2 1

T3 18 9

Para encontrar el valor de a primero hay que encontrar el valor de y cuando x = 3, para ello basta con
sustituir el valor de x y b en f(x) = bx?, lo cual da lo siguiente:

1 1
f3) =~ @2 =) =-1--(5)

Asi (x,y) = (3,—1), sustituyendo estos valoresen 2x + 3y = a se tiene que

2(3) + 3(-1)=a
3=oa

Porlo que 2x + 3y = aestangente ala graficade f(x) = bx?cuandoa=3yb = —é

Figura 5. Solucion de Vera.
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Vera y Hugo demuestran dominio de los recursos de calculo que el problema demanda y
habilidad para realizar los procedimientos algoritmicos. Ademas, reportan una solucion clara
y ordenada en donde siguen un procedimiento sistematico hasta encontrar la solucién del
problema. Estos elementos son caracteristicos de una aproximacion realizada en lapiz y

papel, ya que Unicamente hay evidencia de los procedimientos algoritmicos.

Por otro lado, la solucion de Carmen es diferente a la reportada por sus compafieros, ya que,
representa una vision mas geométrica que algebraica, porque al encontrar y = 3b(2x — 3)

genera una familia de rectas tangentes a la funcion f(x) = bx? en el punto (3,9b). Pretendia

. 2
encontrar el valor de ay b que garantice que larectay = 3b(2x — 3) ylarectay = — ?X + %
. -, 2 -
sean la misma. Cuando Carmen establece la ecuacion —?X = 6bx garantiza que las rectas

y=3b(2x—3)ylarectay = — 23—X + gserén paralelas, es decir tendran la misma pendiente

a

y cuando establece la ecuacion 3= —9b establece que ambas rectas deben coincidir. En la

Figura 6 se observa la solucién presentada por Carmen.

Evaluando en f en x=3 obtenemos 9b y recordando que la derivada es la pendiente de la recta tangente,
entonces se satisface que f'(x)=2bx, de donde se sigue que la recta tangente a f en el punto (3,9b) tiene
pendiente f'(3) =6b, por lo que la ecuacion de la recta es y=6b(x-3) +9b=3b(2x-3). Recordando que la recta

. -2 .
tangente es 2x+3y=a, la cual es equivalenteay = %, de donde debe satisfacerse:

bbx=-—Zsb=—1 y 2= ohsa=-27b=2=3,
3 Q9 3 9

2
Entonces la recta tangente a f(x) = — % en x=3 es 2x+3y=3.

Figura 6. Solucion de Carmen.

En la solucion reportada por Carmen se puede observar que tiene dominio de los recursos
que el problema demanda, lo que le permitié encontrar una solucion aplicando un
procedimiento mas geométrico que algebraico. Al analizar todas las soluciones reportadas
por Carmen (apéndice C) se puede establecer que su concepcion de resolver problemas es
presentar una solucién corta y precisa, dejando evidencia de solo los procedimientos

algoritmicos que le permiten resolver el problema.

Un elemento que se puede destacar de la solucidon de Vera y Hugo es que presentan una

reflexion sobre lo que implicé resolver el problema no rutinario. En la Figura 7 vemos que
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la reflexion de Vera gira en torno a los ejercicios que los estudiantes estan acostumbrados a
resolver en las clases de calculo y las dificultades que implica resolver problema no rutinario.
Aunque esta reflexion también puede interpretarse como las dificultades que Vera presentd

al resolver el problema.

Reflexion: Comunmente los problemas que se resuelven en los primeros cursos de calculo tienen
situaciones especificas para calcular la tangente de funciones en puntos exactos, pero en este problema se
pide encontrar valores de a y b que hagan que la ecuacion dada sea tangente a la grafica de la funcion que
se presenta en un punto especifico, lo que se sale de lo que normalmente se resuelve en estos cursos.

Figura 7. Reflexion presentada por Vera.

La reflexion de Hugo esta enfocada a discutir por qué los estudiantes de la investigacion de
Selden et al. (1994) prefieren usar recursos de geometria analitica para resolver este
problema y dejan de un lado los recursos de célculo. Su hipoétesis establece que los
estudiantes tienen mejor dominio de los recursos de geometria analitica con respecto a los
de célculo y por ende prefieren abordar el problema con estos recursos, ver Figura 8.
Debemos sefialar que Hugo y Vera presentan esta reflexion en cada una de las soluciones de
los problemas de esta fase inicial, por lo que no se hara mencién en todos los problemas,

para mayor referencia ver las soluciones en el apéndice B.

REFLEXION:

En las formas de abordar el problema se muestra una tendencia marcada al uso de los
conocimientos en geometria analitica como herramienta principal, en contraste con las
herramientas de calculo que podrian dar selucion rapida al problema. Si bien la forma de abordar
el problema con las herramientas de geometria analitica no es despreciable, es claro que las
herramientas de calculo son mejores para abordar este y cada uno de los siguientes problemas.
Una razoén posible para la cual los alumnos hayan procedido de tal forma es que los alumnos
acababan de pasar por el curso de calculo (no me queda claro si fue asi o cuanto tiempo habria
pasado desde que aprobaron el curso), por lo que las habilidades de uso de las herramientas del
mismo curso ain no habian sido concretadas, en contraste con las herramientas de geometria
analitica que va habian cursado al menos hace 6 meses.
Otra posible explicacion podria ser que concretar el uso de herramientas de variacion (calculo)
requiere de habilidades particulares como la solucion de “problemas algebraicos no rutinarios™.

Figura 8. Reflexion presentada por Hugo.

Hugo también presenta un apartado en donde establece los contenidos necesarios para
resolver el problema y plasma algunas preguntas que sirvieron de guia para encontrar el
camino a la solucion del problema. Estos elementos permiten apreciar que Hugo esta

reflexionando sobre el proceso que realiza al resolver problemas y esté viendo los problemas
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desde otra perspectiva al plantear preguntas de los conceptos que se relacionan, ver Figura
9. Es importante mencionar que este apartado unicamente lo presenta Hugo y se hace
presente en cada una de las soluciones de los problemas de esta fase inicial, para mayor
referencia ver las soluciones de Hugo en el apéndice B.

CONOCIMIENTOS, HABILIDADES O PREGUNTAS REQUERIDOS PARA LA SOLUCION:

e Concebir a una recta tangente y a la derivada de una funcion como objetos
intimamente relacionados a través de la representacion de la derivada y la pendiente
de la recta.

e ;Cuél es la derivada de la funcidén? ;Qué representa dicha derivada en relacién con
una recta tangente?

e ;Cual es la pendiente de la recta?

o En qué punto de la funcion la recta es tangente? ;Ese punto que pertenece a la
funcion, también pertenece a la recta? ;por qué?

Figura 9. Hugo plantea algunas preguntas.

Conclusiones del anélisis de la fase inicial

El andlisis de la fase inicial permite crear un perfil personal de los estudiantes haciendo
énfasis en como conciben a la resoluciéon de problemas, la forma en como presentan la
solucion, uso de heuristicas, dominio de los recursos, etc. Para mayor referencia ver el

analisis de los problemas del 2 al 5 en el apéndice C.

Para la fase inicial Carmen demostro habilidad para realizar los procedimientos algoritmicos
y dominio de las definiciones de calculo y algebra que los problemas demandan, por lo que
se considera que cuenta con los recursos para resolver los problemas de esta fase. Al no
haber evidencia del uso de tecnologia las heuristicas que resaltan son las utilizadas en un
medio estatico de resolucion de problemas. Su concepcion de resolver problemas es
presentar una aproximacion corta y clara en donde las conjeturas vienen precedidas de la
interpretacion de los datos y el andlisis de la figura del problema, ademés no hay evidencia
de todo el proceso que realizo antes de encontrar la solucion, es decir no hay evidencia de
las preguntas que se formulo, la informacion que consulto, sus aproximaciones fallidas o de

las dificultades que enfrent6 para encontrar la solucion.

En la fase inicial Vera reporta soluciones con procedimientos sistematicos y claros que le
permitieron encontrar la solucion a los 5 problemas, demostrando habilidad para realizar los

procedimientos algoritmicos que el problema demanda y dominio de las definiciones de
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calculo. Al igual que Carmen concibe que resolver problemas es presentar una aproximacion
corta y ordenadas. En sus aproximaciones tampoco hay evidencia del uso de tecnologia por
lo que sus conjeturas surgieron del analisis de la figura del problema y las heuristicas
utilizadas son propias de un medio estatico. Un elemento que podemos resaltar de su
solucion es la reflexion que presenta al final de cada problema, las cuales giran en donde en
torno al tipo de problemas que los estudiantes resuelven dentro del salon de clases y la

dificultad que conlleva resolver problemas.

En la fase inicial Hugo demostré un mejor desempefio que sus compafieras, ya que no
presenta dificultad para establecer las relaciones entre los conceptos algebraicos y de célculo.
Sus aproximaciones destacan por ser sistematicas y precisas dejando en evidencia que
domina los procedimientos algoritmicos. A pesar de que su concepcion de resolver
problemas es presentar soluciones cortas podemos destacar que presenta un apartado en
donde establece los contenidos necesarios para resolver el problema y plasma algunas
preguntas que sirvieron de guia para encontrar la solucion del problema y que permite

apreciar la forma en como esta relacionando los conceptos matematicos.

También presenta una reflexion al final de cada problema la cual esta enfocada en discutir
los recursos que los estudiantes necesitan para resolver los problemas y los motivos por los
cuales los estudiantes de la investigacion de Selden et al. (1994) deciden abordar los

problemas con recursos geomeétricos o de algebra y no con elementos del calculo.
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Tabla 4.1. Resumen de la solucién del problema 1.

Estudiante

Recursos

Heuristicas

Uso de Ia
Herramienta

Errores
dificultades

(0]

Carmen

Procedimientos algoritmicos:
Calcular la derivada

Evaluar funciones

Despejar variables

Resolver ecuaciones lineales
Encontrar una recta tangente a una
parabola

Férmula: Ecuacion punto-pendiente

Hechos y definiciones:

Definicion de derivada

Definicion de rectas paralelas y
tangentes.

Competencia relevante:

Concebir la derivada como la
pendiente de la recta tangente en un
punto.

Establecer que la recta y = 3b(2x —
3) es tangente a la funcion f(x) =

bx? . Y ademas es paralela e igual a
__a-2x
~ 3

Hugo y
Vera

Procedimientos algoritmicos:
Calcular la derivada

Evaluar funciones

Despejar variables

Resolver ecuaciones lineales

Hechos y definiciones:
Definicion de derivada
Definicion de pendiente

Competencia relevante:

Concebir la derivada como la
pendiente de la recta tangente en un
punto.
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Tabla 4.2. Resumen de la solucion del problema 2, ver apéndice C.

Resolver sistemas de ecuaciones
Calcular limites

Hechos y definiciones:
Definicién de diferenciabilidad
Definicion de continuidad

Competencia relevante:

Reconocer las implicaciones de la
diferenciabilidad.

Establecer la igualdad de
derivadas laterales.

las

Estudiante | Recursos Heuristicas Uso de la | Errores o
Herramienta | dificultades
Carmen, Procedimientos algoritmicos:
Hugo y | Calcular la derivada
Vera Evaluar funciones
Teorema de la primera derivada
Hechos y definiciones:
Definicion de raiz de una ecuacion
Definicion de una funcién creciente
Competencia relevante:
Asociar la primera derivada con el
comportamiento de una funcion.
Tabla 4.3. Resumen de la solucion del problema 3, ver apéndice C.
Estudiante | Recursos Heuristicas Uso de la | Errores o
Herramienta | dificultades
Carmen, Procedimientos algoritmicos: Concebir el
Hugo vy | Poder calcular la derivada problema
Vera Evaluar funciones como cierto
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Tabla 4.4. Resumen de la solucion del problema 4, ver apéndice C.

Calcular la primera y segunda
derivada

Evaluar funciones.

Resolver ecuaciones

Calcular los puntos criticos de
una funcion.

Criterio de la primera derivada.
Criterio de la segunda derivada

Hechos y definiciones:
Definicion de punto de inflexion
Definicion de punto critico
Definicion de punto méaximo.

Competencia relevante:
Comprension del criterio de la
primera y segunda derivada

Estudiante | Recursos Heuristicas Uso de la | Errores 0
Herramienta | dificultades
Carmen vy | Procedimientos algoritmicos: Dividir el Las
Vera Calcular la primera y segunda | problema por estudiantes
derivada grupos. presentan
Evaluar funciones. dificultad
Resolver ecuaciones para analizar
Calcular los puntos criticos de la  funcién
una funcién. f(x) = 4x3 —
Teorema de la primera derivada. x* —30con
Teorema de la segunda derivada el uso de
elementos del
Hechos y definiciones: calculo, ver
Definicion de punto de inflexion apendice B.
Definicion de funcion creciente
Definicion de punto critico
Definicion de punto maximo.
Definicion de ecuacion
Competencia relevante:
Comprension del criterio de la
primera y segunda derivada
Hugo Procedimientos algoritmicos:
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Tabla 4.5. Resumen de la solucion del problema 5, ver apéndice C.

Dividir polinomios

Factorizar polinomios

Calcular el limite

Calcular el valor numérico de un
polinomio.

Teorema del factor

Hechos y definiciones:
Definicion de divisibilidad

Competencia relevante:
Determinar que el numerador
puede ser divisible por x — 3.

Estudiante | Recursos Heuristicas | Uso de la | Errores 0
Herramienta dificultades
Carmen y | Procedimientos algoritmicos: Hugo no
Hugo Dividir polinomios maneja la
Factorizar polinomios definicion  de
Calcular el limite limite, ver
Calcular el valor numérico de un apéndice B.
polinomio.
Hechos y definiciones:
Definicion de divisibilidad
Competencia relevante:
Determinar que el numerador
puede ser divisible por x — 3.
Vera Procedimientos algoritmicos: Vera no maneja

la definicion de
limite, ver
apéndice B.

A continuacion, se presenta una aproximacion que permite observar como el uso de

GeoGebra puede contribuir a la resolucion de problemas.

Primero se introduce un deslizador b que permita modificar el valor del coeficiente de la

funcion f(x) = bx?, este deslizador también permite modificar la pendiente y ordenada de

la recta y = 3b(2x — 3), de esta forma se genera una familia de parabolas y de rectas que

pasan por el punto (3,9b), ver Figura 10. Notese que esta familia de rectas que pasa por el

punto (3,9b) es tangentes a la funcion f(x) = bx2.

40




1

b=-01
®
5

-5 -4 -3 -2 =1 [:] 1 3 4

- y = 6bx — 9b

8 7 8 o

Figura 10. Familia de parabolas y rectas tangentes.

Para continuar con el procedimiento se introduce un deslizador a que cumple con la funcion
. . 2 f .

de cambiar la ordenada al origenen larectay = — ?X + 2 al variar el valor del deslizador se

genera una familia de rectas, se sabe que una de esas rectas tendra que ser tangente a f(x) =

bx? por ser un dato del problema. Ahora cuando se establece que —? = 6bx se esta

garantizando que larectay = — % + g sea paralela a la recta y = 6bx — 9b, ya que tienen la

misma pendiente. Ahora al modificar el valor del deslizador a se esta generando una familia

de rectas rojas que seran paralelas a la recta azul, ver Figura 11.

Figura 11. Familia de rectas paralelasa y = 6bx — 9b.

Cuando se establece que % = —9b se esta garantizando que ambas rectas deben coincidir en

el punto (3,9b) y ser la misma. Al mover el deslizador a se puede encontrar el valor donde
ambas rectas se sobreponen, en este caso la solucion al problema es cuando b = —0.111y

a = 3, ver Figura 12.
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Figura 12. La solucion al problema es cuando b = —0.111 ya = 3.

4.2 Analisis Fase Intermedia

La fase intermedia consta de 2 problemas de geometria, pero en este apartado Unicamente se
analiza el problema 7, ya que se considera que este problema nos permite caracterizar la
forma en cdmo los estudiantes resolvieron los problemas en esta fase. En este anélisis se
hace énfasis en las exportaciones realizadas al modelo dindmico, las conjeturas planteadas,
las heuristicas y recursos utilizados, la formulacion de problemas de extension y la
presentacion de multiples aproximaciones. También se presenta una tabla resumen de los
problemas 6 y 7, haciendo énfasis en los recursos usados, las heuristicas, el uso de la

herramienta y los errores que comenten al resolver el problema.

Como complemento a esta informacion en el apéndice C se presenta el analisis del problema
6 que también es parte de importante de los resultados, por lo que se estara citando algunos
elementos que se consideren importantes de resaltar. El analisis se divide en la etapa de
comprension del problema, implementacion del plan, modelo dindmico y uso de la

herramienta.

Problema 7: La figura representa un triangulo equilatero con lado 6 cm
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a) Si PQR son puntos medios de los lados AB, BC y CA, ;cudl es el perimetro del
triangulo PQR?

b) Suponemos ahora que P, Q y R divide a los lados en: AR = 2; RC = 4,CQ =
2,QB = 4,BP = 2&PA = 4, ;cudl es el perimetro del triangulo PQR?

c) ¢Qué perimetro de los casos ay b es mayor?

d) SiP,Q, &R se seleccionan de manera arbitraria sobre los lados de ABC y se calcula
el perimetro de los diferentes tridngulos PQR, ¢donde deben estar situados PQR para

que perimetro sea minimo? ¢Por qué?

En inciso b) Vera reporta una solucion en donde destaca el uso de la heuristica de elemento
auxiliar cuando afiadio la bisectriz del &ngulo £CAB, esta estrategia le permitio establecer la
semejanza entre los triangulos 4ADCy 4RQC y utilizar las propiedades de la semejanza para
calcular la medida del 2CAD, ver Figura 13. De su solucion se puede sefialar que considera
algunas cosas como ciertas, por ejemplo, establece que los triangulos son semejantes, pero

en su procedimiento no hay evidencia que demuestre este hecho.

De nuevocomo AR = CQ = BP = 2, RC = QB = PA = 4y «RAP = <PBQ = «QCR = 60° por
criterios de congruencia son iguales y el triangulo PQR es equilatero. Por lo que tomamos el triangulo
RQC para encontrar el lado que falta, intuitivamente se ve que es un triangulo rectangulo, para
comprobar que lo es trazamos la bisectriz del angulo «CAB la cual divide a AABC en dos triangulos
congruentes, ahora tomando AADC, este es semejante a ARQC, es decir se cumple que:

AC RC
DC ™ QC

Por lo que <CAD = «CRQ pero <CAD = % = 30° asi retomando el tridngulo RQC se tiene que

AQCR = 60° «<CRQ = 30° en consecuencia el angulo restante es un angulo recto, ya que la suma de los
angulos internos de un triangulo es 180°. Entonces para obtener el lado faltante aplicamos Pitagoras.

RQ=\CR?—QC? =42 - 22 =16 -4 =12 = ,/33) = V&/3 = 2\3

Asi el perimetro del triangulo PQR es 3(2\/§cm) = 6\3cm

Figura 13. Solucion de Vera, inciso b).
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En el inciso b) Hugo reporta una solucion con algunos elementos para destacar. En primer

lugar, cre6 un modelo dinamico, ver enlace https://www.geogebra.org/m/xdabeshh, para

resolver este problema. En su modelo se observa una familia de triangulos PQR equilateros
que se generan a partir del movimiento del punto H sobre el plano, ver Figura 14. En su
solucién se puede apreciar que el arrastre es limitado, ya que el punto H esta sobre el plano
y por lo tanto hay posiciones donde su movimiento no genera movimiento en el triangulo

PQR.

Figura 14. Modelo dinamico del problema presentado por Hugo.

La exploracion realizada al modelo permitié que Hugo formulara la siguiente conjetura; si
el triangulo APBQ = ARAP = AQCR entonces el tridngulo PQR inscrito sera equilatero.
Al plantear esta conjetura Hugo convirti6 el problema de un caso particular a un caso general
(Heuristica de generalizar). Es decir, esta trabajando un problema general distinto al original
a partir de la exploracién realizada en GeoGebra, en la Figura 15 se aprecia el fragmento de

solucion donde plantea la conjetura.

En el orden escrito, se tienen las congruencias APBQ ~ ARAP =~ AQCR. Lo que implica
que el triangulo PQR se siempre sea equilitero. Ademas, curre que
PQR es equilaterio si, y solo si, APBQ =~ ARAP =~ AQCR.

Figura 15. Conjetura planteada por Hugo.

En la Figura 16 se presenta otro fragmento de la solucion de Hugo en donde utilizd la
heuristica de elemento auxiliar, cuando trazd la altura BX que es la altura del tridngulo PBQ.
Agregar este nuevo elemento es fundamental para continuar la demostracion de su conjetura
y para encontrar la solucién al problema. Esta es una de las heuristicas propias del marco de

resolucion de problemas en un ambiente estatico.
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Por lo anterior dicho, se procede a calcular el valor de uno de los lados de triangulo PQR con ayuda de la
siguiente figura, donde BX es la perpendicular al lado PQ.

PQ = PX + (PQ — PX)

Se tiene

B

PX? = b? — BX?
por otra parte, por el teorema del cateto de Euclides

b @ a? = b2 +PQ? — 2PX = PQ
Asi que
b? +PQ? —a?
PX="—-—_"
. a 2PQ
* PX? = b +PQ°—d? 2—b2 BXx?
- 270 =

2 2 _ 242
BXz:bZ_(b-i_g#) _)(1)

Figura 16. Hugo traza la altura XB.

Obsérvese que Hugo también utilizO GeoGebra como un instrumento para verificar la
respuesta, ya que hizo otro modelo dinamico del problema, que al igual que el anterior, le
permitio crear una familia de triangulos PQR equilateros a partir del movimiento de un punto,
ver Figura 17. La diferencia de este modelo es que mueve el punto E sobre el eje x de tal
forma que el segmento DE mida 2 cm, luego utilizd el comando de la distancia para medir
los lados del triangulo PQR y calculé el perimetro, ver vista algebraica. Utilizar el arrastre
permite que Hugo pudo verificar el resultado obtenido al introducir los datos del problema
en la férmula general que obtuvo. También se debe sefialar que Hugo utilizé Wolfran Alpha
para resolver la ecuacion cuadratica que resultd de su demostracion, esta herramienta le

permitio encontrar con facilidad las raices de la ecuacion, ver Figura 18.

e : Circunferencia(A, Segmento(D, E)) &

@
[
H = Interseca(e,f,1)
= (2,0
tl = Poligono(F, G, H)
= 52
fi = Segmento{G, H, t1)
= 345
g = Segmento(H, F,t1)

= 346

hy = Segmenta(F, G, t1)

= 3146

= 346

a=fit+gm+th

10.39

Figura 17. Modelo dinamico usado por Hugo para verificar la respuesta.
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(AC2\/§ - PQZ\/Q2 = 36PQ%b% — 9(b% + PQ? — a?)?
Realizando la sustitucion de los datos
AC=6; a=4;b=2

(36V3 — x2V3)” = 144x% — 9(x? — 12)?

Cuya solucion, con relacion a este problema resulta (realizado en wélfram)
x=PQ=2V3

Por lo que el perimetro del POR es 6v3 = 10.39
El cual se verificd con GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/umijyespd)

Figura 18. Hugo encontro la solucion de la ecuacion con ayuda de Wolfran Alpha.

Observe que Hugo también presenta otra solucion al problema, en donde Unicamente utiliz6
la ley de cosenos para encontrar el valor del lado PQ. En esta segunda aproximacion no
realizd6 un modelo dindmico, sino que su estrategia surgio del andlisis de la figura del
problema, ver Figura 19.

Otra solucién més simple es utilizando el teorema de cosenos

PQ? = a? + b? — 2abcos(60)
PQ?=a?+b%—ab
Sustituyendo y simplificando

PQ=+16+4—-8=+12=243

Este método también permite demostrar que el triangulo PQR es equilatero.

Figura 19. Segunda aproximacion al problema presentada por Hugo.

Al analizar el modelo dinamico presentado por Hugo destaca la forma de construir el
triangulo PQR, ya que tom6 como referencia la distancia entre Gy H para generar 3
circunferencias de radio GH con centro en los vértices A,By C. Esta forma de proceder
demuestra una forma de construir un tridngulo equildtero inscrito, este proceso de
construccién le permitieron crear el modelo dinamico a partir del movimiento del punto H
sobre el plano, ver Figura 20. EI movimiento controlado le permitid realizar la exploracion
y plantear la conjetura general de los tridngulos inscritos. Para observar la solucion completa

reportada por Hugo ver apéndice B.
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Figura 20. Construccion del triangulo PQR generado a partir del movimiento de H

sobre el plano.

Anélisis inciso d)

Comprension del problema

Encontrar la posicion de los vértices del tridngulo inscrito PQR para que cumpla con la
condicion de que tenga perimetro minimo era la dificultad de este problema. Por tal motivo
crear un modelo dindmico del problema permitia que los estudiantes realizaran

exploraciones y plantearan conjeturas respecto a la posicion de los vértices.

Para este inciso Vera construyé un modelo dinamico del problema donde los puntos P,Qy
R son mdviles y estan sobre los lados AC, BC y AB correspondientemente. La movilidad de
los puntos le permitieron crear una familia de triangulos PQR inscritos. Al realizar la
exploracién Vera observé como se modificaba las medidas de los angulos, lados y perimetro
del triangulo PQR a medida se movian los puntos sobre los lados del triangulo ABC, ver
Figura 21. Lo que le permiti6 plantear una conjetura que sugiere que a medida que uno de
los angulos del triangulo PQR se aproxima a 180° el perimetro aumento y en cambio, cuando
la medida de los angulos se aproxim6 a 60°, el perimetro disminuyd. Concluyendo que la
solucion se encuentra cuando los vértices del triangulo PQR estan en los puntos medios de
los lados del triangulo ABC. En esta exploracién la herramienta juega un papel importante
ya que muestra la forma en como cambia la medida de los angulos y el perimetro del
triangulo a medida se mueven los puntos, el control que permite este arrastre y la medicion

de objetos son algunas de las heuristicas propias del proceso de exploracion en GeoGebra.
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Perimetro = 10.29

CcQ=519

AP =122 PC =478

Figura 21. Exploracion realizada por Vera.

En el modelo presentado por Hugo se observa que los puntos P, Q y R son puntos maéviles
sobre los lados AC, BC y AB respectivamente. EI movimiento de cada punto genera una
familia de tridngulos PQR inscritos en el triangulo ABC y modifica la medida de los angulos

del triangulo PQR, todos estos elementos en la vista grafica 1 en la Figura 22.

Por otro lado, en la vista grafica 2 de la Figura 22, se observa los puntos G, Ky I que tienen
como abscisa la distancia de los puntos P,Q y R al eje x correspondientemente y en las
ordenadas el perimetro del triangulo PQR. También se observa el lugar geométrico (azul)
que describe el punto G respecto al movimiento de P sobre el lado AC. El lugar geométrico
(negro) que describe el punto K respecto al movimiento de Q sobre el lado BC. El lugar
geomeétrico (rojo) que describe el punto | respecto al movimiento de R sobre el lado AB.
También se observa la recta L perpendicular al eje y en el punto L = (0,9), esta hace

referencia al perimetro del triangulo PQR, ver Figura 22.

9.2°
Y 60.29° , I

BJ=405%°
4 » c

1 2 3 4 5 k1 7 8 T

Figura 22. Modelo dinémico—presentado por Hugo.
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La exploracién al modelo dinamico le permitié analizar el comportamiento de los lugares
geométricos y conjeturar que cuando los vértices del tridngulo PQR se aproximan al punto
medio de los lados, los puntos G, Ky I se aproximan a la recta L, ver Figura 23. Este arrastre
le permitid establecer una relacién entre la ubicacion de los vértices del triangulo PQR y la
variacion del perimetro. Con esta exploracion Hugo establecid relaciones matematicas
explicitas a partir de informacion empirica visual. Se debe sefialar que a pesar de obtener los
lugares geométricos Hugo no tuvo la iniciativa de investigar las propiedades de la conica o
de justificar su conjetura, estos elementos resultan importantes porque puede ser un punto

de partida para la formulacion de nuevos problemas.

Figura 23. Aproximacion de los lugares geométricos a la recta L.

Se debe sefialar que Carmen presentd una solucién donde no hay evidencia del uso de
GeoGebra, es decir no existe un modelo dindmico del problema ni evidencia de
exploraciones. El problema lo abordd tomando como referencia las estrategias usadas en los
otros incisos, para mas detalles ver la solucién completa en el apéndice B.

Implementacién de un plan de solucion:

Carmen y Hugo reportaron soluciones similares entre si, con pequefias variaciones de estilo.
Ya que utilizaron la misma heuristica de trabajar un caso particular del problema para luego
trabajar el problema original. Ademas, utilizaron los mismos recursos, es decir la ley de

cosenos Yy elementos del calculo para analizar la funcion perimetro.

Obseérvese que Carmen primero trabajé un caso particular donde considera que el triangulo
PQR inscrito es equilatero, su objetivo es encontrar la medida del lado PR y demostrar que
el perimetro es minimo. Su procedimiento se resume en utilizar la ley del coseno para

expresar la longitud del lado PR del triangulo PQR en términos de variables x, obteniendo
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como resultando que PR = /3(x2 — 6x + 12). Luego defini6 la funcion perimetro f(x) =

3\/3(x2 — 6% + 12) y procedio con el anélisis usando herramientas de calculo hasta concluir
que triangulo equilatero de perimetro minimo se obtiene cuando el lado PR mide 3 cm, ver

Figura 24.

d) SiP.Q, & R se seleccionan de manera arbitraria sobre los lados de ABC y se calcula
el perimetro de los diferentes triangulos PQR, ;donde deben estar situados PQR para
que perimetro sea minimo? ;Por qué?

Consideraremos primero el caso en donde el tridngulo inscrito también sea equilatero, es
decir, cuando los segmentos AR=CQ =BP=xyRC=BQ=AP=6—xconxen el
intervalo [0,6], entonces los segmentos PQ=QR=QP son igual y satisfacen:

PR =J(x2+(6—x)2—2-x-(6—x)-cos(60°)) =2x2 —12x + 36 — 6x + x?

=/3x2 —18x + 36 = /3(x2 — 6x +12)
Por lo cual podemos definir al perimetro como f(x) = 3,/3(x? —6x + 12)

Calculando la primera derivada obtenemos f'(x) = 3§ (3(x* —6x + 12))_%3 (2x —6)

1
Observamos que f'(x) = 0, cuando (3(x* — 6x +12)) 2 = 0 6 2x — 6 = 0, sin embargo,
(3(x* —6x + 12))_% > 0, para todo x, entonces solo se satisface que 2x —6 =0 = x =
6
-=3.

2

Calculando la segunda derivada se tiene:
9 1 9 _3
f(x) = E(3(x2 —6x +12)) 2(2) —3 (3(x* — 6x +12)) 2(2x — 6)"2

Evaluando en x=3 se tiene que f'"(3) > 0, por lo que f alcanza su minimo cuando x=3,
concluyendo que el triAngulo equildtero de menor perimetro inscrito en un tridngulo
equilatero de lados de 6cm, es el triangulo que mide 3cm por lado.

Figura 24. Solucién de Carmen al inciso d), caso particular.

Una vez encontrada la solucion del caso particular decidi6 abordar el caso general (problema
original) utilizando los mismos recursos Yy estrategia, pero sin encontrar la solucion, ya que
Unicamente dejo expresada la funcion perimetro y no continud con el analisis usando las
herramientas de célculo debido a la dificultad que implicaba analizar la funcién, ver Figura
25.

50



Consideraremos primero el caso en general, entonces definimos a las longitudes de los segmentos de la
siguiente forma: AP=x, PB=6-x, BQ=y, QC=6-y, CR=z, RA=6-z con x,y,z en el intervalo [0,6], entonces las
longitudes de los segmentos PQ, QR, QF son de la siguiente forma:

PR=J(x2+(6—z)2—2-x-(6—2)-003(60°))=J[x2+(6—z)2—x-(6—z)).

QP=J(yz+(6—x)2—2-y-(6—x)-cos(60°))=J[y2+(6—x)2—y-(6—x)).

RQ = J(zz +(6—y)2—2-z-(6—y) - cos(60°)) = J(zz+(6—y)2 —z-(6—y)).

De donde definimos al perimetro como la siguiente funcién:

f(x,y,z)=J(x2+(6—2)2—x-(6—2))+J(yz+(6—x]2—y-(6—x))

+J(zz+(6—y)2—z-(6—y))

La cual estamos interesado en minimizar.

Figura 25. Solucion de Carmen al inciso d), caso general.

Obsérvese que gracias al modelo dindamico y a la exploracion realizada Hugo establecio que
la solucion al problema se encuentra cuando los vértices del triangulo PQR estan sobre los

puntos medios de los lados, ver Figura 26.

Respuesta:
La solucidn tiene que ser un equildtero cuyos vértices coinciden en los puntos medios de cada lado
La solucion fue basada en GeoGebra.

Figura 26. Conjetura planteada por Hugo.

Para demostrar su conjetura Hugo trabajo un caso particular del problema y luego el caso
general (heuristica de trabajar un caso particular). En el caso particular Hugo considera que
a =b = cy el tridngulo PQR inscrito es equilatero. Su procedimiento se resume en aplicar
la ley del coseno para establecer una expresion que relaciona a PQ. Luego de realizar algunos
calculos encontrd una ecuacion racional que expresa la distancia del segmento PQ. Con esta
informacion procedié a establecer la funcion perimetro y calculd la primera derivada,
obteniendo el valor a y encontrando la posicion en donde deben estar los vértices del

triangulo equilatero, ver Figura 27.
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Finalmente se dejé en solo dos casos

1) a = b = c; APQR es equilatero

V/

B PQ?=a?+(—-b)?—a(l—Db)
PR?=a’+(—a)—-a(l—a)
PQ2=a?+1>+a’>—2la—al+a?
PR?=3a?—-3la+1?

Perim.= p(a) = 3y 3a? — 3la + I?

s 9(2a -1
C P(a):ZVB 2—3al+ 1?2
A R a*— 3al+
C Haciendo p'(a) = 0
9(2a — D=0
2a —-1=0

a—=—

2

Figura 27. Caso particular donde el triangulo inscrito es equilatero.

Resulta interesante observar que a pesar de que cre6 un modelo dinamico del problema, la
figura utilizada no es una construccion precisa del problema. Es decir, que la figura no
representa las condiciones iniciales que establecio para este caso particular, por ejemplo,
podemos ver que el tridngulo PQR no es equilatero y la medida de a, by c no es la misma,

ver Figura 28

A R
c

Figura 28. Construccion realizada por Hugo para el caso particular.

En la segunda parte del problema se aprecia que trabajo el caso general donde los vértices
se ubican en cualquier posicion de los lados del tridngulo ABC, su forma de abordarlo es
similar que el caso particular, es decir uso la misma estrategia y los mismos recursos de
geometria y calculo. Su procedimiento se resume en usar la ley de coseno para establecer la
distancia de los lados del triangulo PQR, luego establecié la funcidn perimetro, calcul6 las
derivadas y finalizé el procedimiento estableciendo el valor de los lados, ver Figura 29. Para

ver la solucion completa ver apéndice B.
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2) Considerando el diagrama anterior, se tiene
PQ=+al+({-b)2—all—b)

QR=+b2+ ()2 —b(l—0)

PR=J2+(—-a)?—c(l—a)

Por lo que el perimetro estd determinado por la siguiente expresion

p=vaZ+ (b2 —all-bh+yb2+(1-cP-bl-c)+Je2+ (U —a)?—c(—a)
Bajo las restricciones
0<a<l
0<b<l
0<e<l
Derivando parcialmente la funcion
_ —l+b+2a + c—2(l—a)
Xf—al-D)y+(1-b)2+a® 2-cl-a)+(—a)+c?
, —l+c+2b a—2(l—b)
pb:z\/—b(l—r)+('l—c)2+b2 2y—a(l—b)+ (I — b)2 + a2
_ —l+a+2c N b—2(l—rc)
2/-cl-a)+ (I —a)?+c2 2/-b(l—c)+(l—c)?+ b2

1

Pa

'

Pc

. - ) 1
Para lo anterior se verificaque p'y =pp=pr=0sia=b=c= 4 perono se sabe nada acerca de que
sea solucion dnica.

Figura 29. Caso general donde los vértices se encuentran en cualquier posicion.

Vera no reporta una solucién al inciso d) a pesar de que realizé6 un modelo dindmico del
problema y que con ayuda de la exploracion logrd conjeturar que los vértices triangulo PQR
se deben ubicar en el punto medio de los lados del triangulo ABC. Una hipétesis para
explicar este hecho es que Vera no tiene los recursos para demostrar su conjetura y en
consecuencia no presenta una solucion formal, sino que queda en solo una exploracién, ver
Figura 30.

Al estudiar la figura en GeoGebra se observa que si uno de los angulos se acerca mucho a 180° el
perimetro crece, en cambio cuando los angulos se asemejan cada vez mas entre si, el perimetro decrece,
por lo que el triangulo PQR de menor area es aquel que tiene sus vértices en los puntos medios de los
segmentos que conforman el tridngulo ABC.

https://www.geogebra.org/m/nhphswis

Figura 30. Conjetura planteada por Vera, inciso d).

Modelo Dinamico y uso de la herramienta

Para este problema Vera utilizé la herramienta para crear un modelo dinamico. En su modelo
se observa que los puntos moviles P,Q y R le permitieron generar una familia de triangulos
inscrito. Ademas, encontrar la medida de los angulos, lados y perimetro del triangulo PQR

le permitieron observar como se relacionaban y variaban las medidas conforme se movian
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los puntos moviles. Esta exploracion al modelo le permitio plantear una conjetura respecto
a la posicion de los vertices del triangulo PQR para que cumpliera con la condicién de tener
perimetro minimo, ver Figura 31. El arrastre de los puntos mdviles y la medicion de los
angulos y lados le permitié observar relaciones y plantear la conjetura que la condujo a la
solucion del problema.

BQ=395

Perimetro = 9.76

RA =338 ¥ =51.65°

AP=218 PC=382

Figura 31. El arrastre de los puntos mdviles permitié que Vera notara la variacion en

la medida de los lados, angulos y perimetro.

La exploracion al modelo dinamico realizado por Hugo le permiti6 establecer relaciones
entre la altura de los puntos moviles P,Q y R y la variacién del perimetro, como resultado
obtuvo los puntos I, Gy K. El arrastre de los puntos moviles sobre los lados le permitid
encontrar el lugar geométrico generado por los puntos I, G y K. Analizar la trayectoria de los
puntos sobre los lugares geométricos le permitié concluir que cuando los vértices del
triangulo PQR se encuentran cerca del punto medio de los lados, el perimetro del triangulo

PQR es minimo ya que los puntos se acercan de la recta L, Figura 32.

=81.8°
v=61.1 2

B =37.03; 10

8

Figura 32. Lugar geométrico generado a partir del movimiento controlado de los

puntos P, Q y R.
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En la solucion reportada por Carmen no hay evidencia del uso de GeoGebra, a pesar de que
las instrucciones del problema especifican claramente los elementos que se esperan ver.
También llama la atencidn que no hay evidencia de que utilizo la herramienta para construir
la figura que el problema demanda, por lo que se considera que abordé el problema como si

lo trabajara en lapiz y papel y no siente la necesidad de usar la herramienta.

A continuacion, se sefialan otros elementos de esta solucién, por ejemplo, obsérvese que
Hugo demuestra tener una estrategia de control, que le permitié tomar decisiones respecto a
continuar o abandonar una solucién. En la Figura 33 se puede apreciar una aproximacion, al
inciso d), que fue abandonada debido a la dificultad que implicaba resolver los

procedimientos algoritmicos.

Una vez corregido mi respuesta ingenua en el enciso b, la respuesta me permitié tomar la
siguiente expresion para poder realizar un analisis.

, 2 5 s .2
36+/3—x74/3 2, " b +x—a
(#) =xb - (f)
] &

]

[363 - x?:) =36xb - 9(b" +x - a)

3(36 - xz)_ = 36)(2})2 - f}(bl + x2 - a'})

3x'— 216x" + 3888

——9a + 18a’b*+ 18a°x" — 9b* + 18b°%° — 9"
0 =— 3888

—9b*—9q4 ¢ 18a2b2+(1802+ 18b° — 216)){27 12 x
—12x"+b;+c0=0

4

X =

Figura 33. Aproximacion abandonada por Hugo.
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Conclusiones del analisis de la fase intermedia.

El analisis de la fase intermedia permitio observar la forma en como los estudiantes se han
apropiado del marco de resolucién de problemas y la incorporacion de la herramienta a la
resolucion de problemas.

En esta fase Carmen demostrd habilidad para realizar los procedimientos algoritmicos y
dominio de los conceptos de geometria y algebra, pero present6 dificultad al realizar la
transicion de razonar un problema de forma estatica a razonarlo de forma dinamica, es decir
tuvo dificultad para presentar una solucion que dependa del anélisis de un modelo dindmico.
El primer acercamiento de incorporar la tecnologia lo realizé en el problema 6, en donde la
exploracion al modelo dinamico le permitié observar la forma en como disminuia la medida
de uno de los angulos, pero la exploracién no brindd los suficientes elementos para plantear
conjeturas o encontrar una estrategia que conduzca a la solucion, por lo que se concluye que
utilizo la herramienta para hacer una construccion precisa del problema, ya que todas las
conjeturas que planted vienen precedidas de la interpretacion de la figura, para mas
referencias ver apéndice C. En el problema 7 no hay evidencia de un modelo dinamico ni
usé GeoGebra para construir una representacion del problema, en otras palabras, trabajo el
problema en lapiz y papel y solo escribié la solucidén. Con estos elementos se puede decir
que Carmen no se ha apropiado de la herramienta y no siente la necesidad de usar GeoGebra,
ya que las conjeturas que plantea vienen precedidas de la interpretacion de los datos y el
analisis de la figura del problema, ademés sigue presentando aproximaciones cortas y
precisas, sin reportar sus dificultades o las soluciones que abandond al resolver el problema.
En esta fase Vera demostrd sus primeros acercamientos de incorporar la tecnologia a la
resolucion de problemas. En el problema 6 utilizO GeoGebra como un mecanismo de
comprobacion visual del movimiento del punto R, esto luego evoluciono a la creacion de un
modelo dinamico del problema y a la realizacion de exploraciones que la condujeron a
formular conjeturas respecto a la posicion de los vértices en el problema 7. La exploracion
al modelo dindmico, el arrastre y la medicion le permitieron realizar una comprobacion
visual de la respuesta del problema y a su vez a la formulacién de conjeturas. A pesar de
demostrar una evolucién en cuanto al uso de herramienta se puede observar que no cuenta
con los recursos para resolver los problemas de esta fase. En el problema 6 quedd

evidenciado cuando seleccion0 la estrategia y aplico el teorema del cateto, ya que cometid
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errores, uno al intentar recordar el teorema y otro al aplicarlo de forma incorrecta en el
problema, para ver el analisis completo de este problema ver el apéndice C. En el problema
7 no reporta la solucion al inciso d), sino que Gnicamente deja planteada la conjetura respecto

a la posicion de los vértices.

En esta fase Hugo demostrd sus primeros indicios de incorporar la tecnologia a la resolucién
de problemas. En la solucion del problema 6 resalta que realizd una exploracion que solo le
permitio realizar una verificacion visual de las hipotesis que brinda el problema y presentar
argumentos geometricos que explican la razon porque R se mueve a la derecha. En lo
reportado del problema 7 se observa que (en el inciso b) la exploracion al modelo dinamico
le permiti6 plantear una conjetura y convertir un problema particular a uno general
(heuristica de generalizar). En el inciso d) la exploracién al modelo dindmico y el arrastre
para generar un patron le permitié plantear la conjetura de la posicion de los veértices del
triangulo PQR. Del trabajo de Hugo también se observa la utilizacion de heuristicas propias
de GeoGebra como el arrastre, la medicion y el rastro, asimismo hay evidencia de heuristicas
propias del marco de resolucién de problemas como trabajar un caso particular del problema,
de generalizar resultados y agregar un elemento auxiliar. Otro elemento que se puede sefialar
es que utilizé el arrastre como un instrumento para verificar el resultado obtenido en el inciso
b). En esta fase Hugo demostrd tener recursos sélidos ya que tiene destreza para realizar los
procedimientos algoritmicos y manejo de las definiciones, sin embargo, presentd dificultad
en la comprension del problema 6, que lo condujo a trabajar un problema distinto al original.
En resumen, Hugo demostrd un mejor desempefio en esta fase, presentando varias

aproximaciones, creando modelos dindmicos y usando heuristicas propias de GeoGebra.

Tabla 4.6. Resumen de la solucion del problema 6, ver apéndice C.

Estudiante | Recursos Heuristicas | Uso de la | Errores o dificultades
Herramienta
Vera Procedimientos Utilizé Cometio un error al hacer la
algoritmicos: GeoGebra proyeccion sobre el cateto
Aplicar el teorema del como un | OR, cuando en realidad la
cateto medio de | proyeccion de los catetos
comprobacion | debe hacerse sobre la
Hechos y visual de los | hipotenusa.
definiciones: elementos que | también utilizé
Definicion de buscan incorrectamente la formula
triangulo rectangulo. demostrar del teorema, ya que olvida
Teorema del cateto. elevar al cuadrado 0Q en la
expresion 0Q = (0OA)(OR).
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Tabla 4.7. Resumen de la solucién del problema 6, ver apéndice C.

complementarios.
Teorema de Pitagoras.
Concepto de limite,
Identidades
trigonométricas.

geomeétricos
que explican la
razon porque R
se mueve a la
derecha.

Estudiante | Recursos Heuristicas | Uso  de  la | Errores o dificultades
Herramienta
Carmen Hechos y definiciones: | Elemento | Utiliz Cometié un error al
Definicion de | auxiliar GeoGebra para | calcular el valor del &ngulo
triangulo isdsceles y realizar ~ una | OPR expresandolo como
rectangulo. exploracion 180 — 180°=<Q0P _
Def. de cuerda. donde observo | ;54._,qop
Def. de  angulos el movimiento | — 5
congruentes. del punto R y
Def. de segmentos la medida de
congruentes. uno de los
Def. de  é&ngulo angulos.
complementario y
suplementarios.
Propiedades de los
triangulos rectangulos
e isosceles.
Teorema de la suma de
los angulos internos de
un triangulo.
Teorema de lado
mayor se antepone
angulo mayor.
Competencia
relevante:
Identificar que el
punto R alcanza su
limite cuando la
cuerda PB se aproxima
al diametro de la
circunferencia AB
Hugo Procedimientos Elemento | Realiz6  una | Cometié un error cuando
algoritmicos: auxiliar exploracion realizd la construccion de
Aplicar el teorema de gue solo le | lafigura, ya que considerd
Pitagoras. permite que los segmentos OP y QP
realizar ~ una | son congruentes cuando en
Hechos y definiciones: comprobacion | realidad los segmentos
Def. de tridngulo visual y | congruentes son OP y 0Q.
isdsceles y rectangulo. presentar
Def. angulos argumentos
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Tabla 4.8. Resumen de la solucién del problema 7

Def. de punto medio

Teorema de Pitagoras.
Férmula de perimetro

Razon de proporcionalidad en
la semejanza

heuristica  de
arrastre, que le
permite  tener
control del
movimiento de
los puntos que
estan sobre los
lados del
triangulo ABC y
de la familia de
triangulos

inscritos.

Estudiante | Recursos Heuristicas Uso de la | Errores 0
Herramienta | dificultades
Carmen Procedimientos algoritmicos: | Utilizd la Cometid un
Utilizar los criterios de | estrategia  de error  cuando
congruencia de triangulos. trabajar un caso calculo la
Aplicar el teorema de | particular del segunda
Pitagoras problema. derivada, vya
Aplicar la ley de coseno que aplica la
Operaciones aritméticas regla de la
bésicas. cadena de
Calcular la primera y segunda forma
derivada. incorrecta
Encontrar los puntos criticos.
Hechos y definiciones:
Def. de triangulo isésceles
Def. de triangulo equilatero
Propiedades de los tridngulos
equilateros
Ley de coseno
Férmula de perimetro
Angulos
Vera Procedimientos algoritmicos: | Uso la | Hizo un
Aplicar el teorema de | heuristica  de | modelo
Pitagoras elemento dindmico del
Utilizar la  formula de | auxiliar cuando | problema vy
perimetro afiadié la | utiliz6 la
Demostrar la congruencia de | bisectriz ~ del | movilidad
triangulos. angulo «CAB | para observar
para establecer | la variacion
Hechos y definiciones: la  semejanza | en la medida
Def. de tridngulo equilétero entre los | de los lados,
Def. de triangulo rectangulo triangulos angulos y
Def. de bisectriz También se | perimetro.
Def. de angulo observa la
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Tabla 4.9. Resumen de la solucién del problema 7

Def. de triangulo equilatero y
rectangulo.

Def. de perimetro.

Férmula de area del tridngulo
equilatero.

Férmula de perimetro.

Ley de cosenos.

Criterio de congruencia de
triangulos.

Teorema de Pitagoras

heuristica de
trabajar un caso
particular, esto se
aprecia  cuando
trabajo  primero
con el triangulo
inscrito equilatero
y luego trabajo el

caso original.
Utilizo la
heuristica de

generalizar en el
inciso b), ya que
primero  resolvio
un caso general y
luego resolvid el
caso particular del

problema

El arrastre y el
rastro le
permitieron

generar los lugares
geométricos  que
describen los

puntos I, G y K.

Cre6 un modelo
dindmico que le
permitié
establecer la
posicién de los
vértices del
triangulo  PQR
en el inciso d).

Estudiante | Recursos Heuristicas Uso de la|Errores o
Herramienta dificultades
Hugo Procedimientos algoritmicos: | Utilizé la | Cre6 un modelo | Confundi6
Aplicar el teorema de | heuristica de | dinamico  del | la
Pitagoras. elemento auxiliar | problema y | simbologia
Resolver ecuaciones | al trazar la altura | utilizd la | de la
cuadréticas. BX que es la altura | movilidad para | congruencia
Despeje de variables. del triangulo PBQ | plantear ~ una | con la de la
Calcular el perimetro. en el inciso d). conjetura semejanza,
Utilizar los criterios de | También utilizé el | general que le | por lo que
congruencia. arrastre, que le | permite se observan
Encontrar la mediatriz con | permitié tener | encontrar la | varios
regla y compas. control del | solucion al | errores en
Calcular raices cuadradas. movimiento de los | inciso b). su trabajo,
Calcular derivadas veértices del , pero no
Aplicar la ley de coseno. tridngulo PQR a | Creo unmodelo | 5gecray  en
Ubicar puntos en el plano. medida se mueve dinamico  del | g, 51cjgn,
el punto H en el pro_bl_ema para
Hechos y definiciones: plano. verificar la
Definicion de congruencia. respuesta  del
También utilizo la | "NCISO ).
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A continuacién, se presenta una aproximacién mediada por GeoGebra. El objetivo de esta
aproximacion es evidenciar codmo se puede incorporar la herramienta en la solucion de
problemas y como se pueden presentar argumentos que permitan demostrar que triangulo
PQR inscrito debe ser equilatero y sus vértices deben estar en los puntos medios. Ademas,
se puede observar cdmo se establecen nuevas relaciones con otros objetos matematicos.

Primero se ubican los puntos moviles P,Q y R en los lados del AC, BC y AB. Observe que si
los puntos Q y R estan cerca de los vértices y el punto P se mueve sobre AC, el perimetro
del triangulo varia entre 11 y 17 cm, ver Figura 34. Con la informacion que brindan estos

dos casos no se puede sacar una conclusion respecto a la posicion de los vértices.

R Perimetro = 11.02 Perimetro = 16.32

Figura 34. Analisis de algunos casos.

Si se estudian los casos donde los vértices se ubican cerca de los puntos medios, se puede
observar que el perimetro disminuye y que la medida de los angulos se aproxima a 60°, ver
Figura 35. Este ultimo ejemplo sugiere que se analice los tridngulos equilateros inscritos, ya
que es posible que el triangulo que se busca sea equilatero. Ahora interesa realizar un modelo
que permita construir una familia de triangulos equilateros inscritos, para demostrar nuestra

conjetura y encontrar en qué posicion deben estar los vértices.

Perimetro = 9.2

4

Figura 35. La medida de los angulos se aproxima a 60°.
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Para continuar con la solucion se trabajara un caso particular del problema, es decir se va a
inscribir un triangulo, al considerar esta condicion, surge la interrogante de como se puede
inscribir un triangulo equilatero dentro del triangulo equilatero ABC. En la Figura 36 se

observa que los puntos Py K son puntos moviles y vértices del triangulo equilatero PFK.

10 1 2 3 4 5 6 7

1

Figura 36. Tridngulo equilatero PFK.

Observe que a medida se mueve el punto K se genera una familia de tridngulos equilateros,
ahora interesa saber en qué lugar el vértice F interseca al lado BC, ya que ese serd uno de
los vértices. Al utilizar la opcion de lugar geométrico se puede observar el rastro que deja el

punto F a medida se mueve el punto K, ver Figura 37.

B

1

A
[ 1 2 3 4 5 ] 7 8

1

Figura 37. Lugar geométrico del punto F.

Ahora interesa conocer la intercepcion del lugar geométrico de F con el lado BC. Para poder
encontrar el lugar geométrico se va a rotar el lado AB con una rotacién de 60° en sentido
horario con respecto a P. Se marca las intercepciones y se encuentra el punto Q, que sera uno

de los vértices del triangulo equilatero inscrito, ver Figura 38.
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! J/ Q F

1

A
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 38. Rotacion de 60° del lado AB con respecto a P.

Una vez obtenido el punto Q solo resta trazar la mediatriz del segmento PQ, marcar la
intercepcion con el lado AB vy asi se obtiene el triangulo equilatero PQR. Obsérvese que se
genera una familia de triangulos equilateros inscritos al mover el punto P sobre el lado AC.
Interesa encontrar la posicion de los vértices del triangulo PQR que permitan obtener el

perimetro minimo, ver Figura 39.

Figura 39. Familia de tridngulos equilateros inscritos.

Para poder encontrar en qué posicion deben estar los vértices del tridngulo PQR, se construira
un punto M que tenga como abscisa las coordenadas de x del punto P y en las ordenadas el
perimetro del tridngulo PQR. Ahora si se traza el lugar geométrico que genera el punto M
cuando P se mueve, se obtiene el recorrido de color rojo. Si se analiza el lugar geométrico
se puede apreciar que el punto M tiene un movimiento similar al de una hipérbola. Para
realizar una verificacion rapida de la hipdtesis se puede usar el comando de conica dado
cinco puntos. Una vez comprobada la hipotesis se procede a analizar el movimiento del
punto M sobre la hipérbola y como varia el perimetro del triangulo PQR.

Observe que a medida el punto P se aproxima al punto medio del lado AC, el punto M se
acerca al vértice de la hipérbola y el perimetro disminuye. Con esta exploracion se puede

establecer que cuando M es el vértice de la hipérbola el perimetro del triangulo PQR es
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minimo. Al observar estos argumentos se puede concluir que los vértices del triangulo PQR

deben estar sobre los puntos medios de los lados del triangulo ABC, ver Figura 40.

Hipérbola ¢: Conica que pasaporE, G, H, I, L
10 Lugar Geometrico lugar2: LugarGeométrico(M, P)

Perimetro=29

Figura 40. Triangulo PQR de perimetro minimo.

4.3 Analisis Fase Final

En esta fase se analiza el desempefio de los participantes al trabajar el problema 8: Las
coordenadas de los vértices del triangulo ABC son A (0,0),B (5,0) y C (0,10). El punto A
se refleja sobre el segmento BC y se obtiene A’. Encuentre las coordenadas del punto A’. Sea
B’ el punto reflejado de B sobre AC y C' el punto reflejado de C con respecto AB

respectivamente. Encuentre el area del triangulo A’'B’C’.

El anélisis destaca la forma en como los estudiantes presentan la solucion, los recursos y
heuristicas utilizadas, las conjeturas planteadas, las exploraciones realizadas, el uso de la
herramienta y creacion del modelo dindmico y la formulacion de problemas de extension. El
analisis se divide en la etapa de comprension del problema, implementacion del plan, modelo

dindmico y uso de la herramienta.

Comprension del problema:

La reflexion de un punto con respecto a una recta representd un aspecto esencial en la
solucion de este problema, ya que permitia encontrar el triangulo A’B’C’. La principal
dificultad del problema era determinar la base y la altura del triangulo A’B’C’, datos

necesarios para calcular su area.

En la solucion reportada por Carmen se observa que cometio un error al realizar la reflexion

de los puntos ABYy C, por ende la ubicacion de A’,B’,C’" y la construccion del triangulo
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A’B’C’ no es lo que establece el problema. En consecuencia, Carmen encuentra el area de un

triangulo diferente al que el enunciado del problema establece.

Si se observa la figura presentada por Carmen vemos que el punto A’ lo ubica sobre la recta
CB especificamente en la intercepcion entre la recta CB y la perpendicular a CB que pasa por
el punto A, realiza el mismo procedimiento con los otros puntos obteniendo asi al triangulo
AA’B’C’ = ACA’A, ver Figura 41.

A

EI 2 ] 5

Figura 41. Construccion del triangulo ACA'A realizada por Carmen.

Con la explicacién que brindd Carmen se observa que entendio la reflexién cémo la
proyeccion del punto A sobre la recta reflejante BC, ver Figura 42. Lo que demostraria que
no maneja el tema de la reflexion, es decir no cuenta con los recursos para resolver este

problema.
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Para obtener las coordenadas del punto A’, por construccidn este debe estar en la recta perpendicular a
la recta que pasa por By C, la cual la podemos obtener por medio de la recta que pasa por dos puntos,
donde B = (x1,y1) v € = (x2,¥2).

_Y2mN _wo
¥y y17x27x1(x x) = y775(x 5)= —2x+10.

Entonces la perpendicular a esta recta que pasa por A es.
1
=-x.
Y72
lgualando ambas ecuaciones se satisface que
1
& —2x+10= Ex =

Es decir A' = (4,%4) = (4,2). Por otra parte, el punto B’ debe estar en la
8 recta perpendicular a la recta que pasa por Ay C, pero al estar esto dos en el
eje X, entonces B’ debe de estar en una recta paralela al eje Y, pero la Gnica
recta que pasa por Ay C es X=0, entonces la interseccién de entre X=0y Y=0
es el origen, es decir, B’ = (0,0) = A. Finalmente, el punto C’ es el punto
reflejado de C con respecto BC respectivamente, al estar C en el segmento BC,
entonces se tiene que C'=C. De esta forma el triangulo A’B'C’=A’AC.
Observamos que ZCAB = 2CA'A =90°, ademas 2ACB = £ACA’, de
donde se tiene entonces que£ABC = £CAA’, utilizando el criterio AAA, los
triangulos ACB y A’CA son congruentes.

Figura 42. Explicacion presentada por Carmen.

En la solucidn reportada por Vera se ve que cometio los mismos errores de Carmen al ubicar
los puntos A’,B’y C’ que son la reflexion de los puntos A,By C con respecto a la recta
BC,AC y AB. En consecuencia, trabaj6 un problema distinto ya que encontro el area de un
triangulo diferente al del problema. Al leer la explicacion de Vera se observa que entendio
la reflexion de la misma forma que Carmen, es decir entiende que A’ debe estar en la

intercepcidn de la recta BC con la recta perpendicular a BC que pasa por A, ver Figura 43.

Para reflejar el punto A sobre el segmento BC, se levanta una perpendicular desde el segmento dado y
que pasa por el punto 4, el punto de interseccidon entre estos dos es el punto A’, el punto B’ esta en la
misma posicién que A y el punto €' se refleja en la misma posicién que C.

Ahora para encontrar las coordenadas del punto A’, encontremos las ecuaciones de la recta
perpendicular y de la que pasa por los puntos C y B.

Figura 43. Explicacion presentada por Vera.

Una hipotesis para explicar esta situacion es que existe la posibilidad de que las estudiantes
se reunieron para resolver el problema, es decir, una le explico a la otra su forma de entender
el problema y en consecuencia presentan los mismos errores. Otra hipotesis es que Carmen
y Vera realizaron una mala interpretacion del enunciado del problema, comprendiendo que
cuando el problema hace referencia que el punto A se refleja sobre el segmento BC, ellas

interpretan que el punto A’ debe estar directamente sobre el segmento BC, aplicando el
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mismo procedimiento con los otros puntos. Ambas situaciones demuestran que las

estudiantes no manejan el tema de la reflexion a pesar de tener una formacion matematica.

En la solucién reportada por Hugo se ve que también cometio el mismo error que sus
comparieras al realizar reflexion del punto A con respecto a CB, en consecuencia, el punto
A’ no corresponde a la reflexion de A, sino que es el punto medio de la reflexion original.
Una hipdtesis para explicar este error es que no maneja el tema de la reflexion al igual que
sus compafieras, pero siguiendo su procedimiento se observa que Hugo aplico correctamente
la definicion de reflexion con los puntos B y C en consecuencia la ubicacion del punto B’y C’
si corresponde a lo pedido en el enunciado del problema, ver Figura 44. El éxito de su
procedimiento se debid a que realizé un cambio en el enunciado del problema, es decir
establecio que para ubicar el punto B’ usara la expresion “reflejado respecto a” en lugar de
“reflejado sobre”. Este aspecto demuestra que el error de Hugo es una mala interpretacion

del enunciado del problema, ver Figura 45.

Figura 44. Reflexion de los puntos A’, B’ y C' y construccion del AA’B’C'.

Para esta parte se considerarad que B’ es reflejado “respecto” a AC, y en lugar de “sobre”.

Figura 45. Hugo cambié la terminologia usada en la reflexion de B'y C'.

Obseérvese que Hugo presenta una lista de los recursos que necesitdo para resolver el
problema, esto permite ver la forma en como esta comprendiendo el problema y la forma en
cdmo esté relacionando los diferentes conceptos que intervienen en la solucién, ver Figura
46.
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Para la solucion de este ejercicio se considerara:

) La ecuacion de la recta que pasa por A’ y B,

. La ecuacion de la recta perpendicular del anterior punto.
) La propiedad de perpendicularidad de las rectas en
geometria analitica.

) La interseccion de las rectas del primer y segundo punto.
. La distancia de C’ a la interseccion indicada en el punto
anterior como altura del triangulo.

. La distancia de A’ a B’, como base del triangulo

Figura 46. Lista de recurso presentada por Hugo.

Implementacion de un plan de solucion:

Se debe resaltar que Carmen y Vera cometieron el mismo error al ubicar los puntos A’, B’y
C’ en consecuencia encuentran el area a un triangulo diferente al del problema original. La
misma situacion sucede con la solucién reportada por Hugo, ya que él también cometio el
mismo error al ubicar el punto A’. Tomando esto en cuenta se procede a analizar la estrategia
usada para encontrar la solucion.

La estrategia de Vera consistié en encontrar la medida del segmento A'B’y A’C’ que son la
base y la altura del triangulo A’B’C’. En su procedimiento establecio que usara el teorema de
Tales para encontrar estas medidas, pero en realidad esta utilizando la proporcionalidad que
se puede establecer entre los lados de los triangulos semejantes, con este argumento
demostro que no maneja el teorema de Tales y sus propiedades. Su procedimiento se resume
en utilizar algunas razones y proporciones entre los lados de los tridngulos semejantes, esto
le permitié encontrar la medida de la base y altura que son los datos que necesita para
calcular el area del triangulo A’B’C’, ver Figura 47. En este problema Vera utiliz6 GeoGebra
para realizar la construccién de la figura del problema, ya que no hay evidencia de la
realizacion de exploraciones y su estrategia viene precedida del analisis de la figura.
Tampoco hay evidencia de la formulacion de problemas de extensién o la generalizacion de

resultados.
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Para encontrar el drea del tridngulo A'B'C’ primero encontremos el valor del segmento BC usando Pitagoras
BC =102 + 52
=125
=./25(5)
=575
Ahora encontramos cuanto miden los segmentos A'B"y A'C’ usando Tales
BC B'C
— clc
AB  A'B’ 10§
Sustituyendo valores se tiene que
5V5 10
5 4B
Asi 6
g 10
V5
Racionalizando se tiene que 6
AB =25
Ahora encontremos A'C’
AC AT’
AB~ A'B ¢
Sustituyendo valores se tiene que
10 A'C
—_ A
5 25 2 90
Asi
208
A'C' = —5 = 45
Por dltimo, se tiene que sib = A'C’ y h = A'B’ entonces = N 3 T v
. bh  (4V5)(2V5) A B =
Area = z = 2 =20

Figura 47. Solucion reportada por Vera.

Para resolver este problema Carmen demostr6 que los triangulos AABC y ACA’A son
semejantes utilizando el criterio de semejanza AAA. Posteriormente establecid algunas
razones y proporciones entre los lados de los triangulos, esto le permitid establecer una razon
entre las areas de los dos tridngulos AABC y ACA’A y encontrar la solucién al problema, ver
Figura 48. A pesar de presentar una construccion en GeoGebra se observa que Carmen no
realiz6 ninguna exploracién al modelo, sino que se limit6 a utilizar la figura que brinda la
herramienta. Esto quedod evidenciado al presentar una solucion similar a la realizada en un
ambiente estatico donde las conjeturas y seleccidn de la estrategia vienen precedidas del

analisis de la figura.

Observamos que £CAB = £CA’A = 90°, ademés £ACB = £ZACA’, de
donde se tiene entonces quesABC = £CAA’, utilizando el criterio
AAA, los tridngulos ACB y A’CA son congruentes.

Utilizando el teorema de Pitagoras, se obtiene que la longitud del
segmento BC es igual a

J(AC)? + (AB)? = /52 + 102 =125 =25 » 5 = 5V5.
Observando que:

e N AC _AB BC 5V5 55 4B

CA'~ AA' AC~ 10 5=+2 2°
Entonces se tiene que:

AB - AC

—— AB-AC _ 5-10 5-v5 5

4
= = = == AB - AC = (5 10) = = 40.
A4 -AC  AA-AC AB-AC 2.2 4 ( )5
2z

AATA'C a0

Por lo que el area del tridngulo A'B’C” es igual a 5= 20

Figura 48. Solucién reportada por Carmen.
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La estrategia usada por Hugo para resolver este problema fue encontrar la altura del triangulo
A'B'C’' y la medida de la base B’A’, ya que estos datos le permitian calcular el area del
triangulo. Su procedimiento se resume en encontrar la ecuacion de la recta 2y + 9x = 10
que es perpendicular A’B’ que pasa por el punto C’, se debe sefialar que en este procedimiento
Hugo cometio un error, ya que la ecuacion es 2y + 9x = —20. Posteriormente defini6 al
punto P como la intercepcion entre la recta —2x 4+ 9y = 10 y la recta 2y + 9x = 10, este
punto sirvié de base para trazar la altura PC’ del triangulo, luego utilizo el teorema de la
distancia entre dos puntos para calcular la medida de B’A’ y de PC’ que es la base y altura
del tridngulo A’B’C’. A pesar de que Hugo agreg6 estos elementos auxiliares a la solucion
estos no se ven evidenciado en la figura que presentd del problema, ver Figura 49. Ya que
no se observan los nuevos elementos, se puede concluir que Hugo analiz6 la figura que
brinda GeoGebra y descubrio la estrategia que usaria para encontrar la solucion. Y al no
haber evidencia de los procedimientos algoritmicos se concluye que Hugo resolvio el
problema con lapiz y papel y solo transcribi6 las respuestas de los procedimientos.

Para esta parte se considerard que B es re

Solucién:
lArBr = —-2x+ 9y =10

Perpendicularalyrgr:ly = 9x+ 2y = 10
.. 14 22
Interseccién de lyrgrcon ly: P = (=, =

17" 17
Altura de AA’B'C:d(C’,P) = 2 =2
Base de AA'B'C: d(A',B") = v85

Por lo tanto

Figura 49. Solucién reportada por Hugo
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Extensiones:

Las caracteristicas del problema y la creacion de un modelo dindmico brindaron la
oportunidad para que los estudiantes crearan problemas de extension y generalizaran
resultados. La solucion reportada por Hugo presenta dos problemas de extension. En el
primer problema tomé como referencia el tridngulo A'B’C’ 'y propuso analizar el
comportamiento del area del triangulo A'B’C’' cuando A" es un punto moévil en el lado BC.
Notese que no encontrd la solucidn al problema, sino que solo propuso el problemay planted
una estrategia que podria servir de guia para encontrar la solucion, ver Figura 50. Al observar
estos elementos se puede pensar que Hugo exploré el modelo dinamico y encontré otras
relaciones que le permitieron plantear el problema.

a) Primera extensién
Considere el punto A" como un punto mévil sobre el segmento BC.
Analice el drea de AA’B'C respecto al area de AABC cuando A’ se mueve sobre el segmento.
¢Qué puede decir sobre las areas de los triangulos cuando se mueve A"?
Si encuentra o no alguna relacidn entre las areas, indique porqué ocurre esta relacion o falta
de relacion.
Estrategias importantes: considerar las paralelas.

Figura 50: Primer problema de extension presentado por Hugo.

Para el segundo problema Hugo establecid las siguientes consideraciones: B’ = B, C' = C.
Observe que tomo6 como referencia el triangulo ABC y propuso encontrar la posicion del
punto A’ de tal forma que el area del triangulo A'B’C’ sea el doble del triangulo ABC y otra
posicion en donde el area del triangulo A'B'C’ sea mitad del area del tridngulo ABC. Al
analizar el problema se puede ver que esta pensando en dos casos particulares, es decir solo
se cuestiono estas dos relaciones entre las areas sin ser capaz de llegar a la generalizacion.
En este apartado tampoco hay evidencia de una solucién, sino que solo propuso una
estrategia que puede servir de guia, se puede suponer que considera que los problemas de
extensidn no se resuelven, sino que solo se proponen, en la Figura 51 se presenta el segundo

problema de extension.
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b) Segunda extensién
ConsidereaB' =B, C' =C.
Refleje el punto A sobre el segmento BC. Llamelo P
Trace una circunferencia de radio AP.
Tome el punto A’ sobre la circunferencia.
¢En qué posicion deberia colocar a A’ para que el area de AA'B’C’ sea dos veces la de AABC?
¢En qué posicion deberia colocar a A’ para que el area de AA'B’C’ sea la mitad de AABC?
Estrategias importantes: considerar la altura del triangulo.

Figura 51: Segundo problema de extension.

Modelo Dinamico y uso de la herramienta:

Carmen y Vera solo utilizaron GeoGebra para construir la figura que el problema demanda,
dejando un lado la construccion de un modelo dinamico y la realizacion de exploraciones.
Con lo observado en esta fase se puede concluir que los estudiantes no se han apropiado de
la herramienta, ya que existe un comando especifico para realizar las reflexiones de puntos
sobre una recta, este comando pudo haber ayudado a evitar el error al realizar las reflexiones
de los puntos A, B y C. También se puede percibir que Carmen y Vera no sienten la
necesidad de usar la herramienta para resolver el problema, ya que la estrategia que proponen

viene precedida del andlisis de la figura.

En la solucién de Hugo se puede observar que utilizd la herramienta para construir la figura
del problema, pero no hay evidencia de la incorporacién de los nuevos elementos, es decir
no agrego el punto Py la altura PC’ a la figura que construy6 del problema, ver Figura 52.
Ademas, con los elementos mostrados se concluyd que resolvid el problema con lapiz y
papel y solo transcribid los resultados de los procedimientos, es decir su estrategia y
conjeturas proceden del andlisis de la figura que construy6 en GeoGebra. Sin embargo, se
puede observar que los problemas de extension surgieron de la exploracién de un modelo
dindmico, ya que presentd algunos casos particulares del problema y ademas presentd
algunas estrategias o pistas para encontrar la solucién, estos elementos permiten concluir

que utilizo la herramienta para formular los problemas.
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Figura 52: Construccidn realizada por Hugo sin evidencia del punto P y de la altura
PC.

Conclusiones del andlisis de la fase Final:

En conclusion, Carmen y Vera no cuentan con los recursos para resolver este problema, ya
gue no manejan el tema de la reflexion de un punto con respecto a una recta. Los errores que
ellas presentaron al encontrar los puntos A’,B’ y C’ las llevd a encontrar el &rea de un
triangulo diferente al del problema original. En el caso de Hugo cometi6 un error al encontrar
A’, aunque esto podria atribuirse a una confusién causada por el leguaje usado en el
enunciado del problema. Sin embargo, este error también lo llevd a trabajar un problema
diferente al original. La principal hipotesis es que los tres estudiantes tuvieron contacto al
resolver el problema, es decir un estudiante explicé a los demés su forma de entender el

problema y por tal motivo los tres estudiantes cometieron el mismo error al encontrar A’.

En esta fase Carmen y Vera demostraron que no se han apropiado de GeoGebra para resolver
problemas ya que Unicamente utilizaron la herramienta para construir la figura que el
problema demandaba. Es decir, no hay evidencia de la realizacidn de exploracion mediadas
por la herramienta, sino que la seleccion de la estrategia y las conjeturas vienen precedidas
del analisis de la figura. Por lo tanto, se concluye que existe algin grado de renuencia por
parte de las estudiantes a incorporar la tecnologia en el proceso de resolucion de problemas,
ya que las instrucciones del problema indicaban los elementos que se esperaban ver y en
clases también se hizo énfasis en usar GeoGebra como un instrumento que promueve la

reflexion matematica.
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En el caso de Vera no reporto la solucion al inciso d), sino que solo dejo expresada la
conjetura, pero sin su respectiva demostracion, con esto se puede concluir que no contaba
con los recursos para resolver el problema y esto también qued6 evidenciado en las otras
fases del curso.

En la solucion reportada por Hugo también se observa que cometio otros errores en los
procedimientos algebraicos que afectaron en la solucién. En cuanto al uso de la herramienta
se puede observar que para encontrar la respuesta al problema solo us6 GeoGebra para
construir la figura, en cambio para formular los problemas de extension creé un modelo

dindmico y realiz6 exploraciones de algunos casos particulares.

Tabla 4.10. Resumen de la solucién del problema 8.

Estudiante | Recursos Heuristicas | Uso de la | Errores 0
Herramienta dificultades
Carmen Procedimientos Utilizo la | Cometié errores
algoritmicos: herramienta para | al ubicar los
Encontrar la pendiente de construir lafigura | puntos
una recta. del problema. A, ByC que
Encontrar la ecuacion de una son la reflexion
recta perpendicular. de los puntos
Encontrar el punto de A,ByC
intercepcion de dos rectas. respectivamente.
Utilizar los criterios de
semejanza de triangulos.
Aplicar el teorema de
Pitadgoras
Hechos y definiciones:
Def. de pendiente
Def. de recta perpendicular.
Congruencia de &ngulos.
Semejanza.
Teorema de Pitagoras.
Foérmula de area
Vera Procedimientos Utiliz6 la | Cometi6 un error
algoritmicos: herramienta para | al ubicar los
Calcular la pendiente de una construir lafigura | puntos
recta. del problema. A ,B'yC que
Encontrar la ecuacion de una son la reflexion
recta perpendicular. de los puntos
Aplicar el teorema de A,ByC
Pitagoras respectivamente.
Resolver  sistemas  de proporcionalidad
ecuaciones en triangulos
semejantes.
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Tabla 4.11. Resumen de la solucién del problema 8.

Estudiante | Recursos Heuristicas | Uso  de la | Errores 0
Herramienta dificultades
Vera Encontrar las coordenadas de Confunde el
un punto. teorema de Tales
Calcular el area de un triangulo con la
Hechos y definiciones: proporcionalidad
Def. de pendiente en triangulos
Def. de recta perpendicular. semejantes.
Def. de recta
Semejanza y sus propiedades.
Teorema de Pitagoras.
Proporcionalidad
Férmula de érea.
Férmula de punto — pendiente
Hugo Procedimientos algoritmicos: | Agregar un | Utilizé la | Cometi6 un error
Calcular la pendiente de una | elemento herramienta para | al ubicar el punto
recta. auxiliar. realizar la figura | A’, ya que
Encontrar la ecuacion de una del problema. comprendié el
recta perpendicular. enunciado  del
Aplicar el teorema de problema.
Pitagoras La exploracion
Resolver ecuaciones al modelo | Cometi6 un error
cuadréticas. dinamico le | al encontrar la
Encontrar la intercepcion de permitid ecuacion de la
dos rectas. formular los | recta
Encontrar las coordenadas de problemas  de | perpendicular a
un punto. extension. A’B’ que pasa
Evaluar funciones por el punto C,
Calcular areas ya que encontrd
la ecuacion 2y +
Hechos y definiciones: 9x = 10 cuando
Def. de reflexion en realidad la
Def. de pendiente ecuacion es 2y +
Def. de recta perpendicular. 9x = —20.
Def. de recta
Teorema de Pitagoras.
Teorema de distancia entre dos
puntos
Férmula de érea.
Férmula de punto — pendiente

A continuacion, se presenta una aproximacion mediada por GeoGebra, con esta solucién se
demostrara que el problema se puede resolver de forma creativa y sin necesidad de realizar
calculos, ya que Unicamente se necesita observar detenidamente la figura y agregar algunos

elementos que comprueben las conjeturas.
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Por los datos del problema se sabe que el triangulo AABC es un triangulo rectangulo que se
encuentra construido sobre los ejes del plano cartesiano, tiene una base AB = 5 vy altura
AC = 10 y en consecuencia tiene un area de 25 cm?. En esta aproximacion se trabajara con
el triAngulo AABC pero se considera que EA es altura 'y BC es la base, también se trabajara
con el triangulo AA'B’C’ producto de la reflexion que tiene como base B'C’ y altura DA’, ver
Figura 53.

® m

o .

N

Figura 53. Triangulo AA'B'C’ generado de la reflexion.

El primer objetivo es demostrar que las bases de los triangulos son congruentes, es decir
B'C' = BC, esto se puede comprobar observando algunos elementos de la figura. Observe
los tridngulos AAB'C’ y AABC son triangulos rectangulos por construccidn, es decir el &ngulo
2B'AC’ y £BAC son angulos rectos. Se sabe que B’A = BA porque B’ es la reflexién de B.
También se sabe que AC’ = AC porque C’ es la reflexion de C. Ahora utilizando el criterio

de LAL se concluye que, AAB’C' = AABC y en consecuencia B'C' = BC, ver Figura 54.
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Figura 54. Segmento B'C' = BC

Ahora se necesita demostrar que la altura del triangulo AA'B’C’es tres veces la altura de
triangulo AABC, se debe demostrar que DA = EA, para ello se consideraran los triangulos
AAB'D y AABE. Por la congruencia de triangulos se sabe que el angulo £AB'D = £ABE.
Ademas, se sabe que B’A = BA porque B’ es la reflexion de B y se tiene que el angulo
£<B'AD = £BAE por ser angulos opuestos por el vértice. Ahora al utilizar el criterio de ALA
se concluye que AAB'D = AABE, en consecuencia, se concluye que DA = EA. De igual
forma se sabe que EA = EA' ya que A’ es la reflexion de A. Con esto se concluye que la
altura del triangulo AA'B’C’es tres veces la altura de tridangulo AABC, es decir DA’ = 3EA,
ver Figura 55.

-4

£

-8

-1U(r‘n
Figura 55. DA' = 3EA.
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Al encontrar estas relaciones se puede concluir que el area del triangulo AA'B’C’ es 3 veces
el area del triangulo AABC. Con esto queda demostrado que no se necesita realizar ningun

procedimiento sofisticado para responder el que area del triangulo AA'B’C’ es de 75 cm?.

Después de descubrir que el tridngulo AA'B’C’ obtenido de las reflexiones de los puntos
A, By C tiene 3 veces el area del triangulo AABC, surge la interrogante de qué sucede si se
cambia la razén entre los lados del triangulo AABC o qué sucede si los valores considerados
son nameros reales. Gracias a la movilidad que proporciona GeoGebra se puede verificar
facilmente esta interrogante. En la Figura 56 se puede observar que no importa la relacion
entre la base y la altura ya que la relacion de 3 a 1 entre las areas de los triangulos se
mantendra. Lo mismo sucede si la base y la altura son nimeros reales, esta relacion siempre
sera 3 a 1. Este tipo de preguntas y la movilidad de la herramienta promueven la

generalizacion de resultados y la formulacion de problemas de extension.

10
C = (0,9.20)
g
.AI
3 =
,d'
4 E,’
2
5 o s B=(6820)
L
8 B 4 2 A A 2 4 5 8 10 12 14
,/
T
.’I
D
4 A.verde
N A.roja

Figura 56. Relacion de 3 a 1 entre las areas de los triangulos.

A continuacion, se presenta otra aproximacion en donde se utilizan otro tipo de recursos, en
este caso determinantes. Si se considera que ya se conocen los vértices del triangulo AA'B’C’,
existe un camino que ahorraria el proceso algebraico de calcular el area del triangulo. Este

método consiste en usar determinante para realizar este célculo.

Sabemos que A’ = (8,4),B’ = (—5,0)y C’(0 — 10)

) 1 8 4 1
Area =-=|-5 0 1
0 -10 1
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=%|(8><O)+(O><4)+(—10><—5)—(0x0)—(8x—10)—(4><—5)|
1
=150 + 80 + 20|

—1 150
_E( )

75 cm?

Con este método se obtiene el resultado luego de realizar unas pocas operaciones aritméticas,
si se considera el nivel académico y el nivel de conocimiento de los estudiantes de maestria,
no esta demas pensar que podian resolver el problema de esta manera, ademas de que tenia

acceso a la red en donde se encuentra con facilidad esta informacion.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo se presentan las respuestas a las preguntas de investigacion y algunas
reflexiones relacionadas con los resultados del estudio. El uso del Sistema de Geometria
Dinamica (GeoGebra) para resolver problemas, contribuye a que los estudiantes planteen
preguntas, construyan modelos dindmicos, realicen exploraciones, formulen conjeturas,
analicen los conceptos matematicos, propongan problemas de extensién y generalicen
resultados. A partir del analisis del desempefio de los estudiantes en la resolucion de

problemas se responde las preguntas de investigacion.

¢Qué formas de razonamiento exhiben los estudiantes durante las distintas etapas de
resolucion de los problemas en términos de los recursos y estrategias que utilizan en la

construcciéon de modelos y procesos de solucién de las tareas?

La transicion que muestran los estudiantes al representar y explorar un problema con el uso
de l&piz y papel hacia la construccion y exploracion en forma dinamica se relaciona con sus
procesos de apropiacion de la herramienta. En este contexto, Carmen mostré cierta renuencia
hacia el uso de la herramienta en el proceso de resolucion de problemas. Se observo que las
representaciones de los problemas que usé corresponden a los que se emplean con el uso de
lapiz y papel, es decir empleo modelos estaticos para identificar propiedades matematicas.
En cuanto a los recursos Carmen identificé relaciones entre el significado de la derivada,
diferenciabilidad, raices y limite lo que le permitié encontrar la solucion a los 5 problemas
de célculo de la fase inicial. En la fase intermedia Carmen demostré dominio de las
propiedades geométricas de los tridngulos y circulo, lo que le permitio establecer una
relacion entre las propiedades de la cuerda de una circunferencia y posicion limite del punto
P en el problema 6. En el problema 7 establecio relaciones entre las propiedades de los
triangulos equilateros y el perimetro minimo de un triangulo inscrito, pero abandoné la
solucion debido a la dificultad que implicaba realizar los procedimientos algoritmicos. En la
fase final exhibi¢ cierta para representar la reflexion de los puntos con respecto a una recta

y por lo tanto resolvio un problema diferente al original.
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En el caso de Vera se observd cierta intermitencia en el uso del SGD, es decir, para algunos
problemas credé un modelo dinamico y en otros utilizé una representacion propia de las
soluciones en lapiz y papel. En consecuencia, en algunas soluciones hay evidencia de
exploraciones al modelo dindmico y de la formulacion de conjeturas y en otras solo se
observo la solucion que dependia del analisis de la figura construida con la herramienta. Al
hacer referencia a sus recursos se puede observar que tuvo un buen desempefio en la fase
inicial ya que encontro la solucion a los 5 problemas de célculo y establecio relaciones entre
el significado de la derivada, diferenciabilidad, raices, divisibilidad y limite. En la fase
intermedia su desempefio se ve afectado, ya que a pesar de que realizé exploraciones a los
modelos dinamicos cometié errores al momento de seleccionar la estrategia y de
implementar el plan de solucion correspondiente. En particular en el problema 6 se observo
que el arrastre realizado en la exploracién le permitio verificar visualmente que el punto P
se mueve a la derecha y que tendra limite, pero cometi6 un error al momento de aplicar el
teorema del cateto que hace referencia a que un cateto es media proporcional entre la
hipotenusa y su proyeccion sobre ella. En el problema 7 el movimiento controlado y la
medicién de los objetos matematicos le permitieron plantear una conjetura respecto a la
posicién de los veértices, pero Unicamente dejo plasmada la conjetura y no la demostro. A
pesar de que en esta fase utilizd la herramienta, se puede observar que no contaba con los
recursos para resolver los problemas y eso afectd su desempefio. En la fase final también
cometio un error al realizar la reflexion de los puntos respecto a una recta y por lo tanto
resolvio un problema distinto al original en donde Unicamente usé GeoGebra para construir

la figura que requeria el problema.

Hugo fue el estudiante que demostré mejor desempefio en las diferentes fases del curso, ya
que consiguio realizar la transicion de razonar los problemas con ayuda de GeoGebra, es
decir logré apropiarse de la herramienta y usarla cdmo un instrumento para resolver
problemas. También es el estudiante que utilizé més heuristicas propias de GeoGebra en las
diferentes fases, por ejemplo, en el problema 7 inciso b) utilizo el arrastre para convertir un
problema particular a uno general y utilizé el modelo dindmico como un medio de
verificacion de resultados. En el inciso d) del mismo problema, el movimiento controlado le

permitio observar el rastro de algunos puntos y analizar su comportamiento, lo que le
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permitio formular una conjetura acerca de la posicion de los vértices. En cuanto a los
recursos, Hugo demostré dominio de los conceptos de célculo y de los procedimientos
algoritmico lo que le permitié resolver los problemas de la fase inicial, posteriormente
presento dificultad en la comprension del problema 6, que lo llevo a trabajar un problema
distinto al original. En la fase final también mostr6 problemas en la comprension del
enunciado del problema cometiendo un error al encontrar la reflexion de uno de los puntos

y en consecuencia trabajando un problema diferente al planteado.

Los resultados de este estudio permiten concluir que el proceso de apropiacion de un Sistema
de Geometria Dindmica debe abordarse directamente a través de estrategias dirigidas donde
el estudiante gradualmente construyay explore los problemas en términos de las permisiones
0 comandos que ofrece la herramienta. En este caso en particular Carmen fue la estudiante
que demostré6 mayor dificultad para realizar la transicién y para poder apropiarse de la
herramienta a lo largo del curso. Su renuencia a incorporar GeoGebra al proceso de
resolucion de problemas se puede atribuir a que no siente la necesidad de utilizar esta
herramienta para resolver problemas. Esta actitud hacia el uso de la tecnologia también
podria ser causada por las creencias que la estudiante tiene hacia las matematicas y la
resolucion de problemas. En el caso de Vera a pesar de que realizé la transicion y pudo
realizar exploraciones a los modelos dindmicos sus recursos limitados impidieron que la
herramienta le ayudara a buscar y sustentar relaciones importantes para la solucién de los
problemas. Hugo fue el estudiante que realizé mejor la transicion de razonar los problemas
con GeoGebra, pero present6 dificultad para comprender los enunciados de los problemas y

eso lo llevo a trabajar dos problemas diferentes a los establecidos en las tareas.

2. ¢Qué distingue a los acercamientos que muestran los participantes al resolver los
problemas relacionados con los procesos de apropiacion de la herramienta durante el

desarrollo del curso, fase inicial, intermedia y final?

Claramente, algunos estudiantes desarrollaron mas habilidades que otros en cuanto al uso de
GeoGebra para resolver problemas. Sin embargo, interesa resaltar la forma en cémo los
estudiantes se iban apropiando de la herramienta a medida resolvian problemas y trascurria

el curso de resolucion de problemas.
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En la fase inicial Carmen, Vera y Hugo resolvieron los 5 problemas de calculo, pero no
demostraron evidencia del uso de GeoGebra o de otra herramienta tecnoldgica. Este era un
resultado esperado, ya que no se hizo énfasis en las instrucciones y ademas los estudiantes
no estan familiarizados con la incorporacién de la tecnologia en el proceso de resolucion de
problemas. Esto se relaciona con sus acercamientos previos a los problemas y a sus
creencias. Es decir, ellos conciben que resolver problemas es presentar una solucion formal
y precisa en donde demuestran dominio de los conceptos y procedimientos algoritmicos que
el problema demanda.

El primer acercamiento de Carmen a la solucion de problemas mediados por GeoGebra se
observo en el problema 6 de la fase intermedia. La exploracion al modelo dindmico y el
arrastre le permitio observar la forma en como disminuia la medida de uno de los angulos a
medida se movia el punto movil. Sin embargo, la exploracién no brind6 suficientes
elementos para plantear una conjetura o para establecer relacién que conduzcan a la solucion
de problema, en cambio se concluye que en esta aproximacién Unicamente utilizé la
herramienta para hacer una construccion precisa del problema, ya que sus conjeturas y su
solucion vienen precedidas del analisis de la figura. Por otro lado, en el problema 7 no hay
evidencia del us6 de GeoGebra para resolver el problema, a pesar de que las instrucciones
eran claras con respecto a los elementos que se pedia representar y que el problema daba la
oportunidad para crear un modelo dindmico. En la solucién reportada del problema 8 de la
fase final no hay evidencia de la construccion de un modelo dinamico, sino que uso
GeoGebra solo para construir la figura del problema. Con el desempefio mostrado se puede
concluir que Carmen mostré limitaciones en el uso de la herramienta a lo largo del curso y
que exhibio cierta resistencia para incorporarla en el proceso de solucion de problemas, ya
que las instrucciones del problema exigian la construccion de un modelo dinamico y la
realizacion de exploraciones. Una de las principales hipotesis es que ella no sinti6 la
necesidad de incorporar este instrumento, ya que para ella es suficiente con presentar una

solucion corta y correcta.

En el caso de Vera el primer indicio de resolver problemas mediados por GeoGebra se
observo en el problema 6 en donde la exploracion al modelo dindmico le permitid realizar

una comprobacion visual acerca del movimiento del punto R, pero su exploracion no fue
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significativa al momento de elegir la estrategia para resolver el problema. En el problema 7
realizd una exploracién mas estructurada, en donde el arrastre y la medicion le permitid
observar cdmo cambiaba la medida de los &ngulos, lados y perimetro conforme se movian
los vértices del tridngulo inscrito. La exploracion le permitio plantear una conjetura respecto
a la posicion de los vértices y el perimetro minimo. Para finalizar en el problema 8 Vera
utilizd GeoGebra unicamente para construir la figura del problema, sin dejar evidencia de la
realizacion de exploraciones. Con estos elementos se puede observar como Vera se fue
apropiando de la herramienta lo largo del curso, empezando por una exploracion que le
permitio realizar una comprobacion visual evolucionando a una exploracién que le permitié
la formulacion de conjeturas.

En las soluciones reportadas por Hugo se puede observar que su primer acercamiento a la
resolucion de problemas mediado por GeoGebra lo realiz6 en el problema 6, donde la
exploracion al modelo dindmico le permitid realizar una verificacion visual sobre el
comportamiento del problema y presentar argumentos geométricos que explican la razon
porque R se mueve a la derecha. En el problema 7, se observo una evolucién con respecto
al uso de la herramienta, ya que el arrastre y la medicion que realizo le permitieron plantear
una conjetura que transformao el inciso b) de un caso particular a un caso general.

En esta solucion también utiliz6 GeoGebra como un instrumento de verificacion, para ello
cred un modelo dindmico que le permitia encontrar el perimetro de un tridngulo inscrito
sabiendo la posicion de los vértices, en su modelo dindmico tom6 como referencia el eje x
del plano cartesiano y un punto movil sobre el eje. En el inciso d) del mismo problema, el
arrastre, la medicion y el rastro que utilizd en la exploracién le permitieron establecer
relaciones entre la posicion de los vértices y perimetro del tridngulo inscrito, lo que dio lugar
a la visualizacion de lugares geométricos y a formular una conjetura sobre la posicién de los
vertices del triangulo PQR. La exploracion realizada en el problema 8 le permiti6 analizar

casos particulares del problema y formular dos problemas de extension.
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Los resultados de este estudio permiten observar la importancia de guiar a los estudiantes
durante el proceso de apropiacion de la herramienta en la resolucion de problemas. La
apropiacion de la herramienta resulta esencial en la construccién de los modelos dindmicos
de los problemas. La exploracion de los modelos les permitio explorar y analizar relaciones
entre los elementos de los modelos, establecer nuevas relaciones entre los conceptos y
resolver los problemas. Ademas, permitié que los estudiantes se enfrentaran a la resolucion
de problemas de una forma diferente a un escenario estatico, ya que las exploraciones al
modelo dindmico brindan la oportunidad para que los estudiantes plantean conjeturas a base
de argumentos visuales, formulen nuevos problemas al cuestionarse aspectos sobre la
construccion de figuras y establezcan nuevas relaciones entre los diferentes conceptos
matematicos. También se observo que los estudiantes utilizaron heuristicas propias de
GeoGebra como ser el movimiento controlado de puntos, la medicion de objetos
matematicos y el trazo de lugares geométricos. Asimismo, gracias a la exploracion y analisis
de relaciones, fue posible que los estudiantes generalizaran resultados y la formularan
nuevos problemas. En particular Hugo mostrd6 mejor dominio y apropiacion de la
herramienta, ademas el desempefio mostrado permitié observar cdmo iba evolucionando su
forma de utilizar la herramienta a lo largo del curso y la forma en como mejoraron sus
exploraciones. Por parte de Vera se observé un uso intermitente de la herramienta, ya que
existen problemas en donde la utiliz6 para construir la figura. En el caso de Carmen ella
Gnicamente us6 la herramienta para construir la figura, mostrando cierta oposicion a

incorporar la herramienta al proceso de resolucién de problemas.

Usos de GeoGebra durante el curso:

Exploracién: el arrastre permitio que Hugo y Vera estudiaran la familia de triangulos
equilateros inscritos y observaran la forma en como cambia la medida de los lados, angulos
y perimetro.

Busqueda de patrones: establecer una relacion entre la altura de los puntos moviles al eje x
y el perimetro del triangulo inscrito permitio que Hugo encontrara lugares geometricos que

le permitieron identificar la posicion de los veértices del triangulo PQR.
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Verificacion: Una vez resuelto el inciso b), Hugo cre6 un modelo dinamico el cual le
permitio crear una familia de tridngulos PQR inscritos, los cuales depende del movimiento
del punto E sobre el eje x. Este modelo le permitié encontrar el perimetro de cualquier
triangulo inscrito sabiendo la posicion de los vértices.

Argumentacion: Hugo logrd ofrecer un argumento geométrico para explicar el movimiento
del punto R en el problema 6, apoyandose en informacion visual ofrecida por el software.
Conexiones y extensiones: Hugo logroé formular dos problemas de extension gracias a la
exploracion del modelo dinamico y el estudio de casos particulares. También le permitio
generalizar uno de los problemas.

Construcciones de figuras: construir la figura del problema fue uno de los principales usos

que los estudiantes de dieron a GeoGebra.
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Apéndice A

Tareas asignadas en clase.

Tarea 1: Resolver los 5 problemas presentes en el articulo de Selden et al. (1994).

1) Encuentra valores para ay b tales que la linea 2x + 3y = a es tangente a la grafica
f(x) = bx? en el punto en que x = 3.

2) ¢Tiene x?1 + x1% —x~1 + 2 = 0 alguna raiz entre -1 y 0? ¢ Por qué si 0 por qué no?

ax, six<l . .

3) Sea f(x) = {bxz x4l six>1 Encuentra a y b tales que f es diferenciable
enl.

4) Encuentra al menos una solucion de la ecuacion 4x3 — x* = 30 o explica porque no
existe solucion.

2_ —q-
5) ¢Hay algin a tal que lim 29972 ayiste? Explica tu respuesta.
x—-3 xc—=2x-3
Tarea 2:
6) En la figura se dibuja un circulo con centro en (1, 0) y radio 1. Selecciona un punto

P sobre la circunferencia y un punto Q sobre el eje Y de tal manera que OP = OQ.
Trace la recta QP que interseca al eje X en el punto R. ¢Pruebe que, si P se acerca al
punto O, R se mueve hacia la derecha, ¢existe un limite para la posicion de R?

Justifique su repuesta.

R =(3.69, 0)
T 4 5 6

Tarea 3: Resuelva los siguientes problemas haciendo uso de GeoGebra. Identifica los

conceptos y estrategias que resulten importantes en la resolucion de los problemas.

7) La figura representa un triangulo equilatero con lado 6 cm.
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R

a) Si PQR son puntos medios de los lados AB, BC & CA, (Cual es el perimetro del
triangulo PQR?

b) Suponemos ahora que P, Q & R divide a los lados en: AR =2; RC=4,CQ =2,QB
=4,BP =2 & PA =4, ;cudl es el perimetro del triangulo PQR?

c) ¢Qué perimetro de los casos a & b es mayor?

d) SiP, Q, &R se seleccionan de manera arbitraria sobre los lados de ABC y se calcula
el perimetro de los diferentes tridngulos PQR, ¢donde deben estar situados PQR para

que perimetro sea minimo? ¢Por qué?

Tarea 4: Introduccion. Las tareas y problemas son el vehiculo para que los estudiantes
desarrollen recursos, estrategias y formas de razonamiento matematico. En el curso se ha
enfatizado que los problemas son un punto de partida para que los estudiantes se involucren
en actividades matematicas. En este contexto, los mismos ejercicios que aparecen en los
libros de texto se pueden transformar en otros problemas o actividades al modificar
condiciones iniciales o extender el dominio a casos generales. Ademas, resulta importante
siempre buscar diferentes maneras de resolver un problema y considerar la posibilidad de
construir modelos dindmicos de los problemas con la intencion de buscar nuevas soluciones

0 extensiones.

Resuelve los siguientes problemas y formula otros problemas relacionados que pueden
aparecer cuando representes los enunciados con un modelo dindmico. Identifica los

conceptos y estrategias que resulten importantes en la resolucion de los problemas.

8) Las coordenadas de los vertices del triangulo ABC son A (0, 0), B (5, 0) & C (0, 10).
El punto A se refleja sobre el segmento BC y se obtiene A’. Encuentre las
coordenadas del punto A’. Sea B’ el punto reflejado de B sobre AC y C’ el punto
reflejado de C con respecto BC respectivamente. Encuentre el area del triangulo
A’B’C’.
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Apéndice B
Soluciones reportadas por los estudiantes:
Problema 1: Encuentra valores para a y b tales que la linea 2x + 3y = a es tangente a la

grafica f(x) = bx? en el punto en que x = 3.
Solucion reportada por Carmen:

Evaluando en f en x = 3 obtenemos 9b y recordando que la derivada es la pendiente de la
recta tangente, entonces se satisface que f’'(x) = 2bx, de donde se sigue que la recta
tangente a f en el punto (3,9b) tiene pendiente f'(3) = 6b, por lo que la ecuacion de la recta

esy = 6b(x —3) +9b = 3b(2x — 3). Recordando que la recta tangente es 2x + 3y = a,

. -2 R
la cual es equivalenteay = a3—x de donde debe satisfacerse:

6bx=—2=spb=-2 y 2=_9psa=-27b=2=3
3 9 3 9

2
Entonces la recta tangente a f(x) = —% enx =3es2x+ 3y =3.

Solucién reportada por Vera:

Se debe encontrar valores de a y b de tal forma que la linea dada sea tangente a f(x) =
bx?, para ello primero calculemos la primera derivada de £ (x) la cual es la pendiente de la
recta tangente.

f'(x) = 2xb--(1)
Ahora reescribamos la ecuacion de la linea en términos de y

_ 2x+a 5
y=—3%3 (2)

Como lo que se quiere calcular es la recta tangente en el punto donde
x = 3, hay que evaluar a (1) en este punto.
f'(3) = 2(3)b=6b-(3)

E igualar con la pendiente de (2), es decir,
6b = 4
3 4)

Despejando b de (4) se tiene que
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2 2 1

" 3(6) 18 9

Para encontrar el valor de a primero hay que encontrar el valor de y cuando x = 3, para ello

basta con sustituir el valor de x y b en f(x) = bx?, lo cual da lo siguiente:

1 ., 1
fB)=—-5@)F=-509)=-1-(5
9 9
Asi (x,y) = (3,—1), sustituyendo estos valores en 2x + 3y = a se tiene que
2(3) + 3(-1) = a
3=a
Por lo que 2x + 3y = aestangente a la graficade f(x) = bx? cuandoa =3y b = —%

Reflexion: Comunmente los problemas que se resuelven en los primeros cursos de célculo
tienen situaciones especificas para calcular la tangente de funciones en puntos exactos, pero
en este problema se pide encontrar valores de a y b que hagan que la ecuacion dada sea
tangente a la grafica de la funcion que se presenta en un punto especifico, lo que se sale de

lo que normalmente se resuelve en estos cursos.
Solucion reportada por Hugo:
Notese que
f'(3) =2b(3) = 6b =ms

Representa la pendiente de la recta que es tangente a la grafica de f(x) en el punto

B, f3)

Por otra parte, de la ecuacion de la recta 2x + 3y = a se tiene que su pendiente es

ml:_g

De tal forma que, para la pendiente de la recta que es tangente a la grafica de la funcion en
el punto (3, £(3)), debe ocurrir

mf=ml

En consecuencia

93



Entonces

1
flx) = —§X2

A su vez, debe ocurrir que (3,f(3)) = (3,—1) también sea un punto sobre la recta, por lo

que sustituyendo se tiene
2x+3y=a

23)+3(-1) =a
6—3=a

3=a
De donde se concluye que los valores requeridos para que ocurra lo esperado son
a=3

b=—§

Reflexion: En las formas de abordar el problema se muestra una tendencia marcada al uso
de los conocimientos en geometria analitica como herramienta principal, en contraste con
las herramientas de calculo que podrian dar solucidn réapida al problema. Si bien la forma de
abordar el problema con las herramientas de geometria analitica no es despreciable, es claro
que las herramientas de calculo son mejores para abordar este y cada uno de los siguientes
problemas.

Una razon posible para la cual los alumnos hayan procedido de tal forma es que los alumnos
acababan de pasar por el curso de calculo (no me queda claro si fue asi o cuanto tiempo
habria pasado desde que aprobaron el curso), por lo que las habilidades de uso de las
herramientas del mismo curso ain no habian sido concretadas, en contraste con las

herramientas de geometria analitica que ya habian cursado al menos hace 6 meses.
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Otra posible explicacion podria ser que concretar el uso de herramientas de variacion
(célculo) requiere de habilidades particulares como la solucion de “problemas algebraicos
no rutinarios”.

Conocimientos, habilidades o preguntas requeridos para la solucion:

e Concebir a una recta tangente y a la derivada de una funcion como objetos
intimamente relacionados a través de la representacion de la derivada y la pendiente
de la recta.

e (Cudl es la derivada de la funcion? ;Qué representa dicha derivada en relacion con
una recta tangente?

e Cudl es la pendiente de la recta?

e (En qué punto de la funcion la recta es tangente? ;Ese punto que pertenece a la
funcidn, también pertenece a la recta? ¢ por qué?

Problema 2: ;Tiene x?! + x'® —x~1 + 2 = 0 alguna raiz entre -1 y 0? ;Por qué si o por

qué no?
Solucién reportada por Carmen:
Definimos f(x) = x?* + x1° — x~1 + 2, por una parte observamos que:
f'(x) = 21x2% + 19x18 + x 2

Esta expresion estd compuesta de términos que son positivos en [—1,0), utilizando el criterio
de la primera derivada se satisface que f es creciente en [—1,0). Por otro lado, se satisface
que f (1) =1, al ser f es creciente en [—1,0) se cumple que f(x) > 1, cuando x € [—1,0),

ya que f es creciente en [—1,0), por lo que se concluye que f no tiene raices en [—1,0) .
Solucién reportada por Vera:

Analizando la ecuacion se puede ver que no esta definidaen x = 0, ademassi x = —1 se
tiene que

D2+ (DY - (D t+2=1%#0
Es decir, en —1 no existe una raiz, ahora para saber que no hay alguna raiz en (—1,0)

tomando en cuenta la derivada del polinomio
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d
o [x21 4+ x19 — x71 + 2] = 21x2° + 19x18 + x 2

Se puede ver que la derivada es siempre positiva para todo punto en el que esta definida la
ecuacion, lo que implica que la gréafica del polinomio es siempre creciente, por lo que
cualquier valor que se tome en (—1, 0) dard un nimero mayor que cero. Tomando en cuenta
lo anterior se concluye que no existe ninguna raiz que pase por dicho intervalo.

Reflexion: Los problemas de resolucion de ecuaciones normalmente son de grados pequefios
0 de ecuaciones que pueden ser descompuestas en factores, pero en este caso se presenta una

ecuacion de grado 21 y sin factores en los que se pueda descomponer.

Solucién reportada por Hugo:

Consideremos al polinomio como la funcion
fx)=x1+x19—x"1+42

De donde se observa que, para x = —1

fEO=CED2+ (DY - (D71 +2
=—1-1+1+2
=1

Es decir, el punto (—1,1) pertenece a la grafica de la funcién. Por lo que bastaria encontrar

algun valor x; en el intervalo (-1,0) tal que
f(x1) <0
Sin embargo, notese que
f'(x) = 21x2% + 19x18 + x 72
f'(x) > 0 para todo x en (—1,0)

Es decir, la funcion f(x) es creciente en todo el intervalo por lo que no tomara valores

negativos en el mismo.

En conclusién, el polinomio x?* + x° — x~1 4+ 2 = 0 no tiene raices en entre -1y 0
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Reflexion: En el abordaje a este problema se muestra, en contraste con el anterior, un mayor
uso sobre el intento de usar herramientas de calculo y algebra, pero sin avances significativos
en su uso. Ciertamente, en este ejercicio se requiere una interiorizacion casi profunda sobre

el comportamiento de los polinomios y su andlisis con herramientas de célculo.
Conocimientos, habilidades o preguntas requeridos para la solucion:

e Tener interiorizada la relacién numeérica de los valores que adopta una funcion y sus
derivadas con su representacion gréfica, los conceptos de continuidad y los
polinomios.

e ;Qué relacion guardan los polinomios con las graficas de funciones? ;Como se
identifica que un polinomio tiene raices segun su grafica?

e De la gréfica de una funcion, ;como se comportan los valores que toma la funcion
en los distintos cuadrantes?

e Si una funcion es continua en un intervalo, ;qué se esperaria que pasara con los
valores que toma la funcidn si cruza con el eje de las abscisas?

ax, six<l

bl 4 x4l six>1 Encuentra a y b tales que f es

Problema 3: Sea f(x) ={
diferenciable en 1.

Solucién reportada por Carmen:

a, six<l

Observamos que f'(x) = {be 1 sixsS1

El que f sea diferenciable en 1 debe satisfacer que fy f ‘sean continuas, en particular en 1, €S

decir, sus limites por ambos lados son iguales ( lil’il_f' (x) = lir%f’ (x) = f’(1)>.
X— xX—

Por una parte, se satisface que lir{x_ f'(x) = lir?_ a = a, mientras que por otra parte
xX—> x—>

lir?+ f'(x) = lir?+ 2bx +1=2b+ 1, porloque nos interesa que se cumpla a = 2b + 1.
X— X—

Por hipétesis f es derivable, lo cual implica que f es continua (en particular en 1), por lo que

se debe satisfacer que el limite por ambos partes coincida(xlig{ fx)= Jir?+ f ) =fQ)).
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De un lado tenemos que lim f (x) = lim ax = a, por otro lado lim f (x) = lim bx? +
x-1" x-1~ x—-1* x—>1F
x+ 1= b+ 2, por que se debe satisfacer a = b + 2.

Igualando los valores de a obtenidos se cumple que b + 2 = 2b + 1, lo cual implica que
b =1y a = 3, de donde se sigue que:

3x, six<l
x> +x+1, six>1

fe =1

Solucion reportada por Vera

Supongamos a f(x) diferenciable en 1, calculemos su derivada en ese punto. Primero
derivemos la funcion

, _(a x<1
f(x)_{be+1, x>1

Si evaluamos la derivada en 1 se tiene que

’ a, x<1
FO={p1, 2517®

Igualando

a=2b+1--(2)
Ahora como se supone diferenciable en 1, entonces es continua por lo que se cumple lo
siguiente:

limax =a---(3)
x—1

lirqu2+x+1 =b+2-(4)
X—
Igualando ambos limites se tiene
a=b+2-(5
Ahora tomando la ecuacion (2) y (5) se tiene el sistema (6) el cual resolvemos para encontrar

los valores de a y b donde la funcién es diferenciable en el punto 1

a=2b+1
{ a=b+2 (6)
Resolviendo el sistema se tienequea = 3y b = 1 porlo que
3x, x<1
f(x)_{x2+x+1, x>1
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Reflexion: Cuando se trabaja diferenciabilidad y continuidad en los cursos de calculo por lo
general se presentan problemas en los que se les pide a los alumnos determinar si es
diferenciable o no, pero en este caso lo que se pide es encontrar valores que hagan a la
funcion diferenciable.

Solucion reportada por Hugo:
Notemos que para x < 1
ffx)=a
Y parax > 1
f'(x) =2bx+1

Mientras que para x = 1, los limites laterales que definen a la derivada deben de coincidir,
esto se traduce en que ambas derivadas calculadas, al evaluarlas en x = 1 deben coincidir

para que la funcion sea diferenciable para ese valor

a=2b(1)+1
a=2b+1 - (ec.l)

Por otra parte, como diferenciabilidad implica continuidad, los limites laterales en cuando

x — 1 también tienen que coincidir, es decir

f=a)=b1)?+1)+1
a=b+2 - (ec.2)

Asi, se tiene
{ a=2b+1
a=b+2
Del cual se tiene la solucion
a=3 b=1

Los cuales son los valores gue habré que sustituir en f(x) para gue sea diferenciable.

Reflexion: En este ejercicio resalta que la diferenciabilidad es un concepto exclusivo del

calculo, para el nivel de estudios a cudl se aplican los problemas, asi como las herramientas

99



que se utilizan para concebir al mismo. De lo anterior no es de extrafiar que se mostraran
formas muy similares de abordar el problema. Sin embargo, la solucion de este requiere tener
presente, a mi parecer, tres datos fundamentales, sin mencionar el dato evidente de que las
derivadas deben de coincidir en el punto de discontinuidad, informacion que parece que
intentaron aprovechar sin éxito; estos datos se muestran mas en los tres puntos sefialados
adelante. Sin duda, este es un problema que no tenia otra solucion viable mas que el uso del
concepto de derivabilidad y sus implicaciones, pero, a mi parecer, la falla se encuentra en la
relacion algebraica de este concepto con la solucion del problema.

Conocimientos, habilidades o preguntas requeridos para la solucion:

1) Para encontrar dos incognitas se requieren dos ecuaciones.
2) Derivabilidad implica continuidad.

3) Agotar las opciones que se conocen antes de pasar a abordarlo de alguna otra forma.

Problema 4: Encuentra al menos una solucion de la ecuacion 4x3 — x* = 30 o explica

porgue no existe solucion.
Solucién reportada por Carmen:

Definimos f(x) = 4x3 — x*, observamos que f es continua y derivable, ademas que
f'(x) =12x% — 4x3. Nos interesa calcular los maximos y minimos de f para poder
establecer si es igual a 30 en algun punto, por lo que nos interesa calcular las raices de 1, es
decir, que 4x2(3 —x) = 0, lo cual se satisface cuando x = 0 y x = 3, observando que
f'(x) > 0enelintervalo (—,3) y f'(x) < 0 en el intervalo (3, o), por el criterio de la

primera derivada, f es creciente en el intervalo (—oo, 3) y decreciente en el intervalo (3, ).

Calculando la segunda derivada se satisface que f'(x) = 24x — 12x% = 12x(2 — x),
evaluando en 0 se cumple que f(0) = 0, por lo que, usando el criterio de la segunda
derivada, f tiene un punto de inflexion en 0. Por otro lado, evaluando f “’en 3 se satisface que
f"(3) =24(3) —12(3)? = —36 < 0, considerando que f es creciente en el intervalo
(=,3) y decreciente en el intervalo (3,). Evaluando f(3) =4(3)3 - (3)* =
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27, entonces f(x) < 27 satisface que f tiene un maximo absoluto en 3., es decir, no existe

ningun x € R tal que f(x) = 30.
Solucion reportada por Vera:

Para resolver el problema visualicemos a la ecuacién como dos funciones f(x) = 4x3 — x*
y g(x) = 30, de las cuales se busca encontrar un punto en el que se intercepten ambas
funciones, para ello primero analicemos los méximos y minimos de f(x), para ello
calculemos su primer y segunda derivada

f'(x) = 12x* — 4x3

f"(x) = 24x — 12x?
Ahora encontremos las raices de la primera derivada para ello igualamos a cero

12x%2 —4x3 =10
Resolviendo se tiene que x = 0 y x = 3. Para saber si hay maximos o minimos evaluamos
la segunda derivada en x = 3 ya que cuando x = 0 hace que la derivada sea cero por lo que
no existen maximos ni minimos en este punto.
f"(3) =24(3) —12(3)% = -36
Como el resultado es negativo se dice que hay un maximo en 3, ahora para saber dénde se
encuentra ese maximo evaluemos f(x) en 3.
fB3)=4@3)°-@3) =27

Asi el punto méximo de f(x) esta en el punto (3,27), por lo que las funciones nunca se
cruzan, es decir no existe solucion para 4x3 — x* = 30.
Reflexion: De nuevo como en el problema 2 se presenta una ecuacion de grado mayor que
2, ademas se pide encontrar solucion a la ecuacion y no necesariamente donde cruza al eje
X.

Solucién reportada por Hugo:

El ejercicio puede verse como, encontrar los valores x para los cuales f(x) =0 con

f(x) = 4x3 —x* — 30 con xen los reales
Se procede analizando a f(x).

f'(x) =12x% — 4x3 = 4x*(3 — x)
f"(x) = 24x — 12x? = 12x(2 — x)
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Donde, para f'(x) = 0 setienex; =0, x, =3
Evaluando los puntos criticos x;, x, en la segunda derivada se tiene

) =0
f"(3) =12(3)(2-3) <0
Es decir, (0,£(0)) es un punto de inflexion de la funcion, mientras que (3, £(3)) es un

méaximo de la funcion.

Sin embargo, se tiene que

(0,£(0)) = (0,—30)
y (37(3)=@3E-3)

En consecuencia, la funcion f(x) no tomaré valores mayores o iguales a cero para ningun
valor en su dominio, pues alcanzara su maximo absoluto en x = -3.

De lo anterior se concluye que la ecuacion 4x3 — x* = 30 no tiene soluciones reales.

Reflexion: Nuevamente, se muestra, como en el ejercicio 2, una relacién entre el uso del
calculo y su relacion con los polinomios, a lo que no es de extrafiarse que la forma de abordar
el problema fuera similar; en, pero se hace interesante que al no estar restringido en un

intervalo se haya recurrido a mas herramientas de célculo para su analisis.
Conocimientos, habilidades o preguntas requeridos para la solucion:

e Relacion que guardan los polinomios con el célculo.
e Saber eshozar una funcion a partir del analisis con sus puntos criticos y derivadas.
e Tener presente la relacion de los valores que puede tomar una funcion y sus

movimientos entre cuadrantes.

2x%-3ax+x—a-1

= existe? Explica tu respuesta.
x4—2x-3

Problema 5: ¢Hay algun a tal que lirrsg
xX—

Solucion reportada por Carmen:

Reescribiendo el limite de la siguiente forma:
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. 2x2—3ax+x—a—1_ll 2x2—=x(Ba-1)—a—-1
3 x2—-2x-3 "5 (x+D@x-3)

De donde se observa que el coeficiente esta indeterminado cuando se evalUa en 3 de esta
forma nos interesa que el denominador sea divisible por (x — 3) para calcular el limite. Por
lo que realizamos las operaciones correspondientes, tenemos que el residuo es —10a + 20
para que el polinomio sea divisible por (x — 3) debe cumplir que 10a = 20, es decir, a =

2, de donde se obtiene:
2x2—=x(Ba—-1)—a—-1=2x*-5x—-3=(x—3)2x + 1).
Concluyendo que:

. 2x2—3ax+x—a—1l, 2x*=5x—-3  (x—-3)Qx+1)  2x+1
b x2—2x—3 M3 2 9y —3 x5 (x+ D(x—3) x3 x+ 1

7

Solucion reportada por Vera:

Observemos que el denominador se puede factorizar como (x + 1)(x — 3), ahora para que
exista el limite el numerador debe ser divisible entre (x — 3), para ello supongamos que
f(x) =2x> -3ax+x—a—1
Ahora si x = 3 encontremos el valor de a
2(3)2-3a(3)+(B)—a—-1=2(9)—9%+2—a
18 —10a+2 =20—-10a

Asi

20 = 10a

a=2

Ahora sustituyendo el valor de a en f(x) se tiene que f(x) = 2x? — 5x — 3 lo cual se puede
factorizar como (x — 3)(2x + 1). Asi se tiene que

2x*=5x—-3  (x—-3)2x+1) = 2x+1 7
T4

lim—— = —
3 x2—2x—3 x93 (x+ D(x—3) 3 x+1l
Reflexion: Cuando se trabajan problemas de limites es comun trabajar solo con problemas

que piden encontrar el limite en puntos
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Solucion reportada por Hugo:

Notese que el polinomio divisor puede ser factorizado como (x — 3)(x + 1), de donde se
sigue que el limite existe si, y solo si, el polinomio numerador puede factorizarse, con

(x — 3) como uno de sus factores.

De lo anterior, se prueba que al realizar la division del polinomio numerador entre x — 3, se
consigue un residuo de 10a + 20, de lo cual, dado que se requiere una factorizacion, dicho

residuo debe ser igual a cero. Asi
a=-2
Luego se sigue que para a = —2 se tiene

. 2x2—3ax+x—a—1_1. (x-3)2x+1) = (Qx+1) 7
no X2 —2x — 3 Tal (x—3)(x+1) nos (x+1) 4

Reflexion: En este ejercicio no es de extrafiarse que muchos intentaran abordarlo por el lado
correcto, pues suele ser un ejercicio tipico en la solucion de limites, salvo que se ha aplicado
una modificacion, casi despreciable si se tiene presente el significado de factorizacion y su

relacion con la division.

Conclusiones: Los ejercicios me parecen algo pretenciosos, pues en mi experiencia como
docente y alumno, la asimilacion de conceptos matematicos no es un proceso facil ni rapido
para realizar. Requiere “un tiempo” para su realizacion y una secuencia didactica insistente
en mantener siempre presente los conocimientos aprendidos en cursos anteriores para su uso
en cualquier momento.
Por lo que respecta a los conocimientos facticos requeridos, se hace mencion que se

comprob6 que los alumnos contaban con ellos, por lo que no pareciera ser un impedimento.

Problema 6: En la figura se dibuja un circulo con centro en (1, 0) y radio 1. Selecciona un
punto P sobre la circunferencia y un punto Q sobre el eje Y de tal manera que OP = OQ.
Trace la recta QP que interseca al eje X en el punto R. ¢Pruebe que, si P se acerca al punto
O, R se mueve hacia la derecha, ¢existe un limite para la posicién de R? Justifique su

repuesta.

Solucién reportada por Carmen:
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Considerando el circulo con centro en (1, 0) y radio 1. Selecciona un punto P sobre la
circunferencia y un punto Q sobre el eje Y de tal manera que OP = OQ. Trace la recta QP

que interseca al eje X en el punto R.
e SiPseacercaal punto O, R se mueve hacia la derecha.

Definimos al triangulo OPQ, el cual satisface que es tridngulo isosceles pues OP=0Q),
observamos que cuando el punto P se acerca al punto O (considerando que P se encuentra
en el primer cuadrante), el &ngulo QOP se hace més pequefio (ademés de que este se

encuentra entre cero y noventa grados). Por una parte, observamos que los angulos OPQ

180°—2QOP

y OQP, son iguales y valen , entonces se cumple que el angulo OPR mide

180°~2Q0P _ 360°—2QOP
2 - 2

180 grados, por lo que es el &ngulo méas grande que tiene el triangulo OPQ. Recordado

180 , entonces se satisface que el angulo OPR esta entre 135y

que al &ngulo mayor se opone el lado mayor, entonces OR, aumenta y dado que O es un
punto fijo, para que OR crezca, R se debe de mover a la derecha, cuando P se acerca mas
a 0.

e Existe un limite para la posicion de R?

i & Consideramos al triangulo OPQ, definimos

£LP0Q = a, al ser OPQ isoOsceles, entonces se

satisface que 2PQO = 2QPO = 90° — %

Definimos al triangulo OPB, donde B es el

punto (0,2), observamos que este es un
triangulo rectangulo por construccion, donde 2OPB = 90°, ademas de que 2POB =

90° — a, definiendo a £ZPBO = 6, entonces se satisface que
20PQ + £POB + 4PBO = 90°+90°—a+ 6=>0= «

Tomando en cuenta al tridngulo POB, observamos que el angulo ZPBR = 180° — a, por

otro lado, llamamos ZBPR = 3, el cual satisface:

a
AQP0+LOPB+LBPR=90°—§+90°+B=180°=>B:2
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Llamando 2PRB = Yy, entonces se cumple que
a a
2PRB + £PBR + £BPR =Yy + 180°—oc+§= 180°:>y=E

De esta forma obtenemos que el tridngulo BPR es is6sceles y que los lados PB y BR son de
igual medida. Al ser PB una cuerda de la circunferencia con centro en A, entonces el valor
maximo que puede alcanzar PB es 2, acercando a P a 0, observaremos que el punto R se
acerca a 4, sin embargo, al estar R en una recta, no estd definida para cuando PB y BR

pertenecen a la misma recta, por lo que R es un punto de la forma de la forma (x,0), con x €

[0,4).

Solucién reportada por Vera:

Reconstruyendo la imagen en GeoGebra se puede ver que si existe un limite para para la
posicion de R. Tomando el tridngulo OQR se puede ver que es un triangulo rectangulo
porque su base y su altura esta sobre los ejes del plano, es decir tiene un angulo recto, ademas

el cateto formado por 0Q = OP, Ahora por el teorema del cateto se tiene que
0Q = (0A)(OR)

Sustituyendo 0OQ por OP se tiene
OP = (0A)(OR)

Pero que P se acerca al punto O significa que tiende a cero por lo que su proyeccion igual,
asi

0 = (04)(0)
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Obteniendo asi un limite para R. Ya que no es posible construir un triangulo rectangulo que

tenga un cateto igual a cero. https://www.geogebra.org/m/dn3aprbg
Solucion reportada por Hugo:

Tomando como referencia la figura, y recorriendo el punto P en sentido horario, si puede
afirmarse que el punto R se movera hacia la derecha. La justificacion de esta afirmacion es
la siguiente.

A medida que P se mueve en sentido horario, el segmento OP aumenta su longitud hasta
alcanzar su maximo en el punto B. A partir de ahi, los puntos O, Q, R coinciden en el origen
hasta que P coincide con el origen para volver a realizar el punto Q, P y R nuevamente sus
recorridos.

El motivo de que R se mueva a la derecha de esta forma es porque R depende del punto Q y
Q depende de la longitud del segmento OP. Observando con detenimiento, el movimiento
de P, desde O a B, sin coincidir en ninglin momento con alguno y en sentido horario, siempre
proporciona los tridngulos AOQR, AOQP y AOPR. Por construccién, AOQP es isosceles y

AOQR tiene un angulo recto en el origen. De lo que se sigue que

m(< 0QP) = m(< POQ)

m(< POQ) + m(< ROP) = 90°
< OQR =< 0QP

m(< OQR) + m(< QRO) = 90°

- m(< 0QR) + m(< QRO) = m(< POQ) + m(< ROP)
m(< OQR) + m(< QRO) = m(< 0QP) + m(< ROP)
m(< OQR) + m(< QRO) = m(< OQR) + m(< ROP)

m(< QRO) = m(< ROP)

Es decir, AOPR es isosceles. Independientemente de donde se encuentre P sobre la semi

circunferencia abierta superior.
Ahora, si se baja la perpendicular desde P al segmento RO, se obtienen dos triangulos
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rectangulos semejantes. LIdmese E al punto de interseccion de la perpendicular con RO.

Entonces se tiene que

OP? = PE? + EO? - EQ? = OP? — PE?
RP? = PE? + ER?> - ER? = RP? — PE?
OR = OE + ER = EO + EO = 2E0

Pero por ocurrir AOPE~ARPE
OR? = 4E0% - OR? = 40P? — 4PE?
OR = 2/0OP? — PE?

Notese que OP siempre es mayor que PE bajo la siguiente relacion.

Llamemos
0 =< EOP
OP =r
PE =y
Se quiere saber el comportamiento de
r2—y?=k

Consideremos

Sustituimos
r? —r?sen?d =k
r?cos?0 =k

Notese que 8 hace un recorrido de % a 0, lo que equivale a a realizar el recorrido en el
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intervalo (%, ) para cos? 6. En cuyo intervalo cos? 6 es creciente.

Ademas, r tambien es creciente, tomando los valores (0,2).

En consecuencia, k es creciente y OR es creciente, es decir, el punto R se mueve ya que O

es un punto fijo.

Ademas, obsérvese que OQ > PE, pues 0Q = OD + DQ = PE + DQ. (considerando la

siguiente imagen)

Lo anterior siempre ocurre por construccion, ya que AOQP tiene que ser isosceles y tiene
que estar sobre el eje positivo de las ordenadas. Este Gltimo hecho puede comprobarse

facilmente por contradiccion.

En consecuencia, de lo mencionado, la recta QP corta al eje de las abscisas a la derecha del

origen. Por lo que se concluye que R no solo se mueve, sino que se mueve a la derecha.

Por otra parte, por las restricciones de construccion y todos los argumentos, considerando la

relacion encontrada
r?cos?0 =k
Se sigue que
OR = 2y/r%cos? 0 = 2|r cos0|

Por lo que tomando r - 2, 8 — m, Se tiene que OR — 4, sin embargo, no alcansa a tomar
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dicho valor. OR pasa de 4 — € a volverse indefinido, pues la recta QP coincide con el eje de

las abscisas.
Para la solucion a este ejercicio se uso la siguiente construccion en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/tdzsrrhc
Problema 7: La figura representa un triangulo equilatero con lado 6 cm

R
e) Si PQR son puntos medios de los lados AB, BC y CA, ¢cual es el perimetro del
triangulo PQR?

Solucion reportada por Carmen:

Consideramos el triangulo APR, al ser P y R puntos medios del tridngulo equilatero,
entonces los segmentos AP=AR=3cm por lo que el triangulo APR es isdsceles. Ademas de

que el zPAB = 60°, pues es el angulo del triangulo equilatero LBAC = 60°, entonces al ser

£LBAC

APR isosceles, se cumple que los angulos ZPAR = £PRA = 90 — = 60°, es decir

APR es un triangulo equilatero. La misma situacion ocurre con los tridngulos RQC y PQB.
Entonces se satisface que los lados del triangulo PQR miden 3cm, por lo que el perimetro es

9cm.

f) Suponemos ahora que P, Q y R divide a los lados en: AR = 2; RC = 4,CQ =
2,Q0B = 4,BP = 2&PA = 4, cudles el perimetro del triangulo PQR?

Consideramos el triangulo APR, observamos que el segmento AR=2cm y AP=4cm. Ademas
de que el LPAB = 60°, pues es el angulo del tridngulo equilatero LBAC = 60°. Utilizando

el teorema del coseno para encontrar el tercer lado se satisface que:
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1
PRz\/(ARZ +AP2—2-AR-AP-cos(6O°))=\/4+16—2-2-4-§=\/12=2\/§-

La misma situacién ocurre con los triangulos RQC y PQB. Entonces se satisface que los

lados del triangulo PQR miden 2+/3 cm, por lo que el perimetro es 6+/3 cm.
g) ¢Qué perimetro de los casos ay b es mayor?

En el primer caso, el perimetro del triangulo PQR es 9cm, mientras que en el segundo caso

es 6v/3 cm y considerando que 6v/3 ~ 10.39 ... por lo que el segundo triangulo tiene mayor

perimetro.

h) SiP, Q, &R se seleccionan de manera arbitraria sobre los lados de ABC y se calcula
el perimetro de los diferentes tridngulos PQR, ¢donde deben estar situados PQR para

que perimetro sea minimo? ¢Por qué?

Consideraremos primero el caso en donde el triangulo inscrito también sea equilatero, es
decir, cuando los segmentos AR = CQ =BP =xy RC =BQ = AP =6 —x con x en el

intervalo [0,6], entonces los segmentos PQ=QR=QP son igual y satisfacen:

pR:\/(xZ-|-(6—x)2—2-95-(6—x)-cos(60°))=\/2x2—12x+36—6x+x2

= /3x2 — 18x 4 36 = /3(x2 — 6x + 12)

Por lo cual podemos definir al perimetro como f(x) = 3/3(x2 — 6x + 12)

1
Calculando la primera derivada obtenemos f'(x) = 3 % (3(x% — 6x + 12)) 23(2x — 6)

1
Observamos que f'(x) = 0, cuando (3(x? — 6x + 12)) "z = 06 2x — 6 = 0, sin embargo,
1
(3(x% — 6x + 12)) 72 > 0, para todo X, entonces solo se satisface que 2x —6 =0 = x =

-=3.
2

Calculando la segunda derivada se tiene:

f"(x) = %(S(x2 — 6x + 12))_%(2) — ; (3(x% —6x + 12))_%(2x —6)"2
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Evaluando en x=3 se tiene que f"'(3) > 0, por lo que f alcanza su minimo cuando x=3,
concluyendo que el tridngulo equilatero de menor perimetro inscrito en un triangulo

equilatero de lados de 6¢cm, es el triangulo que mide 3cm por lado.

Consideraremos primero el caso en general, entonces definimos a las longitudes de los
segmentos de la siguiente forma: AP=x, PB=6-x, BQ=y, QC=6-y, CR=z, RA=6-z con X,y,z
en el intervalo [0,6], entonces las longitudes de los segmentos PQ, QR, QP son de la

siguiente forma:

PR=\/(xz+(6—z)2—2-x~(6—Z)~COS(60°))=\/(x2+(6—Z)2—X'(6—Z))-

QP=J(y2+(6—x)2—2~y~(6—x)~605(60°))=\/(y2+(6—x)2—y-(6—x))-

RQ:J(zz+(6—y)2—2-Z-(6—y)-cos(60°))=\/(Zz+(6—)’)2—2'(6—)’))-

De donde definimos al perimetro como la siguiente funcion:

f(x,y,2) =\/(x2+(6—z)2—x-(6—z))+\/(y2+(6—x)2—y-(6—x))

+\/(zz+(6—y)2—z-(6—y))
La cual estamos interesado en minimizar.

Solucién reportada por Vera:

a. Si PQR son puntos medios de los lados AB, BC & CA, ¢Cual es el perimetro del
triangulo PQR?

Como PQR son puntos medios, entonces los segmentos AP = PB,BQ = QCYy CR = RA,y
cada segmento miden 3cm, ademas como ABC es equilatero también se cumple que
IRAP = <PBQ = <QCR = 60°, por lo anterior se tiene que los tridngulos APR, PBQ y
RQC son iguales por criterios de congruencia, tomando en cuenta esto analizamos el
triangulo RQC, el cual, cumple que QC = CR y <QCR = 60°, como tiene dos lados iguales

es isosceles, por lo que sus otros angulos miden 60°, es decir es un tridangulo equilatero y
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QR = 3cm. Ahora como 4APR = 4PBQ = 4RQC, los segmentos PQ y RP son iguales a
QR, por lo que el perimetro del tridngulo PQR es 3(3) = 9 cm.

b. Suponemos ahoraque P, Q & R dividealosladosen: AR = 2; RC = 4,CQ =
2,Q0B = 4,BP = 2&PA = 4, icual es el perimetro del triangulo PQR?

De nuevo como AR = CQ = BP =2, RC = QB = PA =4y ¥RAP = <PB(Q = <QCR =
60° por criterios de congruencia son iguales y el tridngulo PQR es equilétero. Por lo que
tomamos el tridngulo RQC para encontrar el lado que falta, intuitivamente se ve que es un
triangulo rectangulo, para comprobar que lo es trazamos la bisectriz del &ngulo <CAB la
cual divide a 4ABC en dos tridangulos congruentes, ahora tomando 4ADC, este es semejante

a ARQC, es decir se cumple que:

AC _RC
DC QC
Por lo que <CAD = «<CRQ pero <CAD = % = 30° asi retomando el triangulo RQC se tiene

que XQCR = 60°,xCRQ = 30° en consecuencia el angulo restante es un angulo recto, ya
que la suma de los angulos internos de un tridngulo es 180°. Entonces para obtener el lado

faltante aplicamos Pitagoras.

RQ =,/CR? —QC? =+/42 - 22 =16 — 4 = V12 = \/4(3) = V&/3 = 2V3

Asi el perimetro del triangulo PQR es 3(2v3cm) = 6v/3cm

c. ¢Qué perimetro de los casos a & b es mayor?
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De los casos anteriores el triangulo con mayor perimetro es el obtenido en el inciso b. ya que

3<2V3

d. SiP, Q, & R se seleccionan de manera arbitraria sobre los lados de ABC y se
calcula el perimetro de los diferentes tridngulos PQR, ¢ddnde deben estar

situados PQR para que el perimetro sea minimo? ¢Por qué?

Al estudiar la figura en GeoGebra se observa que si uno de los angulos se acerca mucho a
180° el perimetro crece, en cambio cuando los angulos se asemejan cada vez mas entre si,
el perimetro decrece, por lo que el tridngulo PQR de menor area es aquel que tiene sus

veértices en los puntos medios de los segmentos que conforman el triangulo ABC.
https://www.geogebra.org/m/nhphswijs
Solucion reportada por Hugo:

a) Si PQR son puntos medios de los lados AB, BC & CA, ¢ Cuél es el perimetrodel triangulo
PQR?

Solucion Respuesta: el perimetro mide 9 cm.

B Q Razones:
El siguiente argumento funciona para cada uno de los lados.

c Tomemos el lado PQ. Nétese que por ser equilatero ABC y

" tomarse PQ a la misma razdn de sus lados correspondientes, PQ

es paralelo a AC. Lo que, aplicando este mismo razonamiento para los otros dos lados, con

sus lados correspondientes, nos lleva a concluir que el tridngulo PQR es equilétero y sus lados

miden 3 cm.
También se puede mostrar por semejanzas y congruencias.

b) Suponemos ahora que P, Q & R divide a los lados en: AR =2; RC=4,CQ=2,0B
=4,BP =2 & PA =4, ;cual es el perimetro del triangulo PQR?
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AN\ 4 Respuesta:
2f /N
AR Nuevamente, podemos tomar congruencia de triangulos entre

of K — N\ . lostriangulos PBQ, RAPy QCR. Pues basta rotar los triangulos
/ JJ \ .- , o
y \ / y hacerlos coincidir con sus angulos de 60° para ver que son
y Vi S ;x.r
- e — congruentes.

Para lo anterior, se dan los argumentos basados en semejanza,
los cuales pueden apoyarse con el siguiente disefio en GeoGebra, en el cual solo hay que
mover el punto H.

https://www.geogebra.org/m/xdabeshh

En el orden escrito, se tienen las congruencias APBQ ~ ARAP =~ AQCR. Lo que implica
que el tridngulo PQR se siempre sea equilatero. Ademas, curre que
PQR es equilaterio si,y solo si, APBQ =~ ARAP = AQCR.

Y para construirlo bastard tomar los puntos P, Q y R a razén de que se cumplaque a+b = 6

bajo la siguiente configuracion.

a
Por lo anterior dicho, se procede a calcular el valor de uno

A
b/ /N
/ L
d"ll / .“"\.
P F B

N\Q

I ’ ., . .
\\ fﬁ de los lados de tridngulo PQR con ayuda de la siguiente
/ \f_,f figura, donde BX es la perpendicular al lado PQ.
Py S B— i
PQ = PX + (PQ — PX)
Se tiene
b a
PX? = b* — BX?
por otra parte, por el teorema del cateto de Euclides
P X Q a® = b* + PQ* — 2PX * PQ
Asi que
b? + PQ? — a?
X = ¢
2PQ
b? + PQ? — a? ?
PX?* = = b* — BX?
< 2PQ
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b2 + PQ? — a?\*
BX? = b* - 1
b ( 2PQ - @
Notese que el triangulo ABC, al ser equilatero, su area es conocida y esta dada por
AC*3
ABC — 1

De igual forma se calcula el area del triangulo PQR

PQ%\/3
APQR = 4

Dado que se tienen las congruencias APBQ =~ ARAP =~ AQCRy las areas anteriores son

constantes, se tiene que
AC%\3

ABC = = 34ppg + Apor

AC%\3 PQ%\/3
R -l + 2

Donde

PQ = BX
Appg = -

Por lo tanto

Agpc = 3Appg + Apqr

AC*\3 _PQ+BX PQ*/3
r 3T Yt

Por lo cual

AC*3 —PQ*3
6PQ a

BX2 = AC?V3 - PQ*V3 2
- 6PQ

BX

Tomando la ecuacion (1) se tiene

AC™V3 - PQV3\ yo_ (P2 PQ*—a i
6PQ -0 2PQ

Simplificando
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2

AC*V3 - PQHV3Y’ b2 + PQ? — a?
(=) e ()
(AC*3 - PQ3) = 36PQ2b? — 9(b? + PQ? — a?)?
Realizando la sustitucion de los datos
AC=6; a=4;,b=2
(36V3 — x2V3)" = 144x% — 9(x? — 12)?
Cuya solucidn, con relacion a este problema resulta (realizado en wolfram)
x =PQ =23
Por lo que el perimetro del PQR es 6v/3 ~ 10.39

El cual se verifico con GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/umjye8pd)

Otra solucion mas simple es utilizando el teorema de cosenos
PQ? = a® + b% — 2abcos(60)
PQ?=a%*+b*—ab

Sustituyendo y simplificando
PQ =V16+4—-8=+12=2V3

Este método también permite demostrar que el triangulo PQR es equilatero.

c) ¢Qué perimetro de los casos a & b es mayor?
En el segundo caso

d) Si P, Q, & R se seleccionan de manera arbitraria sobre los lados de ABC y se calcula el

perimetro de los diferentes triangulos PQR, ¢donde deben estar situados PQR para que

perimetro sea minimo? ¢ Por qué?

Respuesta: La solucion tiene que ser un equilatero cuyos vértices coinciden en los puntos

medios de cada lado. La solucion fue basada en GeoGebra.

https://www.geogebra.org/m/ht5rkrtj

Para este ejercicio se intenté de multiples formas llegar a la solucion. Malamente buscando

una solucion sencilla. Algunos intentos se muestran en las siguientes ligas
https://docs.google.com/document/d/18 eeUU-GQrKWOB8k800d-
Qdsg6VvIGZcE?rtpof=true&authuser=hardirmh%40gmail.com&usp=drive_fs
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https://docs.google.com/document/d/18XK3X3ZGjdXreY KxD60O0xZumXpnSODILE?rtpof=
true&authuser=hardirmh%40gmail.com&usp=drive fs

Finalmente se dejo en solo dos casos

1) a =b = c; APQR es equilatero

PQ? = a® + (I — b)2 — a(l — b)
PQ?=a*+(—a)*—a(l—a)
PQ? = a?+ 12+ a? — 2la — al + a?
PQ? =3a?—-3la+1?

Perim.= p(a) = 3+/3a? — 3la + [2

C 92a —1
A g p'(@) = ( )
C 2V3a2—3al+ [2
Haciendo p'(a) = 0
9(2a -10)=0
2a —1=0
_l
“=3

2) Considerando el diagrama anterior, se tiene

PQ =+/az+ (l—b)2—a(l—Db)

QR =/b2+ (l—c)2—b(l—c)

PR=+c2+(—-a)?—c(—a)

Por lo que el perimetro esta determinado por la siguiente expresion

p=+at+{—b)2—a(ll—b)++b2+({A—-c)>2—b(—c)
+yc2+ (1 —a)?—c(l—a)

Bajo las restricciones

O<axl
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0<b<l

0<c<l
Derivando parcialmente la funcion
, —l+b+2a c—2(—-a)
Pa= +
2y—a(l—b)+ (A —-b)2>+a® 2\—c(l—a)+ (l—a)?+c?
, —l+c+2b a—2(-Db)
Py = +
2J-b(l—c)+(1—c)2+b% 2/—a(ll—b)+ (l—b)?+a?
, —l+a+2c b—2(l-rc)
P

- 2y/—c(l—a)+ (I —a)? + c? +2\/—b(l—c)+(l—c)2 + b2

Para lo anterior se verificaque p'y, =p, =pe=0sia=b=c= é pero no se sabe nada

acerca de que sea solucién unica.

Otra forma de analizar la funcion del perimetro es considerandola como
po=a’*+{—b)2—a(l—-b)+b?>+(U—c)>—b(l—c)+c?*+ (1 —a)>—c(l—a)

Pues son los términos dentro de cada raiz los que determinan el comportamiento de la funcion.
La raiz lo inico que hace es “reducir/ralentizar” el comportamiento de cada factor dentro de
ellay restringir el dominio a valores positivos, sin embargo, las soluciones a los sistemas de
ecuaciones que resultasen deberian coincidir con las soluciones positivas de la funcion

original del perimetro.
Es decir, para nuestro caso de estudio, es viable realizarlo de esta manera.

Considerando esto, basta con derivar parcialmente, respecto a a, b, ¢ lo que arroja el siguiente

sistema de ecuaciones lineales
4a+b+c =3l
a+4b+c =3l
+b + 4c =3l

Cuya solucidn es la misma que el caso anterior y puede garantizarse que es Unica.
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Problema 8: Las coordenadas de los vértices del triangulo ABC son A (0,0),B(5,0)y C
(0, 10). El punto A se refleja sobre el segmento BC y se obtiene A’. Encuentre las
coordenadas del punto A’. Sea B’ el punto reflejado de B sobre AC y C’ el punto reflejado

de C con respecto BC respectivamente. Encuentre el area del triangulo A’B’C’.
Solucion reportada por Carmen:

Para obtener las coordenadas del punto A’, por construccion este debe estar en la recta
perpendicular a la recta que pasa por B 'y C, la cual la podemos obtener por medio de la recta

que pasa por dos puntos, donde B = (x1,y1) Y C = (x5, ¥2).

Y=Y =2::3:(x—x1) = yzi—(;(x—S) = —2x + 10.
Entonces la perpendicular a esta recta que pasa por A es.
1
y=5%
Igualando ambas ecuaciones se satisface que
—2x+10=%x = ;leO = x=4.

Es decir A" = (4,%4) = (4,2). Por otra parte, el punto B’ debe estar en la recta

perpendicular a la recta que pasa por Ay C, pero al estar esto dos en el eje X, entonces B’
o1 debe de estar en una recta paralela al eje Y, pero la Gnica recta que
E pasa por Ay C es X=0, entonces la interseccién de entre X=0y Y=0
es el origen, es decir, B’ = (0,0) = A. Finalmente, el punto C’ es el
punto reflejado de C con respecto BC respectivamente, al estar C en
a el segmento BC, entonces se tiene que C’=C. De esta forma el
o triangulo A’B’C’=A’AC.

Observamos que 2CAB = £CA'A = 90°,ademas LACB = £LACA',

A

T i ! * de donde se tiene entonces queZABC = «CAA’, utilizando el
criterio AAA, los triangulos ACB y A’CA son congruentes.
Utilizando el teorema de Pitagoras, se obtiene que la longitud del segmento BC es igual a

JAC)? + (AB)? = /52 + 102 = V125 = V25 # 5 = 5v/5.
Observando que:
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AC _AB _BC 5V5 5V5 45
CA'"  AA"  AC 10 2
Entonces se tiene que:

AB - AC

> AB-AC 5-10 +5-V5 5 AB - 4C = (5 10)4 20
= = = = — = . = . —_ = .
AA"-A'C AA'-A'C AB-AC 2-2 4 5
2
Por lo que el area del triangulo A’B’C’ es igual a 42 Z‘A ¢ = 42—0 =20

Solucion reportada por Vera:

Para reflejar el punto A sobre el segmento BC, se levanta una perpendicular desde el
segmento dado y que pasa por el punto A, el punto de interseccidn entre estos dos es el punto
A’, el punto B’ esta en la misma posicion que Ay el punto C' se refleja en la misma posicion

que C.

Ahora para encontrar las coordenadas del punto A’, encontremos las ecuaciones de la recta

perpendicular y de la que pasa por los puntos C y B.
Para ello se tiene que y — y; = m(x — x;).
e Ecuacion de la recta que pasa por los puntos C y B.

. . - 10-0 10
Primero encontremos la pendiente m = 2222 = —— = — = 2
X2—X1 0-5 -5

Ahora sustituyamosen y — y; = m(x — x;)
y—10=-2(x—0)
y—10 = —2x

y=-2x+10

e Ecuacion de la recta perpendicular que pasa por A

., . -1 -1 1 .
Para calcular su ecuacién, encontremos su pendiente m; = —=—==7 ahora sustituimos

los valoresen y — y; = m(x — x;) Y se tiene que
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Ahora calculamos las coordenadas del punto de interseccion de
10§

ambas rectas y esas son las coordenadas de A’

y—zx...( )

y=-2x+10..(2) .

Multiplicando a ... (1) por un signo menos y sumando con la otra : D
se tiene \
0 > + 10
=—=x
2

Despejamos x de la ecuacion anterior y se tiene que x = 4, Sustituyendo x en ...(1) se

encuentra y = 2, asi las coordenadas de A’ = (4,2)

Para encontrar el area del triangulo A’B’C’ primero encontremos el valor del segmento BC

usando Pitagoras
BC =+/10% + 57
=+v125
=/25(5)
= 5V5

Ahora encontramos cuanto miden los segmentos A’B’y A’C’ usando Tales

BC B'C
AB  A'B’

Sustituyendo valores se tiene que
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5 A'B’
Asi
ap =2
V5
Racionalizando se tiene que
A'B' = 25
Ahora encontremos A’'C’
ac_ac
AB A'B’
Sustituyendo valores se tiene que
10 A'C’
525
Asi
AC' = @ =45

Por ultimo, se tiene que sib = A'C" y h = A'B’ entonces

bh _ (4/5)(2V5) 20

Area =
rea =- >

Solucién reportada por Hugo
Se encuentra las coordenadas de A’

Considere la siguiente imagen:
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< ACB~ < A'AB
< CBA~ < ABA’
< BAC~ < BA'A

Por lo que AACB ~ AA'AB
Luego
AC BA
A'A BA
10 5
A'A BA
A’'A = 2BA’

Por otra parte
AB? = BA? + A'A?
25 = BA’? + 4BA™
BA' =5

Ahora, sea A" = (x,y), se tiene

d(BA) = V5 = /(x = 5)% + (y - 0)?
5=(x—-572%+y%-> (1)

Consideremos la ecuacion de la recta que pasa por Cy B
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mcg = —2

y=-2x+10- (2)

Sustituyendo en (1)
5=(x-5)2+(—2x+10)2
5=x%+25—-10x+ 100 + 4x? — 40x
5 =5x% - 50x+ 125
x?2—10x+24=0
Cuyas soluciones son x=4, x=6. De las cuales solo se considera x=4, dado que tiene que ser
menor a la ordenada de B.
Sustituyendo en (2)
y=-2(4)+10
y=2
Por lo que se concluye que A" = (4,2)
a)Sea B’ el punto reflejado de B sobre AC y C’ el punto reflejado de C con
respecto BC respectivamente. Encuentre el area del triangulo A’B’C’.

Para esta parte se considerara que B’ es reflejado “respecto” a AC, y en lugar de “sobre”.

Para la solucion de este ejercicio se considerara:
e Laecuacion de la recta que pasa por A’ y B’.
e Laecuacion de la recta perpendicular del anterior punto.
e La propiedad de perpendicularidad de las rectas en geometria analitica.
e La interseccion de las rectas del primer y segundo punto.
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e La distancia de C’ a la interseccion indicada en el punto anterior como altura del
triangulo.
e Ladistancia de A’ a B’, como base del triangulo
Solucion:
largr = —2x+9y = 10
Perpendicularalyrgrily = 9x + 2y = 10
14 22

Interseccion de 1,/grconly: P = (E'E)

Altura de AA'B'C: d(C’,P) = 2 /%

Base de AA'B'C: d(A’,B’) =+/85

Por lo tanto
/545
AAIBIC= 17 *V85=5V109

Considere el punto A’ como un punto moévil sobre el segmento BC.

a) Primera extension

Analice el area de AA'B'C respecto al area de AABC cuando A’ se mueve sobre
el segmento.
¢Qué puede decir sobre las areas de los triangulos cuando se mueve A"?
Si encuentra 0 no alguna relacién entre las areas, indique porqué ocurre esta
relacion o falta de relacion.
Estrategias importantes: considerar las paralelas.
b) Segunda extension
ConsidereaB' =B, C' = C.
Refleje el punto A sobre el segmento BC. Llamelo P
Trace una circunferencia de radio AP.
Tome el punto A’ sobre la circunferencia.
¢En qué posicién deberia colocar a A’ para que el area de AA’B'C’ sea dos veces
lade AABC?
¢En qué posicién deberia colocar a A" para que el area de AA'B'C’' sea la mitad
de AABC?
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Apéndice C
Analisis de problemas restantes
Analisis Problema 2: La ecuacion x2! + x1° — x~1 + 2 = 0 ¢tiene alguna raiz entre -1 y

0? ¢Por qué o por qué no?
Comprension del problema

Para resolver este problema era necesario comprender que no se pide encontrar las raices de
la ecuacion, sino que se debe demostrar que no existen raices en el intervalo establecido.
Para lograr este objetivo era necesario poder asociar la primera derivada con el
comportamiento creciente o decreciente de una funcion en un intervalo dado. En este caso
los tres estudiantes comprendieron el problema y relacionaron la derivada con el
comportamiento de la funcién lo que les conduce a la solucién del problema.

Implementacién de un plan de solucion:

La solucién presentada por Carmen, Hugo y Vera es esencialmente la misma, con pequefias
diferencias de estilo al escribir, pero siguiendo el mismo esquema y estrategia. En las
soluciones se aprecia que asocian la primera derivada con el crecimiento o decrecimiento de
la funcion. Calcular la derivada y observar que siempre sera positiva les permitio establecer
que la funcion es creciente en el intervalo (—1,0), este argumento les sirvio para explicar
que la ecuacion no tendra raices en ese intervalo, en la Figura 57, Figura 58 y Figura 59 se

aprecia la solucion presentada por los estudiantes.

Definimos f(x) = x%1 4 x*® — x71 + 2, por una parte observamos que:
fl(x) =21x20 + 19x18 + x72

Esta expresion esta compuesta de términos que son positivos en [-1,0), utilizando el criterio de la primera
derivada se satisface que fes creciente en [-1,0). Por otro lado, se satisface que f(1) =1, al ser fes creciente
en [-1,0) se cumple que f(x) = 1, cuando x € [—1,0), ya que f es creciente en [-1,0), por lo que se
concluye que f no tiene raices en [-1,0).

Figura 57. Solucién reportada por Carmen.
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Consideremos al polinomio como la funcién
fFxX)=x2t +x¥9 —x"1+2
De donde se observa que, parax = —1

F-1) = (-2 4+ (-1 = (-1)71 + 2
=-1-1+4+1+2
=1

Es decir, el punto (—1,1) pertenece a la grafica de la funcién. Por lo que bastaria encontrar algin valor
x4 en el intervalo (-1,0) tal que

fx) =0
Sin embargo, nétese que
f'(x) =21x20% + 19x18 + x72
f'(x) > 0 para todo x en (—1,0)

Es decir, la funcién f(x) es creciente en todo el intervalo por lo que no tomara valores negativos en el
mismo.
En conclusién, el polinomio x?! + x1% — x~1 4 2 = 0 no tiene raices en entre -1y 0

Figura 58. Solucién reportada por Hugo

Analizando la ecuacion se puede ver que no estd definida en x = 0, ademas si x = —1 se tiene que

DP+ (DY - (D +2=1%0
Es decir, en —1 no existe una raiz, ahora para saber que no hay alguna raiz en (—1,0) tomando en cuenta
la derivada del polinomio

d
= [x21 + x1? —x 1+ 2] =21x2° + 19x28 + x 2
x

Se puede ver que la derivada es siempre positiva para todo punto en el que estd definida la ecuacién, lo que
implica que la gréfica del polinomio es siempre creciente, por lo que cualquier valor que se tome en
(—1,0) dard un nimero mayor que cero. Tomando en cuenta lo anterior se concluye que no existe ninguna
raiz que pase por dicho intervalo.

Figura 59. Solucién reportada por Vera.

En resumen, los estudiantes demostraron un procedimiento ordenado y sistematico que los

condujo a encontrar la solucion del problema. Ademas, demostraron comprension del

problema, dominio de procedimientos algoritmicos y de los recursos de célculo que los

condujo a utilizar la definicion de funcion creciente y del teorema de la primera derivada

para analizar el comportamiento de la funcion en el intervalo establecido. Con los elementos

mostrados se puede concluir que los estudiantes cuentan con los recursos para resolver este

tipo de problemas.

Cabe resaltar que el problema si permitia o ameritaba usar alguna herramienta tecnoldgica

para realizar la grafica de la funcion y verificar que no existia raiz en el intervalo establecido,
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a pesar de eso los estudiantes no presentaron evidencia del uso de tecnologia, demostrando
que no sienten la necesidad de incorporar la tecnologia en el proceso de solucién de

problemas y que confian en sus argumentos algebraicos.

Con la ayuda de GeoGebra se presentar una aproximacion que permite comprobar
visualmente porque la ecuacion no tiene raices. Al graficar la derivada de la f(x) = x?* +
x1? — x~1 + 2 se puede observar que no tiene intercepto con el eje x, ver Figura 60. Esto
permite garantizar que la funcién siempre sera mayor que cero para cualquier valor del
intervalo (-1,0), es decir la funcidn f(x) sera creciente en todo el intervalo establecido y por
lo tanto no tendra intercepto con el eje X, esto garantiza que la ecuacion no tendra raices. De
igual forma se puede usar GeoGebra para graficar la funcion f (x) y observar el punto exacto
donde la gréfica corta al eje x. GeoGebra permite realizar una verificacion visual de la

respuesta y comprobar que no existe ninguna raiz en el intervalo (-1,0), ver Figura 61.

2122 + 192 422 4

-2 -1 o 1

Figura 60. Grafica de la derivada de la funcion f(x)

04

. A=(-Lo20) B = (0.5.0)

15 1 05 o 5 1 15

05

Figura 61. Gréficra de la funcion f(x)

Cabe sefalar que también existen otras herramientas como Wolfram Alpha que brinda mas

informacion acerca de la expresion algebraica que se investiga, por ejemplo, se puede
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observar su grafica, las raices reales y las raices complejas. Informacion suficiente para
concluir visualmente que la ecuacion x2! + x® —x~1+2 =0 no tiene raices en el

intervalo (-1,0), ver Figura 62.

2% Wolfram

X = =1.02013

x = 0.499999

X = —0.97370 - 0.31057 i
X = =0.97370 + 0.31057 i

X = ~0.83844 - 0.59526

Figura 62. Informacion brindada por Wolfran Alpha

ax six<1

byt x 41 six>1 Encuentre a y b tales que f

Andlisis Problema 3: Sea f(x) = {

es diferenciable en 1.
Comprension del problema:

Para resolver este problema era importante comprender el significado de la diferenciabilidad
y sus implicaciones, ya que esto permitia establecer la igualdad de las derivadas laterales y
laigualdad de los limites laterales. En este caso los tres estudiantes comprenden el problema
y establecen la relacién entre la diferenciabilidad y la continuidad que son elementos que
conducen a la solucion del problema.

Implementacion de un plan de solucién:

La solucion presentada por Carmen, Hugo y Vera es esencialmente la misma, con algunas
diferencias de estilo al presentar la solucién. En su solucion se destaca la heuristica de
concebir el problema como cierto, lo que les permitio utilizar la definicion de

diferenciabilidad y sus implicaciones. Es decir, calcularon la derivada y establecieron la
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igualdad de las derivadas laterales obteniendo como resultado una de las ecuaciones
necesaria para resolver el problema. Posteriormente se apoyan del hecho de que la
diferenciabilidad implica continuidad lo que les permiti¢ establecer la igualdad de los limites
laterales, obteniendo asi la otra ecuacion utilizada para encontrar el valor de las incognitas.
A continuacion, se observa la solucion presentada por Carmen, Hugo y Vera, ver Figura 63,

Figura 64 y Figura 65.

a, six=<1

Observamos que f'(x) = {be 1 six=1

El gue f sea diferenciable en 1 debe satisfacer que fy f ‘sean continuas, en particular en 1, es decir, sus

limites por ambos Iados| son iguales ( linllf’ (x) = lir{n+ ffx)= f’(l)).
xX— X—

Por una parte, se satisface que lim f’' (x) = lim a = a, mientras que por otra parte lim [’ (x) =
a1 1" x=1%

lirrll+ 2bx+1=2b+ 1, porlo que nos interesa que se cumplaa = 2b + 1.
x—

Por hipodtesis f es derivable, lo cual implica que f es continua (en particular en 1), por lo que se debe
satisfacer que el limite por ambos partes coincida ( lirilff(x) = lir{l)rf (x) = f(1)). De un lado tenemos
X—= xX—

gue lim f(x) = lim ax = a, por otro lado lim f (x) = lim bx% +x +1 = b + 2, por que se debe
x—1 x—1 x—1t x—1t
satisfacera = b + 2.

Igualando los valores de a obtenidos se cumple que b + 2 = 2b + 1, lo cual implicaque b =1y a = 3,
de donde se sigue que:

3x, six=<1
xX24+x+1,six>1

1 ={

Figura 63. Solucidn reportada por Carmen
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Notemos que parax < 1 f'(x) =a
Y parax > 1 f'(x) =2bx+1

Mientras que para x = 1, los limites laterales que definen a la derivada deben de coincidir, esto se
traduce en que ambas derivadas calculadas, al evaluarlas en x = 1 deben coincidir para que la funcién

sea diferenciable para ese valor

2b(1) + 1
a=2b+1 — (ec.1l)

Por otra parte, como diferenciabilidad implica continuidad, los limites laterales en cuando x — 1
también tienen que coincidir, es decir

f)=a()=b(1)*+ (1) +1
a=b+2 — (ec.2)

Asi, se tiene

{a=2b+1
a=b+2

Del cual se tiene la solucion

a=3 b=1

Los cuales son los valores que habra que sustituir en f(x) para que sea diferenciable.

Figura 64. Solucion reportada por Hugo
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Solucion propuesta: Supongamos a f(x) diferenciable en 1, calculemos su derivada en ese punto.

Primero derivemos la funcion
rron [ @G x=1
f{x)_{zmr+1, x>1

Si evaluamos la derivada en 1 se tiene que

. a, r=1
f(l):{2b+1, x>1" M

a=2b+1-(2)

Ahora como se supone diferenciable en 1, entonees es continua por lo que se cumple lo signiente:

Igualando

lin}ax =a-(3)

li11}b};2+x+ 1=b+2-(4)
x—

Igualando ambos limites se tiene
a=b+2-(5)

Ahora tomando la ecuacion (2) y (5) se tiene el sistema (6) el cual resolvemos para encontrar los valores
de a y b donde la funcién es diferenciable en el punto 1
{a =2b+1 - (6)
a=>b+2

Resolviendo el sistema setiene que a = 3y b = 1 por lo que

3x, x=1
f(x)_[x2+x+1, x>1

Figura 65. Solucién reportada por Vera

En resumen, los estudiantes encontraron la solucion al problema demostrando comprensién
del concepto de diferenciabilidad y sus implicaciones, tienen manejo de los procedimientos
algoritmicos y uso de la definicion de continuidad. Con los elementos antes mencionados se
puede concluir que los estudiantes cuentan con los recursos para resolver este tipo de

problemas.

A continuacidn, se presenta una aproximacion mediada por GeoGebra que permite ilustrar
geométricamente la diferenciabilidad y sus implicaciones. Al ser una funcion por partes se
va a necesitar introducir dos deslizadores a 'y b que cumplan el papel de las incdgnitas de las
ecuaciones de la funcion f(x). El deslizador a permite cambiar la pendiente de la recta ax
y de esta forma generar una familia de rectas; el deslizador b nos permite cambiar el
coeficiente del término cuadratico de la funcion bx? + x + 1 y generar asi una familia de
parabolas. En la Figura 66 se aprecia el papel de los deslizadores, es decir, se observa la

familia de rectas y pardbolas generadas al mover los deslizadores.
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axr

2 -1 ’ 1 | 3 4 g [ 7

Figura 66. Familia de rectas y parabolas.

Dar por cierto que la funcion es diferenciable garantiza que la derivada existe y eso ocurre
cuando la funcién es una curva suave, es decir los valores de a y b deben ser tales que la
funcién no tenga cambios bruscos de direccién o picos. En la Figura 67 un otro ejemplo
donde la funcion es continua pero no es diferenciable ya que se observa que en x =1 la
funcion tiene un pico, por tal motivo los valores de a y b quedan descartados ya que no existe
la derivada en ese punto. Al establecer la igualdad de las derivadas laterales a = 2b + 1

estamos garantizando que la funcion no tenga picos.

axr

-4

Figura 67. Grafica de la funcién no diferenciable en x = 1.

La igualdad de los limites laterales de f(x) garantizan que la funcion es continuaen x = 1,
esto es una consecuencia directa del hecho que la funcidn es diferenciable. Para conseguir
que la funcion sea continua y diferenciable se debe seleccionar adecuadamente los valores
de ay b del deslizador hasta lograr que la funcién no tenga picos y que tanto ax como bx? +
x + 1 tengan la misma recta tangente en ese punto. En la Figura 68 se observa que tanto la

recta roja como la pardbola verde tienen la misma recta tangente en el punto A = (1,3).
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Figura 68. Gréafica de una funcion continua y diferenciable.

Problema 4: Encuentra al menos una solucion de la ecuacion 4x3 — x* = 30 o explica

porque no existe solucién.
Comprension del problema:

Este problema no requeria encontrar las soluciones de la ecuacién, sino que bastaba con
demostrar que la ecuacion no tiene solucion, por lo que era necesario convertir la ecuacion
a una funcion y utilizar herramientas del calculo para analizar su comportamiento. En este
caso los tres estudiantes demostraron comprender el problema y reconocieron la importancia
de utilizar sus recursos de calculo para analizar la funcion, en particular utilizaron el criterio
de la primera y segunda derivada que les permitié analizar la funcion y concluir que la

ecuacion no tiene solucion.

Implementacion de un plan de solucién:

La solucion presentada por Carmen y Vera son muy similares, ya que ambas deciden dividir
el problema y solo trabajar una parte de la ecuacion 4x3 — x* = 30 (heuristica de dividir el
problema en partes). En el caso de Carmen defini6 la funcion f(x) = 4x3 — x* y analizo su
comportamiento utilizando el criterio de la primera y segunda derivada. Su intencion era
encontrar un valor de x para el cual la funcion f(x) = 4x3 — x* sea igual a 30, elemento
que le permitiria concluir que la ecuacion 4x3 — x* = 30 tiene solucién. En el caso de Vera
definié la funcion f(x) = 4x3 —x* y g(x) = 30 su propésito era verificar si las dos
funciones si intersecan en algin punto, esto permitiria argumentar que comparten la misma
coordenada en el eje x y que al menos existe una solucion a la ecuacion 4x3 — x* = 30. En

general el procedimiento de Carmen y Vera se resume en utilizar el criterio de la primera 'y
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segunda derivada para analizar el comportamiento de f(x) hasta encontrar el méximo de la
funcion y comprobar que en ese valor la funcion f(x) no alcanza a ser 30 y por lo tanto la

ecuacion no tiene solucion ver Figura 69 y Figura 70.

Definimos f(x) = 4x3 — x*, observamos que f es continua y derivable, ademas que f'(x) = 12x2 — 4x3,
Nos interesa calcular los maximos y minimos de f para poder establecer si es igual a 30 en algun punto,
por lo que nos interesa calcular las raices de f/, es decir, que 4x2(3 — x) = 0, lo cual se satisface cuando
x = 0y x = 3, observando que f'(x) > 0 en el intervalo (—00,3) y f'(x) < 0 en el intervalo (3, o), por
el criterio de la primera derivada, f es creciente.en el intervalo (—,3) y decreciente en el intervalo
(3, ).

Calculando la segunda derivada se satisface que f"'(x) = 24x — 12x? = 12x(2 — x), evaluando en O se
cumple que f"'(0) = 0, por lo que, usando el criterio de la segunda derivada, f tiene un punto de inflexion
en 0. Por otro lado, evaluando f “en 3 se satisface que f"(3)=24(3)—12(3)2=-36<0,
considerando que f es creciente en el intervalo (—o0, 3) y decreciente en el intervalo (3, ). Evaluando
f(3) =4(3)% — (3)* = 27, entonces f(x) < 27 satisface que f tiene un maximo absoluto en 3., es decir,
no existe ningun x € R tal que f(x) = 30.

Figura 69. Solucién reportada por Carmen.

Para resolver el problema visualicemos a la ecuacion como dos funciones f(x) = 4x® — x* y g(x) = 30,
de las cuales se busca encontrar un punto en el que se intercepten ambas funciones, para ello primero
analicemos los maximos y minimos de f(x), para ello calculemos su primer y segunda derivada

fl(x) =12x% — 4x3

f"(x) = 24x — 12x?
Ahora encontremos las raices de la primera derivada para ello igualamos a cero

12x2 —4x3 =0
Resolviendo se tiene que x = 0 y x = 3. Para saber si hay maximos o minimos evaluamos la segunda
derivada en x = 3 ya que cuando x = 0 hace que la derivada sea cero por lo que no existen maximos ni
minimos en este punto.
f"(3) = 24(3) — 12(3)* = -36

Como el resultado es negativo se dice que hay un maximo en 3, ahora para saber donde se encuentra ese
maximo evaluemos f(x) en 3.

f(3)=4(3) -~ (3)* =27
Asi el punto maximo de f(x) esta en el punto (3,27), por lo que las funciones nunca se cruzan, es decir
no existe solucion para 4x3 — x* = 30.

Figura 70. Solucién reportada por Vera.

En la solucion de Hugo se puede observar que definid la funcion f(x) = 4x3 —x*—-30y
pretende encontrar un valor de x tal que f(x) = 0, es decir pretende demostrar que existe
un valor de x donde la funcion intercepta al eje x. Este argumento le permitiria demostrar
que la ecuacion 4x3 — x* = 30 tiene solucion. En la solucion reportada se observa que

utiliz6 los mismos recursos que sus compafieras, es decir analizo la funcion usando el criterio
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de la primera y segunda derivada, lo que le permitié encontrar los puntos criticos. Analizar
el comportamiento de la funcién en estos valores le permitié comprobar que la funcion no
intercepta al eje x y por lo tanto no existe solucion a la ecuacion 4x3 — x* = 30, ver Figura
71.

El ejercicio puede verse como, encontrar los valores x para los cuales f(x) = 0 con
f(x) = 4x® — x* — 30 conxen los reales

Se procede analizando a f(x).

f'(x) = 12x% — 4x3 = 4x?(3 — x)
f7(x) = 24x — 12x% = 12x(2 — x)

Donde, para f'(x) = O se tienex; =0, x; =3
Evaluando los puntos criticos x4, x» en la segunda derivada se tiene

f(0)=20
f1(3)=12(3)(2-3) <0

Es decir, (0,}‘(0)) es un punto de inflexion de la funcidn, mientras que (3, £ (3)) es un maximo de la
funcion.

Sin embargo se tiene que

(0.£(0)) = (0,-30)
y (3.f3)=@3-3)

En consecuencia, la funcién f(x) no tomara valores mayores o iguales a cero para ningun valor en su
dominio, pues alcanzara su maximo absoluto en x = —3.

De lo anterior se concluye que la ecuacién 4x® — x* = 30 no tiene soluciones reales.

Figura 71. Solucion reportada por Hugo.

En resumen, Carmen y Vera utilizan la misma estrategia para encontrar la solucion al
problema, pero presentan algunas diferencias en cuanto a la forma de explicar su solucion.
En el caso de Carmen su explicacion tiene un caracter mas algebraico, ya que busca un valor
de x en donde la funcion f sea igual a 30, en cambio Vera tiene una vision més geometrica,
ya que intentan descubrir si las funciones f(x) y g(x) se interceptan en algin punto, ya que
esto le permitiria demostrar la existencia de al menos una solucion. Se puede concluir que
ambas cuentan con los recursos para resolver este problema, ya que pueden aplicar el criterio
de la primera y segunda derivada, también demostraron dominio de los procedimientos

algoritmico que el problema demanda.
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Por parte de Hugo demostré una mejor comprension del problema y mejor seleccion de la
estrategia, ya que analizd directamente la funcion f(x) = 4x3 — x* — 30 sin necesidad de
trabajar solo con una parte de la ecuaciéon. Con los elementos mostrados se puede concluir
que Hugo cuenta con los recursos para resolver el problema demostrando dominio de los

criterios de la primera y segunda derivada y los procedimientos que esto demanda.

En este caso se puede usar GeoGebra como un instrumento de verificacion rapida, ya que al
realizar la grafica de la funcion f (x) y observar que la funcidn no intercepta al eje x, permite

concluir que la ecuacion no tiene solucién, ver Figura 72.

10
=151

f(z) =423 —2* — 30

204

Figura 72. Grafica de la funcion f(x).

2x%-3ax+x—a-1

~ existe? Explica tu respuesta.
x“—2x-3

Analisis Problema 5: ;Hay algun a tal que lin%
X—

Comprension del problema:

Para resolver este problema era necesario identificar que el numerador debia ser divisible
por (x — 3) para que la funcidn esté definida y a su vez permitia encontrar el valor de la
incégnita y calcular el limite. En este caso los tres estudiantes pudieron identificar este
hecho, aunque en el caso de Vera y Hugo argumentaron que el numerador debe ser divisible
por x — 3 para que el limite exista. Con esta afirmacion se puede percibir que tiene una falsa
concepcion del concepto de limite, ya que no es necesario que la funcion este definida para
que el limite exista. En la Figura 73 y Figura 74 se aprecia un fragmento de la solucion en

donde los estudiantes presentan este argumento.
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Notese que el polinamio divisor puede ser factorizado como (x — 3)(x + 1), de donde se sigue que el
limite existe si, y solo si, el polinomio numerador puede factorizarse, con (x — 3) como uno de sus

factores.

Figura 73. Solucion reportada por Hugo.

Solucion propuesta: Observemos que el denominador se puede factorizar como (x 4 1)(x — 3), ahora
para que exista el limite el numerador debe ser divisible entre (x — 3), para ello supongamos que

Figura 74. Solucién reportada por Vera.

Implementacion de un plan de solucién:
La solucidn propuesta por Hugo es similar a la de Carmen, ya que eligio la misma estrategia
y los mismos procedimientos algoritmicos. Su procedimiento se resume en dividir el

polinomio del numerador por (x — 3), lo que les permitié obtener el valor de la incognita,

posteriormente calcul6 el limite, ver Figura 75 y Figura 76.

Reescribiendo el limite de la siguiente forma:

. 2x2—3ax+x—a—1_l_ 2x2—x(3a—1)—a—1
w3 x?-2x-3 a3 (x+D-3)

De donde se observa que el coeficiente esta indeterminado cuando se evalia en 3 de esta forma nos
interesa que el denominador sea divisible por (x-3) para calcular el limite. Por lo que realizamos las
operaciones correspondientes, tenemos que el residuo es —10a + 20 para que el polinomio sea divisible
por (x — 3) debe cumplir que 10a = 20, es decir, a = 2, de donde se obtiene:

2x"2—x(Ba—1)—a—-1=2x"2-5x—-3 = (x—3)(2x + 1).

Concluyendo que:

2x2—3ax+x—a—1_ 2x*-5x—-3  (x—=3)(2x+1)  2x+1 7

li —— = =lim——=-.
03 x2—2x—3 M3 2 o 3 203 (x+1D(x—3) B xr1 4

Figura 75. Solucion reportada por Carmen.
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Notese que el polinomio divisor puede ser factorizado como (x — 3)(x + 1), de donde se sigue que el
limite existe si, y solo si, el polinomio numerador puede factorizarse, con (x — 3) como uno de sus
factores.

De lo anterior, se prueba que al realizar la division del polinomio numerador entre x — 3, se consigue un
residuo de 10a + 20, de lo cual, dado que se requiere una factorizacion, dicho residuo debe ser igual a

cero. Asi
a=—-2
Luego se sigue que para a = —2 se tiene
i 2x2—3ax+tx—a—1 i (x—3)2x+1) i (2x+1):Z
n-3 x?—2x—3 n-3 (x—3)(x+1) n-3 (x+1) 4

Figura 76. Solucion reportada por Hugo.

El procedimiento usado por Vera presenta algunas diferencias en cuanto a los recursos
usados, ya que define a f(x) = 2x? — 3ax + x — a — 1, luego utiliz6 el teorema del factor

para encontrar el valor de a y finalmente calculd el limite de la funcién, ver Figura 77.

Solucién propuesta: Observemos que el denominador se puede factorizar como (x + 1)(x — 3), ahora

para que exista el limite el numerador debe ser divisible entre (x — 3), para ello supongamos que
f(x)=2x*-3ax+x—a—1

Ahora si x = 3 encontremos el valor de a

2(3)2-3a(3)+3)—a—-1=2(9)—9%a+2—a
18 —10a+2 =20 —10a

Asi
20 =10a
a=2
Ahora sustituyendo el valor de a en f(x) se tiene que f(x) = 2x? — 5x — 3 lo cual se puede factorizar
como (x — 3)(2x + 1). Asi se tiene que

i 2*=5x—3  (x-3)2x+1) = 2&+1 7
P8 A —2x—3 B (x+1)(x—3) rBx+1 4

Figura 77. Solucién reportada por Vera.

En resumen, los tres estudiantes cuentan con los recursos para resolver los cinco problemas
de célculo, ya que encuentran todas las soluciones sin presentar mayor dificultad y sin errores
para destacar. De igual forma demuestran dominio de los procedimientos algoritmicos que
cada problema demanda. Al analizar sus soluciones se puede concluir que los estudiantes

conciben que resolver problemas consiste en presentar una solucion cortay precisa, en donde
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intentan demostrar que saben matematicas mediante la utilizacion de férmulas y teoremas
matematicos. Es decir, ellos no sienten necesidad de utilizar herramientas tecnoldgicas al
momento de resolver problemas, ya que Unicamente consideran que deben evidenciar su
conocimiento matematico y encontrar la solucion al problema. En esta fase se destacan los
trabajos presentados por Hugo y Vera ya que presentan indicios de un proceso de reflexion
de lo que implica resolver problemas de este tipo, esto queda evidenciado en las reflexiones

que agregaron al final de cada problema.

A continuacion, se presenta una aproximacion mediada por GeoGebra que nos permitira ver

el problema 5 desde una vision gréfica. Si se crea un deslizador a que cumpla la funcion de

2x%-3ax+x—a-1

la variable a en el numerador de la funcion f(x) = S—se obtiene una familia de

x2—-2x—
funciones racionales. Ademas, se puede apreciar que cuando a toma algunos valores la
funcion tiene comportamientos diferentes, pero con una caracteristica en comun y es que
existe una asintota vertical en x = 3, ya que la funcién no esta definida para ese valor, por
ejemplo, cuando a = 2.2 y cuando a = 1.5, es notorio que hay una asintota vertical ya que
los valores a la derecha y la izquierda de x = 3 crecen o decrecen muy rapido y viceversa,

ver Figura 78 y Figura 79.

° 21}273(1284»:87(171
2 —2x—3

3 a=22

2 4 o 1 2 3 4 5 [ H 8 [

.1

Figura 78. Gréfica de la funcién racional con a = 2.2
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s 222 —8axr+xr—a—1
x2—2x — 3

-1 o 1 2 3 4 5 8 7 [ o

-1

Figura 79. Gréfica de la funcién racional cona = 1.5

Con ayuda del deslizador se aprecia que hay muchos valores de a en donde la funcién no
esta definida, y que solo existe un valor en donde la funcion queda definida. Este es el motivo
por el cual se hace énfasis de que el numerador 2x2? — 3ax + x — a — 1 debe ser divisible
por (x — 3), ya que se pretende eliminar la indeterminacion de la funcion para este valor en
especifico. En la gréfica se puede observar que cuando a = 2 la funcién esta definida para
x = 3, es decir que la asintota vertical desaparece y resulta mas accesible calcular el limite

de la funcién cuando x tiende a 3. Ver Figura 80.

¢ 202 —3ar+r—a—1
x2—2xr—3

3 a=2

3 2 R o 1 2 2 4 5 8 7 H [

Figura 80. Grafica de la funcién racional con a = 2

Analisis Problema 6: En la figura se dibuja un circulo con centro en (1, 0) y radio 1.
Seleccione un punto P sobre la circunferencia y un punto Q sobre el eje Y de tal manera que
OP =0Q. Trace larecta QP que interseca al eje X en el punto R. ;Pruebe que, si P se acerca
al punto O, R se mueve hacia la derecha, ¢existe un limite para la posicién de R? Justifique

Su repuesta.
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Comprension del problema:

En este problema se debia demostrar dos hipdtesis, la primera es que el punto R se mueve
hacia la derecha cuando P se acerca al punto O, y la segunda es verificar que existe un limite
para la posicion de R. La principal dificultad del problema radicaba en presentar argumentos
que permitieran demostrar estas hipétesis, por tal motivo crear un modelo dinamico del
problema permitia que los estudiantes realizaran exploraciones y plantearan conjeturas para

demostrar estas hipotesis.

En la solucién reportada por Carmen se observa que cre6 un modelo dindmico del problema
y realizd una exploracion superficial, en donde presto atencion a la forma en como disminuye
la medida de uno de los angulos, ver Figura 81. Esta exploracion no brindd los suficientes
elementos para plantear conjeturas o encontrar una estrategia que conduzca a la solucion,
por lo que concluimos que utilizd la herramienta para hacer una construccion precisa del
problema ya que todas las conjeturas que plantea vienen precedidas de la interpretacién de

esta.

e SiPseacerca al punto O, R se mueve hacia la derecha.

Definimos al tridngulo OPQ, el cual satisface que es tridngulo isésceles pues OP=0Q, observamos que
cuando el punto P se acerca al punto O (considerando que P se encuentra en el primer cuadrante), el
angulo QOP se hace mas pequefio (ademas de que este se encuentra entre cero y noventa grados).

. . 180°—2Q0P
Por una parte, observamos que los angulos OPQ y OQP, son iguales y valen ———— entonces se
. . 180°—2Q0P _ 360°—2Q0P . .
cumple que el dngulo OPR mide 180 — = , entonces se satisface que el angulo

2 2
OPR esta entre 135 y 180 grados, por lo que es el angulo mas grande que tiene el triangulo OPQ.

Recordado que al angulo mayor se opone el lade mayor, entonces OR, aumenta y dado que O es un
punto fijo, para que OR crezca, R se debe de mover a la derecha, cuando P se acerca mas a O.

\“ :

Figura 81. Exploracion superficial del modelo dindmico, realizada por Carmen.

En la solucién reportada por Vera se puede observar que realizé un modelo dindmico del

problema que presenta en el siguiente link; https://www.geogebra.org/m/dn3aprbg. La

143


https://www.geogebra.org/m/dn3aprbg

exploracion realizada al modelo le permite verificar que el punto R se mueve a la derecha a
medida que el punto P se acerca al punto O y que punto R tiene un limite. Es decir, utilizé
GeoGebra como un instrumento de verificacion visual, ya que no presenta ninguna conjetura
que explique estos hechos. Esto se aprecia en el siguiente fragmento de su tarea, ver Figura
82.

Reconstruyendo la imagen en GeoGebra se puede ver que si existe un limite para para la posicion de R.

Figura 82. Argumento presentado por Vera.

De la solucion reportada por Hugo se puede sefialar que presenta dificultad para comprender
el enunciado del problema y para construir la figura, conduciéndolo a trabajar un problema
diferente al original. Es decir, realiz6 una construccién considerando que los segmentos OP
y QP son congruentes cuando en realidad los segmentos congruentes son OP y 0Q, ver

Figura 83.

Figura 83. Hugo construye un problema distinto al original.

En cuanto al uso de GeoGebra se puede observar que Hugo realiz6 una exploracion muy
superficial que solo le permitié realizar una verificacion visual de las hipétesis que brinda el
problema y presentar argumentos geométricos que explican la razén porque R se mueve a la
derecha. Es decir, solo establece que el punto P se mueve a la derecha a medida que OP

aumenta su longitud, ver Figura 84.
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Tomando como referencia la figura, y recorriendo el punto P en sentido horario, si puede afirmarse que el
punto R se movera hacia la derecha. La justificacion de esta afirmacién es la siguiente.

A medida que P se mueve en sentido horario, el segmento OP aumenta su longitud hasta alcanzar su maximo
en el punto B. A partir de ahi, los puntos O, Q, R coinciden en el origen hasta que P coincide con el origen
para volver a realizar el punto Q, P y R nuevamente sus recorridos.

El motivo de que R se mueva a la derecha de esta forma es porque R depende del punto Q y Q depende de
la longitud del segmento OP. Observando con detenimiento, el movimiento de P, desde O a B, sin coincidir
en ningin momento con alguno y en sentido horario, siempre proporciona los triangulos AOQR, AOQP y
AOPR. Por construccion, AOQP es isosceles y AOQR tiene un angulo recto en el origen. De lo que se sigue

Figura 84. Hugo presenta argumentos geométricos que explican el movimiento de R.

Implementacion de un plan de solucion:

En este problema los tres estudiantes presentaron soluciones diferentes, pero Unicamente
Carmen encontro la solucion al problema, a pesar de que Hugo trabajo un problema diferente
al original, también present6 una solucion que explican el movimiento de R y su limite, pero
las condiciones del problema son otras.

De la solucion de Carmen se destacé la heuristica de elemento auxiliar cuando agregé el
segmento BP, que le permiti0 establecer nuevas relaciones entre los angulos de los
triangulos AOPB, AOPQy ABPR, ver Figura 85. Esta es una heuristica propia de los
escenarios estaticos y en este caso se ve que Unicamente utiliz6 GeoGebra para realizar la

construccién del problema y agregar el nuevo elemento.
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;Existe un limite para la posicion de R?
Consideramos al tridangulo OPQ, definimos £P0OQ = «, al ser OPQ isdsceles, entonces se satisface que
2PQO = £QPO = 90° — ‘2—‘
Definimos al triangulo OPB, donde B es el punto (0,2), observamos que este es un tridngulo rectdngulo por
construccion, donde Z0PB = 90° ademds de que £ZP0OB = 90° — a, definiendo a 2ZPB0 = 8,

entonces se satisface que
£0PQ 4+ £POB + £PB0O = 90°4+90°—a+ 06=>06= «

Tomando en cuenta al tridngulo POB, observamos que el dngulo ZPBR = 180° — a, por otro lado,
llamamos ZBPR = B, el cual satisface:

o «
QPO + £OPB + BPR = 90° — —+90° + = 180° = f = —
Llamando £PRB = vy, entonces se cumple que

[+3 o
LPRB+LPBR+LBPR=Y+180°—a+§=180°=>y=§

\\‘ a

.23

-0

Figura 85. Carmen agrega el segmento BP.

El procedimiento de Carmen se resume en utilizar teoremas y propiedades geométricas que
le permitieron concluir que el segmento PB es una cuerda de la circunferencia de radio
AB con centro en A y que el punto R alcanza su limite cuando la cuerda PB se aproxima a
su longitud mé&xima, que viene a ser el didmetro de la circunferencia de radio AB, ya que al
estar definido PB como el lado de un triangulo is6sceles este no puede tomar el valor exacto

del radio ya que desaparece el triangulo, ver Figura 86.

De esta forma obtenemos que el triangulo BPR es isdsceles y que los lados PB y BR son de igual medida. Al
ser PB una cuerda de la circunferencia con centro en A, entonces el valor maximo que puede alcanzar PB
es 2, acercando a P a 0, observaremos que el punto R se acerca a 4, sin embargo, al estar R en una recta,
no esta definida para cuando PB y BR pertenecen a la misma recta, por lo que R es un punto de la forma
de la forma (x,0), con x € [0,4).

Figura 86. Argumento final mostrado por Carmen.

En el procedimiento presentado por Vera se puede observar que intentd demostrar que el
punto R tendra un limite aplicando el teorema del cateto, tomando, como referencia el
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triangulo rectdngulo OQR vy estableciendo que la proyeccién es 0Q = (0A)(OR). Con la
hipbtesis de que 0Q = OP dado en el problema y con ayuda de este teorema pretende
demostrar que cuando P tiende a cero entonces la proyeccién también lo hace. Con este
argumento concluye que R tendra un limite, ya que no puede construirse un triangulo cuyo

lado sea cero, ver Figura 87.

Se debe sefialar que Vera evidencia poco dominio del teorema del cateto ya que se presenta
algunos errores al momento de utilizarlo. En primer lugar, se observa que no maneja las
condiciones del teorema, ya que pretende hacer la proyeccion sobre el cateto OR, cuando en
realidad la proyeccion de los catetos debe hacerse sobre la hipotenusa. En segundo error
consiste en utilizar incorrectamente la formula del teorema, es decir que ella estable que
0Q = (0OA)(OR), cuando en realidad la formula establece que el cuadrado de un cateto es
igual al producto de la hipotenusa por la proyeccion de dicho cateto sobre la hipotenusa, es
decir 0Q? = (0A)(OR). Al observar estos errores se puede concluir que Vera no cuenta
con los recursos para resolver este problema. Ademas, se debe enfatizar que tenia libre
acceso a la red para buscar informacion concerniente al teorema y que no la uso, sino que se
dejo guiar por su memoria y aplicd convenientemente lo que ella consideraba que era el

teorema del cateto.

Reconstruyendo la imagen en GeoGebra se puede ver que si existe un limite para para la posicién de R.
Tomando el triangulo OQR se puede ver que es un tridngulo rectangulo porque su base y su altura esta
sobre los ejes del plano, es decir tiene un angulo recto, ademas el cateto formado por 0Q = OP, Ahora
por el teorema del cateto se tiene que

0Q = (04)(0R)
Sustituyendo OQQ por OP se tiene
OP = (0OA)(OR)
Pero que P se acerca al punto O significa que tiende a cero por lo que su proyeccidn igual, asi
0 =(04)(0)

Obteniendo asi un limite para R. Ya que no es posible construir un triangulo rectangulo que tenga un
cateto igual a cero. https://www.geogebra.org/m/dn3aprbg

Figura 87. Solucién de Vera.

Se debe recalcar que el error que Hugo cometio en la construccion lo conduce a trabajar un

problema distinto al original, ya que ahora el punto R se mueve a la derecha cuando el punto
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P se aproxima al punto B, de igual forma sigue existiendo un limite para el punto R. En esta
solucion se observa la utilizacion de la heuristica de elemento auxiliar al trazar la altura EP,
este nuevo elemento le permitio establecer algunas relaciones trigonométricas. También se
puede observar la evolucion del procedimiento algoritmico, empezando por algunas
relaciones entre los &ngulos hasta finalizar con una expresién trigonométrica que le permitid
explicar porque el punto R se mueve a la derecha. De la segunda parte se puede sefialar que
tomo referencia la expresion trigonomeétrica encontrada en la primera parte de la solucion y

la variacion del angulo 6 para explicar porque el punto R tiene un limite, ver Figura 88.

Por otra parte, por las restricciones de construccién y todos los argumentos, considerando la relacion
encontrada

r?cos’0 =k
Se sigue que

OR = 24/r?cos? 0 = 2|r cos0)|

Por lo que tomandor — 2, 8 — T, se tiene que OR — 4, sin embargo, no alcansa a tomar dicho valor. OR
pasa de 4 — € a volverse indefinido, pues la recta QP coincide con el eje de las abscisas.

Para la solucion a este ejercicio se uso la siguiente construccion en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/tdzsrrhc

Figura 88. Segunda parte de solucién de Hugo.

En este problema los estudiantes presentaron sus primeros indicios de incorporar la
tecnologia en la resolucion de problemas. Se puede percibir que Carmen realiz6 la
exploracién superficial que no brind6 ningin elemento que contribuyera con la solucién y
termind usando la herramienta solo para construir la figura del problema, ya que todas sus
conjeturas vienen precedidas de analizar de estd. En cambio, Vera y Hugo utilizaron la
herramienta como un medio de comprobacion visual de los elementos que buscan demostrar.
Con los elementos mostrados se puede concluir que ain no se apropian de la herramienta
como un instrumento que promueve la reflexion matematica. En cuanto a los recursos,
Carmen y Hugo demostraron contar con los recursos para encontrar la solucién al problema.
En el caso de Vera no cuenta con los recursos para resolver este problema, ya que demostré
que no maneja el teorema del cateto, en consecuencia, cometido un error al enunciar el
teorema y al aplicarlo, lo que le impidio encontrar la solucion del problema. También, se

puede sefialar que Hugo tiene dificultad para comprender el enunciado del problema que lo
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condujo a cometer un error al construir el modelo dinamico y a trabajar un problema distinto

al original, pero que ain mantiene las incognitas con otras condiciones.

A continuacién, se presenta una exploracion realizada en GeoGebra que brinda elementos
para poder argumentar porque el punto R se mueve hacia la derecha y que tiene un limite.
Si se traza la mediatriz de PR, se observa que a medida el punto P se acerca a O la mediatriz
(verde) parece ser perpendicular al eje x y tangente a la circunferencia en el punto B, ver

Figura 89.

Figura 89. Mediatriz tangente a la circunferencia.

Si se traza la perpendicular al eje x que pasa por B, se aprecia que a medida que el punto P
se mueve cerca del origen, la mediatriz (verde) se aproxima mas a la recta perpendicular en
azul. Es decir, a medida que el punto P tiende al origen la mediatriz tiende a la perpendicular
y en consecuencia el punto R tiende a O’ el cual esta definido como la reflexion del punto

O con respecto a B, ver Figura 90.

Figura 90. P tiende al origen y R tiende a O’
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Note que si se realiza la reflexion de O con respecto a la mediatriz (verde) se obtiene el punto
0”. Observe que a medida se mueve el punto P el lugar geométrico generado por el punto

0” es una semicircunferencia con centro en B y radio OB, ver Figura 91.

-2

Figura 91. El punto 0" genera una semi circunferencia.

Notese que si se considera PB como una cuerda de la circunferencia de radio AB, este
elemento también podria servir para argumentar que el punto R alcanza su limite cuando la
cuerda PB se aproxima al didmetro de la circunferencia AB. De igual forma podria decirse
que R alcanza su limite cuando PB se aproxima a ser el radio de la circunferencia OB, ver

Figura 92.

-2

Figura 92. R alcanza su limite cuando la cuerda PB se aproxima al diametro de la

circunferencia OB.

A continuacion, se presenta otra exploracion al problema en donde se aprecian otros
elementos matematicos diferentes a los observados en la exploracién anterior y que da lugar
al estudio de otros contenidos y al planteamiento de nuevas conjeturas. En la Figura 93 se

observa la recta PC perpendicular al eje x que pasa por el punto P, el punto O’ es la reflexion
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del punto O con respecto a la recta PC. NGtese que a medida que el punto P se acerca a B
entonces el punto O’ se mueve a la derecha y también tiene un limite y coincide con el limite
del punto R. Es decir, O’ tiende a 0” que es la reflexion del punto O con respecto al punto
B.

Figura 93. El punto O’ tiende a 0”

Si se unen los puntos 0, P y O’ se construye la familia triangulos OPO’ que aparentemente
son triangulos isosceles, lo que se puede demostrar utilizando el teorema de LAL
considerando los tridngulos AOPC y AO’PC. Observe que si se traza el punto medio del
segmento PO’y se mueve el punto P, el lugar geométrico generado por el punto E es similar

a una elipse, ver Figura 94.

Figura 94. Lugar geometrico generado por E.

Ahora faltaria demostrar que efectivamente el lugar geométrico encontrado es una elipse.
Para ello se necesita encontrar algunos elementos importantes de la elipse como ser el eje
mayor, el eje menor y los focos. Observe que si se traza el simétrico de A respecto a B se
encuentra el punto A’ que esta sobre la elipse. Ahora si se considera que los puntos Oy A’

son vértices de la elipse por lo tanto OA’ es el eje mayor, sabiendo esto se encuentra que el
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punto F es su punto medio. Al trazar una recta perpendicular al eje x que pase por F se
obtiene el eje menor, ahora solo faltaria encontrar cuales son sus vértices. Observe que, al
encontrar el punto medio de OP y trazar el lugar geométrico de G con respecto a P, se obtiene
una circunferencia. Al analizar la razon entre el segmento OG y OP se observa que OG es la
mitad de OP por ser su punto medio y que esta razon se mantiene constante sin importar el
movimiento de P. Es decir, existe una homotecia de razon 0.5 entre la circunferencia roja 'y
la circunferencia original del problema. Ahora al trazar una recta paralela al eje x que pasa
por G se observa que corta a la elipse en diferentes puntos, pero existe un punto en particular

en donde aparentemente es tangente a la elipse, ver Figura 95.

1

Figura 95. Movimiento de la recta EG paralela al eje x.

Si se consideran los observado anteriormente se debe encontrar otra circunferencia que tenga
razon de 0.5 con la circunferencia original, ya que esta permitird encontrar los vértices del
eje menor de la elipse. Utilizando el comando de homotecia se encuentra la circunferencia
rosa que cumple con estas caracteristicas buscadas. Luego trazando una recta perpendicular
al eje x que pase por el punto F. Observe que si marcar las intercepciones entre la recta azul
y la circunferencia rosa se obtienen los puntos H y L que seran los vértices del eje menor,

ver Figura 96.
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Figura 96. Vértices del eje menor.

Ahora solo falta encontrar cuales son los focos de nuestra elipse. Para ello se traza una
circunferencia de radio FA’ con centro en L. Al marcar la intercepcion de la circunferencia
con el eje de las x se obtiene los puntos K y J que seran los focos de nuestra elipse, ver
Figura 97.

~
-

Figura 97. Focos de la elipse.

Para verificar que el resultado es correcto se usa el comando de elipse dado los focos y un
punto de la elipse. Para ello se consideran los puntos Ky J que son los focos y al punto L.
observe que la elipse construida queda sobrepuesta con nuestro lugar geomeétrico en color
verde, lo que garantiza que las conjeturas son correctas, ver Figura 98. Ahora queda como

trabajo para el lector encontrar la ecuacion de la elipse.
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Figura 98. Elipse dado los focos y un punto sobre ella.

Se puede concluir que la movilidad que proporciona la herramienta permite realizar
exploracion y trabajar con nuevos elementos matematicos, también permite la formulacion
de conjeturas, formular nuevos problemas, generalizar resultados y desarrollar nuestro

pensamiento matematico.
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