


Xx (133 3211



CINVESTAV

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del I.P.N.
Unidad Guadalajara

Segmentacion, Reconstruccion 3D y Registro
para Neurocirugia

CINVESTAY
‘)11

ADQU151v
DE ngnd -

Tesis que presenta:
Jorge Rivera Rovelo

para obtener el grado de:
Doctor en Ciencias

en la especialidad de:

o Tl &g CINV
Ingenieria Eléctrica EOSJM%

Director de Tesis
Dr. Eduardo José Bayro Corrochano

Guadalajara, Jalisco, Marzo de 2007.



cLasiF.: TXIS, 0GB [ RED 24
ADQUIS.:_SS\-4SS
FECHA:_3 - \X_- A00{
PPNOCED. Down,~ 2001
$ e

]

SR,

N (DAL - 200!



Segmentacion, Reconstruccion 3D y Registro
para Neurocirugia

Tesis de Doctorado en Ciencias
Ingenieria Eléctrica

Por:
Jorge Rivera Rovelo
Maestro en Ciencias en Ingenieria Eléctrica

CINVESTAY del IPN, Unidad Guadalajara 2001-2003

Becario de CONACYT, expediente no. 165140

Director de Tesis
Dr. Eduardo José Bayro Corrochano

CINVESTAV del IPN Unidad Guadalajara, Marzo de 2007.



Resumen

En este trabajo de tesis se presentan dos propuestas diferentes para segmentar objetos en
imagenes. La primera esta basada en la informacién de texturas y bordes en la imagen,
realizando el proceso en un esquema de crecimiento de regiones. La segunda busca la
aproximacion de los contornos de los objetos de interés y consiste en una red neuronal
auto-organizada que integra la informacién del flujo vectorial gradiente generalizado
dentro de su etapa de adaptacion con el fin de determinar las transformaciones,
expresadas como operadores del algebra geométrica conformal, que mueven un punto
para definir el contorno del objeto en cuestion. Los resultados experimentales muestran
como la integracion de dicha informacion en la etapa del aprendizaje, mejora la
aproximacion de los contornos.

Asi mismo, se presentan aplicaciones del algoritmo basado en redes neuronales y
algebra geométrica, en tareas como el modelado y la deformacion de modelos virtuales.
También se propone un algoritmo basado en marching cubes para crear modelos
basados en esferas, mostrando mayor eficiencia con respecto al método unién de esferas
encontrado en la literatura [27].

Aunque los experimentos aplicando los algoritmos antes mencionados se realizaron con
imagenes meédicas, éstos se pueden emplear en tareas no necesariamente del
procesamiento de imdgenes médicas; especialmente los algoritmos de segmentacion y
modelado basados en redes neuronales que pueden ser de utilidad en otras tareas de
reconocimiento de patrones y procesamiento de imagenes en general.

Finalmente se presenta el problema de registro o registracion, el cual dividimos en dos
sub-problemas: la calibracion entre el equipo de endoscopia y el sistema de seguimiento
optico (calibracion endoscopio-Polaris) y el registro entre modelos virtuales basados en
esferas. La calibracién endoscopio-Polaris se resuelve utilizando la teoria de la
calibracion mano-ojo, conocida en problemas de robdtica, pero en el marco del algebra
geométrica conformal. Para el registro de modelos basados en esferas, se presenta un
algoritmo que sin informacion previa sobre la correspondencia entre las entidades
(esferas) o la deformacion sufrida por el modelo, transforma un modelo en tiempo ¢; en
otro en tiempo £,, estimando alternadamente las correspondencias y la transformacion.

Los resultados obtenidos se han publicado en congresos internacionales, revistas de
divulgacion cientifica y en un capitulo de libro por invitacion.



Abstract

The research carried out in this thesis concerns to image segmentation, 3D modeling of
volumetric data and non-rigid registration of 3D models. Two approaches for image
segmentation are presented. The first approach uses the texture and boundary
information in a region growing scheme to extract the object we are interested in. The
second one is for contour approximation, and is developed as a self-organizing neural
network integrating gradient information extracted from the image. Such information is
used during the training stage of the neural network to determine a set of
transformations expressed as versors in the geometric algebra, which are applied to a
point to define the contour of the object. Experimental results show that gradient
information improves the contour approximation.

The same neural net is applied in 3D modeling (surface approximation) and in models
deformation, showing that is well suited for such tasks. An algorithm based in marching
cubes is also presented. This algorithm creates 3D models based on spheres, and its
results are compared with the Union of Spheres, obtaining more compact models
(reduction in the number of primitives needed).

The experiments were carried out taking medical images. However, the algorithms can
be used in other tasks different from medical applications, like pattern recognition and
others image processing tasks.

Finally, calibration between the neuro-endoscopy equipment and the optical tracking
system, and the non-rigid registration of 3D models based on spheres are presented.
Calibration of endoscopic equipment with the tracking device is established as a hand-
eye calibration problem, and it is solved in the geometric algebra framework using the
motor representation of rigid motions. The non-rigid registration of 3D models is solved
in an annealing scheme without prior information about correspondences of the entities,
nor information about the transformation.

The results have been published in international conferences, international journals and
in a chapter of a book.
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Ic Pseudo-escalar del 4lgebra geométrica conformal (AGC) G4,
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X Punto conformal
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€n Parametro de aprendizaje de las neuronas vecinas a la ganadora.
\Y% Operador gradiente
VA Matriz de correspondencia binaria
M Matriz de correspondencias parciales (difusas)
I Matriz identidad
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Capitulo 1

Introduccién

Actualmente los sistemas de procesamiento de imagenes y reconocimiento de pa-
trones son de gran importancia por su variada aplicacién en 4reas como el control de
calidad, robética, procesos industriales y medicina. En las dltimas décadas el procesamien-
to de imdgenes médicas ha recibido mucha atencién por parte de los investigadores, y
gracias a esto se han desarrollado sistemas computacionales que ayudan al médico en el
diagnostico y/o tratamiento de enfermedades en el ser humano.

El presente trabajo es parte del Proyecto del Fondo Sectorial de Salud SEP - CONA-
CYT #49 titulado “Neuronavegador econémico de uso miltiple” La figura 1.1 muestra el
esquema general del proyecto, el cual consta de dos etapas principales:

Etapa prequirdrgica: Comienza con la obtencién de imagenes ya sea por Resonancia
Magnética (RM), Tomografia Computarizada (T'C), Tomografia por Emision de
Positrones (TEP), o alguna otra técnica’ Comprende todo el procesamiento digital
de las imé4genes médicas antes de que el paciente entre a cirugia, el cual consiste en la
segmentacion de las diferentes estructuras cerebrales, la representacion volumétrica
de dichos datos y la integracién de informacién brindada por un atlas digital. Todo
ésto con el fin de brindar al médico cirujano un modelo virtual con el cual hacer la
planeacion de la cirugia y aumentar con ello la probabilidad de éxito de la misma.

« Etapa intraquirdrgica: comienza una vez que el paciente ingresa al quir6fano. Com-
prende el proceso de registro entre el modelo virtual (creado en la etapa anterior)
y el paciente, el monitoreo y seguimiento del instrumental quirdrgico, la fusion de
informacion de diferentes fuentes (modelo virtual, endoscopio, ultrasonido, sistema
de seguimiento visual) y la actualizaci6n del modelo virtual de acuerdo a lo que
sucede en el quiréfano.

Es importante subrayar que aunque existen sistemas de este tipo alrededor del mundo,
desarrollados en paises como Estados Unidos de Norteamérica, Alemania, Suecia y Japon,

1El apéndice A proporciona informaci6n sobre cémo se obtienen algunas de estas imagenes.

3
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1.1. MOTIVACION 5

Figura 1.2: Ejemplo de los resultados obtenidos con el software Analyze. a) Imagen original
(MR); b) Resultado arrojado por Analyze con segmentacion automaética.

todavia hay mucho campo de investigacion en las diferentes tareas involucradas; prueba
de ello es la gran cantidad de trabajos que se enfocan en estos topicos actualmente.

1.1. Motivacidén

La segmentacion de iméagenes es una tarea comin en las aplicaciones de procesamien-
to digital de im4genes y tiene ademés, una gran importancia en aplicaciones médicas. En
las ultimas décadas han sido muchos los esfuerzos y las propuestas que se han hecho a este
respecto [25, 13, 7, 15, 1, 35, 31, 22, 24, 23, 21] y se han desarrollado grandes sistemas de
software para realizar el procesamiento de imigenes médicas. Un ejemplo de estos sistemas
es el llamando Analyze [8] de la Mayo Foundation, el cual es el resultado de 15 afios de
investigacion y desarrollo en el Mayo Clinic College of Medicine, en USA, y que puede ser
adquirido por la cantidad de USD$10,000 aproximadamente (incluye Analyze Biomedical
Imaging Software, Developers Add-On y Brain Atlas Add-On). La figura 1.2 muestra un
ejemplo de los resultados obtenidos con este software al realizar la segmentacién automati-
ca con uno de sus algoritmos para el caso de una imagen de resonancia magnética. Note
como existe una sobre-segmentacioén de las estructuras cerebrales.

Una vez que se tienen las imigenes médicas segmentadas, la siguiente tarea es la
representacion de los datos volumétricos, es decir, la reconstruccién tridimensional de
la cabeza del paciente y de las diferentes estructuras cerebrales. Podriamos decir que la
reconstruccion tridimensional es una tarea estandar resuelta, pero si vamos maés alla de la
sola reconstruccién para su visualizacién en un monitor y pensamos en sus aplicaciones
posteriores, encontramos que también hay representaciones que pueden ser utiles para
determinar el tratamiento que se dara al paciente (por ejemplo, la cantidad de radiacién
que se emitira en una determinada 4rea del cerebro para el tratamiento de tumores, etc).
Por ello, también abordamos la construccién de modelos basados en esferas.

Resuelta la tarea del modelado tridimensional, muchas veces es necesario realizar
el registro (otras veces llamado alineamiento) de modelos que corresponden a un mismo
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objeto, pero que se ha deformado con el tiempo. Una vez mas nos topamos con un 4rea
que recibe gran atencién en la investigacién [27, 20, 11, 6], pero dada la propuesta de
modelado 3D que se presenta en este trabajo, es necesario proponer también la manera
de hacer el registro entre dos modelos obtenidos mediante el algoritmo propuesto basado
en esferas.

1.2. Antecedentes

Cuando estamos tratando con el problema de la segmentaciéon de tumores en imé-
genes del cerebro, una forma de resolver el problema es usando iméagenes de resonancia
magnética (MRI por sus siglas en inglés), para tomar ventaja de las caracteristicas que
resalta en la imagen cada una de sus variantes: T1, T1-weighted, T2 y T2-weighted, lo
cual hace el problema de la segmentacién del tumor mas facil de tratar. Esto se debe
a que algunas de estas variantes resaltan en la imagen la masa tumoral, diferencidndola
de otras estructuras, lo cual se logra al aplicar al paciente un agente contrastante antes
de la adquisicion de las imagenes. Por tanto, tomando estas imagenes (con y sin con-
traste), se pueden combinar, diferenciar, etc. y puede desarrollarse un algoritmo para
la segmentacion automatica de tumores [31]. Otros métodos usan un atlas probabilisti-
co del cerebro y buscan anormalidades (outliers) entre los datos del paciente y el atlas
(|22, 24, 23, 21)).

El uso de redes neuronales artificiales en el procesamiento de imagenes médicas
es un area que estd recibiendo mucha atencién con una gran variedad de aplicaciones
tales como la segmentacién o la clasificacién de tejidos, entre otras. Las redes neuronales
auto-organizadas como los Mapas de Kohonen o Mapas Auto-organizados (SOM por sus
siglas en inglés: Self-Organizing Maps), Neural Gas (NG) y Growing Neural Gas (GNG,
[12]) han sido usadas ampliamente cuando se necesita preservar la topologia de los datos
[12, 18]. Un ejemplo reciente es el trabajo de Angelopoulou et al. [1], donde se utiliza la
red GNG para encontrar marcas (landmarks) en imagenes médicas bidimensionales.

Los principales trabajos sobre segmentacion que sirvieron como base al trabajo de-
sarrollado en esta tesis son los siguientes:

» Prastawa et al [22] presenta un método para la segmentacion de tumores cerebrales
basado en la deteccion de irregularidades al comparar la imagen del paciente contra
la obtenida de un atlas un atlas.

= Andrade [2] preprocesa la imagen a segmentar con el fin de eliminar ruido (suavizarla)
pero al mismo tiempo resaltar los contornos. La segmentacion se hace en un esquema
de crecimiento de regiones, pero el usuario debe especificar las semillas.

= Xu [35] propone un modelo deformable 2D llamado GGVF-Snake y presenta un
tipo nuevo de fuerza externa llamada Generalized Gradient Vector Flow(GGVF)
calculada con los datos de la imagen y que sirve para guiar la evolucién de 1a



1.2. ANTECEDENTES 7

curva hacia los bordes. Se muestra su aplicacién para la reconstruccion de la corteza
cerebral.

= Angelopoulou et al [1] propone el uso de redes neuronales para la extraccién au-
tomatica de “marcadores” en los contornos de imagenes MR. Presenta una com-
paracion del desempeiio de la red “Growing Neural Gas” (GNG) contra las redes
Self-Organized Maps (SOM) y Neural Gas (NG), siendo mejor la primera. Su desven-
taja es que el usuario debe dar un pre-procesamiento a las imagenes para resaltar el
objeto de interés (aplicar un umbral que remueva todo excepto los ventriculos). De-
spués extrae los contornos del objeto de interés y de éstos selecciona manualmente
las entradas; las posiciones finales de las neuronas corresponden a los marcadores
buscados.

Por otro lado, la representacion de objetos volumétricos usando primitivas geométri-
cas como puntos, lineas o planos, es una tarea comin. Tal vez el algoritmo méas famoso y
ampliamente usado para la representacion tridimensional es el propuesto por W. Lorensen
y H. Cline en su articulo de 1987 [20], donde se present6 un algoritmo nuevo para crear
modelos tridimensionales basados en tridngulos representando las superficies de objetos.
Tiene una tabla de 15 casos basicos para determinar los tridngulos y ha sido ampliamente
usado desde entonces en toda clase de aplicaciones. Posteriormente, F. Triquet, P. Meseure
y C. Chaillou en [11], presentaron una manera de optimizar la implementacién del bien
conocido “Marching Cubes” [20] evitando visitar los mismos vértices varias veces y utiliza
solo cubos utiles (aquellos que intersecan a la superficie). Propone usar 20 casos base.

Un algoritmo alternativo lo encontramos en [6], donde J. Burguet e I. Bloch proponen
un método para obtener un modelo de la cabeza basado en tetraedros que mantenga la
topologia lo mejor posible, por lo cual dichos tetraedros deben cumplir ciertos requisitos
o caracteristicas. Finalmente dichos tetraedros son etiquetados de acuerdo a las imagenes
segmentadas de las que se construyeron.

La unién de esferas (UoS, por sus siglas en inglés) propuesta por V. Ranjan and A.
Fournier en [27] trata la obtencién de modelos basados en esferas usando la tetraedriza-
cion de Delaunay para describir la forma de un objeto, desafortunadamente necesitan en
general una gran cantidad de primitivas. La complejidad de este algoritmo es O(n?) tanto
en tiempo como en nimero de primitivas.

También en [27] encontramos el problema del registro o alineamiento de modelos
3D. Para resolverlo, el autor indica la correspondencia exacta de cierto nimero de es-
feras y luego usa minimos cuadrados para estimar la transformacién. La mayoria de los
métodos de registracién suponen que la correspondencia entre los puntos es conocida y
solamente resuelven para la transformacion (o viceversa), pero en [14] se propone un al-
gorimtmo llamado Thin-Plate Robust Point Matching (TPS-RPM), el cual encuentra la
correspondencia entre los dos conjuntos de puntos e iterativamente transforma uno de esos
conjuntos de puntos para ajustarlo al otro. Este algoritmo se propuso como una forma
de resolver el problema de registro no rigido entre dos conjuntos de puntos en el espacio



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

2D/3D.

Es importante notar que los métodos de registro se pueden clasificar de multiples
maneras

» Dimensionalidad: es decir, si el registro es entre imagenes (2D:2D), o entre una ima-
gen y un modelo tridimensional (2D:3D), o entre modelos tridimensionales (3D:3D).

Naturaleza de la informacién: dependiendo si para realizar el registro se utilizan
landmarks, propiedades de los voxels, o alguna otra informaci6n.

= Naturaleza de la transformacion: depende si la transformacién que nos interesa es
rigida, afina, proyectiva u otra no-rigida.

s Dominio: si la transformacién es local o global.

= Nivel de interaccién: si el algoritmo es interactivo, semiautomatico o totalmente
automaético.

Modalidad: si el registro es entre un solo tipo de imégenes se llama monomodal; en
caso que sea entre iméagenes de diferente naturaleza se llama multimodal: CT, MR,
fMR, PET)

En el trabajo sobre registro presentado en esta tesis, limitaremos nuestra atencién al
registro automatico 3D:3D de modelos cuya transformacién puede ser no-rigida.

1.3. Problemas a resolver

Analizando los resultados en la literatura, resumidos brevemente en la seccién ante-
rior, se puede concluir que

s La segmentacion de im4genes médicas es un area que esta recibiendo mucha atenciéon
y aunque existen muchas propuestas con diferentes técnicas, atin es un 4rea abierta
en la cual se pueden hacer propuestas novedosas o mejoras a propuestas existentes.

» El modelado de objetos tridimensionales utilizando otras entidades geométricas
diferentes a los puntos, lineas o planos resulta interesante y son muy pocos los
trabajos que tratan de modelos basados en esferas, pero se sospecha que podrian
ser de gran utilidad y tener impacto positivo en la comunidad de procesamiento de
imagenes médicas.

Existen gran variedad de métodos para realizar el registro de iméagenes médicas y de
modelos tridimensionales, aunque la mayoria de éstos toma como punto de partida
ciertos marcadores para realizar la deformacion del modelo inicial hacia el esperado,
v aunque existen propuestas al respecto, se puede presentar alguno que sirva para
los modelos basados en otras entidades geométricas como las esferas.
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son:

Por tanto, los problemas que se abordan en este trabajo y las propuestas realizadas

Segmentacién de imégenes bidimensionales y modelos tridimensionales. Para el
caso 2D se presentan dos métodos, uno basado en informacién de textura y bordes
de la imagen y otro basado en redes neuronales e informacién gradiente dentro del
marco del 4lgebra geométrica conformal (AGC). Para el caso 3D se seguira el mismo
método usando redes neuronales e informacion gradiente.

Modelado de las estructuras cerebrales tanto en su representacion estandar para
visualizacién y anélisis por parte del médico (modelos realizados también con la
propuesta basada en redes neuronales), como con base en esferas. Para este segundo
tipo de modelos, se presenta una propuesta desarrollada en el marco del 4lgebra
geométrica conformal, dividiendo el espacio en pequefios cubos con los cuales se
determinan las esferas necesarias para crear el modelo.

Registro del paciente y el instrumental quirdrgico presente en la sala de operaciones
con el modelo virtual creado, asi como el registro de modelos tridimensionales. Para
el registro entre instrumental y modelo virtual se utilizan marcadores de referencia
y el sistema de seguimiento optico Polaris; las transformaciones se estiman en el
marco del AGC como motores (transformaciones de cuerpo rigido). En la calibraciéon
endoscopio-Polaris se utilizan las lineas definidas por los motores para encontrar la
transformacién necesaria. Para el registro entre modelos, se muestra la utilidad del
mismo método propuesto usando redes neuronales y ademas otro basado en TPS-
RPM que resuelve sin conocimiento previo acerca de la correspondencia entre las
entidades usadas o la transformacién que las afecta.

El abordar estos problemas, ademas de contribuir al avance del proyecto Salud-

Conacyt No. 49, permite hacer propuestas novedosas publicables en conferencias interna-
cionales o revistas de divulgacion cientifica.
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Capitulo 2

Fundamentos

2.1. Algebra Geométrica

El algebra geométrica o 4lgebra de Clifford fue introducida por William Kingdom
Clifford (1845-1879). Desde entonces, han habido muchas propuestas interesantes para
aplicarla en areas como robética y visién computacional, entre otras. De manera general,
el 4lgebra geomeétrica (AG) es un sistema matematico que permite manejar los objetos ge-
omeétricos como entidades algebraicas que pueden ser ficilmente tratadas con operaciones
algebraicas (suma, resta, multiplicacion, division).

Tratando de hacer una analogia que nos ayude a comprender intuitivamente por
qué resulta interesante esta forma de tratar las entidades geométricas algebraicamente,
recordemos cémo ayudoé al desarrollo de la logica el hecho de que George Boole (1815-
1864) se haya dado a la tarea de captar las estructuras del pensamiento de un modo
algebraico. Esto hizo que se cambiara el modo de pensar en relacion a los patrones de la
logica, los cuales se trasladaron a estructuras algebraicas pero sin alterarlos de manera
intrinseca, facilitando su comprensioén y manipulacién con esta nueva forma de verlos.

De forma similar, el algebra geométrica nos facilita la comprensién y manipulacién
de entidades geométricas al ser tratadas con herramientas algebraicas. Algunos autores se
refieren a este sistema como dlgebra Geométrica (AG) porque estan mas interesados en la
interpretacion geométrica de las entidades algebraicas, mientras que otros se refieren a éste
como dlgebra de Clifford (AC) porque estan més interesados en los aspectos algebraicos. En
este trabajo adoptamos el término “4lgebra geométrica” y daremos una breve descripcion,
aunque el lector interesado puede consultar excelente material en [4, 26, 29, 9]

El algebra geométrica G, 4, se construye sobre el espacio vectorial V797, donde p es
el nimero de elementos de la base vectorial que elevados al cuadrado resultan en 1, g es el
ntimero de elementos cuyo cuadrado es —1 y r es el nimero de elementos cuyo cuadrado
es 0. Sip # 0y q =r = 0, la métrica es Euclidiana; si solamente r = 0, la métrica
es pseudoeuclidiana; si p # 0,q # 0,r # 0, la métrica es degenerada. La dimension de

11
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T=a”~b”~c

axb 4

a) b)

Figura 2.1: Interpretacion geométrica del producto wedge a) entre dos vectores; b) entre
tres vectores

Ghr=p,qr €s 2™,y G, se construye por la aplicacién del “producto geométrico” (o producto
Clifford) sobre la base vectorial e;. El producto geométrico entre dos vectores a, b se define
como en (2.1) y tiene dos partes: el producto interior a - b es la parte simétrica, mientras
que el producto wedge a A b es la parte antisimétrica.

(2.1) ab=a-b+aAb.

Por tanto, el producto geométrico de dos vectores e;, e; que pertenecen a la base
del espacio vectorial esta dado por

1 i=j € {1,..p}
_1 i=j € {p+1,.,p+4q}
2.2 1€ = ) ] n
(2.2) €i€; 0 i=j € {p+q+1,..,n=p+qg+r}
eijzei/\Ej=—ej/\ei 274]

El resultado del producto wedge tiene magnitud |a| |b| sin & pero no es ni un escalar
ni un vector, sino lo que llamaremos bivector o segmento de plano orientado. El producto
wedge tiene la misma magnitud que el producto cruz y comparte su propiedad anticon-
mutativa: aAb = —(bAa); el producto wedge de un vector con otro paralelo a él es igual a
cero. Una forma de visualizar el producto wedge es imaginarlo como el segmento de plano
resultante de deslizar el vector a a lo largo del vector b (ver figura 2.1.a). De manera
similar, si el bivector a A b es deslizado a lo largo de otro vector ¢, entonces obtenemos un
trivector o elemento de volumen orientado (ver figura 2.1.b).

Esto resulta en una base para G, que contiene elementos de diferente grado llamados
blades; por ejemplo: escalar (1), vectores (e1, ...e,), bivectores (e2, ea3...), trivectores (e123),
etc. Esta base es llamada base de blades, sus elementos son los blades base y el elemento
de mayor grado I = e; A ey... A e, es llamado pseudoescalar. Una combinacién lineal de
blades de la base, todos del mismo grado k se llama k-vector,; por ejemplo

A = ae; +azey + azes : es un 1-vector
B

bie1s + baeas + bses; : es un 2-vector
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donde a;,b;,¢ = 1,2, 3 son escalares. La combinacién lineal de k-vectores se llama multi-
vector; por ejemplo

(2.3) M = mye; + moes + maegs + maesr + My€123

y estos multivectores son los que representan diferentes objetos geométricos (dependiendo
de sus caracteristicas), como puntos, lineas, planos, circulos, esferas, etc. La interpretacion
de los multivectores dependera del 4lgebra en la cual se este trabajando. Por ejemplo, un
punto es representado en el algebra G (el 4lgebra del espacio Euclidiano 3D) como

T = ae; + bes + ces

Sin embargo, un circulo no puede ser definido en G300 como un simple multivector (aunque
si es posible definirlo paramétricamente), pero es posible definirlo en G4 1 como un 4-vector
Z = 51 A S (la interseccion de dos esferas en el mismo espacio).

Dado un multivector M, si estamos interesados en extraer solamente los blades de
un grado determinado, escribimos (M), donde 7 es el grado de los blades que deseamos
extraer, con lo cual obtenemos un multivector homogéneo M’, o un r-vector. Por ejemplo,
sea M el multivector de (2.3); entonces podriamos obtener

(M)l = 7mmie; + mqes
(M), = mgegs + maes
(M)3 = Mmyei123

Los movimientos de cuerpo rigido se definen en el algebra geométrica usando en-
tidades que se llaman versores, de los cuales existen unos especiales llamados rotores,
trasladores y motores que rotan, trasladan y aplican ambas transformaciones, respecti-
vamente, a las entidades que se aplican. Estos versores se aplican multiplicativamente a
las entidades que se desean transformar. Sin embargo, es importante notar que en Gz,
aunque las rotaciones se aplican por multiplicacion, la traslacién se aplica por suma direc-
ta; asi que para aplicarla también de forma multiplicativa necesitamos usar otra algebra.
Todas estas transformaciones se llevan a cabo de manera ideal en el algebra geométrica
Conformal G410, que se explica enseguida.

2.1.1. El algebra geométrica conformal

Trabajar en el algebra geométrica Conformal (AGC) Gy, significa embeber el es-
pacio Euclidiano en un espacio de dimensién superior con dos vectores base extra, los
cuales tienen un significado particular; como veremos mas adelante, de esta forma pode-
mos representar objetos particulares del espacio Euclidiano con subespacios del espacio
conformal (expresados en los multivectores).
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aESEe Y

Figura 2.2: a) Proyeccion estereografica; b) Proyeccién de puntos del circulo al plano y
viceversa

La idea detrés de la geometria conformal es interpretar los puntos como puntos
proyectados estereograficamente! Consideremos la figura 2.2.a. Imaginemos que colo-
camos una fuente de luz en el polo norte (marcado como n); entonces cada punto en la
esfera proyecta una sombra en €l papel (plano en la figura). Para simplificar los célculos
analicemos c6mo se proyectan puntos de la esfera al plano y viceversa para el caso 1D,
como se muestra en la figura 2.2.b (la esfera ahora es un circulo; asumimos radio 1 por
simplicidad).

Ademas del vector del espacio 1D ey, se afiade el vector e, perpendicular a éste. La
proyeccion sobre el eje e; de un punto =’ = ae; + be, del circulo esta dada por 2

(2.4) = (ib) el

y para proyectar un punto ce; (¢ € R) al circulo hay que estimar los factores apropiados
a,b para el vector ' = ae; + be,, lo cual nos lleva a

2 e+c2—1e
Teerl e+t

(2.5) i

y si utilizamos como coordenada homogénea a e , la representacion homogenea del punto
en el circulo es

(2.6) z' = cer + % (®—1)es+ -;— (F+1)e_

Asi, al elevar 2’ al cuadrado tenemos

c+ <% (02—1))2— (%( 2+1))2

1
= c2+Z[c4—2c2+1—c4—2c2—-1]
=0

IProyeccién estereografica es una forma de hacer un mapa plano de la tierra
2Es facil deducir la expresion si utilizamos semejanza de tridngulos.

(')
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De esta manera, los punto Euclidianos z, proyectados estereograficamente sobre el circulo
son representados por el conjunto de vectores nulos de este nuevo espacio.

Si observamos nuevamente lo anterior, vemos que los vectores que afiadimos son
e+ y e—, que al elevarlos al cuadrado resultan en 1, —1, respectivamente. Con estos dos
vectores se definen los vectores nulos ey y eqo:

27 eo=5(e-—es);  ew=(e- +eq),
interpretados como el origen y el punto en el infinito, respectivamente. Adema4s, definimos
E=eoxNeg=¢e.Ne_

Con estos elementos, se pueden conprobar facilmente las siguientes relaciones

ed=e2 =0 e Neg = —1 E=e,e_
E?=1 Fe,, = —ey Eeqg = ¢
(2.8) Ic=IgANE donde Ir=eiNegNes

De ahora en adelante, los puntos en el espacio euclidiano 3D los representaremos con letras
minidsculas, mientras que los puntos en el espacio conformal con letras mayisculas; asi
mismo, las entidades en el AGC seran expresadas en lo que se llama el Inner Product Null
Space (IPNS), no en el Quter Product Null Space (OPNS), a menos que se especifique lo
contrario explicitamente (ver caracteristicas de estos espacios en el Apéndice B.3). Para
mapear un punto z € G3 al espacio conformal en G4 1, usamos

(2.9) X=z+ %:1:26oo + e

(lo cual se puede deducir facilmente utilizando las ecuaciones (2.5) y (2.7)).

Sean X, X3 dos puntos conformales. Si restamos X, de X, obtenemos
(2.10) X, — Xy = (21 —22) + %(xf — 22)eq + €0
y si elevamos al cuadrado este resultado, obtenemos
(2.11) (X1 — X2)* = (21 — 72)?

Por tanto, si deseamos medir la distancia euclideana entre dos puntos expresados en
conformal, podemos usar (2.11). Otra forma de obtener esta distancia es usar

(2.12) |21 — 2| = V=2(X1 Xa)

Para obtener la magnitud del vector en el espacio 3D, simplemente hacemos

(2.13) 2| = v/=2(X - &)
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El producto punto entre dos vectores conformales X; y X, resulta en X; - Xp = (z1-z2) —

12?2 — 122 (de donde se deduce (2.12)); por tanto

1 1
(2.14) Ty T =X Xot —2-:vf + 5:1:%
El angulo 0 entre dos vectores z; y 3, calculado desde su representacion conformal X,
X se calcula usando (2.14) y (2.13)

X1 Xo+3zi+ %:1:%)
21|22

Por otro lado, para calcular el vector z3 € (Gs), perpendicular a los vectores z; y z,

primero calculamos el producto exterior entre sus representaciones conformales A = X; A

X,, y después tomamos los coeficientes de los componentes ejs, €23, €31 (representados

como (4),,,,(A).,, » (A).,,), los cuales definen el plano b = (A4), , A er2 + (A4),,, Aea +

<A>e31 A es1, dual al vector x3, el cual se obtiene multiplicAndolo por Ig = e; Aex Aes

(2.16) z3=Ig b = IE(<A>312 ANewp+ (A), . Aex+ (A) A es1)

(2.15) 6 = arccos (

e23 €31

Como ya se menciond, podemos usar el AGC para representar objetos particulares
del espacio Euclidiano. Las esferas son especialmente interesantes porque son las entidades
basicas en el AGC, a partir de las cuales se derivan las otras entidades. Las esferas con
centro en ¢ y radio p se representan como

1
(2.17) S=c+ §(c2 — p%)ew + €0

De hecho, se puede pensar en los puntos conformales X como esferas degeneradas de
radio p = 0. Las entidades como los circulos Z y los pares de puntos PP se pueden
derivar de las esferas, tal como se muestra en la figura 2.3 y en la Tabla 2.1. Nétese que
como muestra la ecuacién (2.17), la informacion sobre el centro y el radio de la esfera se
encuentra codificada en un vector 5-dimensional. Para extraer dicha informacién, usamos
(2.18) y (2.19).

(2.18) c=(SAE) E,
(2.19) p=vV-8 S,

Para cualquier versién de magnitud arbitraria de la esfera S, aplicamos

(2.20) = _ (_Sbj em)2

Sean Si,S; dos esferas en el AGC. Si aplicamos el producto interior entre ellas,
obtenemos

1 1
S51-8 = (a+ 5(0% — peco + €0) - (c2 + 5(03 — p3)eco + €0)

by Xp Ty 3
S1-58 = 01'02—501”503‘*‘5/’%"'5/’%

1 1
@21) = ta-ar+lettd
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b) PP=8:1 "8 Ss

Figura 2.3: Obtencién del circulo y el par de puntos a partir de las esferas: a) Circulo
Z como la intersecciéon de dos esferas; b) Par de puntos PP como la interseccion de tres
esferas.

Por otro lado, si restamos S; de .S;, obtenemos
1
(222) Sl — Sz = (Cl = Cz) + E(C% = Cg ars ,0% + pg)eoo +ep
y si elevamos al cuadrado este resultado, obtenemos
(2.23) (81— 52 = (&1 — c)®

Por tanto, si necesitamos medir la distancia Euclidiana entre los correspondientes centros
de las dos esferas, podemos aplicar (2.23) o bien (2.24), la cual resulta de (2.21).

(2.24) (c1 —cp)? = =281 - Sa + p2 + p2.

La tabla 2.1 muestra las representaciones en IPNS y OPNS de las entidades en el
AGC. Como en el caso de la esfera, se puede obtener la informacién de las diferentes
entidades (como la normal de un plano, la direccién de una linea, etc) mediante simples
operaciones algebraicas; ademas, todas estas entidades y sus transformaciones pueden ser
manejadas facilmente usando los operadores de movimiento rigido descritos més delante.

Transformaciones en el AGC

En el AG, existen operadores especificos llamados versores para modelar las rota-
ciones, traslaciones y dilataciones. En general, un versor G es un vector que puede ser
expresado como el producto geométrico de vectores no singulares.

(225) G= :ta.laz...ak



18

CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

Tabla 2.1: Entidades en el AGC en representacion estiandar (IPNS) y dual (OPNS)

Entidad Representacion estandar (IPNS) | Representacién dual (OPNS) (*)
Esfera S=p+1(p? - pew + €0 S*=AABACAD
Punto X =z + j7% + €0 X* = (—FEz — }2%0 + €0)I
Plano P =nlg — dew P*=e . ANAANBAC

n=(a—b)A(a—c)
= (a AbA C) Ig
Linea L=rlg+exmlg L*=e ., NAAB
r=a-b
m=aAb
Circulo Z=81NS, =AABAC
Par de puntos PP=S,ASyA\S; PP* = AN\ B,
Xx=e  NX

En el AGC las rotaciones son representadas por los rotores
R = ei%
0 .0
(2.26) = cos(z) + bsin(=)
2 2
donde b es el bivector dual al eje de rotacion y 6 es el angulo de rotacién. La rotacién

de una entidad se realiza multiplicandola por la izquierda con el rotor R y por la derecha
con la reversién® del rotor R. Por ejemplo, la rotacion del punto X se escribe RXR.

Si deseamos trasladar una entidad con respecto a un vector de traslacion ¢ € (Gs),,
se usa el traslador

teog

T = e_ 2
1
(2.27) T = 1+ §e°°t
el cual puede ser interpretado como un rotor especial dado en un espacio nulo puesto que

eZ, = 0. Al igual que las rotaciones, la traslacién de entidades se realiza al multiplicarlas
por la izquierda con el traslador Ty por la derecha con su reversion T: X' = TXT

Para expresar movimientos de cuerpo rigido, se pueden aplicar los rotores y los
trasladores consecutivamente. El operador resultante se llama motor

(2.28) M=TR

3La reversion se define en el apéndice B.2
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y es un multivector especial de grado par. Para ver c6mo esta formado, realicemos la
multiplicaciéon de Ry T

M = TR
= (1+ %ewt)(cos(g) + bSin(g))
= COS(g) + bsin(g) + %ew(t(cos(g) + bsin(g)))
(2.29) = R+FR

Dado que la multiplicacién de un vector ¢ € (G3); por un bivector b € (G3), resulta en
un multivector de la forma Aje; + Myep + Azez + Ageqa3, ¥ puesto que tcos(g) € (Gs)1
podemos reescribir (2.29) como

M

0 .0 1 0 .0
cos(i) + bs1n(§) + §e°°(t cos(i) +tb sm(E))

6 . 0 1 0
= COS(E) + bSln(E) + Eew(t COS(E) + A1e1 + Agez + Azes + Ageq03
0 0
= cos(§) + bsin(i) + e (t’ + Ae1zs)
(2.30) = cos(g) + bsin(g) + ecot’ + Aeso123)

donde t' € (G3); y A = %/\4. Note que ext’ es un bivector con componentes €1, €502, €co3-
Si tomamos solamente las partes bivectoriales del motor M, obtenemos
(M)2 = (R)2+(R)2
= m+m’
0
(2.31) = sin(g)b + eoot’

Por tanto, si expresamos el vector ¢’ en términos de su bivector dual ¢’ = ¢"Ig, podemos
reescribir (2.31) como

(2.32) (M)g = b1Ig + eoot’I5

Y si vemos la representacion de las lineas en la tabla 2.1, observamos que la parte bivec-
torial del motor M es de hecho una linea y corresponde al eje del tornillo en el cual se
realiza la rotacion y traslacion del objeto. El movimiento de cuerpo rigido para un punto
X se puede escribir como X' = MXM.

Otro operador que resulta ttil es el dilator que se define como

(2'33) Dy = e-logz(,\zAE

donde ) es el factor de dilatacién y E = e A eo. Para dilatar una entidad, por ejemplo
una esfera S, aplicamos el dilator de igual forma que para las rotaciones o traslaciones,
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es decir, multiplicamos S por la derecha con el dilator Dy y por su reversion D, por la
izquierda: S’ = D)SD,

Para ilustrar el movimiento inducido por estos operadores, la figura 2.4 muestra la
aplicacion de éstos a diferentes entidades.

2.2. Flujo Vectorial Gradiente Generalizado

El flujo vectorial gradiente generalizado (GGVF por las siglas en inglés de Gener-
alized Gradient Vector Flow) es un campo vectorial definido en el dominio de la imagen.
Para obtener el GGVF, necesitamos primero construir un mapa de bordes f(z,y) a partir
de la imagen I(z,y). Este mapa debe cumplir la propiedad de tener valores méas grandes
cerca de los bordes y se puede calcular usando el algoritmo Canny (ver apéndice B.1).
Si la caracteristica de la imagen que nos interesa es otra diferente a los bordes, el mapa
puede redefinirse para tomar valores grandes en esa caracteristica en particular.

Los mapas de bordes tienen tres caracteristicas importantes. La primera es que el
gradiente de f(z,y), Vf tiene vectores apuntando hacia los bordes; la segunda es que
estos vectores generalmente tienen magnitudes grandes solamente cerca de los bordes; la
tercera es que en regiones homogéneas donde I(z,y) es constante, V f es practicamente
cero.

Una vez obtenido f(z,y), podemos definir el flujo vectorial gradiente generalizado,
GGVF, como un campo vectorial v(z,y) = [u(z,y), v(z, y)] derivado de la imagen que es
la solucién para

(2.34) v = (9(IVF)V?v = h(|Vf)(v = V)
donde

(2.35) g(Vi) = %

(2.36) IV = 1-g(VI)

y i es un escalar. Las funciones de peso g(-) y h(:) se definieron de esa forma porque se
desea que el campo vectorial v varie lentamente (o suavemente) en localidades lejanas a
los bordes, pero que se mantenga cercano a V f cerca de los bordes; por lo que deben ser
monotonicamente no creciente y no decreciente, respectivamente.

Este campo vectorial difunde los vectores gradiente del mapa de bordes de la imagen
original. Dicho campo tiene la ventaja de que amplia mucho el rango de captura; es decir,
difunde el gradiente a gran parte de la imagen (a diferencia de otras propuestas como las
fuerzas de potencia tradicionales [35]).

Note que en (2.34), cuando |V f| es pequefio, la ecuacién es dominada por el primer
término, el cual es llamado el término de suavidad, puesto que produce un campo vectoria)
que varia suavemente; por otro lado, cuando |V f| es grande, el segundo término domina
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TX'T=TRXRT=MXM

Traslacion
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.

Rotacion L'=RLR
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Figura 2.4: Diferentes entidades y el resultado de aplicar los versores R y T (equivalente

a aplicar M). a) Punto; b) Linea; c) Circulo; d) Esfera; e) Ejemplo de transformacién de
una esfera usando ademaés de rotacién y traslacién, un dilator.
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Figura 2.5: Ejemplos del flujo vectorial gradiente generalizado. Fila superior: imagenes
originales; fila inferior: GGVF correspondiente

la ecuacion, al cual se llama término de datos puesto que anima al campo vectorial v a
tomar valores cercanos a Vf. Esto es lo que produce el efecto deseado de mantener v
cercano al gradiente del mapa de bordes cuando éste es grande, pero forzar el campo a
variar lentamente en regiones homogéneas.

2.2.1. Ejemplos

La figura 2.5 muestra algunas imagenes con el resultado de calcular el flujo vectorial
gradiente generalizado. En la primer fila se encuentra la imagen original, mientras que en
la segunda fila el GGVF correspondiente.

2.3. Modelos deformables

Los modelos deformables o snakes son curvas elasticas o superficies definidas en el
dominio de la imagen, las cuales se pueden mover bajo la influencia de fuerzas internas
(que vienen de la curva o superficie en si misma) y fuerzas externas (calculadas de los datos
de la imagen). Matematicamente estos modelos se representan como curvas o superficies
parametrizadas z(u) donde u es el parametro de la curva. La forma de esta curva se
determina tipicamente por una formulacién variacional que consiste en encontrar la z(u)
que minimice la energia:

(2.37) E = By + Bu = / Bu(2(1)) + Eent(w(u))du

u

Esto se puede ver como la representacion de la energia de la curva o superficie y la
forma final de ésta corresponde al minimo de esta energia. El primer término, E;,,, es
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conocimiento a priori sobre el modelo en si (elasticidad, rigidez de la curva), mientras que
el segundo término, E,,, es una funcién que se deriva de los datos de la imagen y toma
un valor minimo cuando el modelo deformable yace en la caracteristica que nos interesa
(como un borde). Dada una imagen en escala de grises I(z,y), las energias externas que
se definen tipicamente son

(2.38) Ee(z,y) = —|VI(z,9)]
(2.39) Eezt(z,y) —|V(Gs(z,y) * I(z, y))|2

donde G,(z,y) es una funcién gausiana bidimensional con desviaci6n estandar o,y V es
el operador gradiente.

En la literatura se pueden encontrar basicamente dos tipos de modelos deformables o
snakes: los modelos paramétricos y los modelos geométricos. Los primeros representan las
curvas o superficies en forma paramétrica en el dominio de la imagen, permitiendo que se
muevan hacia las caracteristicas deseadas, como por ejemplo los bordes. Sin embargo, hay
dos dificultades con los modelos deformables paramétricos. La primera es que el modelo
inicial debe estar, en general, cerca del borde real del objeto de interés; de lo contrario, el
modelo puede converger a un modelo erréneo. La segunda dificultad es que estos modelos
tienen dificultades para adaptarse en concavidades delgadas.

Para resolver estas dificultades, se presentan en [35] los contornos activos llamados
GGVF-Snakes, los cuales siguen la formulacién de los modelos deformables pero con
una nueva fuerza externa estatica llamada “Flujo de Vector Gradiente Generalizado’o
Generalized Gradient Vector Flow (seccion 2.2).

2.3.1. GGVF-Snake

El contorno deformable GGVF-Snake usa el GGVF como fuerza externa y tiene
varias ventajas, entre las cuales se hayan su relativa insensibilidad a la inicializacién
(dado el amplio rango de captura del GGVF), asi como su habilidad de moverse hacia
concavidades estrechas. Ademas no necesita conocimiento a priori sobre si el modelo se
debe contraer o expandir para converger a los bordes.

La manera en que formula el modelo deformable es sustituyendo la fuerza E.;; en
(2.37) por el campo vectorial v(z,y). De esta forma se logra resolver gran parte de los
problemas que tienen los contornos deformables tipicos, ademéas de que esta formulacion
resulta menos sensible al ruido en la imagen, tal como lo muestran los resultados en [35].

2.4. Redes neuronales auto-organizadas

El desarrollo de redes organizadas topologicamente fue motivado por un intento
de entender como las neuronas biologicas se auto-organizan para lograr tareas como el
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reconocimiento de patrones en la ausencia de instrucciones que digan el objetivo de cada
neurona. La red de este tipo mas ampliamente usada es el modelo propuesto por Kohonen
[19], lamado self-organizing map (SOM), el cual combina un principio de aprendizaje
competitivo con una estructura topolégica de los nodos de forma que los nodos vecinos
tienen pesos similares. La topologia es especificada en términos de relaciones de vecindad
entre los nodos.

2.4.1. Algoritmo Self-Organizing Map

El algoritmo de aprendizaje asegura que el nodo ganador de la competencia, asi
como sus nodos vecinos, se moveran hacia la muestra (entrada) presentada a la red. La
red es auto-organizada en el sentido de que los nodos tienden a tener pesos que cap-
turan las caracteristicas del espacio de entrada, traduciendo las relaciones de vecindad en
proximidad en el espacio Euclidiano, atn si los pesos iniciales de los nodos son arbitrarios.

El algoritmo de aprendizaje SOM, es el siguiente:

Seleccionar la topologia de la red; es decir, establecer las relaciones de vecindad
entre los nodos para saber cuales seran adyacentes con cuales.

Inicializar los pesos con valores aleatorios pequefios.
Inicializar la distancia de vecindad actual dy a un entero positivo.
s Repetir los siguientes pasos hasta alcanzar el criterio de paro

1. Seleccionar una muestra del espacio de entrada: i

2. Calcular la distancia Euclidiana cuadrada de i, al vector de peso w; asociado
a cada nodo

n

(2.40) > (ink(t) — wik())?

k=1

3. Seleccionar el nodo j con el minimo Y, _, (iLk(t) — w;jk(t))?

4. Actualizar los pesos de todos los nodos dentro de la distancia topolégica d; del
nodo j usando la regla de actualizaciéon

(2.41) wi(t + 1) = w;(t) + an(t)(ia(t) — w;(t))

donde0<n<nt—-1)<1

5. Incrementar t
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En las redes SOM, el factor de aprendizaje o decrece con el tiempo ¢, y la funcién 7
normalmente se define como en (2.42); ademas, el nimero de nodos se especifica desde el
inicio y no hay proceso de insercién o eliminacién de nodos.

(2.42) n(t) = e

Bernd Fritzke [12] propuso un modelo de red llamado Growing Cell Structures (GCS)
en el cual el nimero de nodos cambia conforme las muestras se presentan a la red, lo
cual result6 en un modelo mas flexible capaz de aproximar algunas distribuciones de
probabilidad mejor que las redes SOM. A cada j-ésimo nodo se le asocié un contador de
senal T;, el cual se incrementa cada vez que el nodo resulta ganador. Ademas se tienen
dos parametros de aprendizaje diferentes, uno para el nodo ganador y otro para sus
vecinos inmediatos. La insersion de nodos se hace después de cierto numero especifico
de actualizaciones de nodos, y para ello se toma en cuenta el contador de sefial: el nodo
con el mayor valor en su contador de sefial determinara dénde insertar el nuevo nodo.
En una aplicacién tipica del modelo de Fritzke, la red crece y encoge repetidamente; la
convergencia depende de la eleccion de los pardmetros y los criterios para insertar, borrar
y terminar el algoritmo.

El algoritmo llamado neural gas (NG) fue propuesto en [33]. En él, todos los pesos
son afectados por cada muestra presentada a la red en una cantidad dependiente de la
distancia entre el vector de peso y el de entrada. Para esto, se hace un ordenamiento de
los nodos de acuerdo a su proximidad a la entrada presentada. En el algoritmo neural gas
no se realiza la eliminaciéon de nodos y tampoco se crean nuevos nodos.

2.4.2. Algoritmo Growing Neural Gas

En [12], Bernd Fritzke presenté una variante del modelo neural gas tomando con-
ceptos de su modelo anterior GCS. Este modelo se llama Growing Neural Gas (GNG) y
puede ser usado para encontrar estructuras topolégicas que reflejen la estructura de la
distribucion de entrada. Este modelo asume que cada nodo k consta de lo siguiente:

s Un vector de referencia wy
Una variable de error acumulado errory

Un conjunto de aristas que definen la vecindad del nodo (vecinos topolégicos)

Ademas se tienen dos parametros de adaptacion: €, para el nodo ganador y €, para sus
vecinos topologicos. El algoritmo GNG es el siguiente:

Para una entrada ij, localizar los dos nodos con los vectores de referencia (posiciones
en el espacio) més cercanos; sean estos vectores wg y w, de forma que |[ws —ij| y
|we — ij] son la menor y la segunda menor distancia, respectivamente
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s La variable de error del nodo ganador s se actualiza afiadiéndole la distancia cuadra-
da de éste a la entrada:

errors = errors + |ws — ij|?

= Mover (actualizar) el nodo s y sus vecinos hacia la entrada i, de la siguiente forma

Ws = Wg + 6w("vs - il)

Wnh = “_’n 4= en("vn - il)

s Incrementar la edad de todas las aristas del nodo s a sus vecinos

Si los nodos s y t estan conectados por una arista, cargar el valor cero a su edad;
en caso contrario, crear una arista entre ellos

» Si hay aristas con una edad mayor a a,,., eliminarlas. Si después de esto hay nodos
aislados (sin conexiones), eliminarlos

Después de cada cierto nimero A de iteraciones, insertar un nuevo nodo. Esta in-
sersion se realiza de la siguiente forma

Encontrar el nodo u con el mayor error

Entre los vecinos de u, encontrar el nodo v con mayor error

Insertar un nuevo nodo entre u y v con

Wy + Wy
=Ty

Crear aristas entre u y r y entre v y 7, y eliminar la existente entre u y v

Actualizar las variables de error

ETTOT, = Qerror,
error, = Qerror,

error, = errory,

= Decrementar todas las variables de error de todos los nodos j por un factor 3

» Repetir los pasos anteriores si no se ha alcanzado el criterio de paro. Dicho criterio
puede ser alcanzar el maximo numero de nodos.
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Figura 2.6: Ejemplo del problema de transformacién mano-ojo
2.5. El problema de calibracién mano-ojo

La calibracién mano-ojo es el célculo de la posicion y orientacién relativas entre
una mano robdtica y una camara montada de forma rigida en ella. Usando dicha camara,
se puede determinar la posicién en el sistema de coordenadas de ésta, de un objetivo a
agarrar o alcanzar; sin embargo, los comandos de movimientos estan en el sistema de
coordenadas de la mano robética; por tanto conocer la transformacién mano-ojo puede
ser de gran utilidad en este tipo de tareas.

La manera usual de describir la calibracién mano-o0jo es por medio de matrices de
transformacion homogéneas. Denotamos por X la transformacion de la cAmara a la mano
robética, por A; la transformacion de la cAmara al sistema de coordenadas del mundo, y
por B; la matriz de transformacién de la base del robot a la mano robética en el i-ésimo
movimiento. La figura 2.6 ilustra el problema.

La transformacion A; se obtiene de las técnicas de calibracién extrinseca. La trans-
formacién B; esta dada por la cinematica directa del robot. La formulacién del problema
mano-ojo es bien conocida [34]

(2.43) AX =XB

donde A = A3A7' y B = B;'B;. Para resolver este problema se requieren al menos
dos movimientos con ejes de rotaciéon no paralelos y para encontrar la solucién se han
propuesto varios métodos: algunos estiman primero la rotacion y después la traslacion [34]
mientras que otros lo hacen simultaneamente [16]. Daniilidis [10] presenta una solucién
basada en cuaterniones duales, mientras que [3] propone el uso del 4lgebra de motores
G301 basada en los conceptos de algebra geométrica.

En el presente trabajo seguimos la formulacién del problema en términos de motores
dentro del marco del 4lgebra geométrica. Sin embargo, en lugar de utilizar el algebra de
motores G3p,1, utilizaremos la formulacién de los mismos en el algebra geométrica con-
formal. De esta forma, el problema de calibracién mano-ojo en (2.43) quedaria expresado
en la siguiente forma usando motores

(2.44) MaMx = MxMp
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donde My = A+ A', Mp = B+ B’y Mx = R+ R’ (ver secci6n 3).
En [3], se demuestra que el problema se resuelve usando las lineas definidas por los
motores
L, = a+a
MxLpMx
(R+R)(b+b)(R+R)
(2.45) = RbR+ ex(RbR + Rb'R + R'bR)

donde a, a’, b, b’ son bivectores (como en (2.31)). Separando la parte real y la parte
multiplicada por e, tenemos

(2.46) a = RbR
(2.47) a’ = RbR'+ Rb'R+ RbR

Multiplicando por la derecha por R y usando la relacién RR' + R'R = 0, se obtienen las
relaciones siguientes

(2.48) aR—Rb = 0
(2.49) (@R — Rb)+ (aR' — Rb) = 0

Lo cual se puede expresar en forma matricial como

a—b [a+b]x 03x1  Osxs ][R]=O

(240} a—b [@+b]x a—b [a+blx || R

A esta matriz de 6 x 8 la llamaremos D; el vector de incognigas [R, R']T es de 8 dimen-
siones; la notacion [u]x representa la matriz skew-simétrica formada con el vector u (véase
Apéndice B.4). La matriz D esta formada solamente por bivectores (no se incluyen blades
de ningitin otro grado), por tanto podemos utilizar el método SVD para encontrar [R R']T
como el kernel de D.

Considerando que se tienen n > 2 movimientos, se construye la matriz
T
(2.51) c= DI Df D} Df]

para aplicar el método SVD y encontrar la solucién para [R, R'|T. Puesto que el rango de la
matriz C' es méaximo 6, los tltimos dos vectores singulares derechos, v7 y vg corresponden
a los dos valores singulares cuyo valor es cero o cercano a cero, que expanden el espacio
nulo de C. Por tanto, como [R, R']T es un vector nulo de C, entonces lo podemos expresar
como una combinacién lineal de v7 y vs. Si expresamos estos vectores en términos de dos
vectores de 4D v; = (ul,vl)T y vg = (uQ,vz)T esta combinacion lineal estaria expresada,

como
(2.52) [g, =a[’£]+ﬁ[5§]
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Tomando en cuenta las restricciones
(2.53) RR=1 y RR+RR=0
obtenemos las siguientes ecuaciones cuadréticas en términos de o y 8

(2.54) o?uTuy + 20fuluy + Puluy, = 1
(2.55) o*ulv; + aB(ulvy + ulvy) + fulv, = 0

Para resolver estas ecuaciones, hacemos un cambio de variable sustituyendo en (2.55)
u = a/B y obtenemos dos soluciones para . Regresando a (2.54) e insertando la relacién
a = uf, se obtiene

(2.56) B (el uy + p(2ufug) + ujup = 1
la cual nos lleva a dos soluciones para 8.

El procedimiento se resume a continuacién

1. Dados n movimientos de la mano robética Mp, y sus correspondientes movimientos
en la caAmara My, verficar si sus partes escalares son iguales.

2. Para los movimientos que cumplen con el requisito anterior, extraer las direcciones
y momentos de las lineas definidas por los motores. Con ellos construir la matriz C
como en (2.51).

3. Aplicar SVD a C y tomar los vectores singulares derechos v; y vg correspondientes
a los dos valores singulares iguales a cero (por causa de ruido se aplica un umbral).

4. Calcular los coeficientes para (2.55) y encontrar las dos soluciones de p.

5. Para ambos valores de g, calcular el valor de p?ufu; + 2pufuy + uluy y elegir el
que resulte en el mayor valor para luego calcular a y después S.

6. La solucién final es av; + Bus
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Capitulo 3

Segmentaciéon

3.1. Nociones basicas de segmentaciéon

Formalmente y de acuerdo a [25], un conjunto de regiones R1, R2,...R, es la seg-
mentacién de una imagen I si

UL, R; = I: cualquier punto en la imagen esta en una regioén
s R;N Ry =0, # k: las regiones no se intersectan

= R; es conexa, ¢ = 1,...,n: las regiones son continuas, es decir que las regiones estan
compuestas por pixeles contiguos

= R; es homogénea: cada region es homogénea de acuerdo a cierto criterio (por ejemplo,
nivel de gris uniforme)

De acuerdo a [25, 13], las técnicas de segmentacion se pueden categorizar en tres
clases generales:

1. Umbralizacion: Es el procedimiento para segmentacién de imagenes mas basico en
el cual se aplican umbrales ya sea globalmente (umbralizacién estatica) o localmente
(umbralizacién dinamica). La umbralizacion estética es 1til bajo condiciones con-
troladas, por lo cual es una buena opcién solamente para iméagenes con histogramas
bimodales o trimodales, pero falla en imagenes reales donde el fondo de la imagen
no es constante y el contraste de objetos varia. En tales casos, la imagen puede ser
subdividida y se le pueden aplicar umbrales locales; sin embargo, esto podria fallar
si el histograma de la sub-imagen no es bimodal o trimodal.

2. Basados en regiones: Este método trata de aislar areas de la imagen que son
homogeneos de acuerdo a algiin conjunto de caracteristicas. Dos métodos clasicos
basados en regiones son el crecimiento de regiones y dividir-y-fusionar.

31
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Figura 3.1: Ejemplo ilustrativo de la técnica dividir-y-fusionar: a) imagen de entrada con
tres regiones irregulares sobre un fondo constante; b) divisién inicial; c) resultado de
dividir la imagen en bloques homogeneos; d) resultado después de la etapa de fusién o
unién.

» Crecimiento de Regiones: este algoritmo es uno de los més simples y més popu-
lares entre los algoritmos basados en regiones. Se comienza con algunos puntos
semilla y luego la region crece anadiendo pixeles vecinos que son similares a las
semillas de acuerdo a cierto criterio de homegeneidad (el tamafio de la regién
se incrementa én cada iteracion, de ahi su nombre).

= Dividir y fusionar: esta técnica consta de dos pasos: 1. La imagen es dividida
recursivamente hasta que todas las regiones cumplen con un criterio de homo-
geneidad. 2. Todas las regiones adyacentes se van agrupando de forma tal que
la region resultante satisfacen el criterio de homogeneidad. El procedimiento
tipico estd basado en la descomposicién recursiva de regiones que no cumplen
con el criterio de homogeneidad, en cuatro subregiones; luego el paso de fusién
va agrupando bloques adyacentes que representan regiones homogeneas que
habfan sido divididas en la etapa previa. Como ejemplo véase la figura 3.1.

3. Basadas en bordes: Estos métodos estan basados en la deteccién de lineas o aristas
entre las regiones. Existen dos métodos bésicos: los que usan la primera derivada
y los que usan la segunda derivada. En el primer caso una méscara que calcula el
gradiente se convoluciona con la imagen y se obtiene un vector gradiente para cada
pixel; las aristas son pixeles donde la magnitud del gradiente es un maximo local.
En el segundo caso, las aristas son encontradas buscando lugares donde la segunda
derivada es cero o pasa por el cero (cambia de signo). Una vez que se obtiene el
mapa de aristas o bordes con cualquiera de los dos métodos, una segunta etapa
agrupa los elementos del borde para formar lineas o curvas; entonces las regiones se
identifican como areas cerradas en la imagen. Desafortunadamente el ruido y otros
factores podrian afectar los resultados y algunas regiones podrian aparecer como no
cerradas en la imagen, resultando en una mala segmentacion.

Debido a las ventajas y desventajas de cada técnica, muchos métodos de segmentacién
estan basados en la integracién de la informacién obtenida por dos técnicas: informacién
de bordes y de regiones. Algunos de éstos realizan la integracién en la deteccién de re-
giones, mientras que otros integran la informacién después de que ambos procesos han
terminado.
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Figura 3.2: Esquemas de las dos estrategias para integrar la informaci6n (de acuerdo a
[25]): a) Integracion embebida; ) Integracién post-procesamiento

En la figura 3.2 se muestra la forma general de cada una de estas estrategias (la
figura 3.2.a muestra la integracién embebida y la figura 3.2.b muestra la integracién post-
procesamiento). La integracion embebida se puede describir como la integracién a través
de la definicién de nuevos pardmetros o criterios de decisién para la segmentacion. La
integracion post-procesamiento se realiza después de que ambas técnicas (las basadas en
regiones y bordes) han sido usadas para procesar la imagen.

Un punto de vista diferente para la integracion de regiones e informacién de bordes es
el uso de contornos activos, conocidos también como snakes (seccién 2.3). Dentro de cada
categoria para la integracion de la informacién se tienen una gran variedad de métodos;
algunos de ellos funcionan mejor en algunos casos, otros necesitan inicializacién de parte
del usuario, algunos son mas sensibles al ruido, etc. El lector interesado puede consultar
[25] para mayores detalles sobre diferentes métodos.

Para determinar el mejor algoritmo de segmentacién, debemos tomar en cuenta las
propiedades y objetivos que cada algoritmo trata de satisfacer, asi como el dominio de la
imagen en el que se esta trabajando [25], ya que uno que puede dar muy buenos resultados
en un contexto, puede no ser tan bueno en otro.

3.1.1. Segmentaciéon de texturas

La textura es una caracteristica importante para la segmentacioén de imagenes médi-
cas. Cuando los cirujanos inspeccionan visualmente las imagenes médicas, toman en cuenta
la textura de los diferentes tejidos para interpretar lo que estan viendo. Las propiedades
de textura de la imagen pueden ser extraidas usando caracteristicas estadisticas, modelos
espacio frecuenciales, etc.

Un operador de textura describe la textura en un area de la imagen. Asi, si se usa
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un operador de textura sobre toda la imagen, se obtiene una nueva imagen a la que se
llama “imagen de caracteristicas de textura” (o simplemente “imagen de textura”). En tal
imagen se describe la textura de un vecindario alrededor de cada pixel. En la mayoria de
los casos un simple operador no proporciona informacién suficiente sobre la textura, por
lo cual se usan un conjunto de operadores, lo cual resulta en un conjunto de imagenes de
caracteristicas de textura que juntamente describen la textura alrededor de cada pixel.
Los principales métodos para segmentacion de texturas, que se pueden consultar en [7],
se resumen a continuacién:

Filtros de energia de textura de Laws: en el &nimo de producir métodos eficientes
computacionalmente, Laws desarrollé un conjunto de mascaras de energia de textura
(véanse ejemplos en la figura 3.4) a partir de filtros no recursivos unidimiensionales

L5=[14641; E5=[-1 —2021]; S5=[-1020 —1]
BLW5=[-120 —21); RS=[1 —4 6 —4 1]

Estas mascaras fueron disefiadas para actuar como filtros para comparar clases especificas
de variaciones que se encuentran a menudo en las texturas, tales como aristas, ondas, pun-
tos, etc. Con los resultados de la convolucion, se pueden medir un conjunto de estadisticas
para obtener informacién ftil.

Matrices de co-ocurrencia: son escencialmente histogramas bidimensionales de la ocur-
rencia de pares de niveles de gris para un vector de desplazamiento dado (la posicién C; ;
de la matriz de co-ocurrencia tiene las frecuencias relativas de pares de pixels separados
por una distancia d, donde uno de ellos tiene el nivel de gris 7 y el otro el nivel de gris j).
La principal desventaja de esta técnica es su dependencia de los pardmetros usados, asi
como el nimero de matrices necesarias para obtener buenas caracteristicas de textura ya
que puede ser potencialmente grande.

Métodos en el dominio de la frecuencia: debido a que algunas texturas exhiben una
periodicidad y variacién, es dificil modelarlas usando técnicas tradicionales estadisticas.
Por tanto, se han propuesto caracteristicas relacionadas con el espectro local. En general,
los métodos usan el espectro de potencia como fuente para extraer caracteristicas de tex-
tura, pero el rol del espectro de la fase no ha sido considerado suficientemente.
Caracteristicas de textura perceptiva: en 1978, Tamura [15] propuso 5 caracteristi-
cas de textura que corresponden a la percepciéon humana: rectitud, borrocidad, aspereza,
granularidad y discontinuidad. Estas méscaras son expresiones booleanas que se aplican
sobre cada pixel. El valor de cada pixel esta relacionado a la densidad de la caracteristica
de textura perceptiva medida.

3.2. Segmentaciéon por combinacién de informacién

Las técnicas simples de segmentacién explicadas anteriormente no pueden ser usadas
de forma aislada debido a la complejidad de las imégenes médicas del cerebro, las cuales
contienen texturas de diferentes tejidos, valores similares de gris entre tejidos saludables
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Figura 3.3: Diagrama de bloques del método propuesto.

y daninos e incluso bordes no definidos claramente. Por esta razon, en este trabajo se
decidi6 combinar la informacién de los bordes con la informacién obtenida de métodos
de segmentacion de texturas, todo esto en un esquema de crecimiento de regiones. Un
diagrama de bloques del método propuesto se muestra en la figura 3.3.

Como se explicd en la seccién 3.1, en las técnicas de crecimiento de regiones es
necesario colocar algunos puntos iniciales, llamados semillas, a partir de los cuales la
region crecera. Para lograr hacer esto automéaticamente, utilizamos la informaciéon de
textura proporcionada por las méascaras de Laws y caracterizamos cada pixel con un vector
k-dimensional llamado vector de teztura, V;, para un pixel en coordenadas (z,y). Luego
el usuario selecciona un punto del objeto que le interesa (en nuestro caso nos interesa
més la segmentacion del tumor); a partir de este punto se seleccionan autométicamente
también los pixeles que tienen el mismo vector de textura y utilizamos éstos pixeles como
inicializacién (semillas) para la estrategia de crecimiento de regiones. La informacion de
bordes se usa para detener el crecimiento de la regién.

3.2.1. Colocacion de semillas

Para obtener la informacién de textura, usamos un conjunto de k mascaras (ver
ejemplos ilustrativos en la figura 3.4)Cada una de éstas mascaras proporciona un valor
para cada pixel. Nuestro objetivo es construir un vector de textura V;, para cada pixel
en la imagen, asi que tomamos el resultado de cada méscara para cada pixel y fijamos el
valor en una posicién del mencionado vector a 0 6 1, dependiendo de si el valor es cero
o diferente de cero, respectivamente. Otra posicién es solo para identificar a los pixeles
pertenecientes al fondo de la imagen (valor fijado a 0) de los que pertenecen a la cabeza
del paciente (valor fijado a 1).
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a) b) c) d)
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Figura 3.4: Mascaras de energia de texturas usadas para caracterizar cada pixel en la
imagen (estas mascaras se convolucionan con la imagen).

Llamemos V al vector de textura e identifiquemos cada uno de sus valores por
Vl],l =1,...,k + 1. El procedimiento es como sigue:

1. Para cada pixel p en la imagen, si p;; € background, entonces V[1] = 0; en caso
contrario, V[1] =1

2. Realizar la convolucién de la imagen con cada una de las mascaras de energia de
textura para obtener las imagenes de textura I;,,i = 1,2, ..., k.

3. Para cada posicion (z,y) en la imagen y para cada resulado de la convoluci6n con las
mascaras, tomar el valor absoluto val = ||I;,(z, y)||. Si val > 0 entonces V[I| = 1; en
caso contrario V(] = 0, donde cada uno de los valores | = 2,3, ...,k + 1 corresponde
a mascaras diferentes.

Como resultado de esto, encontramos que cada estructura en las imagenes médicas
usadas, tiene un vector tipico, como se ilustra en la figura 3.5(a) para un caso donde
usamos solamente cuatro mascaras. Es importante destacar que no todos los pixeles
pertenecientes al mismo objeto tienen el vector deseado debido a variaciones en los val-
ores de los pixeles vecinos; sin embargo, un numero suficiente de ellos si lo tiene. Por
tanto, una vez que el usuario seleccione un punto (pixel) central del objeto en el que esta
interesado, podemos usar los pixeles que tienen vectores iguales para establecerlos como
puntos semilla en un esquema de crecimiento de regiones. Asi, para extraer el tumor de la
imagen, el siguiente paso es fijar las semillas, por lo que las colocamos en los pixeles que
tienen el vector de textura tipico de un tumor (ver figura 3.5(b)). Una vez establecidas
estas semillas podemos comenzar la etapa de crecimiento de region.

3.2.2. Crecimiento de regiones

La técnica de crecimiento de regiones necesita no solamente los puntos semilla,
sino también un criterio de crecimiento (para afadir los pixeles) y un criterio de paro. En
nuestra propuesta calculamos la media pseeq ¥ 12 desviacion estandar o,e.q del nivel de gris
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Figura 3.5: a) Imagen izquierda: Vectores de textura para las principales estruc-
turas presentes en la imagen de tomografia, tomando solamente 5 mascaras. b) Imagen
derecha: Puntos semilla fijados con los resultados de la caracterizacién de los pixeles del
tumor.

de los pixeles establecidos como semilla; luego, para cada pixel vecino que es examinado:

k+1 k+1
(3.2) Si ) (Vay®Vieeed) =0 o0 > (Vay @ Vieed) = 1
1 1
Yy I(z,y) = £2 % 0peeds, entonces (z,y) € Ry;

donde V,,@Vjeeq es como un operador XOR (a@®b = 1siy solosia # b), S5 (Vay @ Vicea)

actia como un contador del nimero de valores diferentes en el vector V,,, vs Vieeq (debe
diferir cuando mucho en un elemento para pertenecer a la regién), R, es la regién del
tumor. Ejemplo, sea Vz, =[01011] y V,eea = [0111 1], entonces V;y@V,eea = (0010 0],
por lo que ’1”'1 (Vzy @ Vieea) = 1 y el punto (z,y) se incluye en la region. El criterio
de paro toma en cuenta los bordes del objeto porque el crecimiento de la regién se da
en todas direcciones, pero cuando un pixel correspondiente al borde es encontrado, el
crecimiento en esa direccién se detiene. La figura 3.6 muestra un ejemplo del proceso
explicado anteriormente. La figura 3.6.a muestra la imagen original; 3.6.b muestra los
puntos fijados como semillas (tienen el vector tipico del tumor); 3.6.c muestra el resultado
final después después de que todo el proceso ha terminado (el tumor segmentado); 3.6.d
muestra la imagen original con el tumor resaltado. La figura 3.7 muestra varias imagenes
de TC con un tumor asf como el resultado con este algoritmo propuesto.

El proceso completo toma solamente unos pocos segundos por imagen y se puede

utilizar para segmentar cualquier objeto, solo que en nuestro caso enfocamos la atencién
en la extraccion del tumor.
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Figura 3.6: Resultados de la segmentacion de un tumor en imégenes de tomografia com-
putarizada. A) Una de las imégenes originales; B) Puntos establecidos como semilla; C)
Resultado para la imagen (A) después de terminado el proceso; D) Resaltando el tumor

en la imagen original.
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Figura 3.7: Columnas primera y tercera: las im4genes TC orignales; Columnas dos y
cuatro: resultados de la segmentacién
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3.3. Aproximacién de contornos usando redes neuronales
y GGVF

En esta seccién se presenta la segunda propuesta de este trabajo de tesis para seg-
mentacién de imégenes, la cual esta basada en los métodos de redes neuronales auto-
organizadas (seccién 2.4), pero integrando la informacién del Flujo Vectorial Gradiente
Generalizado (seccion 2.2). El GGVF se utiliza para guiar tanto la seleccién automatica
de los patrones de entrada como el proceso de aprendizaje de la red neuronal; al final
del aprendizaje se obtienen un conjunto de transformaciones expresadas en el marco del
lgebra geométrica, las cuales definen la forma del objeto en el cual estamos interesa-
dos. Se decidié usar dicho marco matematico porque las transformaciones (rigidas) de
las entidades geométricas se expresan en una forma compacta como operadores llamados
versores, los cuales son aplicados de forma multiplicativa a las entidades geométricas. Los
resultados experimentales demuestran buenos resultados.

3.3.1. Determinacion de la forma de un objeto

Para determinar la forma de un objeto podemos recurrir a un mapeo topografico que
utilice los puntos de interés seleccionados sobre el contorno del objeto para ajustarles un
mapa con cierta topologia. Este mapeo se lleva a cabo cominmente utilizando las redes
neuronales auto-organizadas o Mapas de Kohonen (SOM), o bien la llamada Neural Gas
(NG) [18]. Sin embargo, si deseamos preservar mejor la topologia, no debemos especificar
a priori el nimero de neuronas en la red (como se hace para las redes SOM o NG, junto
con la relacion que guardan las neuronas), sino permitir que la red crezca usando un
algoritmo de entrenamiento incremental [1], tal como es el caso de los modelos GCS y
GNG (seccién 2.4).

En este trabajo se sigue la idea de las redes crecientes y se presenta una propuesta
para determinar la forma de un objeto utilizando versores en el 4lgebra geométrica, lo
que resulta en un modelo facil de manejar en etapas posteriores de procesamiento. Un
esquema de esta propuesta se encuentra en la figura 3.8. Esta representacion es compacta
porque usa solamente un punto fijo como base y un conjunto de versores en el marco del
algebra geométrica (trasladores 7" en 2D, motores M en 3D), los cuales mueven el punto
al contorno del objeto que nos interesa. Por tanto, la red tendra versores asociados a sus
neuronas y en el aprendizaje se determinaréan los pardmetros de éstos que mejor se ajusten
a los patrones de entrada.

Ademaés, se presenta una propuesta sobre cémo seleccionar automaticamente los
patrones de entrada, para lo cual se anade una etapa de preprocesamiento en la que se
analiza la imagen del objeto y se detcrminan las entradas haciendo uso del flujo vectorial
gradiente generalizado (GGVF) y analizando las lienas de flujo (streamlines) seguidas por
particulas sobre una malla. Una linea de flujo (streamline) podemos concebirla como el
camino seguido por una particula que es colocada en la coordenada (z,y), sometida a
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Figura 3.8: Diagrama de bloques de nuestra propuesta usando redes neuronales y GGVF
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Figura 3.9: Ejemplo del campo vectorial llamado GGVF, obtenido para una imagen de
prueba. a) imagen original; b) muestras del campo vectorial.

las fuerzas del campo vectorial; a esta linea de flujo la denotaremos como S(z,y). La
informacién obtenida con el GGVF también se usa en la etapa de aprendizaje como se
explica mas adelante.

Seleccién automatica de muestras usando GGVF

Puesto que la meta es tener un algoritmo que necesite lo menos posible la inter-
vencién de los usuarios, la seleccion de los patrones de entrada debe ser tan automatica
como sea posible; por tanto, se necesita un método que pueda proporcionar la informacién
necesaria para guiar al algoritmo en esta seleccién. Para ejemplificar el proceso se utilizara
la imagen de la figura 3.9. Se recomienda haber leido al menos la seccién 2.2, donde se
explica como se obtiene el GGVF.

La seleccion automatica de patrones de entrada se hace al analizar las lineas de
flujo seguidas por puntos distribuidos en una malla sobre la imagen. Esto significa que
el algoritmo sigue las lineas de flujo definidas por cada punto de la malla, las cuales
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Figura 3.10: a) Ejemplo de las lineas de flujo producidas por particulas colocadas en
una malla de 32x32 en el campo vectorial que se muestra en la figura 3.9; b) Puntos
seleccionados como patrones de entrada a la red de acuerdo a (3.3).

guian hacia el contorno “més evidente” del objeto; luego, el algoritmo selecciona el punto
donde la linea de flujo encuentra un pico en el mapa de bordes. Ademaés de la posicién
X = (z,y) del punto, las entradas tendrén el par v¢ = (uc,v;), el valor del GGVF en
esa posicién. Esta informacion serd usada en el entrenamiento junto con la posicién (z,y)
para determinar la topologia de los datos. Resumiendo, el conjunto de entrada I sera

(3.3) [={¢=(X¢,v)lx € S(z',¢) y f(z,y) =1}

donde X es la representacion del punto (z,y) en Ga1, x € S(z', ') significa que x = (z, )
esta en el camino seguido por una particula colocada en (z',y’) (linea de flujo), y f(z,y)
es el valor del mapa de bordes en la posicion x (suponiendo que es binario). Como algunas
lineas de flujo pueden llevar al mismo punto o a puntos muy cercanos, podemos afadir
restricciones para evitar muestras muy cercanas; una muy simple pero efectiva es que el
candidato a ser incluido en el conjunto de entrada deba estar al menos a una distancia
fija dipresn de cualquier otra entrada.

Al realizar la seleccién de patrones de entrada de esta forma, se evita la necesidad
de preprocesar la imagen umbralizando y resaltando contornos para realizar la seleccién
manualmente como en [1]; ésto es porque el GGVF es muy robusto aiin en la presencia de
ruido y est4 garantizado que las lineas de flujo guiaran hacia los contornos de la imagen.
La figura 3.10 muestra las lineas de flujo generadas de acuerdo al campo vectorial de la
figura 3.9 y los patrones de entrada seleccionados segtn se ha descrito.

Aprendizaje y versores

Como se mencioné anteriormente, se usard la informacién proporcionada por el
GGVF para guiar el aprendizaje. Los algoritmos de aprendizaje son dos; el primero se
defini6 con base en el algoritmo SOM (secci6n 2.4.1) pero adaptandolo para que trabajara
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en un esquema de crecimiento (insertando neuronas segiin se requiera); el segundo se basa
en GCS y GNG. Ambos algoritmos utilizan la informacién del GGVF para encontrar
versores en el algebra geométrica conformal Gy;. La red comienza con un niimero minimo
de unidades neuronales, y se van insertando nuevas unidades sucesivamente. La red queda
especificada por

Un conjunto de unidades neuronales llamado N donde cada n; € N est4 especificada
por

e Un versor M del algebra geométrica conformal
e Un vector v; = [u; v]T que contiene informacién del GGVF
Cada versor es la transformaciéon que debe ser aplicada a un punto para colocarlo

en el contorno del objeto. El conjunto de transformaciones y las relaciones entre las
unidades neuronales describira finalmente la forma del objeto.

= Un conjunto de conexiones entre las neuronas para definir su estructura topoldgica.
El primer algoritmo, que llamamos GSOM, es el siguiente:

1. Sea P, un punto fijo inicial sobre el cual las transformaciones se aplicardn. Tales

transformaciones seran expresadas como M = e~2%=t eq el algebra geométrica (note
que en 2D usaremos motores donde R = 1, de forma que son en escencia trasladores).
Este punto puede ser un punto aleatorio o bien el centroide definido por las entradas

(Nota: po € Ga, Py es su representacion en Gy1).

2. Iniciar con dos neuronas (el nimero minimo de las mismas), llamadas a y b que
tendran asociados motores aleatorios M, and M,:

1
(3.4) M, =e 2%t . M, = 2%
asi como el vector vi = [u; v,l =1,

3. Seleccionar una entrada ¢ del conjunto de entradas I y encontrar la neurona ganado-
. .z —1
ra; esto significa encontrar la neurona n; que tenga la transformacion M; = e~2°=4
que mueva el punto Py mas cerca a esa entrada:

(35) Myin = r‘?{? ”(XC - (MPOM))ZH

4. Modificar M,,;, y todas las transformaciones M, de las neuronas vecinas de tal forma
que el M modificado representara una transformaciéon que mueve al punto Py mas
cerca de la entrada:

Gty b
(3.6) M, = e 2%l 2=l
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donde

(3.7) Aty = a ¢ n(ve,vi) ((Xe = Po)1.)

donde (H)1, deja solo los elementos de H de grado 1 que pertenecen a G (ie. H €
(G3)1), @ es un parametro de aprendizaje, ¢ es una funcién que define cuénto puede
aprender una neurona de acuerdo a su distancia a la neurona ganadora (normalmente
definido como en (3.8)), y n(v¢, vi) se define como en (3.9).

X —(MPyM)?2
(3.8) p=e " —
(3.9) n(ve,v1) = [lve — wil?

n(v¢, vi) es una funcién que define una cantidad de aprendizaje dependiendo de la
fuerza para ensefar de la entrada ( y la capacidad de aprender de la neurona dadas
en v¢ y v, respectivamente. Finalmente, también actualizamos vi:

(3.10) vi=[wtadw) (u+aduv)

5. Insertar nuevas neuronas de la siguiente forma:

« Determinar las neuronas vecinas n; y n; y que estan conectadas por una arista
con longitud mayor a Cnaz

» Crear una nueva neurona Nyeyw €ntre n; y n; cuyo motor asociado y el vector

V) seran
M, + Mj
(3.11) Mo = —
vVi+vVv
(3.12) Vinew = 5

s Borrar la conexién anterior entre n; y nj y crear dos nuevas conexiones entre
Npew CON I ¥ 1N

6. Repetir los pasos 3 a 5 si el criterio de paro no se ha satisfecho. El criterio de paro
sera alcanzar el maximo nimero de neuronas o cuando la capacidad de aprendizaje
de las neuronas |vj| se aproxime a cero (menor a cierto umbral ¢, ), lo primero que
suceda detendré el proceso de aprendizaje.

Para el segundo algoritmo se tienen dos parametros de aprendizaje: e,, y e,, para la
neurona ganadora y para sus vecinos directos, respectivamente. Estos parametros no se
decrementan en el tiempo como el parametro « en el algoritmo anterior (GSOM), sino que
se mantienen constantes durante todo el proceso. Ademas, cada neurona n; se compone
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de M,, y dos atributos: s¢; y rsf;. El primero, sc;, se incrementa cada que la neurona n;
es la neurona ganadora, mientras que 7sf; se define como

(3.13)

- f _ sCy
: EVn, sc]

Este parametro actiia como un indicador de dénde insertar nuevas unidades neuronales.
El algoritmo es el siguiente:

1.

C . _1 .
Sea P, un punto fijo inicial sobre el cual las transformaciones M = e~2°=! se apli-

caran. Este punto puede ser un punto aleatorio o bien el centroide definido por las
entradas (Nota: po € Ga, Py € Gyq,1).

Iniciar con el minimo nimero de neuronas y asociarles motores aleatorios; suponga-
mos que iniciamos con 2 neuronas a y b, con M, y M:

1

(3.14) M, =e 2%t ; M, = ¢ 1%
asi como el vector vi = [u; v],l =1,,1

Seleccionar una muestra ¢ del conjunto de entradas I y encontrar la neurona ganado-
. -1

ra; es decir, la neurona n; que tenga el motor M, = e~2°>" que mueva el punto Py

més cerca a esa entrada:

(3.15) Maoin = min||(X; — (MPoM))?|

A esta neurona incrementarle su scy, y recalcular s fyin

Modificar M,,;, y todas las transformaciones M; de las neuronas vecinas de tal forma
que el M modificado representara una transformacién que mueve al punto P, mas
cerca de la entrada:

(316) Mlmw — e—%emtte—%emAt,
donde
(3.17) Atyin = €w (Ve Vain) ((Xe = Po)ye)

para la neurona ganadora, mientras que para sus vecinas directas usamos
(3.18) At, = e, n(ve,vn) ((X¢ — Po)ig)

donde (H)i, deja solo los elementos de H de grado 1 que pertenecen a G3 (H €
(G3)1) y Fy es la posicién actual Py = MP,M. ¢ se define como en (3.19), y n(v¢, v1)
se define como en (3.20).

(3.19) ——

¢=e 20
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(3.20) n(ve, 1) = [lve — wi|?

n(v¢,vi) es una funcién que influye en la cantidad de aprendizaje y con la cual
estamos tomando en cuenta la informacién brindada por el GGVF. Finalmente,
también actualizamos v:

(3.21) Vo = [uge vie]”

(3.22) vitV = [ulv v:e‘"]T

donde

(3.23) Uy = (Uin + €w Uin) Vpin = (Vwin + €w Vuwin)
(3.24) U™ = (un + €, un) e = (Ut 1, )

Cada cierto ntimero A de iteraciones:

= Determinar la neurona n; con el valor mas grande en rsf;. Si alguna de sus
vecinas directas, digamos n;, esta conectada por una arista con longitud ma-
YOI @ Craz, €NtONCES Crear una NUevVa Neurona Npey entre n; y nj cuyo motor
asociado y el vector v; seran

M+ M,
(3.25) M, = =1
i+
(3.26) VI new 12—"’

Esta nueva neurona tendra scpe,, = 0 and 75 fpe, = 0.

= Borrar la conexién anterior entre n; y n; y crear dos nuevas conexiones entre
Dpew CON N; Y Nj

Repetir los pasos 3 a 5 si el criterio de paro no se ha satisfecho. El criterio de paro
serd alcanzar el maximo numero de neuronas o cuando la capacidad de aprendizaje
de las neuronas |vj| se aproxime a cero (menor a cierto umbral ¢,,;,), lo primero que
suceda detendra el proceso de aprendizaje.

Entrenando la red encontramos el conjunto de motores M (trasladores en este caso,

pero veremos mas adelante el uso de motores M = TR) que definen posiciones en una
trayectoria; tales posiciones minimizan el error

(3.27)

X = Y _(McPoMc) = X))
v

donde A/, es el motor que mueve Py mas cerca de la entrada (.
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Figura 3.11: a) Entradas a la red v la inicializacién de acuerdo a los dos trasladores M,. M;:
b) Forma después de solo una iteracién; c) Forma final definida con los 50 trasladores
estimados.

3.3.2. Experimentos

Dado que los dos algoritmos que proponemos comienzan de la misma forma (com-
puto del GGVF, lineas de flujo, determinacion de entradas) v lo tnico que los diferencia
es el algoritmo de aprendizaje, ilustramos el proceso general con una imagen artificial, la
cual se muestra en la figura 3.9.a. Las entradas a la red fueron seleccionadas de acuerdo
al proceso descrito en la seccién 3.3.1; es decir, calculando el campo vectorial GGVF (ver
figura 3.9.b) v las lineas de flujo (figura 3.10.a), resultando en el conjunto de entrada
mostrado en la figura 3.10.b. La figura 3.11 muestra diferentes etapas en el desarrollo
del algoritmo de aprendizaje. el cual en este caso corresponde al primero de los descritos
(GSOMI,: 1a figura 3.11.a muestra las dos posiciones iniciales resultantes al aplicar M, ¥
M, (los trasladores asociados con las dos neuronas iniciales) a Pp; la figura 3.11.b muestra
el resultado después de algunas iteraciones del algoritmo (17 trasladores diferentes. cor-
respondientes a 17 unidades neuronales en la red); la figura 3.11.c muestra la forma final
cuando la red se ha detenido (50 trasladores diferentes. correspondientes a 50 unidades
neuronales en la red).

Los dos algoritmos de aprendizaje descritos fueron aplicados a conjuntos de ima-
genes médicas tanto incluvendo informacién del GGVF como sin dicha informacién. Los
resultados muestran que ambos algoritmos se ven beneficiados con el uso de la informacién
del GG\VT: sin embargo. el segundo algoritmo hace una mejor aproximacion a los con-
tornos de los objetos. La figura 3.12.a muestra los errores promedio para algunas imagenes
cuando el algoritmo GSOM alcanza el criterio de paro. Note que usando la informacién
del GGVT se obtiene un error menor. lo cual confirma la afirmacion de que esta informa-
ci6n ayudaria a guiar el aprendizaje para obtener una mejor aproximacion a la forma del
objeto. La figura 3.12.b muestra los errores promedio usando el segundo algoritmo. con ¥
sin la informacién del GG\F. Nuevamente los resultados son mejores incorporando dicha
informacion. Sin embargo, si comparamos los resultados con ambos algoritmos, podemos



48 CAPITULO 3. SEGMENTACION

Average error in GNG with and without GGVF

GEOM average error with and without GGVF information P
GGVF
— Using GGVF - P o Emruang
. # k) -e - Efror without GGVF
+ NOT using GGVF K :
5 25
, 8
i £
P s 2
5. iy - 8
/ \Q'/’//\\\' - *
< N o
& \\-
os '
"_‘I — _‘_T_" - = wto Mnlu-rﬂllnnlnnl
Vertncle Ere En Cotsmn gok | Tumar 72 Tumer M Cuve Mencls Ere Colomn ok Tomor 72 Tomriit Corm
a) Example b) Cases
Average errors for GSOM and GNG with/without GOVF
B -
—— GNG error with GGVF
g . + GNG error without GGVF
AN
- / \ -+ GSOM eror with GGVF
Sngenaes — GSOM error without GGVF
[

Verincle Eye  Coumndnk  Tumor2  TumorMR Cum
Exi
C) amples

Figura 3.12: a) Errores promedio para diferentes casos usando el algoritmo GSOM con
informacién del GGVF y sin ella; b) Errores promedio obtenidos usando el algoritmo
basado en GCS y GNG con informacién del GGVF y sin ella; ¢) Comparacién entre los
errores obtenidos con ambos algoritmos usando y sin usar la informacion del GGVF.

observar en la figura 3.12.c que el segundo algoritmo obtiene valores de error menores.

Después de hacer algunas pruebas en imagenes, se observo en ambos algoritmos que
la incorporacion de la informacion gradiente contribuia a aproximar mejor la forma de los
objetos. Observe que las redes tradicionales GCS y GNG normalmente se adaptan mejor
a la topologia del espacio de entrada que la red SOM; en nuestro caso la incorporacién
del GGVF hace que la red basada en SOM se aproxime al desempefio de la red basada en
GCS y GNG, sin incorporar en esta tltima el GGVF. Sin embargo, la incorporacién del
GGVF en la segunda red aproxima mejor la forma de los objetos. Por tanto, se hicieron
més pruebas con el segundo método (red basada en GCS y GNG) para comparar numérica
y visualmente los resultados que se obtenian incorporando y sin incorporar la informacién
del GGVF.

Una muestra de uno de los conjuntos de imégenes de prueba se muestra en la figura
3.13; la figura 3.14 muestra los campos vectoriales obtenidos para las regiones de interés
(ROI) de la figura 3.13, mientras que en 3.15 se muestran las lineas de flujo de las imagenes
en la figura 3.14. La figura 3.16 muestra los resultados obtenidos sin la incorporacién del
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Tabla 3.1: Errores calculados con (3.27) para las iméagenes de las figuras 3.16 y 3.17.
€Ng: error sin la informacién del GGVF (fig. 3.16); €s,: error usando GGVF (fig. 3.17).
La tercera y dltima columnas indican si la topologia es correcta o incorrecta; el primer
SI/NO en cada paréntesis corresponde al caso sin informacién GGVF, mientras que el
segundo SI/NO es para el caso con informaciéon de GGVF.

Img. No. [ en, | €5, | Correcto || Img. No. | en, | €s, | Correcto

1 1.72 | 1.22 | (NO,ST) 17 1.8 | 0.21 | (NO,SI)
2 1.135 | 0.28 | (NO,SI) 18 0.75 | 0.24 | (NO,SI)
3 1.63 | 1.13 | (SLSI) 19 1.01 | 0.23 | (SLSI)
4 0.27 | 2.17 | (NO,SI) 20 0.23 | 0.22 | (NO,SI)
5 1.24 | 087 | (SLSI) 21 2.54 | 0.26 | (NO,SI)
6 134 | 0.3 | (NO,SI) 22 0.23 | 0.203 | (SLST)
7 0.54 | 1.06 | (SI,NO) 23 0.23 | 0.24 | (NO,SI)
8 3.08 | 1.82 | (NO,SI) 24 1.01 | 023 | (SIS
9 0.85 | 0.27 | (NO,SI) 25 0.26 | 0.93 | (NO,SI)

10 0.84 | 0.61 | (SLST) 26 0.98 | 0.99 | (SLSD)
11 0.93 | 0.91 | (NO,SI) 27 | 2.004 | 1.04 | (NO,S)
12 1.08 | 0.9 | (NO,SI) 28 1.04 | 1.76 | (SLSI)
13 2.37 | 0.24 | (SLSI) 29 3.03 | 1.31 | (SIS
14 1.04 | 0.29 | (SLSI) 30 1.38 | 0.26 | (SLSI)
15 3.42 | 0.96 | (NO,SI) 31 0.27 | 0.23 | (NO,SI)
16 254 | 1.04 | (NO,SI) 32 1.17 | 0.26 | (SLSI)

GGVF, mientras que 3.17 muestra los resultados incorporando dicha informacién. La
tabla 3.1 muestra los errores obtenidos: ey, es el error sin la informacién del GGVF y es,
es el error usando dicha informacién. La columna “Img No.” de la tabla es el niimero de la
imagen, contando de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo las imé4genes de la figura
3.13; la tabla contiene el error para 32 imagenes, aunque en la figura solo se muestran
algunas de ellas.

Si se observa la tabla 3.1, se notaran casos en los que €y, es menor a €gy, lo cual
significa que la red ha creado y posicionado sus neuronas cerca de las muestras de entrada;
sin embargo, si se observa la imagen del resultado correspondiente, se notara que el uso
de GGVF ayuda a ajustar mejor la red a la topologia de los datos de entrada, comparado
con el caso que no usa esa informaciéon. La columna “Correcto” de la tabla 3.1 indica
si se obtuvo la forma correcta del objeto o no (si se alcanz6 la topologia esperada del
objeto). Lo mismo se observé en diferentes conjuntos de imégenes; la figura 3.18 muestra
el porcentaje de imagenes en diferentes conjuntos de prueba, en las cuales el algoritmo
obtuvo una topologia correcta al alcanzar el criterio de paro, tanto usando la informacion
del gradiente como sin usarla.

Las tablas 3.2 y 3.3 muestran algunos resultados para otros casos. La tabla 3.2
muestra los errores obtenidos en otras iméagenes de prueba, comparando cuando se usa la
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Figura 3.13: Im4genes originales y la<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>