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Resumen

Esta tesis trata sobre la construcción de escenarios virtuales a partir de dis

positivos de entrada capturados por un robot móvil. Los dispositivos de entrada

son: sensor láser de medición de distancia, y un sistema de cámaras de visión

estéreo.

A partir de estos dispositivos creamos una representación del ambiente que

rodea al robot móvil. Haciendo uso del álgebra geométrica conformal se hace la

representación de este entorno, y gracias a la facilidad de interpretación de sus

entidades se logra manipular las figuras geométricas como: el punto, el par de

puntos, la línea recta, el círculo, el plano y la esfera.

Utilizando el sensor láser creamos un mapa 2D el cual captura los objetos

que están a su alcance y los guarda como una entidad llamada par de puntos

perteneciente al álgebra geométrica conformal.

Con la ayuda del sistema de cámaras de visión estéreo representamos los

objetos tridimensionales que pertenecen al ambiente que rodea al robot móvil.

Esos objetos los representamos como entidades del álgebra geométrica conformal

ya antes mencionados.

Utilizando las transformaciones del álgebra geométrica conformal en mo

vimientos rígidos, unificamos los sistemas de coordenadas de los dispositivos de

entrada y recreamos en un ambiente de 3D al robot móvil geometer y a todos los

objetos registrados por los sensores en una escala 1:1, ubicándolos en el ambiente,

en la posición donde fueron registrados en el mundo real.

Transformando las líneas al espacio de Hough utilizaremos un algoritmo

para la localización del robot móvil dentro de un ambiente ya preestablecido.
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Abstract

This thesis deals with the problem of creating virtual scenes from input

devices captured by a movable robot. The input devices are: láser sensor for

distance measure, and a camera stereo visión system.

From these devices a representation of the environment surrounding the

robot can be created. Using conformal geometric algebra we can represent this

environment, and thanks to the facility of interpretation of their entities one can

manipúlate geometric figures like: point, pair of points, line, circle, plañe and

spheres.

Using the láser sensor a 2D map is created which captures the objects near

it, and keeps them like a pair of points pertaining to conformal geometric algebra.

With the aid of the stereo visión system, the three-dimensional objects that

belong to the environment that surrounds to the mobile robot can be represented.

These objects are represented like entities of conformal geometric algebra already

mentioned.

Using the transformations of conformal geometric algebra in rigid move

ments, we unified the coordinate systems of the input devices, and we recreated

in a 3D virtual world the mobile robot geometer and all the objects registered by

the sensors in a 1:1 scale locating them in such 3D virutal world, in the exact

position where they were registered in the real world.

Transforming the lines to the Hough space we will use an algorithm for the

location of the mobile robot within an already pre-established atmosphere.
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Capítulo 1

Introducción

En la actualidad la tecnología ha desarrollado varios mecanismos para faci

litar la vida del ser humano. Uno de esos mecanismos son los robot móviles, que

pueden desplazarse de un lugar hacia otro realizando tareas específicas. Estos

robots móviles son una extensión del ser humano para poder realizar tareas que

al hombre se le dificultan o serían imposibles de hacer.

Las tareas de un robot móvil son tan variadas que pueden ser: llevar algún

objeto de un extremo de una habitación a otro extremo de la misma habitación,

recoger la basura que se encuentre por el suelo, explorar lugares inalcanzables

para el hombre (como cavernas, cráteres o el fondo del mar), realizar mapas

virtuales del entrono que rodea el robot para así tener conocimiento de donde se

ubica el robot a un tiempo, exploración a distancia si necesidad de que el hombre

se encuentre donde esta el robot (exploraciones de otros planteas), entre otras

tareas.

La navegación o exploración rodeada de muros (dentro de edificios, pasillos,

habitaciones, etc.) o fuera de ellos ( en lugares al aire libre sin límite de espacio),

es otra tarea que los robots móviles hacen. En la cual es muy importante saber

que obstáculos hay frente al robot móvil para poder evitarlos, así como saber

donde esta ubicado y cuál es su posición respecto a otros objetos que lo rodean.

El tamaño del los robots móviles es un factor importante para la tarea que

tienen que realizar. Hay robots pequeños que ayudan a entrar en rincones que

ningún ser viviente puede entrar, otros grandes que ayudan al hombre a cargar

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

objetos pesados y llevarlos de un lugar a otro. Otro factor importante son los

sensores de entrada al sistema con los que esta equipado el robot, si son finos o

generan ruido a la hora de las mediciones de entrada, si están montados sobre él

o están montados en algún otro lugar en el ambiente.

También hay que tomar en cuenta cómo se desplaza el robot: si es por medio

de ruedas o si es por algún sistema automático de desplazamiento utilizando

extremidades. Dependiendo del ambiente al cual fue enviado el robot, ciertas

características de movimiento son necesarias para alcanzar el éxito de la tarea a

realizar.

1.1. Antecedentes

En el área de la exploración por medio de robots móviles, se han desarro

llado diferentes algoritmos, los cuales dependen directamente de los dispositivos

de entrada al sistema con los que cuenta el robot móvil.

Al principio se utilizaban los sonares ultrasonido los cuales regresaban la

información de la distancia que había entre un objeto y el sensor. Este dispositivo

no es muy preciso en sus mediciones y puede dar datos erróneos acerca de la

ubicación de un objeto. Además que solo se puede tener la distancia de un objeto

en un punto por cada uno de estos sensores.

Luego aparecieron los sensores de alcance utilizando láser. Estos equipos

tienen mayor exactitud que los utilizados por sonares ultrasonidos. Existen sen

sores láser con la capacidad de registrar la distancia de objetos en un rango de

180°, haciendo un barrido y tomando registro de la distancia por cada grado o

0.5 grados. Con esto obtenemos 180 o 360 mediciones de distancia de objetos

que son alcanzados por el sensor láser. El sensor láser nos proporciona mayor

información sobre los objetos que se encuentran en el alcance del sensor.

También se han utilizando las cámaras de vídeo (CCD) para la captura de

la información que rodea a un robot móvil y así plasmarla dentro de un ambiente

virtual, y conocer su posición con respecto al robot.

Generalmente cuando se habla de construir un mapa de un entorno, se utili

za los sensores láser debido a que sus mediciones son mas exactas y que se cuenta
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con rango de 180° de alcance para tomar estas mediciones. Los mapas creados

con estos sensores son construidos a base de figuras geométricas, u ocupación de

celdas. Las figuras geométricas son creadas a partir de las mediciones obteni

das y agrupando varias de ellas en una representación geométrica (generalmente

líneas). Los mapas de ocupación de celdas crean un arreglo bidimensional en el

cual cada posición de ese arreglo le llamamos celda; estas celdas tienen un valor

que indica si hay un objeto en ella o no lo hay.

La mayoría de los mapas creados son de dos dimensiones, debido a que se

utilizan sensores de alcance y estos solo nos regresan la distancia de un objeto con

respecto del sensor. Estas distancias son plasmadas en un mapa representando la

ubicación de dicho objeto de acuerdo a un sistema de coordenadas en un plano

cartesiano.

Un problema general en la navegación robótica es el conocimiento de la

posición y orientación del robot dentro de un ambiente determinado. La cons

trucción virtual de estos ambientes transformados en mapas y su ubicación dentro

de ellos también es un problema fundamental.

1.2. Objetivos

El álgebra geométrica es una herramienta que permite trabajar con objetos

geométricos de una manera mas fácil. Se trabajará en ella y en particular en geo

metría conformal para hacer uso de sus entidades. Se obtendrán las propiedades

necesarias de cada entidad y su representación en un ambiente virtual.

Se hará el uso del álgebra geométrica conformal para la representación de

mapas 2D y con ello hacer uso del traslador y rotor para obtener la posición del

robot dentro del mapa.

Con ayuda de un sistema estéreo, se reconstruirán los objetos en un ambien

te 3D usando sus respectivas representaciones en el álgebra geométrica conformal.

Utilizando álgebra de motores aplicado al álgebra geométrica conformal se

creará un ambiente único de coordenadas el cual representará los objetos registra

dos por los diferentes sensores (láser y sistema estéreo) del robot móvil geometer.

Con ello se creará un mapa en 3D del entorno del robot móvil.
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Una vez obtenido este mapa en 3D y utilizando los registros del sensor láser,

hacemos uso de la forma de la línea en el espacio de Hough, para implementar un

algoritmo de relocalización. Éste será utilizado para saber la posición del robot

dentro del mapa una vez creado.

1.3. Estructura de la Tesis

Este documento esta estructurado de la siguiente manera:

Capítulo 1 Introducción a los robots móviles, los dispositivos de entrada al

sistema de un robot, objetivos y estructura de la tesis.

Capítulo 2 Introducción al álgebra geométrica, donde se explica cómo son sus

entidades y cuál es la forma con que se trabaja con ella; el uso del álgebra

geométrica conformal con sus entidades y sus representaciones en el espacio,

así como las propiedades de algunas de las entidades del álgebra.

Capítulo 3 Navegación y creación de un mapa 2D basado en la información

proporcionada por el sensor láser haciendo uso del álgebra geométrica con

formal, e introduciendo los segmentos de línea representados por la entidad

par de puntos.

Capítulo 4 La fusión de los dispositivos de entrada de un robot móvil (sensor

láser y sistema de cámara estéreo), para la creación de un mapa virtual de su

entorno, utilizando álgebra geométrica conformal como marco de trabajo.

Capítulo 5 Uso de la representación de la línea en el espacio de Hough, para la

relocalización del robot móvil dentro de un ambiente preestablecido.

Capítulo 6 Conclusiones y trabajo futuro.

Apéndice A Modelo matemático de Visión computacional, empleado para la

reconstrucción de objetos en 3D.



Capítulo 2

Algebra Geométrica

Lo que actualmente llamamos álgebra geométrica, tamién es conocida como

álgebra de Clifford1, en donde una serie de propiedades y operadores son añadidas

al álgebra, para extender el sistema de números reales hacia el calculo vectorial.

El álgebra geométrica es introducida por David Hestenes en la década de 1960.

El álgebra de Clifford (o álgebra geométrica) tiene la propiedad de repre

sentar entidades de orden mayor en forma simbólica compacta y actuar en ellas

de forma lineal. Una entidad de grado mayor puede ser visto como un subespacio

del espacio vectorial. Esto significa por ejemplo, que líneas y planos son llamados

entidades de orden mayor, que son representadas como únicos elementos en el

álgebra de Clifford.

El lector puede consultar a las siguientes bibliografías para profundizar en

el tema [1][2][3][4].

1
William K. Clifford 1845-1879

5



6 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRA GEOMÉTRICA

2.1. Introducción al Álgebra Geométrica Clif

ford

2.1.1. El producto Clifford de vectores en M2

Seria útil tener una multiplicación de vectores que satisfagan los mismos

axiomas de multiplicación de los números reales - distributivo, asociativo y con

mutativo -

y que su norma se preserve en la multiplicación |ab| = |a||b|. Como

esto es imposible en dimensiones de n > 3, nos enfocaremos en la distribución y

asociación y dejaremos la conmutabilidad.

Tomando dos vectores ortogonales ei y e2 en el espacio vectorial R2 La

magnitud de el vector r = xei + y*2 es |r| = \Jx2 + y2. Si el vector r es multipli

cado por si mismo rr
— r2, resultaría igual al cuadrado de su magnitud.

2 i |2
r = r (2.1)

Usando la forma de coordenadas, introduciremos el producto de vectores de tal

forma que

(xei + ye2)2 = x2 + y2 (2.2)

Utilizando la regla distributiva sin asumir la conmutabilidad obtenemos

x2ei2 + y2e22 + zy(e_e2 + e2e**) = x2 + y2 (2.3)

Esto se satisface si los vectores ortogonales e_, e2 obedecen las reglas de multi

plicación

ei2 = e22 = 1

e_e2
=

-e2ei
que corresponde con

|ei| = |e2| = 1

e_ -Le2
(2.4)

2^ 2
Usamos la propiedad asociativa para calcular el cuadrado de (eie2) = — e-.2e_
— 1. Como el cuadrado del producto eie2 es negativo, se sigue que eie2 no es un

escalar ni un vector. El producto es una nueva clase de unidad llamado bivector,

representando el área del plano orientado (ver fig. 2.1) del cuadrado con los lados

ei y e2. Escribiremos e-.2 = e--e2.
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Figura 2.1: Bivector; el plano orientado

2.1.2. Producto exterior (parte bivectorial del producto

Clifford)

Extrayendo las partes escalar2 y bivector del producto Clifford, tenemos

como producto de dos vectores a = a-.ei -f a2e2 y b = &*-ei + b2e2

a b = a\b\ + a2f>2. El producto escalar 'a punto b' (2.5)

a A b = (a\b2
— a2&i)ei2* El producto exterior 'a wedge b' (2.6)

El bivector aAb representa el segmento del plano orientado del paralelogramo

con lados a y b. El área de este paralelogramo (ver fig. 2.2) es |ai¿2
— o26i|,

y tomaremos la magnitud del bivector aAb para que sea esta área |a A b| =

\a_b2
— a2b_\.

Área = | ^ t|
-

d^o. |

Figura 2.2: Área de un paralelogramo

2E1 producto escalar también es conocido como producto punto ó producto interior
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El paralelogramo puede ser visto como una clase de producto geométrico

de sus lados

Figura 2.3: Sentido del bivector

El bivector a A b y b A a tienen la misma magnitud pero con sentidos de

rotación opuestos (ver fig. 2.3). Esto puede ser expresado simplemente escribiendo

aAb = -bAa (2.7)

Notamos que el producto Clifford de dos vectores

(aiei + a2e2)(6ie! + 62e2) = ai&i + «^ + (a_&2 - <Hh)^X2 (2.8)

es la suma de su parte escalar (ai&i + a2b2) y un bivector (aib2
—

a2b\).

El producto Clifford así como el producto exterior y producto interior (o

escalar), puede ser llevado a mayores dimensiones (ejemplo Rn donde n > 2).

2.2. Algebra Geométrica

Un espacio vectorial n-dimensional puede ser expandido usando las bases

ortogonales de sus vectores {e*},_ = l,...,n. tal que e¡ej
= e¡*. Esto nos lleva

a una base que expande un espacio vectorial lineal que corresponde al álgebra

geométrica Qn.

1, {e¡}, {e¡ A ej}, {e* A ej A ek}, • •

,
I = d A e2 A • • • A en (2.9)

En general un álgebra geométrica Qm¡r (p, q, r, £ N) es un espacio lineal de di

mensión 2", n —

p + q + r, con un subespacio que llamaremos blades, en donde

p,q y r corresponde al número de vectores base que cuadran a +1, -1 y 0, res

pectivamente. La notación (_,Piq¡T(W'q'r) es usada para determinar de que espacio
vectorial provienen los elementos del álgebra.
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Para aclarar lo anterior, sean e¡ y ej (e¡,ej G W'q'r) dos vectores de la

base ortonormal de un espacio vectorial. Entonces el producto geométrico de los

vectores de la base, nos da la base del álgebra geométrica GP,q,r esta definida

como

1 _R para i — j € {1, . . -,p}

, -leR para. =¿€ {p+1-....p + g} . .

1J ]
OGK para i = j e {p + q + 1, . . . ,n}

e¡j
= e¡ A ej

= —

ej A e¡ para i ^ j.

El producto geométrico (o Clifford) de dos vectores se puede representar

de la siguiente forma

ab = a b+aAb (2.11)

La regla conmutativa a-b = b-a junto con la regla anticonmutativa aAb = —bAa

nos da la relación que hay entre ab y ba. Así

ba = ab-aAb (2.12)

Sumando y restando las ecuaciones (2.11) y (2.12), podemos definir

a b = ^(ab + ba) (2.13)

aAb = ^(ab-ba) (2.14)

El producto exterior de un r vector puede definirse como la parte anti

simétrica del producto geométrico. Este es llamado r-blade o blade de grado

r. Una combinación lineal de los r-blades es llamado r-vector. El conjunto de

r-vectores es un subespacio (") -dimensional de Gn, denotado por Gn- Todo el

espacio Qn esta dado por la suma de sus subespacios

n

ft.«£# (2*15)
¿=o

Esta suma también se puede representar como una suma de la parte par e impar

del álgebra Gn = G¿®Gñ donde

$¿ = Gn@Gl@---@Gl parte par (2.16)

Sn =Sn©<^0---0^ parte impar (2.17)
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donde e < n es par y o < n es impar.

Un elemento genérico de Gn es llamado multivector. De acuerdo con (2.15),

cada multivector M puede ser escrito en su forma expandida como

n

M = J2(M)i (2.18)
¿=o

donde (M)¿ denota la parte i-vector.

2.2.1. Propiedades de los multivectores

Un elemento M de Gn es invertible si existe otro elemento N de Gn tal que

MN = NM = 1. En elemento N, si esté existe, es único. Esté es llamado el

inverso de M, y es denotado por M_1 Por ejemplo, un vector nulo3 de Gn no es

invertible, pero cualquier vector no nulo a es invertible, con

a-- = I = ¿ (2.19)

Esta capacidad del álgebra geométrica para la división de vectores facilita varios

cálculos.

Por la asociatividad y multi-linealidad, el producto exterior se extiende a

cualquier numero finito de multivectores y a escalares, con la siguiente clausula

especial

AAM = MAA = XM, para XeR,M eGn (2.20)

El producto interior de un r-blade ai A
■ • • A ar con un s-blade b\ A • • • A b_

esta ser definido como

(ai A • ■ • A ar)
■ (¿>i A • • • A b_)

__

í ((«i A ■ ■ • A o,) 6i) (b2 A • • • A bs) si r > s

I (ai A • • • A ar_i) (ar • (&i A ■ ■ ■ A bs)) si r < s

y

(ai A • • • A aT) • b\

3
Un vector a es nulo si a2 *■***

0
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r

= £(-l)r_iai A • • • A a¿_i A (oj • ¿»i) A ai+i A
• • • A aT (2.22)

.= 1

ar (6i A ■ ■ ■ A ba)
s

= £(-l)i_16i A ■ • • A 6¿_i A (o,. • b_) A bi+i A
• ■ ■ A bs (2.23)

i=l

Veamos un ejemplo del uso de (2.21) con (2.23). Sean a, b, c £ Gn 1-vectores y

B = b A c un 2-vector. El producto interior de a con B esta dado por

a ■ B = a • (b A c) = (a b)c
-

(a • c)b (2.24)

Como (a •

b) y (a • c) son escalares, podemos ver que el producto interior de un

vector con un bivector resulta en un vector. Generalizando podemos mostrar que

para s > 1

x-B(s> = (x-bi)(b2 Ab3 Ab4 A... Ab,)

-(x • b2)(bi A b3 A b4 A . . . A ba)

+(x • b3)(bi A b2 A b4 A . . . A bs)

a

= J^-irVbiHB^b.] (2.25)

donde [B(s)\b¿] denota el blade B(s) sin el vector b¿. Así el producto interior de

un vector con un s-blade da como resultado un (s — l)-blade. Otro ejemplo de

esta importante regla es

A B(s> = (ai A a2) B(s) = aj (a2 ■

B(í>) (2.26)

con s > 2. Donde A es un 2-bade, (r = 2). Si aumentamos el valor de r de tal

forma que r < s < n llegamos a

ai U2*(... (a, B{a)))\ (2.27)

vemos que (2.27) es una representación del segundo caso de (2.21).

Por bilinealidad, el producto interior es extendido hacia cualquiera dos

multivectores, si

A M = M A = 0, para A € R,M £ Gn (2.28)
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Para cualquier blade AyB con grados r y s diferente de cero, tenemos

A B = (AB)\r-,\ (2.29)

A A B = {AB)r+s (2.30)

El blade de mas alto grado es el n-blade y es llamado pseudoescalar (I =

ei A e2 A . . . A e„). Un álgebra geométrica se llama no degenerada si la magnitud

del pseudo-escalar es diferente de cero. Los pseudo-escalares son indexados de

acuerdo al álgebra a la que pertenecen, por ejemplo IE £ Gz, Ic ■= £?4,i4

El dual de un multivector M en Gn es denotado por

M* = MI"1 (2.31)

donde I"1 difiere de In por lo menos por un signo. El dual de un r-blade es un

(n-r)-blade.

La reversión de un s-blade A =
a\ A ... A as se denota como

A — (ai A a2 A ... A as_i A as)~

— as A as_i A ... A a2 A ai (2.32)

y generalizando, la reversión para un multivector

(M)i = (-lY^iMji, para M £ Gn,0 < i < n. (2.33)

Dado un producto geométrico de varios multivectores D — ABC, donde A,B,C,D

£ Gn la reversión de estos esta dada por

D = ABC = CBA (2.34)

La involución principal de Gn, también llamada involución de grado es

denotada por
" ~"

y definida por

(M)i = (-iy(M)i, para M e £„, 0 < .
< n. (2.35)

El producto conmutador A x B es definido para cualquier multivector A y

B por

A x B =

-(AB
-

BA) = -B x A. (2.36)

4Para abreviar la notación í/3,0,0 — Q3 y £4,1,0 — £4,1
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La función exponencial de un multivector M puede ser expresada en series

de expansión, como

exp(M) =^
*=o

k\
(2.37)

0

2.3. Algebra Geométrica Conformal

Es necesario introducir un álgebra que envuelva a varias entidades geométri

cas (puntos, líneas, planos, esferas, círculos, etc.). El uso de la geometría confor

mal esta motivada por la introducción de proyecciones estereográficas.

2.3.1. Proyección estereográfica

En pocas palabras, una proyección estereográfica es el medio para generar

mapas planos de la tierra. En este caso, imaginemos a la tierra como una esfera

transparente, intersecada en el ecuador con un plano. Ahora imaginemos que en

el polo norte n hay un foco que ilumina a través de la esfera. Cada punto de

la esfera proyectara un punto en el papel y ahí es donde se dibuja el mapa. La

regla para la proyección estereográfica tiene una clara descripción geométrica y

es ilustrada para el caso de ID en la figura 2.4.

Figura 2.4: Proyección estereográfica en ID



14 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRA GEOMÉTRICA

Antes de introducir formalmente algunos términos del álgebra geométrica

conformal, desarrollaremos los cálculos básicos de las propiedades de la proyec

ción estereográfica. Por simplicidad usaremos el caso de ID (G\), y trabajaremos

en G2 con lo vectores bases {ei,e+}5. La proyección la haremos con un círculo de

radio p
= 1.

Sea x un punto en ei que lo podemos representar en G2 como

x = xe! + 0e+ (2.38)

y n un punto en e+ (n = Oei + le+), que esta en el polo norte del círculo unitario.

La ecuación de la recta entre estos dos puntos es

/(a) = --a+l (2.39)
x

y la ecuación del círculo unitario es

a2 + /(o)2 = 1 (2.40)

Necesitamos encontrar la solución a este sistema de ecuaciones para saber en

donde se intercecan las funciones, sustituyendo (2.39) en (2.40)

a2 + (—a + l)2 = l (2.41)
x

y desarrollando el cuadrado de (2.41)

a2 + ^ - 2- = 0 (2.42)
x¿ x

factorizando a

a(a + 4* - -) = 0 (2.43)
x¿ x

la primer solución de (2.43) es a = 0 que es el polo norte. La otra solución sale

con

«(1 + ¿) = \ (2*44)

despejando a

2x
—

5T+T (■■•«■>

5
Llamamos e+ a esta base porque cuadra a +1, (e+2 = 1)
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sustituyendo el valor de a en (2.39) nos queda

'M " 4<_^í> + 1 (246)

J2-l

X2 + 1

con esto obtenemos el punto6 x' = aei + be+ que queda como7

x' = aei + be+

(2*47)

2z x2 -l
"ei + ^"TTe+ (2-48)

x2 + l x2 + l

Usando coordenadas homogéneas agregamos una tercera base {e_}8, tra

bajaremos ahora en Q2¡i, y la ecuación (2.48) queda de la siguiente forma

«
2x x2 - 1

,

multiplicando (2.49) por ^-j****- nos queda una representación homogénea del punto
sobre el círculo como

x'" = xei + \{x2 - l)e+ + \(x2 + l)e_ (2.50)

haciendo una factorización de los x2 nos queda

x'" = xex + \{x2)(e_ + e+) + i(e_ - e+) (2.51)

veremos después, como esta representación (2.51) nos es conveniente en el álgebra

conformal. En la figura (2.6) se muestra como queda este punto en este espacio.

2.3.2. Espacio de Minkowski

El plano de Minkowski R1'1 tiene una base ortonormal {e+,e_} que defini

mos con las propiedades

e+2 = 1, e_2 = -1, e+
•

e_ = 0. (2.52)

"Sustituyendo f(a) = b

7E1 sistema tiene dos soluciones, uno el trivial, donde la línea es intersecada en el polo norte

n y la otra en x'

8Llamamos a esta base e_ porque cuadra a -1, (e_2 = —1)
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Una base nula {eo, e} la introducimos como

e0:=-(e_-e+) y e:=e_ + e+ (2.53)

Estos vectores pueden interpretarse como el origen eo de nuestro sistema de

coordenadas y un punto en el infinito e. Alternativamente, la base nula puede

ser definida directamente en términos de las siguientes propiedades

e02 = e2 = 0, e-e0 = -l (2.54)

Un pseudo-escalar unitario E para R1,1 es definido por

E := e0 A e = e+ A e_ = e+e_ (2.55)

donde tenemos las siguientes propiedades

E2 = 1, É = -E, Ee = -e, e0E = e0

e+E = e_, e_E = e+, e+e
= 1 + E (2.56)

e_e = -(1 + E), eAe_ = E, e+-e
= l.

La base vectorial y líneas nulas de R1'1 son mostradas en la fig 2.5, donde el área

sombreada representa el pseudo-escalar unitario E.

cono nulo

Figura 2.5: Vectores base y líneas nulas del plano de Minkowski.

2.3.3. Definición del álgebra geométrica conformal

El rol que juega el plano de Minkoswski de generar vectores nulos, y expan

dir el espacio vectorial Euclidiano Rn a W+1'1 = Rn 0 R1-1
,
resulta en la álgebra
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Horosfera , Plano de Minkowski

Hiperplano

Punto estereográfico
o

Punto homogéneo

Eje euclidiano

Figura 2.6: Visualización del modelo homogéneo para la proyección estereográfica

en el caso ID.

geométrica conformal Gn+i,i- El conjunto N"+1 de todos los vectores nulos en Rn

es llamado cono nulo, y el conjunto de los puntos generalizados homogéneos de

grado superior es llamado horosfera. En la fig. 2.6 se muestra la visualización

del modelo homogéneo para la proyección estereográfica en el caso ID. Todos

los puntos estereográficos proyectados viven en el cono, que es el cono nulo del

espacio de Minkowski. También se notan el Hiperplano P(e, e0) y la horosfera del

álgebra conformal.

Un vector en este espacio puede ser representado como una descomposición

ortogonal

a = PE(a) + PE±(a)

donde los operadores de proyección P_- y reyección PEX están dados por

PE(a) = (a E)E = ae0 + Pe £ Ru

*e"(s) = fe E*)E* = (a A E)E = a € Rn

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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El espacio vectorial conformal derivado de R3 es denotado como R4,1 Una

base vectorial esta dada por {ei,e2,e3,e+,e_}. El álgebra correspondiente Ga,\

contiene 25 = 32 elementos. El pseudo-escalar unitario9 esta denotado como

Ic - e+_123 = EIE (2.60)

En seguida se presentan las entidades del álgebra geométrica conformal, las

cuales están en la tabla 2.1.

Puntos

En esta álgebra los puntos son considerados como elementos del llamado

cono nulo, y obedecen a las siguientes propiedades

{x£Gn+i,i\x2 = 0,x-e = -l} (2.61)

Los puntos del cono nulo son relacionados con los puntos Euclidianos de R3 por

medio de

x = x + -x2e + e0 (2.62)
_u

donde x £ G3+i,i y x G R3 Sustituyendo los valores de (2.53) en (2.62) tenemos

1
2

x = x + -x e + e0
¿á

= x + -x2(e_-e+) + -(e_+e+)

= x+i(x2-l)e+ + ^(x2 + l)e_ (2.63)

Como podemos ver, al desarrollar la ecuación (2.63), es clara la relación

que hay con las ecuaciones (2.50) y (2.51). Esta es exactamente la representación

homogénea de un punto proyectado estereográficamente sobre el círculo pero

ahora en R3 . La representación de un punto es mas compacta si es escrita usando

{e,e0} en vez de {e+,e_}.

Poniendo x = 0 en (2.62) podemos ver que x = eo es el punto homogéneo

que corresponde al origen en R" De

X

.. + _(:
+

!•) j—*. (2.64)
—x

•

e0 \ xz / x
—

, oo

El pseudo-escalar unitario de Q_ se representa como IE = ei23
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vemos que cuando x2 tiende al infinito, obtenemos como resultado e. Con esto

podemos decir que e representa el punto en el infinito.

Usando (2.62) podemos expandir el producto geométrico de dos puntos a

y b como

ab = ab + (a
-

b)e0 - \[(&2 + b2) + (ba2 - ab2)e + (b2 - a2)E]. (2.65)

La parte escalar de (2.65) nos da

a-6 = -i(a-b)2 = ab-^(a2 + b2) (2.66)

Así, el producto interno de dos puntos homogéneos nos da directamente la dis

tancia Euclidiana al cuadrado entre ellos. Como a2 — lf = 0, tenemos que

(a - b)2 = -2a ■ b = (a
- b)2 (2.67)

Par de Puntos

Tomando la parte bivectorial de (2.65) nos queda una entidad llamada par

de puntos en su forma dual, la cual, en una sola entidad guarda la localización

de 2 puntos pertenecientes al álgebra y esta definida como

PP* = aAb

= a A b + (a
-

b) A e0
- i[(ba2 - ab2) A e + (b2 - a2)E]. (2.68)

¿i

En su forma estándar, el par de puntos es la intersección de 3 esferas.

Esferas

La ecuación de la esfera de radio p con centro en el punto peR" puede

ser expresada como

(x
- p)2 = p2 (2.69)

Usando (2.66), podemos expresar (2.69) como una ecuación equivalente en térmi

nos de puntos homogéneos:

x-p=~^-p)2
=

-^p2 (2.70)
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x-p-(x-e)^p2
= O

x-{p-^p2e)
= O

Usando la restricción x
■ e = -1 de (2.61), podemos simplificar (2.70) a

x-p
= (x-e)-p2

1
i

1

x-s = 0 (2.71)

donde

1
2

s =

P~2pe

= (p + -p2e + e0)
- -p2e

- P + ^(p2-p2)e + e0 (2.72)

es la representación de la esfera en el álgebra geométrica conformal. La entidad

s tiene las propiedades

s2 = p2>0 (2.73)

e-s = -1 (2.74)

Con estas propiedades podemos recuperar la forma (2.72) y el centro p.

Alternativamente, una esfera puede ser representada en su forma dual de

s* = slc_1 La ventaja de la forma dual de la esfera es que puede ser calculada

desde 4 puntos confórmales (en 3D) que estén en su superficie y puede ser escrita

de la forma

s' = aA6AcAd (2.75)

La ecuación (2.71) tiene su forma dual que es

xA5v = 0 (2.76)

tanto (2.71) como (2.76) representan a un punto que esta sobre la superficie de

la esfera. Otras propiedades de la esfera se verán mas adelante.
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Plano

Si reemplazamos uno de los puntos de (2.75) por el punto en el infinito

tenemos

P* = e A aAbAc

- eAaAbAc-4- E(b
-

a) A (c
-

a)

= eIEd + NE (2.77)

Geométricamente podemos interpretar ésto como una esfera en su forma

dual, ya que es un wedge de 4 puntos, pero uno de los puntos es el infinito, esto nos

da una esfera con radio infinito que equivale a un plano. En (2.77) se representa

la ecuación del plano pasando por los puntos a, b y c. Podemos reconocer a

£_IE = a A b A c como el momento del plano con tangente N = (b
—

a) A (c
—

a),

que es la representación de Hesse del plano con normal N y distancia d.

Círculo

Un círculo z puede ser representado como la intersección de dos esferas s±

y S2- Esto significa que para cada punto x£z

x£z -4=> x£Siyx£s2 (2.78)

Asumiendo que £i_ y s^ son linealmente independientes, podemos escribir

x£z <=í> (x • Si)s*2 - (x •

s^s^ — 0

■4=* x- (s1As2) = 0

<=► x-z = 0 (2.79)

donde z = s i A s2 es la intersección de las esferas. La intersección con una tercera

esfera nos regresa la entidad par de puntos.

La forma dual del círculo (en 3D) puede ser expresado por tres puntos

viviendo sobre él, como

z* = a A b A c (2.80)

donde a,b,c£ z"
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Entidad Representación Grado Representación Dual Grado

Esfera s = P + |(P2
- P2)e + e0 1 s* — aAbAcAd 4

Punto x - x + |x2e -1- e0 1 x" = (-Ex
-

|x2e + e0)IE 4

Plano P = NIE - de

N = (a
-

b) A (a
-

d = (aAbAc)lE

1

c)

P* = eAaAbAc 4

Línea L = PiAP2

= rIE + eMlE

r = a
- b

M = aAb

2 L* = e A a A b 3

Círculo z_
= Si A Si

sz
= (e • z)z

z2

Pí (eÁz)1-

2 z* = aAbAc 3

Par de Puntos PP — Si A s2 A s3 3 PP* = aAb,X* =eAx 2

Cuadro 2.1: Representación de las entidades y sus duales en Conformal

Línea

Las líneas, así como en el caso de los planos, se pueden definir como un

círculo que pasa por el punto en el infinito haciendo un círculo de radio infinito.

Su forma dual se define como

L* = e A a A b

= eAaAb + (b-a)AE

= eM + rE (2.81)

donde M = a A b es un bivector representando el momento [1] (que es el plano

donde vive la línea) y r = b —

a representa la dirección de la línea en coordenadas

de Plücker. También se puede ver que esta línea pasa por los puntos ayb.

2.3.4. Transformaciones confórmales

Una transformación de figuras geométricas se dice que es conformal si pre

serva su forma; esto es, si dicha figura preserva sus ángulos y por lo tanto la
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forma de líneas rectas y círculos. Cualquier transformación conformal en Rn pue

de ser expresada como una composición de inversiones en esferas y reflexiones

en hiper planos. En general, una transformación conformal tiene la forma

g(x) = GxG'1 = ax! (2.82)

donde x £ Rn+1,1, G es un versor y ct es un escalar. Como el cono nulo es

invariante bajo G, (i.e.(x')2 = x2 — 0), es conveniente aplicar un factor escalar ct

para asegurar x'
■ e = x • e =

— 1.

Un versor es cualquier multivector que puede expresarse como el producto

geométrico de vectores invertibles. Los versores en Gn forman un grupo bajo

el producto geométrico, llamado grupo de versores. Los versores de magnitud

unitaria forman un subgrupo, llamado grupo alfiler o perno (pin group).

Un versor par es aquél que V = V y es llamado spinor (de giro) o rotor si

VV = |V|2 (2.83)

y un versor impar es aquel que V = —V.

Veamos a continuación algunos de estos versores.

Inversiones

La forma general de una reflexión sobre un vector s = —

s es

s(x) = -SXS'1 = x
-

2(s • x)s_1 = ctx', (2.84)

donde sx -I- xs = 2(s x) de (2.13). Analizaremos ahora que pasa cuando s

representa una esfera y tiene la forma de (2.72). Si s representa una esfera unitaria

centrada en el origen (p = 1 y p
= 0), entonces sys-1 se reduce a eo

—

|e.
Sustituyendo

—

2(s ■ x) = x2 — 1 en (2.84) obtenemos

o¿ = (x + -x2e + eo) + (x2 - l)(e0 - -e) = x2(X-¡ + -x~2e + e0), (2.85)

el cual es el mapeo conformal de x_1 tomando como ct = x2

Veamos ahora cómo una esfera arbitraria invierte un punto, tomando de

nuevo (2.72) tenemos

s-x =

p-x- -p2e ■ x = --[(x
- p)2 - p2} (2.86)
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sustituyendo en (2.84) y haciendo un poco de álgebra nos queda

-

= (^)2 bW + ^2(X)C + eo)' (287)CTX

donde

»«^ +-f^ + » **>

Reflexiones

Un hiperplano con normal unitaria n y una distancia 6 (con signo) del

origen en Rn puede ser representada por el vector

P = s = n + 5e (2.89)

Insertando s •

x = n • x en (2.84), podemos encontrar que

g(x) = nxn + 2<5n = n(x
-

án)n + <5n (2.90)

La expresión (2.90) es equivalente a la reflexión nxn en el origen, trasladada

por S a lo largo de la dirección de n. Un punto c esta en el hiperplano cuando

5 — n
•

c, en donde (2.89) puede ser escrita

P = s = n + (n • c)e (2.91)

Vía (2.90), este vector representa la reflexión en el hiperplano a través del punto

c.

Traslaciones

Una traslación puede ser modelada como dos reflexiones sobre dos hiper

planos paralelos (ver fig. 2.7). Asumiendo que los dos planos están normalizados

esto quiere decir que la magnitud de su normal sea igual a uno y que uno de ellos

pasa por el origen (el valor de la distancia S — 0). Entonces de (2.89) podemos

representar el operador de traslación (llamado traslador) como

T = Pi£2 = (n + <5e)(n + 0e)

=
*** +

2te (2-92)
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donde t = 2-5n y ||n|| = 1. La distancia de traslación es dos veces la separación

entre los hiperplanos.

Figura 2.7: La traslación como una reflexión sobre dos planos paralelos

Rotaciones

Usando (2.91), las rotaciones pueden ser modeladas por la composición de

dos reflexiones sobre dos hiperplanos que se intersecan en un punto c (vea fig.

2.8) como

R=(a + e(a-c))(b + e(b-c)) = ab + e(c (aAb)) (2.93)

donde ayb son las normales unitarias. Escribimos R = ab y c • (a A b) = c x R,

para simplificar notación. Así se establece que el producto de dos reflexiones en

cualquier punto es equivalente a una rotación sobre ese punto.

2.3.5. Movimientos rígidos: Rotores, Trasladares y Moto

res

En esta sección hablaremos de los movimientos rígidos de las entidades en

el álgebra conformal. Se ha mencionado anteriormente sobre las transformacio

nes confórmales y su representación. Ahora veremos otra forma de representar

algunos de esos versores.
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Figura 2.8: La rotación como una reflexión sobre dos planos que se intersecan

Tipo g(x) en Rn Versor en Gn+\,\ a(x)

Inversión ^ + P
x-p

*?
s = P

-

\p2* M2

Reflexión —nxn + 2x<5 P = n + 5e i

Translación x-t T = 1 + ite i

Rotación R(x - c)R_1 + c R = i? + e(cx R) i

Cuadro 2.2: Transformaciones confórmales y sus versores representados

Los bivectores del álgebra geométrica pueden ser usados para representar

rotaciones de entidades en el espacio de 3D. Un rotor10 R es un elemento par

del álgebra Gz que satisface RR = 1. En Gi,\ una rotación puede ser expresada

por un rotor de la forma

R = exp(--/J (2.94)

donde los componentes de este rotor R £ Gt\ son similares al rotor de Gz, un

bivector unitario / £ (Gz)2 _¡ Gi,i, el cual representa una línea en conformal (de

magnitud unitaria) que pasa por el origen (sin momento) que es el eje de rotación,

y un ángulo 9, el cual representa el ángulo de rotación. Usando la representación

10Rotor es una abreviación de rotador
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de Euler del rotor (2.94) nos queda como

R = exp(--l)

= cos (J\
-

sen (J\ l (2.95)

desarrollamos (2.95) para encontrar también a R

R =
rc
- rsl_ = rc

-

rSle23
-

rS2e3i
-

rS3ei2 (2.96)

R =
rc + ral_ = rc + rSle23 + rS2e3i + rí3ei2 (2.97)

La rotación de una entidad (punto, esfera, línea, plano, par de puntos, círculo)

puede ser realizada multiplicando la entidad por R por la izquierda y por su

reverso R por la derecha. Por ejemplo, la rotación de un punto puede ser escrita

como

x' = RxR (2.98)

Un rotor representa el grupo de SO (3) en el álgebra geométrica Euclidiana. Como

el rotor es un versor en Gn, pertenece al grupo de versores, entonces el producto

geométrico de dos rotores R = RiR2 resulta en un nuevo rotor. De esto se sigue

que

x' = RxR = (R2Ri)x(RÍR¡) (2.99)

Para trasladar una entidad respecto a un vector de traslación t £ (Gz)i,

usamos el traslador, T £ Gi,\,

T = exp(jj=(l + j) (2.100)

utilizando (2.37) y la restricción ek = 0 para k > 2. Un traslador es un rotor

especial actuando en el infinito usando el vector nulo e. Similar a la rotación, una

entidad puede ser trasladada multiplicando la entidad por T por la izquierda y

por su reverso T por la derecha.

x' = TxT (2.101)

Para expresar un movimiento rígido, la aplicación consecutiva de un rotor

y un traslador pueden ser escritos como el producto de ellos. Tal operador es

expresado como M,

M = TR (2.102)
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Es un multivector especial de grado par llamado motor, el cual es la abreviación

de momento y vector. El movimiento rígido por ejemplo de un punto x puede ser

escrito como

x' = MxM = TRxRT (2.103)

Esta formalización del desplazamiento rígido puede ser utilizada para cual

quier entidad en al álgebra conformal (mencionadas en el cuadro 2.1). Esta re

presentación es en contraste para formar una definición de motores en el marco

del álgebra de motores [1], el álgebra G_to i
Ia cual formula la Cinemática en un

espacio compuesto por líneas y el cual es isométrico al álgebra de cuaterniones

duales.

Transformaciones de giro y tornillo

Siguiendo la definición del motor en el álgebra conformal y basados en el

rotor llamado de giro, todo movimiento rígido puede ser expresado como un giro

o movimiento de tornillo, el cual es una rotación sobre una línea en el espacio

(en general, que no pase por el origen)11 combinado con una traslación a lo largo

de esta línea. El el álgebra geométrica conformal es posible usar los rotores y

trasladores para expresar movimientos de tornillo en el espacio.

Para modelar la rotación de un punto x alrededor de una línea L arbitraria

en el espacio, la idea general es trasladar el punto x con el vector de distancia

entre la línea L y el origen, para realizar la rotación en el origen y trasladar de

regreso el punto transformado. Entonces el motorM £ Gtti describe una rotación

general que tiene la forma

M = TRT = R¿ (2.104)

donde se puede ver la traslación, la rotación y la traslación de regreso respecti

vamente. (2.104) se puede expresar como un rotor sobre la línea L. Al aplicar

M = RL a un punto obtenemos

x' = RlxRl = TRTxTRT (2.105)

11
Tal operador también es llamado rotación general
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donde TRT = R¿. Usando la forma exponencial del traslador y rotor obtene-

.12
mos*

Rl = TRT

= exp (|) exp (-íl) exP (-£)

-(■♦tM-íOH)

= exp(-^(Z + e(t-/))J (2.106)

Esta es la fórmula correspondiente a la rotación general dada en [5]. La

representación exponencial de los motores, rotores y trasladores es usada para

un manejo sencillo de ellos y sus derivaciones.

Es interesante mencionar que la parte exponencial de R¿ consiste directa

mente en los componentes de la línea para rotar las entidades alrededor de ella.

Retomando (2.81) y usando una dirección unitaria |r| = 1 y como segundo punto

la representación de la dirección t de traslación del origen a la línea, podemos

representar una línea como

L* = e(tAr) + rE (2.107)

la cual en su forma estándar es expresada como:

L = e(t Ar)lE + rIE

= e(t-/)+{ (2.108)

Así, dada una línea en álgebra conformal que tenga magnitud unitaria, y

usando su forma estándar L, se puede hacer que cualquier entidad gire alrededor

de ella usando esta línea como eje de rotación. Esta expresión se puede representar

como

RL = exp(--Lj (2.109)

12
En el paso 4 usamos la propiedad gexp(£)g = e-rp(gfg) para gg = 1.
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Los movimientos en tornillo pueden ser representados por movimientos rígi

dos. Un movimiento de tornillo es aquel que para cada movimiento rígido de

cuerpos puede ser realizado por una rotación en un eje combinado con la trasla

ción paralela en ese eje Para modelar el movimiento de tornillo, la entidad tiene

que trasladarse durante una rotación general respecto al eje de rotación.

El motor resultante puede ser calculado utilizando (2.102) con (2.106) de

la siguiente manera

M = TdrR¿ = TdrTRT

exp \JyJ exp (~^(L + e(t • {)) j

= expí--(l_ + em)j (2.110)

El bivector en la parte exponencial, -|(Z+em) es la representación de un tornillo.
Si m es cero, el motor M actúa como un rotor y si / es cero, el motor actúa como

un traslador. Para m _L /*, el motor actúa como una rotación general y para

m ___ /*, el motor actúa como un movimiento de tornillo.

2.4. Propiedades de algunas entidades en Con

formal

A continuación se presentan algunas de las propiedades de las entidades

antes vistas, las cuales se utilizarán en capítulos posteriores.

2.4.1. Propiedades del punto

Gracias a que en G\,\ y mas específicamente en el álgebra geométrica confor

mal usamos coordenada homogéneas, podemos tener representaciones únicas de
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los puntos o hasta un factor escalar. Para quitar ese factor escalar normalizamos

estos puntos de la manera siguiente

x = —=■— (2.111)
-e • x

La representación proyectiva para el punto de la forma (2.62) es

eAx = - = ex + eAe0 (2.112)
-e-x

Notemos que e A x = ex =
—

xe porque e • x = 0. Utilizando (2.56) tenemos

(e A x)E = 1 + ex (2.113)

Esta es la representación de un punto en el modelo afino [5].

Utilizando (2.59) sobre un punto x £ Gi,i normalizado, podemos recuperar

el punto x

Pe(x) = x £ Gz (2.114)

2.4.2. Propiedades de la esferas

Teorema 2.4.1 Dos esferas o hiperplanos sj_ , s^' se intersecan, son tangentes

o paralelos, o no se intersecan si y solo si (s^As^)2 es <, =, > 0 respectivamente.

[5J.

Examinemos el caso en el que s¡_*, s¿" son ambas esferas que es el caso que

usaremos posteriormente.

■ si se intercecan, la intersección (s^ A s^)* es una esfera, como

eA^As^)* y¿ 0. El centro y radio de la intersección son el mismo que el de

la esfera (P^^e))* La intersección yace en un hiperplano (e •

(sj_ A s2))*

' si son tangentes, el punto de tangencia es proporcional al vector nulo

p¿=(£2A£i)£i-1

■ si no se intercecan, hay dos puntos a, b £ R" llamados puntos Poncelet.

los cuales son inversos uno del otro con respecto a las dos esferas si y s2 .
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Al igual que el punto (2.111) la esfera puede estar hasta un factor escalar,

para normalizar la esfera empleamos

s =
—^— (2.115)
—

e •

s

Para obtener el centro p £ R" de una esfera ya normalizada aplicamos

(2.59) a s

p
= (sAE)E (2.116)

y para recuperar p £ Gi,\

P
= s + ^s2e (2.117)

Sean x, s £ Gi,i un punto y una esfera respectivamente. Para saber si x esta

dentro, sobre o fuera de la esfera utilizamos

x • s = <

> 0 si x esta dentro de la esfera

= 0 si x esta sobre la esfera (2.118)

< 0 si x esta fuera de la esfera

2.4.3. Propiedades del círculo

Sea z~ — aAbAcuri círculo creado a partir de tres puntos. De acuerdo con

(2.77) el plano P^ en el que yace este círculo se puede calcular con

/y = z"Ae (2.119)

mientra que con

L¿ =zAe (2.120)

calculamos la línea perpendicular a P^* que pasa por el centro del círculo. Ha

ciendo el producto interior de (2.119) con (2.120)

U -P,* = eAs!!L (2.121)

obtenemos la esfera seo pre-operada por e, la cual tiene el centro en pz, que es el

mismo punto en donde se encuentra el centro del círculo z*
, pero el radio de seo
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es la distancia que hay entre el centro de z y el origen. El radio p^ del círculo se

puede calcular con

*-57Íp (2'122)

y la esfera que tiene el mismo centro y radio que el círculo se puede obtener

aplicando el teorema 2.4.1 quedando

Sz_
= (e-z)z (2.123)

que también se puede expresar usando (2.119)

_k* =h (2-124)

2.4.4. Propiedades de las líneas

El cuadrado de una línea (2.81) esta dado por

(eAaAft)2 = -(ftAaAe) (eAaAfr)

= [{b A o) ■ e] [e (a A 6)]

= [a-k]-[a-b]

= ÍQ,-b)2 (2.125)

el cual es igual a la distancia Euclidiana al cuadrado del segmento que se forma

entre los puntos ayb.

Una línea se puede normalizar de la siguiente manera

L* =
~

(2.126)

Al normalizar, el segmento de línea que une dos puntos ayb tiene una magnitud

unitaria.

Para recuperar los vectores correspondientes al momento y la dirección de

una línea se aplican las siguientes formulas

r = L*-E (2.127)

m =

e+ L (2.128)
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en donde r, m £ R3.

Para encontrar el punto p £ R3 perteneciente a la línea más cercano al

origen, se aplican las formulas (2.127) y (2.128) normalizando previamente la

línea con (2.126)

p
= -r-M (2.129)

en donde M = mIE es un bivector.

La distancia de un punto x £ Gi,i a una línea L* £ Gi,i se basa en (2.73).

Para obtenerla, formamos una esfera que tenga su centro p £ L* y el punto x en

la superficie de la esfera, como se muestra en (2.69) aplicando (2.67)

'2 = (fe> (2130)

De (2.130) podemos observar que L* x — z es un círculo que pasa por x con

centro en p £ L* y el plano L* x ■ e = P es el plano donde yace el círculo

z. Con (2.130) se puede sacar el vector dirección entre la línea L* y el punto

x, utilizando el centro p y el mismo punto x para crear una línea entre ellos y

aplicar la ecuación (2.127).

d. Jrropieuaues aei par ue punios

Sea PP* —

pi Ap2, entonces para poder recupera los dos puntos que están

, entidad par de puntos se aplica la siguiente formula

donde

pp*±y/pp* PP*

(2.131)

'PP* PP* =

pip2 =Pi-p2+PiAp2 (2.132)

'PP* EE* = -P2P1 =-Pl'p2+Pl<\P2 (2.133)

y PP* -e — Pesel plano tangente a la línea que forman estos dos puntos ubicado

entre el par de puntos a una distancia equidistante de cada punto. El punto pi

se recupera teniendo como numerador a (2.132) y p2 teniendo como numerador

a (2.133).
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La esfera Spp* que contiene en su superficie al par de puntos PP* se puede

obtener mediante

S££l=-_=^ (2134)

2.4.6. Propiedades de los rotores

Dado un rotor R G Gt,i podemos extraer el ángulo de rotación 9 hasta una

diferencia de signo y su eje de rotación / de la siguiente manera

C = C0SG)=?T^ (2135)

despejando 9 de (2.135)

0 = 2cos-1(c) (2.136)

Para obtener el eje de rotación, se sustrae la parte escalar del rotor. Al hacer

esto nos queda solo la parte bivector. Aquí al rotor lo tratamos como si fuera

una línea en conformal
_

L =R-c=^T-^ (2.137)

y lo normalizamos sacando su dual L* y utilizando (2.126). Así obtenemos el eje

de rotación unitario en su forma dual. Por ultimo regresamos la línea a su forma

estándar.

Nótese que si R = R¿ = TRT es una rotación general, los caso (2.135) y

(2.137) son validos, ya que la única diferencia es el bivector e(t ■ f) que representa

el momento de la línea.

Para obtener el rotor cuyo eje pase por el origen y que tenga la forma de

(2.106) aplicamos (2.59)

R = (R¿AE)E (2.138)

Ya sea que un rotor este en el origen o no lo este, una de las propiedades

que conserva es que su magnitud sea unitaria, esto es que RR = 1. Veamos el

caso para R = R¿

RlRl = TRTTRT

= TR(1)RT
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= T(1)T

= 1 (2.139)

2.4.7 Propiedades de los motores

Dado un motor M £ Gti de la forma (2.102) podemos extraer su vector

de traslado y por consecuencia su parte traslador, y su parte de rotación en el

origen.

De (2.102) podemos observar que

M = TR

= (i + j«t)R
= R+JetR (2.140)

Al igual que en (2.138) aplicamos (2.59) al motor (2.140)

R=(MAE)E (2.141)

y extraemos la parte de rotación, la cual tiene su eje de rotación pasando por el

origen (una línea sin momento).

Vemos que el segundo sumando de (2.140) es un rotor multiplicado por |et,
entonces haciendo un poco de álgebra podemos obtener

R' = (e_ M)IE (2.142)

el cual tiene una característica especial. Si tomamos las entradas del rotor resul

tante de (2.141) y las asignamos a un vector vx y haciendo lo mismo para (2.142)

en v2, vemos que Vi J_ v2, ya que vx
•

v2
= 0.

Teniendo los rotores (2.141) y (2.142) podemos expresar (2.140) como

M = R + eR'lE (2.143)

Finalmente, el vector de traslación t puede ser recuperado igualando (2.140)

con (2.143), de donde se sigue que

R+-etR = R + eR'lE
¿t
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-etR = eR'lB
¿i

-etRR = eR'lER
¿i

et = 2eR'lER

-e0*et =

-e0 2eR'lER

t = 2R'IER (2.144)

Una vez obtenido el vector de traslación, podemos crear el traslador T con

(2.100). Así podemos calcular el motor utilizando (2.141) y (2.144) quedando

de la siguiente manera M = (1 + ±et)R.

Nótese que estos casos son válidos para un rotor que tenga su eje de rotación

en el origen. En el caso de que R = R¿ = TRT el rotor (2.141) devolverá el rotor

que tenga el mismo eje pero este estará en el origen, y conservara su ángulo de

rotación 9, y (2.144) devolverá un vector de traslación diferente al del traslador

original debido a que se empleo un rotor en el origen en vez de un rotor trasladado

fuera del origen. El motor resultante conservara el mismo comportamiento, esto

es, sea M £ Gt,i Y de la forma M = TiRl = TÍT2RT2, entonces podemos

encontrar M2 = T3R2 utilizando (2.141) y (2.144) donde M = M2.

Dado que M £ Gt,\ es el resultado del producto geométrico de multiplicar

vectores invertibles (RR = 1 y TT
= 1), M es considerado un versor, con la

propiedad MM = 1 ya que

MM = TRRT

= T(1)T

= 1 (2.145)

por lo que pertenece al grupo de versores, y como también tiene magnitud uni

taria pertenece al grupo pin de versores.



38 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRA GEOMÉTRICA



Capítulo 3

Navegación Robótica en 2D

La creación de mapas para un robot móvil es uno de los problemas funda

mentales en la robótica. En la literatura, el problema de creación de mapas con

robots móviles es frecuentemente llamado problema de localización y creación

de mapas simultaneo (simultaneous localization and mapping problem, SLAM)

[6, 7]. Esto es porque la creación de mapas incluye a los dos, estimación relativa

de la posición del robot con el mapa y generación de un mapa usando el sensor

de entrada y la estimación acerca de la pose del robot.

3.1. Construcción de mapas con base en seg

mentos de líneas usando el sistema láser

Hay básicamente dos tipos de mapas adecuados para la localización, el

mapa de celdas ocupadas (occupancy grid map) y el mapa basado en primitivas

geométricas (geometric primitive map). El mapa de celdas ocupadas representa

el entorno que rodea al robot como un arreglo de celdas bidimensional, cada

una indicando la posibilidad de que estén ocupadas. Es fácil de construir, y

especialmente aceptable para sensores de rango impreciso como lo son los sonares

de ultrasonido. Pero es difícil para su uso directamente en la localización y planeo

de rutas.

El mapa basado en primitivas geométricas ha sido explotado en varias in-

39
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vestigaciones [8, 7]. El segmento de línea es la primitiva más ampliamente usada.

Dado que no todos los objetos proveen segmentos de líneas, estos mapas no

pueden dar una región cerrada y conectada como los mapas de celdas ocupadas.

Utilizaremos dos mapas en nuestra construcción: uno será el mapa local el

cual tendrá la ubicación de los objetos censados actualmente con coordenadas

locales del sensor láser, y el mapa global el cual tendrá los objetos previamente

censados y ubicados de acuerdo a la posición inicial de la exploración.

3.1.1. Usando segmentos de líneas en vez de puntos

La utilización de un sensor láser 2D ha crecido popularmente en la apli

cación de robots móviles. Este provee digitalización densa de datos y medidas

mas concretas a comparación de otros sensores como los infrarrojos y sonares

ultrasonido. Las mediciones muestran claramente las características de una línea

para un ambiente ordinario entre muros, como se muestra en la figura 3.1.

0

Figura 3.1: Muestra simple de datos obtenidos por el sensor láser

Como entidad geométrica, la línea provee una información amplia y precisa,

pero con mucho menos carga de información que los puntos que pertenecen a ella.

Es por eso que un algoritmo basado en líneas sea más eficiente que uno basado

en puntos.
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Para extraer los segmentos de línea de un rango de puntos obtenidos del

sensor láser, usaremos el método de rompimiento de líneas recursivo (recursive
line splitting), el cual es confiable y rápido. Varios pasos de este método son

explicados a continuación.

Sea V el vector resultante de las mediciones del Láser y Vi £ V i = 1 . . . n

una muestra de este vector con coordenadas x y y, (u¿ = (vix,viy)). Sea L el

conjunto de grupos de puntos, los cuales forman líneas de V, y Li — V es el

primer conjunto a evaluar.

1. Forme una línea con los puntos inicial y final.

Sea Lk un conjunto de puntos que forma la línea 1^ desde vp hasta v¡, donde

vp,Vf £ Lk, son los puntos iniciales y finales de Lk y del segmento de la

línea 1*. Donde 1* = (a, b, c)T es un vector que representa una línea que

satisface

l = avfx+bvfy+c = 0 (3.1)

2. Encuentre el punto más lejano (mayor distancia) de esta línea.

Sea vmti = máx{d(lk,Vi)} Vuj £ Lk, donde d(\k,v.) es la distancia de un

punto a una línea y esta definida como

aPx + bpy + c

Va2 + b2

donde p = (px,Py) es un punto en 2D.

3. Si esta distancia es pequeña, se ha encontrado una línea.

Si vmd < £, entonces Lk representa al conjunto de puntos que pertenecen

a una línea, donde £ es una cota inferior, la cual representa la distancia

máxima de error de un punto para pertenecer a una línea.

4. Si no, divida el grupo de puntos en este punto y repita.

Si vmci > f , entonces dividimos Lk = Lk_ U Lk_ en dos grupos donde

vp, Vp+i, .

.., vmd £ Lk_ y vmd+i, ■ . ■

, v¡ £ Lk_. Ahora con estos dos nuevos

conjuntos repetimos para cada uno desde el paso inicial hasta encontrar un

conjunto que represente a una línea.

La cardinalidad de \L\ es igual al número de segmentos de líneas extraídas

de la lectura del sensor láser. Una vez obtenidos estos conjuntos de puntos Lk,
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y sus líneas respectivas 1*, verificamos la inclinación para cada línea de L, para

fusionar aquellas líneas que tengan una inclinación menor a una cota fe, esto es:

Sea fe el ángulo de inclinación de 1*, entonces VI* £ L si | fe
—

fe-_\ < fe,

fusionamos Lk y Lk+i, (Ln = Lk U Ljt+i) y formamos la línea respectiva ln con

los puntos vp £ Lk y Vf £ Lk+i-

Rectificamos estas líneas dado que VI* £ L son las líneas creadas por los puntos vp

y Vf. Utilizando el método de Mínimos Cuadrados podemos rectificar esta línea

para que represente la línea que esta pasando por el conjunto de puntos de Lk

(ver fig 3.2 (b)). Una vez rectificada esta línea podemos extraer sus características

que la representan.

Como la dirección del barrido para la obtención de los puntos del sensor

láser es en sentido de ls manecillas del reloj o contra del reloj, la línea obtenida

tendrá una dirección. Esto es importante para verificar la correspondencia de

líneas. En otras palabras si l¡_ • lm = 1 tienen la misma dirección, y si lk ■ lm = — 1

son de direcciones opuestas.

También se obtiene una distancia p que representa la distancia de Hesse y

un ángulo 9 £ [0, 27r) del punto más cercano a la línea en coordenadas polares.

Estos dos últimos podemos asociarlos con la transformada de líneas de Hough

[9].

Figura 3.2: (a) Extracción de la línea desde los puntos obtenidos, (b) Corrección

de línea extraída y sus propiedades

Definimos una estructura para nuestro segmento de línea lfc del conjunto de

puntos de Lk la cual tendrá los siguientes miembros: (x¿, y.) punto inicial, (x¡, yA
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punto final, (p) distancia de Hesse, (9) ángulo en coordenadas polares del punto

mas cercano al origen, _pXc,Py_) punto mas cercano al origen y los parámetros de

la descripción o representación de la línea (a, b, c) donde ax + by + c = 0.

Utilización de las características de la transformada de Hough de líneas

La transformada de Hough [9] es una técnica general para la identificación

del lugar y orientación de ciertos tipos de entidades geométricas en el tratamien

to de imágenes digitales. La transformada consiste en la parametrización de la

descripción de una entidad en cualquier lugar en el espacio de la imagen original.

Se genera un acoplamiento de valores en el espacio definido de estos parámetros,

y para cada punto de acoplamiento se van acumulando los valores anteriores, in

dicando que tan bien se generan los parámetros correspondientes de una entidad

en la imagen dada. Los valores de los puntos de acumulación relativamente de

mayor valor describen una identidad que puede ser mapeada a la imagen original,

correspondiendo está con una entidad presente en la imagen.

La forma más simple de la transformada de Hough es la transformada de

Hough de líneas. Utilizando una representación de la línea en su forma normal

xcos9 + ysin9 —

p (3.3)

esta ecuación especifica una línea pasando por (x, y) que es perpendicular a la

línea trazada desde el origen hasta (p, 9), en el espacio de coordenadas polares

(i.e., (p cos 9, p sin 9) en coordenadas rectangulares, ver fig. 3.3). Para cada punto

(x, y) en la línea, 9 y p son constantes.

Ahora, para cada punto (x, y) dado, podemos obtener líneas pasando sobre

este punto resolviendo (3.3) para p y 9, iterando sobre los posibles valores del

ángulo 9. Este método es numéricamente estable para correspondencias de líneas

en cualquier ángulo.

Con la transformada de Hough podemos tener representada una línea con

solo dos entradas (p, 9). Estos parámetros los podemos sacar con el punto mas

cercano al origen que pertenezca a la línea.
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Figura 3.3: Descripción paramétrica de una línea recta

3.1.2. Correspondencia entre líneas

Mediante la utilización de segmentos de línea se construye un mapa del

área donde se encuentra el robot. Usando dos conjuntos de segmentos de líneas,

uno extraído de la última lectura del sensor láser L, y otro del mapa global antes

construido G, éstos pueden ser fácilmente asociados para calcular la posición

actual del robot. Esta tarea es la de ubicación actual. Las lecturas del odómetro

son usadas para una aproximación del movimiento más exacto.

Para encontrar las correspondencias de los pares de segmentos de línea,

primero transformamos los segmentos de línea de la lectura del sensor láser actual

en base a las coordenadas globales con el movimiento aproximado del robot móvil.

Esto se hace mediante una matriz de rotación Rgo y un vector de traslación

To — {toz,t0v)T ,
los cuales representan el ángulo de rotación 90 y la traslación

toz y t0y en x y y respectivamente, obtenidos por medio del odómetro1. Una vez

obtenidos estos datos podemos calcular

v¡ = Re0Vi + T0 (3.4)

XA1 iniciar el robot se encuentra en la posición T0 — (0,0) y 6 = 0.
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donde u¿ es el punto original obtenido del sensor láser y v[ es el punto transfor

mado según el movimiento aproximado del robot. Debido a que el cálculo de la

transformación de todos los puntos obtenidos del sensor láser toma mucho tiem

po, nos enfocaremos a transformar con (3.4) los puntos (x¿, y.) iniciales y (x¡,y¡)

finales de cada línea \k, y con ellos obtener la nueva estructura del segmento de

línea Vk ya transformada. Así obtenemos el nuevo conjunto V que representa el

conjunto de segmentos de líneas locales desplazados hacia la posición del mapa

global G. Después, una verificación de la asociación de los segmentos de línea es

realizada, un segmento de línea actual contra todos los demás del conjunto de

mapa global, basada en los siguientes criterios:

Sea M una matriz de proximidad de los segmentos, con dimensiones |G| x

| L'|, en donde las entradas m,,,! están compuestas por

m9i/
= yJdiffTheta(9Gg,9L[)2 + (pGg

-

pL.)2 ;g
= 1 . . . \G\,l = 1. .. \L%

donde (0Gg,pGg) y (Ql',Pl') representan los segmentos de línea en el espacio de

Hough de los conjuntos G y V respectivamente. La función dif fTheta(9Gg,9L,¡)
la podemos definir como

diffTheta(6a,9b) = <

9a-9b- 2-it si9a>9by9a + 9í>2-rry9b + 9í<0

9a-9b + 2tt si 9a < 9b y 9b + 6( > 2tt y 9a + 0€ < 0

9a — 9b si no se cumplen los casos anteriores

(3.5)

en donde % es un umbral que nos indica si estamos cerca del ángulo O.Dado que

los ángulos 9k están en un rango de [0, 2n) y son cíclicos, la diferencia de estos

la podemos expresar yendo hacia un sentido o hacia el otro. Ya que el sentido de

incremento en los grados es sentido contrario a las manecillas del reloj, el giro

a favor de este tiene que ser positivo y el giro en contra tiene que ser negativo.

Esto es si 9a- 9b = 9C, si 9a > 9b, 9C tiene que ser positivo, o si 9a < 9b, 9C tiene

que ser negativo. Veamos un ejemplo de esto:

Sea 6a = i§§7T y 0. = ^n, y su diferencia 9a - 9b = ±§7r
-

^tt = ±jg.r.
Esta diferencia tiene que ser constante aun si le sumamos algún ángulo a esta

diferencia. Si sumamos 7r a 9a y 9b, obtenemos 0a+7r = 9a + ir = ^¡n + tt =

!oo7r = m71 y ®b+* = 0í> + 7r = Too7r +
7r= ii71"' ahora hacemos la diferencia

9a+7r
-

9b+n = fjTT
-

f§7r = -íIjTT. Vemos que gj* + 2irk = -JL* + 27rr, para
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algún k,r £ Z, pero para fines del cálculo necesitamos estandarizar las medidas

y saber cual de estas medidas vamos a utilizar. Si aplicamos (3.5) a 9a y 9b nos

queda

199 2 3

diffTheta(9a,9b) = diffTheta(—n, —n) = -— vr

donde 9% = -^ir. Dándonos un resultado estándar para cualquier diferencia de

ángulos.

Una vez obtenida la matrizM, extraemos el valormas pequeño por columna

de cada fila, siendo este menor a una cantidad mínima de distancia y alojamos

en Ci el valor de la columna donde se ubica dicho valor. Donde C es el vector de

correspondencias y esta definido de la siguiente forma

_ J min{Mi¿} si min{Mit.} < 6 para l — 1 . . . \L'\

! 0 otro caso

donde S es una cota mínima de distancia para la correspondencia de líneas. En

el caso de que C¿ = Cj¡ = (3 ^ 0 para i ^ j, calculamos el mínimo de la diferencia

lineal de sus componente en el espacio de Hough con el segmento de línea local en

conflicto, tomando en consideración primero los ángulos mín{|^
—

0¿|, \9p
—

9j\},

y después la distancia de Hesse mín{\pp
— p.\, \pp

—

Pj\}, asignando /3 al de menor

valor y al de mayor valor 0, donde 9^ y p^ son propiedades de la línea 1M £ G

para /i
= i, j, y 9p y pp son propiedades de la línea lp £ Ll

Al final el vector C de correspondencias tiene una dimensión igual a G

(\C\ = \G\), en donde el valor de cada entrada de C representa las entradas

correspondientes de líneas de V . Si la entrada C¿ — 0 entonces no tiene una

correspondencia la línea 1¿, i = l...|C|. Si Ci — k entonces la línea 1¿ £ G

corresponde con la línea lk £ V

Sea N = {ln \ ln £ L',ln £ C y 1„ _É G}, el conjunto de los nuevos

segmentos de líneas que no tienen correspondencia con algún otro segmento de

línea en el mapa global G. A estas nuevos segmentos de líneas las agregaremos

posteriormente a G.
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3.1.3. Calculando la ubicación actual

La ubicación actual es realizada en base a la correspondencia de los pares de

segmento de líneas y la odometría registrada hasta el momento. Debido a que los

datos obtenidos del odómetro no son precisos es necesario hacer una rectificación

o corrección de la posición actual del robot móvil. Esto se hace por medio de

6 = 90 + 9corr (3.6)

T = To + T^r (3.7)

donde 9 es en ángulo ya corregido sumando 90 obtenido del odómetro y 9corr

obtenido del cálculo de ubicación actual; T — (tx,ty)T es el vector de posición

actual por medio de la traslación del robot móvil en los ejes x y y, donde T0 —

{tox,toy)T es el vector obtenido por el odómetro y T^r = (Wrx-*<»*rv)T es el

vector calculado por la ubicación actual.

Cálculo de 9COTT

Cuando hay correspondencia en los segmentos de líneas, no todos son para

lelos, con ello podemos calcular la posición actual. Como los dispositivos de sensor

láser que actualmente se usan tienen un amplio ángulo de medición, muchas veces

se satisface esta condición.

Suponiendo que hemos obtenido n < \C\ correspondencias de pares de

segmentos de línea, donde lk £ G corresponde a lck £ V El ángulo de rotación

9cott es calculado con

Ocorr = -YJdiffTheta(9Gt,9Vx) (3.8)
n *ri

Una vez obtenido 9corr podemos recalcular de nuevo las correspondencias de las

líneas y así tener una mayor aproximación entre la correspondencia de ellas.

Debido a que el ángulo suministrado en (3.4) es impreciso, remplazamos este

ángulo con (3.6) para futuros cálculos.
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Cálculo de Tcorr

Ya calculado (3.6) con (3.8), volvemos a calcular las correspondencias,

así aseguramos que las correspondencias sean correctas y habrá un número igual

o mayor de correspondencias por la corrección del ángulo. Una vez obtenidas

estas m correspondencias (m>n correspondencias), procederemos a calcular el

desplazamiento en las coordenadas x y y.

Sean lLi £ V y lG £ G los segmentos de líneas que corresponden uno al

otro en los mapas local y global respectivamente. Si m — 1 obtenemos pG £ lu

el punto más cercano a Ig, y p__> £ lG el punto más cercano a ly y calculamos el

desplazamiento Teo,.,- de la siguiente manera

tcorr* = PGX
~

PL'X (3-9)

*corr„ = PGX
~

PL'X

En caso de que m > 1 utilizamos la transformada de Hough (3.3) de los

segmento de línea 1/./ y lc, y utilizando los puntos mas cercanos al origen de cada

una de las líneas nos queda

h> = Pl' eos 9L> + pn sin 9V - pv =0
xc Vc

h =

PgXc eos 9G + pGyc sin 9G - pG =0

donde solo existe una diferencia de traslación entre lG y ly ya que 9y = 9G por

el paso anterior de la corrección del ángulo. Esto nos lleva a

Ig = h< +Wr_ eos 9V + tcorTy sin 9V
= 0 (3.10)

la expresión (3.10) la podemos escribir también como

Pg
~

((Puxc + tcorrx)cos9LI + (pUyc + tC0TTy ) sin 9Li ) = 0 (3.11)

Utilizando la restricción (3.11) necesitamos encontrar Tcorr para todos los

segmentos de línea y este tiene que ser el mismo en todos ellos. Utilizando el

método de mínimos cuadrados sobre todas las correspondencias m, buscamos

este desplazamiento utilizando

m

£(^-PrJ2 = 0 (3-12)
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donde pTi
= (pL,ix_ + tcorrx)cos9L>. + (pViyc + tcorry)sm9L>.. Así al final tendre

mos los valores de Tcorr, donde ícorr. < Tíx, y tcorTy < T¿y correspondientes al

desplazamiento corregido por la medición de odometría no excedidos de un des

plazamiento de corrección dado.

Actualizamos los datos de (3.7) y volvemos a calcular las corresponden

cias en donde tendremos una mayor exactitud en el giro y desplazamiento del

robot y así sabremos la posición de él con respecto a los objetos que lo rodean

actualmente.

3.1.4. Construcción de mapas

Una vez obtenidas las correspondencias de las líneas entre el conjunto de

mapa local V y el conjunto de mapa global G creamos el escenario del ambiente

que nos rodea y para ello plasmamos nuestros segmentos de línea en una región,

la cual tendrá como figuras segmentos de líneas.

En la figura 3.4 se ilustra unas muestras tomadas por el sensor láser antes de

transformarlas en segmentos de línea, las cuales en a) son las muestras tomadas

al inicio y nos muestran la ubicación del robot antes de cualquier movimiento.

En b) se muestra que el robot ha girado y trasladado hacia otro punto donde

se puede apreciar las muestras que esta tomando actualmente en el mapa local

(en las coordenadas locales del sensor láser) y sus correspondientes en el mapa

global (ubicación a partir de las coordenadas iniciales).

Construcción del mapa local

El mapa local esta constituido de la última toma del láser del robot. Esta es

la región de la que actualmente se tiene información, y sabemos por las muestras

tomadas cual es su estructura y a qué distancia actual tenemos los objetos que

se encuentran en ella.

Las coordenadas de las muestras con respecto al robot son las coordenadas

locales del láser. Se debe de tener cuidado si se esta utilizando un sensor láser

en lugares diferentes al centro de un robot ya que si éste se encuentra en una

posición diferente a la del centro del robot, el desplazamiento y giro del mismo
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G

w >i

Figura 3.4: a) Toma inicial del sensor láser, b) Toma después de un giro y des

plazamiento del sensor láser

provocarían que las muestras del láser obtenidas sean erróneas. Para la corrección

de estos datos necesitaríamos agregar una matriz de giro y un vector de posición

a la ecuación (3.4) para indicar la posición exacta del centro del sensor láser con

respecto al centro de giro y desplazamiento del robot.

Una vez tomadas las consideraciones de la posición del sensor láser procede

mos a capturar las muestras que son una sucesión de puntos y las transformamos

a segmentos de líneas para obtener el conjunto L.

Generalmente el mapa local L no se muestra en el mapa global ya que éste

aparecería con respecto a las coordenadas iniciales donde comenzó la exploración.

Pero este mapa se puede mostrar si es desplazado por (3.4) dándonos L' para ver

la posición de los objetos actualmente censados respecto al mapa global.

Construcción del mapa global

El mapa global G es el mapa final que se ha de generar de todo nuestro

entorno. Éste comienza en la posición inicial donde esta el robot y generalmente se

utiliza dentro de ambientes controlados y cerrados donde no halla un movimiento
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de objetos ya que si los hay el mapa quedaría con objetos que no pertenecen al

ambiente original.

El mapa global G se genera a partir de la primera lectura registrada por el

sensor láser tomando en cuenta el desplazamiento y giro del robot si éste tuvo

algún movimiento previo a la lectura del sensor láser.

Las siguientes tomas del sensor láser se van asignando a lo que es el mapa

local L el cual puede llegar a tener parte de algunos objetos del mapa global.

Estos objetos son fusionados y añadidos al mapa global.

Teniendo en cuenta que hay segmentos de línea en G y V que tienen corres

pondencia por medio de C, fusionamos estas líneas para que formen un solo

segmento de línea y así queden todos dentro de G, añadiendo también aque

llos segmentos de línea pertenecientes a JV que no tienen relación con ningún

segmento de línea antes tomado. La parte de fusión de líneas se explicara mas

adelante.

3.2. Uso del Algebra Conformal para la crea

ción de mapas

En el álgebra conformal existen varias entidades geométricas que podemos

utilizar para la creación de los mapas generados por el sensor láser. Viendo la

estructura de los segmentos de línea notamos que existe una entidad en el álgebra

conformal que puede tener estas características, la entidad Par de Puntos (2.68).

3.2.1. Uso de la entidad par de puntos

Extraemos la información del láser y aplicamos el método rompimiento de

líneas recursivo para obtener los segmentos de línea y sus puntos extremos. Una

de las propiedades de la entidad Par de puntos es que tenemos los puntos finales

e iniciales en ella misma, podemos calcular la distancia de Hesse, el punto mas

cercano al origen y con este obtener su ángulo, y sacar la línea que pasa entre

este par de puntos.
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Sea E2C : G2 —> £4,1 una función inyectiva que mapee los puntos de G2 a

Gí,i y tomando las bases de (2.62) la definimos de la siguiente forma

E2C(x, y) = xe! + ye2 + 0e3 + -(x2 + y2)e + e0 (3.13)

la propiedad de inyectividad se ve en que G2 C Gz C £4,1, su inversa se define

como E2C~l (xei + ye2 + ze3 + \(x2 + y2 + z2)e + e0) = (x, y). Con esto estamos

diciendo que estamos trabajando sobre un plano determinado de Gz C Gí,i-

Ahora, sean Pi_y Pf los puntos iniciales y finales mapeados respectivamente

a £4,1 y PP* = Pi A p/ la entidad par de puntos,

La estructura del segmento de línea la podemos recuperar de la siguiente

forma:

Punto inicial y final : aplicando la formula (2.131) a PP* y E2C~l

Representación de la línea : L* — PP* A e. Esta no es exactamente igual a

(a, b, c) pero es la representación de la línea en Gi,\, y teniendo los puntos

inicial y final se puede recuperar (a, b, c) .

Distancia de Hesse : aplicando la formula (2.130) con la representación de la

línea y eo

Mfe)2 (314)

Punto mas cercano al origen : aplicando la formula de (2.129)

p
= -(L* E) ((e+ L)Ie) (3*15)

0

Ángulo en coordenadas polares del punto mas cercano : ya obtenido el

punto mas cercano en Ga,i, mapeamos este punto a Gi con E2C~X
, luego

se saca su representación polar y de ahí su ángulo.

Utilizando el álgebra conformal en la representación de segmentos de líneas

podemos utilizar todas sus propiedades y características tal como las transfor

maciones confórmales.
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3.2.2. Coordenadas locales y globales en conformal

Como se ha dicho anteriormente el sensor láser regresa la posición de sus

mediciones en su propio sistema de coordenadas. Necesitamos trasladar esas po

siciones de acuerdo a la posición del robot y a la posición en la cual se encuentra

el sensor láser sobre el robot móvil. Para ello recurrimos a los movimientos rígidos

de las entidades en conformal.

El origen de las coordenadas globales las tomamos en base al origen que

tiene el robot internamente (usando el odómetro). Utilizando el caso del problema

de calibración mano-ojo [10, 11] y utilizando Gi,i con los métodos mencionados

en [12] pero aplicados a 2D2 encontramos el vector de traslación tiaser-robot y el

ángulo de rotación Oíaser-robot del origen del sensor láser desde el origen de coor

denadas globales. Con estos datos y utilizando (2.94), (2.100) y (2.102) creamos

el motor

■"■'■láser—robot = A láser— robot-ÉMaser—robot ^O.IOJ

que nos lleve desde el origen de coordenadas globales al origen del sensor láser.

Así cualquier punto registrado en el sensor láser lo obtendremos en coordenadas

globales ubicados en el origen.

Sean Trobot*Rrobot € Gi,\ el traslador y rotor de los movimientos del ro

bot móvil creados a partir de (3.7) y (3.6) utilizando únicamente las primeras

dos coordenadas en el caso del traslador y la ultima en el caso de la rotación

ya que estamos trabajando en 2D, el motor de desplazamiento del robot es

Mrobot = TrobotR_obot; con él tenemos el desplazamiento del robot y junto

con (3.16) obtenemos el motor que trasladará los puntos del sensor láser en cual

quier posición en la que se encuentre el robot, no únicamente en el origen. Este

motor es

Mlaser = M,_rMrobot (3.17)

donde Mi_r = RrobotMiaser-robotRrobot* Con (3.17) podemos trasladar cual

quier entidad en conformal x £ Ga,i de las coordenadas del sensor láser a las

coordenadas globales en cualquier ubicación del robot dentro del mapa global de

la siguiente manera

X' = MiaserXM^er (3.18)

2La tercera coordenada siempre es cero, excepto para la rotación
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3.2.3. Correspondencia entre líneas (par de puntos)

Sea LPp el conjunto que contiene las entidades de par de puntos correspon

dientes a la última lectura del sensor láser y GPP el conjunto de par de puntos

pertenecientes al mapa global. Utilizamos (3.17) en LPP para trasladar los pares

de puntos a las coordenadas globales quedando estas como L'PP.

Utilizando (2.134) para crear las esferas de cada elemento de L'PP y GPP,

y aplicando el teorema 2.4.1 entre las esferas resultantes de L'PP y GPP, creamos

una matriz Mc con dimensiones \GPP\ x \L'PP\, la cual será la matriz de corres

pondencias entre los pares de puntos del mapa local y global. Los casos que se

pueden encontrar al hacer esto se ilustran en la figura 3.5 y son los siguientes:

1. Las esferas se intersecan y es continuación del segmento de línea, figura 3.5

(a).

2. Las esferas no se intersecan pero está una dentro de la otra y son del mismo

segmento, figura 3.5 (b).

3. Las esferas se intersecan y no son del mismo segmento figura, 3.5 (c).

4. Las esferas no se intersecan y está una dentro de la otra pero no son del

mismo segmento figura, 3.5 (d).

5. No se intersecan y no son del mismo segmento, 3.5 (e).

Llenamos la matriz Mc dado los casos anteriores

{l'
si los caso 1 o 2.

,

a (3.19)
0 otro caso

donde /' £ V . Para los casos 1 y 3 donde hay intersección, hay que tomar

en cuenta el ángulo de la línea tomando en cuenta a (3.5). Para los casos 2 y 4

donde no hay intersección utilizamos (2.118), usando el centro de la esfera del

mapa local como punto para ver si esta dentro o fuera de la esfera del segmento

de línea global.

También hay que tomar en cuenta que podemos encontrar líneas demasiado

cercanas de diferentes objetos delgados como escritorios o sillas y se pueden llegar
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a confundir por un error de aproximación. Esto lo evitamos mediante la medición

de las distancias de los centros de las esferas del mapa global con las líneas del

mapa local utilizando (2.130) y cuidando que ésta no pase de un umbral £¿ dado.

Una vez obtenida Mc verificamos que no haya ninguna correspondencia re

petida de segmento de línea entre segmentos del mapa local y del mapa global. Se

verifica que la magnitud de la diferencia de los momentos de las líneas obtenidas

por (2.128) no sea mayor a fm. Si hay alguna correspondencia repetida se elimina

quedando la que este mas próxima a la línea correspondiente del mapa global.

3.2.4. Construcción de mapas

Una vez obtenidas las correspondencias entre el mapa local y mapa global

calculamos la ubicación actual de (3.6) y (3.7) como ya se había dicho anterior

mente y procedemos a fusionar los mapas locales y globales para que queden en

uno solo.

JFusión de líneas

Sean /' £ L'pp y gpp £ Gpp dos entidades que corresponden una a la otra

en los diferentes mapas. Utilizando (2.125) sacamos la longitud de segmento de

línea de cada uno de ellos y le asignamos a ppmayor el de mayor longitud y a

PPmenor el de menor longitud. Creamos las esferas respectivas de cada uno con

(2.134) y verificamos que efectivamente se corresponden utilizando los casos 1 o

2 de la sección anterior.

Sacando la dirección de cada línea con (2.127) y haciendo el producto in

terior entre ambas para ver si tienen el mismo sentido, definimos los puntos ex

tremos del segmento mas grande ppmayor extrayéndolos con (2.131) de la manera

siguiente:

( pi Si tiene el mismo sentido . .

— 1 p2 Si tienen sentido opuesto (volteamos los extremos)

{p2
Si tiene el mismo sentido

Pi Si tienen sentido opuesto (volteamos los extremos)
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donde pi,P2 £ ppmay0r- Y utilizando la esfera correspondiente a ppe
=

pei A

pe2, verificamos usando (2.118) con los puntos extremos de ppmeno, , que si hay

algún punto perteneciente a ppmenor fuera de la esfera, éste será sustituido por el

punto extremo correspondiente de la esfera. Así nos aseguráremos de que estamos

construyendo el segmento mas grande.

Al final remplazamos <7PP por ppe y agregamos a Gpp aquellos segmentos de

línea que no tengan correspondencia y pertenezcan z Lpp.

Verificación final

Se hace una verificación final para comprobar si al fusionar el mapa haya

quedado algún segmento de línea repetido y que este ocupando un espacio de

mas dentro del conjunto Gpp. A estos segmentos repetidos hay que eliminarlos

de Gm,.
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Figura 3.5: Casos de intersección de esferas
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Capítulo 4

Fusión de dispositivos para la

creación de un mapa en 3D

La creación de mundos virtuales a partir de la obtención de datos registra

dos por diferentes dispositivos es una de las tareas que hoy en día se han estado

estudiando en varias disciplinas de la visión computacional. Se usan diversos [7, 8]

sensores para medir los objetos que hay alrededor de un robot móvil el cual va

guardando incrementalmente información de su entorno. Estos sensores pueden

ser cámaras de vídeo, sonar ultrasonido, sensor láser, entre otros.

Los mapas generalmente son basados en objetos geométricos ya que estos

presentan una facilidad de representación en el espacio tridimensional. Estos

mapas generalmente son usados para la exploración de sitios a los que el hombre

no le es posible accesar y los robots móviles son una opción buena para explorar

esos rincones inaccesibles.

Utilizaremos un robot móvil (geometer) con un cabezal estéreo para la

captura de información de los objetos que nos rodean. Esté cuenta con una

unidad pan-tilt que nos proporciona un movimiento en dos ejes y con ellos poder

alcanzar a visualizar otros objetos que le rodean sin necesidad de girar al robot.

Además se cuenta con un sensor láser que registra los objetos que están al frente

del sensor con un rango de 180° y un alcance de 5m.

59
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Figura 4.1: Modelo a escala de GEOMETER

4.1. Reconstrucción de objetos 3D usando vi

sión estéreo

Se necesita tener por lo menos 2 cámaras que estén registrando el entorno

que rodean a un robot para poder plasmarlos y proyectarlos en un entrono de 3D.

A este sistema de 2 cámaras se llama sistema estéreo, el cual utiliza un algoritmo

de triangulación para poder obtener la reconstrución 3D y de ahí registrarlo.

Para la triangulación es necesario que las 2 cámaras estén debidamente

calibradas, y ubicar en las 2 imágenes de las cámaras el punto del que se quiere

encontrar la posición en 3D homogéneo. Para mayor información, el lector se

puede referir al apéndice A.
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4.1.1. Reconstrucción de entidades confórmales

Las entidades geométricas son fáciles de encontrar dentro de un ambiente

cotidiano. Gracias a que cada una de las entidades en geometría confromal se

pueden construir a partir de puntos, no es necesario un calculo extenso para la

representación de éstas.

La triangulación de un punto en un sistema estéreo nos regresa este punto

en coordenadas homogéneas. Sea X un punto en coordenadas homogéneas 3D

(de la forma (A.4)). Utilizando su representación en coordenadas euclidianas y

usando (2.62) para pasarlo a Gi,\, tenemos este mismo punto representado en el

espacio conformal.

Para la representación de las entidades es necesarios que cada entidad según

su tipo se vaya almacenando en un conjunto el cual contenga todas la entidades

previamente expuestas.

El punto

El punto es la entidad mas fácil de representar en espacio conformal, ya que

es un punto euclidiano 3D pasado a conformal por medio de (2.62) y se puede

recuperar el punto en euclidiano tal como se muestra en (2.114).

El par de puntos

Al tener dos puntos en conformal aplicamos (2.68), esta entidad la repre

sentamos por sus dos puntos en el espacio, dichos puntos los podemos recuperar

con (2.131), y después pasarlos a euclidiano.

La línea

Una vez obtenido el par de puntos en conformal, que es por donde se quiere

que pase la línea, se puede ilustrar una línea que pase por esos 2 puntos y la

representación de ésta línea en conformal la obtenemos con (2.81).

Es recomendable guardar también la entidad par de puntos para así saber
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de donde a donde se requiere que se despliegue la línea.

Si no es necesario que se despliegue en cierta ubicación la línea, se normaliza

con (2.126), se obtiene su dirección con (2.127) y el punto mas cercano de ésta

línea al origen usando (2.129). Una vez obtenidos estos datos desplazamos este

punto en la dirección de la línea y desplegamos ésta según su magnitud original.

En la figura 4.2 (a) y (c) se muetra como queda representada la línea en el

ambiente.

El círculo

Dados 3 puntos en conformal podemos expresar un círculo con (2.80). Para

desplegarlo necesitamos sacar su centro p£, esto se puede hacer de 2 maneras:

1. Utilizando (2.119) sacamos el plano en el que yace el círculo (2.120) la

línea normal al círculo y (2.123) la esfera pre-operada por e, sacando el

centro de la esfera que tiene como radio la distancia del centro del círculo

al origen.

2. Utilizando (2.123) normalizando con (2.115) y obteniendo el centro con

(2.116).

El radio del círculo lo sacamos con (2.122).

Una vez obtenido el radio y el centro creamos un rotor R^ con (2.96) usando

de eje la línea normal al círculo. Localizamos un vector v± £ Gz perpendicular

a la línea normal, normalizamos este vector y lo multiplicamos por el radio del

círculo (vj_ —

pz* vi). A este vector vx lo pasamos a Gi,\ para que sea el punto

que rotaremos alrededor del círculo para poder así dibujar su circunferencia. Co

menzamos a dibujar la circunferencia del círculo, rotando el vector perpendicular

utilizando R^ y a la hora de plasmar el segmento de la circunferencia le sumamos

el centro p£ a este vector.

En la figura 4.2 (a) se muetra como quedaría ilustado el círculo.
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Figura 4.2: a) reconstrución de círculo y línea, b) reconstrución de esfera, c)

recontrución de línea y plano

El plano

Debido a que el plano es un wedge de cuatro puntos confórmales (2.77) y

uno de ellos el e. Representamos al plano utilizando la misma técnica usada en

el círculo usando los tres puntos confórmales que representan al círculo. En vez

de ilustar una circunferencia se ilustrara un cuadrado.

Al igual que en la línea se recomienda guardar el círculo para futuros cálcu

los de despliegue (ver fig. 4.2 (c)).
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La esfera

La esfera la definimos con 4 puntos en conformal (2.75) y con (2.115) nor

malizamos esta esfera para poder sacar su centro y su radio con (2.116) y (2.73).

Con el centro y el radio es sencillo plasmar la esfera en un ambiente 3D,

utilizando las primitivas de OpenGL (ver fig. 4.2 (b)).

4.2. Modelado en 3D y unificación de coorde

nadas

Existen varios sensores que registran el ambiente que los rodean. Algunos

de estos sensores capturan puntos como los sonares ultrasonido o sensores láser,

otros capturan imágenes como las cámaras de vídeo, donde estas imágenes pueden

ser de un escenario tal como es o con una perspectiva omnidireccional. Cada uno

de estos sensores tiene su propio sistema de coordenadas y registra cada objeto

según las mismas.

Al de registrar un mismo objeto por medio de diferentes sensores y combinar

estos registros en un mismo ambiente, este objeto aparecería en distintos lugares

de acuerdo a la posición física de cada uno de estos sensores. Para que este

objeto aparezca dentro del ambiente ubicado en un mismo lugar y que todos las

mediciones tomadas por los diferentes sensores converjan en un mismo punto es

necesario unificar las coordenadas de cada uno de éstos en un mismo sistema

en común, creando así un ambiente único donde todos los sensores registren un

objeto y este se encuentre de acuerdo
al lugar y posición donde fue tomado dicho

objeto.

El ambiente en el que se van a unificar estos objetos es un ambiente tridi

mensional creado con el estándar OpenGL. Ahí se ha modelado el robot móvil

(geometer), con algunos de sus dispositivos con una escala en la cual todos los

puntos registrados queden exactamente 1:1 con el robot. Por lo tanto lo que se

registre en los sensores y se plasme en el ambiente virtual será la ubicación exacta

en la realidad.
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4.2.1. Uso de motores confórmales en 3D

Para poder unificar todos los sensores en un mismo ambiente es necesario

conocer la posición del origen del sistema de coordenadas de cada uno de estos

sensores con respecto al origen de coordenadas del ambiente unificado. Esto lo po

demos lograr gracias al problema de calibración mano-ojo [10, 11], y con la ayuda
del álgebra conformal podemos encontrar el origen del sistema de coordenadas

en cada uno de los sensores.

Utilizando los métodos mencionados en [12] modificándolos para el uso de

rotores (2.94), trasladores (2.100) y motores (2.102) según sus definiciones en

el álgebra conformal y utilizando las propiedades de cada uno de ellos, podemos

extraer los ejes de rotación y vectores de traslación necesarios para llegar al origen

de coordenadas de cada uno de los sensores partiendo del origen de coordenadas

del ambiente unificado.

Gracias a que estas entidades forman un álgebra [1] podemos realizar opera

ciones entre los trasladores, rotores y motores dando como resultado otro motor,

el cual tendrá en una sola entidad el desplazamiento y giro de todos los movi

mientos realizados individualmente.

4.2.2. Modelado de dispositivos de entrada

Llamamos dispositivos de entrada a aquellos dispositivos que ingresan in

formación al sistema interno del robot móvil. Estas entradas pueden ser para

saber su ubicación (odómetro), saber qué objetos están a su alrededor median

te medidores de alcance (sonar ultrasonido, sensor láser) o medidores de toque,

conocer el ambiente tal cual lo ve una persona (cámaras de vídeo) ,
sonidos en el

ambiente, etc.

Desplazamiento del robot móvil (odómetro)

El desplazamiento del robot generalmente es sobre un plano cartesiano

con coordenadas x y y, y cuenta también con un ángulo de giro 9 sobre un

eje determinado (generalmente z). Estas mediciones se registran mediante la
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odometría, pero esta no es 100% confiable debido a que las ruedas del robot

pueden patinar y dar mediciones erróneas. Para corregir estas mediciones de

desplazamiento utilizamos (3.7), y para la correción del ángulo de giro del robot

(3.6).

Declaramos a Rpos el rotor creado a partir de la definición (2.96) utilizando

el ángulo (3.6) y el eje de rotación z, y Tpo8 el traslador definido por (2.100)

y utilizando t = (x, y, 0)T obtenido de las coordenadas de desplazamiento en el

plano cartesiano.

Anteriormente ya habíamos mencionado a Rpos y a Tpos pero solo para 2D

y con nombres de Rrobot y Trobot respectivamente. Ahora los usaremos pero en

un ambiente tridimensional.

Unidad de sensor láser

Figura 4.3: Origen de coordenadas del sensor láser

Basándonos en (3.16) pero ahora tomando en cuenta el aspecto tridimen

sional y encontrando a que altura se localiza el sensor láser definimos Misr que es

el motor qué lleva desde el origen del sistema de coordenadas unificado al origen

del sensor láser. Ahora definimos el motor que lleva los puntos registrados del
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sensor láser al sistema de coordenadas unificado en cualquier posición en la que

se encuentre el robot móvil. Definimos a

Mc, = RposMu.-Rjü (4.1)

JVlpos
—

-»-Pos"_sr l'*"'']

M,u = Mc,Mpos (4.3)

donde (4.1) es el motor de traslación y giro hacia el centro del láser; (4.2) es el

movimiento del robot usando el láser y (4.3) es el motor que nos lleva al origen

del sensor láser en el sistema de coordenadas unificado.

Utilizando (4.3) con cualquier entidad geométrica registrada con el sensor

láser la podemos trasladar fácilmente al sistema de coordenadas unificado usando

la forma

x' = M,uxM^ (4.4)

Unidad Pan-Tilt

La unidad Pan-Tilt es una unidad que tiene dos grados de libertad, la cual

hace que se mueva el cabezal tanto vertical como horizontalmente. Sean 9pan y

9tut los grados de libertad que tiene esta unidad pan-tilt, utilizando el problema

de calibración mano-ojo [12] encontramos los ejes de rotación Lpan ,
L ti¡t £ G\,\

correspondientes al pan y el tilt respectivamente, encontramos el punto que tiene

la distancia mínima entre los ejes Lpan y Ltut, y creamos un traslador a ese punto

desde el origen de coordenadas unificado. Sea Teje el traslador que manda el

origen de coordenadas unificado al punto con distancia mínima entre los ejes del

dispositivo pan-tilt. Este punto nos sirve como referencia para encontrar los ejes

del pan-tilt. Como el eje del pan es casi vertical y el eje del tilt es casi horizontal,

creamos los rotores Rpan y Rtnt en los ejes
l
z y x respectivamente.

El traslador a este punto, nos lleva al punto que sirve de partida para ir

hacia el origen de coordenadas de las cámaras.
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Figura 4.4: Origen de coordenadas del sistema estéreo

Sistema estéreo

El sistema estéreo tiene su origen de coordenadas en la cámara del la

do izquierdo según nuestro modelo en el robot móvil (geometer). Para llegar

ahí creamos un traslador Toj0 desde el punto que tiene la distancia mínima entre

los ejes del pan-tilt hacia el origen de coordenadas del ojo.

El motor que nos lleva desde el origen de coordenadas unificado al origen

de coordenadas de la cámara estéreo se desarrolla de la siguiente manera:

T =
-*■ eo

—

-ep

M
mpt

Me

-t*-Pos •*■ eje*r**Pos

rvpogr\.panxvtiitRPt —

J- oPt
—

-"-pt -I- ojo-^pt

—

■*■ pos-TÍpt

=

J-opt J-ep-Tt-mpt

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

donde (4.5) es la traslación al punto que tiene la distancia mínima a los ejes de

pan-tilt, teniendo en cuenta la rotación de la posición del robot. (4.6) es el rotor

••Se pueden usar Lpan y Ltqt como ejes de rotación utilizando (2.109).
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resultante de todos los giros que sea han hecho tanto en la posición del robot,

como en el pan-tilt. (4.7) es la traslación a la cámara izquierda del sistema estéreo

teniendo en cuenta todos los giros que ha tenido el sistema. (4.8) es el motor de

movimientos del robot, junto con el pan-titl. (4.9) es el motor de movimiento

completo del robot.

Cualquier punto registrado por las cámaras, en cualquier ángulo de 9pan

y 9tm, en cualquier posición del robot se podrá mandar de las coordenadas del

sistema estéreo a las coordenadas del sistema unificado con

x' = Meu^MTu (4-10)

4.2.3. Realización del mapa en 3D

Figura 4.5: Mapa 3D con y sin paredes virtuales

El sistema completo del robot móvil geometer (hasta lo que se ha explicado)

tiene en total 5 grados de libertad para el registro de información. Estos son:

1. Posición en desplazamiento en el eje x

2. Posición en desplazamiento en el eje y
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3. Posición del ángulo de rotación 9

4. Posición del ángulo de rotación de pan 9pan

5. Posición del ángulo de rotación de tilt 9tüt

Si en algún momento cambia el valor de alguno de ellos, es necesario realizar

el calculo del motor, rotor, o traslador en el cual intervenga, para mantener

actualizados los datos.

Una vez teniendo los datos actualizados se procede a capturar los datos y

plasmarlos en el ambiente virtual utilizando (4.4) para las lecturas del láser y

(4.10) para las lecturas de las imágenes estéreo.

Paredes virtuales del láser

Los segmentos de línea se pueden apreciar mejor si se utiliza un plano per

pendicular al piso simulando una pared. Esta técnica solo sirve de visualización

ya que no estamos seguros de que realmente sea una pared lo que el sensor láser

esta detectando o si es algún otro objeto que esta la misma altura del sensor

láser.

Para evitar una posible colisión, es necesario el uso de las cámaras, para

así tener a la vista los objetos que están fuera del alcance del sensor láser. Una

ventaja que tiene este sistema estéreo es que cuenta con la unidad pan-tilt que

le ayuda a observar lugares que no se alcanzarían a ver si las cámaras estuvieran

fijas en un solo lugar.
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Figura 4.6: Paredes virtuales registradas con el sensor láser
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Capítulo 5

Relocalización

La localización de un robot en un entorno ya establecido, es uno de los

problemas que se presentan una vez que el robot ha terminado de realizar el

mapa completo de su entorno y éste es movido a un lugar arbitrario. Entonces

la función, es localizarse dentro del mapa realizado previamente.

Típicamente los robot tienen registrada internamente la posición en la que

se encuentran partiendo del momento en que fue iniciado el registro (utilizando

el odómetro). Esta información una vez que el robot, fue puesto en otro lugar del

entorno no sirve de mucho. Lo que hay que hacer es volver a registrar el entorno

actual donde se encuentra ubicado el robot crear un pequeño mapa y hacer una

comparación de este mapa contra el mapa registrado anteriormente.

Los mapas que se han realizado en capítulos anteriores, han contenido in

formación geométrica del entrono que lo rodea. De ese entorno utilizaremos los

registros obtenidos por el sensor láser ya que este es el que ha formado más

entidades geométricas las cuales utilizaremos para la relocalización.

Debido a que solo usaremos los registros del sensor láser, utilizaremos las

características de los segmentos de línea para esta localización. Una de estas

características es la representación de la línea en el espacio de Hough.

73
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5.1. Representación del mapa en el espacio de

Hough

"Jn

• •

P

Figura 5.1: Representación de un mapa en el espacio de Hough

Los mapas generados con segmentos de línea son representados en el es

pacio de Hough (3.3) como una gráfica que pertenece al primer cuadrante del

plano cartesiano (ver figura 5.1), en donde los valores de 9 y p no tienen valores

negativos y existe una continuidad circular con respecto al eje de 9.

La continuidad del eje de 9 se puede representar cuando alguna línea cambia

de ángulo pero sigue teniendo el mismo p, este ángulo solo sera desplazado en

el rango de [0,27r). Sí el ángulo de una línea llega al limite superior de 27r o lo

supera, este pasara a la parte inferior de la gráfica iniciando con 9 — 0.

Si ubicamos un robot móvil en una posición arbitraria del mapa hacemos

que gire sobre su eje de rotación y si este eje de rotación esta ubicado en el cetro

de coordenadas del sensor láser.El resultado del giro representado en el espacio

de Hough se ilustraría en los puntos (p,9), donde estos solo se desplazaran en el

eje de 9 y este movimiento seria cíclico.
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5.2. Relocalización basados en la transformada

Hough

Para la relocalización se necesitan 2 cosas: el mapa generado previamente

del entorno, y el mapa generado a partir de la nueva posición a la que se quiere

localizar el robot.

Sea M el conjunto de segmentos de línea (entidad par de puntos en geome

tría conformal) el cual representa el mapa del entorno de un robot, y L el conjunto

de segmentos de línea que se encuentran cerca de la nueva ubicación del robot. A

estos segmentos les sacamos su representación en el espacio de Hough (3.3) Mn

y Ln, donde cada punto (p,9) representa una línea en el plano cartesiano.

Debido a que estamos hablado de las mismas entidades podemos decir que

Lh C Mh con una diferencia de un ángulo A9 y un desplazamiento Ax y Ay, el

cual repercute en el valor de p.

Como estas líneas están desplazadas por el ángulo A9, si recorremos cada

uno de los puntos de M¡_ con la diferencia de cada una de las líneas de Lh

y sacamos su distancia (la cual no debe de ser mayor a un £¡ y £p dados),

obtendremos la correspondencia entre las líneas del mapa generado previamente

con las líneas del mapa generado a partir de la nueva posición.

1. Sea m £ Mh un segmento de línea del mapa principal, y para todo / £

Lh sacamos su diferencia de ángulo A9 y la diferencia Ap de la siguiente

manera:

A9j = dif fTheta(mle,lh) (5.1)

Ap; = mlp-ljp (5.2)

donde A9j,Apj £ 4>mii, es un nuevo conjunto que contiene las diferencias

de un elemento m¿ € Mh contra todos los elementos lj £ Lh, y lo represen

tamos como

mi-Lh = 4>mii (5.3)

2. Una vez obtenidas estas diferencias del i-esimo elemento de Mh agregamos

esta diferencia a los elementos del mapa de la nueva ubicación dándonos
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como resultado

Lh + <t>mxi = Vv.- (5.4)

3. Con iph, hemos desplazado las líneas de Lh con respecto al valor de A9,

de acuerdo a la diferencia de ángulo de un segmento de línea de M¡_. Ade

mas obtenemos la diferencia de Ap para aproximarlo al valor de p de los

segmentos de Mh- Estos valores los comparamos con Mh, realizando una

diferencia entre M¡_ y iph.

Mh-A^tk, (5.5)

4. Sea V una matriz de votos, con una dimensión de \M\ x \L\, la cual esta

inicializada en cero. Esta matriz la llenamos de la siguiente forma

| Vm||l si los valores de £/,. son menores a £g y £p .

Vm,/ = <
'

,
(5*6)

I Vm,i otro caso

5. Se repite este procedimiento para toda m¿ £ Mh, para que al final la matriz

V tenga una votación referente a la línea que corresponde entre el mapa

recién registrado y el mapa del ambiente previamente capturado.

Una vez obtenido todos los votos posibles de la matriz V, sacamos el que

haya tenido mas votos por columna, y de acuerdo a la posición de la fila,

esta será la línea que corresponde.

6. Creamos un nuevo vector C de dimensión \M\, el cual tendrá en cada posi

ción el valor de referencia al segmento de línea correspondiente a L. Si no

existe correspondencia entre una línea de M y una de L, tendrá un valor

nulo.

7. Se obtiene el promedio 0 de la diferencia de ángulos entre las líneas que

corresponden entre si utilizando (3.5).

8. Se crea un rotor (2.96) para girar al robot móvil dentro del entrono virtual

con un ángulo 0. Este rotor se aplicara a todas las entidades de L. Una

vez corregido el ángulo, lo único que hace falta es un desplazamiento sobre

las coordenadas x y y.
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9. Obtenemos los puntos más cercanos al origen de cada par de líneas en

correspondencia. Sacamos su desplazamiento utilizando la misma metodo

logía que se uso para sacar a TCOTT haciendo uso de (3.12).

10. Creamos un traslador (2.100) con los datos obtenidos del desplazamiento

en x y y. Le aplicamos este traslador a todos los elementos de L para que

se desplacen al lugar donde corresponden las líneas.

11. Una vez hechas estas correcciones de posición y ubicación del robot móvil

(rotación (3.6) y traslación (3.7)). Se puede seguir navegando en el ambien

te e incrementar los objetos capturados por los diferentes dispositivos de

entrada.

En la figura 5.2 se muestra una serie e imágenes correspondientes a una reloca

lización del robot geometer dentro de una habitación virtual pequeña.

Se muestra en la figura 5.2 (a) que esta tomando unas medidas del lugar,

luego en (b) crea el mapa correspondiente a esas mediciones, (c) se carga el mapa

ya antes tomado (líneas negras) y se compara con las líneas recién tomadas, (d)

se hacen los cálculos necesarios aplicando la relocalización y se aplica el rotor y

traslador resultante y se coloca en la posición de acuerdo al mapa original y se

hace una comparación con las líneas que corresponden.
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Figura 5.2: Pasos en la relocalización



Capítulo 6

Conclusiones

En esta tesis se presentaron los temas de navegación robótica utilizando

álgebra geométrica conformal, la fusión de dispositivos para la creación de mapas

3D y la localización de un robot móvil dentro de un mapa previamente capturado.

En las siguientes secciones se presentarán los resultados, así como las conclusiones

y trabajo futuro de los temas antes mencionados.

6.1. Navegación robótica

6.1.1. Principales resultados

Se hizo uso del álgebra geométrica conformal, para una representación mas

compacta de un segmento de línea utilizando la entidad par de puntos. Con

esto estamos representando en una sola entidad un segmento de línea con la

cual se pueden extraer todos las propiedades necesarias para la construcción de

los mapas. Esto hace más fácil el guardar información ya que solo es necesario

guardar una entidad en vez de varios datos.

Se utilizaron las trasformaciones confórmales en movimientos rígidos para

la ubicación y localización del robot móvil dentro del ambiente virtual. Haciendo

uso de los trasladores, rotores y motores del álgebra geométrica conformal, se

hace mas sencilla la representación y la aplicación de los mimos para cualquier

79
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movimiento del robot y datos obtenidos con el sensor láser.

Se expusieron nuevas fórmulas dentro del álgebra geométrica conformal

(capítulo 2) para el desarrollo del capítulo 3, principalmente para el manejo de

líneas y puntos, y líneas y par de puntos.

6.1.2. Trabajo futuro

Dentro de lo que es la creación de mapas y la navegación robótica, quedan

varios temas a tratar al igual que en SLAM, donde se busca que la navegación

sea automática y sin necesidad de intervención humana.

Los métodos aquí expuestos se pueden perfeccionar para su uso autónomo,

utilizando las fórmulas del capitulo para la medición de distancias y haciendo el

uso del álgebra geométrica conformal para su representación mas compacta.

Dentro del SLAM queda mucho por desarrollar ya que hay varios factores

que entorpecen la creación de estos mapas, como el registro de objetos que se

estén moviendo dentro del ambiente, o el registro de objetos que representan un

obstáculo pero no pueden ser alcanzados por el sensor láser.

6.2. Fusión de dispositivos

6.2.1. Principales resultados

Se presento el uso del álgebra de motores en conformal para la fusión de

los sistemas de coordenadas de cada dispositivo de entrada del robot móvil.

Utilizando los motores se puede pasar fácilmente de un sistema de coorde

nadas a otro, teniendo en consideración en que existe un sistema de coordenadas

unificado el cual todos los sensores se tienen que regir por él.

Fueron modelados los 5 grados de libertad que tiene el robot móvil geometer

para el registro de objetos al sistema interno. Estos grados de libertad fueron el

desplazamiento en las coordenadas x y y, la posición del robot con respecto al

eje z y los movimientos de pan-tilt.
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Se presentaron las técnicas para la representación en un ambiente virtual

de las entidades confórmales, así como las propiedades de cada una de ellas para

lograr estas representaciones.

Se creo un modelo a escala 1:1 del robot móvil geometer, con el cual se

obtiene un realismo en los objetos que esta registrando el robot. Estos registros

están dentro del ambiente virtual en la posición y lugar de acuerdo a donde los

objetos reales fueron registrados.

En la creación de los mapas 3D se propuso el uso de paredes virtuales para

darle un realismo al ambiente 3D que esta registrando el robot.

Se desarrolló las propiedades de los trasladores, rotores y motores del álge

bra geométrica conformal.

6.2.2. Trabajo futuro

Realizar el modelado de los otros dispositivos con los que cuenta el robot

móvil geometer, y fusionarlos dentro del sistema de coordenadas unificado.

Utilizar el álgebra de motores en conformal para modelar diferentes dispo

sitivos que tengan las características del robot móvil geometer.

Automatizar el registro de entidades confórmales dentro de un ambiente

3D.

La creación de un algoritmo para la realización de motores en geometría

conformal, los cuales modelen un mecanismo con n grados de libertad.

6.3. Relocalización

6.3.1. Principales resultados

Se utilizó la representación de la línea en el espacio de Hough, a fin de

utilizar el rango del ángulo, que es de [0, 27r).

Se introdujo un algoritmo para la localización de un robot dentro de un

ambiente ya conocido con anterioridad. Donde el robot esta en una posición
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arbitraria y este algoritmo busca la posición del robot dentro del mapa conocido.

6.3.2. Trabajo futuro

Mejorar este algoritmo introduciendo términos de probabilidad, lo cual ayu

daría a saber con mayor exactitud la posición del robot móvil.

Realizar experimentos en ambientes donde existan un número considera

blemente grande de líneas en las cuales exista una mayor posibilidad de error al

realizar de la localización, e implementar las mejoras al algoritmo.



Apéndice A

Modelo Matemático de Visión

Computacional

En este capítulo explicaremos el modelo matemático comúnmente usado en

visión computacional. La Geometría Proyectiva es el modelo más ampliamente

usado en este ámbito. Este modelo matemático esta basado en el calculo vecto

rial, álgebra de matrices y tensores. El lector pude referirse a [13] para mayor

información acerca de este tema.

A.1. Modelo de una cámara

La manera mas común de modelar las proyecciones perspectivas en un plano

de una imagen es usando el modelo de la cámara pinhole (ver fig. A.1). En el cual

tenemos un centro de la cámara (C) o centro de proyección, también conocido

como centro óptico, un plano de la imagen o plano focal (z = /), un rayo o línea

perpendicular al plano de la imagen llamado eje principal o rayo principal de la

cámara y un punto p llamado punto principal el cual es la intersección del plano

de la imagen y el eje principal.

A partir de este modelo se van agregando características especiales de las

cámaras, como la posibilidad de tener pixeles no cuadrados (como en el caso de

las cámaras CCD) y que éstos tengan inclinación. Con estas características el

83



WÉNDICE A. MODELO MATEMÁTICO DE VISIÓN COMPUTACIONAL
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Figura A.1: Modelo de la cámara pinhole

modelo que representa a la cámara es una matriz de proyección de 3 x 4, la cual

podemos representar como

P = KR I I (A.1)

donde K es llamada la matriz de calibración de la cámara, R es una matriz

de rotación de 3 x 3 que representa la orientación del marco del sistema de

coordenadas de la cámara, I es la matriz identidad de 3 x 3, y C es un vector

columna que representa las coordenadas del centro de la cámara en el marco de

sistema de coordenadas del mundo.

La matriz K tiene la forma

K =

«i

0

0

a-,

Xo

2/o (A-2)

donde

ax
= fmx yay

= fmy representan el factor escalar en las coordenadas x y

y de la distancia focal de la cámara en términos de las dimensiones de los

pixeles mx y my en las direcciones xy y respectivamente.

s es el parámetro de inclinación1

xQ
— mxpx y yo

=
myPy son **as coordenadas del punto principal en el plano

de la imagen en términos de las dimensiones de los pixeles.

xPara una cámara CCD s = 0 generalmente, si s ^ 0 los ejes x y y de la cámara no son

perpendiculares (este caso es poco común).
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Desarrollando (A.1), P pude ser representada como

P = K R (A.3)

donde t = -RC.

A. 1.1. Proyección de puntos

En geometría proyectiva, todos los nD puntos son representados por un

vector columna de (n+l)D entradas usando las coordenadas homogéneas. Así, la

forma general de un punto X en 3D es

X =

X

Y

Z

w

(A-4)

X representa el punto Euclidiano (X/W, Y/W, Z/W). Bajo el modelo de la cáma

ra pinhole la proyección de un punto 3D homogéneo se escribe como

Ax = PX (A-5)

Pu P12 Pl3 Pl4

P21 Pn P23 í>24

Pzi PZ2 P33 PZi

PÍ]
PÍ X

PÍ

Donde x es un vector de 3 entradas que representa un punto en 2D en coordenadas

proyectiva. A es un factor escalar arbitrario diferente de cero que es conocido como

la profundidad proyectiva. Nótese que las filas pf de P pueden ser vista como la

intersección de los planos ópticos (vea fig. A.2).

El conjunto de todos los puntos X homogéneos en 3D es llamado espacio

proyectivo de 3D P3 En este conjunto el punto nulo 0 = [0, 0, 0, 0]T es excluido.

Similarmente, el conjunto de todos los puntos x homogéneos en 2D es llamado

espacio proyectivo de 2D P2
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Figura A.2: Los planos ópticos pf en la cámara con centro en C

A.2. Geometría proyectiva de 2 vistas

Hasta ahora hemos visto la ecuación básica para la proyección de un punto

en el plano de la imagen. Para la reconstrucción de esté, la geometría proyectiva

del escenario debe de ser estimada primero. Esta geometría puede ser expresada

por el tensor bifocal. Describiremos ahora los algoritmos que se implementan

para el calculo de este tensor, y con este reconstruir nuestro escenario.

A.2.1. El tensor bifocal

La geometría proyectiva definida para dos vistas, se puede describir por

un Tensor Bifocal, también llamado Matriz Fundamental, (véase fig. A.3). Esta

matriz esta definida por la ecuación

x^Fx = 0 (A.6)

donde x y x' son los puntos correspondientes de la primera y segunda vista

respectivamente. La matriz F de 3x3 tiene rango dos con 7 grados de libertad

(degrees of fredom, (dof)), y puede ser calculada con 8 (o mas) correspondencias

de puntos. Si x = [x, y, 1]T y x'
= [x', y', 1]T entonces (A.6) pude ser reescrita

como

x'xfn + x'y/12 + x'fn + y'xfn + y'yf-n + y'hz + xf31 + y/32 + fzz = 0 (A.7)

Las entradas de F se pueden reagrupar en un vector columna f tal que la ecuación

(A.7) se puede reescribir como

x'x x'y x' y'x y'y y' x y 1 f = 0 (A-8)
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De un conjunto de n correspondencias de puntos, podemos hacer un sistema de

la forma

x\xi x\yi x[ y[xi y\yx y[ xx yi 1

f = Zf = 0 (A.9)

x^x„ x'nyn x'n y'nxn y'nyn y'n xn yn 1

Donde f pude ser resuelta tomando el vector nulo de Z.

Una vez que la matriz F es conocida, las matrices de las cámaras pueden

ser calculadas como

P = [J|0]

P' = i[e%F\e']

donde é = [éx e2 e'3]T es el vector nulo de FT (FTe' = 0) y

M. =

0 -e'3 e'2

e'3 0 -e\

°2 el-e', e. 0

La formula general para calcular P' es

p> = [[e']xF + e'vT\Xe'}

donde v = [vx v2 v_]T es cualquier vector y A es un escalar no cero.

(A.10)

(A.11)

(A-12)

(A.13)

A.3. Triangulación

Dada las matrices de las cámaras P y P' sean x y x' dos puntos en las

dos imágenes que satisfacen (A.6). Estos puntos se pueden retroproyectar
en una

línea o un rayo e intersecarlos para localizar esté punto en 3D.

El rayo retroproyectado desde x por P es obtenido resolviendo PX = x. La

familia parimétrica de la solución para calcular este rayo esta dada de la forma

X(A) = P+x + AC (A-14)
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Figura A.3: La matriz fundamental F y triangulación. Los puntos de las imágenes

x y x' retropoyectados en rayos. Si la restricción epipolar x'Fx = 0 se satisface,

entonces estos dos rayos viven en un plano, y se intersecan en un punto X en

3D.

donde P+ es la pseudo-inversa2 de P, y C es un vector nulo, llamado el centro

de la cámara, definida por PC
= 0. El rayo es parametrizado por un escalar

A. Un punto P+x vive en el rayo porque este es proyectado hacia x, ya que

P(P+x) = Ix = x.

Una vez que se tienen los dos rayos correspondientes a x y x', estos se

intersecan en un punto ya que viven en el mismo plano epipolar. Este punto X

se proyecta por estas dos cámaras hacia los puntos x y x' en las dos imágenes

(ver la fig A.3).

Pero en la práctica estos casos ideales pocas veces se presentan debido al

ruido en las imágenes y escalas de las mismas, por lo cual los rayos no son copla-

nares, y por consecuencia no se intersecan. La solución a este caso es encontrar

un segmento de línea donde su magnitud intersecan la distancia mínima que hay

entre estos dos rayos (ver la fig A.4). Una vez encontrado este segmento de línea,

se calcula su punto medio y este se toma como el punto X en 3D que representa

la retroproyección de los puntos x y x'

2La pseudo-inversa se pude definir como P+
= PT(PPT) 1, la cual PP+ = I
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Figura A.4: Triangulación de un punto en la práctica
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