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Resumen

Actualmente los algoritmos cudnticos han tomado gran relevancia y diversas discipli-
nas empiezan a incorporarlos a sus respectivos campos de investigacién. Por otro lado, los
grafos dirigidos (digrafos) siguen siendo un modelo matematico utilizado para resolver di-
versos problemas del campo de la computacién (ej. telecomunicaciones). En este trabajo se
describe una metodologia para relacionar digrafos con topologia regular y circuitos cuanti-
cos. Para ello se desarrollaron programas que reciben de entrada matrices de adyacencia e
identifican la topologia y pardmetros del digrafo al cual pertenece, y a través de una serie
de reglas, construye el circuito cudntico asociado al digrafo. Se encontré que es posible ha-
cer esta relacioén con las nueve topologias regulares estudiadas en este trabajo y, bajo ciertas
restricciones, esta relacién es biunivoca.
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Summary

Currently, quantum algorithms have taken on great relevance and various disciplines are
beginning to incorporate them into their respective fields of research. On the other hand,
directed graphs (digraphs) continue to be a mathematical model used to solve various pro-
blems in the field of computing (eg telecommunications). In this work a methodology to
relate digraphs with regular topology and quantum circuits is described. To this end, pro-
grams were developed that receive adjacency matrices as input and identify the topology
and parameters of the digraph to which it belongs, and through a series of rules, build the
quantum circuit associated with the digraph. It was found that it is possible to make this
relationship with the nine regular topologies studied in this work and, under certain res-
trictions, this relationship is one-to-one.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Los principios fundamentales de la computacién cudntica se establecieron cuando ain
las computadoras personales no existian en la década de 1970. A principio de la década de
1980 se lograron avances significativos cuando Paul Benioff propuso el método cudntico de
la maquina de Turing. Por esta época, Richard Feynman y Yuri Manin propusieron el mo-
delo basico de una computadora cuantica. En 1985, David Deutsch publicé el concepto de
la computadora cudntica universal. A fines de la década de 1980, Bikas K. Chakrabarti esta-
blecieron la efectividad en poder de computo que tenian los ordenadores cuantico respecto
a los clésicos [1].

En la siguiente década hubo una gran cantidad de avances: el protocolo de comunicacién de
Artur Ekert, el algoritmo de Deutsch-Jozsa, el algoritmo de Simon, el algoritmo de factoriza-
cién de nimeros primos de Peter Shor, el algoritmo de Grover y el algoritmo y la correccién
de errores cuanticos creado en la década de 1990 (2, 3]. En el mismo periodo, las operaciones
con la compuerta CNOT se realizé utilizando iones atrapados en frio. Ademas, DiVincen-
zo estableci6 el requisito minimo de debia tener una computadora cuantica. Alexei Kitaev
publicé sus primeros articulos sobre topologia en la computacién cudntica, y fueron repor-
tados los primeros qubits superconductores [1].

En las altimas cuatro décadas, la computacion cldsica ha crecido rapidamente y probable-
mente a dia de hoy haya alcanzado su limites fisicos. Con miles de millones de dispositivos
conectados, redes sociales y transformacién digital de los gobiernos y las industrias, la hu-
manidad vive en una era en la que la sobrecarga de informacién incumple con las normas
clasicas limites de computo. Por lo tanto, es natural que los inversores y los tecnélogos ex-
ploren nuevas vias[1].

La mecanica cudntica ha ayudado a resolver una gran cantidad de problemas computacio-
nales en fisica, quimica, seguridad en las comunicaciones y el internet. Los avances tec-
nolégicos han llevado a la computacién cudntica y a las comunicaciones a dominios verda-
deramente grandes en datos, donde incluso las redes clasicas que describen a un sistema
cuantico puede exhibir caracteristicas sumamente complejas, dando lugar a lo que parece
ser un cambio radical de paradigma necesario para enfrentar un tipo fundamental de com-
plejidad [4].

Se ha demostrado que ciertos sistemas cudnticos tienen propiedades complejas relacionadas
con los sistemas clasicos, asi como nuevos mecanismos y principios que interrelacionan ca-
racteristicas complejas en los sistemas cudnticos [4].

Las herramientas que se utilizan para construir las redes cudnticas se pueden modificar pa-
ra aplicarlas a las redes complejas clasicas, lo que da inicio a la teoria de la informacién en
redes tanto para sistemas cldsicos y cudnticos. Varios efectos cudnticos todavia estan fuera
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del rango predictivo de aplicabilidad de la teoria de redes complejas. De manera que, el ob-
jetivo es dirigirse hacia una nueva teoria de redes complejas, basada en la fisica estadistica
para redes complejas, con una teoria basada fundamentalmente en la mecanica cuantica [4].
Los avances continuos en la teoria de redes cudnticas complejas ayudardn a enfrentar los
desafios que surgen a medida que las tecnologias cudnticas se amplian a productos comer-
cialmente viables. El trabajo hacia una teoria de redes cudnticas complejas abre nuevos ca-
minos al enfrentar los desafios tecnoldgicos que se presenten [4].

1.2. Motivacion

Las computadoras cuanticas prometen cambiar la forma en la que se realizan cédlculos
complejos. Recientemente, la empresa Google dijo haber alcanzado la supremacia cuantica,
esto es, resolver en cuestién de horas, un problema que a una computadora clésica le llevaria
anos. Como estudiante de fisica aplicada me pareci6 muy interesante unir la computacién
cuantica con la teoria de grafos, que a su vez estd relacionada con los sistemas complejos.
Este trabajo trata de encontrar una relacién entre ambas disciplinas a través de una serie de
reglas y condiciones.

1.3. Objetivos

En este trabajo se busca desarrollar una metodologia para establecer una relacién entre
los digrafos con topologia regular y los circuitos cuanticos.

Objetivos especificos:

» Definir los digrafos con topologia regular que se estudiardn en esta tesis y construir
varios ejemplos de estos.

» Identificar el tipo de topologia a partir de un patrén de reconocimiento inverso apli-
cado a las matrices de adyacencia.

» Definir reglas para la construcciéon de digrafos con topologia regular a través de las
compuertas cudnticas X, CX y CCX.

» Identificar los patrones obtenidos en los circuitos cudnticos y generalizarlos.

» Determinar el estado cudntico para cada sistema después del proceso de medicién y
generalizarlo.

» Construir los digrafos con topologia regular, asi como su distribucién de grado.

1.4. Elementos de Mecanica Cuantica

1.4.1. Notacion de Dirac

Un espacio vectorial lineal V se representa por un conjunto de vectores que cumplen con
las condiciones [1]:

1. Existe una operaciéon de suma de vectores para todo |X),|Y) € V:

= [X)+[Y) =]Y)+[X).
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= [X)+(Y)+12)) = (IX)+|Y)) +1|Z).
] |X>+0:|X>
. XY [X)—|X) = 0.

2. Existe la operacién de multiplicacion por cantidades escalares a,b,c,... € C:

w a(|X)+|Y)) =alX)+alY).
» a(b|X)) = ab|X).

» (a+D)|X)=al|X)+b|X).
w 1|X) =1|X).

= 0|X)=0.

En estas definiciones se us6 la notacidon de Dirac para los vectores ket, la cual se representa
por | ).

Un espacio vectorial de n vectores linealmente independientes se dice que tiene dimension
n'y se denota por V". Por tanto, un vector |X) de n dimensiones se puede representar como
una combinacién lineal de n vectores linealmente independientes {|xq), |[x2), |x3),..., |x;,)}
[1].

Un conjunto de n vectores linealmente independientes en un espacio vectorial de n dimen-
siones recibe el nombre de base. De manera que un ket |X) se puede representar como [1]:

X)= )" ailx;). (1.1)
i=1

En la expresion (1.1) los vectores |x;) representan la base, mientras que los coeficientes a; € C
son las componentes del vector |X) en dicha base. La representacién matricial de (1.12) se
da por el vector columna [1]:

ax
az

X)=|" | (1.2)

a;

El vector bra del ket | X) se define como el traspuesto conjugado de este [1] y se denota como
(X]:

n

(X|= ) ay(xl, (1.3)

i=1
lo que en representacién matricial daria como resultado un vector fila:

(X|=(ar ay . . . &), (1.4)

El producto interno entre dos kets |X),|Y) se denota por (X|Y) y da como resultado un
escalar real o complejo [1]. En lineas generales, el producto interno cumple con las siguientes
propiedades:

1. (X|Y) =(Y|X)".
2. (X|X) > 0 (esta expresién es nula si |[X) = 0).
3. (aX|Y)=a(X|Y) (a€C).
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4. (X +Y|Z) = (X|Z) +(Y|Z).
5. (X|Y +Z) = (X|Y) +(X|Z).
6. (X +Y[X +Y) = (X|X)+(X|Y)+(Y]|X)+(Y|Y).

En caso de que (X|Y) = 0 se dice que los vectores |X),|Y) son ortogonales.
A partir de la definicién de producto interno se puede escribir la norma de |X) como:

1X]] = V(XIX). (1.5)

En caso de que la norma sea igual a 1 se dice que el ket |X) estd normalizado.
Tomando los kets |X;),

> normalizados:

n

Xiy =) ailx),

i=1
n
Xj) =) bilx)
j=1
Se tiene que el producto interno entre estos vectores es:

X |X ZZ xl|x (1.7)

Se dice que la base de vectores |x;),

> es ortonormal si se cumple la condicion:

1, i=j
(i) = 015 = {o, iei (1.8)
Al aplicar la definicién (1.8) en la expresion (1.7) se obtiene como resultado final:

En caso de que los elementos 4;, b; son funciones continuas dadas por ¢,(x) y 1,(x), entonces
el producto interno se define por la integral:

xx5) = [ witogsas (1.10)

1.4.2. Operadores

Un operador O se define como una regla de transformacién para pasar de un vector
|X) a otro vector |X’). Si la transformacién ocurre en el mismo espacio vectorial lo anterior
descrito se puede escribir matematicamente como [1]:

) =01, (1.11)

Los operadores cumplen con las propiedades siguientes [1]:

1. Adicién y sustraccion: (O+P)|X)y=0|X)+P|X).
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2. Producto de dos operadores: OP|X) = O(P|X)).
3. Operador identidad (no realiza ninguna transformacién): I|X) = |X).
4. Propiedad asociativa: OPQ|X) = O(PQ|X)).

5. La propiedad conmutativa no se cumple generalmente en los operadores, o sea, OP =
PO. De manera que el conmutador entre operadores se define por: [O,P] = 0P -PO.

Por lo que O y P conmutan para el caso en que [O,p] =0.

6. El anticonmutador de dos operadores se define por {O,ﬁ} =O0P+PO.Porloque Oy P

anticonmutan en el caso en que {O,P} =0.
7. Propiedad de la potencia: 0"1X) = 000...0|X).
Un operador es lineal si cumple con las propiedades siguientes [1]:
O(IX)+|Y)) = O|X) + OY), (1.12)

Oa|X) = a0 |X). (1.13)

Por regla todos los operadores en mecanica cudntica cumplen con la propiedad de linealidad

[1].

1.4.2.1. Operadores Hermiticos

Sean los kets |a) y |b) dados por [1]:

&) =) ajlj),
j=1

b= bjlj).
j=1

Tomando la transformacién |b) = O|a) se tiene que [1]:

(1.14)

b)=0lay=0) aljy=) bilj). (1.15)
j=1 j=1

Multipilcando ambos lados de la expresidon anterior por (i| se obtiene [1]:
n

j=1 j=1

j=1

De la parte izquierda de (1.16) se ve que los elementos de matriz del operador O en la base
{1, j} son: ) X

O;j = (ilOlj). (1.17)

Con la definicién anterior se puede reescribir (1.16) en la forma:

n
j=1
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La expresién anterior se puede escribir en forma matricial como [1]:

b O11 O12 ... Op\(m
b, O21 Oy ... Oyl a2

= “ (1.19)
bn Onl OnZ Onn an
Se tiene entonces que (a|O|b) para el caso discreto es igual a:
n
<qowy:§:axxwﬁ (1.20)
ij=1
En forma matricial esto seria:
O11 O12 «. Op)\(hy
(a|(5|b>:(a’i ay .. a;) . (1.21)
On1 Onp . Opu)\by
En el caso continuo la suma se sustituye por una integral:
016y = [ giln0ps s, (1.22)
Utilizando las propiedades del producto interno se tiene que:
(alOlb) = (Obla) = (b|O*|ay = (OFalb). (1.23)
Por tanto, se tiene que un operador es Hermitico si cumple con la identidad:
O =0" (1.24)
En notacién integral la expresién (1.34) se puede escribir como:
[ wiw0pix= [ wurOpyax (1.25)

En mecédnica cudntica los observables son operadores Hermiticos. Un operador es anti-
hermitico si cumple con la condicién:

ot =-0. (1.26)
A su vez, un operador es unitario si cumple con la propiedad:

00t =00 =1. (1.27)
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1.4.2.2. Producto externo

Sea un operador I3ij denotado por el producto externo de un ket |i) y un bra (j| en una
base ortonormal [1]:

B =1i) (jl. (1.28)

Para el caso en que i = j se define el operador de proyeccién como [1]:
By = [i)(il. (1.29)
Aplicando el operador P; al ket |X) se obtiene que [1]:
BX) = 1) (i1X) = (i1X)1i) = a; i) (1.30)

En la expresion se considera que a; = (i|X), de modo que se obtiene una proyeccién de |X) a
lo largo de [i) [1].
Haciendo ahora la operaciéon (X|P; se obtiene que [1]:

(XIB; = (Xi) (il = (il{X[i) = (il a}. (1.31)
En lineas generales, el operador proyeccidén cumple con las propiedades siguientes [1]:

1. La suma de todos los operadores de proyeccién da como resultado el operador identi-
dad: Y ', |i)(i| = I. Dicha propiedad recibe el nombre relacién de completez.

2. La multiplicacién repetida del operador de proyeccién da como resultado el mismo
operador de proyeccion: P,P,...P; = P,. Lo que significa que una vez que se proyecta |X)
alolargo de i), las demds proyecciones a lo largo de |i) no marcan ninguna diferencia.

3. Una vez que se proyecta |X) a lo largo de |i), cualquier otra proyeccién a lo largo de
otra direccién perpendicular |j) da como resultado el operador nulo: P;P; = i) (ilj) {jl =

1.4.2.3. Autovalores y autovectores

Considerando la transformacién lineal dada por:
Ala) = ala). (1.32)

O sea, al aplicar el operador lineal A al ket |a) éste queda multiplicado por un escalar a y
no cambia su direccién. Por lo que si la terna A, a y |a) cumplen con la ecuacién anterior,
entonces se dice que a es un autovalor del operador lineal A y |a) su respectivo autovector
[5].

Considerando que el operador A es Hermitico, se tiene entonces que todos sus autovalores
son reales y los autovectores que corresponden a distintos autovalores son ortogonales [5].
Debido a que A es Hermitico se tiene que:

(@

Multiplicando ambos lados de la expresiéon (1.32) por (a’|, al igual que la (1.33) por |a) a
ambos lados y luego restando se obtiene que [5]:

A — a/* a/

, (1.33)

(a—a'*)(a'|a>: 0. (1.34)

Se tiene de la expresion anterior que a € R para a = a*. Ademas, si a # a’, entonces los vectores
la), |a’)y son ortogonales ya que (a’|a) = 0 [5].
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1.4.2.4. Valor esperado

Considerando un ket |X) escrito como combinacién lineal [1]:
X)=) p)alX) =) (xlX) ). (1.35)
X X

La probablilidad de que el estado |X) se encuentre en el estado |x) se define por:
P, = | (x|X)|*. (1.36)

En el caso en que la amplitud de probabilidad (x|X) sea una funcién continua ¢, (x), enton-
ces la expresion anterior queda:

P, - jsb;(x)wx(x)dx . flz,bx(xwx. (1.37)

En caso de que 1, (x) esté normalizada se tiene que:

JI%(X)Izdx = 1. (1.38)

El valor esperado de un operador O respecto al estado |X) se define por:
<0 >=(X|0|X). (1.39)

Sustituyendo la expresion (1.46) considerando que x es un autovalor de O se obtiene que:

<O>= Z(X|x>(x| O lx) (x|X) = Zx|(x|X)|2. (1.40)

La expresion anterior plantea que el valor esperado de cierto operador O es igual a la suma
de todos sus autovalores multiplicados por la probabilidad de medir dicho autovalor.
En el caso continuo la expresiéon (1.57) se define por la forma:

<O>= fw;(x)é¢x(x)dx. (1.41)

La varianza de O se define por la forma:
00=<0%>-<0>2. (1.42)

Mientras que la desviacién estandar de O es igual a la raiz cuadrada de la expresién anterior.

1.4.3. Postulados de la mecanica cuantica

Los postulados de la mecanica cudntica fueron obtenidos después de un largo proceso de
prueba y error por parte de sus creadores. Dichos postulados establecen una relacién entre
el mundo fisico y el formalismo matematico de la mecénica cuantica [1, 6].

De manera general establecen que:

1. Un sistema cuéntico se describe por una funcién compleja (¥, t) que contiene toda la
informacién sobre dicho sistema. Dicha funcién es continua, integrable y univaluada
de la posicién y el tiempo.
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2. Cadaobservable O en mecdnica cudntica se representa por un operador lineal y Hermiti-
co.

3. En la medicién cudntica de un observable, el tnico resultado posible es uno de los
autovalores de dicho operador.

4. El valor promedio o valor esperado de un observable O se define por la expresién
general: < O >= [ *(¥, 1) Oy(T, t)dx.

5. La funcién de onda de un sistema cudntico aislado evoluciona segun la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo: Hi (T, t) = ihalpa(:’t)

rador de Hamilton del sistema.

, donde H representa el ope-

1.5. Tensores

1.5.1. Suma directa

Los tensores son objetos matemdticos que se utilizan para describir distintas propiedades
fisicas, representando asi una generalizacién de escalares vectores y matrices. Para saber el
tipo de cantidad que representa a un tensor en especifico, es necesario conocer su rango.
Por lo que un tensor de rango n en un espacio de m dimensiones tendrd n indices y m”"
componentes [1].

Considerando dos kets |X) y |Y) expandidos en las bases ortonormales {|i)}, {|j)}:

n
X)= ) xili),
i=1
m

(1.43)
V)=

vilj)-
j=1
Si se definen n + m bases de vectores se tiene que {i =1, 2, 3,..., n;j =1, 2, 3,..., m},0lo que
es lo mismo, un espacio vectorial generado por la base de vectores |X) @ |Y), recibiendo el
nombre de suma directa de vectores [1].
Los vectores (1.43) se pueden expandir como suma directa n + m introduciendo ceros en las
entradas no utilizadas [1], o esa:

X1 01

X 02

X3 03

X 0
X=|"11YY=]| "| 1.44
| X) 0, 1Y) 9 ( )

0, V2

03 V3

0. Yim
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Por tanto, la suma directa de los vectores |X) y |Y) sera igual a la expresion:

X1
X2
X3
X4
X5

IX)®|Y) = (1.45)

vl
%)
Y3
Y4
Ys

YUm
1.5.2. Producto tensorial

Definiendo un nuevo conjunto de vectores base nm se puede establecer el producto ten-
sorial de la base de vectores |i) ® |j). Este espacio es bilineal ya que es lineal tanto en |X)
como en |Y) [1, 7]. Por tanto, el producto tensorial se define por:

em=Y uied yi=) Y wylhsl). (1.46)
j=1

Esta expresion plantea que el vector |X) ® |Y]> genera una base [i) ®j) con coeficientes x;y;.
En forma matricial la expresién anterior se escribe como [1]:

X1¥1

X1¥2

X1 Y1 X1Ym

X2 § %) X291
XY= |o] * [=] 2] (1.47)

X, Yim )

x2ym

XnVm
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1.5.3. Producto tensorial de matrices 2 X 2

Sean dos matrices Ay B de 2 X 2 dadas por la forma general:
a b
A=(e )

{4

El producto tensorial entre las matrices anteriores se define por:

ae af be bf

A®B:ab®ef:ag ah bg bh
c d] \g h

cg ch dg dh

ce cf de dff

11

(1.48)

(1.49)



Capitulo 2

Grafos dirigidos (digrafos)

El primer articulo publicado sobre grafos fue escrito por Leonhard Euler en 1736 para
dar solucién al problema de Los siete puentes de Konigsberg. En esa época la ciudad de
Konigsberg en Prusia, tenia siete puertos conectados las orillas del rio Pregel con dos gran-
des islas. El problema consistia en saber si era posible seguir un camino que cruce cada
puente una sola vez y volver al punto de partida. Euler demostré que tal camino no exis-
te, mapeando el problema en un grafo, lo que dio comienzo a la rama de las matematicas
conocida como Teoria de Grafos [8].

2.1. Representacion de un digrafo

Después del trabajo de Euler, la teoria de grafos se ha implementado en la solucién de
otros problemas, como por ejemplo: el de las redes eléctricas mediante las leyes de Kirchhoff.
El problema de los cuatro colores planteado por Francis Guthrie y resuelto por Kenneth
Appel y Wolfgang Haken. El problema de la enumeracién de isémeros, el cual fue resuelto
por Arthur Cayley [8].

Un digrafo es una estructura matematica que consta de un conjunto de nodos, y un conjunto

de enlaces dirigidos que conectan pares de nodos. La caracteristica principal de un digrafo

es que los enlaces tienen una direccién definida, lo que significa que van desde un nodo de

origen i hacia un nodo de destino j [8, 9]. Matemdticamente se representan a partir de la
matriz de adyacencia A para este tipo de redes se define por:

| 1 sihay unenlacedeiaj,

Aij = { 0 deotra manera. (2.1)

Por la naturaleza de este tipo de grafos la matriz de adyacencia no es simétrica, ya que la
existencia de un enlace del nodo j al i no implica que haya un enlace del nodo i al j [10].
En la figura 2.1 se muestra un ejemplo de digrafo, conformado por 10 nodos y 21 enlaces.

2.1.1. Grado

El grado k de un nodo en un grafo viene dado por el nimero de enlaces que estan co-
nectados a dicho nodo. En el caso de los grafos dirigidos, cada nodo tiene dos grados: el de
entrada, que representa el nimero de enlaces de entrada conectados a un nodo y el grado
de salida, dado por el nimero de enlaces de salida conectados al nodo [10].

Mediante la matriz de adyacencia, se definen matematicamente los grados de entrada y de

12



2.1. REPRESENTACION DE UN DIGRAFO 13

0 1 23 4 5 6 7 8 9
o0 001 01 0O0 11
10 0 0 001 0 0 0 0 O
210 001 00O O0DOO
3)1 00 01 01 0 0 1

A*41000000000
511001001001
ef0 0 00O 0O O0OD1O0O0
710001 0 0 O0O0O0O0
gll 00001 0 O0O0OO
°9lt 00 1 0 0O 0O 0 0 0

Figura 2.1: Grafo dirigido formado por 10 nodos y 21 enlaces junto a su matriz de adyacen-
cia.

salida de un nodo como [10]:
N
klm = ZAi]-,
j=1
N
t_
kovt =) Ay,
i=1

A su vez, el numero total de enlaces m se define como la suma de todos los extremos de los
enlaces de los nodos de la red, o como la suma de todos los extremos de todos los enlaces
salientes de los nodos de la red [10], o sea:

(2.2)

N

m= ikf” = Zk]‘-’”t = ZAI-].. (2.3)
1= i,]

=1

De la ecuacién (2.3) se ve que el grado promedio de entrada es igual al grado promedio de
salida < k;;, >=<k,,; > [10]:

(IR I
<kj, >= ﬁZk;" - ﬁZk]‘.’”t —<kyy > (2.4)
i=1 j=1
Por lo que ambas cantidades se pueden definir mediante < k > como:

m
<k>= N (2.5)

2.1.2. Vecindad

La vecindad de un nodo esta formada por todos los nodos que tienen enlace con dicho
nodo. En los digrafos, la vecindad de un nodo, se divide en dos tipos: de entrada, la cual estd
formada por todos los nodos que tienen un enlace entrante con dicho nodo, y la de salida,
la cual estd formada por todos los nodos que tienen un enlace saliente con dicho nodo. Para
el digrafo de la figura 2.1, se tiene a modo de ejemplo, que las vecindades de entrada y de
salida para el nodo 4 son 171411 ={1,3}, qfut ={0}.
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2.1.3. Distribucién de grado

Se define como distribucién de grado a la probabilidad P, de que cierto nodo elegido al
azar tenga grado k [10]. Para grafos dirigidos se definen respectivamente a Pki” y P2"** como
las distribuciones de grado entrante y saliente, las cuales, representan las probabilidades de
que al elegir al azar un nodo en la red tenga un grado entrante o saliente k [10]:

in

pin=—k 2.6

k N ( )
Nout

pout = k| 2.7

k N ( )

En la figura 2.2 se muestra la distribucién de grado para el digrafo que aparece en la figura
2.1.

Frecuencia

R e e Y ¥

!
:

B fmmm—m

Grado

Figura 2.2: Distribucién de grado de salida para el digrafo 2.1.

2.2. Digrafos con topologia regular

2.2.1. Topologia de un digrafo

La topologia de un digrafo estd relacionada a al ensamble estadistico de sus nodos, o sea,
a la forma en la que sus nodos estdn conectados [9]. De manera general, existen dos tipos de
topologias:

» Regular: El digrafo posee una estructura ordenada y sus propiedades pueden ser cal-
culadas mediante férmulas matematicas.

» Compleja: Los nodos estdn conectados de manera irregular o aleatoria y sus propie-
dades se calculan a partir de algoritmos de cémputo.

En este trabajo solo se estudian los digrafos con topologia regular.
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2.2.2. Ejemplos de digrafos con topologia regular
2.2.2.1. Bipartito completo

Los parametros del digrafo bipartito completo son m y n, los cuales representan el nime-
ro de nodos del primer y el segundo subconjunto respectivamente, siendo el conjunto del
total de nodos:

N =m+n. (2.8)

En la figura 2.3 se muestran dos ejemplos de este digrafo. En el de la izquierda, los pardme-
tros son m =3y n = 2. En el de la derecha, los parametros son m =5y n = 3.

Figura 2.3: Ejemplos de digrafos bipartito completo.

La disposicién de los enlaces en este tipo de digrafo estd dada de manera tal que, cada nodo
del subconjunto m esta conectado a todos los nodos del subconjunto n.

2.2.2.2. Digrafo poligonal anidado

Los parametro del digrafo poligonal anidado son la dimensién dim y los lados lados.
La dimension representa la cantidad de poligonos anidados entre si y lados, la cantidad de
aristas de dichos poligonos.

N =dim-lados. (2.9)

En la figura 2.4 se muestran dos ejemplos de este digrafo. En el de la izquierda se considera
dim =2y lados = 4. En el de la derecha se considera dim =2y lados = 6.

Los enlaces estan dispuestos estan dispuestos de manera tal que el poligono interior sigue un
flujo circular en contra de las manecillas del reloj, excepto el enlace que conecta al altimo
nodo con el primero. Los nodos del poligono interior se conectan con su correspondiente
del poligono exterior. Los enlaces del poligono exterior siguen el mismo patrén que los del
poligono interior.

2.2.2.3. Digrafo arbol binario completo

El parametro para construir el digrafo drbol binario completo es la profundidad prof de
este, siendo el nimero de nodos N igual a:

N = sz. (2.10)
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dim=2 lados=4 dim=2 lados=6

Figura 2.4: Ejemplos de digrafos poligonal anidados.

En este tipo de digrafo, de cada nodo nacen dos nodos més y asi sucesivamente dependien-
do de la profundidad. Al nodo 0 se le denomina raiz del drbol y a los nodos de la dltima
profundidad se les denomina hojas.

En la figura 2.5 se muestran dos ejemplos de este digrafo. En el de la izquierda prof =2y
en el de la derecha prof = 3.

prof=2

Figura 2.5: Ejemplos de digrafos del tipo arbol binario completo.

En ambos casos, los enlaces estdn orientados desde las hojas hacia la raiz del drbol binario.



Capitulo 3

Computo cuantico

3.1. Qubits

3.1.1. Comparacion entre los bits clasicos y cuanticos

En la computacién cldsica, el bit representa la unidad més pequefia de informacién y

puede tomar los valores: 0 y 1 como se muestra en la parte izquierda de la figura 3.1 [3]. De
manera que, un bit puede estar en uno de estos dos estados solamente. Se puede medir el bit
en cualquier instante de tiempo y, asumiendo que no ha pasado nada que cambie su estado,
se mantiene en dicho estado [3].
El bit cudntico o qubit representa la unidad fundamental de informacién cuantica. El qubit
se convierte en |0) o |1) una vez se realiza la medicién como se muestra en la parte derecha
de la figura 3.1. Sin embargo, es posible mover dicho qubit a un nimero infinito de estados
en el proceso de computo, o sea, antes de hacer la medicién [3].

0 |0y — 0
1 [1) — 1
bit clasico bit cuantico

Figura 3.1: Comparacién entre los bits cldsicos y cudnticos.

La esfera que aparece en la figura 3.1, denominada esfera de Bloch se considera unitaria y
cada punto en esta representa un estado cuantico, siendo el polo norte el estado |0) y el polo
sur el estado |1).

17
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3.1.2. Representacion matematica de un qubit

Un qubit |1/)> se representa matematicamente como un sistema cudntico de dos estados
{0), [1)} en € [3]:
[w)=aloy+pI). (3.1)

Donde los a y  son iguales a la densidad de probabilidad de medir los estados |0) = ((1)) y

1) = (?) respectivamente [3]. Por lo que las respectivas probabilidades se dan por |a|?, ||?,

y la condicién de normalizacién se da por:
lal* +18° = 1. (3.2)

Tomando las densidades de probabilidad en forma polar a = r,€'?t, f = r,e'?2 y sustituyendo
en la expresion (3.1) se obtiene que [3]:

) = 11€'?1[0) + rpe'P2|1) = €91 (11 [0) + rpe P20V 1)), (3.3)

De la expresién anterior se ve que la condicién de normalizacién es igual a r2+r2 = 1, puesto
el médulo al cuadrado de los exponenciales complejos es igual a 1. Tomando la fase relativa
@ = ¢, — @1 se puede reescribir (3.3) en la forma [3]:

) = r1[0)+ 72" [1). (3.4)

Tomando la fase relativa en el intervalo 0 < ¢ < 27t y al dngulo azimutal en el intervalo
0 < 6 < 7, entonces se pueden hacer las definiciones r| = cos( ) y 1= sm( ) [3]. De modo
que, la expresion (3.4) queda finalmente:

|1,b)—cos( )|O>+e’(Ps1n( )ll) (3.5)

Tomando como referencia la ecuacion anterior, se tiene que la representacién matricial del

estado |} sera:
=5 <5 <[ iy

3.1.3. Esfera de Bloch

A partir de la expresion (3.5) se puede representar al qubit en un punto de la superficie
de la esfera de Bloch a partir de los dngulos polar y azimutal como se muestra en la figura
3.2 [3].

Para el caso en que 0 = ¢ = 0 se tiene que |1,D) =|0), mientras que para 0 =y ¢ = 0 se tiene
) =11).

A su vez, en la esfera de la derecha de la figura 3.2 aparecen otros estados que se pueden
obtener para distintos valores de los dngulos [3]. Por ejemplo, para 6 =3, ¢ =0y 0 = 5
@ = 1 se obtienen los estados |+) y |-) respectivamente:

+) =

(|0>+|1>)

—_
w
~

~

=)= (|0> 1))

ﬂl
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Figura 3.2: Representacién de un qubit en la esfera de Bloch.

Enelcasoenque 0 =%, o =2y 0 =15%, ¢ =3 se obtienen los estados |i) y |-i) respectiva-

mente:

1
iy = —=(10) +i[1}),
‘{5 (3.8)
=iy = —(|0) = i[1)).

V2

A partir de los estados anteriores se pueden representar los estados de los qubits utilizando
bases diferentes, como se muestra en la tabla 3.1 [3].

Tabla 3.1: Bases en computacién cudntica.

Bases Nombre Eje de la esfera de Bloch
{10,]1)} | Computacional V4
{1+, 1)} Hadamard X
{l1),1-1)} Circular Y

Los estados que conforman la base computacional representan los autovectores de la ter-
cera matriz de Pauli 0,. Mientras que los estados que conforman la base de Hadamard son
los autovectores de la matriz de la primera matriz de Pauli o,. Por ultimo, los estados que
conforman la base circular son los autovectores de la segunda matriz de Pauli oy [3].

3.1.4. Sistema de muchos qubits

Considerando un sistema formado por dos qubits, cada uno representado por las bases
ortonormales {|0);, |1);}, {|0),, |1),} en el espacio C?:

), = a110), + 111}y,

3.9
), = 2[00, + B [1),. (3.9)
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El sistema se analiza como un todo construyendo el estado |1,b> dado por el producto tenso-
rial de los estados |1,b>1 y |1,b)2 [3], 0 sea:

) = [), ®|9), = a1220), ®0), + a1 B210); ®[1), + fraz |1}, ®(0); + B1 f211), ®1),
) =), ®[¥), = a1@20)110); + a1 B210); 1), + Braz[1)1 10, + B1 B2 1)1 1),
[0 =), ® 1), = a122|00) + @1 B |01) + fra [10) + By B, ]11).  (3.10)

Haciendo las designaciones a = aya;, b = a1, c = 1, y d = 15, en la expresion anterior,
se obtiene finalmente que:

) =al00)+b[01) +c[10)+d[11). (3.11)

Por tanto, para un sistema de dos qubit, el estado se caracteriza por un vector en el espacio
C?®C?, y sus estados accesibles se dan por los vectores colunma:

1 0 0 0
0 1 0 0

00) =1} 101y ={ 4| 101> ={ ]} T ={,] (3.12)
0 0 0 1

La condicién de normalizacién para el estado (3.11) construye a partir de las amplitudes de
probabilidad como:
jal” + b +Icl* +1d|* = 1. (3.13)

En el caso de un sistema de N-qubits el espacio de estados tiene 2V dimensiones que se pue-

N
de escribir como ((E2 )® . Por lo que, el estado |1p) formado por todos los qubits es generado
por los productos tensoriales de los estados de un qubit para cada uno de los N-qubits [3]:

[0y = (a110); +B111))) ®...® (an [0)y + Bn 11)n). (3.14)

Para simplificar la notacién en sistemas de muchos qubits es conveniente muchas veces em-
plear la base digital, la cual se representa por estados que estan en el intervalo de |0)y a

|2N - 1>N. Por tanto, para un sistema de dos qubits se tiene que los estados (3.12) en la nue-
va base se dan por [3]:

0)2 =100), [1); =01), [2); =[10), |3), =[11).

Para un sistema de 3 qubits se tiene que la dimensién es C2® C>® C? y el paso de la base
digital a la computacional se da por [3]:

|O>3 = |000>; |1>3 = |001>7 |2>3 = |010>r |3>3 = |011>:
14)3 =1100), [5); =[101), |6)5 =[110), [7)53 = |111).

Por tanto, el estado |1,b) dado en (3.14) se puede escribir en la base digital como:

) = ag|0)y +a1 [1)y + a2 20y +... +apv_g [2N = 1) (3.15)

N
Por lo que, la condicién de normalizacién para este estado es de la forma general:

laol? + |ay|* +|as)?> + ... + |lapn_{]* = 1. (3.16)
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qz
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Figura 3.3: Circuito cudntico para un sistema de tres qubits.

3
meas =

La computacién cudntica consiste en aplicar un conjunto de rotaciones al estado cudntico

N
del espacio vectorial de dimensién (C2)® . Para luego, realizar la medicién y obtener un
resultado al azar [11].
Dichas rotaciones se dan por operadores U unitarios denominados compuertas. Dicha pro-
piedad de las compuertas se debe a que en mecanica cuantica las rotaciones en los estados
son reversibles [11].
En la figura 3.3 se muestra un circuito cudntico para un sistema de tres qubits, al cual se le
aplican tres compuertas cudnticas y luego, se hace la medicién. Como condicién inicial se
toma el estado |1,b> =1000).
En las secciones posteriores se explicara el funcionamiento de dichas compuertas cuénticas.

3.2. Compuertas cuanticas

3.2.1. Compuerta X (NOT)

La compuerta unaria (aplicable a un qubit) X se representa matematicamente por la
primera matriz de Pauli [1]:

. (01
X:(l 0). (3.17)

Aplicando la compuerta X a los estados |0) y |1) se obtiene como resultado:

- -
(Y-

De las expresiones (3.18) se ve que dicha compuerta aplicada a un qubit cambia el estado |0)
por el |1) y viceversa, por lo que también recibe el nombre de compuerta de negacién [1, 3].
Por tanto, al aplicarle la compuerta X al estado (3.1) se obtiene como resultado:

(3.18)

X|py=ploy+al1). (3.19)

En la figura 3.4 se muestra la representacién de la compuerta X en un circuito cudntico.
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g —a X

Figura 3.4: Representacién de la compuerta X en un circuito cudntico.

3.2.2. CompuertaY
La compuerta unaria Y se representa matematicamente por la segunda matriz de Pauli
[1]:
s (0 —i
Y = (i 0 ) (3.20)

Aplicando la compuerta Y a los estados |0) y |1) se obtiene como resultado:

N T
-t S)--f)-

De las expresiones (3.21) se ve que dicha compuerta aplicada al estado |0) genera un mapeo
al estado i|1) y aplicada al estado |1) genera un mapeo al estado —i|0) [1]. Por tanto, si se
aplica esta compuerta al estado (3.1) se obtiene como resultado:

X|p)=—-ipl0)+ia]|l). (3.22)

(3.21)

El simbolo que representa a la compuerta Y se muestra en la figura 3.5.

o— Y

Figura 3.5: Representacién de la compuerta Y en un circuito cuantico.

3.2.3. Compuerta Z
La compuerta unaria Z se representa matematicamente por la tercera matriz de Pauli [1]:

, (1 0
Z:(o _1). (3.23)

Aplicando la compuerta Z a los estados |0) y |1) se tiene como resultado:

(5 2
(5 4o

(3.24)
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De las expresiones anteriores se ve que al aplicar la compuerta Z al estado |0) lo deja in-
variable, mientras que cuando se le hace la operacién al estado |1) se obtiene dicho estado
multiplicado por —1 o sea —|1) [1]. Por tanto, al aplicar la compuerta Z al estado (3.1) se
obtiene como resultado:

Z|py=al0y-Bl1). (3.25)

La figura 3.6 se muestra la representacién de la compuerta Z en un circuito cuantico.

o— Z —

Figura 3.6: Representacién de la compuerta Z en un circuito cudntico.

3.2.4. Compuerta Hadamard
La compuerta unaria Hadamard denotada por H se representa mateméticamente por la

matriz [1]:
n 1
A= E(i _11) (3.26)

Al aplicar la compuerta H a los estados |0) y |1) se obtiene como resultado:
A 1 {1 1}\(1 11
0=l )= )=
1 -17A0 1
1\61 1[0 1\61 (3.27)
=i 0=

Los resultados dados en (3.27) se pueden generalizar en la forma:
1
V2

donde u = {0,1}, por lo que si u = 0 se obtiene la primera expresién (3.27) y para u =1 se
obtiene la segunda ecuacién (3.27) [1]. En la figura 3.7 se muestra la representacién de la
compuerta H en un circuito cudntico [3].

0o HI—

Figura 3.7: Representacién de la compuerta H en un circuito cudntico.

Hlu)=—(10) + (-1)"|1)), (3.28)

Aplicando la compuerta H al estado (3.1) se obtiene como resultado:

a+p a-p
¥) = |0) +
V2 V2
Esta compuerta tiene una gran utilidad en computacién cudntica, ya que transforma el es-
tado de base computacional de un qubit a una una superposiciéon de dos estados [2, 1, 3].

H

11). (3.29)
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3.2.5. Compuertas U controladas

Sea U una compuerta representada por la matriz unitaria [1]:

U= (”00 ”01). (3.30)
Ujo Uy
Entonces se define a la compuerta U controlada CU como la matriz dada por [1]:
1 0 O 0
cu=(®1 0 0} (3.31)

00 Ugo Uo1
00 Uig U1q

La matriz U puede ser cualquiera de las compuertas X, Y, Z o H, o sea, alguna de las matri-
ces de Pauli. En tabla de la verdad 3.2 aparece transformacién de los estados (3.12) debido
ala compuerta CU [1].

Tabla 3.2: Tabla de la verdad para la compuerta CU.

Entrada | Salida
|00) |00)
|01) |01)
[10) 11)® U |0)
[11) 1HeU|1)

3.2.6. Compuerta CNOT

La compuerta binaria (aplicable a dos qubits) CX = CNOT se obtiene al hacer la susti-
tucién U = X en la matriz (3.31) [1], o sea:

CX =
0 0

Esta es una compuerta aplicable a un sistema de dos qubits, de modo que el primer qubit
se denomina controlador y el segundo objetivo. En este caso, de la tabla 3.3 se ve que si el
qubit de control est4 en el estado |1) entonces, se le aplica la compuerta X al objetivo, de lo
contrario, no sucede nada [2, 1, 3].

En el diagrama de la izquierda de la figura 3.8 se muestra la representacién de la compuerta
CX. El diagrama de la derecha de la figura 3.8 muestra la compuerta CX inversa [1, 3], la
cual se define la matriz:

1 0
~ |0 0
0 . (3.32)

oS O = O
— o O O

Cx' =A% .Cx 0¥ = (3.33)

— o O O
o = O O
o = O

1
0
0
0 0

En el caso de la compuerta CX inversa, el segundo qubit recibe el nombre de controlador
y el primer qubit recibe el nombre de objetivo. A partir de esto, se aplica la misma regla
que para la compuerta CX [1, 3] . La tabla 3.3 muestra la tabla de la verdad para ambas
compuertas.

Otra forma de obtener los resulAtadosAerostrados anteriormente en la tabla de la verdad es
multiplicando las compuertas CX y CX por los estados (3.12).



3.2. COMPUERTAS CUANTICAS 25

Qe Jo

R N g

Figura 3.8: Representacion de las compuertas CX (go: controlador y g;: objetivo) y cx’ (q1:
controlador y g: objetivo) en un circuito cudntico.

Tabla 3.3: Tabla de la verdad para la compuertas CX y CcX .
CX cx’
Entrada | Salida | Entrada | Salida
|00) |00) |00) |00)
|01) |01) |01) [11)
|10) [11) 110) |10)
111) [10) 111) |01)

3.2.7. Compuerta Toffoli

La compuerta ternaria (aplicable a tres qubits) Toffoli se denota por CCNOT = CCX.
Matematicamente se define por una matriz cuadrada de 8X8 [1, 3] dada por:

(3.34)

S OOk O O OO
SO P OO O oo
_ O O O O O oo
SO R O O O O OO

SO O O OO OO
S O O O O OO
S O O O O OO
SO OO~ O OO

En la figura 3.9 se muestra la representacién de la compuerta CCX en un circuito cuéntico.
Para el caso de esta compuerta se tienen dos qubits de control que son el primero y el

o

a

q: %

Figura 3.9: Representacién de la compuerta CCX (g y g;: controladores y g,: objetivo) en
un circuito cuantico.

segundo, mientras que el tercer qubit es el objetivo. De manera que si los dos qubits de
control estan en el estado |1), se le aplica la compuerta X al qubit objetivo [2, 1, 3]. En el
cuadro 3.4 se muestra la tabla de la verdad para esta compuerta. A su vez, esta compuerta se
puede generalizar para un sistema de n qubits, tomando n—1 qubits de control y un objetivo.
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Tabla 3.4: Tabla de la verdad para la compuerta CCX.
Entrada | Salida | Entrada | Salida
|000) |000) [100) |100)
|001) | [001) | [101) | |101)
[010) |010) [110) |111)
011y | [011) | [111) | |110)

3.2.8. Operacion de medicién

La operacién de medicién no es reversible, por lo que no se considera una compuerta. Di-
cha compuerta devuelve el estado cudntico del qubit (|0) o |1)). En la figura 3.10 se muestra
la representacion de esta operacién en un circuito cudntico [3].

_/7(_

Figura 3.10: Representacion de la operacién de medicién en un circuito cudntico.
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Materiales y métodos

4.0.1. Generalidades de una computadora cuantica

En la computacioén clésica, el tamanio del conjunto de bits es n por lo que, su capacidad
crece de manera lineal. Mientras que para un ordenador cudntico el conjunto de qubits crece
como 2", por lo que la capacidad de este ordenador crece de manera exponencial [2].

El entrelazamiento cuantico ocurre cuando dos qubits estan conectados entre si, de tal for-
ma que lo que le suceda a uno de ellos va a afectar de forma inmediata al otro sin importar la
distancia a la que se encuentren. Pero, cuando desaparecen las condiciones necesarias para
que esto ocurra, aparece el fendmeno de decoherencia cudntica, lo que provoca la desapa-
ricién de los efectos cudnticos, entrando asi a la fisica cldsica. Esto trae como consecuencia
errores que van a afectar directamente a las operaciones que se realizan en el ordenador.
Los estados cudnticos se mantienen durante un periodo de tiempo limitado, siendo este in-
tervalo de tiempo el que se tiene disponible para llevar a cabo los algoritmos cudnticos. De
manera que, si aumenta el nimero de qubits, es mas dificil mantener bajo control los erro-
res, por lo que disminuye el tiempo para preservar el estado cuédntico del sistema [2].

A su vez, los qubits pueden cambiar su estado cudntico de manera espontanea si no se tra-
baja a una temperatura adecuada, cercana al cero absoluto. Los ordenadores cuanticos de
Google, IBM e Intel trabajan aproximadamente a T = 273 mK, por lo que necesitan un sis-
tema de refrigeracién muy potente [2].

Por otro lado, entra el juego el concepto de supremacia cudntica, o sea, lograr que un or-
denador cudntico sea mds rapido que uno clasico a la hora de resolver el mismo problema,
como el algoritmo de Grover. El ordenador cuantico de Google logré alcanzar la supremacia
cuantica con 54 qubits. En la figura 4.1 se muestran algunos de los procesadores cudnticos,
siendo el de la izquierda, procesador de la computadora cudntica de Google [2].

pr

Figura 4.1: Algunos procesadores cuanticos (el de Google a la izquierda).

Por tanto, para que un ordenador cudntico sea de utilidad, es necesario:

1. Tener qubits de mayor calidad para dilatar el tiempo de vida tutil de la informacién
cuantica y poder realizar operaciones mas complejas.

27
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. Un sistema de correccién de errores para garantizar que los resultados que muestra el

ordenador son correctos.

. Crear una herramienta que permita desarrollar los estados cuanticos con precision.

Crear nuevos algoritmos cudnticos que ayuden a resolver los problemas que no tienen
solucién utilizando los ordenadores clasicos mas potentes.

En la figura 4.2 se muestra una foto del ordenador cuantico de IBM. Dicho ordenador es el
que se usa en este trabajo para la construccién de los circuitos cuanticos y para realizar las
mediciones.

4.1.

Figura 4.2: Ordenador cuantico de IBM.

Qiskit

4.1.1. Instalacion de Qiskit

El Quantum Information Science Kit, o Qiskit, es una biblioteca de computacién cudnti-
ca desarrollada por la empresa IBM. Qiskit es un paquete de Python, por lo que para su
instalaciéon es necesario utilizar el gestor de paquetes pip. De modo que en la consola de
window se inserta el comando: pip install qiskit [12].

Para acceder a la nube de los sistemas de hardware cudnticos de IBM es necesario seguir los
siguientes pasos:

1.
2.
3.

Visitar el sitio web: https://quantum-computing.ibm.com/.
En caso de que se acceda por primera vez al sitio es necesario crear una cuenta.

Una vez se entra a la pagina de inicio de IBM Quantum se busca la seccién API Token
como se muestra en la figura 4.3. Con este Token se completa la autentificacién en la
nube de IBM Quantum.

Si la casilla estd en blanco, es necesario hacer clic en el botdn con flechas circulares.
Luego se hace clic en el botén de los cuadrados superpuestos para copiar dicho Token
en el portapapeles.
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Figura 4.3: API Token de Quantum IBM.

4.1.2. Laboratorio y Compositor cuantico de IBM

El sitio web IBM Quantum proporciona un entorno de ejecucién y un editor de circuitos
de arrastrar y colocar en linea, denominado IBM Quantum Composer. El enlace para acceder
a este sitio es: https://quantum-computing.ibm.com/composer/ [12].

(] Untitled circuit saved File Edit View

S Operations 1 < Left alignment v Inspect (D
= w5 o [l B e -
o - 1 it import QuantumRegis
EEAAED - HO = @ i S
2 TC um impo
EEEEER ~H - ®:
R o i1 2 4 areda =
& = o 7 e = > crege - Clas e
] ,
Probabilities v ® Q-sphere P NG) 9
16
N 11
z 12
E 13
E’ 14 circuit.swap(qreg_q[l], greg_gl?
= ~ 15  circuit.measure(greg_g[2], creg_
3 < - )
a ‘ , -

State [ ] Phaseangle

Figura 4.4: Entorno del IBM Quantum Composer.

En la figura 4.4 se muestra el entorno del IBM Quantum Composer. En el lado derecho apare-
ce el c6digo qiskit que se puede utilizar en Python para construir el mismo circuito, mientras
que en la parte inferior se muestra el analisis de los resultados esperados de dicho circuito
[12].

El IBM Quantum Lab es un entorno en linea basado en Jupyter para codificar y visualizar
circuitos cudnticos utilizando Qiskit y Python. A este sitio web se accede mediante el enlace:
https://quantum-computing.ibm.com/lab/ [12].

En la figura 4.5 se muestra el IBM Quantum Lab con un circuito conformado por tres qubits
y tres compuertas. Cuando crea un nuevo archivo Lab, automaticamente importa los médu-
los Python Qiskit e IBM Quantum mads utilizados. Luego carga la informacion de su cuenta
desde la nube [12].

En este archivo, se define un objeto llamado QuantumCircuit con la cantidad de qubits y
luego se le agregan las puertas. El método de dibujo del circuito muestra su salida dentro de

la ventana de Jupyter. Como se trata de un cuaderno Jupyter, es posible guardar el trabajo
[12].
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Name 4 Last Modified

Figura 4.5: Entorno del IBM Quantum Lab.

4.2. NetworkX

NetworkX es una biblioteca de Python que se utiliza para trabajar con grafos y redes.
Para su instalacion es necesario escribir en la consola de Windows en comando: pip install
networkx. Los grafos méds comunes que se pueden generar utilizando este paquete son:

» Grafos no dirigidos, donde los enlaces no tienen una direccién especifica y representan
relaciones simétricas entre los nodos.

» Grafos dirigidos, donde los enlaces tienen una direccién y representan relaciones asimétri-
cas entre los nodos.

» Grafos ponderados, donde los tienen asociados pesos o valores numéricos que pueden
representar alguna variable o condicién.

» Multigrafos, los cuales tienen multiples enlaces que conectan los mismos pares de no-
dos.

» Grafos bipartitos, donde sus nodos pueden dividirse en dos conjuntos, y los enlaces
solo conectan nodos de diferentes conjuntos.

» Grafos ciclicos y aciclicos, grafos que contienen ciclos (caminos cerrados) o no contie-
nen ciclos.

» Grafos completos, donde todos los nodos estan conectados entre si por aristas.

» Grafos Aleatorios, los cuales se generan a partir de diversos modelos probabilisticos,
como el modelo Erdés-Rényi y el modelo Barabasi-Albert.

4.3. Relacidén entre digrafos y compuertas cuanticas

4.3.1. Relacién entre la compuerta X y un digrafo

La compuerta X crea un auto-enlace en el nodo al cual se le aplica, puesto que provoca
una rotacién en el estado cuédntico de este [13, 14]. Lo trae como consecuencia que un ele-
mento de la diagonal principal en la matriz de adyacencia sea igual a 1.
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En la figura 4.6 se muestra el grafo para un sistema de cuatro qubits, donde se le aplica la
compuerta X al qubit g.

a) @ % _. statevector b-)

o " -
qz

> 7

CE] ?

e 4 Jo 41 ﬂ 2 3

meas =

Figura 4.6: a-) Grafo creado en NetworkX. b-) Circuito cuantico construido a partir de este
en Qiskit.

En este trabajo, la compuerta X solo se utiliza como inicializadora de flujo (iniciar la crea-
ciéon del digrafo) y no para generar autoenlaces. Por tanto, todos los elementos de la diagonal
principal en la matriz de adyacencia se consideran nulos.

De manera general, las compuertas unarias generan autoenlaces los qubits siempre y cuando
roten el estado cuantico del sistema en la esfera de Bloch [13, 14].

4.3.2. Relacién entre la compuerta CNOT y un digrafo

La compuerta CX crea un enlace dirigido entre dos qubits siempre y cuando dicha com-
puerta genere una rotacién en el estado cudntico del sistema. [13, 14]. Esto se cumple cuando
el qubit de control esté en el estado |1), por lo que es necesario aplicarle la compuerta X con
anterioridad para inicializar el flujo.

En la figura 4.7 se muestra un digrafo para un sistema de cuatro qubits, donde se aplica una
compuerta X al qubit gy y luego una compuerta CX a los qubits g, (control) g; (objetivo).

b)

a)

o . E statevector
g1
12 %

as
a 4, Yo w1 $2 3

meas =

Figura 4.7: a-) Digrafo creado en NetworkX. b-) Circuito cudntico construido a partir de este
en Qiskit.

De forma general, todas las compuertas binarias de control crean enlaces unidireccionales
siempre que generen una rotacién en el estado cuantico del sistema de n qubits [13, 14] .

4.3.3. Relacién entre la compuerta Toffoli y un digrafo

La compuerta Toffoli genera enlaces unidireccionales que van desde los qubits de con-
trol al qubit objetivo siempre y cuando dicha compuerta genere una rotacién en el estado
cuantico del sistema [13, 14]. Para ello cada qubit de control tiene que estar en el estado |1),
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por lo que es necesario aplicarle la compuerta X a cada uno para inicializar el flujo.

En la figura 4.8 se muestra un digrafo para un sistema de cuatro qubits, donde se aplica la
compuerta X a los qubits de control q¢, ; ¥ g, y luego una compuerta Toffoli tomando a g3
como qubit objetivo. En este caso, la compuerta Toffoli es de dimensién 16X16.

*) o 9o

a1

statevector b-)

hs

qz

qs
4 w0 w1 w2 3

meas

Figura 4.8: a-) Digrafo creado en NetworkX. b-) Circuito cudntico construido a partir de este
en Qiskit.

De forma general, todas las compuertas ternarias controladas crean enlaces que van des-
de los dos qubits de control hacia el qubit objetivo siempre que estas compuertas roten el
estado cudntico del sistema [13, 14].

4.4. Ejemplos

4.4.1. Digrafo lineal

En la figura 4.9 a-) se muestra un digrafo lineal formado por un sistema de cinco qubits
con cuatro enlaces. En la figura 4.9 b-) se muestra la distribucién de grado de salida para los
nodos donde g4 tiene k,,; = 0 y los demas tienen k,,; = 1. El grado promedio en este caso es
igual a <k >=0.80.

a_) 4.0 1

3.5 1

b-)

3.0
o 257

2.01

Frecuencia

It e . ]

1.5 4

1.0 A

0.54

0.0 1

{r-----»

1@

T T T T T T T
0.00 1.00 2.00
Grado

Figura 4.9: a-) Digrafo lineal. b-) Distribucién de grado de salida.

En la figura 4.10 se muestra el circuito cudntico generado a partir de este digrafo. Siendo el
estado cudntico inicial |1/)0) dado por la expresion:

|0) =100000). (4.1)
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Figura 4.10: Circuito cuantico para el digrafo lineal.

Aplicando la compuerta X, al estado |¢0> se inicializa el flujo para generar los demas enla-
ces, dando como resultado el estado |z,b1 )

1) = Xo|wo) = [10000). (4.2)

Para crear el enlace dirigido que va de gg a q; se le aplica la compuerta CX; al estado |1,l11)
obteniendo asi a |¢2>:

|4’2>: CAX01|¢1>= [11000). (4.3)
Para crear el enlace dirigido desde g, a g, se hace la operacién CXj, |1,l)2), dando como re-
sultado |1,b3>:

|93) = CX12|92) =111100). (4.4)

Para crear el enlace dirigido que va desde g, al g3, se le aplica la compuerta CAX23 al estado
|’P3>, obteniéndose '¢4>;

|a) = CXp3|93) =11110). (4.5)
Para crear el enlace dirigido desde g3 a q4 se hace la operaciéon CX3y4 |1p4), dando como re-
sultado |¢5>:

[¥5) = CX4|pg) = 11111). (4.6)

Después de hacer la medicidn, se obtiene que el sistema colapsa al estado |1,b5>.

4.4.2. Digrafo tipo estrella

En la figura 4.11 a-) se muestra el digrafo tipo estrella formado por un sistema de seis
qubits con cinco enlaces. En la figura 4.11 b-) se muestra la distribucién de grado de salida
para cada nodo, donde g5 tiene k,,; = 0 y los demas tienen k,,; = 1. El grado promedio en
este caso es igual a <k >=0.83.

En la figura 4.12 se muestra el circuito cudntico generado a partir de este digrafo. Siendo el
estado cudntico inicial |1,l)0) dado por la expresion:

|0) =1000000). (4.7)
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Figura 4.11: a-) Digrafo tipo estrella. b-) Distribucién de grado de salida.

4@ statevector
.

do

qi

gz

qs

LIl

qa

ds
G w 0 y 1 v 2 w 3 v 4 5

meas

Figura 4.12: Circuito cuantico utilizado para construir el digrafo tipo estrella.

Haciendo la operacién XyX; X,X5X, |1,b0 ), se obtiene como resultado el estado |1,l)1 ), 0 sea:
|1y = XoX1 X2 X5X4 [1po) =1111110). (4.8)

Esto permite que los qubits gy, 41, 92, 43 ¥ g4 sean los inicializadores de flujo. Aplicando la
compuerta Toffoli con estos cuatro qubits como controladores y el qubit g5 como objetivo,
se generan enlaces dirigidos que van de los qubits g, 41, 2, 93 ¥ 94 al qubit gs. Por tanto, al
hacer la operaciéon CCX 12345 |1,l)1 ), se obtiene:

|2} = CCXo1p345 [1) = 1111111). (4.9)

Después de hacer la medicidn, se obtiene que el sistema colapsa al estado |1,b2>.

4.5. Analisis de las matrices de adyacencia

Para el programa en Python utilizado en este trabajo se toma como archivo de entra-
da a las matrices de adyacencia de dimensién NXN. Estas matrices cumplen con patrones
asociados a una de las siguientes siete topologias:

» Circular.

= DobleY.



4.5. ANALISIS DE LAS MATRICES DE ADYACENCIA 35

Bipartito completo.

Grid.

Poligonal anidado.

Completo.

Arbol binario completo.

Para identificar a que topologia corresponde la matriz de adyacencia de entrada, se aplica
un patrén de reconocimiento inverso.

Como restriccién se consideran matrices de adyacencia con una dimensién minima de 4X4,
puesto que para una dimensién menor la matriz de adyacencia puede tener caracteristicas
de varias topologias.

En las secciones siguientes se muestran matrices de adyacencia para algunas de topologias,
asi como sus patrones de identificacion.

4.5.1. Matriz de adyacencia para el digrafo bipartito completo

El digrafo bipartito completo es el tinico que cumple con que el elemento de matriz
ag,N-1 = 1, de esta forma, se identifica de manera tinica. Como restriccién se tiene m+n > 4.
A partir de la dimensién de la matriz, el pardmetro m se calcula sumando los elementos de
la columna N —1 y el pardmetro n se calcula utilizando a la ecuacién (2.8):

n=N —m. (4.10)

En la figura 4.13 se muestra una matriz de adyacencia de 10X10 para el casoenque m =6y
n=4.

C OO OO O OO OO0
C OO OO O OO OO
COoOCcCoOoOCcC oo OoOoON
COoOCcCoOoOCcC oo OoOw
e R e i« R e I e Y e B e T e B e e RS
CcCoOCcoCc oo oowm

[ T T e T e B R S R e L= L
[ T T e T e S S SR SR S Ry RN
e T e T s T e R R S e e e L <
e Tl e T e T e T R S e e =t

0 0 N o R W N RO

Figura 4.13: Matriz de adyacencia para un digrafo bipartito completo con m =6y n = 4.

4.5.2. Matriz de adyacencia para el digrafo completo

Para que la matriz de adyacencia pertenezca a esta topologia se tienen que cumplir las
condiciones:

» La suma de los elementos de la primera columna y la suma de los elementos de la
ultima fila tienen que ser iguales a N —1.
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» El elemento de matriz ay_; 9 = 1.

Cumpliendo las condiciones anteriores, el digrafo completo se identifica de manera tnica.
El parametro que caracteriza a este digrafo es comp, el cudl es igual al nimero de nodos del
digrafo. En la figura 4.14 se muestra una matriz de adyacencia de 10X10 para el caso en que
comp = 10. La restriccién para este tipo de digrafo es que comp > 4.

e e e e e T e T e T S S e R
e e e = R e I =
Pt et e ek e e (O O ON
—_ = O OO O w
e e e = I = I e R e W e R
— R, OO oo ow
— = —_- 0 O oo oo oo
——_ o OO0 o oo o
[l e T e I e BN e B e T e B e Y e e B
oo oo oo ocooovw

W e ~N oo s W N = O

Figura 4.14: Matriz de adyacencia para un digrafo completo con comp = 10.

4.5.3. Matriz de adyacencia para el digrafo arbol binario completo

La matriz de adyacencia del arbol binario completo cumple con las condiciones siguien-
tes:

» La suma de los elementos de matriz de la primera columna es igual a 2.

» La suma de los elementos de matriz de la dltima fila es igual a 1.

» El elemento de matriz ay_; o = 0.
Cumpliendo las condiciones anteriores, el drbol binario completo se identifica de manera
Unica.
Para determinar prof a partir de la dimensién de la matriz, se hace la sumatoria de la ex-

presion (2.9) hasta llegar a la condicion N = 1+2+4+...+2P"f En la figura 4.15 se muestra
la matriz de adyacencia de 7X7 para el caso en que prof = 2.

=

o oo~ = OO
oo == oo o=
_=—_- 0 o C o oM
cCoc oo o o oW
oo oo o o o
oo oo o ooV
o oo oc o oo

o v B W N

Figura 4.15: Matriz de adyacencia para un digrafo arbol binario completo con prof = 2.

La restricciéon de para este digrafo es que prof > 2.
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Resultados

A continuacién se analizan los siete digrafos con topologia regular y sus respectivos cir-
cuitos cuanticos.

5.1. Digrafo circular

El digrafo circular se construye tomando como parametro loop (loop > 4), siendo el
numero total de nodos igual a:
N =loop. (5.1)

En la figura 5.1 a-) se muestra un digrafo circular creado por una matriz de adyacencia de
10X10, lo que equivale a loop =10, con N =10 y 10 enlaces. En la figura 5.1 b-) se muestra
la distribucién de grado de salida, siendo en este caso k,,; = 1 para todos los nodos. En este
caso, el grado promedio es igual a <k >=1.0.

En la figura 5.2 se muestra el circuito cudntico generado a partir del digrafo circular. Para

10 |
b-)

Frecuencia
_________________________.

+®

T T T T T T T
0.00 1.00 2.00
Grado

Figura 5.1: a-) Digrafo circular para loop = 10. b-) Distribucién de grado de salida.

iniciar el flujo, se aplica la compuerta X al qubit g, y luego se van enlazando los qubits a
partir de la compuerta CX hasta conectar al qubit gz con el go de la misma manera que
se construye el circuito cudntico para el digrafo lineal y luego, se enlaza el qubit g9 con el
qubit g aplicando la compuerta CX invertida. Después de hacer la medicién, el sistema se
encuentra en el estado:

lp)y=10111111111). (5.2)

El circuito de la figura 5.2 se generaliza para un sistema de N qubits aplicando la compuerta
X al qubit g, luego aplicando la compuerta CX repetidamente hasta conectar al qubit qy_,
con el gy_1, y por ultimo, se aplica la compuerta CX invertida para enlazar al qubit qy_4

37
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meas =

Figura 5.2: Circuito cudntico generado a partir del digrafo circular.

con el qubit g. En términos del parametro loop, se aplica la compuerta CX loop — 1 veces
y luego un CX invertido. En el caso general, después de hacer la medicién, el sistema se
encuentra en el estado |¢) =1011...1).

5.2. Digrafo dobleY

El digrafo doble Y se construye a partir del pardmetro rayosL (rayosL > 1), siendo el
numero total de nodos igual a:
N =2-rayosL +2. (5.3)

En la figura 5.3 a-) se muestra un digrafo doble Y creado por una matriz de adyacencia de
12X12, lo que equivale a rayosL =5 con N =12 y 11 enlaces. En la figura 5.3 b-) se muestra
la distribucién de grado de salida, donde los nodos 0, 1, 2, 3, 4y 5 tienen k,,; = 1, el nodo 6
tiene k,,; = 5y los nodos 7, 8, 9, 10 y 11 tienen grado k,,; = 0. En grado promedio en este
caso es <k >=0.92.

En la figura 5.4 se muestra el circuito cuantico generado a partir del digrafo doble Y. Prime-
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)
4 rm————————————— e
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Figura 5.3: a-) Digrafo doble Y para rayosL = 5. b-) Distribucién de grado de salida.

ro, se aplica la compuerta X a los qubits qq, 41, 92, 43 Y 94 para iniciar el flujo y conectarlos
al qubit g5 aplicando la compuerta Toffoli. Luego, se conecta el qubit g5 al g4 mediante la
compuerta CX. Por tltimo, se conecta el qubit g4 a los qubits g7, gs, 49, 410 ¥ 911 aplicando
repetidamente la compuerta CX. Después de hacer la medicion, se obtiene que el sistema se
encuentra en el estado:

lp)=1111111111111). (5.4)
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Figura 5.4: Circuito cudntico generado a partir del digrafo doble Y.

El circuito de la figura 5.4 se generaliza para un sistema de N qubits aplicando primera-
mente la compuerta X a todos los qubits que conforman los rayos de la izquierda, para
luego conectarlos mediante la compuerta Toffoli al qubit del extremo izquierdo del conec-
tor. Después, se enlaza el extremo izquierdo del conector al extremo derecho utilizando de
la compuerta CX. Por altimo, se enlaza el extremo derecho del conector a los qubits que
conforman los rayos de la derecha.

Por tanto, el valor del pardmetro rayosL es igual al nimero de controladores que se enla-
zan al extremo izquierdo del conector mediante la compuerta Toffoli.A su vez,el parametro
rayosL es igual al nimero de veces que es necesario aplicar la compuerta CX para enlazar
extremo derecho del conector con los rayos de la derecha.

En el caso general, después de hacer la medicién, el sistema se encuentra en el estado

lpy=1111...1).

5.3. Digrafo bipartito completo

En la figura 5.5 a-) se muestra un digrafo bipartito completo, creado a partir de una ma-

triz de adyacencia de 10X10, de manera que m = 6 y n = 4 (se toma por regla m +n > 4). Por
tanto, el digrafo tiene N = 10 nodos y 24 enlaces. En la figura 5.5 b-) se muestra la distribu-
cién de grado de salida, donde los nodos 0, 1, 2, 3, 4 y 5 tienen k,,; =4y los nodos 6,7, 8 y
9 tienen k,,; = 0. El grado promedio en este caso es igual a <k >=2.4.
En la figura 5.6 se muestra el circuito cudntico creado a partir del digrafo bipartito com-
pleto. Primero se le aplica la compuerta X a los nodos del primer subconjunto: qq, 41, 42, 43,
g4y qs para inicializar el flujo. Después se aplica la compuerta Toffoli repetidamente para
conectar los nodos del primer subconjunto con cada uno de los del segundo subconjunto:
96, 97, 98 Y q9- Después de hacer la medicidn, se obtiene que el sistema estd en el estado:

[py=11111111111). (5.5)

El circuito de la figura 5.6 se generaliza para un sistema de N qubits, aplicando primera-
mente la compuerta X a los m qubits que conforman el primer subconjunto. Luego se aplica
la compuerta Toffoli repetidamente para conectar m nodos del primer subconjunto a cada
uno de los n nodos del segundo subconjunto.
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Figura 5.5: a-) Digrafo bipartito completo para m = 6 y n = 4. b-) Distribucién de grado de
salida.
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Figura 5.6: Circuito cudntico generado a partir del digrafo bipartito completo.

Por tanto, en términos de los parametros, m representa al nimero de controladores y n el
numero de objetivos que van a ser enlazados mediante la aplicacién de n compuertas Toffoli.
En el caso general, después de hacer la medicién, el sistema se encuentra en el estado

lpy=1111...1).

5.4. Digrafo grid

En la figura 5.7 a-) se muestra un digrafo grid creado por una matriz de adyacencia de
20X20, de manera que fil =5y col =4 (se toma por regla que fil > 2y col > 2). Por tanto,
el namero de nodos es N = 20 y el namero de enlaces es 31.

En la figura 5.7 b-) se muestra la distribucién de grado de salida, donde el nodo 0 tiene
kout =0,losnodos 1, 2, 3, 4, 8, 12 y 16 tienen k,,; =1 y los nodos 5, 9, 13, 17, 6, 10, 14, 18,
7,11,15y 19 tienen k,,; = 2. El grado promedio en este caso es igual a <k >=1.55.

En la figura 5.8 se muestra el circuito cudntico generado a partir del digrafo grid. Primero
se aplica la compuerta X a los 20 qubits de que conforman el circuito para iniciar el flujo.
Los qubits de la altima columna: g3, g7, 411 ¥ 415 Se conectan mediante la compuerta CX
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Figura 5.7: a-) Digrafo grid para fil =5y col = 4. b-) Distribucién de grado de salida.
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Figura 5.8: Circuito cudntico generado a partir del digrafo grid.

invertida, al igual que los qubits de la dltima fila: q14, 417 y 13- Los demas qubits se conectan
mediante la aplicaciéon de CCX invertidas. Después de la medicioén, se obtiene que el sistema
se encuentra en el estado:

) =100000000000000000001). (5.6)

Para un sistema de N qubit, el circuito de la figura 5.8 se generaliza aplicando primeramente
la compuerta X a todos los fil - col qubits del sistema. Luego se aplican col — 1 compuertas
Toffoli invertidas y después una compuerta CX invertidas, dicho proceso se repite fil — 1
veces. Después se aplican col — 1 compuertas CX invertidas. En el caso general, al realizar la
medicién se obtiene que el sistema se encuentra en el estado: |1,b> =100000...1).

5.5. Digrafo poligonal anidado

Enla figura 5.9 a-) se muestra un digrafo poligonal anidado creado a partir de una matriz
de adyacencia de 12X12, donde dim = 3 y lados = 4 (como regla se considera dim > 2y
lados > 3), de modo que el nimero de nodos es N = 12 y el nimero de enlaces es 20. En la
figura 5.9 b-) se muestra la distribucién de grado de salida, donde el nodo 0 tiene k,,; = 0,
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los nodos 1, 2, 4y 8 tienen k,,,; = 1, los nodos 3, 5, 6, 9 y 10 tienen grado k,,; = 2, los nodos
7 y 11 tienen k,,; = 3. El grado promedio en este caso es igual a < k >= 1.66.
En la figura 5.10 se muestra el circuito cudntico generado a partir del digrafo poligonal
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Figura 5.9: a-) Digrafo poligonal anidado para dim = 3y lados = 4. b-) Distribucién de grado
de salida.

anidado. Primero se le aplica la compuerta X a los 12 qubits del circuito para inicializar el
flujo. Luego se le aplican las compuertas Toffoli de tres y dos controladores respectivamente
para enlazar los qubits vecinos del primer y segundo cuadrado. La compuerta CX se aplica
para formar los enlaces del cuadrado interior. De manera que el patrén del circuito consiste
en aplicar tres compuertas Toffoli invertidas y luego una CX invertida debido a que dim = 3,
excepto al final, donde se aplican dos CX invertidas para enlazar los ultimos qubits. Después
de la medicidn, se obtiene que el sistema se encuentra en el estado:

|) =1000000000001). (5.7)

Para un sistema de N qubits, el circuito de la figura 5.10 se generaliza aplicando la com-
puerta X a todos los qubits del circuito. Luego, en dependencia del valor del parametro
dim se aplican la misma cantidad de compuertas Toffoli invertidas, las cuales van dismi-
nuyendo el namero de controladores hasta convertirse en la compuerta CX invertida, sien-
do el nimero maximo de controladores dependiente del valor del parametro lados como
lados — 1. En el caso general, después de hacer la medicion, el sistema se encuentra en el
estado |z,b) =1000...1).

o« -l —1a
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o 4 — | &
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meas =

Figura 5.10: Circuito cudntico generado a partir del digrafo poligonal anidado.
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5.6. Digrafo completo

En la figura 5.11 a-) se muestra un digrafo completo creado a partir de una matriz de
adyacencia de 10X10, por lo que comp = 10 (se toma por regla comp > 4). El nimero de
nodos es N = 10y el nimero de enlaces es 45. En la figura 5.11 b-) se muestra la distribucién
de grado de salida, donde el nodo 0 tiene k,,; = 0, el nodo 1 tiene k,,; = 1, el nodo 2 tiene
k,,: = 2, el nodo 3 tiene k,,; = 3, el nodo 4 tiene k,,; = 4, el nodo 5 tiene k,,; =5, el nodo 6
tiene k,,; = 6, el nodo 7 tiene k,,; = 7, el nodo 8 tiene k,,; = 8 y el nodo 9 tiene k,,; = 9. El
grado promedio en este caso es igual a < k >=4.5.

En la figura 5.12 se muestra el circuito cudntico generado a partir del digrafo completo.
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Figura 5.11: a-) Digrafo completo para comp = 10. b-) Distribucién de grado de salida.

Primero se aplica la compuerta X a todos qubits del circuito para iniciar el flujo. Luego se
aplica la compuerta Toffoli para enlazar a todos los qubits con el qubit gy. Luego se aplica
la compuerta Toffoli para enlazar a todos los qubits excepto gy con el qubit g;. Después se
vuelve a aplicar la compuerta Toffoli para enlazar a todos los qubits excepto el g y el g; con
el qubit g, y asi sucesivamente. Después de hacer la medicioén, el sistema se encontraba en
el estado:

) =10000000001). (5.8)

Para un sistema de N qubits se puede generalizar el circuito de la figura 5.12 aplicando la
compuerta X todos los qubits del sistema para inicializar el flujo. Después se van aplicando
las compuertas Toffoli invertidas con comp —1 controladores, para enlazar a todos los qubits
con el qubit g, y esto se aplica comp — 1 disminuyendo en 1 el niumero de controladores.

o - o
o Bl
- ——

e
o ————— — — —

9 1II__ -
1 o 1 3 3 a 5 5 7 a 5

Figura 5.12: Circuito cudntico generado a partir del digrafo completo.
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En el caso general, después de la medicion se obtiene que el sistema esta en el estado |1,b> =
10000...1).

5.7. Digrafo arbol binario completo

En la figura 5.13 a-) se muestra un digrafo arbol binario completo creado a partir de una
matriz de adyacencia de 31X31, de manera que prof = 4 (se toma por regla que prof > 2).
El ntimero total de nodos es N = 31 y el namero de enlaces es 30. En la figura 5.13 b-)
se muestra la distribucién de grado de salida, donde el nodo O tiene k,,; = 0 y los demas
tienen k,,; = 1. El grado promedio en este caso es iual a < k >= 0.97. En la figura 5.14 se

a-) 0/0.\6 :: b) ?
¢ o da |
AWAWASASI &
00 © & | v |

0 4 °

000 G];i):t) T 200

Figura 5.13: a-) Digrafo arbol binario completo para prof = 4. b-) Distribucién de grado de
salida.

muestra el circuito cudntico generado a partir del digrafo drbol binario completo. Primera
se le aplica la compuerta X a todos los qubits del circuito para inicializar el flujo. Luego se
aplican compuertas Toffoli invertidas aumentando la profundidad hasta llegar a prof = 4,
de manera tal que los enlaces estén dirigidos de las hojas hacia la raiz. Después del proceso
de medicion se obtiene que el sistema estd en el estado:

|) =10000000000000001111111111111111). (5.9)

Para un sistema de N qubits el circuito de la figura 5.14 se puede generalizar aplicando
primeramente la compuerta X a todos los qubits para iniciar el flujo. Luego, se aplican (N —
1)/2 compuertas Toffoli invertidas aumentando la profundidad hasta llegar al valor maximo
del pardmetro prof, de manera tal que los enlaces van dirigidos desde las hojas hacia la raiz
del arbol. En el caso general, después de la medicion el sistema se encuentra en un estado en
que todos los qubits que conforman las hojas estdn en el estado |1), mientras que los demds
estan en el estado |0).



5.7. DIGRAFO ARBOL BINARIO COMPLETO 45

R

-1 = = = = F - -1 J
! & ? - E) f B 1 &
T I I I LI,

.—I-lh
.— Th
3
B
3
- -
H -
8- -
.-\5-
.-ta
.—"b
8-
H -
B
ol

Figura 5.14: Circuito cuantico generado a partir del digrafo arbol binario completo.



Conclusiones

Se defini6 una metodologia para establecer las relaciones entre digrafos y circuitos cuanti-
cos para cada una de las nueve topologias estudiadas. Esto se logré relacionando las com-
puertas X, CX y Toffoli con los enlaces dirigidos de los digrafos. Se desarrollaron algorit-
mos que grafican los digrafos y sus propiedades mas importantes como la distribucién de
grado. Por medio de un proceso de reconocimiento inverso se identificé la topologia y los
parametros de los digrafos a partir de sus matrices de adyacencia. Se observé que bajo cier-
tas restricciones, es posible establecer una relacién biunivoca entre un digrafo y un circuito
cuantico. Finalmente, se generalizaron los circuitos cudnticos y los resultados de las medi-
ciones en funcién de los parametros de los digrafos.

Limitaciones del estudio:

Actualmente el ordenador cuantico de IBM tiene aproximadamente 512 qubits. Dado que
en nuestro trabajo asociamos un qubit a cada nodo del digrafo, esto implica que en este
ordenador no es posible ejecutar programas con digrafos de mds de 512 nodos. Dada la es-
calabilidad que actualmente tienen estos ordenadores, se espera que esta limitacién no lo
sea en un futuro cercano.

Es posible que exista un digrafo con otro tipo de topologia regular de la cual no sea posible
encontrar una relacién biunivoca con un circuito cudntico bajo las mismas reglas aqui esta-

blecidas.

Trabajos futuros: Creemos que es posible extender la metodologia desarrollada en este tra-
bajo a la teoria de redes complejas, es decir, aplicar un proceso parecido para encontrar la
relacion entre redes aleatorias y circuitos cudnticos aleatorios. También es posible estudiar
la evolucién temporal de los circuitos cudnticos que generan a las redes complejas. Otra
mejora significativa serfa estudiar la relacién entre las compuertas cudnticas y las redes
complejas utilizando como nodos a los elementos de la base computacional, o sea, nodos
con una escalabilidad exponencial.
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Apéndice A

Aplicando la compuerta Hadamard

A.1. Digrafo bipartito

Cambiando las compuertas X por H como inicializadoras de flujo en la figura 5.6, se ob-
tiene el circuito cudntico de la figura A.1.
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Figura A.1: Circuito cuéntico para el digrafo bipartito completo.

Al aplicar todas las compuertas que se muestran en el circuito, se tiene que el estado cuanti-
co del sistema esta dado por una combinacién lineal de 64 vectores. Por lo que, después de
hacer el proceso de medicion, se obtiene el digrafo bipartito completo de la figura 5.5 si el
sistema colapsa al estado [1111111111), estando en consecuencia con la ecuacién (5.5). En
caso de que el sistema colapse a cualquiera de los 63 vectores restantes, se obtienen nodos
aislados, o sea, nodos que no estan enlazados entre si.

La probabilidad de obtener cualquiera de los estados cudnticos accesibles al sistema para el
caso general es:
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A.2. Digrafo circular

Cambiando la compuerta X por la H como inicializadora de flujo en la figura 5.2, se
obtiene el circuito cudntico de la figura A.2.

gn =l —
g1 —

” 4 ?
10 (] 1 ? EREE ) 5 wE 7 A ]

meas

Figura A.2: Circuito cudntico para el digrafo circular.

Al aplicar todas las compuertas que se muestran en este circuito, se obtiene que el estado
cuantico del sistema esta dado por la combinacién lineal:

1
V2

Después de hacer el proceso de medicién, se obtiene el digrafo circular si el sistema colapsa
al estado [0111111111), estando en consecuencia con la ecuaciéon (5.2). En caso de que el
sistema colapse al estado |[0000000000) se obtienen nodos aislados, o sea, nodos que no
estan enlazados entre si.

La probabilidad de obtener cualquiera de los dos estados cuanticos accesibles al sistema es
P=1/2.

|) = —=(10000000000) +[0111111111)). (A.2)
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