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1A% PREFACE

SINTESIS DE CONTROLADORES PARA REDES
DE PETRI CONTINUAS TEMPORIZADAS

RESUMEN

Las Redes de Petri son una herramienta de modelado para Sistemas de Eventos Discretos.
A partir de éstas surgen las Redes de Petri Continuas, que son una relajacién del modelo
utilizando la técnica de fluidificacién, con el objetivo de disminuir en lo posible el problema

de la explosién de estados.

En el presente trabajo se propone una ley de control para Redes de Petri Continuas
Temporizadas (RPCT) que lleva el estado inicial del sistema mg a algiin marcado requerido

mg utilizando un esquema Encendido/Apagado.

Se propone el concepto de Propagacién de Flujos, que es la manera en que las marcas del
sistema RPCT se distribuyen a través de los lugares de la red, asi como su representacion

vectorial y un algoritmo para calcularlo a partir de la matriz de Controlabilidad del sistema.

Con los vectores de Propagacién de Flujos se forma la Matriz de Propagacién, a partir de

la cual se sintetiza una ley de control de tipo Encendido/Apagado que hace que el sistema

de RPCT evolucione de manera rdpida hacia el estado my.

PALABRAS CLAVE: Control de Redes de Petri Continuas Temporizadas



SYNTHESIS OF CONTROL LAWS FOR TIMED
CONTINUOUS PETRI NETS

ABSTRACT

Petri Nets (PN) are a Discrete Events Systems modelling tool. Timed Continuous Petri
Nets are a relaxation of the PN model by using a fludification thecnique.

This work major concern is about proposing Control Laws for Timed Continuous Petri
Nets (CTPN) which takes the system from its initial state mg to a required marking m4 by

using an on/off control scheme.

The concept of Flow Propagation is proposed, which is the way that tokens are distributed
on the net’s places.

The Propagation Matrix is formed with the Flow Propagation Vectors. From Propagation

vectors an On/Off control law is proposed, which evolves in short time the TCPN system
towards a final state mg.

KEY WORDS: Timed Continuous Petri Nets Control
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Entre las herramientas de modelado para los Sistemas de Eventos Discretos [5] se en-
cuentran las Redes de Petri (RP), que capturan caracterfsticas del sistema fisico como las
relaciones causales, exclusién mutua, asincronismo y el paralelismo de eventos, entre otras.
Adems4s, las RP brindan un soporte matematico que permite describirla con su matriz de
Incidencia y su marcado inicial.

Con la Matriz de Incidencia es posible calcular elementos conservativos de las RP, como
son los P-Semiflujos y los T-Semiflujos.

Algunas de las propiedades de interés para este trabajo que se van a revisar son la

vivacidad y el acotamiento. Las técnicas més comunes que se utilizan para su andlisis son:

s Reduccién [10] {3], donde se eliminan algunos nodos de acuerdo a reglas que permiten

que las propiedades de vivacidad y acotamiento se conserven.

s Simulacién, que son algoritmos que toman muestras significativas de la red para poder

inferir propiedades de la misma.

= Enumeracién de estados, a través de la construccién de un grafo, llamado de alcanza-
bilidad, en la que los nodos representan los estados que el sistema puede alcanzar y los

arcos dirigidos representan la forma en que se puede ir de un estado a otro.

Desafortunadamente para Redes de Petri con muchas marcas, todas las técnicas descritas
anteriormente resultan en problemas computacionalmente complejos [6].

Para resolver este problema, las técnicas de andlisis basadas en la aproximacién fluidifi-
cada de las RP [25] han resultado ser eficientes [14], [15].

Como resultado del proceso de fluidificacién en las RP, surgen las Redes de Petri Conti-
nuas [17], que hasta el dia de hoy son entendidas como una aproximacién del modelo discreto

y no como un modelo del sistema ffsico.



. CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Revision de la literatura.

En las Redes de Petri Continuas existen diferentes enfoques, entre los que destacan el
propuesto en [9] por Hassan Alla, donde los flujos que pasa por las transiciones son constantes,
y el presentado en [10] y [25] por Manuel Silva y Laura Recalde, en el cual el flujo que pasa
por las transiciones depende del marcado de los lugares.

En este trabajo se trabajara con el modelo de Redes de Petri Continuas Temporizadas
(RPCT) bajo la seméntica de servidores infinitos de Silva y Recalde.

En las RPCT se han definido conceptos como la Controlabilidad y la Alcanzabilidad.
La controlabilidad es la propiedad que determina si es posible ir de cualquier marcado del
sistema a otro, mientras que la alcanzabilidad determina cuales son los marcados a los que
se puede llegar partiendo de un marcado fijo.

El sistema descrito por Silva y Recalde se comporta como un sistema lineal conmutado
cuando hay varios lugares de entrada para una transicién. Ademds, es importante resaltar
que el estado del sistema m es siempre un vector acotado por abajo, puesto que no puede
tener elementos menores a cero.

La accién de control que se puede aplicar a una RPCT es también acotada por el estado,
puesto que debe ser mayor a cero y menor al flujo del sistema, que depende del estado m.

En el trabajo que presenté6 Véazquez en [26], se propuso una ley de control que garantiza
que un marcado my € Class(mg) pueda ser alcanzado. Sin embargo, dicha ley de control
hace que el sistema evolucione lentamente, por lo que la biisqueda de otra que permita que
se haga de manera mas rapida es importante.

El objetivo de este trabajo es Proponer leyes de control més rédpidas que las existentes

en la literatura.

El trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera:

= En el capitulo 2 se presentan los conceptos bésicos de Redes de Petri, Redes de Petri
Temporizadas, Redes de Petri Continuas y Redes de Petri Continuas Temporizadas, asf
como la ecuacién estados del sistema y los conceptos de Controlabilidad. También se

presenta una ley de control basada en la orientacién del campo vector hacia el marcado
requerido my.

= En el capitulo 3 se presentan los conceptos de Propagacién de Flujos, Matriz de Propa-
gacién y la ley de control propuesta en este trabajo.

» Por dltimo en el capitulo 4, se hace una comparacién de resultados entre la ley de

control de Véazquez [26] y la que se presenta en este trabajo.



Capitulo 2

CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos y las propiedades mds
importantes de las RP, tanto discretas como continuas, ademds de la manera en
que el tiempo es incluido en ambos modelos.

También se presentan el concepto de Controlabilidad y una tipo de ley de
control para las RP Continuas Temporizadas (RPCT).

Un sistema RPCT, puede ser representado por un sistema lineal conmutado
con una ecuacién de estados la cual se puede manipular algebraicamente para
llegar a una expresién reducida, llamada Ecuacién de estados minima.

La principal propiedad definida y caracterizada a partir de la ecuacién de
estados minima es la controlabilidad. Dicha propiedad es la que determina si el

estado del sistema puede ser llevado a cualquier punto dentro de un conjunto
llamado de Alcanzabilidad.



4 CAPITULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES

2.1. CONCEPTOS BASICOS EN REDES DE PETRI

Se presentan los conceptos de Redes de Petri (RP), que son intrinsecamente discretas,
Redes de Petri Temporizadas (RPT), Redes de Petri Continuas (RPC) y Redes de Petrl

Continuas Temporizadas (RPTC), abordando el caso de la seméntica de servidores infinitos.

2.1.1. Redes de Petri (RP)

Definicién 2.1.1 Redes, Conjuntos “x y z°, Sub-redes.

Una red N es una 3-tupla (P, T, F), donde P y T son conjuntos finitos y disjuntos y F
es una funcion definida en PUT,F C PxTUT x P, tal que FN(PxP) = FN(T xT) = 0.

Los elementos en P son llamados lugares y grificamente se representan por circulos. Los
elementos en T son llamados transiciones, representados por rectdngulos. F' es llamada la
relacion de flujo de la red, representada por flechas que van de los lugares a las transiciones
o de las transiciones a los lugares. Se suele llamar de manera general a los elementos en
PUT mnodos de N o elementos de N y los elementos de F' son llamados arcos.

Dado un nodo de la red N, se define el conjunto “x = {y|(y,x) € F'} y el conjunto
z* = {y| (z,y) € F}. Los elementos en el conjunto "z (x*) de un lugar son las transiciones
de entrada (salida) a éste. De manera similar, para las transiciones, su conjunto “x (z*) son
los lugares de entrada (salida) de ésta.

Dado un conjunto X de nodos, se define *X = U,ex (°z) y X°® = Uzex (2°).

Una tripleta (P',T',F’) es llamada sub-red de N si PP C PT" C T y F' = Fn
(PP xT"U (T x P)).

51 X es un conjunto de elementos de N, entonces la tripleta

(PNX,TNX,FN(X x X))

es una sub-red de N generada por X.

Definicién 2.1.2 Caminos y Circuitos

Un camino en una red (P,T, F') es una secuencia no vacta x,xs...x de nodos que satis-
facen

(3:131:2)5“*1 (Ek—laxk) P (2'1)

Un camino x,x,...x) se dice que va de x1 a zp.
Un camino que va de un nodo x a un nodo y es un circuito si ninguno de sus elementos
se repite y ademds (y,x) € F. Note que una secuencia conteniendo solo un elemento es un

camino, pero no un circuito, porque para cada nodo z,(z,z) & F.
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Una red (P, T, F) es llamada conexa si cualesquiera dos nodos z,y satisfacen (z,y) €
(FUF™1)* Donde para cualquier conjunto Q, Q* es la cerradura transitiva de Q.

Una red (P,T, F) es fuertemente conexa si Vz,y € PUT,(z,y) € F*, es decir, para
cualesquiera dos nodos existe un camino que lleva de x a y.

Figura 2.1: Ejemplo de una Red de Petri

Ejemplo 2.1.3 FEn la figura 2.1 se ve grificamente una red de Petri, donde

P = {p11p21p31p4} (22)
T = {t1,t,13,14} (2.3)
F = (pla tl) y (pI: t4) ) (p21 t2) ) (p3: t3) ) (p4! t3) (24)

(tla p2) . (t21 P3) 8 (t31p1) ) (t4:p4)

Como ejemplos de los conjuntos Pre y Post se tiene:

*t3 = {p3, P4} (2.5)
t3 = {p1} (2.6)
pi = {t1,ta} (2.7)
ipl — {tg} (28)

De igual forma, se observa que pitipataps es un camino, mientras que pitapats es un
circuito.
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Definiciéon 2.1.4 Marcados

Un marcado de una red (P, T, F) es un mapam : P — {NUO0} Un marcado es Tepre-
sentado por el vector m (p,) ,m(ps),...,m (pn)]T, donde py, po, ..., Pn €5 una numeracion fija
y arbitraria de P

Un lugar p se dice que estd marcado en un marcado m si m(p) > 0. Un conjunto de

lugares R se dice marcado si alguno de los lugares de R estd marcado.

El mimero total de marcas en un conjunto R es denotado por m(R), es decir:

m(R) = ), m(p).

pER
El marcado nulo es el marcado que mapea todos los lugares a 0.

El marcado en una red de Petri es representado por m(p) marcas (puntos negros) o

el nimero m(p) en el lugar p. En la figura 2.1 el marcado se representa por el vector
7

3 0 0 0| ,indicando el mimero de marcas en cada lugar.

Definicion 2.1.5 Peso de los arcos

El peso de los arcos es una funciéon w : F — NU {0} . que asocia un mimero natural

0 cero a cada arco.

Cuando todos los arcos tienen peso igual a 1, la red es llamada ordinaria.

El peso de los arcos equivale al mimero de arcos que estdn dibujados de un nodo a otro.

Gréaficamente, el peso de los arcos se escribe cerca de éstos. Si el peso es igual a 1, éste
no se escribe.

Definicion 2.1.6 Regla de disparo
Un marcado m habilita una transicion t si para cada lugar p € °t, m(p) > w(p,t).

Si t estd habilitada en el marcado m, entonces ésta puede dispararse y su disparo lleva al

. : t :
marcado sucesivo m' (se escribe m — m') que es definido para cada lugar p por:

m(p) sipg *typ¢gt
() — m(p) — w(p,t) sip€ *typégt*
P m(p) + w(t, p) sipg *typet® (29)

m(p) — w(p,t) + w(t,p) sip€ *typete

w(pi,t) marcas se quitan de cada lugar p; € *t y se agregan w(t,p;) marcas a los lugares
p; €1°,

Un marcado es llamado muerto si ninguna transicién estd habilitada por éste.
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Definicién 2.1.7 Secuencias de disparo, Marcados alcanzables

Sea m un marcado de la red N. Si m my = ... 3 my, son disparos de transiciones
habilitadas, entonces o = t,ts...t, es una secuencia de disparos que va de m a m, y se
escribe m — m,,. En la misma forma se puede representar la secuencia vacta €, es decir,
m — m para cualquier marcado m.

Se escribe m — m', cuando m' es alcanzable desde m, es decir, que existe una secuencia

de disparos o tal que m — m’. El conjunto de todos los marcados alcanzables desde m es
denotado por RS(m).

. t t t Wovsc B : e
Sim — my; = ma — ... para una secuencia infinita de transiciones o = t tat3... entonces

. . . . . o
o es una secuencia infinita de disparos y se escribe como m —.

Definicién 2.1.8 Matrices Pre, Post y de Incidencia

Sea N la red (P,T,F). La matriz Post, denotada por C*, de orden |P| x |T| es definida
por:

s 0 si (p,t) & F
Post(p.t) =C" = { w(p,t) si(p.t) € F (2.10)

La matriz Pre, denotada por C~, de orden |P| x |T| es definida por:

0 (2, F
Pre(p,t) =C~ = sz. (t,P) ¢ (2.11)
w(t,p) si(t,p) € F
La matriz de incidencia, denotada por C, es definida por la ecuacion:
C =Pre— Post=C" - C"~ (2.12)

Ejemplo 2.1.9 De la figura 2.1, las matrices que representan al sistema son:

0O 01 O 1 0 0 1
1 0 O 1
Pre=CT* = Post = (C~ = v ¢ 8
010 0 010
0 0 O 0 010

- T
m0=3000]
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De manera similar a representaciones vectoriales de cualquier mapeo, la representacion

matricial de la matriz de incidencia depende de la enumeracién de lugares y transiClones.

Definicién 2.1.10 El vector columna T asociado a la transicién t se denota como t.

De manera similar, el vector fila P, que estd asociado al lugar p, es denotado por p.

La entrada C(p, t) en la matriz de incidencia representa el cambio de marcado del lugar
p ocasionado por el disparo de la transicién t. Entonces, si la transicién t estd habilitada en
el marcado m y m — m’ entonces m’ = m + t. Para una generalizacién de esta ecuacién a

secuencias de transiciones, se necesita la siguiente definicion.

Definicién 2.1.11 Vectores de Partkh de secuencias de transiciones
Sea (P,T,F) una red y sea 0 una secuencia de transiciones. El vector de parikh 7 :
T — {NUO0} de 0 mapea cada transicion t € T al nimero de ocurrencias det eno.

Si T = {t,,ts,t3,t4}, el vector de parikh de una secuencia o, = t;t3t1t1t2 es

- T
g =13 11 o] (2.13)

y el de 09 = t4 es

- T
F=10 0 0 1] (2.14)

Se puede observar que para cualquier transicién £,

t=Ct (2.15)

Asf ocurre que si m — m/, entonces m’ =m + Ct =m+t (donde m y m’ son tratados

. . . . g
como vectores columna). Para una secuencia de disparos finita cualquiera o tal que m — m/,

se puede encontrar m' = m + C'o, como se puede ver en el siguiente lema.

Lema 2.1.12 Lema de ecuacion de marcado

. . v . o ; . '
Para cualquier secuencia finita de disparos m — m' de una red N, la siguiente ecuacion

de marcado se cumple:

m' =m+Co (2.16)

La demostracion de este lema se encuentra en [10]
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P: P

Figura 2.2: Evolucién de marcado

Ejemplo 2.1.13 En la figura 2.2 se puede ver de manera grifica la evolucion de marcado
después del disparo de la transicion t;.
Para determinar el marcado después del disparo de la transicion t, utilizando el lemma

2.1.12 y la informacién previa del ejemplo 2.1.9:

m' =mg+ Co (2.17)

T T
donde para representar el disparo de la transiciont,, o = |1 0 O 0]

3 -1 0 1 -1| |1 3 —1 2

1 -1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 -1 O 0 0 0 0
0 0 0 -1 1 0 0 0 0

Definicién 2.1.14 Sistemas de Red. Marcado inicial y marcados alcanzables.

Un sistema de red (o sélo un sistema) es un par (N, mgy) donde N es una red conezxa
que tiene al menos un lugar y una transicion y mg es un marcado de N, llamado marcado
inecial. Un marcado m' se dice alcanzable en un sistema y un marcado my si existe una

. ot 3 o
secuencia de transiciones o tal que mg — m’.

Una vez que la Red de Petri ha sido introducida, se presentan a continuacién algunas de
las propiedades de éstas, entre las que figuran la vivacidad y acotamiento, ademés de otras

que son referentes a su estructura.

Definicion 2.1.15 Vivacidad y propiedades relacionadas
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Un sistema es vivo st para cada marcado alcanzable y cada transicién t € T, existe un
marcado m’ € RS(N, m) que habilita la transicion t. Si (N, mg) es un sistema vivo, entonces
se dice que mg es un marcado vivo de N.

Un sistema es vivo en lugares si para cada marcado alcanzable m y cada lugar p existe
un marcado m' € RS(N, m) que marca al lugar p.

Un sistema es libre de bloqueos si cada marcado alcanzable habilita al menos una transi-
cion, es decir, si no se puede alcanzar ningin marcado muerto (que no habilita transiciones)

desde el marcado inicial.

Definicién 2.1.16 Sistemas acotados. Cotas de un lugar.
Un sistema es acotado si para cualquier lugar p existe un numero natural b tal que

m(p) < b para cualquier marcado alcanzable. Si (N, mg) es un sistema acotado, entonces se

dice que mg es un marcado acotado para N .

La cota de un lugar p en un sistema acotado (N, mg) se define como:

max {m(p)|m € RS(N,mg)} (2.19)

Un sistema es llamado b— Acotado si ningin lugar tiene una cota que sea mayor a b.

Definicién 2.1.17 P-Invariantes (P-Semiflujos)

Un P-Invarmante de una red N es una solucién racional de la ecuacidn

Y*'-C=10 (2.20)

Proposicion 2.1.18 Propiedad fundamental de los P-Invariantes

Sea (N, mp) un sistema y sea I un P-Invariante de N. Si mg — m/, entonces
T m=IT-m (2.21)
La demostracién de esta proposicién se encuentra en [10].

Esta propiedad fundamental significa que existen conjuntos de lugares en una red de Petri

en los cuales la suma de sus marcas permanece constante ante el disparo de transiciones.
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Definicién 2.1.19 T-Invariaentes (T-Semiflujos)
Un T-Semifiujo de una red N es una solucidn racional de la ecuacion

Proposicién 2.1.20 Propiedad fundamental de los T-Semiflujos
Sea o una secuencia finita de transiciones de una red N que estd habilitada en el marcado
m. Entonces el vector de parikh & es un T-Invariante si y sélo si mg — m (es decir, ssi la

ocurencia de o reproduce el marcado m).

Los P-sistemas (M4quinas de Estados) son aquellos en los que todas sus transiciones

tienen exactamente un lugar de entrada y un lugar de salida.

Definicién 2.1.21 P-Sistemas (Mdquinas de estados), P-Redes
Una red es P-Red si |°t| =1=|t*|Vte€T
Un sistema (N, mg) es un P-Sistema st N es una P-Red.

La propiedad fundamental de las Mdquinas de Estado es que todos los marcados alcan-
zables contienen exactamente el mismo nimero de marcas. Dicho de otra forma, el mimero
de marcas del sistema permanece invariante ante el disparo de transiciones. Lo anterior,
significa que todos los lugares de una méquina de estados forman un P-Semiflujo.

Los Grafos Marcados o T-Sistemas son aquellos en los que todos los lugares tienen exac-

tamente una transicién de entrada y una de salida.

Definicion 2.1.22 T-Sistemas (Grafos Marcados), T-Redes
Una red es T-Red si |*p| =1 = |p*| Vp € P

Un sistema (N, mg) es un T-Sistema si N es una T-Red.

La propiedad fundamental de los grafos marcados es que la cantidad de marcas de los
circuitos permanece invariante ante el disparo de transiciones.

Otro tipo de redes muy estudiado son las de Libre eleccién (Free-Choice)

Definicién 2.1.23 Redes de Libre FEleccion (Free-Choice)
Una red (P,T, F) es de libre eleccion si (p,t) € F tmplica *t x p* C F para cada lugar p
y cada transicion t.

Un sistema (N, mg) es de libre eleccion si N es de libre eleccion.
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La propiedad fundamental de las redes de libre eleccién es que si un marcado habilita al-
guna transicién de p®, donde p es un lugar de la red, entonces habilita a todas las transiciones

en p°.

Definicién 2.1.24 Sifones y Sifones propios
Un conjunto R de lugares de una red son un sifon st *R C R* Un sifén es llamado

stfon propio si éste no es el conjunto vacto.

Dos importantes hechos de los sifones son que: Sifones que no tienen marcas permanecen

sin marcas y que los sistemas vivos no tienen sifones sin marcas.

Definicién 2.1.25 Trampas y Trampas propias
Un conjunto R de lugares de una red son una trampa si R®* C *R. Una trampa es llamada

trampa propia si éste no es el conjunto vacio.

2.1.2. Redes de Petri Temporizadas (RPT)

Las redes de Petri temporizadas evolucionan de forma similar a las Redes de Petri, pero
asignan un tiempo de retardo entre el disparo de una transicién y el cambio de marcado.
Existen dos modelos importantes, uno de ellos temporizado en lugares [24], pero se prefiere
el modelo temporizado en transiciones por ser mas natural, puesto que la representacién de
actividades de un sistema es a través de las transiciones [27]. A continuacién se presenta una

breve descripcién de éstas.

Definicién 2.1.26 Redes de Petri Temporizadas en transiciones [22]

Una Red de Petri Temporizada en transiciones se define como un par (N, D),
donde:

N es una Red de Petru.

D:T— (RTU 0)|T| es una funcion de Retardos que asigna el tiempo que una transicién

t; toma para realizar su disparo.

En una red de Petri temporizada en transiciones, las marcas pueden tener cualesquiera
de los dos atributos: disponible y no disponible. En el marcado inicial, todas las marcas se

encuentran disponibles y pueden cambiar su estado cuando una transicién ¢; est4 habilitada.
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Una transicién t; se encuentra habilitada cuando mg;sp(p;) > Pre(pi,t;) Vpi € °t; y
Maisp(P;) son las marcas disponibles en el lugar p;.

Cuando la transicién t; es disparada, Pre(p;, t;) marcas cambian su atributo a no disponibles,
de modo que no son removidas del lugar p; (pero permanecen congeladas y no pueden habi-
litar a ninguna otra transicién) hasta d; € D unidades de tiempo después, cuando se colocan
Post(px,t;) marcas etiquetadas como disponibles en los lugares p;, € t;.

De hecho, la evolucién de marcado de las RPT también cumple con la ecuacién 2.16.

Las RPT son ampliamente utilizadas para la programacién de tareas (en inglés sche-
dulling), puesto que se puede minimizar el tiempo para llegar de un marcado m a otro m'’

cuando existen caminos paralelos. Para mas detalles sobre scheduling se puede consultar [23].

2.1.3. Redes de Petri Continuas (RPC)

Las Redes de Petri Continuas [8| surgen a partir de un proceso de fluidificacién, en el que
cada una de las marcas es dividida en k partes y en el proceso al limite, cuando £ — oo se
pueden hacer disparos de partes reales de marcas.

Las RPC surgen como una opcién para disminuir en lo posible uno de los principales

problemas de los sistemas de eventos discretos (SED): la explosién de estados [1].

oo ofeofe
olle oloofe

Figura 2.3: Evolucién de marcado de una RP y de una RPC

Como se puede observar en la figura 2.3, una RP est4 limitada a disparos de marcas
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completas, es decir, la cantidad de disparo est4 limitada a nimeros naturales, mientras que
en el caso de las RPC, se puede disparar cualquier cantidad real de marcas.

Existen trabajos de aplicacién de las RPC, como el que se muestra en 28] y otros refe-
rentes a propiedades de éstas, como se presentan en ([17], [11], [26]).

A diferencia del caso discreto, en una RPC una transicién t; se encuentra habilitada en

un marcado m si y sélo si Vp € *t;, m(p) > 0.

Definicién 2.1.27 Grado de habilitacion de una transicién
El grado de habilitacion de una transicion t es:

_ . m(p)
enab(t,m) = min 5 0.0 (2.23)

La transicién ¢ puede disparar cualquier cantidad a € R,0 < a < enab(t,m) y llevando
el sistema a un nuevo marcado m’ = m + aC(P,t), donde C es la matriz de incidencia
previamente mencionada en la definicién 2.1.8.

Si un marcado m’ puede ser alcanzado desde mg con una secuencia de disparos o, la

ecuacién fundamental de marcado puede ser reescrita como:

m =mgy+ Co (2.24)

donde 0 € (RU 0)|T| es el vector de conteos de disparos.

Definicion 2.1.28 Acotamiento, vivacidad y lim-vivacidad para RPC
Una RPC N, es:

Acotada si todos sus lugares son acotados
Vp; € P,3db; € R‘bz > m(pz-) Vm(p) = RS(NE,MU)

Viva st toda transicion es viva (Cualguier transicion puede volver a ser disparada desde
cualquier marcado alcanzable)

La propiedad de vivacidad puede ser extendida a lim-vivacidad suponiendo que una
secuencia de longitud infinita puede ser disparada. Una transicion t no es lim-viva ssi eriste

un marcado alcanzable tal que ninguno de sus sucesores habilite a la transicion t.

Definicién 2.1.29 Acotamiento estructural y Vivacidad estructural
Una red es:
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" n

Figura 2.4: Evolucién de marcado de una RPT en el tiempo

Estructuralmente acotada cuando (N, my) es acotada para cualquier marcado inicial

mo
Estructuralmente viva cuando existe un marcado my tal que la red (N, mgy) es viva.

2.1.4. Redes de Petri Continuas Temporizadas (RPCT)

Como se menciond previamente, existen dos seménticas importantes con las cuales se ha
trabajado en las Redes de Petri Continuas Temporizadas (RPCT): Semdntica de Servidor
Unico (para detalles y ejemplos de aplicacién vea [13]) y Semantica de Servidores Infinitos. Su
principal diferencia radica en que en el primer caso se tiene un sistema regido por ecuaciones
lineales (9] [7] y transiciones con flujos de marcas constantes, mientras que en el segundo
se cuenta con un sistema dindmico en el que las transiciones tienen flujos dependientes del

marcado, lo cual es representado por medio de ecuaciones diferenciales.

Partiendo de la introduccién de tiempo en las RP, es posible de manera natural intro-
ducirlo en el modelo continuo. Si una tarea, representada por la transicién t; en una RPT,

toma d; unidades de tiempo, se asigna el tiempo de retardo correspondiente en la transicién.

El paso de una marca de un lugar p a otro p’ a través de la transicién t; en una RPT
representa que se complet6 la tarea que dicha transicién representa (2|. En la figura 2.4 se

observa la evolucién del marcado ocasionado por el disparo de una transicién.

Para capturar dicho comportamiento en el caso continuo, a la transicién ¢; se le asigna

: : 1 :
una tasa de disparo maximo A; = — de modo que tome el mismo tiempo en pasar una marca

d;

completa en el caso discreto que en el continuo. En la figura 2.5 se ve la similitud entre los
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dos modelos.

Figura 2.5: Evolucién de marcado en el tiempo de una RPT y una RPCT

Definicién 2.1.30 Red de Petri Continua Temporizada (RPCT)
Una RPCT (N.,)) es una RPC N, (sin tiempo) junto con una funcién X : T — (R+)T
donde A(t;) = A; es la tasa de disparos de la transicion t;.

Definicion 2.1.31 Sistema de Red de Petri Continua Temporizada
Un sistema RPCT es una tupla ¥ = (N¢, A, mg), donde (N, A) es una RPCT y mg es

el marcado inicial de la red.

Con estas definiciones, la ecuacién fundamental de marcado depende del tiempo 7:
m(r) =mo+ C - a(7) (2.25)

Si derivamos la ecuacién 2.25 con respecto al tiempo, se obtiene:

m(1) = C-o(7) (2.26)

Utilizando como notacién f(7) = o(7) para representar el flujo que pasa a través de una

transicién en el tiempo, se obtiene la ecuacién m(7) = C - f(7), que puede ser reescrita por

simplicidad como:
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» O &

P2 P4 o

Figura 2.6: Ejemplo de un sistema de RPCT

m=C f (2.27)

En este trabajo, la investigacién se enfocé en la semédntica de servidores infinitos, donde
el flujo de cada transicién depende del grado de habilitacién de cada una de las transiciones,

de modo que el vector de flujos f puede definirse como:

f(t) = fi = Mt) min {—P%f—)ﬂ} (2.28)

Note que el flujo es proporcional al grado de habilitacién de la transicién y a la tasa de
disparo A; de la transicién.

Ejemplo 2.1.32 Considere como ejemplo la figura 2.6. Los flujos de las transiciones son.:

N1 A(t1) - m(p1)
_ |f2| _ [At2) - min (m(pz), m(ps))
= f3 A(t3) - min (m(pg), m(ps)) 2-29)
J4 A(t4) - m(ps)
Alml

Ao min (meo, m
£ e 2 min (mz, m3) (2.30)

)\3 min (m4, m5)

)\4m6

- ‘4
Si el vector de tasas de disparo A = |1 1 1 1] , entonces
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-1 1 0 O
1 —1 0 0 /\1m1
o -1 1 O A9 i ;
. 0 2 min (mg, m3) (2.31)
0 1 -1 0 Az min (my, ms)
0O 0 -1 1 AgMeg
0 O 1 -1
m fo— N min (mg, m3) — M,
mg fl — fg my — min (7712, m3)
B o 'ni"'3 _ f3 _ f2 _ II]i:Il (mda m5) - m{n (m2! m3) (2.32)
My fo — f3 min (msg, m3) — min (my, ms)
ms fa— J3 me — min (my, ms)
me fa— fa min (mg4, ms) — Mg

Nota 2.1.33 Una RPCT bajo la semantica de servidores infinitos es un sistema lineal con-

mutado, dado por el operador min que aparece en la definicién de flujo.

El sistema lineal conmutado aparece por las sincronizaciones del sistema (|*¢| > 1). Cada

uno de los sistemas lineales est4 definido por un conjunto de arcos en Pre que restringen el

flujo que pasa por cada una las transiciones.

Definicién 2.1.34 Restriccion en el flujo que pasa por una transicién

Sea ¥ = (N, A,mg) una RPCT y sea m un marcado alcanzable. Se dice que el arco (p,t)

restringe el flujo que pasa por una transicion t en el marcado m ssi

£(t) = A(t) ng)t—) (2.33)

Definicion 2.1.35 Configuracion
Sea ¥ = (Ng, A\, my) una RPCT Una configuracion de ¥ en el marcado m es un

conjunto de (p,t) arcos que describen el flujo real que pasa por todas las transiciones.

El nimero total de configuraciones en un sistema estd dado por

T

NumConfig = H °t;] (2.34)

1=1
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Entonces, una configuracién es una cobertura de T por sus arcos de entrada. Una posible
representacién de una configuracién dada es a través de una matriz de configuracién II. La

construccién de esta matriz se explica a continuacion.

Definicién 2.1.36 Vector caracteristico de Restriccién del flujo que pasa por una transicion

Sea el arco (p;,t;) el que restringe el flujo que pasa por la transicién t; en el marcado m,
entonces el vector caracteristico de restriccion del flujo que pasa por la transicion

m;(m) es un vector con sus elementos igual a cero y un uno en la posicion i.

0 1
0 1 —1
0 1+ 1
0 n

Es claro que wj(m) € {0, 1}l y que depende del marcado. En caso de que existan
dos arcos (p;,t) y (pj,t) cumplan con la definicién 2.1.34, cualesquiera de los dos vectores

caracteristicos puede ser utilizado para representar al arco en la configuracién, pero siempre
se deberd elegir sé6lo uno.

Definicién 2.1.37 Matriz de configuracién II(m)

Dado un marcado m, la matriz de configuracion se construye con el transpuesto de

los vectores caracteristicos de restriccion en la dindmica de una transicion.

[1(m) = (2.36)

Ejemplo 2.1.38 FEn la figura 2.6, el sistema tiene 4 configuraciones. Sus matrices de con-
figuracién II(m) son
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1 000 0O
01 00O0O0
Il = (2.37)
0 001 0O
0 00 0 01
cuando mgo < M3 Y My < Mg
1 000 0O
0 01 0O0 O
1= (2.38)
0 001 00
0 00 0 O01
cuando mg > m3 Yy my < Ms
1 000 0O
010000
Il = (2.39)
0 000120
0 00 0 O0 1
cuando mg < M3 Yy Mg > Mg Y
1 000 00O
0 01 0 0O
Il = :
0 00 010 (2:40)
0 000 01

cuando mgy > mg Yy myg > Ms.

Existe una matriz de configuracién II(m) asociada a cada marcado m de la red. Nétese

que el producto II(m) - m(7) es la representacién vectorial del operador min del grado de

habilitacién de cada transicién, enab(7) , con el marcado m(7).

Definicion 2.1.39 Matriz de mdxima tasa de disparo

La matriz mdxima tasa de disparo se denota por:

L E— dz’ag(/\l, oy /\|T|) (2.41)

Nota 2.1.40 De acuerdo a las definiciones anteriores y su notacion, el vector de flujo y la

ecuacion fundamental son:
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f=A TI(m)-m (2.42)
m=C-A-II(m)-m (2.43)

ACCIONES DE CONTROL EN RPCT

2.2.

En una RPCT las acciones de control se pueden dar a través de las transiciones del
sistema. ;jQué acciones son véalidas?

Se debe tomar en cuenta que las transiciones de una RPT representan tareas y que el
retardo asociado a las transiciones representa el tiempo que ésta toma en realizarse (en
muchos casos representa el tiempo promedio que éstas toman).

Dicho tiempo no puede ser disminuido sin que represente una modificacién al sistema de
manera importante, como lo seria el reemplazar una mdquina en una linea de produccién
por otra més eficiente en tiempo. Sin embargo, es posible detener la ejecucién de alguna de
estas tareas por asi convenir a la programacién de tareas (Scheduling), para lograr compor-
tamientos requeridos en el sistema.

El retrasar la ejecucién de algunas tareas puede interpretarse como incrementar el tiempo
que una tarea toma en ejecutarse. Entendido de éste modo, en una RPT es posible aumentar
el tiempo que una transicién tiene asignada, pero no disminuirlo.

De la definicién 2.1.30 y la manera en que se asignan las tasas de disparo de las transi-

ciones, se puede concluir que la tnica accién de control vdlida es disminuir o frenar el flujo

de una transicion.

Definicion 2.2.1 Transiciones Controlables e Incontrolables

St el flujo de una transicion t puede ser disminuido o inclusive detenido, se dird que dicha
transicion es controlable. En cualquier otro caso, la transicion se dice ser Incontrolable

o no controlable.

El flujo de una transicién después de una accién de control se convierte en f; — u;, donde
fi es el flujo del sistema no forzado, es decir, sin control (vea la definicién 2.42) y u; es la

accién de control. El vector de flujo controlado queda expresado como

f=A-II(m) - m—u (2.44)
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donde u; = 0 si la transicién ¢; no es controlable. La ecuacién fundamental con flujo

controlado quedaria como:

m=C:(A-TI(m) -m — u) (2.45)

Est4 claro que el flujo controlado debers ser mayor a cero y como sélo se puede reducir,

entonces el control del sistema queda acotado como se muestra:

0<u<A-II(m)-m

2.3. ECUACION DE ESTADO Y CONTROLABILI-

DAD

Una RPCT puede ser representada por un sistema lineal conmutado positivo y acotado
4].

La familia de sistemas lineales se origina porque la RPCT tiene varias configuraciones
y cada configuracién resulta en un sistema lineal. Ademds el estado, que en este caso el
marcado en cada lugar, y el disparo de una transicién siempre son positivos.

Finalmente, el acotamiento se obtiene porque las marcas de un lugar no puede ser mayor
que la regla dictada por los P-Semiflujos y el disparo de una transicién siempre es positivo,
pero con una cota que depende el mimero de carcas de los lugares de entrada.

En el caso de la dimensién del estado n, en el caso general de los sistemas lineales,
define un espacio vectorial R™ Si el sistema puede ser llevado de cualquier condicién inicial
a cualquier punto dentro del espacio con alguna entrada de control, se dice que el sistema es
controlable.

Sin embargo, si se considera el vector de marcado m como el estado del sistema, en las
RP en general existen componentes invariantes, como es el caso de los P-Semiflujos, donde el
nimero de marcas permanece constante. Tales condiciones hace que el valor del marcado no
pueda ser cualquiera en cada lugar y se limita el tipo de redes que podrian ser consideradas
controlables de acuerdo a la definicién clésica. Se presentara otra definicién que resulta més
aproplada para el tipo de sistemas con el cual se estd trabajando.

Es facil de ver que el espacio que genera el estado de un sistema RPCT no es un espacio
vectorial. Primero, el valor del estado m € (Rt U O)|P|, donde P es el conjunto de lugares de

la red; ademés, cuando existen P-Semiflujos, el marcado nulo m = 0'F! no se puede alcanzar

cuando el marcado inicial mg # 071,
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En general, no se tiene ninguna estructura matemdtica para el conjunto de estados al-
canzables.
Para el caso particular de RPCT es un sistema de multiples entradas, puesto que en cada

transicién controlable se tiene una entrada al sistema.

2.3.1. Ecuacion de Estados

La ecuacién de estado del sistema fue introducida en el capftulo anterior.

m = C-(A-II(m)-m — u) (2.46)
0 < u<A-II(m)-m (2.47)

Proponiendo
u=1I,-A-TI(m) -m (2.48)

donde I, es una matriz diagonal con elementos 0 < I,; < 1 para cumplir con el aco-

tamiento del control (garantizar f; — u; > 0).

Asf, es posible sustituir y factorizar la ecuacién 2.46 del siguiente modo:

m=C-(A-II(m)-m—1I,-A-II(m) - m) (2.49)
m=C-(I-1) (A II(m). m) (2.50)

Haciendo
R Y o (2.51)

es posible dejar el sistema expresado como
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m=C I.-(A-TI(m)-m) (2.52)

donde I, es una matriz diagonal con elementos 0 < I; < 1 que representan el porcentaje

de apertura de cada una de las transiciones.
A partir de la matriz de incidencia C' pueden ser calculados los P-Semiflujos del sistema.

Suponga ahora que el conjunto

i i
{mi,m,...,m}}

es el conjunto de marcados que pertenecen al ¢ — ésimo P-Semiflujo. Entonces

mi+my+..+m, =K (2.53)

Derivando la ecuacién previa, se tiene

My + 1y + ... + 1, =0 (2.54)

Por lo tanto, es posible calcular la dindmica de marcado utilizando ¢ — 1 lugares y la ley
conservativa que da el 1 — ésimo P-Semiflujo.
Para obtener una ecuacién minima de RPCT es necesario eliminar las filas linealmente

dependientes de la matriz de incidencia C', de manera tal que el rango de la matriz se preserve.

Definiciéon 2.3.1 Estado minimo de un sistema RPCT

El estado minymo m,, de una RPCT es una proyeccion del estado m del sistema

Malr) = P -mir) (2.55)

donde P es la matriz de proyeccidn.

En general, P es no invertible, pero es posible obtener el estado del sistema completo m

a partir del minimo m,,. Para ello, se utiliza la siguiente ecuacién:

(P17 [
m(7) = ;T ﬂ;’;‘gj (2.56)
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donde B es una base de P-Semiflujos del sistema.
Note que BTmy es constante y contiene la informacién de las marcas en los P-Semiflujos.
Ahora, defina una funcién G tal que:

G(mm(7)) = II(m) - m(7)
Finalmente, la ecuacién de estado minima queda como:

Mm = CrnI.AG (M) (2.57)

donde m,, es el vector estado minimo, C,, = P-C'y las matrices I, y A son las previamente
definidas en la ecuacién 2.52.

Cabe senalar que la ecuacién 2.57 no representa un modelo minimo del sistema, puesto
que para el computo del marcado del sistema RPCT es necesaria la informaciéon de los P-
Semiflujos. Sin embargo, es posible demostrar que existe una biyeccién entre m y m,,, (pdra

mayor detalles vea [26]).

Algunas definiciones importantes previas a la controlabilidad se presentan a continuacién.

Definicién 2.3.2 Conjunto de Estados Estructuralmente Admisibles (SASS(N) por sus si-
glas en inglés. Vea [26])

Sea N una RPCT. El SASS(N) se define como SASS(N) = {R* u0}¥!

Definicion 2.3.3 Relacion 3

Sea N una RPCT. Sea B una base del anulador izquierdo de la matriz de incidencia C.
La relacion B : SASS(N) — SASS(N) estd definida como:

mBms ssi Bfm; = BTmy,Ymy,my € SASS(N) (2.58)

Class(myg) es la clase de equivalencia del marcado inicial mg bajo la relacién 2.

Para ejemplificar, vea la figura 2.7 donde se muestra una RPCT. Su SASS(N) es el
primer cuadrante de R? donde en el eje horizontal se muestra el marcado del lugar p; y
en el vertical el marcado del lugar p,. Su Class(mg) es la linea que cumple la ecuacién

m(p;) + m(p2) = 1, que es el P-Semiflujo del sistema.



20 CAPITULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES

m:
P

t:

P2 _ _ m

Figura 2.7: Un sistema RPCT, su SASS(N) y su Class(mo)

Definicién 2.3.4 Clase de equivalencia de minimo orden
Sea (N, mg) un sistema RPCT. La clase de equivalencia de minimo orden de mqg se define

como:
Classn,(mg) = {mpu|m, = Pm,m € Class(my)}

Proposicién 2.3.5 Caracterizacion del interior de Class,(mo)
: 1T

Seam = |m; mg .. myp| € Class(mg) un marcado VYm; # 0 ssi m,, es un punto

interior de Cfassm(mg).

Proposicion 2.3.6 Equivalencia de solucidn de la ecuacion de estados y la ecuacion de

estados minima.

Una entrada u transfiere el estado m de mg € Class(mg) a my € Class(mg) en el tiempo
t1 sst u transfiere el estado m,, de m,,9 a my, en el tiempo t,. Donde m, o = Pmy y
My = Pm;.

Para detalles de su demostracion vea [26].

2.3.2. Controlabilidad

La controlabilidad en sistemas de RPCT se definié partiendo de la definicién clésica
de Controlabilidad en sistemas lineales. Sin embargo, como fue previamente expuesto, la

definicién tradicional de los sistemas lineales no puede ser aplicada, precisamente por los
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componentes conservativos de las RP. A continuacién se presentan definiciones acordes a las
caracterfsticas de las RPCT propuestas por Vdzquez en (26).
Las siguientes definiciones fueron obtenidas de [26).

Definicién 2.3.7 Completamente Controlable con Entrada Acotada (BIFC por sus siglas en
inglés)

Sea (N, mgy) un sistema de RPCT. (N, my) es Completamente controlable con entrada
acotada (BIFC) si existe una entrada tal que para cualesquiera dos marcados my,my €
Class(myg), es posible transferir el marcado de m; a mq y la entrada cumple la condicién

0 < u; < [AII(m)m)|; a través de toda la trayectoria

Esta definicién puede ser darse sobre un conjunto de estados

Definicién 2.3.8 Controlabilidad con Entrada Acotada (BIC)

Sea (N, mg) un sistema de RPCT. (N, mgy) es Controlable con entrada acotada (BIC)
sobre S C Class(mg) si existe una entrada tal que para cualesquiera dos estados m;, mq € S,
es posible transferir el estado de m; a my y la entrada cumple la condicion 0 < u; <

[AII(m)m|; a través de toda la trayectoria

Proposicion 2.3.9 Equivalencia de controlabilidad de la ecuacion de estados y la ecuacion
minima de estados

Sea (N, mg) un sistema de RPCT. Considere la ecuacién del sistema como en la ecuacién
(2.52) y su ecuacion minima como en (2.57) con condicion inicial m,,o = Pmgy. El sistema
(N, mp) es BIFC ssi su ecuacién de estados minima es completamente controlable sobre
Class,,(mg) y I € [0,1] en toda la trayectoria.

Para referencia de su demostracién, favor de ver [26].

Los siguientes teoremas consideran el caso en el que todas las transiciones son con-
trolables. En el resto del presente trabajo, se considerard que todas las transiciones son

controlables.

Teorema 2.3.10 Controlabilidad sobre el interior de Class(my)

Sea (N, my) un sistema de RPCT. Considere la ecuacion de estado minima de la red
como en la ecuacion (2.57) y sea n el orden de la ecuacion de estado minima. Sea S el
conjunto de todos los puntos interiores de Class(myg). El sistema (N, mg) es BIC sobre S ssi
Vd e R® Jv € {R* U 0}|TI tal que Cryv = d.

La demostracion de este teorema se encuentra en [26].
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El significado del teorema 2.3.10 es simple. La ecuacién m,,, = Cn, f representa la ecuacion
de estado minima. Si existe v tal que C,,v = d significa que el campo vector de Mmm, puede
ser orientado en cualquier direccién d € R”. En este caso, es posible dirigirse hacia cualquier

punto del espacio alcanzable del sistema.

Teorema 2.3.11 Condicion equivalente de controlabilidad
vd € R*, 3v € {R* U0} tal que Crpv = d ssi Ik € kerg(Cp), k € RYT1, donde kerq(Cm)

es el anulador derecho de C,,.

La demostracion de este teorema se encuentra en [26].

Este teorema busca un T-Semiflujo positivo (todos los elementos del T-Semiflujo son
positivos). Si es posible encontrarlo, quiere decir que un cambio en el marcado ocasionado
por el disparo de alguna transicién puede ser compensado por el disparo del resto de las
transiciones del sistema (en alguna proporcién adecuada). La importancia de que sea positivo

radica en que cualquier cambio pude ser compensado y no sélo el de algin sub-conjunto de

lugares.

Una consecuencia del teorema 2.3.11 se presenta en el siguiente teorema, que da condi-

ciones necesarias y suficientes para la alcanzabilidad.

Teorema 2.3.12 Alcanzabilidad

Sea (N, mg) un sistema de RPCT. Considere la ecuacion de estado minima de la red como
en la ecuacion (2.57) y sean el orden de la ecuacién de estado minima. Sea S C Class,(myo)
un conjunto convexo tal que Ym,, € S sus elementos sean diferentes de cero. El marcado
Mma € S es alcanzable desde mg € S ssi Jv € {RT U O}ITI tal que Crav = (Mg — Mynp)-

La demostracion de este teorema se encuentra en [26].

Cabe senalar que el teorema anterior da condiciones de alcanzabilidad incluso cuando el

sistema no sea BIFC.

2.3.3. Marcados de Equilibrio

Los marcados de equilibrio m,, en una RPCT son aquellos en los que con alguna accién
de control es posible mantener m,, para todo tiempo posterior. En una RPCT es posible
inducir infinitos puntos de equilibrio, pero algunos de éstos resultan importantes por sus

caracterfsticas 6ptimas en algiin sentido [12], [16].
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Se puede escribir ?ﬁd(ud) cuando en la ecuacién 2.46 se hace u = uy.

Definicién 2.3.13 Puntos de equilibrio [21]
Sea (N, mg) un sistema de RPCT. Seamy € RS(N, mgp) y0 < ug < All(mgq)mqy. Entonces
(Mg, uq) es un punto de equilibrio s: ma(ug) = 0.

Cualquier marcado de equilibrio puede mantenerse de manera trivial con una entrada
u=f, (I, =0) puesto que m = C(f — u) = 0. Sin embargo, esta solucién normalmente no
tiene ningin sentido practico. ;Es posible mantener un marcado de equilibrio con u # f7

Sea m el marcado actual de la red. Suponga que en la red existe algin vector X, tal que

C-X =0, es decir, X es un T-Semiflujo. ; Existe algin vector u tal que m sea un vector de
equilibrio?

Proposicién 2.3.14 Sea (N, mg) un sistema de RPCT. Sea m un punto interior de Class(my)
y f = All(m)m el flujo del sistema no forzado. Si existe un T-Semiflujo X; (C - X; = 0),
entonces, existe u tal que el par (m,u) es un marcado de equilibrio y que u # f (u es una

solucion no trivial).

Demostracion. Como m es un punto interior de Class(mg) entonces m(p;) # OVp € P.

Entonces, f = All(m)m, tiene sdlo elementos f; > 0.
Ademds es claro que C - (a - X;) = 0 para cualquier valor a > 0.

La ecuacion I, [ = a- X; tiene solucion para cualquier a > 0, donde I, es una matriz
diagonal con elementos I,; > 0.

«T
I f= [Im fi Ta2-f2 o Iom- fim (2.60)
_- T
- Xi - X+ T31 A Tyg .. X° xi|T|:' (261)
La solucion es de hecho
X Ty
I = 2 (2.62)
f;

Para encontrar una matriz diagonal I, que cumpla con la cota 0 < I; < 1 basta con

encontrar cualquier valor (3 tal que
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B mf'x e [i} =51 (2.63)
I.=8- I (2.64)

Conociendo I. es simple encontrar el vector u = I, - f despejando de la ecuacion 2.01. ®

La proposicién 2.3.14 muestra que siempre que se requiera que un marcado m sea de
equilibrio y ademds exista algiin T-semiflujo en la RPCT, entonces existe u tal que el par
(m,u) es un marcado de equilibrio de acuerdo a la definicién 2.3.13. Sin embargo, existen

infinitas soluciones para u. La siguiente proposicién permite encontrar la solucién menos
restrictiva al flujo.

Proposicién 2.3.15 Sea (N, mgy) un sistema de RPCT y sea m un punto interior de Class(my).
Si existe una solucion no trivial u para que el par (m,u) sea un marcado de equilibrio, en-

tonces existe un par (m,u*) tal que ) f; es mdxima respecto al par (m,u). La solucién a
i

este problema es:
I =8 i (2.65)

1

donde ¥ = ———
Id Iﬂ'
m?x {1}

g l.=1—1, Ljn=1, [.

Demostracion. Dado un marcado m, el flujo del sistema no forzado es f = AIl(m)m.

Conociendo u, siempre es posible encontrar I, tal que u = I, f. También es simple

calcular I. =1 — 1,,.

Es evidente que el flujo controlado del sistema (f —u* = I - f) serd mdzximo cuando los
elementos de I sean mdximos, puesto que f es un vector de elementos positivos y I. es una

matriz diagonal de elementos positivos.

Calculando 8™ = — :
max { I }
7

I*. Es claro que el valor real 8™ > 1, puesto que 0 < I; < 1.

se puede calcular I? = 3° 1. que mazimiza los elementos de

Entonces la ecuacion m =C - (B* I.,)- f =0, puesto quemn=3"-C-I.- f=5*-0. m

Es posible encontrar cual es el par (m, u), tal que se logre maximizar la suma de flujos que

pasan por las transiciones. La solucién fue introducida en [20] y a continuacién se presenta.

Considere el siguiente problema de programacién lineal.
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¢ f=0,120 (a)

(2.66)
m = my + C:.o (b)
X — .___m(p_,-) = i e *f. ) >
f(t:) = Aj P?‘e(pj,ti) v(pjrtt)ivpj € "t v(pJ! t‘l'-) > (0 (C)
donde v(p,, ¢;) son variables de holgura.
En la solucién del problema de programacién lineal, se elige
u; = min {v(p;,t:)) (2.67)

p;€l;

Las soluciones presentadas no indican cual es la manera en llegar del marcado inicial mg
al marcado 6ptimo my. Estos resultados simplemente indican la ley de control uy que se debe

aplicar para mantener el sistema en equilibrio con el par (mg, ug).

2.3.4. Control en RPCT

A continuacién se describe un algoritmo de control propuesto por Vazquez en [26]. Para

mayor detalle, vea la referencia mencionada.

Sea (N, mg) un sistema RPCT BIFC, vivo y acotado. Sea m,,,4 € Class,,(mg) un marcado

requerido y sea mpy9 = Pmp un punto interior de Class,,(mg). Definase el vector de error
minimo como:

em(7T) = (Mg — M) (2.68)

Por hipétesis de controlabilidad, siempre es posible encontrar un vector v tal que

Cmv = e, (2.69)

con v € RH7I.

Para encontrar la ley de control I, de la ecuacién 2.52, se necesitan calcular los flujos del

sistema como sigue:
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(D )

P1 P3

IT1 2 L I3

* (0)

P2 P4

Figura 2.8: Ejemplo de RPCT

fi AT
| 2 AG(mm) = | 2™ (2.70)
fimy AlT| |7

Ahora, calcule la funcién a (v, AG(m,,)) : RHTl x RHTl — R,

a (v, AG(mp)) = FEDPE: FR—— (2.71)

F {_‘1_71 V2 11;}
A

Con la funcién a (v, AG(m,,)) calcule una entrada I, con I; € (0, 1], tal que a (v, AG(m,,))-

v = I, AG(m,,). De hecho I, se calcula como:

I, = a(v,AG(m,,)) - diag (;1, Q}j, - 3}—:3) (2.72)

Ejemplo 2.3.16 Suponga que se tiene el sistema de RPCT de la figura 2.8 con marcado
inictal y marcado requerido

(2.73)

E
|

E
|

respectivamente.

La matriz de incidencia del sistema es
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-1 1 @0

C — 1 -1 0 (2.74)
0 -1 1
0 1 -1

y su vector de tasas mdrimas de disparo es

1
A= |1 (2.75)
1
La matriz de configuracion para el marcado actual es
1 000
[Ilm)=10 1 0 O (2.76)
0 0 0 1

Primero, es necesario determinar una base de los P-Semiflujos de la RPCT, de modo que

se puedan encontrar los elementos de la ecuacion 2.57.

-1 1 0 0
1 -1 0 0
B = (2.77)
0 -1 1 0
0 1 -1 0
La solucion es para este caso
1 0
1 0
B = (2.78)
0 1
0 1

Del vector de estados m € (Rt U0)*, dos de sus elementos pueden ser calculados por la
ecuacion 2.21. Para este caso se elige

L = [mll (2.79)

mg

como el vector de estado minimo. La matriz P de la ecuacién 2.55 es
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P — 1 0 00 (280)
0 010
De modo que la matriz de incidencia ménima es
o =pc="* * 0 (2.81)
0 -1 1

Para calcular la ley de control I, de la ecuacion 2.57, se calcula el vectore,, de la ecuacién
2.68

em = P(mq — m) (2.82)
1] o9
100 0]] o
e o [ (2.83)
00100l 29
3| o

1 0,9 0,1
By = — = (2.84)
0 2,9 —2.9
Una solucion para el vector v > 0 de la ecuacion 2.69 es
3,8

v= |39 (2.85)
1

Los flujos del sistema en el marcado m,g, de acuerdo a la ecuacién 2.70 son:

0,9
h 1 0 0] (1 0 0O 0.1 0,9
faf =10 1 0f [0 1 0 0 2’9 = 10,1 (2.86)
0 0 1] (0 O O 1 ’ 0,1
f3 0.1
De este modo, la funcién a (v, AG(my,)) de la ecuacion 2.71 es
AG(myn)) = 1 =
(v, (Mm)) = , % @ ___1_ 39 (2.87)
T09°0,1°0,1

Por iltimo se calcula la ley de control I. de la ecuacion 2.72
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1 38 39 1
— . di e o 2.88
39 %199 (0,9’ ,1’0,1) o
0,0083 0 0
=] 0 1 0 (2.89)
0 0 0,2564

Es necesario calcular I, con este algoritmo de manera continua, conforme el marcado
M, y por lo tanto el vector e,,, cambian.

La evolucién de marcado con el control descrito se muestra en la figura 2.9. Se observa
que la tendencia del marcado es asintdtica hacia el marcado requerido my, pero después de

simular el sistema por 500 unidades de tiempo, éste ain no ha sido alcanzado.

Marking Evolution

3[ T T i T ] . | T

m1
| —— e
of ——— m3 -
—md

Figura 2.9: Evolucién de marcado utilizando la ley de control

: T
Del P-Semiflujo Y1 = |1 1 0 O] se puede saber que my =1 — my. En la figura 2.10

se observa un plano de fdse de los marcados linealmente independientes m; y mg, donde

el marcado m, es siempre muy cercano a 1, por lo que mg es siempre aproximadamente 0.
Tal condicion, hace que el grado de habilitacion de la transicion ty también tienda a 0. Este
hecho provoca que la evolucion del sistema sea lenta.

En la figura 2.11 se muestran los flujos del sistema controlado, que muestra grificamente

la magnitud de los flujos que pasan por cada una de las transiciones del sistema.

El control propuesto por Vazquez (26|, basado en la orientacién del campo vector, se
dirige desde el marcado inicial mq hasta el requerido m, siempre en la direccién (mq — m)

)

de modo que siempre intenta reducir el error del sistema.

Suponga que mg es un marcado en la cerradura de Class(mg), como se muestra en
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Figura 2.12: Inicio de orientacién del campo vector

la figura 2.12, correspondiente al espacio de alcanzabilidad del sistema RPCT descrito en

7

el ejemplo 2.3.16. Sea. marcado inicial minimo M., = [0 3] Es sencillo demostrar que
cuando el sistema es BIFC y ademds dm/(p;) = 0, alguna transicién tiene grado de habilitacién
enab(t;) = 0 y por lo tanto df; = 0.

Para que la ecuacién 2.71 tenga solucién a (v, AG(m,,)) > 0, es necesario Vf; # 0.

Cuando sucede que dm; = 0, Vazquez propone iniciar el sistema con una ley de control
donde 1. es invertible, de modo que se alcance algin punto interior m;,, a partir del cual se

puede orientar el campo vector del sistema con la solucién de la ecuacién 2.72.
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2.4. CONCLUSIONES

Las propiedades mds relevantes de las RP para el desarrollo del este trabajo que se
presentaron, son:

s Estructura y Propiedades de las RP

N = (P,T,F) (2.90)
C = Post — Pre (2.91)
= Evolucién del marcado
m' =mg+ C't (2.92)
= Elementos invariantes
e P-Semiflujos. Solucién a
Y-C=0 (2.93)
e T-Semiflujos. Solucién a
C-X=0 (2.94)

s Fluidificacién de RP

e Sistema RPCT: Un sistema lineal conmutado
m=C A-TI(m)-m (2.95)
= Transiciones controlables e incontrolables
= Temporizacién

o Vector de tasas médximas de disparo de las transiciones

» Configuraciones

e Cobertura de las transiciones por sus arcos de entrada

e Matrices II(m)

» Ecuacién de estados
m = CI.AII(m)m (2.96)
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» Ecuacién de estados minima
M = Crn . AG(m) (2.97)

e Dada la existencia de P-Semiflujos en el sistema, el orden de éste se puede reducir

a n = rango(C)
= Controlabilidad

e Definicién de controlabilidad. Caso BIFC y caso BIC

e Caracterizacién. Es suficiente con encontrar un T-Semiflujo Positivo para la matriz

de incidencia minima
Cion=0 (2.98)

tal que v € RHTI.
= Leyes de control

¢ Orientacién del campo vector usando la ecuacién

I. = a(v,AG(m,,)) - diag (%, %, - ;—i—:) (2.99)

e Demostracién de la existencia de una ley de control I, cuando el sistema RPCT
es BIFC.
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Capitulo 3

CONTROL POR PROPAGACION
DE FLUJOS

En este capitulo se propone una ley de control que sea mas répida que las
existentes en la literatura, utilizando como base el concepto de Propagacién de
Flujos. A partir de éste se determina una Matriz de Propagacién, que permite
sintetizar las acciones de control de tipo encendido/apagado, que llevardn al
sistema RPCT de su estado inicial al algin estado requerido.

Las acciones de control pueden ser sintetizadas usando la ecuacién de estado

minima con una transformacién que elimina las redundancias del sistema.

41
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El problema de llevar una RPCT de un estado inicial mg a un punto (mg, uq) de equilibrio

implica el cdlculo de una ley de control I..

Una posible ley de control fue propuesta en [26] y presentada en el capitulo anterior.

Desafortunadamente, el uso de esta ley de control hace que el estado my se con una
evolucién muy lenta, por lo que es necesario proponer una ley de control que pueda llevar en
menor tiempo al sistema RPCT desde un marcado inicial mg hasta un marcado requerido

my.

3.1. SOLUCION DE LA ECUACION DE ESTADOS

Dado un sistema lineal

z = Az + Bu (3.1)

La solucién a la ecuacién de estado (18] es:

t
z(t) = e*tzy + / eAt=") Bu(r)dr (3.2)
0

donde la matriz exponencial e? es la serie infinita

et =1+ At + %A%Z - %A“t"' + ... (3.3)

Para el caso de las RPCT, la ecuacién de estados del sistema es

m = C(AIl(m)-m) —C - u (3.4)

por lo que la solucién a la ecuacién de estados estd dada por

t
m(t) = e“MMimy + / eCANMUE=T) Coy(7)dr (3.5)
0
donde
1 : 1 ‘
MMt = I + CAII(m)t + 7 (CAII(m))* ¢ + & (CATI(m))° 3 + .. (3.6)
A partir de la integral de convolucién
t
/ eCALM)(E=T) Oy (7)dT (3.7)
0

se introduce al sistema el efecto de la accién de control
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eC‘AH(m)(t-T)O (38)

La accién de control siempre queda en el espacio generado por:

(1 + CAII(m)t + % (CAII(m))* ¢ + 31-' (CAII(m))° t3 + ) ?. (3.9)
C + CAII(m)tC + % (CAII(m))* t2C + % (CAII(m))° t3C + ... (3.10)

pero como ¢ es una variable escalar que representa el tiempo, en la ecuacién 3.10 pueden

conmutar y reescribirse como:

1
2!

1

C + (CAI(m)C) t + ( -

(CATI(m))? C) t* + ( (CAII(m))° O) t + ... (3.11)

Entonces, la matriz e“A™)tC contiene los vectores sobre los cuales se puede mover el

estado. Tales direcciones estan incluidas en la matriz

L]

C, (CAII(m)C), (% (CAII(m))* 0) TRE ( i

(CAII(m))* c) (3.12)

y ponderadas en proporcién a la base {t,t?,...}.

3.1.1. Propagacion de Flujos

Es posible controlar las transiciones continuas con un esquema Encendido/Apagado,
donde una transicién puede estar restringida a flujo cero f; = 0 por alguna accién de control

u; = A;enab(t;) o bien no forzada, con f; = A;enab(t;) por una accién de control u; = 0.

Definiciéon 3.1.1 Transicion Abierta, Transicion cerrada

Una transicion t; se dice Abierta cuando la accion de control aplicada sobre su flujo es
u; = 0 o equivalentemente, I = 1.

Una transicion t; se dice Cerrada cuando la accion de control aplicada sobre su flujo es

u; = f; = Aenab(t;) o equivalentemente, I; = 0.

De la ecuacién 3.5 se puede ver como e“AMMIC es un mapa
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¥ : {R*U0}" - RIP (3.13)

que proyecta el flujo que pasa por las transiciones de la red sobre el cambio de marcado

Sea el flujo controlado del sistema f. = f —u=1I.f

4 &
fe=1.f= [Iclfl Iafa ... IclTlflT[] (3.14)
m
I.f = chifiti (3.15)

donde Z es una representacién de Parikh del disparo de la transicién ¢;.

Entonces

T

PN . N L fits (3.16)
2=l

es una matriz con las direcciones a través de los cuales el sistema puede evolucionar

dependiendo del flujo controlado I.f.

La ecuacién 3.16, queda entonces como

| T|

[C+(C’AH(m)C) ( = (CAII(m ) ] ;Im-fig (3.17)

Asi, es posible determinar el efecto de abrir una transicién ¢; haciendo I; =1y I; =0
Vi # j.

C + (CAI(m)C) + (2, (CATI(m)) 0) v | L (3.18)

Entonces, como

s Lafity (3.19)

tiene el efecto del flujo f; sobre el conjunto {*t; Ut;} (m = Cf), el efecto sobre algiin

otro lugar p; & {*t; Ut} }, viene dado por

-(CAH(m)C) ( i (CAIL(m))? C) (3, (CATI(m))’ C) +e Li fit; (3.20)
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Para que exista efecto sobre algin lugar m; ¢ {°t; Ut?}, el vector de la ecuacién 3.20
debe tener valores diferentes de cero en la posicién correspondiente al lugar p;.

De acuerdo al teorema de Cayley-Hamilton [18], en una serie

T+A+A*+.. .+ A" (3.21)

los términos A" son una combinacién lineal de los términos anteriores, para r > n — 1,
donde n = rango(A).
Entonces, basados en tal teorema, habrd cambios en el efecto del flujo que pasa por la

transicién t; sobre algin lugar p; ¢ {°t; U t?} sélo cuando algin elemento de conjunto

C, (CATI(m)C) -l!(CAn(m)fc o [ (CATI(m)) C (3.22)
> (n=1)

al ser multiplicado por I fia arroje un valor diferente de cero en la posicién de p;.

El expandir hasta el término n — 1 no significa que se aproxime el efecto de propagacién
con sélo una parte de la serie infinita de la ecuacién 3.20, sino que la accién de control sélo

tendra efectos en el espacio generado por los vectores de la ecuacién anterior.

Como en la ecuacién 3.18 I; y f; son escalares, se puede reescribir como

Icifi : ECAH(m)t - CZ (323)

De la ecuacién 2.15

Icifi : eC’AI’I(m)t . ti (324)

De este modo se obtiene el efecto de abrir la transicién ¢; sobre los lugares de la red.

Definicién 3.1.2 Operacién Sign() de un vector

T
Sea v = Vi Vg2 ... Vg un vector.
: 1T
Sign(v) = |Sign(vy) Sign(vy) ... Sign(vg) (3.25)
donde
1 stv; >0
Sign(v;) =< =1 siv; <0 (3.26)

0 S‘Z:Ui_:O
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Definicién 3.1.3 El vector de Propagacion de Flujos Vs; € {—1,0, 1}F | es un vector

que representa la direccion del efecto de abrir la transicion t; sobre los lugares p; € P de una
RPCT.

Vsij = 1, significa que abrir la transicion t; aumenta el marcado en el lugar p;.
Vs;; = —1, significa que abrir la transicion t; disminuye el marcado en el lugar p; o bien
que disminuye el grado de habilitacion de alguna transicion en ~p;.

Vs;; = 0, significa que abrir el flujo de la transicion t; no tiene ningin efecto en el
marcado sobre el lugar p;.

Una forma de calcular V's; es

Szgn (Iaf,, y ECAH(m)t . tt) (327)

El vector de propagacién V's; sélo tiene informacién de la direccién, mas no de la magnitud
del cambio en el marcado.

Proposiciéon 3.1.4 Sea (N, my) una RPCT. Cuando se calcula el vector de propagacion
VSi

Szgn (Imft : ECAH(m)t ¥ tz) = Szgn (ECAH(m)t y ti) (328)

Demostracion. Es claro que
Sign(av) = Sign(a)Sign(v)

Para calcular el vector Vs; el valor I; = 1. Entonces,

Sign (I f; - CAIME . ) Sign(I) - Sign (f; - MM ) (3.29)

Sign (fi - AR t;) (3.30)

Ademds, en una RPCT se cumple que f; > 0.

Si f; = 0, entonces quiere decir que enab(t;) = 0, y el vector de Parikh de la transicién

t; es cero, puesto que no estd habilitada. De ese modo

Sign (0 . CAII(m)t ti) = Sign (ECAH(m)t ; 0) = () (3.31)

.Si f; > 0, entonces ocurre lo mismo que en la ecuacion 3.29. ®
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(1 (6) L

P

I | i = A, (a)

Figura 3.1: Ejemplo de Propagacién de flujo

Definicién 3.1.5 Matriz de Propagacién Mg(m)

La matriz de Propagacion de un sistema en una configuracion dada II(m) es la represen-

tacion matricial de los vectores de propagacién de flujo de todas las transiciones del sistema.
Se construye con los transpuestos de los vectores V's;.

Vi
V T
M,(m) = 72 (3.32)

i §

La Matriz de Propagacién M,(m) puede ser calculada con ayuda de la matriz de contro-

labilidad como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.6 En la figura 3.1 se ve una RPCT y la cobertura de arcos de entrada a las
transiciones que genera la configuracion II(m).

La matriz de incidencia del sistema es

-1 1 0 O
1 -1 0 0
0 -1 1 0
£ = :
0 1 -1 0 )
0 0 -1 1
0 O 1 -1
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El vector de tasas de disparo mdzrimas es

1
1
A= (3.34)
1
1
y la condicion inicial del sistema es
1
0
6
0
1
0
El marcado inicial se encuentra en la configuracion representada por la matriz
1 000 00O
01 0O0O00O0
[I(m) = (3.36)
000100
0 00O0O01
La matriz de controlabilidad del sistema estd dada por
C=|C (CAI(m))-C .. (CAI(m))"*.C| (3.37)

Partiendo del primer bloque de la matriz de controlabilidad, el Sign() de la primer colum-

na de C es la direccion del cambio del marcado a un primer paso ocasionado por el flujo de
la transicion t;.

Los vectores V's; a primer paso son los vectores Sign(t;), por lo que la matriz M (m)
queda inicialmente como:

My(m) = Sign(CT) (3.38)

Para el ejemplo,
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Mg = (3.39)

Al ser el primer paso, la matriz My contiene muchos elementos 0, por lo que se continia

con la propagacién a sequndo paso con

2 —2 4 0
-2 2 0 0
-1 2 -1 0
(CAII(m)) - C = :« & i B (3.40)
0 -1 2 -1
0 1 -2 1

A un segundo paso, aparecen efectos de propagacion en las columnas 1 y 2. Aparecen
valores —1 y 1 en la primera y sequnda columna de 3.40. En la primera de ellas afectan a

los lugares p3 y ps mientras que en la sequnda a los lugares ps v ps.

Calculando

1 -1 -1 1 0 O

=1 1 1 &1 =1 1
Sion (CAII(m) - ) = 3.41
gn ( (m) - C) e (3.41)

o 0 0 0 -1 1

y sustituyendo los elementos Mg (i,j) = 0 por los correspondientes en la ecuacion 3.41,

se hace

-1 1 -1 1 0 0
. —k —l 1 =i

Msl — (342)
O 0 1 -1 -1 1

o 0 O 0 1 -1

Es importante senalar que los efectos a primer paso se mantienen iqual, sélo se cambian

los elementos cero.

Sin embargo, la ecuacion 3.42 todavia tiene elementos igual a cero, por lo que se continia
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con la propagacion a tercer paso

4 4 0 0
4 —4 0 0

(CATI(m))? - C = _33 ‘44 jl g (3.43)
1 3 -3 1
1 -3 3 -1

Del mismo modo, se sustituyen en la ecuacion 3.42 los valores correspondientes a

Sign (((CATI(m))? - C)T) (3.44)

, quedando

- 1 =1 1 =1 1
{ «4 <1 1 =1 1%

Y (3.45)
0 0 1 -1 -1 1

o o0 0 0 1 -1

El algoritmo concluye cuando todos los elementos de My, son diferentes de cero o bien

cuando ningin elemento cero de la matriz My cambia.

De hecho, por el teorema de la ecuacion 3.21, ningun elemento diferente de cero puede

aparecer después del calculo con

(CATI(m))* - C (3.46)
donde k = rango(C) — 1.

Para este caso rango(C) = 3, por lo que basta con calcular hasta (CAII(m))* - C.

De este modo, la matriz de Propagacion final es

-1 1 -1 1 -1 1
M, (m) l]1 -1 -1 1 -1 1 (3.47
s\ ) = .
0 O 1 -1 -1 1 )

o 0 0 O 1 -1

Los ceros que aparecen en la matriz Ms(m) aparecen por la configuracion actual del sis-
tema.

Vea la figura 3.1 b) donde la transicion ty aumenta el marcado del lugar ps, pero como
el arco (ps,t3) no es el que restringe el flujo de la transicion t3, el grado de habilitacion de

ésta no cambia. Grificamente se observa que no existe un camino partiendo de la transicidén
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ty hacia los lugares p,, ps, p3 Y ps.

Nota 3.1.7 Es claro existen tantas Matrices de propagacion Mg(m) como configuraciones

en el sistema, por lo que se puede calcular una Matriz de Propagacion My(m) para cada
marcado del sistema.

Definicién 3.1.8 Vector de Error

El vector de error es la diferencia entre el marcado actual m del sistema y el marcado
requerido my

e=m— my (3.48)

Definicién 3.1.9 Conflicto Estructural.

Un conflicto estructural ocurre cuando |*p| > 1.

2 .
- MOHRC
P4 T4 5

T3

Figura 3.2: Propagacién de flujos en una RPCT con conflicto estructural.

En la figura 3.2 existe un conflicto entre las transiciones ¢; y 3. Cuando se propaga el
flujo de la transicién t; estd claro que ésta quita marcas del lugar p,, por lo que el grado de
habilitacién de la transicién t3 disminuye y el mimero de marcas que recibe p4 es menor, por
lo que se percibe como una disminucién en el marcado de p4. Dicha disminucién, decrementa
el grado de habilitacién de t4, por lo que nuevamente se percibe como una disminucién en

el marcado de ps. Tal efecto se obtiene con el algoritmo de célculo de la matriz M (m) del

ejemplo 3.1.6
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Cuando el valor de algiin vector V's;(p;) = 1 significa que la transicién ¢; aumenta en algin
momento el marcado del lugar p;. Del mismo modo, cuando Vs;(p;) = —1 la propagacion

de flujo disminuye el marcado del lugar p;,.

Figura 3.3: Efecto de la propagacién y el signo del error

Suponga que mq(p;) > m(p;) (por simplicidad mg4; y m;) entonces, e; = m; — mgy; < 0.

Sea V's;(p;) = 1.

Entonces, al abrir la transicién ¢; el marcado del lugar p; incrementard y m; — mg;. Si
por el contrario, Vs;(p;) = —1, el marcado m; disminuird al abrir ¢; y m; se alejard de my;.

En la figura 3.3 se puede ver gréficamente el comportamiento inducido por abrir una
transicién cuando V's; toma valor positivo o negativo y su direccién con respecto al error.

La ley de control I, en funcién del error se propone como

I - 1 cuando — Vs;-e >0 3 40
“ 10 cuando — Vs;-e< () (3.49)
I; puede ser expresado en términos del operador Sign() como sigue:
1 .
li =5 (1+ Sign (—Vs; - e)) (3.50)
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De este modo, cada transicién t; ayuda a reducir el error del sistema, atin cuando el error
no se encuentre en los lugares (°t; Ut; *).

De manera matricial, sean las superficies

S=—-M,(m)-e (3.51)

La accién de control

I = 1 cuando S; >0 (352)
0 cuando S;' <0
Si se define la matriz ¥ = diag(Sign(S)), entonces,
1
I, = 5 (I +X%) (3.53)

3.2. CONTROL PARA LA ECUACION DE ESTA-
DOS MINIMA

Para utilizar la ecuacién de estado minimo, como la de la ecuacién 2.57, es necesario
transformar la Matriz de Propagacién M,;(m) al espacio de orden n = rango(C).
El valor de la ecuacién 3.51, se puede sustituir en 3.51, quedando

S = —-M;(m) - (m— mg) (3.54)

Usando la ecuacién 2.56 y sustituyendo en la ecuacién 3.54

= 4
Mm & Mmd
§ = —M.fm) - - 3.55
(m) ( BT| |BTme|  |BT| |BTme ) e
donde m,, = P-m y muq = P - my. Por tanto,
Pl |
mMm Momd
S = —M, — 3.96
(m)- | gr ( BT | | 5% m0 ) e
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5 —1 1
P €
S — —MS m m 3.57
™ e ( BTmo—BT%J) >
p -1
¢
S =—-M,(m m 3.58
m)- | | | ] (3:58)
P ~1
Se puede reescribir el producto M (m) - gr| como
- = |
Ms(m) BT = [Msm(mm) Msc] (359)
de modo que la ecuacién 3.58 queda
S = -Msm(mm) Msc. |tegl = Mm(mm) * Em (360)

De este modo, la Matriz de Propagacién minima Mj,,(m,,) se obtiene de la ecuacién 3.59

y la superficie S seré referenciada como S,, cuando se calcule con el vector de error minimo

€.

Asi, la ley de control para la ecuacién de estados minima queda como

I 1 cuando S,,; >0 (3.61
“ 10 cuando S,; <0 1)
Si se define la matriz ¥,, = diag(Sign(S,,)), entonces,
1

3.3. SISTEMA DE ERROR

Es posible definir un error entre el marcado actual del sistema y el marcado requerido.
A partir de ésta informacién, se puede encontrar cudl es la dindmica del sistema de RPCT

expresado en términos de este vector. A continuacién se presenta dicho sistema.
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Utilizando la definicién 3.1.8, es posible determinar la dindmica del error de la siguiente
manera.

e=m—my (3.63)
Pero como
mg =0 (3.64)
Entonces
e =m = CI.AII(m) - m (3.65)

Despejando de la ecuacién 3.48, m = e + my y sustituyendo en 3.65 obtenemos

e = CI.ATI(m) - (e + my) (3.66)

Del mismo modo como la ecuacién 2.52 la dindmica del error también es un sistema lineal
conmutado.

Para demostrar la estabilidad asintética del controlador propuesto se exploré la posi-
bilidad de aproximar el control propuesto a otro de tipo retroalimentacién de estados a
cada paso, como se describe a continuacién, sin embargo no se ha podido concluir con una
demostracién completa.

La ecuacién de estados del error también puede reescribirse como

e = CAII(m) -m —C - u (3.67)

pero de la ecuacién 3.48

m==¢€+ My (3.68)

Sustituyendo la ecuacién anterior en 3.67 se obtiene
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e = CAII(m) - (e+my) —C - u (3.69)

Proponiendo una matriz de transformacién T, se puede encontrar un nuevo vector de

estados transformado (18] tal que

T-m' =m (370)

donde m’ es el estado transformado del sistema.

Como la ecuacién 3.70 es una biyeccién, existe un isomorfismo entre m y m’ por lo que

siempre existe un vector m;, tal que

La eleccién de T' (de |P| x |P|) es la siguiente:

1. Se eligen las columnas linealmente independientes (L.I.) de la matriz de incidencia C.
De este modo se tienen r = rango(C) columnas linealmente independientes. Suponga

que las columnas L.I. de C son {t;,t,,...,t}

2. Se eligen los vectores t}, t, ..., ‘l' p|—n» tal que la matriz

T=ti ts . ta £ th o tp, (3.72)

cumpla que rango(T) = |P|.

Con esa matriz de transformacion, el estado m’ se puede dividir en su parte controlable

y su parte no controlable.

m = {m{:‘ (3.73)

Si se transforma la ecuacién 3.68, se tiene

Tm' =e+ Tm:i (3.74)

Despejando el error de la ecuacién anterior, se tiene

e =Tm' —Tm, (3.75)
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e =T(m' —m)) (3.76)

Definiendo €' = m’ — m/,, se tiene

e=Te (3.77)

Partiendo de la ecuacién 3.77, se tiene

T ¢ =e (3.78)

Sustituyendo la ecuacién 3.69 en la ecuacién anterior, se tiene que

T - ;" = CAlII(m) - (e+ my) — C - u (3.79)

Sustituyendo las ecuaciones 3.71 y 3.77 en la ecuacién anterior

T-¢=CAll(m)-T(+m))—C-u (3.80)

despejando €’ de la ecuacién anterior, se obtiene

e =T 'CAII(m)-T( +m))-T7'C-u (3.81)

Por la forma de la matriz de transformacién 7', se tiene que

Ac A12

T 'CAII(m)-T =
0 Ac

(3.82)

Be
0

T-1C = (3.83)

Es claro que rango(Bc) = rango(C), puesto que rango(T~'C) = rango(C).
De la ecuacién 3.73, el vector mz corresponde a la conservacién de marcas en los P-

Semiflujos, por lo que permanece siempre constante.

H . /I EC /! mdc b . l . . .
aciendo €’ = ¥ T = se obtienen las siguientes ecuaciones
€z TN d¢

Eec = Me — My (3.84)
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€= Mg — Mys = 0 (385)
Entonces el sistema de error queda

0-E AR
€ €, Mde | 0 |
donde ex = 0.

Por la forma de T, el sub-sistema. €, es controlable

Ac Alg
0 Ac

gc=AC'EC+AC'md¢+A12'de—BC'u (387)

Proponiendo

u= Kc-e.+v (3.88)

y sustituyendo en 3.87

e.= Ac-e.+ Ac-mg.+ Ay -mygz— Be-K,.-e. — Bc-v (3.89)
€c=(Ac—Bc-Kc)-ec+Ac-mdc+A12-de—Bc-v (3.90)

Definiendo
w = Ac-mg.+ A1z - Mgz — Bc - v (3.91)

Sustituyendo w en la ecuacién 3.90 se tiene

e. = (Ac — Be- Kc) - e +w (3.92)

Proposicion 3.3.1 Sea el sistema de error
e. = (Ac — Bc- Kc) - e, +w (3.93)

con

w = Ac-mg. + A1g - mgz — Bc-v (3.94)

Entonces w se encuentra en el subespacio de control del sistema de error.

Demostracion. El término w se puede reescribir de la siguiente forma:
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- Ac Aw| |Mac| _ Bc v (3.95)
0 Ac Mde
- Mqc
w=T"CAll;-T [ — Bec-v (3.96)
Mge
Mdc
w= BeAll; - T — Be-v (3.97)
Mdg
w = Be (AIL- T [mdc - v) (3.98)
Mde

Por lo tanto es facil de ver que el término w se encuentra en el sub-espacio de Bc. ®

Como el sistema 3.90 es controlable, siempre se pueden asignar los valores propios desea-
dos. Desafortunadamente como la accién de control es acotada, como se mencioné anterior-

mente, no siempre es posible asignar cualquier valor deseado, pero si es posible encontrar
valores propios reales y negativos.

Una forma de solucionar el acotamiento es hacer la accién de control igual a la propuesta
con la propagacién de flujos en la ecuacién 3.53.

u=Kc-e+v=I—-1I.)AlLm (3.99)

COIl

I,=I-1 (3.100)

y sustituyendo la ecuacién 3.53 se tiene

1

1u=1—§(1+z)=%(1—z:) (3.101)
Entonces la accién de control es
1
0= 5 (I — X)AlLm (3.102)

Definiendo la accién de control como f,, se tiene

fu= 5 (I =) Al (3.103)

La retroalimentacién de estados se puede hacer igual a f, de modo que
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Kc-et+v= ]}, (3.104)

Por 1ltimo, haciendo v = v; + v la igualdad de la ecuacién anterior queda como

Kc-e+vy4+vy=f, (3.105)
Proposicién 3.3.2 Sea
fu = % (I — X) All;m (3.106)

Entonces siempre existe una matriz Kc y dos vectores v y vq, tal que

KC'8+U1+Ug=fu (3107)
1
fu= 3 (I — X) All;m (3.108)
y ademds el sistema de error
e, = (Ac— Bc- Kc) - e, +w (3.109)
con
w = Ac-mdc-i-Am'mda—BC' (’Ul +Uz) (3.110)

tiene los valores propios deseados y una perturbaciéon en el sub-espacio del control.

Demostracion. Primero es simple disenar vy de modo que

AC'mdc+A12 —_ BC"UQ = {) (3111)

y ast, la ecuacion 3.109 queda como:

e, = (Ac — Bc- Kc) - e, — Bc- v, (3.112)

Por otro lado, es posible hacer que la matriz (Ac — Bc- Kc) sea una matriz triangular
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superior ¢

@y I I X
0 Q9 T &I
0 0 3 X

3.113
0 0 O : )

8 8 8 8

0 0 0 .. a
donde x son valores arbitrarios y a;, © = 1,2, ...,7 son escalares reales y negativos que

corresponden a los valores propios de la matriz ®.

Sea
Re= kl kg kr (3114)

donde k;, i = 1,2, ...,7 son vectores columna de dimension |T|.

Por otro lado sea

by
ba
B = (3.115)
b,
donde b;, i = 1,2, ...,7 son vectores fila de dimensién |T)|.
Entonces el producto Bc- Kc es una matriz der X r
biki biks ... bik,
bok ko ... bk,
Be- Kc= |21 2% ? (3.116)
b.ky b.ky ... bk,
Sea también la matriz del sistema
apy a2 ... Qpr
g1 Q2 ... QAo
Ao |00 T0 ? (3.117)
r1 Qr2 ... Qpp
Entonces para que A. — BcKc = ® se requiere resolver las siguientes ecuaciones:
A;; — biki = ; (3].].8)

para i =1,2,...,7. A este conjunto de ecuaciones se le denominard ¥V, y corresponden a
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los valores propios del sistema.

Ademds,
a;; — bk; =0 (3.119)

parat > j,1=1,2,..,ryj=12,..r. A este conjunto de ecuaciones de le denominara

Wy y corresponde a la parte de ceros de la matriz triangular superior.

Sea el vector

k1
= | (3.120)
kr
un vector columna de dimension |T|-r.
Sea el vector columna g, de dimensién r
ay — ar
g= |2 (3.121)
Oy — Grr

y sea la matriz Dy de r x |T|-r una matriz diagonal a blogues con los vectores fila de Bc

b O 0
0 —b .. O

D; = ; (3.122)
0 0 —b,

FEs claro que rango(D,) = r puesto que cada vector fila b; estd en diferente espacio de

columnas.

Entonces el conjunto de ecuaciones ¥, se puede reescribir como

il

Dik = ¢ (3.123)
Sean g9 vectores columna de dimension r — |

[azl azs2

asi as3 ' |
o1 = y 922 = v ooy §2(r=1) = |Qp (r—1) (3.124)

Ari ar9
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y sea el vector columna g, de dimension rir—14)
921
g=| 7 (3.125)
92(r—-1)

Sean también las matrices Dy de dimensién (r — 1) x |T| - r matrices a bloques con los

elementos de Bc de la siguiente forma

bs 0 0 0 O

Dy =
b 0 .. 0 O
0 53 0 0 O
0 b
D22 e 1 0 0 O
0 b 0 0
Dye-yy = (00 .. b, O (3.126)
. . ., r(r—1)
y la matriz D, de dimension x |T|-r
Dy
D
D;=| (3.127)
Dyr—1y

Para calcular rango(Dy) basta con saber que los vectores fila b; de la matriz Bec son

linealmente independientes y en cada bloque de Dy se encuentran en diferente espacio de
r(r—1)

2

Entonces, el conjunto de ecuaciones V3 se puede reescribir como

columnas por lo que rango(D3) =

Dok = gy (3.128)
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Para hacer Kc- e+ v; + vy = f, es posible despejar
Kc-e= f, —v; — v

y denominarlo como el conjunto de ecuaciones V3.

Se puede desarrollar el producto Kc - e del siguiente modo
Kc-e=kie; + koey + ... + ke,

Construyendo D3 de dimensién |T| x |T| - r

D3= [611|T| 62.[|T| ETI|T|

Entonces es posible escribir el conjunto de ecuaciones V3 como

D3E=fu_vl_v2

En general, la ecuacion

D, N a1
D2 k = 92
D3 f'u — V1 — V2

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

siempre tiene solucion, puesto que v; es un pardmetro libre de diseno.

Dependiendo de los valores del error e la matriz

puede perder rango en las filas de D3, puesto que ’mngo(

r(r+1)
2

En ese caso, se pueden encontrar las filas L.I. de la matriz D3 y encontrar un par de

matrices de proyeccion Pr; y Prp tal que PriD3 contenga las filas L.I. de D, y PrpDsg

contenga las filas Linealmente Dependientes (LD) de Ds.

SE(I

Pp; D3

| -

(3.135)
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con rango(H) = h. Entonces siempre eziste una solucién a la ecuacion
¢ Go o Co| H=PupDs (3.136)

Para que la ecuacidn 3.133 tenga solucién cuando se pierde rango en D3 es necesario que

(fu — v1 — v2) pertenezca al rango de la matriz D. Para que esto ocurra, siempre es posible

hacer
: g1
G G G 9 = Pup (fu =1 — 1) (3.137)

Pri(fu—v1 —va)

El producto Pry- (—v; — v9) va a dejar un vector con las variables v; que pertenecen a las

ecuaciones que son L.I., del mismo modo que Prp - (—v, — v2) es un vector con las variables

vj que pertenecen a las ecuaciones L.D.

De hecho, es posible despejar la ecuacion 3.137, de modo que

a1

Prp (fu — U1 — ’Uz)

Prp-(v1+v2) =Prp- fu— [Cl (g - Ky

El sistema de error, una vez definidas v, y vo como se indica en las ecuaciones 3.138 vy

3.111 queda como sigue:
ec = (Ac— Bc- Kc) - e. — Be - vy (3.139)

De este modo siempre se puede elegir Kc, v, y vy para hacer que el sistema de la ecuacion
3.109 tenga valores propios deseados a cada paso que se calcula f, y ademds es evidente que

Bc - v, estdn en el espacio del control. m

En el caso de los errores de cada estado, no es posible considerar que la ley de control

propuesta siempre decrementa el valor de

el . e (3.140)

puesto que en algunas ocasiones el error aumenta en algunos lugares para poder finalmente

disminuir hacia cero, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.3 Con referencia al ejemplo 3.1.6, sean el marcado inicial y el que se desea

alcanzar
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g
||

(3.141)

_— O O O -
o O OO O -

respectivamente. Este caso es critico para las RPCT, puesto que se tiene un error inicial

(3.142)

y la transicion t3 no estd habilitada por el marcado inicial my. Una accion de control local
no es suficiente para alcanzar el marcado requerido ya que este tipo de redes no permiten el
disparo de las transiciones ty, ta y t3 por que quieren tmponer flujos negativos, sin embargo las
leyes de control propuestas en [26] y en el capttulo anterior permiten resolver este problema
y alcanzar mgs.

Las gréficas de evolucion de marcado del sistema se muestran en la figura 3.4.

El control basado en la Propagacion de Flujos es mucho mas rdpido que el que se propone
en [26/, puesto que toman aproximadamente 7 contra 470 unidades de tiempo, respectiva-

mente en alcanzar y mantener en equilibrio el marcado requerido mys.
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Markang Evolution
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Figura 3.4: a) Orientacién del campo vector. b) Propagacién de flujos

3.4. CONCLUSIONES

En este capitulo se introdujeron algunos conceptos importantes como:

s Propagacién de Flujos

4 b)

67

e Este concepto permite comprender el efecto de cualquier transicién ¢; sobre todos

los lugares de la red.

e Vs;; =1, la transicién aumenta el marcado del lugar p;.
e Vs;; =1, la transicién decrementa el marcado del lugar p;.

e Vs;; =0, la transicién no tiene ningiin efecto en marcado del lugar p;.

» Matriz de propagacién

M,(m) =

Var

T
VSITI

(3.143)
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= Control encendido apagado

I.=-(I+3,) (3.144)



Capitulo 4

COMPARACION DE LEYES DE
CONTROL

En este capitulo se presentan ejemplos de simulacién utilizando:

= La ley de control propuesta en (26| y descrita en el capitulo 2

= La ley de control basada en la Propagacién de Flujos

La comparacién de resultados es bajo la métrica del tiempo transcurrido hasta

que un marcado requerido my se alcanza y se hace de equilibrio.

69
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Se presenta una comparacién entre el desempeno en términos de tiempo de la ley de
control de la ecuacién 2.72 y revisada en la seccién 2.3.4 con la propuesta en este trabajo en

la ecuacién 3.53 y descrita en el capitulo anterior.

Se presentardn tres ejemplos

s Un Grafo Marcado
= Una M4quina de Estados

= Una Red de Libre Eleccién (Free choice)

4.1. EJEMPLO 1. UN GRAFO MARCADO

R ™ B g
1 (6 1
g N
P1 P3 PS5
T1 T2 T3 T4
- \
P2 P4 P6

Figura 4.1: Ejemplo 1. Un grafo marcado.

En la figura 4.1 se tiene un sistema de RPCT.
La matriz de incidencia, vector de maximas tasas de disparo y configuracién se muestran
en el ejemplo 3.1.6.

Sea.

0,0
0,9
9,0
0,5
0,0
0,0

el marcado que se desea alcanzar.
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En el primero de los casos, se deja evolucionar el sistema sin control (I, = I) hasta que
alcanza un punto de equilibrio. De hecho, el marcado de equilibrio que alcanza el sistema es
el que se muestra en 4.1.

Posteriormente, se calcula la ley de control /. utilizando el control de la ecuacién 2.72.

Por 1ltimo, se calcula I, utilizando la Propagacién de Flujos con la ecuacién 3.53.

Marking Evolution
'E' B T T T T L
5k
‘“ m1
—
JF uk -4 a)
4
mh
2 mne
] e S
\.___“___-_‘_ _— —— -.;“ .
1) e i
0 1 . 3 4 5 b [ 8
Maikng Evolution
E [ T T e —— 5 T
48
ml
1 — mid
— I
md
1k mb 4 b)
mé
2}
b
u. L
0 £ 10 15 20 25
Madong Evolution

mz
4k ——m3

Figura 4.2: a) Sistema sin control. b) Orientacién del campo vector. ¢) Propagacién de Flujos.

Los resultados de las simulaciones se presentan en la figura 4.2 a), b) y c).

En la figura 4.2 a), que es cuando I, = I, se observa que el sistema alcanza el punto 4.1

en aproximadamente 7 unidades de tiempo.
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Cuando se orienta el campo vector del sistema en la direccién de my utilizando la ecuacién

2.72, el sistema tarda casi 25 unidades de tiempo en llegar al marcado requerido mostrado

en 4.1 y mantenerse en equilibrio.

En cambio, con el control de la ecuacién 3.93 propuesto en este trabajo, el sistema llega,
al marcado requerido y se mantiene en equilibrio en sélo 2.5 unidades de tiempo, lo cual

representa una ventaja respecto a dejar evolucionar el sistema con accién de control u = 0.

Por 1ltimo, suponga el caso en el que el marcado requerido a alcanzar es

0,5
0,5

0,9
0,0

que al igual que el marcado my; es un marcado de equilibrio natural del sistema (se
puede llegar a él sin ninguna accién de control dependiendo del marcado inicial), y que

ademds también resulta 6ptimo respecto a la maximizacién de flujos del sistema.

Nuevamente el control por Propagacién de Flujos resulta més rédpido que en el que se
orienta el campo vector desde un principio. En la figura 4.3 se observa como a uno de los
controles toma casi 50 unidades de tiempo, mientras que el otro sélo toma alrededor de 8

unidades de tiempo.
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Markung Evolution
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Figura 4.3: a) Orientacién del campo vector. b) Propagacién de flujos

4.2. EJEMPLO 2. UNA MAQUINA DE ESTADOS

Para el caso de la miquina de estados de la figura 4.4 el vector de flujos méximos estd
dado por

(4.3)

e
|
NI RN AR =

Ademads suponga que
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Figura 4.4: Ejemplo 2. Una méiquina de estados.

0,1716
0,5122
o 0,1145 (4.4
“ 7 10,0575 4
0,0575
0,0866
es el marcado de equilibrio al que el sistema llegaria si la condicién inicial es:
0
0
0
0
0
Su matriz de incidencia es
-1 -1 1 0 0 1 0 0
1 0 -1 0 0 O 0 O
C—O 1 0 -1 -1 0 0 O xd
o o0 o0 1 0 0 -1 0 (4.6)
o 0 o0 o0 1 0 0 -1
o o0 o0 o0 o0 -1 1 1




4.2 EJEMPLO 2. UNA MAQUINA DE ESTADOS 75

En los tres casos mostrados en la figura 4.5 el marcado mg4; se alcanza si se impone a
la red la condicién inicial mp. Sin embargo, el tiempo que toma en llegar con I, = I es de
alrededor de 15 unidades de tiempo.

Desafortunadamente, utilizando la orientacién del campo vector como control, el tiempo
de estabilizacién en el marcado requerido es de alrededor de 320 unidades de tiempo. Esto
ocurre porque el sistema se encuentra en una condicién inicial cercana a la cerradura del
conjunto Class(my).

Como en el caso de los grafos marcados, con el control basado en la Matriz de Propagacién

el tiempo en el que el sistema alcanza el marcado my; se reduce, atin cuando se compara
contra el sistema no forzado, a no més de 6 unidades de tiempo.

: ot Evolut
1 m1l
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Figura 4.5: a) Sistema no forzado. b) Orientacién del campo vector. c) Propagacién de Flujos

En la figura 4.4, se requiere que el marcado a alcanzar sea el que optimiza los flujos de

acuerdo a la ecuacién 2.66. Entonces se tiene que el marcado requerido es
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0,2564
0,2564
0,2001
0,0013
0,1026
0,1282

Para llegar a este marcado de equilibrio orientando el campo vector se necesitan alrededor
de 180 unidades de tiempo contra 6 unidades de tiempo utilizando el control por propagacién
de flujos, como se puede ver en la figura 4.6.

T— 1 ' . r e

08

W ; mb

bh)
4r

5 -
o - * S . -
- . - . T 58 555w =
uz — L . - _,—ll“'_‘

Figura 4.6: a) Orientacién del campo vector. b) Propagacién de flujos

Suponga ahora que el marcado requerido es
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77

(4.8)

Para el caso en que se orienta el campo vector con la ecuacién 2.72 hacia un punto en

la cerradura del conjunto Class(mg), como lo es el marcado mys, €l sistema tarda mucho en

converger al marcado requerido.

A pesar de que en la figura 4.7 se puede ver que la tendencia del marcado est4 en direccién

correcta, también es evidente que después de las 2,500 unidades de tiempo ain existe un error

considerable.

Por el contrario, utilizando la ley de control de la ecuacién 3.53, basado en la Propagacién

de Flujos, en aproximadamente 8 unidades de tiempo el marcado requerido précticamenteh

fue alcanzado (en realidad converge de manera asintética, pero su error ya es muy pequeno).

KA lﬂﬂﬂg E'rﬂhﬂfm

‘Aarking Svolution

FJ.Ir—

Figura 4.7: a) Orientacién del campo vector. b) Propagacién de flujos

- m1

| mb

q:i

b)
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4.3. EJEMPLO 3. UNA RED DE LIBRE ELECCION

Figura 4.8: Ejemplo 3. Una Red de Libre Eleccién

En la figura 4.8 se muestra la red del tercer ejemplo. En este caso la estructura de la red
corresponde a una Red de Libre eleccién.

La condicién i1nicial de este sistema es:

(4.9)

S
=)
|
o O O O

La matriz de incidencia es

0 -1 0 (4.10)

Sea el marcado requerido

1,3333
1,3333

1,3333 (4.11)
1,3333

1,3333

$
|

que es el marcado que el sistema alcanza cuando I. = I, es decir, sin control. Adem4s la

uq que se obtiene en el par (my;, uy) hace que los flujos que pasan por las transiciones sean
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MAaximos.

Se observa en la figura 4.9 a) la evolucién del marcado de no forzada, que dura casi 5
unidades de tiempo en equilibrarse.

Utilizando el control de la ecuacién 2.72, en la figura 4.9 b) se ve que tarda casi 13
unidades de tiempo en alcanza el marcado mg, y hacerlo de equilibrio.

Para el caso del control propuesto en la ecuacién 3.53 en este trabajo, la figura 4.9 c)
muestra que se requieren sélo 1.4 unidades de tiempo para que el sistema se encuentre en el
marcado requerido.

— .I-"‘ 1
E_ﬁ'l" 'I"ll:I -
T3
3 nd | 4
: n5
e85t :
" .
i g - 4 2a)
15 R e i
T o
it
o8t
q. | -- e
¢ 05 1 15 2 - SReRR ik 4 &5 2
Mgk gE -
| e er— A = — Y
e X ni
3"‘ G- - mZ | -
1
3 - ™d
l- .
bt
2t A { b
16} - -
} ~ /’"
LSt -
u—-—-—-ﬁ' pm— |
¢ 2 * | ] 3 10 12 4

0 g2 04 5 [ - 1 1.2 ' 4 16 1.8

b

Figura 4.9: a) Sistema no forzado. b) Orientacién del campo vector. c) Propagacién de Flujos

Suponga ahora que se requiere alcanzar el marcado
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1
2
mae = |1 (4.12)
2
1

Se puede ver en la figura 4.10 que el control orientando el campo vector hacia el error
toma aproximadamente 15 unidades de tiempo en alcanzarlo, mientras que utilizando la
Propagacién de Flujos se requieren tan sélo 2 unidades de tiempo.
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Figura 4.10: a) Orientacién del campo vector. b) Propagacién de flujos

En el dltimo de los casos, sea ahora el marcado a alcanzar

(4.13)

O O O

Se puede ver que my3 tiende a un extremo del sistema (Imgs; = 0).
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Se puede ver que el marcado my3 tiene marcados iguales a cero. La evolucién en ambos
casos es similar, sin embargo como el marcado inicial my también tiene lugares con cero
marcas, orientar el campo vector con algin m; cercano a cero resulta muy lento.

En este caso al control orientando el campo vector le toma alrededor de 4,000 unidades de
tiempo mientras que cuando se utiliza la Matriz de Propagacién se consumen sélo 5 unidades
de tiempo. Estos resultados de simulacién se muestran en la figura 4.11.

Es evidente que el estado m43 nunca serd alcanzado en tiempo finito (se alcanza de manera
asintética), pero para efectos préacticos, se utiliza un ¢ de tolerancia.
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Figura 4.11: a) Orientacién del campo vector. b) Propagacién de flujos
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4.4. CONCLUSIONES

Los resultados de este capftulo muestran una mejora sustancial en términos de tiempo,
puesto que en todos los casos el marcado m, fue alcanzado més rdpido con el control por
propagacién de flujos que con la ley de control propuesta por Vdzquez [26] basada en la

orientacién del campo vector.

Los ejemplos analizados fueron:

o Un Grafo Marcado
= Una Médquina de Estados

s Una Red de Libre Eleccién

Como se presentd, incluso cuando el marcado requerido m,; es un punto de equilibrio
natural del sistema (aquel que se alcanza sin ninguna ley de control desde el marcado inicial

myg) el control por propagacién de flujos disminuyé el tiempo de convergencia.



Capitulo 5

CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté una ley de control que reduce el tiempo en el que un sistema

RPCT alcanza un marcado requerido my desde una condicién inicial mg cualquiera.

Como el sistema tiene estado acotado, puesto que nunca puede ser menor a cero, las
RPCT no forman un espacio vectorial e incluso su conjunto de estados alcanzables no tiene
ninguna estructura que facilite su anélisis. Esta condicién hace que muchos resultados de

teoria de control no puedan ser adaptados a la teoria de RPCT.

Ademés, el control que se puede hacer es acotado por el estado, lo cual es una restriccién
por si misma compleja.
Lo anterior hizo necesario desarrollar nuevos conceptos que permitieran simplificar el

andlisis para el cédlculo de la ley de control u, de modo que se cumpliera con la cota

0 <u< All(m)m (5.1)

La manera de simplificarlo fue con a ayuda del control proporcional al flujo del sistema,

de modo que la ley de control queda en términos de una matriz diagonal I, con

I, € {0,1} (52)

Los conceptos propuestos que ayudaron a la solucién del problema son:
s Un esquema Encendido/Apagado para el control

e Cuando una transicién t; estd abierta la accién de control sobre ésta es u; = 0 o
equivalentemente I; = 1. Es decir, la transicién ¢; deja pasar el maximo flujo que

puede.

83



84 CAPITULO 5. CONCLUSIONES

¢ Cuando una transicién t; estd cerrada, la accién de control sobre ésta es u; = f;

o equivalentemente I; = 0. Es decir, por la transicién t; no pasa flujo.
s Propagacion de flujos

e El vector Vs; tiene informacién del efecto de cada transicién t; sobre todos los

lugares p; de la red.
s Matriz de Propagacién

e El controlador abre y cierra transiciones de acuerdo a la ecuacién

;:%u+z) (5.3)

En el capftulo 4 se observa una comparacién entre la ley de control propuesta por Vazquez
en (26| y la que se desarroll6 en este trabajo, con resultados contundentes en términos de la
reduccién de tiempo para alcanzar el marcado requerido my.

Serfa interesante continuar la investigacién orientada a la optimizacién de la ley de control
de modo que se garantice la convergencia desde cualquier condicién inicial mgy hasta el
marcado requerido my en tiempo minimo.

Del mismo modo, el trabajo para sintetizar controladores de tareas (Schedules) para
sistemas de eventos discretos, pudiera verse beneficiado utilizando los resultados de este
trabajo, puesto que el espacio de biisqueda de las combinaciones de las transiciones que se
deben disparar para encontrar Schedules é6ptimos pudiera reducirse.

Otra posible extensién es tomar en cuenta casos para transiciones no controlables que no
fue abordado en el presente trabajo.
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