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Las situaciones de reparto para la ensefianza de las fracciones.
Aportes para la elaboracién de un estado del conocimiento’
Lic. en Educ. Prim. Martha Davila Vega

Resumen

Este trabajo presenta una revisién bibliografica de una parte representativa de la
abundante produccion de investigaciones que se han realizado sobre el papel de las
situaciones de reparto en el aprendizaje de las fracciones. En los dos primeros capitulos
se aborda una problematica mas amplia en aras de situar las situaciones de reparto en el
proceso de ensefanza y de aprendizaje de las fracciones.

En una primera parte, se presentan los resultados de algunos estudios diagnésticos
destacando las dificultades que enfrentan los nifios en el proceso de aprendizaje de las
fracciones. En la segunda parte, se presentan aportes teéricos de cinco investigadores
sobre la comprension de la complejidad conceptual desde el punto de vista de su
aprendizaje y de su ensefianza (Kiern, Freudenthal, Vergnaud, Nadine y Guy Brousseau).

En el capitulo tres, se presentan las investigaciones directamente relacionadas con el
papel que desempefian las situaciones de reparto en el aprendizaje de las fracciones. El
trabajo destaca: 1) la diversidad de aspectos y de variables que han sido considerados en
el estudio de las fracciones mediante las situaciones de reparto; 2) las posibilidades que
ofrecen estas situaciones para el aprendizaje de las fracciones asi como sus limites v,
3) la necesidad de articular los resultados de estas investigaciones con el fin de disefiar
secuencias didacticas a lo largo de toda la educacion basica que permitan aprovechar de
mejor manera las situaciones de reparto en la ensefianza.

Plantea la necesidad de que las situaciones de reparto se acomparfien de otro tipo de
situaciones que permitan trabajar los mismos aspectos que se ponen en juego a través de
las situaciones de reparto y aquellos que no pueden abordarse mediante éstas. Por otro
lado, propone revisar y mejorar la jerarquizacion de los aspectos y situaciones que se
proponen sobre el reparto a lo largo de la primaria en los programas de estudio vigentes
en México a partir de 1993 ye n los materiales de apoyo para la ensefianza de las
matematicas ademas de ofrecer una propuesta de los aspectos que pueden trabajarse a
lo largo de toda la primaria a través de las situaciones de reparto.

! Tesis presentada para obtener el grado de Maestr{ia en Ciencias en la Especialidad de Investigaciones Educativas.
Departamento de Investigaciones Educativas del CINVESTAV-IPN, México, D. F. (2002).




The “sharing” situations in the teaching of common fractions.
Contributions to the making of an state of knowledge'
Martha Davila Vega, B. Sc on Elementary Education

Abstract

This paper offers a bibliographical review about a significant part of the copious
investigations about the role of situations of sharing within the context of the teaching and
learning process of fractions. The first two chapters deal with a wider issue, in order to
place that situations within the mentioned process.

In the first part, results of some works of diagnosis are shown, where difficulties that
children confront through the learning process of fractions are highlighted. In the second
part, theoretical contributions, authored by five researchers, to the understanding of the
conceptual complexity of this issue are given; (Kieren, Freudenthal, Vergnaud, Nadine and
Guy Brousseau). The chapter three organizes and presents those investigations directly
linked with the role played by the situations of sharing in the learning of fractions.

This paper emphasize: 1) The diversity of aspects and variables considered in the study of
fractions from the point of view of the situations of sharing; 2) The possibilities that those
situations offer to enrich the learning process of fractions and to overcome its limits; 3) The
need to integrate the outcomes of those investigations to design didactical series through
the primary education, in order to take the best advantage of the situations of sharing
related with the learning process.

It also outlines those issues that can not be analyzed by sharing situations and the need to
work with other kind of situations. On the other hand, this work also intends to review and
enhance the hierarchy of aspects and situations -concerned with sharing - that have been
proposed as a subject of the elementary curricula in México since 1993, and that has also
been suggested as ancillary material for the teaching of Mathematics. The paper presents
a suggestion about those aspects than can be worked through the complete elementary
cycle with the help of sharing situations.

' Paper presented to graduate as M. Sc with the major field of study in Educative Researches. Departamento de
Investigaciones Educativas, CINVESTAV-IPN, México, D. F., 2002 .
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INTRODUCCION

Una maestra ensefia a sus alumnos como obtener el nimero de enteros que hay en una

fraccion; para ello trabaja con la fraccion % y tiene dibujados en el pizarron dos

rectangulos. Mirna, una alumna, pregunta a la maestra™:

Mirna: (interrumpe a la maestra) “Ahi en el doce, ¢lo divide en doce, luego lo divide en
veinte o cOmo?”.

Mta.: “¢,Como?”

Mirna: “Es que Nina (su compafiera) y yo no le entendemos ahi, usted nos dijo que el doce
lo divide entre veinte y le saca un entero y después le pone otro entero”.

Mta.: “¢ Aqui? (sefala el pizarron)”.

Mirna: “No, en el veinte, es que el doce divide en doce partes ¢no? el entero. Entonces,
luego para ocupar veinte ¢como le hace?”.

Mta.: “Por eso, mira ¢para que tl puedas obtener aqui un entero, dices (sefiala la division
que esta en el pizarrén)”.

Mirna: “jNo!".

Mta.: “¢, Si?”

Mirna: “iNo!, le estoy diciendo que no, que yo...”

Mta.: (Interrumpe a Mirna) “A ver, ¢cual es tu pregunta?”

Mirna: “O sea que usted dice... que el denominador lo divide en doce (al entero) y luego
entonces, ¢cémo estan veinte ahi? ... ;cémo le va a hacer? ...”

Mta.: “Bueno, mira, Unicamente voy a hacer esto para poder yo obtener mi entero (hace la
division oralmente), tengo veinte ¢si? ... Alicia (pregunta a otra alumna), un entero
¢en cuantas partes lo voy a dividir?”

LEl fragmento de clase que se muestra a continuacion es parte de la ponencia “La formacion de profesores
de primaria en el area de matematicas: aportes para una revision”, realizada por Avila, A. Méndez, R.
presentada en el Simposio Nacional sobre procesos de la lengua escrita y la matematica. Organizado por la
Universidad Pedagdgica Nacional del Estado de Aguascalientes (junio de 1990).



Coro: “iEn doce!”

Mta.: (Anota la divisién 20:12). “En doce. ¢ Cuantas veces me cabe el doce en el veinte?”

12)20

Ns.: “Una”

Mta. (Anota uno como cociente). “Una ¢y cuantas me sobran?”

1
12)20
Ns.: “Ocho”.
Mta. (Anota el 8 en el residuo).

1

12)20

8

Mta. “Ocho. Esta es parte de otro entero”.
Mirna. “Entonces, ¢cémo le hace para sacar los veinte?”

Mta.: “Porque hay una regla que lo esta considerando. O sea, mira esto (sefiala la division),
el de arriba te esta diciendo que es un entero, pero te sobra, es un entero y me
sobran ocho partes ... ¢Si?... jFijate, es una regla, se puede decir que es una regla
porque si el numerador es mayor que el de abajo, siempre puedes obtener enteros...
Simplemente haces una divisién ... ¢ya le entendiste?”

Mirna. (En silencio hace un gesto de duda).

Mta.: “Fijate bien, mientras el numerador sea mayor que el denominador podemos obtener
enteros y si te faltan fracciones, partes del numerador, para que puedas completarlas.
Es lo que te queda en la division. ¢ Si?

Mirna: (Con gesto de molestia). “jYa me volvi6 a enredar!”
Mta.: “¢ Ya te volvi a enredar? (se nota nerviosa)”

Mirna: (Molesta) “!Mejor después nos lo explica;”

Este fragmento me evoca no pocas situaciones similares que vivi a lo largo de mi
experiencia como maestra en mis clases de matematicas, y que sé que muchos de mis
comparfieros maestros también han vivido, particularmente al trabajar con el tema de las

fracciones.

Igual que la maestra de este registro, cuando los alumnos me cuestionaban o cuando
trataba de aclarar sus dudas, mas que explicar, repetia las reglas, reglas a cuya validez
nos remitimos y nos aferramos porque no tenemos otro recurso. Entre mis comparieros
frecuentemente se comentaba que el tema de las fracciones no solamente era dificil para

los alumnos, sino que también lo era para nosotros los maestros.


David Block
“Residuo” corresponde a lo que en Argentina se dice Resto �

David Block
NOTA:   En México la cuenta de dividir se plantea “al revés” que en Argentina: el divisor se anota a la izquierda, el dividendo a la derecha (d/D). Arriba de la raya horizontal, se va armando el cociente.. �


Fueron en parte estos recuerdos y la experiencia como ayudante de investigacion en el
DIE?, lo que me motivo a realizar, hace ya varios afios, mi primer trabajo de investigacion
en el que estudié este tema: La ensefianza de las fracciones en la escuela primaria. En
los afios de 1986-1988 participé como auxiliar en el desarrollo de una investigacion sobre
la ensefianza de algunos aspectos de la nocion de fracciéon en la escuela primaria® y no
tuvo que pasar mucho tiempo para que empezara a darme cuenta de que la dificultad del
tema de las fracciones no radica solamente en el hecho de que los maestros no

“sepamos ensefiarlo”.

Posteriormente, a finales del afio escolar 1987-1988, retomé uno de los problemas que
gquedaron abiertos en dicha investigacion, para realizar mi primer trabajo propio: un
estudio sobre la ensefianza de las fracciones, con alumnos que cursaban el primero y el
segundo grado de la educacion primaria, con el propésito de explorar las posibilidades
didacticas de los problemas de reparto equitativo y exhaustivo. Los resultados de esta
investigacion los presenté como tesis de licenciatura (Davila 1991), y publiqué un articulo
(Déavila, 1992).

Hoy en dia puede decirse que los resultados pobres en la adquisicion de esta nocién
estdn documentados en muchos paises ya que hace mas de 30 afios, numerosos
estudios sobre ensefianza y aprendizaje de las matematicas se han abocado a estudiar la

complejidad particular de la nocién de fraccion.

Ahora, con el presente trabajo, vuelvo sobre la misma problemética que abordé en aquel
momento: las posibilidades didacticas de los problemas de reparto. Mi intencion no es
abordar un aspecto mas de la nocién de fracciébn mediante otro estudio experimental, sino
atender a otra necesidad que se vuelve cada dia mas apremiante: aportar elementos para
la realizacion de un “estado del conocimiento” sobre la problemética de la ensefanza y
del aprendizaje de la nocion de fraccion. Para ello realicé una revision, que si bien no es
exhaustiva, espero que si sea representativa de los numerosos estudios que se han

llevado a cabo en los ultimos treinta afios sobre el tema.

Los propositos del presente estudio son, por lo tanto:

2 Departamento de Investigaciones Educativas del-CINVESTAV-IPN
Los estudios sobre la nocion de fraccion como cociente que realizaron en sus tesis respectivas Block (1987)
y Blabuena (1988).



e Ubicar la problematica del reparto en el contexto amplio de la ensefianza de las
fracciones considerando los acercamientos de algunas de las investigaciones mas

representativas.

e Presentar de manera organizada y comentada la diversidad de estudios que se han
realizado, en México y en otros paises sobre la complejidad de la ensefianza de las
fracciones y la problematica del reparto como fuente de problemas para la ensefianza

de ciertos aspectos de la nocioén de fraccion;

o Destacar los aspectos estudiados sobre las situaciones de reparto, los referentes
tedricos, los resultados con las que se cuenta, las tendencias recientes, y, de ser
posible, las lagunas, las lineas de investigacion o las acciones que se puedan realizar

a partir de lo que ya conocemos.

En el primer capitulo de este trabajo presento cuatro estudios diagndsticos en los que, por
un lado, se puede observar una evolucién en la manera en la que los investigadores
conciben a la matematica misma, el como se ensefia 'y el como se aprende. Por otro lado,
se ponen de manifiesto las numerosas dificultades especificas que enfrentan los alumnos
para comprender la compleja nocion de fraccion, después de un largo proceso de
ensefianza escolar. En la dltima parte del capitulo se presentan otros estudios que

explican algunos de los origenes de dichas dificultades.

En el segundo capitulo revisaremos, brevemente, cuatro lineas de investigacion sobre la
complejidad de este tema, en donde los investigadores analizan los diferentes
significados que subyacen a la fraccién, la importancia de considerar en el proceso
ensefianza y de aprendizaje esta polisemia asi como a la familia de problemas que las

implican.

En la dltima parte de este capitulo se presenta de manera muy resumida un estudio
didactico realizado por Nadin y Guy Brousseau sobre los nimeros decimales en cuya
secuencia coexisten los decimales y las fracciones y se articulan sus diferentes

significados.

Finalmente, el tercer capitulo se dedica al tema central de esta tesis: las fracciones en

situaciones de reparto. Se organiza y se presenta una parte representativa de la

10



abundante produccién en investigacion sobre este tema. Entre las investigaciones

consideradas, se incluye la que realicé yo misma en 1991.

Por ultimo, a manera de comentario final, presento los resultados de esta revision
bibliografica, las posibles lineas de investigacibn que pueden seguirse a partir del
conocimiento que ya se tiene, sobre los diferentes aspectos de la fraccién estudiados,

alrededor de las situaciones de reparto.

11



| DIFICULTADES EN EL APRENDIZAJE DE LAS FRACCIONES

Los estudios diagnésticos e investigaciones realizadas, en diferentes épocas sobre la
ensefianza y el aprendizaje de las fracciones, por un lado, permiten ver que dicha
problematica no es nueva ni compete sélo a los maestros y a los alumnos mexicanos vy,
por otro lado, ponen de manifiesto una evolucibn en la manera de concebir a la

matematica misma, el como se ensefia y como se aprende.

En este apartado presentaré cuatro de los numerosos estudios diagndsticos con los que
se han identificado los errores mas frecuentes que cometen los alumnos al trabajar con
fracciones, asi como el resultado de investigaciones que aportan elementos para entender
el origen de algunas de esas dificultades manifestadas por los alumnos para comprender

la nocién de fraccion y su operatoria.

I.L UN CAMBIO DE PERSPECTIVA A LO LARGO DE CUATRO DECADAS

Uno de los primeros estudios diagnésticos fue realizado en Escocia por Gardner en 1941.
Este estudio fue reportado brevemente por Kieren (1976), quien sefala que el propdsito
de esta investigacién era conocer los errores que cometian los alumnos al operar con
fracciones para sugerir al maestro tareas que les permitieran mejorar su habilidad para
operar. Sefiala que Gardner trabajé con una muestra de 24,000 operaciones de suma,

resta, multiplicacion y division de fracciones resueltas por alumnos.

Si bien Kieren no indica de qué manera resolvieron los alumnos esas operaciones, sefiala
gue el 36% de las operaciones de sumay un poco mas del 50% de las divisiones tuvieron

errores y destaca que Gardner concluyé que tales errores se debian a una falta de



comprension de parte de los alumnos, sobre el proceso que se debe seguir al operar, o

bien al emplear algoritmos erroneos.

A partir de esta breve descripcion del estudio diagndéstico de Gardner se observa una
concepcion aun vigente en muchas escuelas: saber matematicas significa saber resolver
los algoritmos convencionales, por lo que se privilegia en la escuela su mecanizacion para
desarrollar la habilidad de los alumnos en el célculo numérico. El hecho de atribuir la
responsabilidad de los errores a los alumnos, da cuenta de que en ese momento no
estaba en cuestidn si esos errores tenian 0 no alguna relacién con la manera en la que se

ensefiaban las fracciones en la escuela.

Treinta y seis afios después, en Londres, Inglaterra el equipo de Kathleen Hart (1981),
aplicé en 1977, dos evaluaciones escritas que fueron resueltas por una muestra de
aproximadamente 1 000 alumnos de 16 escuelas secundarias publicas. Las edades de los
examinados oscilaban entre los 12 y 15 afios de edad. La primera evaluacién fue

disefiada para los alumnos de 12 y 13 afios y la segunda, para los de 14y 15.

Los examenes constaban de dos partes, la primera estaba conformada por diversos
problemas de sumay resta y algunos problemas de multiplicacién y division de fracciones,
planteados en contextos continuos o discretos a través de un texto o de graficos. La
segunda parte, contenia una serie de operaciones, descontextualizadas, expresadas de la
manera convencional, que por cierto, eran las operaciones con las que se pueden
resolver los problemas de la primera parte del examen. Ademds, Hart y su equipo
entrevistaron a algunos alumnos con el propdsito de indagar lo que habian pensado para

resolver el examen.

Antes de aplicar estos examenes Hart y su grupo consideraban que los alumnos iban a
tener mas éxito en la resolucion de las operaciones que en la resolucién de los

problemas. A nivel general, el resultado de las evaluaciones fue el siguiente:

e La mayoria de los alumnos tuvo mas éxito con los problemas que con las
operaciones®. Al parecer los alumnos no lograron establecer alguna relacion entre las
operaciones que conocian y los problemas que se podian resolver con ellas. Por

ejemplo, frente al problema:

* A un resultado similar llegan T. y D Carraher y A. Schliemann (1991), en un estudio realizado fuera y dentro
de la escuela con nifios que trabajan.

13



Una carrera de relevos se corre en etapas de 1 km. Cada corredor cubre una etapa.
8

¢, Cuantos corredores se necesitan para cubrir una distancia total de 3 km?

Si bien el 30% de la muestra pudo resolver la division % + 1 fuera de un contexto que le

diera significado, ninguno plante6 explicitamente esta operacion para resolver el problema

anterior. Sin embargo, encontraron la solucion apoyandose en la equivalencia de
fracciones. Por ejemplo:

Np OO

. Por lo tanto se necesitan 6 corredores.

Mw

. Por lo tanto se necesitan 3 pares de corredores.

0|k
(oo™
®IN

Hart y su equipo interpretaron este fenomeno de la siguiente manera:

“Pareciera como si estuvieran involucradas dos tipos de matematicas completamente
diferentes; una en la que se podia usar el sentido comin y la otra en la que se tenia
gue recordar una regla” (Hart, 1981:13).

e El porcentaje de alumnos que resolvidé con éxito las operaciones de suma y resta
decrece conforme aumenta la edad. A este respecto Hart y su equipo tienen la

hipotesis de que esto se debe a que conforme pasa el tiempo, los alumnos olvidan los
algoritmos ensefiados en la escuela primaria.

e Los alumnos recurrieron al uso de diagramas para resolver problemas o para verificar

sus resultados aun en aquellos casos en los que los problemas no incluian diagramas
en su planteamiento.

A partir del analisis de los errores mas frecuentes en la operatoria estos investigadores
concluyeron lo siguiente:

e Tal parece que la representacion simbolica (convencional) de las operaciones, impide
que los alumnos trasladen las estrategias utilizadas para resolver los problemas que

las implican. Por ejemplo, frente al problema:

En una panaderia se usan g de harina para elaborar el pan y % para hacer pasteles.

¢, Qué fraccion de harina se ha usado?

14



La mayoria de los alumnos resolvio correctamente el problema. Sin embargo, al resolver

la operacion g+§, algunos (del 4% al 7% de la muestra) sumaron por separado

numeradores y denominadores obteniendo como resultado % . Se reporta que el 29% de

la muestra utiliz6 este mismo procedimiento para resolver sumas de fracciones con
diferente denominador. Por ejemplo; £ + 1 = 2.

3 4 7
La representacion simbdlica de las fracciones no significaba para los alumnos un nimero
sino dos numeros aislados sin ninguna relacion. Este fenébmeno puede observarse al

analizar errores como los siguientes:

1
8 4 20 4
El 40% de los alumnos de 12 y 13 afios de edad no vieron la equivalencia de fracciones

como > y 1o 4 y 2 porque al comparar cada pareja de fracciones centraban su
20 4 8 4

atencion en el tamafio del numerador y del denominador. Esto los llevo a considerar que

4 > 2 porque el 4 es mayor que 2 y el 8 es mayor que 4. Por las mismas razones
4

8

consideraban que > > 1.

20 4

Otro indicio de este fendbmeno lo encontraron al pedir a los alumnos que encontraran el

valor de las incégnitas planteadas en la siguiente igualdad:

> _Qg_w
7 14 ()

Dado que el 16% de la muestra encontré que O = 21 o 28, los autores infieren que los
alumnos buscaron patrones para encontrar el valor de las incégnitas. Por ejemplo, 21 lo
pudieron deducir al considerar que los datos conocidos que aparecen debajo de la linea
horizontal aumentaban de 7 en 7 (7, 14, 21), por lo tanto O = 21. En cuanto a O = 28,

este dato pudo haber sido calculado considerando que el valor de los denominadores

aumentaban cada vez el doble (7, 14, 28), por lo tanto O = 28.
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e Al operar, los alumnos transfieren las propiedades de las operaciones con nimeros
naturales a las operaciones con fracciones. Este fendmeno puede observarse a traves

de los siguientes ejemplos:

Entre el 25 y el 30% de los alumnos invirtieron el orden de la division 3 + 5 para
obtener el resultado. Hart y su equipo consideran que probablemente aplicaron la idea
gue usualmente se trabaja para dividir los nimeros enteros: el nUmero mayor se

divide entre el nimero menor.

Si bien en los dos trabajos revisados se pretende detectar las deficiencias en el
aprendizaje de los alumnos con respecto a las fracciones, existen entre ellos diferencias

importantes:

En resumen, al analizar las respuestas de los alumnos estudiados por Hart y su equipo
encuentran: un centramiento en la interpretacion de la fracciébn como una unidad que se
divide en un x nimero de partes de las cuales se toman algunas; dificultades para
interpretar las fracciones mayores a 1 y para establecer la relacion parte-todo; asi como
una tendencia a trasladar las propiedades de los niUmeros enteros y de sus operaciones a
las fracciones y sus algoritmos. Consideran que los errores y las concepciones erroneas
de los alumnos son responsabilidad de la ensefianza por la manera en la que se
presentan las fracciones. Observan la necesidad de revisar los programas de estudio para
la educacion basica y de encontrar estrategias de ensefianza que permitan a los alumnos

una mayor comprensién del concepto de fraccién y de sus algoritmos.

Gardner pretendia conocer los errores mas frecuentes que cometian los alumnos al
operar, para sugerir a los maestros tareas remediales que permitieran a los alumnos
resolver correctamente las operaciones. A Hart y a su equipo, mas que averiguar el grado
de dominio de las técnicas operatorias, les interesaba conocer el concepto de fraccion
construido por los alumnos, indagar el origen de esas concepciones, averiguar si las
operaciones que conocian los alumnos las utilizaban al resolver problemas vy, tratar de
rastrear el tipo de razonamientos que llevan a los alumnos a cometer errores al operar

con fracciones.

En estos dos estudios separados por 30 afios, puede observarse un cambio de
perspectiva sobre cémo acceder al concepto de fraccion, derivada de la concepcién que

los autores tienen acerca de las matematicas, de la manera en la que consideran debe
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ensefiarse y de lo que entienden por saber mateméticas (Moreno, A. y G. Waldegg,
1992). Si saber matematicas significa conocer el lenguaje convencional y los algoritmos
canonicos®, o si saber matematicas significa tener la capacidad de usar las herramientas
matematicas de una manera flexible para resolver los problemas que se presentan fuera y
dentro de la escuela. Estas concepciones han sido construidas a lo largo de la historia de
manera colectiva y sus diferencias estdn mediadas por los resultados de investigaciones
epistemoldgicas, psicologicas y didacticas realizadas por diversos investigadores,
interesados en buscar soluciones al problema del aprendizaje de las matematicas, en
particular al problema de la ensefianza y el aprendizaje de las fracciones (Block y Davila
(1993).

1.2 DIFICULTADES EN LA CONSTRUCCION DE LA RELACION PARTE-TODO
[.2.1 EL ESTUDIO DE FIGUERAS

En México, Figueras (1988), llevé a cabo una investigacion diagndostica con una muestra
de 111 alumnos de 11 a 14 afios recién egresados de la primaria y que cursaban el primer
grado de la educacion secundaria®, momento de un “corte didactico”, donde los alumnos
avanzan de un nivel escolar a otro y en donde los objetivos y los métodos de ensefianza

también se modifican’.
El punto de partida de Figueras para hacer esta investigacion diagndstica fue el siguiente:

Los programas de estudio del Ciclo Medio Basico, presuponen que los alumnos han
logrado construir, en el nivel anterior, una imagen mental del concepto, de tal forma
que éste tiene un status de ‘objeto matematico’ es decir, para el educando los
racionales debieran ya ser pensados como numeros, y como tales se estudiaran de
ahi en adelante, sus propiedades como entes con una estructura algebraica.
(Figueras, 1988:9).

Los propositos de esta investigacion fueron:

¢ Dilucidar la relacion entre la adquisicién del concepto de fraccién y el desarrollo de

habilidades para interpretar y utilizar el lenguaje geométrico-simbdlico convencional

5 . .. .
Es decir, los procedimientos usuales para resolver las operaciones.
6 . . N - ) .
Cabe sefialar que la investigacion diagnoéstica de Figueras que aqui se reporta, forma parte de un proyecto de

investigacion mas amplio, inscrito en la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de los niUmeros racionales

en la escuela secundaria. Dicho proyecto de investigacion inicié en 1975 .

7 . . .z e . . . -
Esta investigacion se inicid en 1984 y algunos de los resultados que aqui se presentan forman parte del trabajo
presentado por Figueras en 1988.

17



empleado en los libros de texto de la escuela primaria con los que se inicia el

desarrollo del concepto de niumero racional.

e Reconocer la manera en la que los alumnos conciben a la fraccion y las dificultades en

su proceso de aprendizaje.

Para facilitar el reporte de la investigacion de Figueras, la he desglosado en las siguientes

cinco etapas

12 Etapa. Analisis curricular de algunos libros de texto clasicos de aritmética® y las
ediciones de los Libros de Texto Gratuito de matematicas de todos los grados de la
educacion primaria, utilizados en México desde 1971 a 1979 y desde 1980 a 1984. Estos

ultimos estuvieron vigentes hasta el afio escolar 1992-1993.

El propdsito de este andlisis fue identificar los modelos utilizados para la ensefianza y el
aprendizaje de los numeros racionales; las caracteristicas de los recursos graficos
empleados y los significados de la fraccion que se ponen en juego. Los resultados

reportados del andlisis son los siguientes:

Figueras encontré que en dichos textos los nimeros racionales se introducen a través del
significado de fraccionamiento de la unidad mediante dos modelos de ensefianza el
modelo egipcio primitivo® (desde el primer grado) y el modelo discreto™® (a partir del tercer
grado). A lo largo de los seis afios de la educacion primaria se reforzaba esta concepcion
particular de los nimeros racionales, otorgandole una posicion relevante a la relacion

parte-todo.

Las actividades de ensefianza que se plantean en esos textos para desarrollar la relacién
parte todo se vinculan a las acciones que los alumnos deben realizar sobre un todo,
representado en general con figuras planas o tridimensionales (sélidos representados en

el plano) con subdivisiones dadas.

® Estos libros eran los mas utilizados por los maestros en esa época.

® En este modelo de ensefianza, el concepto de fraccion se define como una parte del todo y se relaciona con
situaciones de particion de todos continuos (superficies, longitudes, volimenes). El significado que subyace
a este modelo de ensefianza es la de fraccién como una parte que se toma de un todo dividido en n partes
iguales. En consecuencia s6lo se trabajan fracciones menores que la unidad.

19 En este modelo de ensefianza, la nocién de fraccion se define como un subconjunto de un conjunto de
objetos (susceptibles de ser contados uno a uno) y se trabaja a través de situaciones de reparto. El
significado de la fraccion que subyace a este modelo de ensefianza, dice la investigadora, es el de
cociente, es decir la fraccion como resultado de una division.
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El concepto de fraccion de unidad con respecto a todos discretos se enfocaba, en
general, hacia el calculo numérico. La relacién parte todo pasaba a segundo término. Las
fracciones mayores que la unidad se introducian, en los textos revisados, a partir de la

reconstruccion de la unidad utilizando figuras planas o tridimensionales.

La recta numérica aparecia en tercer grado, como un recurso para introducir a los
alumnos en el estudio del orden y la equivalencia de fracciones; para medir y comparar
maghnitudes expresadas con fracciones o0 con nimeros escritos con punto. Se enfatizaba
el uso de los algoritmos y en cuarto grado se introducia el concepto de equivalencia de
fracciones mediante situaciones de proporcionalidad, en las que subyace el significado de

la fraccién como razon.

Figueras destaca que en esos libros se observd una ruptura al interior de las secuencias
didacticas utilizadas para trabajar los diferentes aspectos y significados del ndamero
racional. Sefiala también que en general, se establecian vinculos entre el lenguaje

aritmético natural (un medio, la mitad), el simbdlico (1) y un lenguaje grafico-geométrico
2

convencional, con el que se representa la congruencia de las unidades en las que se
dividia, de manera exhaustiva, un todo continuo, con elementos simbdlicos que

simulanban cortes visibles o no (lineas punteadas o continuas).

Es decir, las secuencias didacticas asociadas a cada una de las diversas
interpretaciones (...) se sostiene en referentes concretos de naturaleza distinta, se
despliegan recursos y acciones especificas diferentes, se vinculan a campos de
experiencias diversos, y, en ellas se enfatizan aspectos particulares. De manera que
para cada significado, se establece una forma concreta, con caracteristicas propias, de
presentarlo.

(...)

La existencia de todos estos modos de representacion (...) requiere de habilidades
diferentes por parte del lector para lograr un nivel apropiado de comprension.

(.)

Por estos motivos adquiere una funcion relevante la relacion entre la adquisicion del
concepto de fraccion y el desarrollo de habilidades para interpretar el lenguaje
geomeétrico-simbdlico que forma parte de las imagenes que se emplean para
contextualizar dicho concepto. (Figueras, 1988:16, 28).

22 Etapa. Analisis comparativo de tres investigaciones diagndsticas sobre el aprendizaje

de las fracciones (dos estudios realizados en México y uno en Inglaterra™).

11| os estudios utilizados por Figueras para realizar el analisis comparativo fueron: Hart, K., Kerslaske, D.,
Ruddock, G., Brown, M. y Kuchemann, D. (1980). Planchart, O. (1984). Padilla, V. (1984).
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3?2 Etapa. Elaboracion del cuestionario diagndstico. Dada la importancia que se le da a la
imagen, para el aprendizaje de los racionales, Figueras selecciond y rediseiid 48
problemas que incluian representaciones graficas de colecciones de objetos que no se
pueden subdividir, figuras planas y cuerpos geométricos (tridimensionales) representados

en el plano con el lenguaje grafico-geométrico convencional.

Con estos problemas, planteados en forma de preguntas, Figueras evalué ciertos
aspectos relacionados con el nimero racional bajo el significado de fraccionamiento de la
unidad, que emerge del modelo de ensefianza egipcio primitivo y del modelo discreto.
Sefiala que los siguientes aspectos, evaluados a través del examen diagndstico, son
fundamentales para construir la nocion de fraccion o forman parte de las estrategias de

ensefianza o de solucién de problemas contextualizados con graficos:
e Laigualdad de las partes.

e La division exhaustiva del todo.

e La identificacion de las relaciones parte-todo y parte-parte.

e La invariabilidad de la longitud y el area bajo transformaciones de particion y de

movimiento.
e Elreconocimiento de partes de una configuracion dada.

¢ Laidentificacion de configuraciones equivalentes bajo un criterio especifico.

De acuerdo al tipo de imagenes utilizadas en el disefio de los problemas, éstos se

agruparon en tres bloques:

Eje Discreto. Contienen dibujos de colecciones de objetos que no se pueden subdividir. El

todo esta representado por un conjunto de elementos.

Eje Continuo. Contienen imagenes de figuras cerradas planas™. El todo corresponde a

una de esas figuras.

Eje Continuo. Contienen representaciones planas de soélidos geométricos™® El todo

corresponde a una de estas ilustraciones.

12 - ' . . .
En algunos problemas se utilizaron figuras conocidas por los alumnos (cuadrados, rectdngulos, circulos) y
en otros se utilizaron otras figuras poco trabajadas en la escuela
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Tomando en cuenta el tipo de acciones (gréficas, numéricas o mentales) que los alumnos
podian efectuar sobre el todo o la parte, los problemas se organizaron en seis
secuencias. El nivel de complejidad de los problemas disefiados para el cuestionario
diagnostico aumenta al interior de cada secuencia y entre éstas. Por ejemplo, la primera
secuencia consta de problemas en los que la informacién relevante con la que se
resuelven esta contenida en la imagen y la ultima estd formada por problemas que, para
resolverse, los alumnos requieren: recuperar el todo a partir de la parte representada en

el dibujo e interpretar la relacién parte-todo expresada en lenguaje natural o numeérico.

Las caracteristicas de los problemas que conformaron el cuestionario diagndstico son:
¢ El disefio contiene informacién relevante para encontrar la solucion.

e Para contestar la pregunta se requiere realizar ciertas acciones sobre un diagrama

dado por lo que la respuesta debe quedar representada graficamente.
e El problema requiere que el alumno elabore un dibujo para resolverlo.

42 Etapa. Piloteo y ajuste del cuestionario diagnaostico.

52 Etapa. Aplicacion del cuestionario. El cuestionario diagnéstico se aplicd, en un mismo
plantel, a 111 alumnos de tres generaciones, egresados de 47 escuelas primarias
diferentes. Sus edades oscilaban entre los 11 y los 14 afios y en ese momento cursaban
el primer grado de la educacion secundaria. Cada generacion de alumnos tuvo
aproximadamente tres horas, distribuidas en tres dias de clase, para resolver el

cuestionario diagnostico.

62 Etapa. Analisis de resultados. En esta etapa Figueras realizé dos tipos de analisis de
resultados del cuestionario diagndstico. Un andlisis cuantitativo y comparativo de aciertos
y errores de las tres generaciones de alumnos y un analisis cualitativo de las respuestas
dadas por los 32 alumnos de la primera generacién, a los problemas del eje continuo que

incluian diagramas de figuras planas.

El andlisis cuantitativo permitié identificar algunos elementos que explican las diferencias
observadas entre los problemas de cada secuencia. Sin embargo, no proporcioné
informacién suficiente relacionada con las nociones elementales de la fraccibn que

Figueras deseaba investigar y, que estaban presentes en el disefio de los problemas.

13 . ., - . . s
Este tipo de imagenes se utilizan en la escuela para trabajar la nocion de volumen.
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En el andlisis cualitativo, o que interesaba era tipificar los errores; caracterizar los
métodos de solucion empleados por los alumnos e identificar los significados que le
asignaban a la fraccion, expresada de manera natural o numérica. Como resultado de
este analisis Figueras detectd algunas concepciones erréneas sefialadas ya por otros
investigadores y, elabord hipétesis acerca de otras creencias 0 concepciones observadas,

sujetas a comprobacion en futuras investigaciones.

A continuacion referiré los resultados mas relevantes que se obtuvieron con los
problemas que incluian figuras planas y que se publicaron de manera resumida en

Figueras, Filloy y Valdemoros (1987), de donde se tomaron algunos ejemplos.

[.2.1.1 PREDOMINIO DE LA CARDINALIDAD DE LA PARTE

En esta categoria Figueras, Filloy y Valdemoros incluyeron respuestas en las que se
observa "una disociacion de los elementos constitutivos del numeral o de la relacion
parte-todo y una tendencia a asignarle al numerador o a la parte una posicion de

privilegio." (Figueras, 1988: 50). Por ejemplo:

a) Centran la atencion en el numerador (las partes que se toman de la unidad o que

se sombrean) desplazando al denominador.

Problema Respuesta Problema Respuesta

¢ Qué fraccion esta La quinta parte de | ¢Qué fraccién esta

6
sombreada? diecisieis sombreada? 18 la sexta parte de 18

En la segunda respuesta se pueden observar dos significados diferentes entre la
representacion convencional de la fraccidn, que indica cuantas partes de la unidad fueron
tomadas o sombreadas (ensefianza escolar) y, el significado que el alumno en cuestion le

da a esa fraccién. A este respecto sefalan:
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"Apoyandonos en la dltima respuesta (...) podemos advertir una contradiccion
planteada a nivel del lenguaje, entre las expresiones coloquiales que dan cuenta de los
aspectos empiricos y las formas lingiiisticas consagradas a las expresiones simbdlico-

aritméticas." (Figueras, Filloy, Valdemoros 1987:161).

b) Centran la atencion en el numerador sin considerar al denominador. Por

ejemplo, si el problema consiste en subdividir una figura plana, los alumnos centran su

atencion en el denominador y tratan de obtener el nimero de partes sefialado por ese

namero, sin detenerse a observar si las partes generadas son o no iguales.

Problema Respuesta Problema Respuesta
En la siguiente figura Dibuja un
5 circuloy

representa —
10

representa dos
quintos.

c) Ven a la fraccibn como dos numeros enteros sin ninguna relaciéon y centran su

atencion en el numerador. Por ejemplo, con problemas como el siguiente, Figueras

pretendia que los alumnos reconstruyeran el todo a partir de la parte dada.

Problema

Respuestas

Queremos hacer esta figura

Faltan @
8

Complétala.
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Analizando esta forma de resolver el problema, Figueras encuentra que los nifios que lo
resolvieron de esta manera desconocen a la fraccion como tal, e implementan una

estrategia de solucion aditiva (20 — 8 = 12). En este sentido los autores del articulo citado

sefalan la dificultad de los alumnos para reconstituir el todo, formado por % (la fraccién

{% } que falta por dibujar, méas la parte dada en el dibujo {g D).

[.2.1.2 PREDOMINIO DE LA CARDINALIDAD DEL DENOMINADOR

En la investigacion de Figueras, las respuestas incluidas en esta categoria surgieron
cuando los alumnos tenian que traducir a un lenguaje numérico, la fraccion representada
en el diagrama, con cantidades discretas. Sélo en el siguiente problema en el que se
utilizaron todos continuos discretizados™, un alumno le asigné al denominador el

significado de 'parte’.

Problema Respuesta

, i 9
¢, Queremos hacer esta figura Hay E Complétala

Figueras, Filloy y Valdemoros sefialan que al centrarse en uno de los términos de la

fraccion, la relacion parte-todo que expresa una fraccion no existe. Para el alumno que dio

esta respuesta la fraccion % significa "Hay 9 partes faltan 16".

Figueras destaca que algunas de las situaciones que obstaculizan el aprendizaje de la
nocion de fraccion porque promueven el centramiento de los alumnos en el numerador o
en el denominador, son:

"Aquellas configuraciones de agrupamientos de objetos en las que el nimero de

grupos coincide con el denominador de la fraccion y,

Aquellas que incluyen una configuracion de objetos que puede aislarse del resto de la
imagen, en la que el nimero de objetos es igual o mayor que el denominador de la
fraccion”. (Figueras, 1988:58).

14 Figueras, Filloy, Valdemoros, (1987:10) y Block, Solares, (2001a:15) sefialan que los objetos susceptibles
de fraccionarse (continuos) constituyen una coleccion de objetos y por lo tanto es una magnitud discreta.
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1.2.1.3 LA NO CONSIDERACION DEL TODO

Las respuestas incluidas en esta categoria surgieron, en el estudio de Figueras, cuando los
alumnos debian indicar qué fraccién estaba representada en el diagrama, es decir, hacer

una traduccion del lenguaje gréfico al aritmético. Por ejemplo:

Respuestas
Problema A B

¢,Qué fraccion esta sombreada?

N =

1
3

Figueras (1988) plantea que el alumno que dio la respuesta A considera al denominador
como complemento del numerador y el que respondié como B restringe la lectura a una
parte del diagrama. Sefiala que este tipo de respuestas pone de manifiesto la confusion de
los alumnos en cuanto al 'todo', definido a través de un diagrama, asignandole un

significado diferente al numerador y al denominador de la fraccion.
[.2.1.4 LA DESIGUALDAD DE LAS PARTES Y LAS DIFICULTADES EN LA PARTICION

Este tipo de dificultades surge cuando los alumnos tienen que representar una fraccioén en
situaciones en las que el diagrama (familiar o poco conocido) que representa al todo, no

esta dividido. Al respecto Figueras sefala:

"... los ejercicios del modelo egipcio son problemas geométricos de distribuciéon de una
superficie, cuya solucion requiere de un esquema anticipatorio que se sostiene en una
estimacion del resultado de las acciones que van a realizar sobre el todo. Intervienen
aspectos geomeétricos como el uso de la simetria y procesos de compensacion”
(Figueras, 1988: 65-66 y 278-291)

Destaca que estos aspectos se trabajaban poco en la ensefianza elemental, hasta el
momento en el que se realizd este estudio. Otros investigadores como Hiebert y Behr
(1988) mencionan también la necesidad de desarrollar en los alumnos estos esquemas

anticipatorios de particion.
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Si bien coincido con Figueras en la idea de que los aprendizajes construidos por los nifios
(dentro y fuera de la escuela) se ponen en evidencia cuando estos son capaces de
trasladar sus conocimientos en la resolucion de otros problemas que los impliquen
(planteados en contextos diferentes), me parece que el nivel de complejidad de algunos de
los problemas que conformaron el cuestionario diagnostico de Figueras (ver los ejemplos
mostrados en las paginas 23 y 24) rebasaron las posibilidades de los alumnos dado que,
desde el analisis curricular realizado por ella misma, pudo observar que en la escuela
dificilmente se planteaban situaciones que llevaran a los alumnos a desarrollar esquemas
gue les permitan anticipar el resultado de las particiones sobre un todo, ni situaciones que
les permitieran reflexionar sobre la relacion parte-todo y, mucho menos la resoluciéon de
problemas en las que el diagrama representara soOlo la parte de un todo continuo

conformado por mas de una unidad.

Veamos lo que sucede en otro estudio en el que las figuras y las subdivisiones utilizadas
por los investigadores y por los alumnos, son las que usualmente se trabajaban en la

escuela (rectangulos, cuadrados, circulos y, en algunos casos, triangulos).
1.2.2 EL ESTUDIO DE AVILA Y MANCERA

Avila y Mancera (1989) realizaron una investigacion diagnostica con 293 nifios que
cursaban el sexto grado de primaria y el primer grado de secundaria en escuelas publicas y
privadas. El propésito era analizar las dificultades de los alumnos en el aprendizaje del
concepto de fraccion y averiguar la manera en la que los alumnos interpretaban las

fracciones a partir de su representacion convencional.

Al igual que Figueras, Avila y Mancera hicieron una revision previa de los Libros de Texto
Gratuito vigentes en México desde 1980 hasta el ciclo escolar 1992-1993, para identificar
las interpretaciones de la fraccibn que se manejaban a lo largo de la educacion primaria.
En esta revisidn encontraron, por un lado, numerosas operaciones con fracciones fuera de
un contexto y expresadas de la manera convencional, lo cual denota un centramiento de la

ensefanza de los algoritmos de las fracciones.

Por otro lado, encontraron que a lo largo de la primaria se introducian en esos libros, de

manera aislada, diversas interpretaciones de la fraccion: como parte de una magnitud
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continua o discreta (figuras geométricas o colecciones de objetos), como porcentajes,

como razones y como medidas™.

Los instrumentos utilizados por Avila y Mancera para realizar la investigacion consistieron
en una serie de problemas, planteados como preguntas, que los nifios debian contestar por
escrito; el uso de diagramas para representar fracciones dadas con los simbolos numéricos
(estos diagramas a veces se les proporcionaban y a veces los elaboraban los alumnos) vy,
entrevistas para averiguar por qué algunas preguntas no tenian respuesta o para tratar de

entender respuestas ‘raras’ 0 poco claras.

Una de las preguntas planteadas a los alumnos fue la siguiente: ¢ Qué quiere decir %? De

acuerdo al reporte de la investigacion, la mayoria de los alumnos (56%) dieron respuestas
“errbneas o insuficientes” y el 44% restante dieron respuestas correctas relacionadas con
el significado de la fraccion como parte de una magnitud continua (modelo del pastel) o
discreta (colecciones de objetos). S6lo un alumno la interpret6 como una razén. En el
siguiente cuadro se muestran algunas respuestas representativas para cada caso (Avila y
Mancera, 1989:23):

¢Qué quiere decir g?

RESPUESTAS ‘CORRECTAS’ LIGADAS A

MODELO DEL PASTEL OTRAS ERRONEAS

INTERPRETACIONES

- “Un pastel lo dividen en 6 y o - “... que es la cuarta

s quiere decir que se

RESPUESTAS ‘ERRONEAS’ O INSUFICIENTES
INSUFICIENTES

tomo 4 partes”. parte de un rectangulo”. |- “... que tienes
toman 4 unidades de un gue dibujar
conjunto de 6. 4 partes”.
- “Quiere decir que hay 6 partes |- “Que hay 6 cosas de - “... que es la cuarta
y dibujas 4”. las cuales se toman 4”. | parte de un sexto”. - “... que coges 4
partes”.

- “4 indica qué agarramos y el 6
en los que esta dividido el
circulo”.

- “Que de 6 cosas, se
ocupan sélo 4"

- “...que debes colorear
cuatro y los seis que te
quedan”.

- “Quiere decir que hay una
figura dividida en sextos y tomas
4”

- “Que son 4 de 6"

- ... el numerador es lo
que se ilumina, el
denominador lo que te
queda”.

- “Que en una rueda de 6 partes
iguales hay que sombrear 4”

- “Que pueden ser 6 cuadros y 4
iluminados”

15 s . .
Mas adelante se explican estas categorias.
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A partir de las respuestas correctas, Avila y Mancera sefialan que la interpretacion
dominante entre los alumnos es la de la fraccion como parte de una figura plana o la

fracciobn como parte de un pastel subdividido.

En cuanto a las respuestas ‘errbneas’ o ‘insuficientes’ sefialan que el problema
fundamental es que los alumnos no logran establecer la relacion parte-todo que implica a la
fraccion. Es decir, no ven a la fraccion como un nimero, sino como dos niUmeros enteros
separados por una linea sin ninguna relacion. Esta tendencia se puso en evidencia cuando

se solicito a los alumnos que sefialaran una determinada fraccion en diagramas dados. Por

ejemplo, se les pidié que sombrearan %de una coleccion de 20 canicas. La mayoria de los

alumnos (56% del total de la muestra) hizo lo siguiente:

Coleccion original Representacion grafica de la fraccion

realizada por los nifios

Al solicitarles que colorearan g del mosaico que aparece a la izquierda, la respuesta mas

comun fue como la que se presenta a la derecha:

co | Ul

Mosaico original Respuesta de los alumnos

Como se puede observar, el mosaico (unidad) sobre el que los nifios debian representar la

fraccion g fue dividido previamente en doceavos. El hecho de presentar de antemano la

figura subdividida en un numero diferente de partes al sefialado por el denominador,
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probablemente propicié que los alumnos ignoraran al denominador. En la escuela, cuando
se les solicitaba realizar alguna tarea como ésta, en general se presentaban las unidades
(figuras planas), divididas en tantas partes iguales como indicaba el denominador de la
fraccion'®, para resolverla, los alumnos solo tenian que colorear la fraccion que se les
solicitaba. Es decir, en general la tarea se reducia a sefialar, en la figura, las partes

indicadas por el numerador.

Avila y Mancera catalogaron como “insuficientes” este tipo de respuestas, debido al
centramiento en el numerador. La explicacion de esta conducta la atribuyen a que los

alumnos no habian logrado construir la relacién parte-todo de las fracciones.

Entre las respuestas que dieron los nifios a la pregunta ¢Qué quiere decir %?, Avila y

Mancera catalogaron como erréneas las siguientes: “... que es la cuarta parte de un
rectangulo”, “... que es la cuarta parte de un sexto”, porque transformaron el numerador en
denominador. Plantean que si se quisiera representar en un diagrama estas respuestas se

obtendria lo siguiente:

4« eslacuarta parte 4 « . eslacuarta
6 6
de un rectangulo parte de un sexto”"’

'y partir de 1993, en la curricula para la educacién primaria se pospone el estudio de las fracciones hasta el
tercer grado y la multiplicacién y divisién de fracciones se aplazan hasta la secundaria. En los libros de texto
gratuito para la educaciéon primaria se plantean numerosas situaciones de reparto que los alumnos deben
realizar y en las que el todo (objetos continuos) esta formado por una o mas unidades.

" En mi opinién, en este tipo de respuestas el error radica, mas que en ‘“transformar el numerador en

denominador”, en considerar que la expresion 2 representa dos fracciones independientes. En el caso: “...
b

es la cuarta parte de un rectangulo), se considera al numerador de 4 como una fraccion (1)
6 4

independiente del denominador. Aparentemente el denominador no tiene ninguna relaciéon. Pero, siguiendo
la l6gica de esta respuesta, es probable que el 6 del denominador signifique otra fraccion (1)
6

independiente de L . Por lo tanto la fraccién 4 puede significar para los nifios que contestaron de esta
4 6

manera 1 y 1. Esta interpretacion se refuerza en la segunda respuesta mostrada: “... es la cuarta parte
4 6

de un sexto”. El 4 (numerador) es 1 y el 6 (denominador) 1 . La relacién entre estas dos fracciones se
4 6

establece con toda claridad en la respuesta. Este error da cuenta del fuerte centramiento en fracciones
unitarias y de la dificultad consecuente para comprender las fracciones no unitarias.
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17

14 »
gyi

“Dibuja las figuras que tu quieras para representar . Esta actividad fue resuelta

correctamente por el 7% de la muestra (21 alumnos). Del resto de los alumnos, la

mayoria la resolvié mas o menos asi:

Otros no la resolvieron argumentando lo siguiente:

— “No se puede contestar, porque 17 no cabe en 9y % lo mismo”

— “No se puede resolver porque el numerador es menor que el denominador”

— “El 17y el 14 no se pueden resolver, porque no se puede hacer una figura de 9y
9 a

dibujar 17 ni una de 4 y dibujar 14"

Avila y Mancera consideran que, en los argumentos de los niflos y en las

. ‘e 17 14 . L.
representaciones graficas de ?y 4 mostradas, subyace una conceptualizacion

generada por la ensefianza de las fracciones a través del fraccionamiento de la unidad.
Es decir, estos alumnos conciben a la fraccibn como un entero (figura plana) que se
divide en x nimero de partes y de las cuales se toman siempre un nimero menor al que
se dividio el entero. Por lo tanto, tienen dificultad para comprender que el todo repartido
puede estar conformado por mas de una unidad, por lo que, para representar
graficamente estas fracciones, buscan alguna manera de que el nimero de partes
sombreadas sea menor que el nimero de divisiones que se realicen al interior de una

unidad.

Los que utilizaron el procedimiento arriba mostrado invierten los nimeros que conforman la

., . 17 9 14 4 . . .,
fraccion, convirtiendo o en — y — en 1 Una vez realizada esta inversion, la

17 4
dificultad que se observa consisti6 en dividir la unidad en 17 y 14 partes iguales

respectivamente.
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Puede observarse, en esta ultima actividad, que los investigadores no dieron a los alumnos
la figura plana dibujada, ni dividida en el nimero de partes iguales sefalado por el
denominador de la fraccion, para que ellos sélo colorearan la parte indicada en el

. . N . 14
numerador. La necesidad de realizar un dibujo para representar las fracciones g y 4
llevd a los alumnos a fijarse en los dos términos de la fraccion. Si bien la manera en la que
resuelven el problema no es la adecuada, este dato indica que las variables utilizadas para
disefiar los problemas pueden tener cierta influencia en la forma en que los nifios

interpretan a la fraccion.

En resumen, Avila y Mancera, analizan los procedimientos de solucion para rastrear los
razonamientos que llevan a los alumnos a dar respuestas incorrectas o correctas, tratan de
identificar la manera en la que conciben a las fracciones y la relacidon que establecen entre
la representacion convencional de las fracciones y los significados, que de manera implicita
se presentaban, antes de 1993, en los Libros de Texto Gratuito para la educacion bésica

en México.

Concluyen que los resultados de esta investigacion ponen de manifiesto dos problemas
fundamentales: la dificultad de los alumnos para establecer la relacién parte-todo y la
dificultad para rebasar las conceptualizaciones basadas en el “modelo del pastel”. Estas
dificultades, indican que la I6gica subyacente en las fracciones no necesariamente es igual
a la que los nifios le imprimen. Enfatizan que el aprendizaje de las fracciones tiene su
propia logica y su propio proceso, ... que son mas complicados y mas largos de lo que

hasta hoy hemos venido suponiendo. (Avila y Mancera, 1989:25 y 26).
.3 LOS N DISTRACTORES DE STREEFLAND

Streefland (1978, 1984) sefiala que las situaciones de subdivision de cantidades por lo
general se realizan con el propdésito de obtener partes de esa cantidad y repartirlas. En
este sentido Streefland (1993), coincide con Piaget al plantear que conforme los alumnos
se enfrenten a experiencias de particion desarrollaran habilidades para realizar
subdivisiones pero considera que se debe tomar con cierta cautela el hecho de que los
alumnos que cursan la escuela primaria (incluyendo a los alumnos relativamente jovenes)
no logren hacer repartos equitativos y exhaustivos en cierto tipo de particiones, ya que esto
puede deberse, mas que a una falta de comprension de lo que significa hacer particiones

equitativas, a una carencia de habilidades técnicas para realizarlas.
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Recomienda flexibilidad en la demanda de la precision geométrica, ya que los referentes
concretos o graficos deben ser para los alumnos solamente un medio de razonamiento, es

decir, modelos que representan el problema real.

Por otra parte, Streefland, considera que las dificultades que se han presentado en la
ensefianza y en el aprendizaje de las fracciones como los que se han mostrado en los
capitulos anteriores, se deben a “... un analisis deficiente del concepto mismo en un
sentido matematico didactico y a la negligencia analitica de sus consecuencias

psicoldgicas” (Streefland, 1978:1).

En los documentos citados Streefland sefiala que en la escuela primaria la ensefianza de
las fracciones casi siempre se ha iniciado como un ritual, mediante algunos ejemplos
concretos de subdivision de cantidades discretas o continuas en partes iguales, y que el
tiempo que se le dedica a este tipo de situaciones es muy breve. Sefiala que con estos
ejemplos, se pretende que los alumnos establezcan la relacién parte-todo y la nocién de
equivalencia e, inmediatamente después, se ensefla la representacibn numérica

convencional de las fracciones, con las que se espera que los alumnos aprendan a operar.

Streefland sostiene que el abandono prematuro del trabajo concreto y el paso brusco al
uso de la simbologia convencional de las fracciones, no permite que los alumnos lleguen a
ver a la fraccibn como un nuevo objeto matematico, con entidad propia que obedece a sus
propias reglas operacionales, por lo que los alumnos consideran a la fraccion como dos
nameros naturales sin ninguna relacion, separados por una linea y sujetos a las mismas

propiedades y reglas algoritmicas que rigen a los nimeros naturales.

Esta concepcion errénea de las fracciones ha sido documentada por algunos de los
investigadores revisados en apartados anteriores y por otros citados por Streefland como
Pinchback (1981), Harrison Brindley (1980), Hershkowitz y Vinner (1980) y Hasemann
(1980) que, en su conjunto, han recogido una amplia muestra de errores, como los que a
continuacion se presentan, en los que se pone en evidencia esta problematica. Streefland,

tomando ejemplos de Padberg (1983) comenta este hecho:
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El ejemplo anterior es un error que se comete frecuentemente al operar, en el que se
observa que los alumnos tratan a las fracciones como dos enteros que se suman o0 se
restan por separado (numeradores con numeradores Yy denominadores con
denominadores) como lo hacen al sumar o restar los nimeros enteros (unidades con
unidades, decenas con decenas, etcétera). A este fendbmeno Streefland lo identifica como
errores por N-distractores, es decir errores que se originan cuando, al operar con
fracciones, aplican el conocimiento que los alumnos tienen sobre las propiedades de los
Numeros Naturales y de sus operaciones. Sefiala que en este caso, €s0s conocimientos

funcionan como distractores al trabajar con las fracciones.

En este sentido Streefland destaca que estos errores estan fuertemente enraizados en los
procedimientos de solucién de los alumnos y que los intentos para erradicarlos han sido
en general fallidos, porque ninguno de estos intentos enfrenta a los alumnos a conflictos
cognitivos que les permitan descubrirlos y comprender la naturaleza particular de los
nameros fraccionarios. Plantea que, desde el inicio del proceso de ensefianza y de
aprendizaje de las fracciones, puede propiciarse que los alumnos descubran por si
mismos los errores producidos por los N-distractores, explotando sus conocimientos
previos sobre las fracciones asi como su tendencia de partir sucesivamente por mitades,

sin pretender que aprendan paso a paso como fracturarlas.
|.4 HOMONIMIA DE LOS NUMEROS ORDINALES Y DE LAS FRACCIONES

Otro problema en el aprendizaje de las fracciones sefialado por Hart (1981), Freudenthal
(1983), Streefland (1984), Figueras (1988), Lerner (s/f) y Mancera (1992), esta

relacionado con la homonimia de los nimeros ordinales y de las fracciones.

En México, Valdemoros, Orendain, Campa y Herndndez (1996), presentan los resultados
de una investigacion cuyo proposito era indagar qué procesos de significacion desarrollan
los alumnos en diversos espacios conceptuales de la aritmética, los contenidos
semanticos que generalizan y las interpretaciones que establecen como especificas en

cierto conjunto numérico. Los instrumentos utilizados en dicha investigacion fueron:

e un cuestionario compuesto por trece tareas diferentes, con todos discretos y
continuos, con las que explorarian las nociones de conservacion del todo, el

reconocimiento de fracciones equivalentes, problemas de reparto, entre otros;
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e observacion indirecta (exploracién de cuadernos de los nifios, con el fin de detectar

los aspectos en los que se centraba la ensefanza);
e registros de las experiencias de campo;

e una entrevista individual con uno de los alumnos que ofrecia mejores posibilidades

para profundizar en la indagacion.

Los investigadores sefialan que nifios de diferentes entidades (rurales, urbanos y
marginales), edades, grados escolares y niveles socio-culturales, tienden a interpretar a
las fracciones como numeros ordinales. Apuntan que esta interpretacion se puede
identificar al observar la manera en la que los nifios leen las imagenes que representan al
todo sobre el que van a representar cierta fraccién, apoyandose en las palabras de conteo
(tercero, cuarto, quinto, sexto, etcétera)” Agregan que este fendbmeno se presenta con
mayor frecuencia cuando el todo esta conformado por cantidades discretas y cuando las

fracciones en juego son unitarias.

Por ejemplo, en el andlisis del proceso de solucion que siguieron los nifios que
participaron en esta investigacion, los autores de este estudio pudieron detectar el
significado ordinal que algunos alumnos le dieron a la fraccion presentada de manera
natural. Cabe sefalar que estas respuestas fueron dadas por 16 alumnos de los 29 que

conformaban un grupo de tercer grado.

En un parque hay doce fuentes de agua. El encargado de mantenimiento debe limpiar la tercera
parte de éstas, cada semana. Ayudalo a organizar su trabajo, colocando una cruz junto a las
fuentes que limpiara en una semana.
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Frente a estas diferentes formas de resolver el problema Valdemoros y su equipo sefalan
que si bien la solucidon A) es correcta porque indica exactamente el tamafio de la parte
solicitada, el significado que le asignaron los alumnos a la expresion ‘tercera parte’ no
corresponde al de la fraccion “tercera parte” de doce fuentes. En la entrevista estos

alumnos constataron la hipétesis de los investigadores.

“... los nifios contaron ‘primera, segunda, tercera’ en cada fila (horizontalmente, de izquierda
a derecha para marcar la dltima fuente de cada alineacién, hasta agotar el todo”
(Valdemoros, Orendain, Campa y Hernandez, 1996: 446).

En cuanto a las respuestas B), C) y D) los investigadores infieren que estuvieron basadas
en otras interpretaciones ordinales. Sefialan que en B) y C), los nifios “leyeron de
izquierda a derecha (en uno de ellos se realiza ese reconocimiento una sola vez, hasta
contar tres objetos en total, mientras que en el otro se aplica tres veces dicho
procedimiento)”. En el procedimiento D), los nifios leyeron de arriba hacia abajo,

marcando la tercera fuente de cada columna. (Idem).

Consideran que el significado dado por los alumnos a la expresion ‘tercera parte’, se basa
en la creencia de que para reconocer la fraccion solicitada de una coleccion de objetos,
basta con contar, en cierto orden (decidido por el alumno), usando los hombres de los
nameros ordinales, hasta llegar al nombre que el denominador le da a la fraccion en

cuestion.*®

Los responsables de esta investigacion denominan a este fendmeno ‘interpretacion
ordinal de la fraccion’ y concluyen, que este problema se debe a que a algunos
denominadores se les ha dado de manera convencional un nhombre que ya tiene otros
significados en el ambito de los niUmeros naturales y a una falta de estrategias didacticas

que permitan a los alumnos distinguir estos diferentes significados.

Es importante sefialar que Freudenthal (1983) y Streefland (1984), hacen referencia a los
usos linglisticos historicos de los términos usados para nombrar a ciertas fracciones.
Streefland, presenta como ejemplo el siguiente fragmento escrito por Homero en su obra

“La lliada™:

“dos partes de la noche han pasado, falta la tercera parte”

18 ~ w " — " . :
Cabe sefialar que, “tomar uno de cada tres”, es decir, “el tercero”, constituye efectivamente una forma de
obtener la tercera parte. No obstante, es poco probable que los alumnos piensen en esto.
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A partir de expresiones como la anterior Streefland concluye que histéricamente los
nombres de las fracciones primero fueron considerados como numeros ordinales y que la
particion fue el primer recurso concreto para las fracciones. Al respecto Freudenthal,

sefala;

“... ahora estamos tan acostumbrados a este extrafio uso del numero ordinal que ya no
somos conscientes de lo curioso que es, ni mucho menos nos sentimos inclinados a
protestar por ello, ni a preguntarnos por qué afo tras afio multitudes de alumnos no lo
comprenden” (Freudenthal, 1983:26).

.5 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS Y OBSTACULOS DIDACTICOS

G. Brousseau (1976), sefiala que algunos de los errores recurrentes gue comenten los
alumnos en el proceso de aprendizaje de las matematicas pueden acusar la presencia de

obstéculos didacticos cuyo origen puede ser ontogénico, epistemoldgico o didactico.

Este investigador relaciona los obstaculos ontogénicos con las limitaciones propias del
desarrollo cognitivo de los nifios. Considera que los epistemoldgicos son parte inherente
del proceso de aprendizaje de las nociones matematicas, que surgen al aplicar a un
conocimiento nuevo, nociones y reglas construidas para un conocimiento anterior. En
cuanto a los obstaculos didacticos, como su nombre lo indica, los relaciona con la manera

en la que se ensefian las nociones matematicas en la escuela.

Segun este investigador, algunos de los errores mostrados anteriormente, pueden ser
causados por obsticulos epistemologicos o didacticos. Por ejemplo, afirmar
sisteméticamente cuando se opera con fracciones, que el producto debe ser mayor que
cualquiera de los factores; que el resultado de dividir dos fracciones siempre debe ser
menor que el divisor o bien, considerar que un nimero decimal es mayor entre mas cifras
tenga. Estas ideas pueden deberse a que los alumnos aplican a las fracciones las reglas
gue funcionan en los numeros naturales, es decir, pueden ser manifestaciones de

obstaculos epistemologicos.

Errores que provienen de no considerar que el todo puede estar formado por mas de una
unidad, o tratar a los numeros fraccionarios como numeros naturales, pueden ser
expresiones de una ensefianza particular, en la que las fracciones se ilustran casi siempre
con una sola unidad o por la tendencia, en la ensefianza, de destacar las similitudes entre
los nimeros naturales y las fracciones. Estos errores son manifestaciones de obstaculos

didacticos y podemos identificar algunos de ellos en ejemplos mostrados por Hart (1980;
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1981), Lerner (s/f) Figueras (1988), Avila y Mancera (1989), entre otros muchos

investigadores.

“El error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertitud, del azar (...), sino

del efecto de un conocimiento anterior, que tenia su interés, su éxito, pero que, ahora,

se revela falso, o simplemente inadaptado. Los errores de este tipo no son erraticos e

imprevisibles, se han constituido en obstaculos. (..). el error forma parte del sentido del
conocimiento adquirido. (Brosseau, 1976:5).

Comentario

Los estudios diagndsticos cuyos resultados hemos esbozado en este capitulo muestran la
magnitud de las dificultades en la ensefianza y en el aprendizaje de la nocién de fraccion,

aun en su interpretacion mas familiar de "partes de unidad", y de la relacién "parte-todo".

Actualmente conocemos mucho mejor que hace 30 afios los errores recurrentes de los
alumnos y empezamos a comprender algunas de sus causas, epistemoldgicas o

didacticas.

En el siguiente capitulo abordaremos de una manera diferente la dificultad conceptual de
la nocion de fraccidn, ya no a partir de diagnésticos, sino del andlisis didactico de la
nocién misma del nimero racional, desde distintas perspectivas. En estos andlisis se
encuentran los fundamentos de numerosos estudios experimentales y de propuestas

didacticas que se han realizado en los ultimos afios.
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I EL NUMERO RACIONAL: UN CONCEPTO COMPLEJO
CON MULTIPLES SIGNIFICADOS

El estudio de los procesos de adquisicion de la nocion de nimero racional lleva, a partir
de los afios setentas, a identificar formas especificas que asume esta nocidén en
situaciones concretas. En este apartado presentaré los aportes de cuatro investigaciones
que han contribuido en el andlisis de esta nocion desde diferentes perspectivas: Kieren,

Freudenthal, Vergnaud y Brousseau.
1.1 LOS SUBCONSTRUCTOS DE THOMAS KIEREN

En los trabajos realizados por Kieren entre 1976 y 1988 y que aqui se revisan, se pueden

observar cambios importantes en su acercamiento al concepto del nimero racional.
[1.1.1 DIFERENTES INTERPRETACIONES DEL NUMERO RACIONAL

Kieren (1976) publica en Canada, un documento en el que enumera siete interpretaciones
de los nimeros racionales, algunas estaban presentes en la curricula de los setentas y

otras ya habian sido identificadas por algunos investigadores. A saber:

Los numeros racionales

e Como fracciones que pueden ser comparadas, sumarse, restarse, multiplicarse o

dividirse (presente en la curricula de los 70s).
e Como clases de equivalencia de fracciones.

e Como razones entre dos nimeros.



e Como operadores multiplicativos 0 como mapeos.
e Como elementos de un campo cociente.
e Como medidas o puntos sobre una linea. (Presente en la curricula de los 70s).

e Como numeros decimales, extension de los numeros naturales. (Presente en la

curricula de los 70s).

Para realizar el andlisis de cada una de estas interpretaciones Kieren considera la idea
matematica de la fraccion que subyace en cada interpretacion (estructura matematica), lo
que los nifios debieran aprender al iniciar el estudio de cada interpretacion (estructuras
cognitivas a desarrollar), los pre-requisitos con los que deben contar los alumnos
(estructuras cognitivas desarrolladas) y los recursos de ensefianza (estructuras
instruccionales). A continuacion comentaré algunos elementos del analisis que hace

Kieren para cada una de las interpretaciones sefialadas.
[1.1.1.1 LOoS NUMEROS RACIONALES COMO FRACCIONES

Kieren sefiala que bajo esta interpretacion, los numeros racionales se conciben como
meros objetos de calculo y, en consecuencia, los objetivos de ensefianza se orientan al
desarrollo de habilidades operativas. La idea matematica de las fracciones se reduce a un
conjunto de algoritmos a ensefiar. En este sentido, la ensefianza se basa en la
manipulacion de fracciones a nivel simbdlico y en la transmision de procedimientos que

los alumnos deben aprender para desarrollar su habilidad al operar™.
[1.1.1.2 LOS NUMEROS RACIONALES COMO CLASES DE EQUIVALENCIA

Plantea que la idea matematica que subyace a esta interpretacion es la de clase de
equivalencia de la que se derivan las propiedades de este conjunto de numeros. Las
fracciones se tratan como parejas de numeros ordenados y su equivalencia es definida en

términos de la igualdad de numeros enteros (a/b ~ ¢/d < ad = bc).

El trabajo con las fracciones bajo esta interpretacion culmina con el estudio de las

propiedades de los racionales bajo las operaciones de suma y multiplicacién, apoyado en

19 H “p AN Z . ‘ PN
El nombre elegido para esta “interpretacion” no es muy afortunado: el uso de los términos ‘fraccion’ y
‘nimero racional’ remite, por lo general, a una diferencia en el grado de formalizacion.
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la nocién de clase de equivalencia. Por ejemplo, si la adicion se define: % + % = %

a Cc

donde b y 4 son representantes de una clase de equivalencia, es importante mostrar

que si se suma cualquier representante de una misma clase de equivalencia por otro

namero el resultado es el mismo, es decir el resultado de ambas sumas es equivalente:

3 4 31 1 4 17 31 17
to=_—y — 4+ —=— —— =
6 9 54 2 9 18 54 18
Es decir, debe demostrarse que la suma (o la multiplicacién) tiene un Unico resultado. Por

ultimo, se presenta el concepto de razén de manera formal.
[1.1.1.3 LOS NUMEROS RACIONALES COMO RAZONES ENTRE DOS NUMEROS

Kieren considera que esta interpretacion de la fraccion se apoya fuertemente en la
interpretacion de par ordenado de numeros, de hecho la diferencia entre ambas
interpretaciones no es facil de identificar; considera que las operaciones con razones de
nameros provienen de las nociones de equivalencia y de clases de equivalencia. Por

ejemplo: la clase de equivalencia de los siguientes pares de nimeros ordenados (2, 3) o

% y (1,50 é se generan multiplicando cada elemento por el mismo nimero (constante).
Entonces tenemos:

{2,3} = {(2,3), (4,6), (6,9), (8,12), (10, 15), ...}

{1,5} = {(1,5), (2,10), (3,15), (4,20), (5, 25), ...}
Si se quiere sumar % y % se busca en las clases de equivalencia correspondientes las

parejas que tengan el mismo numero en el segundo elemento (10,15) y (3, 15) y se

suman obteniendo% 0 (13,15).

De esta manera Kieren sostiene que las operaciones con nimeros racionales basadas en
la nocion de razon, aungque son algoritmicamente simples, son sofisticadas en cuanto al
concepto mismo, apoyadas sobre una relacién de conteo numérico y proporcional. Afirma
también que la habilidad para su manejo requiere que el nifio sea capaz de manipular

simbolicamente la nocién de equivalencia y establecer relaciones equivalentes.
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Asi mismo plantea que el desarrollo del concepto de fraccién, la nocién de orden, de
equivalencia y de sus operaciones bajo esta interpretacién, se promueven en una

estructura de ensefianza esencialmente simbolica.

Probablemente, al afirmar lo anterior, Kieren se ubica en la teoria de las razones y las
proporciones, en donde estas nociones y sus propiedades son objeto de estudio en si
mismos, fuera de los contextos en los que se utilizan. Si es asi, efectivamente, la
comprension de relaciones como “a/b ~ ¢/d < ad = bc” requieren de un dominio de
elementos de la teoria de las proporciones, o bien, del algebra. Sin embargo, estudios
mas recientes han mostrado que, en otro nivel, el de las magnitudes y medidas concretas,
los alumnos, desde temprana edad (9, 10 afios), pueden manejar de manera implicita la
nocién de razén simultaneamente o incluso previamente al estudio de las fracciones.

Volveremos sobre este punto al revisar estos estudios.
[1.1.1.4 LOS NUMEROS RACIONALES COMO OPERADORES

El significado de las fracciones como operadores o mapeos (por ejemplo, la escala), se
basa en la comparaciéon cuantitativa de dos conjuntos u objetos e implica la nocién de
proporcionalidad, por lo tanto estd estrechamente relacionada con la interpretacion de

razon.

Si bien esta interpretacion de las fracciones es fundamental, Kieren considera que
introducir el concepto de fraccion como operador tiene algunos inconvenientes: la relacién
parte-todo no es central en esta interpretacion y la interpretacion de la fraccibn como

medida y las operaciones aditivas con fracciones se derivan de una manera poco natural.

Cabe suponer gue la dificultad radica en que Kieren considera a la relacion parte-todo
como central en la comprension inicial de la nocion de nimero racional que, de hecho, es
la que se enfatiza mas, no siempre de manera adecuada, en las propuestas de

enseflanza mas comunes.

Por otro lado, Kieren sefiala que la nocion de proporcionalidad, fundamental para la
comprension de la fraccion como razoén, exige la capacidad para ver una transformacion
seguida de otra como una sola; la capacidad de reemplazar, conceptualmente, esas

transformaciones por un producto y la capacidad para utilizar la reversibilidad de
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pensamiento en situaciones de identidad. Asi mismo destaca, que estas capacidades no

se desarrollan totalmente sino hasta el estadio de las operaciones formales.
[1.1.1.5 LOS NUMEROS RACIONALES COMO ELEMENTOS DE UN CAMPO COCIENTE

Kieren plantea que esta interpretacion tampoco es adecuada para introducir la nocién de
fraccion porque relaciona a las fracciones con sistemas algebraicos abstractos. EI manejo
de las propiedades de los racionales y de sus operaciones se desarrolla de forma

deductiva, mediante el establecimiento de los siguientes teoremas algebraicos:

Teorema de relacion de equivalencia: % = % < ad = bc

e Teorema de la suma de racionales: 2 + ¢ _ @ +bc
b d bd

e Teorema de la multiplicacion de racionales: at_a

b d bd
e Teorema del Inverso Aditivo: 2 [_Ej -0

b b
e Teorema del Inverso Multiplicativo: % LA 1
a

Kieren sefiala que introducir los niUmeros racionales bajo esta interpretacion implica que
los alumnos sean capaces de razonar a partir de hipétesis, de generar y trabajar con
implicaciones, en el entendido de que las ecuaciones tienen un comportamiento
consistente. Apunta también que las estructuras cognitivas necesarias para la ensefianza
de las fracciones bajo esta interpretacion corresponden al estadio de las operaciones
formales e insiste en que las actividades que deben realizarse como antecedente al
trabajo con fracciones o con numeros racionales son las actividades de reparto y particion

de cantidades continuas.

Cabe agregar que si bien efectivamente el estudio de los racionales como campo cociente
corresponde a una etapa de formacion avanzada, esto no excluye la posibilidad de
introducir en el nivel basico, el estudio de las fracciones como cocientes en problemas

adecuados. Volveremos sobre esto mas adelante, en el capitulo dedicado al reparto.
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[1.1.1.6 LOS NUMEROS RACIONALES COMO MEDIDAS

En cuanto al desarrollo de la interpretacion del nimero racional como medidas, Kieren
sefiala que permite a los alumnos tener un contacto directo con los nimeros racionales en
situaciones de medicion, donde la unidad de medida pueda ser dividida en cualquier
namero de partes iguales, para medir longitudes y compararlas, de manera concreta;
interpretarlos como puntos en la recta numérica, asi como introducir de manera natural la
nocién de orden y sus propiedades (tricotomia, antisimetria, transitividad), la nocién de

equivalencia de fracciones y la suma de fracciones.

Reitera que las situaciones de particion de cantidades continuas son fundamentales para
el desarrollo de la nocidn de fraccion como medida y que éstas favorecen el desarrollo de
otras nociones como la de conservacion de longitudes, sustancia, superficies, volumen y
la nocion de equivalencia de fracciones. Propone algunas situaciones que propicien la
generacién de fracciones como la particion de longitudes, cuantificacion del resultado de
particiones, establecimiento de relaciones de orden y comparacion entre dos longitudes

(una de ellas es la unidad).
11.1.1.7 LoS NUMEROS RACIONALES COMO FRACCIONES DECIMALES

El punto de partida para trabajar las fracciones decimales bajo esta interpretacion es el
conocimiento, previamente construido, sobre los niUmeros enteros y sus operaciones del
sistema decimal y de las unidades de medida convencionales, la estimacién y la

comparacion de medidas de longitud.

Kieren concluye este andlisis proponiendo el uso “un modelo conglomerado de los

ndmeros racionales". Su tesis fundamental es:

“... que los nimeros racionales, desde el punto de vista de la instruccion, deben ser
considerados bajo todas sus interpretaciones”.... “ Una presentacion integradora de los
racionales debera permitir la identificacion de las complejas estructuras cognitivas que
el nifio necesita desarrollar para conformar correctamente sus ideas acerca de
ndmeros racionales” (Kieren, 1976:64-65).

Evidentemente, Kieren y muchos otros investigadores contemporaneos estaban
conscientes de la complejidad del concepto del nimero racional debida a su naturaleza
algebraica y a las diferentes interpretaciones o significados que éstos pueden tener,

dependiendo del tipo de situacion en la que se involucran. ElI meollo del asunto era
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entonces indagar cual interpretacion era la mas adecuada para iniciar el estudio de este
concepto y que a su vez, permitiera acceder a la comprension de las otras
interpretaciones asi como a su operatoria. El problema de la complejidad del concepto del

namero racional y de su ensefianza estaba sobre la mesa.

En cuanto a las situaciones de particibn de cantidades continuas sugeridas
reiteradamente por Kieren, si bien reconoce que hasta ese momento se contaba con
escasa informacion acerca de sus posibilidades en la construccion de conocimientos,
excepto por los trabajos de Piaget, Inhelder y Szeminska (1960), considera que pueden
ser de gran ayuda en el desarrollo de la nocion de conservacién de longitud, area y
equivalencia, ademas de proporcionar, de manera natural, las experiencias basicas
necesarias para desarrollar la nocion de fraccién y comprender la operacién de suma de

fracciones.

“... la ventaja de los modelos continuos es que admiten una infinidad de subdivisiones
distintas, mientras que los modelos discretos mas bien permiten conteos, lo cual hace
menos evidente el énfasis sobre la unidad”. (Kieren, 1976:77).

Por lo tanto Kieren propone realizar investigaciones que respondan a las siguientes
preguntas:

¢A qué edad las actividades de particion pueden propiciar aprendizajes sobre los
ndmeros racionales? ¢ Realmente las actividades de particién funcionan para promover
el aprendizaje de fracciones equivalentes o para la solucién de ecuaciones mediante
cocientes? (Idem)

11.1.2 SUBCONSTRUCTOS DEL NUMERO RACIONAL

Afos mas tarde, Kieren (1979, 1980, 1983 y 1988) considera que los subconstructos® de
medida, cociente, razén y operador son los que permiten a los alumnos construir la nocion

n21

de fraccion o tener una idea de la fraccion “acerca de algo”=, que pueden aplicar en un

momento dado.

En 1983, Kieren identifica como quinto subconstructo al desarrollo de la relacion parte-
todo. Considera que ademas de favorecer la generacion del lenguaje fraccionario, puede
vincularse con los subconstructos de medida, cociente, razon y operador al identificar, por

ejemplo, la unidad de medida apropiada en cada fenébmeno. De esta manera, la fraccion

2 a mayoria de las veces Kieren las denomina como subconstructos a las diferentes maneras de interpretar
a las fracciones, aunque a veces para referirse a ellas también utiliza otros términos, por ejemplo: sistemas
informales, subsistemas, constructos, o fendmenos del nimero racional.

L En el documento al que se hace referencia, cita al filésofo Bateson (1979) quien sefiala “... para que un
conocimiento sea Util debe ser “acerca de algo”.
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3 . _ : . .
2 puede relacionarse con las siguientes ideas: tres pasteles entre 4 nifios, un pastel

dividido en cuatro partes iguales de las cuales se tomaron 3; 3 de cada 4 0 3 es a 4,

dependiendo de la ‘realidad’ (situacion) en la que esté involucrada esa fraccion.

Ademas, identifica dos tipos de herramientas o mecanismos mentales que permiten
construir el concepto del numero racional: los mecanismos constructivos y los
mecanismos desarrollo. Relaciona los mecanismos constructivos con aquellos que
pueden construirse a través de experiencias escolares y extraescolares y que ademas,
son objeto de ensefianza en la escuela. Relaciona los mecanismos de desarrollo con
algunos aspectos del proceso intelectual de los nifios, entre los que identifica: a los
mecanismos de conservacion de numero y de cantidades; los mecanismos de

reversibilidad o de identidad; entre otros.

Kieren sefiala a la particion y a la equivalencia como mecanismos constructivos del
namero racional que pueden ser ensefiados y que deben ser considerados con mas
atencion en la curricula de los nimeros racionales. Define a las situaciones de particién

como situaciones de reparto de cantidades continuas o discretas:

“La particion esta definida aqui como una equidivision de una cantidad en un nimero
dado de partes. Una distribucion completa (de fendmenos continuos o de colecciones
de objetos) es la base para el lenguaje fraccionario de parte-todo”. (Kieren, 1983:5)

Este investigador considera también que el concepto de equivalencia es de naturaleza
multiplicativa y esta estrechamente relacionado con el razonamiento proporcional, por lo
que su comprension es fundamental para el desarrollo de los conceptos de numero

racional o fraccionario en algunos de los otros subconstructos.
[1.1.3 EL ESQUEMA DEL CONOCIMIENTO IDEAL DEL NUMERO RACIONAL

En los documentos publicados en 1988 y 1992, Kieren presenta un “modelo tedrico ‘ideal’
del conocimiento del numero racional” en un sentido amplio. En este esquema se
observan diferentes niveles de conocimiento de los nimeros racionales que culminan con

la comprensién y la manipulacion abstracta de estos numeros.
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RQF (Campo Cociente de
ndmeros racionales)

CF+ (Campos formales
aditivos)

CF, (Campos formales
multiplicativos)

CFE (Constructo formal de
Equivalencia)

Cx (Estructura multiplicativa)

CF (Constructo de Relacién
funcional)

CS (Constructo de Relacion
Escalar)

CM+ (Constructo Medida)
CQ (Constructo Cociente)
CR (Constructo Razon)

CO (Constructo Operador)
CP (Constructo de particion)

CE (Constructo de
equivalencia)

CU (Constructo de formacion
de unidades divisibles)

C; C,. (Plano mas alejado
de los hechos)

P1 P, (Plano de los hechos)
Esquema del conocimiento ideal del nimero racional (Kieren, 1988:2)

Si bien esta “red ideal” de conocimientos constituye en su conjunto el concepto de niumero
racional, Kieren sefiala que, como modelo tedrico, esté sujeto a experimentacion. Afirma
gue la construccion del concepto de fraccion tiene su origen en el plano de los hechos
(sefialado en el esquema con P1, P2, ...), es decir, su desarrollo se inicia con las acciones
concretas que realizan los nifios sobre los objetos para, por ejemplo, partir una cantidad y
repartirla de alguna manera, hasta dominar una estrategia de particion mas eficaz para
cierto tipo de particiones, por ejemplo la dicotomia. A este tipo de procedimientos les

llama procedimientos ethomatematicos.
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Plantea que con la experiencia, los nifios logran resolver cierto tipo de situaciones en un
plano mas alejado de los hechos (sefalado en el esquema con C4, C,...), por ejemplo,
frente a una situacion de particion que ya dominan, son capaces de indicar cual es el
resultado de un reparto sin necesidad de realizarlo concretamente, pero apoyandose
quizds en la evocacion mental de sus acciones para partir y repartir. Este tipo de

procedimientos les ha llamado procedimientos intuitivos.

Kieren destaca que muchas veces los nifios, frente a cierto tipo de situaciones han
avanzado, del plano de los hechos al plano méas alejado de los hechos, sin embargo esto
no significa que puedan mantenerse en éste Ultimo plano cuando se enfrentan a
situaciones mas complejas. El uso recursivo de los procedimientos etnomatematicos e
intuitivos depende del grado de dificultad que represente para los nifios las situaciones

que enfrentan.

Los mecanismos constructivos de particiéon (CP), de equivalencia (CE) y de relacion parte
todo (CU) son la base de la estructura del esquema que permite introducir a los nifios a la
nocién de fraccién, desarrollar conocimientos puntuales, construir un lenguaje fraccionario
(técnico simbdlico) para expresar los resultados relacionados con cualquiera de sus
diferentes interpretaciones (CM {constructo medida}, CQ {constructo cociente}, CR
{constructo razén}, CO {constructo operador}), iniciando asi un proceso que los llevara a
establecer nuevas relaciones entre las estructuras y operaciones que hacen al concepto

del nimero racional.

En este esquema, puede observarse también la consideracion, en las etapas superiores,
de los conceptos de ‘campo conceptual aditivo (CF+) y multiplicativo (CFx) de G.
Vergnaud (més adelante hablaremos sobre ellos). Estos conceptos permiten destacar la

integracion de las fracciones en una organizacion conceptual mas amplia.

Kieren expone otro esquema en el que hace explicitas ciertas ideas sobre como
considera que se accede a un conocimiento matemético formal, a partir de los
conocimientos etnomatematicos, es decir a partir de los conocimientos previos con los
gue los niflos pueden resolver cierto tipo de situaciones. A este modelo le llama “Modelo
intuitivo de la construccion del conocimiento mateméatico” (Kieren, 1988) y toma como

referencia a los nimeros racionales.
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E. Conocimiento ethomatematico
(no escolar y restringido)

I. Conocimiento Intuitivo
(ensefiado: se apoya en la
imaginacion, uso del lenguaje y
herramientas de razonamiento)

TS. Conocimiento técnico
simbdlico (uso del lenguaje
convencional, notaciones y
algoritmos).

A. Conocimiento axiomatico
(formal).

Un modelo elaborado de la construccion del conocimiento matematico (Kieren, 1988:15)

Como puede observarse en el modelo, Kieren nuevamente considera que los
conocimientos previos que se ponen de manifiesto en los procedimientos empiricos
utilizados por los alumnos al resolver problemas, son el punto de partida para llegar a un
conocimiento formal, por ejemplo, los relacionados con las situaciones de particion. El
lenguaje, en esta etapa, es utilizado por los nifilos mas pequefios de manera limitada,

relacionada con sus experiencias cotidianas.

Plantea también que el paso del conocimiento ethomatematico al conocimiento intuitivo se
da, en general, en el contexto escolar mediante los mecanismos constructivos a partir de
experiencias fisicas (concretas). En este nivel, se desarrollan las representaciones
mentales (imaginadas) y el lenguaje es utilizado como un recurso para describir el reparto
y expresar el resultado, propiciando asi la generacion de un lenguaje fraccionario

incipiente, pero que constituye la base para acceder al conocimiento técnico simbdlico.

El lenguaje técnico simbdlico se construye por medio del lenguaje y notaciones
convencionales, el establecimiento de relaciones légicas puntuales y de los algoritmos. El
conocimiento axiomatico implica el establecimiento de relaciones mas generales y el

manejo de los simbolos y operaciones de manera abstracta.

Kieren deja aun sobre la mesa la siguiente pregunta: ¢Puede desarrollarse un programa
de matemdticas con un énfasis apropiado en cada una de las interpretaciones para los

racionales?

48



Otros investigadores han retomado los cuatro constructos basicos destacados por Kieren,
ya sea para desarrollar estudios especificos de cada uno de ellos, por ejemplo, Behr,
Harel, Post, y Lesh (1990) o para cuestionarlos y proponer otros Olhsson (1988). Mancera

(1992), hace un ejercicio de comparacion de estos diferentes acercamientos.

1.2 FENOMENOLOGIA DIDACTICA DEL CONCEPTO DE FRACCION DE
FREUDENTHAL

Hans Freudenthal (1983), investigador de origen holandés, hace una critica a la reforma
educativa europea de los afios 60s, por considerar antididactico el hecho de iniciar el
proceso de aprendizaje de las matematicas a partir de la ensefiaza de conceptos y por
pensar que los alumnos podrian adquirir el conocimiento de las estructuras matematicas o
de conceptos mediante la manipulacién de ciertos materiales con los que se intentaba

‘concretizarlas’.

Freudenthal considera que cuando se habla del aprendizaje de un concepto también se
hace referencia a la comprension del mismo®. Por lo anterior, evita el término ‘adquisicion
de conceptos’ y en su lugar utiliza el término ‘constitucion de objetos mentales’, para
indicar el proceso que antecede a la formacién del concepto. Bajo esta idea sefiala que
cada individuo forma sus conocimientos matematicos conforme comprende su significado
en cada uno de los fenédmenos en los que ése conocimiento esta involucrado y afirma que
para llegar a explicitar un concepto y manejarlo a un nivel algoritmico, se deben construir

esos significados personales.

Por lo tanto, constituir un objeto mental significa para Freudenthal lograr que el campo
semantico personal sobre un concepto determinado sea lo suficientemente amplio que
permita interpretar adecuadamente todos los fendmenos que implican el uso de un mismo

concepto.

La obra Didactical Phenomenology of Mathematical Structures de Freudenthal (1983), se
basa en el analisis de fendmenos que implican el uso de cierto concepto o de alguna o
algunas de sus propiedades. Se estudia la manera en la que ese concepto organiza a
esos fendmenos, se analizan las posibilidades de aprendizaje que ofrecen asi como las

caracteristicas de las acciones que se realizan al tratar de resolverlos. A este proceso

22 igen 3 iz _— _— i ; 5 ; 4
Begriff” (alemén), es una traduccion de latin “conceptus” y “comprehensio”. En inglés (to conceive), francés
(concevoir) también significa comprension.
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Freudenthal le llama fenomenologia didactica de los conceptos y considera que debe

realizarse previamente a todo disefio o desarrollo curricular.

El capitulo V de su obra Freudenthal lo dedica a las fracciones en el que plantea que

fracciones equivalentes como: 2 4 8  etcétera, son diferentes expresiones de un
3'6'12

mismo ndmero racional que tienen un nombre y una entidad propia. Las fracciones son,
dice el autor, 'la fuente fenomenoldgica de los niUmeros racionales' que permiten introducir
a los alumnos a su estudio. Por lo tanto, considera que es mas adecuado utilizar el

término fraccién que el término nimeros racionales positivos.

En este documento Freudenthal sefiala que si bien el término fraccion esta relacionado
con la idea de romper, fracturar y, el término racional se relaciona con la idea de razén, en
el sentido de proporcion o medida, existe una estrecha relacion entre las fracciones y las
razones. En su obra también dedica un capitulo para presentar una amplia gama de
fendmenos relacionados con la razén. Presentaremos primero en un cuadro los papeles
gue Freudenthal identifica en el uso de las fracciones y después afiadiremos algunos

comentarios del autor.

Los papeles que juegan las fracciones son los siguientes:

Referente (tipo de objeto) Las fracciones aparecen como:
Operador fracturador
Parte-todo (Obtener la tercera parte de B)
Relacién entre la parte y el todo
1
(Aes — deB)
OBJETOS 3
Comparador
Separados Relacion de razén
1
(Aes — deB)
3
Caso Intermedio: Transformador
OBJETOS, en situaciones de escala (agrandar, (transforma al objeto)
achicar)
VALORES DE MAGNITUD Operador razén (transforma un ndmero, una
Y NUMEROS longitud, un peso, en otro).

En la fenomenologia que presenta, se distingue en primer lugar el tipo de objeto al que

pueden aplicarse las fracciones, a saber: objetos concretos, considerando determinada
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magnitud (longitud, superficie, peso, etcétera); valores de magnitud, esto es cantidades

expresadas numéricamente y, finalmente, nimeros.

Después, dejando atras la esfera de los objetos, se encuentran:

e Lafraccién en la funcién de medir (% de metro)

e Lafraccion como punto en la recta numérica

o El operador fraccion como inverso del operador multiplicacion (como aquello que

satisface la necesidad de inversos multiplicativos) y

e La fraccidbn como numero racional.

Veamos ahora algunos comentarios del autor.

[1.2.1 CON RESPECTO A LA VARIEDAD FENOMENOLOGICA DEL 'TODO', EN LA RELACION

PARTE-TODO

LA FRACCION COMO FRACTURADOR. Es la fraccidén que se aplica a un objeto (el todo) para

obtener una parte de él. Freudenthal analiza primero la existencia de una diversidad de

maneras de partir, dividir, quebrar magnitudes (dependiendo del tipo de magnitud).

Enseguida habla de las relaciones entre un todo y sus partes. Distingue una variedad

fenomenoldgica de 'todos' posibles:

El todo

Discreto Susceptible de contarse uno a uno como: (canicas, personas, etc.)

Continuo Longitud, Superficie, Volimenes. Liquidos

Definido Un cuadrado, un cubo, 5 metros de liston
Si es discreto se conoce su cardinal (30 canicas, 3 pasteles, etcétera)

Indefinido Puede ser discreto o continuo pero se desconoce su cardinal o sus
dimensiones. Por ejemplo: la humanidad, las mujeres de un pais, el ganado
de una region, un segmento de recta, una superficie.

Estructurado Si es discreto pueden estar ordenados u organizados espacialmente de

forma determinada; sus elementos pueden ser diferentes. Por ejemplo, la
humanidad formada por hombres y mujeres o ancianos, adultos, jévenes y
nifios, canicas rojas, verdes y azules.

Si es continuo y definido, puede tener divisiones internas o dibujadas sobre
una reticula.

Sin estructura

Si es discreto no hay organizacion particular.
Si es continuo no tiene divisiones previas.
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En cuanto a la manera en la que se pueden obtener las partes de un todo bajo la
interpretacion de la fraccion como fracturador, Freudenthal plantea que el todo puede ser
dividido de manera estructurada o sin estructura, es decir de una manera planeada para
obtener partes iguales de un todo continuo o discreto (estructurada) o, tomando al azar
una parte de un todo discreto o, haciendo cortes arbitrarios en un todo continuo (sin
estructura). Las partes pueden estar conectadas o no, es decir, pueden separarse

fisicamente y representarse dentro del todo de una manera gréfica.

Con respecto a las posibilidades para establecer relaciones entre las partes y el todo, la
atencion del alumno puede centrarse en una de las partes, en algunas partes o en todas
las partes obtenidas. Los criterios de comparacion pueden ser el numero de partes y/o su

magnitud, con lo que pueden identificarse la equivalencia entre algunas fracciones.

[1.2.2 CON RESPECTO A LA TENDENCIA ESCOLAR DE SOLO CONSIDERAR AL OPERADOR

FRACCION

Aunque Freudenthal considera que los fendbmenos relativos a las relaciones 'parte-todo’
son un eslabon importante en la ensefianza de las fracciones, destaca que basar la
ensefianza solo en la interpretacion de fraccion como fracturador limita las posibilidades
de acceder a este objeto de una manera mas extensa ya que implica trabajar s6lo con
fracciones propias (menores que la unidad). Después, el trabajo con otro tipo de
fracciones tiende a realizarse Unicamente a nivel formal, sin propiciar la comprension de

las reglas aritméticas, como: por qué % de, significa lo mismo que % vez. La expresion %

y en general % de, tiene un fuerte sentido extractivo: tomar la parte de un todo, sin

embargo este sentido es limitado, no da cuenta de otros usos importantes de las
fracciones cuando expresan por ejemplo, relaciones entre dos cantidades y, sobre todo

operadores multiplicativos.

Freudenthal propone, que en la escuela se planteen situaciones “ciclicas” en las que
factores enteros se alternan con factores fraccionarios para ayudar a los nifios a

comprender el sentido de expresiones como % vez: Por ejemplo: Gira la llave 2% veces

en la cerradura. El carrusel ha dado la vuelta 5% veces. ¢Doénde estas ahora?

(Freudenthal, 1983:42).
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Este investigador afirma que reducir el trabajo con fracciones, a la idea de fracturar o
repartir, implicaria ademas dejar de lado el hecho de que en la vida cotidiana hay
numerosos fendmenos que pueden aprovecharse para llegar a la fraccion con otras
connotaciones, como la relacion entre dos cantidades (razén) o la relacion parte de parte;
propiciando que los alumnos: “... no tengan ni idea de los que significan las fracciones, ni
de lo que se puede hacer con ellas; ... . La pobreza fenomenolédgica del enfoque me

parece, en gran parte responsable de este fallo didactico”. (Freudenthal, 1983: 20).
[1.2.3 CON RESPECTO A LA IMPORTANCIA DE CONSIDERAR LAS MAGNITUDES

Freudenthal fue uno de los primeros investigadores en la enseflanza de las matematicas
(sino es que el primero) en sefalar la importancia de tomar seriamente en consideracion
el plano de las magnitudes, en la ensefianza de las fracciones. Acusa la falta de una
teoria de las magnitudes y de la medida, adecuada para servir de referencia a los

estudios didacticos.

Destaca una gran diferencia entre repartir un conjunto discreto, por ejemplo, 6 panes
entre 2, y repartir un objeto, por ejemplo, un pan entre n. Sefiala que en el primer caso,
se trata de dividir un conjunto finito. En el segundo caso no, un pan es pensado como una
cantidad arbitrariamente divisible. El modelo que esta implicito en esta Ultima division es,
justamente, el de la nocion de magnitud, en el sentido cldsico del término (magnitud

continua).

El trabajo con magnitudes requiere, entre otras cosas, de una relacion de equivalencia
(¢.qué condiciones debe satisfacer un objeto para poder ser sustituido por otro?), y una

union de objetos, que llevara a la suma.
11.2.4 CON RESPECTO AL OPERADOR FRACCION

Freudenthal destaca la importancia del operador en el estudio de las fracciones.
Efectivamente, en la fenomenologia de la fraccién que esquematizamos anteriormente, el
operador fraccion aparece en tres ocasiones: Como operador fracturador que actia sobre
objetos concretos, como operador-razon entre valores de magnitud y, finalmente, como
operador fraccion formalmente definido en un campo numérico. Ademas, en una etapa

intermedia, como transformador de objetos (agrandamientos, achicamientos).

En estas distintas apariciones del operador, puede observarse que éste se va despejando

progresivamente de su vestimenta concreta. Mas adelante, Freudenthal presenta una
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secuencia matematica, y una secuencia didactica para la introduccion de los operadores
fracciones (introduccion que plantea como alternativa a la presentacion formal de un

campo cociente).

11.2.5 CON RESPECTO A LAS FRACCIONES COMO COMPARADORES

Freudenthal destaca que las fracciones también pueden servir para comparar objetos,
cuando éstos pueden separarse concreta 0 imaginariamente. Sefala que esta

comparacion puede hacerse de diferentes maneras:

a) De manera directa, es decir colocando un objeto junto a otro, siendo uno de ellos la

unidad de medida.

b) De manera indirecta, es decir utilizando un tercer objeto como intermediario con el

gque se miden dos objetos que no se pueden juntar.
c) A nivel abstracto (comparacion de numeros o valores de magnitudes).

Plantea que las situaciones de comparacién que generan fracciones son aquellas en las
gque la magnitud que se compara (unidad de medida) no cabe un nimero exacto de veces
en la otra magnitud, propiciando con ello la subdivisién de la unidad de medida para

comparar el resto o la conmensuracion®,

En este sentido, Freudenthal considera que es fundamental el desarrollo de la nocién de
equivalencia y el establecimiento de relaciones de cantidades en cada clase de
equivalencia, para poder construir una magnitud en un sistema de cantidades que
permitan sustituir una magnitud por otra y establecer diversas igualdades entre las
magnitudes en cuestion. Sefala que el desarrollo de esta nocion propicia el surgimiento

espontaneo de la adicion de cantidades asi como la multiplicacion y la division.

“En un enfoque fenomenoldgico debemos comenzar con los objetos que, mediante
una relacion de equivalencia, se requieren para formar clases que representan valores
de magnitud. La disponibilidad sin restricciones de tales objetos en cada clase es, de
hecho, indispensable®®. Hago hincapié en este punto, que a través de una
fenomenologia defectuosa ha producido una didactica defectuosa de las fracciones.
(Freudenthal, 1983:22).

3 procedimiento gue consiste en buscar cuantas unidades de medida y cuantos objetos iguales al que se
quiere medir coinciden, con respecto a la magnitud que se esté midiendo. Por ejemplo, si un objeto mide

% de unidad puede establecerse que 3 objetos miden lo mismo que 4 unidades.

24 Esta afirmacion puede interpretarse de la siguiente manera: Si se quiere establecer que, por ejemplo, una
cantidad A, es equivalente a 5 veces una cantidad B (A = 5B), es necesario tener a disposicion los cinco
ejemplares de B.
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Freudenthal puntualiza que la comparacién de fracciones a nivel numérico o
considerando sélo el valor de la magnitud es una actividad que debe realizarse después

de haber realizado comparaciones directas.

Propone que en la ensefianza de las fracciones se utilicen, ademas del modelo del pastel,
otros modelos como: superficies, longitudes, voliumenes, pesos, la caratula y las
manecillas del reloj; porque permiten visualizar magnitudes fraccionarias de diferente
manera. Destaca que las longitudes y é&reas son los modelos mas naturales para

visualizar magnitudes fraccionarias.

COMENTARIOS

La fenomenologia didactica de Freudenthal constituye una contribucién importante para
el estudio de los procesos de ensefianza de las fracciones: aporta, en primer lugar una
mirada didactica (por asi decir), para la cual son relevantes numerosas cuestiones,
empezando por las magnitudes mismas, que desde el punto de vista de las matematicas
formales, pasan desapercibidos. En segundo lugar, aporta un acervo de referentes
finamente organizados para la construccion de situaciones, incluso, esboza posibles
secuencias didacticas. Varios investigadores han seguido desarrollando estudios sobre

las fracciones en esta linea (enfoque realistico), en particular Streefland (1993).

Lo que Freudenthal no estudia directamente y que encontraremos en otra linea de
investigacion, son las situaciones didacticas que podrian favorecer las adquisiciones
sucesivas de los distintos aspectos de las fracciones. Tampoco estudia de manera
precisa las articulaciones entre las nociones de fraccion y de numero decimal, o de

fraccion y de razon.
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11.3 HACIA UNA VISION MAS INTEGRADORA: LOS CAMPOS
CONCEPTUALES DE VERGNAUD

Vergnaud, (1988, 1991) considera que la resolucién de problemas es lo que promueve el
aprendizaje de los alumnos y permite dar significado y sentido a los conceptos
matematicos. Analiza la estructura semantica® y sintactica®® de diferentes clases de
problemas y concluye que un mismo concepto puede estar involucrado en una gran
diversidad de problemas y a la vez puede involucrar otros conceptos matematicos.
Clasifica a los problemas en dos grandes clases: el campo conceptual de los problemas
con estructura aditiva (incluye a todos aquellos que pueden resolverse con sumas y/o
restas) y el campo conceptual de los problemas con estructura multiplicativa que define
como el conjunto de situaciones de proporcion simple o mdltiple que generalmente se

resuelven con una multiplicacién o con una division.

Sefala Vergnaud que los problemas de proporcion simple aparecen en diversos
contextos, como compra-venta, particion, mezclas, volumen, etc. y que los problemas de
proporcion multiple se presentan en contextos de consumo, productividad permanente,
espacio, mecanicos, calor, productos de medidas?’, etcétera. Destaca gue los problemas
de proporcién simple y multiple tienen su propio caracter especifico, que los segundos
son, para los alumnos, mas dificiles que los primeros debido més al contexto, es decir al
tipo de magnitudes que se relacionan (masa-calor, velocidad-distancia, tiempo-distancia);

que a su estructura multiplicativa.

El investigador jerarquiza el nivel de dificultad de los problemas tomando en cuenta las
diferencias entre las relaciones que se establecen entre los datos, el tipo de niUmeros que
se utilizan y los contextos (magnitudes). Sefiala que la nocién de fraccion y de razon
estdn estrechamente relacionadas; constituyen la base del conocimiento del ndmero
racional y, que ambas nociones pueden desarrollarse a partir de la resolucion de

problemas con estructuras multiplicativas en diversos contextos. A este respecto dice:

“Antes de que los nifios piensen en las fracciones y las razones como nimeros que pueden
ser, restados, multiplicados y divididos , las comprenden como operaciones, relaciones, o
cantidades. ...Este analisis muestra que no resulta sensato estudiar el aprendizaje y la
ensefianza de las fracciones y de las razones independientemente de las estructuras
multiplicativas. Es s6lo hasta que todos estos significados se sintetizan en el concepto de

25 . g . .z 24t .
El significado o la interpretacion del concepto matematico involucrado en los problemas.

26 . . 2o ..
El tipo de relaciones numéricas que se establecen entre los datos para encontrar la solucién.

27 -z . z ) . s
También considera a los problemas de calculo de &rea como problemas de proporcién multiple.
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namero racional que es posible pensar en las fracciones y las razones como puros
nameros”. (Vergnaud, 1988:156-158).

Il.4 EL ESTUDIO DIDACTICO DE LOS DECIMALES, DE NADINE Y GUY
BROUSSEAU

El estudio sobre la ensefianza de los decimales que resumiré en este apartado, fue
realizado por Nadine y Guy Brousseau a lo largo de aproximadamente 10 afos. La
secuencia, de mas de 40 situaciones didacticas, abarca desde los aspectos iniciales
hasta la funciébn de los decimales como operadores multiplicativos ("aplicaciones

lineales") (Brousseau, N. y G. Brousseau, 1987).

Los Brousseau aclaran que esta secuencia constituye un estudio de epistemologia
experimental y no pretende ser un modelo a seguir en la escuela. No obstante, aporta
conocimientos valiosos sobre didactica de las matematicas y sobre la problematica de la

ensefanza de los racionales.

Si bien para los autores el propoésito final en la escuela primaria es que los alumnos
logren un dominio sobre los decimales, consideran que una comprension cabal de éstos
s6lo se puede lograr (con los medios didacticos actualmente disponibles) si los decimales
se estudian como un subconjunto de los racionales. Plantean, por ejemplo, que la nocion

de razén dificilmente podria abordarse directamente desde los decimales.

La secuencia se inicia por lo tanto con el estudio de las fracciones, del que seguir4, como
caso especial, el de los decimales, en tanto numeros més faciles de manipular y que
permiten aproximarse a las fracciones. Después, en cada etapa, fracciones y decimales

coexisten.

Un aspecto interesante de esta secuencia tiene que ver con el hecho de que los distintos
papeles que pueden jugar las fracciones (llamados también subconstructos, significados
o0 interpretaciones, segun los investigadores), se encuentran integrados y articulados a lo
largo de una secuencia didactica, algo que no habiamos visto en ninguno de los trabajos

anteriores.

"La proporcionalidad juega un papel importante a lo largo de toda la secuencia, pero
funciona en el nivel de la accion, no es objeto explicito de estudio”
(Comin, E, 2000:17).
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La progresion de situaciones responde basicamente a tres tipos de variables: los
nameros (naturales, racionales positivos, decimales), la funciébn de las razones
(escalares, medidas, funciones) y el estatuto de los conocimientos puestos en juego

(implicitos, explicitos, formales).

La secuencia de los Brousseau consta de varias fases. En la primera, se construyen las
fracciones con la funcién de expresar medidas, y con el significado de cocientes. En la
segunda, los decimales surgen como un subconjunto de los racionales que permite
grandes economias en la comparacion y en el calculo. En la tercera se registra la
construccion de las fracciones y los decimales como operadores que se aplican a
conjuntos de medidas. Finalmente, en la dltima, se estudian las composiciones de

aplicaciones lineales.

A continuacién presento, a grandes rasgos, aspectos sobresalientes de la secuencia.

Esta presentacion se basa en los comentarios que expone Block (2001).

e Primera y segunda fases. Construccion de las fracciones cocientes para expresar
medidas. Se propicia el uso de parejas de medidas enteras (razones) para dar
cuenta de medidas no enteras. La situacion fundamental es la medicion del espesor

de hojas de papel:

Emisores y receptores disponen, cada uno, de cinco paquetes de hojas identificadas con
las letras de la A a la E. Las hojas se distinguen entre si solamente por su espesor. Los
alumnos disponen ademas de un vernier®®. Los emisores escogen un paquete y deben
enviar informacién a los receptores para que ellos identifiquen, entre sus paquetes, el que
escogieron los emisores. La Unica restriccion es no proporcionar la letra que identifica al

paquete.

Dado que es imposible medir el espesor de una sola hoja con los instrumentos de
medicion disponibles, como la regla o el vernier, la idea de medir el espesor de pequefios
paquetes de hojas surge naturalmente. Los nifios llegan a utilizar la pareja de datos
{N° de hojas, mm de espesor} para identificar el espesor de cada tipo de hoja, por
ejemplo: 50 hojas, 4 mm. Logran manejar las variaciones, debidas a la imprecision en la
medicién, por ejemplo, las parejas 50 hojas, 4 mm y 52 hojas, 4 mm; corresponden

probablemente a hojas con el mismo espesor.

28 . . S
Instrumento para medir longitudes (espesores) milimétricas.
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Establecen parejas equivalentes, es decir, parejas que expresan un mismo espesor de
hoja, por ejemplo 50 hojas, 4 mm y 25 hojas, 2 mm. Mediante estas relaciones de
conmensuracion, logran también anticipar, entre dos tipos de hoja, cual tiene mayor
espesor, por ejemplo, las hojas que corresponden a 50 h, 4 mm son mas gruesas que las

que corresponden a 80 h, 4 mm.

El estatuto matematico de estas parejas es momentaneamente ambiguo: en el origen,

son parejas de cantidades en relacién. Podemos decir que son razones.

En este punto, destaca Block, puede verse con claridad un primer momento en el que una
razén entre cantidades enteras permite dar cuenta de una medida no entera, es decir, un
momento en el que la razdn juega el papel de precursora de la fraccion, en la funcién de

expresar una medida.

A partir del momento en el que se obtiene la relacién de conmensuracion {n hojas = m
milimetros}, es posible plantear relaciones en el nivel de las medidas sin recurrir ya a las
magnitudes fisicas. ¢Cuantos milimetros corresponden a n’ hojas? O bien, dadas dos
relaciones de conmensuracion, inferir qué hojas son mas gruesas. Hasta este punto, el

trabajo se desarrolla con razones, para dar cuenta de medidas fraccionarias.

Es en el nivel de la relacion entre medidas, en el que ocurre el proceso de expresion de
estas razones con un numero, es decir, el proceso de construccion de las fracciones. A
partir de las parejas del tipo {50 hojas, 4 mm} se introduce la escritura 5% como

expresion de la medida de una hoja. Decir que el espesor de una hoja mide % con la

unidad milimetro, significa aqui que 50 veces ese espesor es igual a 4 milimetros, o bien,

gque ese espesor mide 4 milimetros entre 50.

Numero de hojas Espesor en milimetros
50 4
(+ 50) (+ 50)
4
1 4+50= —
50
(por definicién)
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La distincion entre el espesor de una hoja y la designacién de una pila de hojas, sefialan
los Brousseau, es esencial pero dificil y s6lo se aprende poco a poco. En ese proceso
esti el paso de la nocién de razon, de relacion entre dos cantidades, a la nocion de
namero fraccionario. Podemos suponer que seran las relaciones (la comparacion) y las
operaciones (suma, resta, multiplicacion) que los alumnos realizardn sobre esta nueva

"notacion”, % , ala que le daran, poco a poco, su caracter de niumero.

Se registra aqui una primera construccion de los racionales, en la funcion de expresar
medidas, con el significado de cocientes. La proporcionalidad constituye el vehiculo para

lograrlo.

Una vez que las medidas se expresan con fracciones, los alumnos aprenden a sumarlas,
a restarlas y a multiplicarlas o dividirlas por un entero, en distintos contextos, con distintas

magnitudes.

Posteriormente, empiezan a utilizar a los decimales para acotar las medidas racionales
(se introduce el juego de las redes del pescador, en el que los alumnos deben
aproximarse lo mas posible a un namero racional dado. Crean "redes" cada vez mas

finas, descubren la ventaja practica de utilizar para ello decimales).

e Tercera fase. Construcciéon de las fracciones en el papel de aplicaciones lineales

(operadores multiplicativos constantes).

Esta construccion ocurre en dos momentos: primero, los alumnos aprenden a manejar
una relacion en la que la razén externa no es entera, mediante un valor unitario
fraccionario o decimal. Después, identifican explicitamente el operador externo racional.
Antes de continuar, precisemos el sentido que damos a las expresiones razon externa y

razon interna.

En una relacién entre dos conjuntos de valores, por ejemplo, medidas de una figura A 'y
medidas de una figura A’ a escala de la primera, llamamos razones internas a las que se
establecen entre pares de valores de un mismo conjunto. Por ejemplo, entre las medidas

de los distintos lados de la figura A o entre las de los distintos lados de la figura A’.
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Llamamos razones externas a las que se establecen entre un valor de un conjunto y el
valor que le corresponde en el otro conjunto (por ejemplo, entre la medida de un lado de

la figura A y la medida del lado correspondiente en la figura A’.

Conjunto 1 Conjunto 2
L A A
Razones Internas B B’
C C
D D’
| A
-

Razones Externas

Asi mismo llamaremos procedimientos internos a los procedimientos de resolucion en los

gue utilizan explicitamente las razones internas.

PRIMER MOMENTO

Se plantea una primera situacion en la que se debe agrandar un rompecabezas como el
gque se muestra en la pagina siguiente. En la consigna se informa que el lado, de la figura
sombreada, que mide 4 cm, debe medir 7 cm en la reproduccién. Los alumnos tienen un
dibujo del rompecabezas original, con las medidas indicadas, y ademas, las piezas
sueltas del mismo rompecabezas. Se les pide que se repartan las piezas entre los

integrantes de cada equipo.

Frente a este problema, los nifios, sisteméaticamente, proponen sumar 3 cm a todas las
medidas. Sin embargo, la situacién proporciona una forma de validacion empirica: cuando
terminan de construir sus piezas e intentan armar el rompecabezas con ellas, descubren,

siempre con azoro, que éstas no embonan.

A partir de esta constatacion se suscita la reflexion. Surge primero la sospecha de que se
midié mal, se rectifican las medidas. Surgen propuestas diversas como multiplicar por 2, y

restar 1", lo cual acusa ya la busqueda de un operador constante.
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En la experiencia que analizan los Brousseau, la solucién que, no sin dificultad, se acaba
imponiendo es la determinacion del valor unitario: 1 o cm. Determinar este valor

unitario fraccionario puede ser complejo cuando no se dispone aun de la nocion de
fraccidn como cociente (sera entonces necesario calcular qué fraccién de 4 representa 7
(Balbuena y Block 1991).

No obstante las dificultades anteriores, se comprende el interés de institucionalizar en
este momento la solucién en la que el valor unitario se expresa con una fraccién. Aunque
los decimales acabaran imponiéndose debido a las facilidades de célculo que ofrecen, el

célculo con fracciones permitira justificar al calculo con decimales.

. . 7 . . ]
Una vez establecida la razén 1 — 2 se calculan las imagenes, por ejemplo, para 5 cm:
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Figura A Figura A'
+7 +7
7
1 2 -
x 5 x 5

El operador externo constante x %, comenta Block que subyace al conjunto de razones

345} no interviene explicitamente. Por su parte, el

externas (7 — 4), (1 N Zj , (5 -

operador interno x?, subyace a la composicion (+ 7) (>< 5) y tampoco interviene

explicitamente. Asi, hasta este punto, las fracciones intervienen Unicamente como
medidas, no como relaciones u operadores. Los operadores que intervienen son siempre

naturales.

o 7 o .
Block compara el valor unitario 1cm—>Zcm con otro valor unitario que se vio

anteriormente: 1 hojaa%mm. Ambos proceden de razones entre medidas enteras

(4cm—>7cm) y (50 h - 4mm) , ambos implican determinar una cantidad fraccionaria
mediante una divisidbn (7cm + 4 y 4 mm + 50). La diferencia mas importante es la funcion
gue estan destinados a cumplir. En el caso de las hojas, la razén (50 h—4 mm) funciona

como precursora de una medida racional: %mm. No interesd, en ese momento,

, - 4 : . . .
identificar al operador oo En cambio, en la situacion del rompecabezas, la razon

(4cm—7cm) aunque también da lugar a una medida fraccionaria , tiene una funcién que

va mas alla: dar cuenta de una transformacion cuantitativa de medidas. En este caso

interesara culminar el proceso identificAndola explicitamente como el operador

multiplicativo constante x % :
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A partir de este objetivo se comprende, apunta Block, el interés de estudiar el método de
reduccién a la unidad en el contexto de una relacion de semejanza geométrica y no, por
ejemplo, de una relacion entre magnitudes distintas: 1) el operador que sera construido
més adelante es un operador sin dimension, 2) la situacion facilita la posibilidad de
verificacién empirica y 3) la situacion da lugar a relacionar varios valores de un conjunto
inicial, con varios valores de un conjunto final, condicién importante cuando interesa

destacar progresivamente la nocion de aplicacion.

En la secuencia de los Brousseau se propicia, mediante diversas situaciones, que los
. . . 7 . L , .
nifos identifiquen la razén (1— Z) como una razon privilegiada debido a una serie de

ventajas que ofrece: facilita el célculo de cualquier imagen cuando hay varias escalas en

juego; permite distinguir las que "achican" de las que "agrandan" y, sobre todo, permite

: . . ., b .
ordenarlas de la que achica mas a la que agranda mas. La expresion 1—»— de la razon
a

externa, equivalente a a—b, se convierte asi en la representante canoénica de las

transformaciones.
SEGUNDO Y TERCER MOMENTO

Los estudiantes no conocen el sentido de multiplicar por una fraccion, pero esto no
impide que hayan podido generar conjuntos de pares de cantidades que guardan una
misma razén externa racional al utilizar los procedimientos internos (como se vio
anteriormente). Al hacerlo, el operador racional permanecié implicito. Ahora, N. y G.

Brousseau optan por definir la nocién de operador a partir de dicho conjunto de pares de

. . . . - b
cantidades, y en particular, a partir de la razon candnica 1— —. En el problema de escala
a

se propicié el calculo del valor unitario.

Figura A Figura A’
— 4 7
=4 +4
7
— 1 n
x5 7 x5
5 veces —
~> 5 4
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Una vez que los alumnos aprendieron a utilizar la razon canonica 1-—, por ejemplo
a

7 , . . .
1- Z)' se define al operador racional, destacando la analogia funcional que guarda con

el operador natural.

[ ¥ SR

4 1
5 4 x5=20

[ERN

I E N

5

Asi como la razon 1—4 corresponde a la multiplicacion x4, la razén (1- Z) se define

- ., 7
como una multiplicacién y se expresa como x 7

7 . 7, .
Por lo tanto, x 2 significa “la relacion que a 1 asocia n y , en general, multiplicar una

medida c por un racional q significa encontrar la imagen de ¢ dada por la razén 1—qQ:

xq
1 - q
c - X=Cx(Q

El operador xq se convierte asi en una segunda forma de dar cuenta de una
transformacion multiplicativa, que nace de la forma anterior 1 — (. Notemos que la

construccion del sentido de la multiplicacién de una medida por un operador racional se

realiza en el seno de una situacion de proporcionalidad.

CUARTO Y QUINTO MOMENTOS

En el cuarto momento se analizan los sentidos de las divisiones que los alumnos han
estudiado con anterioridad y se preparan para abordar nuevos sentidos, en particular, el

operador division entre un nimero racional como el inverso del operador multiplicacion.
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Finalmente, en el quinto momento, estudian las composiciones y descomposiciones de
operadores multiplicativos (aplicaciones lineales), dejando atras los conjuntos de

medidas, lo que da lugar a estudiar la multiplicacién y la division de operadores.
Los alumnos resuelven diversos problemas como el siguiente:

Del presupuesto de una familia, se dedica el 0.7 a gastos de la casa, y de estos, el 0.8 se
gasta en renta. ¢ Qué parte del presupuesto total se dedica al pago de la renta?

1.5 LOS ACERCAMIENTOS DE KIEREN, FREUDENTHAL Y BROUSSEAU

Hemos presentado aqui tres acercamientos que han sido fundamentales en el andlisis de
la problemética de la ensefianza de los nimeros racionales. Es posible identificar en los
tres trabajos aspectos comunes, en particular: la necesidad de propiciar el estudio de una
diversidad de significados en contextos especificos para dar lugar a la construccién de un
concepto amplio de namero racional. No obstante, cada uno de los investigadores tiene
un acercamiento a esta problematica que difiere en los componentes de la problematica
global que enfatizan, y, mas ampliamente, en los recursos tedricos y metodolégicos que

ponen en juego.

Kieren fue probablemente de los primeros investigadores que estudiaron y difundieron la
cuestion de la polisemia de la nocion de la fraccién. Sus estudios, al menos los mas
conocidos, estuvieron centrados en el andlisis conceptual de esta polisemia, con
referencias teodricas a lo que puede implicar en el nivel cognitivo. Sus estudios

experimentales son menos conocidos.

Freudenthal, extiende a las fracciones un planteamiento general para la ensefianza de las
matematicas en los niveles basicos: la construccion de objetos mentales a partir del
estudio sistematico de fenémenos, ademas de aportar lo que podria considerarse una
materia prima valiosa para el disefio de situaciones didacticas, presenta y fundamenta el
esqueleto de una posible progresién de ensefianza, y, del mismo modo, contribuye a
cubrir un vacio en la ensefianza, destacado por él mismo, el relativo al trabajo con

magnitudes.

El estudio de los decimales de los Brousseau forma parte de un proyecto ambicioso: la
construccion de la Teoria de las Situaciones Didacticas (ver Anexo 1), en el que los

conocimientos se definen por las situaciones que resuelven.
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Cabe preguntarse qué tan profunda es la distancia entre las situaciones de Brousseau y
los fendbmenos de Freudenthal. Sin duda no son el mismo objeto, pero parecen cumplir
roles semejantes: analizar los conocimientos a la luz de su funcionamiento. Aunque no
podemos realizar aqui un andlisis mas profundo, nos atrevemos a decir, que las

secuencias que proponen tampoco son muy diferentes.

Los Brousseau, por su parte van mas lejos en cuanto al estudio de secuencias didacticas
muy especificas y, mas ampliamente, en cuanto al estudio de procesos concretos de
matematizacién en el salén de clases, procesos en los que se asume la problematica del

concepto, pero también la de las interacciones en el seno de la clase.

Mas alla de las diferencias y semejanzas, puede decirse que estos tres investigadores
han abierto las lineas mas importantes de la investigacién actual sobre la problematica de

la ensefianza de las fracciones.

En el capitulo siguiente, haremos una revision de los estudios que se han centrado en
una de las familias de problemas que dan lugar a la utilizacién de fracciones: los

problemas de reparto.

Excepto Brousseau, los investigadores que hemos estudiado, Kieren, Vergnaud y
Freudenthal, coinciden en sefialar la importancia del reparto y de la particion en el
proceso de aprendizaje de las fracciones. Destacan la necesidad de no circunscribir las
experiencias a estos problemas, y a los significados que les estan asociados (operador
fracturador, relacion parte todo).

Una parte considerable de los estudios puntuales sobre las fracciones (puntuales en el
sentido de estudiar s6lo un aspecto del tema), se han realizado en el contexto, del

reparto.
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Il LAS SITUACIONES DE REPARTO

Como se ha visto en los apartados anteriores, Kieren, Freudenthal y Vergnaud, entre
otros investigadores, consideran a las situaciones de particion, reparto o distribucion de
cantidades como indispensables para introducir ciertos aspectos de la nocién de fraccion
y para extender esta nocion hacia la construccion de otros aspectos fundamentales del
namero racional como son: la nocién de equivalencia, de proporcionalidad y de razén asi

como el desarrollo de relacion parte-todo y parte-parte.

Dichos investigadores consideran también que las situaciones de reparto favorecen el
desarrollo de un lenguaje fraccionario oral y escrito, asi como la creacion de
procedimientos operacionales aditivos y multiplicativos, siempre y cuando se presenten en
contextos diferentes y no se reduzcan a la idea de fracturar una sola unidad en partes

iguales que generan fracciones menores que la unidad.

Block y Solares (2001), destacan que los problemas de reparto son propicios para
establecer un puente entre la nocion de fraccion como "quebrado” (esto es, con el sentido
tipico de partir la unidad en partes iguales y tomar algunas partes) y la nocién de fraccion

como resultado de una division de dos enteros. Su planteamiento es el siguiente:

La fraccion % de unidad, definida como "quebrado", significa la parte que resulta de partir

a la unidad en 4 y tomar 3 partes.



La fraccion % de unidad, definida como cociente (y medida), significa la medida que

multiplicada por 4 da 3 unidades, o bien, el resultado de dividir 3 unidades entre 4.

No obstante, agregan los autores, aun cuando los alumnos de la primaria no conozcan el
significado de la fraccién "como cociente", y solamente conozcan el significado como
quebrado, es perfectamente posible que resuelvan un problema de reparto como 3

pasteles entre 4 nifios (mediante particiones de las unidades representadas) y encuentren

el cociente % de unidad.

En este ultimo caso, la fraccion % sigue siendo, para los nifios, un quebrado (3 pedacitos

de un cuarto), pero, a la vez, es el resultado de una divisiéon. Los autores proponen llamar

a esta fraccion cociente "cociente calculado", para distinguirla del “cociente por definicion",
es decir, de la mterpretamonZ como el nimero que al multiplicarse por 4 da 3. Block y

Solares afladen que cuando se divide 3 entre 4 con el algoritmo, el cociente 0.75 es, para
los estudiantes, un cociente calculado, resulta de la divisibn 3+4 pero no significa

3 entre 4.

Asi Block y Solares sostienen que el trabajo con estos cocientes calculados puede ayudar
a disminuir la distancia entre la fraccidbn quebrado y la concepcién de la fraccidbn como

cociente de dos enteros.

La importancia de las situaciones de reparto en el aprendizaje de las fracciones se refleja
también en el hecho de que una parte considerable de las investigaciones sobre
fracciones, realizadas en los dltimos 25 afios, estudian aspectos diversos de las
situaciones de reparto. En el presente capitulo intentaré dar cuenta de algunos de los
estudios representativos y también de la diversidad de aspectos en los que se ha

centrado la atencion.

Organiceé los estudios revisados en funcién del aspecto del reparto en el que se centran, a

saber:

e La realizacion fisica de repartos, sin cuantificacion del resultado. El problema de la
equitatividad, de la exhaustividad, y de la comparacion de partes obtenidas en

repartos.
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e La nocién de razén o de cociente "indicado” en situaciones de reparto.
e La cuantificacion de los resultados del reparto mediante fracciones.

Opté por reportar primero los dos grupos de estudios en los que la fraccion permanece
implicita y en tercer lugar aquellos que se centran en la cuantificacion del resultado del
reparto. Es importante aclarar que el orden en el que se presentan los aspectos
estudiados no supone que estén secuenciados estrictamente en ese orden, desde el

punto de vista del aprendizaje.

1.1 LA REALIZACION FiSICA DE UN REPARTO SIN CUANTIFICACION. EL
PROBLEMA DE LA EQUITATIVIDAD, DE LA EXHAUSTIVIDAD Y DE LA
COMPARACION DE PARTES OBTENIDAS EN REPARTOS IDENTICOS

Sin duda una de las ventajas didacticas relevantes de las situaciones de reparto equitativo

y exhaustivo radica en la posibilidad de realizar los repartos fisicamente. Desde hace ya

mas de medio siglo, los estudios realizados por Piaget y sus colaboradores (1960; 1965;

1966: 1968; 1971), han mostrado que la realizacidén exitosa de estas tareas, incluso en el

nivel concreto y todavia sin cuantificacion con fracciones, supone un proceso de

desarrollo cognitivo asi como la necesidad de determinadas experiencias.

Posteriormente, otros trabajos han confirmado los resultados anteriores a la vez que han

estudiado una mayor diversidad de aspectos implicados en la accion de repartir.

Dado que los estudios abocados al andlisis de los procesos de particion en el nivel
concreto, atafien sobre todo a los alumnos de los primeros grados de la educacion basica,
en este apartado presentaré algunos de los aportes de tres estudios. Empezaré con una
revision breve de los trabajos de Piaget (1965). Enseguida presentaré un estudio
realizado en México por Davila (1991), acerca de las relaciones implicadas en la accién
de comparar resultados de repartos idénticos, y un estudio mas reciente dirigido por
Figueras (1996) que se llevo a cabo durante los ciclos escolares 1993-1994 y 1994-1995
con nifios de 4 a 7 afios de edad, que cursaban del 2° afio de preescolar al 2° afio de la

educacién primaria.

111.1.1 ESTUDIOS PSICOGENETICOS SOBRE LAS SITUACIONES DE REPARTO

Presentaré primero un trabajo de J. Piaget y colaboradores (1965), en el cual no se
estudia el potencial didactico de las situaciones de reparto, pero si da cuenta del proceso

de desarrollo cognitivo de los nifios y de su capacidad para realizar particiones equitativas
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y exhaustivas. En numerosas investigaciones posteriores nuevamente se observan los

resultados encontrados por Piaget y sus colaboradores.

La génesis de la particion. Empezaré por situar brevemente la teoria piagetiana de corte
epistemoldgico, que revoluciond la concepcién de la inteligencia en el d&mbito de la
psicologia asi como la concepcion de aprendizaje y el papel del error, en el &mbito de la

pedagogia y de la didactica.

Jean Piaget (1968), precursor de la investigacion sobre la génesis del conocimiento,
observd desde 1919, ciertas regularidades en las respuestas erréneas de los nifios al

resolver algunos tests de inteligencia.

Se propuso averiguar cudles eran los razonamientos que llevaban a los nifios a responder
de una manera equivocada. Con el tiempo y a través de sus experimentaciones, Piaget
perfeccion6 un método para indagar el origen de los ‘errores’ de los nifios frente a ciertas
situaciones experimentales, incluyendo a lo largo de las sesiones preguntas directas
acerca del por qué de sus respuestas y de sus acciones para resolver las situaciones
(ademas de la observacion de su conducta, propia del método clinico). Las respuestas de
los nifios permitieron a Piaget descubrir razonamientos no esperados, pero que
explicaban la légica de los ‘errores’. Estas investigaciones apuntalaron la construccion de

una teoria sobre el desarrollo cognitivo de los nifios y del conocimiento.

En la construccién de las categorias de desarrollo intelectual y de la evolucion del
conocimiento, Piaget tom6 en cuenta cuatro factores que contribuyen a dicho desarrollo:
a) la adaptacion del organismo a su medio a lo largo del crecimiento (madurez
neurologica)?, b) la experiencia con los objetos de conocimiento®, c) la interaccién social
y d) los procesos de equilibrio y la auto-regulacion progresivas!. ldentifica cuatro grandes

fases en el desarrollo de la inteligencia que a su vez subdivide en estadios:

29 Se refiere a la adaptacion del organismo a su medio, la adaptacion de las estructuras ldgicas a nuevos
aprendizajes.

30 Al hablar de la experiencia con los objetos, Piaget se refiere a las interacciones del sujeto con los objetos
de conocimiento, que pueden ser objetos materiales u otro tipo de objetos como el lenguaje, la serie
numérica oral y escrita, etc.

31 Se refiere al proceso de asimilacién y acomodacion de un conocimiento nuevo a las estructuras anteriores
relacionadas con ese nuevo conocimiento.
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Periodos

Estadios de Desarrollo

I. De la inteligencia sensorio-motriz:

(Desde el nacimiento hasta la aparicién del
lenguaje, aproximadamente los 2 primeros afios de
vida)

1° De los mecanismos reflejos

2° De las reacciones circulares secundarias y los
primeros habitos

3° De las reacciones circulares secundarias
4° De coordinacién de esquemas secundarios

5° De las reacciones circulares terciarias y
experimentacién activa

6° De transicion del acto intelectual Senso-Motor a
la Representacion

Il. De la inteligencia representativa y preoperatoria

(Aproximadamente de los 2 a los 7 u 8 afos)

1° Del pensamiento preconceptual

2° Del pensamiento intuitivo

lll. Periodo de la inteligencia operatoria concreta

(Aproximadamente de los 7 u 8 afios a los 11 0 12)

1° De las operaciones simples

2° De completamiento de sistemas de clases y
relaciones

IV. Periodo de la inteligencia operatoria formal.

(Aproximadamente de los 11 o 12 afios hasta la
adolescencia)

1° De las operaciones combinatorias

2° de las operaciones interproposicionales

Piaget hace hincapié en que si bien el orden de aparicion de las etapas sefialadas es

constante, su desarrollo depende, en cada individuo, del medio social en el que

encuentre y de él mismo. Considera que:

se

“... para conocer los objetos, los sujetos deben actuar sobre ellos y, en consecuencia,
transformarlos. Desde las acciones sensoriomotrices mas elementales hasta las
operaciones intelectuales mas refinadas ..., el conocimiento esta constantemente ligado a
acciones o a operaciones, es decir, a transformaciones.

El conocimiento en sus inicios no parte ni de los objetos ni del sujeto, sino de interacciones,
al principio inextricables, entre el sujeto y los objetos.

Si el conocimiento de los objetos esta subordinado siempre a ciertas estructuras de la
accion, estas estructuras deben ser por tanto construidas y no estan dadas ni en los objetos,
puesto que dependen de la accion, ni en el sujeto puesto que éste debe aprender a
coordinar sus acciones que no estan programadas hereditariamente ...” (Piaget, 1968:167-
168).

Para 1941, Piaget e Inhelder (1971) habian realizado uno de los descubrimientos mas

importantes que se relaciona directamente con el aprendizaje de las matematicas. El

proceso de desarrollo de la nocion de conservacién de la materia o substancia, de la

longitud o distancia y del volumen. En el caso de la nocibn de conservacion de la
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substancia, encuentran que los nifilos, aproximadamente hacia los 7 u 8 afios de edad,
estan en posibilidades de pensar, por ejemplo, que una cantidad determinada de barro o
de plastilina no cambia, aunque ese pedazo de plastilina se le den formas diferentes,
siempre y cuando no se le haya agregado ni quitado nada. Antes de ello, durante el
proceso de desarrollo cognitivo, los nifios menores a 7 u 8 afios pueden pensar que ese
mismo trozo de plastilina tiene més cantidad o menos, si se le cambia de forma (como
una salchicha, como una tortilla, si se hace bolita o si se parte en pedacitos). Los
argumentos pueden ser como los siguientes “tiene mas porque es mas larga” (si al
pedazo de plastilina original se le da una forma de salchicha) o pueden pensar también
que “tiene menos porque es mas delgada”. Si se corta en pedacitos, pueden pensar que
“tienen mas plastilina porque antes de partirlo tenian un s6lo pedazo y ahora tienen
muchos”, o por el contrario, pueden pensar que hay mas plastilina cuando no se ha
cortado en pedazos. Estos razonamientos obedecen a la ausencia de una operacion

cognitiva fundamental, la reversibilidad. Dicho en palabras de Piaget:

“... a la irreversibilidad inicial de las acciones corresponde una ausencia de conservacion, y
a la construccion de estructuras reversibles corresponde la elaboracion de nociones de
conservacion relativas al dominio asi estructurado” (Piaget, et .al. 1965:11).

Es en este punto donde los estudios de Psicologia Genética convergen directamente en
nuestro objeto de estudio, "la particion”. A continuacion, reportamos algunos resultados

mas especificos.

Piaget, Inhelder y Szeminska (1966), reportan los resultados de las entrevistas que
realizaron a nifios de 4 a 7 afios de edad a los que les propusieron diversas situaciones
de particion, utilizando modelos concretos de plastilina y/o papel que representaban
‘pasteles’ con formas diferentes (circulos, rectangulos y cuadrados). La consigna de cada
problema era: Repartir un pastel entre 2 nifios, entre 3, 4, 5 y hasta 6 nifios. Después de
que los entrevistados realizaron las particiones solicitadas, se les preguntaba, por
ejemplo, “si todas las piezas del pastel juntas hacian la misma cantidad que el pastel

original”. Las respuestas fueron como las siguientes:

REPARTO: 1 PASTEL ENTRE 2 NINOS

El experimentador coloca frente a cada nifio las dos mitades obtenidas por los nifios al

realizar el reparto, y un pastel completo de la misma forma al que se partié. También se
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usaron mufiecos que representaban a los nifios entre los que se hizo el reparto. (Idem
pag. 48-50)

Experimentador: “... “Bueno, ahora mira: la mama de las mufequitas le dio a una mufieca

esto (diez piezas en las que acaba de cortar uno de los pasteles) y a otra esto (dos
medios de pastel) y a otra esto (un pastel entero): ¢todas ellas se van a comer el pastel
que se les dio?”

Nifio (4,2 afios): “Si, si comes mucho pastel creces grande, y si comes demasiado te duele la

pancita”.

Experimentador: “... Bueno, dime ¢ qué pasara con estas tres mufiequitas?

Nifio: “A ésa (diez piezas) le va a doler la pancita; ésa (dos mitades) va a crecer como una

muchachota, pero ésa, no. Ella no ha comido mucho, solo este pedazo (jel entero!).

(0]

Experimentador: “... ¢hay la misma cantidad de pastel aqui (sefiala un pastel entero) y aqui

(sefala dos mitades de pastel)”.

Nifio (4,8 afios): No, alli hay mas (sefiala las dos mitades).

(0]

Nifio (5,6 afos): “... dice que las fracciones y un todo “son lo mismo”, pero cuando se le pide

escoger entre un pastel entero y dos mitades, elige el todo diciendo “asi tengo mas
para comer”.

En cuanto a la manera en la que los nifios hicieron el reparto, los investigadores

encuentran que aprender a partir en mitades, tercios, cuartos, quintos y sextos pasa por

un largo proceso en el que esta en juego, tanto el proceso mental de maduracién como

las variadas experiencias que los nifios puedan tener con situaciones de reparto. Trataré

de resumir brevemente este proceso:

e Hasta los 4 0 5 afios aproximadamente, los nifios:

>

>

Tienen mucha dificultad para partir en mitades.

Se niegan a partir el todo; los objetos enteros no los pueden concebir como
divisibles.

Logran partir el entero pero lo hacen de la siguiente manera.
i) Cortan pedacitos, los reparten y contindan cortando pedacitos indefinidamente.
i) Cortan dos pedazos del entero, los reparten y se olvidan del resto del pastel.

iii) Intentan utilizar el todo en su reparto, pero obtienen mas partes de las que

necesitan; si quieren dos pedazos hacen dos cortes y obtienen tres pedazos.
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Reparten a cada nifio un pedazo y dejan un residuo sin pensar en la posibilidad

de repartirlo.

iiii) Logran partir en dos pedazos sin que les sobre nada.

e El proceso de la particién en cuatro partes es muy semejante al de la particion en dos.
Logran hacerlo cuando aceptan que pueden partir un pedazo producto de una particion

anterior.

e Partir en tres es un proceso mas lento, inician partiendo por mitades hasta obtener

cuatro pedazos y el proceso sigue asi:

» Reparten tres pedazos uno a cada nifio y dejan un pedazo de residuo.
» Logran partir el residuo en tres.
» Logran partir el entero en tres partes desde el primer intento (esto implica anticipar

un plan de cortes).

e El proceso continda con la particién en quintos, en donde la dificultad aumenta por el
namero de cortes y por la imposibilidad de apoyarse en la dicotomia. Si cortan por
mitad les faltan tres pedazos; si cortan en cuartos les falta uno. Logran hacerlo por

ensayo y error.

e Para partir en sextos se sigue el mismo proceso que con los quintos.

Segun las investigaciones de Piaget e Inhelder (1966), los nifios logran hacer particiones
hasta sextos entre los 7 y 8 afios aproximadamente. Sin embargo, el hecho de que los
nifios logren hacer particiones entre 2, 3, ... no implica, necesariamente, que hayan

construido la relacién parte-todo.

En la investigacion que realizé Lerner (s/f), sobre el proceso evolutivo de la nocion de
fraccion con nifios de 8 a 11 afios quienes, segun el estudio desarrollado por Piaget, se
encontraban en uno de los momentos “del ultimo estadio de la construccion de la nocion
de fraccion”. Encuentra que efectivamente, algunos nifios pueden partir en mitades,
tercios y quintos con relativa facilidad, aunque en general no relacionan los términos

tercios o quintos para expresar verbalmente el resultado del reparto correspondiente.

Lerner observé también que otros alumnos, incluso de 5° grado, todavia tenian dificultad
para partir en tercios, en cuartos o en quintos porque no podian anticipar el nimero de

cortes que debian hacer para obtener tres o cuatro pedazos. Sin embargo, algunos de
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estos alumnos manifestaron verbalmente (sin utilizar los términos convencionales), saber

queigzl;g=£;1<1;g>l
2 4 2 3 2 3 2

En otros casos, sefala Lerner, aunque los alumnos sabian que dos mitades forman un

entero y que dos cuartos forman un medio, consideraban que dos tercios es una mitad y

que ‘una mitad’ (3) y un poquito (1) forman un entero. Al respecto Lerner considera que
3 3

estos alumnos, si bien habian construido la nocién de invarianza en el caso de los medios

y los cuartos, no lo habian logrado en el caso de los tercios.

Piaget, Inhelder y Szeminska (1966), plantean que la nocién de fraccién depende de dos
relaciones fundamentales: a) la relacién de la parte con el todo y b) la relacion parte-parte.
Plantean que en el proceso de desarrollo de la construccion de esta nocién deben

considerarse los siguientes aspectos:
e La fraccidn se deriva de un todo divisible, compuesto por elementos separables.
e Implica un nimero determinado de partes

e Existe una relacion entre el nimero de partes en las que un todo continuo va a ser

dividido y el nimero de cortes.
e Las partes deben ser iguales
e La division del todo debe ser exhaustiva

¢ Las fracciones son partes del todo original, son también partes en si mismas, y como

tales pueden ser nuevamente subdivididas.

e La suma de las fracciones iguala al todo original, es decir el todo permanece invariante.
La conservacién del todo es una condicion esencial en la construccién de la nocion de

fraccion.

Como puede observarse, Piaget e Inhelder y Szeminska (1966), muestran que las
situaciones de reparto equitativo y exhaustivo no constituyen problemas triviales para los
nifios. Plantean que llegar a resolverlas con procedimientos Optimos depende de su

desarrollo cognitivo y de la diversidad de experiencias de reparto a las que se enfrenten.
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I11.1.2 LA COMPARACION DE LAS PARTES QUE RESULTAN DE UN REPARTO

La investigacién que resefio a continuacion fue reportada por Davila (1991 y 1992). Dicha
investigacion se llevé a cabo en el Distrito Federal, en una escuela primaria publica con
caracteristicas comunes a la generalidad de las escuelas de este tipo. La experimentacion
se llevd a cabo con dos grupos, uno de primer grado (30 alumnos) y un grupo de segundo
grado (32 alumnos), dentro del horario de clases con el objeto de que las condiciones de
trabajo fueran las mas cercanas a la realidad escolar. Esto permitié obtener resultados
mas confiables sobre la factibilidad de la aplicacion de las situaciones de reparto y sobre

el proceso de aprendizaje de la nocién de fraccion en el contexto escolar.

La experimentacion durd cuatro semanas en las que Davila trabajd, con cada grupo, dos
sesiones de clase por semana teniendo un total de 16 registros de observacion
elaborados por uno o dos ayudantes que observaban mientras Davila aplicaba las
situaciones disefiadas con los alumnos de cada grado. El tipo de situaciones que

enfrentaron los alumnos fueron las siguientes:

e Cinco situaciones en las que los alumnos realizaron repartos concretos (idénticos.3?)
Repartir “n” pasteles entre “m” nifios; donde “n” puede ser 1 0 mas pasteles

(representados por hojas de papel tamafio carta) y, “m” puede ser 2, 3 0 4 nifios.
¢ Dos situaciones en las que los alumnos compararon los resultados de un reparto.

¢ Una situacion en las que a partir del resultado de un reparto realizado por otras

personas, los alumnos debian determinar el nUmero de unidades repartidas.

¢ Dos situaciones en las que se pone en juego la interpretacion que los alumnos hacen

del término “mitad”.

e Soélo en 2° grado se aplicd una situacién en la que los alumnos, a partir de los datos de

dos repartos, debian determinar a qué nifios les tocaria mas pastel.

El andlisis de Davila (1991) se centra en los dos primeros tipos de situaciones: 1) los
repartos de n pasteles entre m nifios a nivel concreto y 2) la comparacion, entre equipos,

de los resultados de repartos idénticos.

Con respecto al primer tipo de situacién, la originalidad del estudio radica Unicamente en

su caracter didactico: no se trata de entrevistas individuales con la finalidad de conocer
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los procesos de reparto de los nifios, sino de una secuencia de situaciones didacticas con
la que se estudia la posibilidad de propiciar, en los alumnos de 1° y 2° grado, ciertos

aprendizajes en el salén de clases.

El segundo tipo de situaciones, en cambio, es menos conocido, incluso en el ambito de la
investigacion de corte psicologico. Se intenta explotar didacticamente la diversidad de
formas de repartir que surge en el seno de un grupo de alumnos relativamente numeroso,
planteando un segundo problema, comparar los diferentes tipos de reparto obtenidos;

reconocer su equivalencia y demostrarla con material.

Es importante destacar que a estas situaciones de reparto se le afiade una tarea
considerablemente compleja. Se debe considerar que las partes resultantes de repartos
iguales (mismo numero de unidades con las mismas caracteristicas, entre el mismo
namero de nifios) deben ser iguales, alin cuando presenten multiples diferencias en su
apariencia fisica (forma de las partes, nimero de cortes, entre otros). Mas adelante se

presentan algunos de los resultados mas relevantes.
111.1.2.1 ANTECEDENTES

El antecedente de la investigacion de D4vila es un estudio realizado por Block (1987) con
dos grupo de alumnos, uno de tercero y uno de cuarto grado, sobre la ensefianza de las
fracciones en la escuela primaria. En la primera fase de la investigacién33, Block plante6
algunas situaciones de reparto de pasteles (representados por hojas de papel tamafio
carta) entre dos nifios. Los resultados encontrados por Block en esta primera fase de la

investigacion fueron los siguientes:

e Los alumnos de tercero y cuarto grado logran resolver sin ninguna dificultad el
problema "Repartir 3 pasteles entre 2" nifios”, generando diferentes tipos de reparto a

nivel concreto.

e Todos los alumnos reconocen la igualdad de los repartos sin manifestar ninguna

necesidad de verificarlo.

32 Es decir, todos los nifios repartieron la misma cantidad de pasteles entre el mismo ndmero de nifios.
33 En el apartado 11.2.2.1 y 111.2.2.2 (pags. 130 y 135), se presenta la segunda y tercera fase de esta
investigacion.
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e Logran demostrar que las diferentes formas en las que los equipos hicieron los
repartos cumplen con las condiciones de equitatividad y exhaustividad, de manera
verbal (utilizando sus propias palabras) o reuniendo en cada caso, las partes para

formar el todo.

Sin embargo, Block reporta que algunos alumnos, sobre todo los de tercer grado, al
comparar los resultados de los repartos realizados, pusieron en evidencia diferentes
niveles en su proceso de desarrollo de la nocién de conservacidn de area y de la relacion
parte-todo. Por ejemplo, al comparar los medios obtenidos mediante un corte a lo largo de
la hoja 0 un medio obtenido mediante un corte por el ancho de la hoja sucedi6 lo

siguiente:

¢ Algunos alumnos de tercer grado niegan la igualdad cuando las formas cambian.
e Otros s6lo aceptan la igualdad mediante la comprobacion empirica (superposicion).

e Otros mas suponen la igualdad a través de razonamientos compensatorios: “Son

iguales, sélo que éste ( ) es mas gordito y éste ( ) es mas

flaquito”.

e Algunos alumnos usaron de manera oral los términos “medios, cuartos, tercios”, a
veces adecuadamente y a veces no. Por ejemplo, cuando un ‘pastel’ estaba dividido de

la siguiente forma, decian que estaba dividido en ‘tercios’.

Otra situacién incorporada por Block en su secuencia consisti6 en que los alumnos
identificaran entre varios pedazos con formas diferentes aquellos que fueran “mitad” de
una unidad dada (hoja de papel tamafio carta). El propésito era indagar con mas

profundidad el significado de “mitad” construido por los alumnos.

Cabe sefialar que algunos pedazos no eran mitades de la unidad y que otros eran
efectivamente mitades pero con formas poco comunes. Los resultados obtenidos al

aplicar esta situacion en el grupo de tercer grado fueron los siguientes:
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e Todos los alumnos identificaron y aceptaron como mitades los siguientes pedazos

sombreados, porque caben exactamente dos veces en la unidad.

e Algunos lograron identificar como mitad a la siguiente figura, después de haberla

recortado y superpuesto sobre una hoja:

v

e Otros no aceptaron que esta figura fuera una mitad porque al sobreponerla en el entero

(sin recortarla) éste quedaba dividido en tres partes:

v

¢ Los alumnos de cuarto grado, lograron identificar las mitades con otros recursos como:

cuadricular el entero y los pedazos, contar los cuadritos, recortar y compensar.

Resolver este problema exige saber: que la superficie de las dos partes deben ser
iguales; que las dos partes forman el todo; que no importa que las dos partes no tengan la

misma forma y desarrollar recursos para comparar superficies.
1.1.2.2 HIPOTESIS

El hecho de que en el estudio de Block se puso en evidencia que algunos de los alumnos
de tercer grado todavia no habian desarrollado la nocidon de conservacion de area y la

relaciébn parte todo, nociones necesarias para resolver exitosamente las situaciones
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planteadas, a pesar de que los alumnos habian iniciado el estudio de las fracciones desde

el primer grado34, me llevo a plantear las siguientes hipotesis:

e El estudio de las fracciones que se propone desde primer grado es prematuro por
introducir demasiado pronto la representacion simbdlica de las fracciones al mismo

tiempo que ofrece experiencias pobres en el nivel concreto.

e Mientras para los alumnos una mitad no sea equivalente a dos cuartos, a nivel
concreto, probablemente no tenga sentido ensefiarles, en el nivel de lenguaje,
eqguivalencias numéricas como % = %.

e En estos grados, en cambio, pueden resultar provechosas ciertas experiencias de
reparto concreto, sin cuantificacion de las partes con fracciones. En particular, nos
preguntamos si los alumnos podrian avanzar en el proceso de repartir equitativamente
y exhaustivamente, asi como en la comprensién de una relacion mas compleja,
aquella que asegura que las partes obtenidas de repartos equitativos y exhaustivos
idénticos (mismo numero de unidades, mismas unidades y mismo numero de nifios),

deben ser iguales en tamario, aunque su forma no sea la misma.

111.1.2.3 ORGANIZACION Y DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION

Para iniciar la sesiones de clase en las que se proponia realizar algin reparto, se
organizaba al grupo en equipos cuyo numero de integrantes dependia del nimero de
nifios entre los que se realizarian los repartos, dado que en dos sesiones previas a la
experimentacién, se pudo observar que los alumnos, en esta edad (6, 7 afios) tienen
dificultades para desligarse de la situacion real en la que se plantea el problema; es decir,
si el equipo esta formado por cuatro integrantes, tienen dificultades para hacer un reparto

entre un nimero distinto de nifios.

En general estas situaciones constaron de tres momentos: la presentacion del problema
(consigna), el trabajo en equipo y la confrontacion colectiva de resultados en donde los
alumnos debian opinar y tratar de justificar sus respuestas acerca de los resultados de

cada equipo. En este mismo espacio, se planteaba un segundo problema, comparar los

[

34 Hasta 1992, las fracciones % y equivalencias como 1 = % , Se estudiaban desde primer grado.

4
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diferentes tipos de reparto y, se propiciaba que los alumnos verificaran su hip6tesis en

cuanto a la igualdad o desigualdad de sus resultados.

La consigna general de las situaciones de reparto directo fue: "Repartir n pasteles entre m

nifios, que a cada quien le toque lo mismo y que no sobre nada de pastel".

Después, el experimentador entregaba el material y los alumnos empezaban a realizar la
tarea solicitada. Cuando los equipos terminaban de hacer su reparto, el experimentador
organizaba la confrontacion colectiva de resultados pidiendo a los equipos que habian
repartido los 'pasteles’ de manera diferente que mostraran a sus compafieros lo que le
habia tocado a cada integrante y que explicaran como habian hecho el reparto. En cada
caso, el experimentador preguntaba al grupo si a cada nifio le habia tocado lo mismo de
pastel y si no habia sobrado nada. De esta manera, el grupo decidia si el reparto estaba o

no bien hecho.

Una vez que los alumnos conocian los diferentes tipos de reparto que se habian generado
en el grupo, el experimentador planteaba un segundo problema: la comparacion de dos o

tres tipos de reparto equivalentes pero con formas diferentes, por ejemplo, se comparaba

% con % y % El experimentador preguntaba al grupo si a los nifios de distintos equipos

les habia tocado igual cantidad de pastel.

111.1.2.4 ANALISIS DE ALGUNOS RESULTADOS
a) CON RESPECTO A LOS REPARTOS ENTRE 2"

e En la primera sesion todos los equipos, excepto uno de primer afio, lograron repartir
equitativa y exhaustivamente utilizando la estrategia de partir siempre por mitades.
Posteriormente ningun equipo reparti6 sin cumplir con estas dos condiciones del

reparto.

e Todos los alumnos lograron determinar al interior de cada equipo, cuando un reparto
cumplia con las condiciones de equitatividad y exhaustividad, aceptaban como buenos

a aquellos repartos que daban como resultado pedazos iguales en forma y tamario.

e Para repartir los 'pasteles' la mayoria de los alumnos hicieron cortes sucesivos por
mitad. La estrategia de partir por mitades que utilizaron los alumnos para resolver el

problema, fue al parecer la estrategia que ya habian logrado dominar (como se mostro
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en los estudios anteriormente revisados), ya que, sin establecer un acuerdo previo
explicito, todos los alumnos desde el primer momento en el que iniciaban el reparto

hacian este tipo de cortes.

A titulo de ejemplo, veamos, como realizaron los alumnos de primero y segundo grados la

siguiente tarea 'repartir 3 pasteles entre 2 nifios' (primera sesion).

1°y 22 grados Situacién: 3 pasteles entre 2 nifios (A, B)

Los repartos del tipo 1, 2 y 3 aparecieron tanto en primer grado como en segundo. En la
confrontacion, estos repartos fueron aceptados por los alumnos como buenos
argumentando que, al interior de cada equipo, al nifio A y al B, les habia tocado lo mismo

y no habia sobrado nada de pastel.
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Uno de los equipos de primer afo, hizo el reparto del tipo 4, que el grupo rechazo,
argumentando que no estaba bien porque a un nifio le habia tocado mas pastel: "uno
tiene cuatro pedazos y el otro so6lo dos". Al preguntar el experimentador qué se podia
hacer para que les tocara lo mismo, Erika respondié: “Pasandole un pedazo al otro nifio”;
paso al pizarron, lo hace y el grupo acept6 entonces que asi a los dos nifios les tocaba lo

mismo (tres pedazos).

Notemos que en este caso, los alumnos de 1° centran su atencién en el nUmero de partes

y no toman en cuenta el tamafio de las mismas.

b) CON RESPECTO A LOS REPARTOS ENTRE 3

La tendencia de partir por mitades permitié que los alumnos tuvieran éxito en sus repartos
entre 2 y entre 4, sin anticipar que este tipo de cortes los llevaria a realizar repartos
equitativos y exhaustivos. Dicha tendencia y la falta de anticipacion de los resultados que
obtendrian se manifiestd6 con més claridad cuando realizaron repartos entre tres, en

donde encontramos que:

e SoOlo un equipo de segundo afio de entrada partié en tres sus 'pasteles' para hacer el

reparto.

e Todos los equipos, excepto uno, utilizaron la estrategia de partir por mitades para

realizar los repartos entre tres.

e Después de varios cortes por mitad se dieron cuenta de que partiendo de esta manera

siempre obtendrian un pedazo sobrante.
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¢) CON RESPECTO AL PEDAZO SOBRANTE

Se observaron basicamente tres conductas:

e Cuando el pedazo sobrante era muy pequefio, lo cortaban en tres pedacitos mas o
menos iguales. En este caso, los alumnos lograban la equitatividad y la exhaustividad

€n sus repartos.

e El pedazo sobrante lo cortaban a la mitad y una de las mitades otra vez a la mitad,

logrando la exhaustividad pero perdiendo con ello la equitatividad.

e Al igual que los otros equipos, se dieron cuenta de que si continuaban partiendo por
mitad, siempre les iba a quedar un pedazo sobrante. Para resolver el problema se
deshicieron de él, escondiéndolo, tirandolo e incluso, un nifio de primero para
desaparecerlo, se lo trag6. Estos nifios argumentaban que ese pedazo ya no se podia

repartir o que ya no valia.
COMPARACION DE LAS PARTES QUE RESULTAN DE UN REPARTO

Pasemos ahora al segundo problema, la comparacion de dos o tres resultados de

repartos equivalentes, pero con formas diferentes. Este problema se plante6 sélo en las
. . n . .
situaciones de reparto entre 2. Se identificaron cuatro grupos de alumnos que se

diferenciaban por el nivel de explicacién que sustentaban en cuanto a la equivalencia de

los repartos.

Primer grupo

¢ Alumnos que habian construido la relacion: "Si en dos repartos hay un mismo ndmero
de nifios y de pasteles, los pedazos que resultan deben ser iguales,
independientemente de la forma de los pedazos y del nimero de cortes". Para estos
nifos, los datos numero de pasteles y de nifios, determinaba un Unico tamafio de

pedazo y esto les permitia anticipar la equivalencia.

A continuacién ejemplificaré con un fragmento del registro de clase en el que se pone de

manifiesto las hipétesis de los alumnos de segundo grado acerca de la igualdad o
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desigualdad de los resultados que obtuvieron después de haber repartido, equitativa y

exhaustivamente 1 pastel entre 2 nifios.

El fragmento inicia cuando el experimentador les pidi6 que intentaran demostrar a sus

8 35

comparieros sus hipoétesis sobre la equivalencia entre dos de los resultados: % y 16

Exp.: “Bueno, les voy a repartir lo que le tocé al nifio del equipo cinco (reparto tipo 2 {%}) y

al nifio del equipo tres (reparto tipo 6 {%}) para que busquen una manera de

demostrar que tienen mas, o tienen menos, o tienen igual” (Entrega a cada equipo los
pedazos que corresponden a cada reparto):

QOO
QL

(Dos cuartos a cada nifio) (Ocho dieciseisavos a cada nifio)

y les pregunta: “¢Ustedes qué piensan? ¢tienen igual? (si el equipo responde “No,
tiene mas el de ocho pedazos” o “Tienen igual”’, les dice): “Demuéstrenle a sus
compafieros lo que dicen, que tienen mas o tienen menos o tienen igual”.

Obs.: Una vez que los equipos tienen el material se disponen a trabajar.

Exp.: “Ahora pase el equipo dos”.

Olmo. “Este tiene mas porque tiene ocho y éste menos porque son dos”.

Exp.. “Si se comen el pastel ¢ quién va a comer mas?”

Equipo 2. “Los que tienen ocho”

Exp.. “Ustedes qué piensan, ¢quién se llenaria mas pronto si se comen el pastel?, el nifio
gue tiene dos pedazos o el que tiene ocho”.

Nifios. “El que tiene ocho”.

Carlos. (Con tono de obviedad) “Es lo mismo, se llenarian igual”

Nifios: “No. Se llenaria mas el que tiene ocho pedazos”.

Exp.: “A ver, pasa el equipo uno”.

Equipo 1: (Carlos y Silvia traen sobre un cuaderno {%} y sobrepuestos {%}. Lo muestran a

sus comparieros).

Exp.: “A ver, expliquenlo”.

35 - . . . . . . . . .
Utilizamos aqui las fracciones para simplificar las explicaciones. En clase, nunca se trat6 de fracciones, sino
de los pedazos correspondientes.
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: 1 .
Carlos: “Estos, si los doblamos y los cortamos (muestra {Z}) en cuatro pedacitos quedan
igual (muestra los {%} encimados en el cuarto)”.

Exp.: (Pregunta a Carlos) “¢ Si los cortamos se hace mas o menos?”

Carlos: “Queda igual (dice enojado y continda). Si les da cinco pasteles a un equipo y seis
pasteles a otro, entonces si gana el de seis, pero si nos da a todos un mismo pastel,
entonces nos toca igual y nadie gana”.

Como se puede observar, Carlos habia construido la relacion "el nimero de pasteles y el
namero de nifios determina el tamafio del pedazo”, que le permitié anticipar que el pedazo
s6lo puede ser mayor si se aumenta el nimero de pasteles que se reparte, conservando
el numero de nifios entre los que se hard dicho reparto. Lograr construir esta relacion
implica necesariamente ser conservador de area, pero ser conservador de area no

necesariamente implica manejar esta relacion.

Segundo grupo

¢ Alumnos que manifiestaron estar en proceso de construir la relacion —a igual niumero
de pasteles y de nifios corresponde igual cantidad de pastel, independientemente de
la forma de los pedazos y del nimero de cortes. Estos alumnos preveian la
equivalencia poniendo en juego esta relacion en determinadas situaciones, pero
dudaban de ella frente a otras en las que las formas de los pedazos no son usuales o
en las que la gran cantidad de pedazos producidos en el reparto les dificultaba hacer la

comparacion visualmente.

El ejemplo que a continuacion mostraré es el de Erika, alumna de primer grado que frente
a determinados tipos de reparto manifiestaba manejar esta relacion y frente a otros volvia
a centrarse en el numero de pedazos. En este caso se compararon los resultados

obtenidos al repartir 3 pasteles entre 2 nifios.

Una vez que todos los equipos habian mostrado la forma en que hicieron su reparto, lo
gue le habia tocado a uno de los nifios de cada equipo quedé pegado en el pizarrén. El
experimentador planteaba entonces el segundo problema: la comparacion de los

diferentes tipos de reparto.

Ante la pregunta: "¢ Les toco lo mismo de pastel a todos los nifios? Los alumnos de
primero grado argumentan la equivalencia o desigualdad de la siguiente forma:
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(Seis cuartos) (Tres medios) (Un entero y un medio)

TS

Erika: “Estan igual porque a cada uno le toco lo mismo (se refiere a los diferentes repartos),
porque es de lo mismo y le tocaron seis pedazos a cada quien (se refiere al reparto

tipo {g} a cada nifio).”
Radul: “A los que tienen dos (pedazos) les toco menos (se refiere al reparto tipo {1%})”.

Erika: “Les tocé igual (nuevamente se refiere a todos los repartos), parecen mas porque les

tocaron mas pedazos (sefiala el reparto tipo {g})".

Nifios. (Varios dicen) “Van a comer mas pastel los que tienen seis pedazos (reparto tipo

{%}) porgue tienen muchos pasteles”.

Erika: “Lo cortaron mas chiquito (se refiere al reparto tipo {%} contra los repartos tipo {1%}
3 Z H ”
y {5})' pero les tocd lo mismo”.

En otra sesion se pidioé que repartieran '3 pasteles entre 4 nifios'. En uno de los equipos
del primer grado, cortaron sus 'pasteles' de diferente manera vy, al repartir los pedazos,

cada nifio obtuvo lo siguiente:

Kurt Victoria Cinthya Antonio

N |
NG
I
N
I
NG
+
I
AR
I
AR
N
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Veamos lo que sucede cuando el experimentador plantea el segundo problema.

comparar % de 'pastel' con formas diferentes.

Exp.: “Fijense bien en lo que les voy a preguntar: a un nifio le tocé ésto (sefiala lo que le
toco a Kurt), a otro ésto (sefiala lo que le toc6 a Cinthya), a otro asi (sefiala lo que le
toc6 a Antonio), y a Victoria asi (sefiala lo que le tocé a Victoria). ¢ A todos les toco
o mismo?”

Nifios: (Todos a la vez gritando): “iNo, no!, a éste no. (Sefialan al pizarron)”.
Exp.: “¢ A cual no?”

Nifios: (Pasan varios alumnos corriendo al pizarrén y sefialan lo que le tocé a Kurt

1 1

Exp.: “¢ A éste no?” (sefiala {% + %})”.

Nifios. “iNo!”
“ . ~ : 1 1 1 .
Exp.:. “¢Y a éstos? (sefiala lo de Cinthya {Z + 2 + " anchos}, Antonio
{l + 1 + 1 alargados} y Victoria sefiala {E + 1 ancho y 1 alargado}) ¢ les toco lo
4" 4" 4 4 4 4 ¢
mismo?”.

Nifios: (La mayoria) “jSi!”
Exp.: “¢,Cémo saben?”

Nifios. (La mayoria) “Porque tienen tres pedazos”.

Exp.. “A ver, vamos a ver. A éste (seflala lo de Victoria {% anchos y % alargado}) y a éste

(sefala lo de Antonio {% alargados}) ¢ les toco lo mismo?”

Erika. “No, porque éstos (sefiala los cuartos anchos de Victoria) estdn mas gorditos y éstos
(sefiala los cuartos largos) estan mas delgaditos”.

Posteriormente, cuando se les pide a los alumnos que busquen una manera de

demostrar que es verdad lo que dicen, hacen lo siguiente.

. . .3
Exp.: “Bueno, les voy a entregar a cada equipo lo que le tocé a Antonio (Z largos) y lo que
. 2 1 . :
le toc6 a Victoria (Z anchos y 4 largo); como ustedes dicen que no son iguales, van
. . ~ 3
a buscar una manera de demostrarmelo a mi y a sus compafieros” (reparte " largos

2 . . . .
y 1 anchos y un largo a cada equipo. Recorre los equipos mientras estos trabajan y

pregunta): “¢ Qué pas0, son iguales o no son iguales?”.
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Equipo 1 Erika y Ramén: (Toman lo que le toco a Victoria y cortan los dos cuartos anchos a
la mitad y un cuarto largo a mitad).

_—

Ramoén: “Es lo mismo, a los dos les tocé igual”

Erika: “Es lo mismo, nada mas que asi (junta dos de los pedazos que cortdé y forma un
cuarto ancho), son mas gorditos”.

v

Exp.: Llama la atencién del grupo y pide que observen lo que hicieron los equipos uno y
cuatro.

Claudia: (Equipo 1) “A los dos (nifios) les toc6 lo mismo” (muestra como cortaron el cuarto
ancho y lo sobrepone en el cuarto largo).

Erika: (Equipo 4) “Si éstos (sefiala en el pizarrén los cuartos largos) los cortamos asi
(muestra como), nos quedan asi (muestra un cuarto largo cortado a la mitad) y
salen dos pedazos. Y a éste también (sefiala un cuarto ancho) si lo doblamos
también salen dos”

Como se puede observar en el primer ejemplo, Erika podia prever la equivalencia entre

1 3 6 . . . . ,
1=, = y —, aun antes de comprobarlo con material, haciendo referencia a que no podia

2'27 4
ser diferente ya que: "...a cada uno le tocé lo mismo porque es de lo mismo ...".
Sin embargo, frente a otras situaciones regresaba al esquema anterior, centrdndose
primero en el nimero de pedazos para determinar la equivalencia o no equivalencia de

los repartos. Cuando se compararon repartos equivalentes de diferente forma pero con el

mismo numero de pedazos, Erika se centr6 entonces en la forma argumentando. "No,
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porque éstos (sefiala los cuartos anchos de Victoria) estdn mas gorditos y éstos (sefiala

los cuartos largos) estan mas delgaditos".

A estos alumnos la demostracién con material les ayuda a recuperar su hipotesis inicial de
equivalencia a través del corte y la superposicién de los pedazos, al ver la coincidencia de

las partes reconocen la equivalencia.

Tercer grupo

¢ Alumnos que son conservadores de area pero que no logran prever la equivalencia de
los repartos, centrandose en un primer momento en el nimero de pedazos para
determinarla o negarla, pero la aceptan frente a los argumentos o demostraciones con
material que algunos de sus compafieros presentan. Estos alumnos aunque son
conservadores de area no manejan aun la relacion 'el numero de pasteles y el nUmero

de nifios, determina el tamafio del 'pedazo”.

En el siguiente ejemplo, Héctor de segundo grado no prevé la equivalencia de los
resultados de repartir '3 pasteles entre 4 nifios', pero al superponer los pedazos la

reconoce. En este caso se comparan los siguientes resultados.

L LI
I
[ L]

[ ]

Un medio mas un cuarto a cada nifio Tres cuartos a cada nifio Doce dieciseisavos a cada nifio

Exp.: “Les voy a dar lo que les tocd al equipo 5 (reparto tipo {%+%}), al equipo 1 (reparto

11
R
4 4
equipo 5 o al equipo 1 le toc6 mas, menos o igual que al equipo 3, segun lo que
ustedes crean. Demuéstrenme lo que crean que sea cierto” (reparte el material).

tipo {%+ b y al equipo 3 (reparto tipo {%}). Me van a demostrar que al

Equipo 5: Mariana: (Sobrepone % sobre %) Dice que les tocé lo mismo.

- . . , 12 .
Lilia: “¢, Qué vamos hacer con los chicos?” (se refiere a los I del reparto tipo 5).
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H “ H H n 12
Mariana: “A ponerlos igual, encima” (entre los cuatro acomodan los 16 sobre los 2 que

. 1
estan sobrepuestos en el E).

Héctor: “jEntonces es lo mismo!” (asombrado).

Cuarto grupo

En este dltimo grupo estan los alumnos que no eran conservadores de area. Estos
alumnos estaban convencidos de que mientras mas pedazos tenian mas cantidad de
pastel habia, los argumentos de sus comparfieros no los convencieron y el tener a su
disposicién el material no les ayud6 para ver esa equivalencia. Las demostraciones de
equivalencia de sus compafieros a través de la superposicion de pedazos tampoco los

convencieron.

A continuacién mostraré como ejemplo un fragmento de la sesion en la que se repartio
‘1 pastel entre 2 nifios’. En esta sesion se generaron en segundo afio los siguientes

resultados al realizar el reparto:

(Dos cuartos a cada nifios) (Cuatro octavos a cada nifio) (Treintaidos sesentaicuatroavos a

O R

(Dieciseis Treintaidosavos a cada nifio) (Ocho dieciseisavos a cada nifio)

La mayoria de los alumnos afirmaba que al nifio que le habia tocado mas ‘pastel’ era al

que le habia tocado 32 pedazos (%) y al que le habia tocado menos era al que tenia

dos pedazos (%).
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Exp.: (Dice al grupo): “Fijense lo que les voy a preguntar. Aqui estan los pedazos que le
tocaron a este nifio, aqui los que le tocaron a éste, y aqui los que le tocaron a éste y a

. ~ . 32 2 16 4 8 .
éste (va sefialando los repartos tipo — ¢, <—¢, <=, <—r, Y - producidos por
64 4 32 8 16

los alumnos). ¢ Les tocd lo mismo a todos?”.

Austria: “Tiene mas el equipo dos (reparto tipo {% D, porque tiene treinta y dos pedazos”.

Claudia: “Tiene mas el equipo 5 (reparto tipo {%})”.

Israel: (Del equipo 2) “Tenemos mas los que tenemos treinta y dos pedazos” (reparto tipo
32
{a})-

Obs.: Todos los nifios gritan, se paran de sus lugares, van al pizarrén corriendo para sefialar
lo que dicen, se crea cierto desorden, no se entiende nada y se deja de defender lo
gue dicen los nifios.

Exp.: “Bueno, les voy a repartir Io que le tocé al nifio del equipo 5 (reparto tipo {%}) y al nifio

del equipo 3 (reparto tipo {%}) para que busquen una manera de demostrar si
tienen mas, o si tienen menos, o igual” (Entrega a cada equipo los pedazos que
corresponden a cada reparto {%} y {%} preguntandoles) “¢ Ustedes qué piensan?

Jtienen igual? (si el equipo responde “No, tiene mas el de ocho pedazos” o “Tienen
igual”, les dice): “Demuéstrenle a sus compafieros lo que dicen, que tienen mas o
tienen menos o tienen igual”.

Obs.: Una vez que los equipos tienen el material se disponen a trabajar.

Ignacio: (Acomoda los {%} por un lado y los {%} por otro) “Aqui es mas (dice a su
~ ~ 8 . o 2
compafiero sefialando los {E})’ tenemos ocho y aqui (sefala los {Z}) menos
porque son dos”

Lilia: (Dice a Mariana y Marisol) “Ustedes dicen que es lo mismo, ustedes demuéstrenlo”.

Ignacio: (Dice a su compafiero) “Entonces asi estamos bien, yo tengo mucho porque tengo
ocho y tu tienes poco porque tienes dos”.

Obs.: Mientras los equipos tratan de encontrar cémo demostrar lo que dicen, el
experimentador va con cada equipo Yy les pregunta si ya encontraron como
demostrarlo. Pide que le expliquen lo que hicieron.

Exp.: (Pasa al frente al equipo 4 para que explique).
Fabiola. “Tienen igual”.

Obs.: El grupo se desordena, algunos gritan que no es igual.
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Ignacio. “No, no tenemos igual, yo tengo ocho y ella dos”.

Austria: "Ella tiene menos porque tiene dos y el ocho es mas que el dos".

Cabe preguntarse si estos nifios estan comparando las cantidades de 'pastel' en base al
nuamero de pedazos, o bien, si han dejado de lado las cantidades de ‘pastel’ y sélo estan
comparando los numeros de pedazos, como si la pregunta hubiera sido ¢Quién tiene mas

pedazos?

Es probable que la mayoria de ellos estén en el primer caso. Comparan cantidades de
pastel centrandose so6lo en el numero de pedazos, y por lo tanto, manifiestan dificultad
para conservar la superficie cuando ésta sufre transformaciones de forma y nimero de
cortes (en particular, no logran ain compensar el nimero de cortes con el tamafio de los

pedazos).

Dentro de este grupo de alumnos, considero que existe un subgrupo que llega a
plantearse la posibilidad de la equivalencia si se cortan los pedazos, pero la niegan en
cuanto se vuelven a unir. De estos alumnos se puede decir que al menos se plantean una

manera de igualar los diferentes tipos de reparto.

En el ejemplo siguiente se estan comparando dos de los resultados de repartir

"1 pastel entre 2 nifios’: % y %. Veamos a Lupita como ejemplo de estos alumnos.

(Dos cuartos a cada nifio) (Ocho dieciseisavos a cada nifio)

Exp.: “A ver, el equipo tres expliquenos qué hicieron”.

Equipo 3: (Pasan al pizarrén).
Lupita: “Si estos dos (muestra los {%} los doblamos asi (a la mitad) y asi (otra vez a la

mitad) y lo cortamos, quedan igual que el otro (el reparto de {%})".

Exp.: “¢ Entonces son iguales?.

Lupita: “No. Si lo cortan tienen igual, si no, tienen menos”.

. . 2 .
Exp.: “Si cortan éstos (muestra los {Z})' ¢van atener mas pastel?”
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Lupita: “Si”.

Exp.: “¢ Y ustedes qué piensan? (pregunta al grupo).

Nifios: (Algunos gritan) “Si los cortan tienen mas pastel”
“Si los cortan es igual al de ocho”

(Otros gritan) “Es igual”

Il2 8 2

Lupita no cae en contradiccion. 2 es menos que E"’ pero 2 puede aumentar de

o . . 8
tamarnio al convertirse, mediante cortes, en E

Cabe preguntarse si un razonamiento asi se sostendria en una situacion real (me dan un

pastel, lo corto en pedacitos para tener mas), o si constituye un argumento cuya funcién

i . . . 8 . 2 . .
es solo dar coherencia a la estimacion de que 16 es mas que 2 y evitar asi hacer

explicita una contradiccion.

[11.1.2.5 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO
PROCEDIMIENTOS Y CONCEPCIONES DE LOS ALUMNOS EN LOS PROBLEMAS DE REPARTO

Repartos reales: Un problema significativo para alumnos de 1° y 2°. A lo largo de este
estudio hemos observado que los alumnos de primer y segundo grado pueden abordar
problemas de reparto. Se ha visto también que, para que los problemas de reparto
tengan sentido para los alumnos y den lugar a la movilizacion de sus recursos previos, es
necesario que los repartos no sean hipotéticos sino reales, es decir, si se van a repartir,

por ejemplo, ‘3 pasteles entre 4 nifios’, debe haber en el equipo 4 nifios.

Cortes por mitad. La estrategia de partir por mitades es la que han logrado dominar, ya
gue sin establecer un acuerdo previo explicito, todos los alumnos desde el primer
momento en el que inician el reparto hacen este tipo de cortes. Esta estrategia les

permite resolver exitosamente los repartos entre 2 y entre 4.

En los repartos entre 3, casi todos los alumnos usan la estrategia de partir por mitades,
sin poder prever aln que con ese tipo de cortes no podran resolver el problema, puesto
gue siempre les quedara un pedazo sobrante. S6lo después de hacer varios intentos
algunos nifios se dan cuenta de que deben partir el pedazo sobrante en tres partes. Sin

embargo, en general no llegan a cortarlo en tres pedacitos mas o0 menos iguales porque
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lo que hacen es partir s6lo una de las dos mitades que ya tienen a la mitad, obteniendo 3

pedacitos desiguales.

NUumero de cortes. La estrategia de partir por mitades para realizar los repartos propicia
que los alumnos obtengan resultados que dependen de la forma en que reparten y del
momento en el que dejan de cortar. Se observan las siguientes caracteristicas en sus

formas de cortar:

a) Sien un reparto en el que el nimero de pasteles alcanza para repartir de entrada uno
a cada nifo (por ejemplo ‘3 pasteles entre 2 nifios’), suele suceder que cada nifio
tome un pastel y el que queda lo corten sélo una vez por mitad y cada nifio se quede

con una parte.

En los repartos en donde el nimero de pasteles es menor que el niumero de nifios
(3 pasteles entre 4 nifios), puede suceder que corten sélo las veces necesarias para

gue a cada nifio le toque su parte. Primero 2 pasteles por mitad, reparten una a cada
uno y el tercer pastel lo cortan dos veces por mitad (%) para repartir un pedazo a

cada uno.

También sucede que al recibir el material, decidan de manera implicita, cortar los
pasteles en mitades sucesivas hasta que todos estén cortados en pedazos del

mismo tamafio para repartirlos en un segundo momento uno a uno a cada nifio.

b) EI nUmero de cortes puede estar influido también por la hipétesis que algunos nifios
manejan, a saber. a mayor numeros de pedazos mayor cantidad de pastel. Es
probable que el deseo de obtener mas pastel que los compafieros de otros equipos,

los lleva hacer mas y mas cortes.

Equitatividad y exhaustividad. En las situaciones de reparto entre 2 y entre 4 los
alumnos logran repartir equitativa y exhaustivamente y son capaces de identificar si los

repartos cumplen o no con estas dos condiciones.

En las situaciones de reparto entre 3, una buena parte de los alumnos (sobre todo en
primer afo), pierden alguna de estas dos condiciones al realizar los repartos. Reconocen

no haber cumplido con la condicion de la exhaustividad cuando no logran repartir el
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pedazo sobrante. En los casos en los que cortan el pedazo sobrante en tres partes

desiguales, no se dan cuenta de que no cumplen con la condicién de equitatividad.

Repartos equivalentes. Los alumnos de primero y segundo grado pudieron resolver
exitosamente el primer problema (repartir equitativa y exhaustivamente x pasteles entre 2
y 4 nifios), mediante la dicotomia sucesiva, generando una variedad de resultados
equivalentes. Esta diversidad permitié plantear el segundo problema (comparacién de
diferentes 'pedazos', producto de repartos idénticos). Se pudieron detectar diferentes

niveles de explicacion sobre la equivalencia o no equivalencia de los repartos.

Los alumnos que afirman que los productos de los repartos a comparar no son

equivalentes lo manifiestan utilizando los siguientes tipos de argumentos.

e Se centran en el nimero de pedazos dejando de lado la forma y el tamafio de los

mismos (“tiene mas el que tiene mas pedazos”).

e Se centran en la forma de los pedazos. Al comparar dos productos repartos
equivalentes formados con el mismo numero de pedazos pero de diferente forma,
toman en cuenta la forma de los mimos (“Este tiene mas porque es mas gordito y éste

tiene menos porque es mas flaguito”).

e Aceptan la equivalencia si y solo si los pedazos no se hubieran cortado, pero la niegan
porque se han cortado (por ejemplo: un medio partido en dos cuartos ya no es

equivalente a un medio sin partir por el solo hecho de haberse partido).

Debemos distinguir en este grupo de alumnos dos tipos de dificultad: 1) no poder
anticipar la equivalencia y 2) no aceptar la equivalencia a pesar de la comprobacion

empirica, mediante cortes y superposicion.

La no anticipacion del resultado se debe a que estos alumnos no han construido adn la
compleja relacion “repartos de un mismo nimero de cosas iguales, entre un mismo

numero de nifios, deben arrojar cosas iguales”.

Pero, no aceptar la equivalencia a pesar de la prueba empirica, pone de manifiesto otra

dificultad, la no conservacion del area.
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Conservar el area consiste en aceptar que la cantidad no se altera cuando no se agrega
ni se quita cantidad alguna, aun cuando la apariencia (la forma, el nimero de pedacitos)
cambie. Implica por lo tanto coordinar dos parejas de variables, inversamente
proporcionales: el largo y ancho de los pedazos (un crecimiento de lo largo se compensa
con una disminucion de lo ancho) o el nimero de pedazos y el tamafio de los mismos

(mas pedazos se compensa con pedazos mas chicos).

Por lo tanto, a estos alumnos, el material concreto a la vista y a la mano no les ayuda
para descubrir la equivalencia entre estos repartos. Estan convencidos de que mientras
mas pedazos tengan mas cantidad de pastel tienen, o de que la equivalencia no se da
por el simple hecho de que los pedazos estan cortados. En consecuencia, cuando se les
pide que verifiguen su hipétesis de no equivalencia con el material, no sienten la
necesidad de hacer algo con él. Sus compafieros no logran convencerlos de la
equivalencia a pesar de los esfuerzos que realizan por demostrarselas a traves de la
superposicion de los pedazos, y mucho menos a través de sus argumentos sobre su

igualdad.

En el otro extremo estan algunos alumnos, pocos, que logran anticipar la equivalencia de
los diferentes tipos de repartos presentados y que ademas logran establecer una relacion

que da cuenta del avanzado nivel de explicacion que tienen sobre este problema.

Carlos fue un caso excepcionalmente claro: manifesté no solamente ser conservador de
area al demostrar empiricamente la equivalencia de los resultados de los repartos que se
compararon mediante el corte y superposicién de los pedazos de papel, sino que, a
través de sus argumentos, demostré de una manera casi explicita, el manejo de la
relacién ‘a igual nUmero pasteles e igual nimero de nifios corresponde igual tamafio del

pedazo, independientemente de la forma en que se hagan los cortes’.

Pudo anticipar que solamente si se aumentaba o diminuia el nimero de pasteles,
conservando la variable nimero de nifios entre los que se haria el reparto, la cantidad de

pastel que le tocaria a cada nifio cambiaria:

“Queda igual (dice enojado y contina). Si les da cinco pasteles a un equipo y seis pasteles
a otro, entonces si gana el de seis, pero si nos da a todos un mismo pastel, entonces nos
toca igual y nadie gana”.
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Para los alumnos como Carlos, que son conservadores de area y ademas manejan dicha
relacion, el material concreto ya no es necesario para convencerse de la equivalencia de
los resultados de los repartos (al menos en estos casos). Hacen uso del material solo
para demostrar a sus compafieros su hipétesis. Para ellos, dicha equivalencia tiene ya el

caracter de necesaria y evidente, no necesitan ya de demostraciones empiricas.

Entre estos dos extremos, el de Carlos que anticipa la necesidad de equivalencia y el de
los nifios que no la aceptan ni mediante la comprobacién empirica por no conservar ain
el area, hay otro grupo de alumnos que son conservadores de area, pero que todavia no
logran manejar la relacién entre ‘nimero de pasteles, nUmero de nifios y tamafio del

pedazo’.

Estos alumnos logran intuir la equivalencia en ciertos tipos de reparto y recurren a las
comprobaciones empiricas para demostrarla. Sin embargo, el hecho de que demuestren
ser conservadores de area, no significa que puedan anticipar la equivalencia en todos los

casos.

Cuando los resultados de los repartos son muy variados (gran cantidad de pedazos,
pedazos con formas poco usuales dificiles de ubicar a simple vista dentro de otros
pedazos), estos alumnos, regresan a su esquema anterior centrdndose en el nimero de

pedazos o en su forma para determinar la equivalencia o no equivalencia de los repartos.

Es para estos alumnos para quienes el uso del material concreto es de gran utilidad para
descubrir, a través del corte y de la superposicion de los pedazos, la equivalencia de
esos repartos, recuperando asi la explicacién de equivalencia que sostenian en casos

mas sencillos. Erika es un ejemplo claro de este grupo de alumnos.

En resumen, identificamos tres grupos de alumnos en funcién de las relaciones que

logran poner en juego:

e Los alumnos que anticipan la equivalencia los resultados del reparto sin necesidad de
comprobacion empirica: conservan el area y manejan la relacion “a repartos iguales
corresponden pedazos iguales”. Hay en este grupo muy pocos nifios, solo se tiene un
caso bien documentado.

e Los alumnos que sé6lo anticipan la equivalencia de los resultados del reparto en casos

sencillos, y que, en los casos mas complejos, pueden constatar la equivalencia
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mediante la prueba empirica (cortes y superposicion). Estos alumnos no manejan la

relacion antes dicha, pero ya son conservadores de area.

e Los alumnos que no aceptan la equivalencia ni cuando se hace la prueba empirica.
Estos alumnos no son aun conservadores de area. Pueden realizar cierto tipo de
repartos, pero no pueden considerar aun las equivalencias simples, a nivel concreto,

como la de una mitad con dos cuartos.

En cuanto al material concreto, se puede concluir que, para los alumnos que estan en los
extremos, por un lado los que aun no son conservadores y por otro lado los que ya
manejan la relacion ‘nimero de pedazos, nimeros de nifios, tamafio del pedazo’, tener el
material concreto no les fue util para descubrir la equivalencia, por distintas razones a
unos que a otros. Es para los alumnos que estan en una etapa de transicién, es decir
para quienes son conservadores pero que aun no construyen la relacion mencionada,
para quienes el material concreto fue de gran utilidad para comprobar de manera
empirica la equivalencia. Lo anterior constituye un ejemplo del caracter relativo de la

validacién empirica, relacionado con los conocimientos de los nifios (Block, 1991).

Queda claro también, que la construccion de ‘la relacion entre el nUmero de pasteles, el
namero de nifios y el tamafio del pedazo’, implica ser conservadores de area, pero que

ser conservador de area no necesariamente implica manejar la relacién mencionada.

VALOR DIDACTICO DE LAS SITUACIONES PLANTEADAS

Cabe preguntarse: ¢como logré Carlos construir la relacién que le permite anticipar la

equivalencia de los resultados de los repartos?

Considerar que la serie de situaciones didacticas planteadas lograron que Carlos
construyera la relacibn mencionada seria un error, como lo seria también pensar que la
nocion de conservacion de area la adquiririan los alumnos a través de situaciones como
éstas. Es sabido que la adquisicion de este tipo de nociones y relaciones dependen del
proceso de maduracidn cognitiva de cada individuo y de la experiencia con el mundo

fisico que va mas alla de unas cuantas sesiones de clase en la escuela.

Lo que seguramente si logré construir Carlos a partir de las situaciones didacticas
planteadas, de las discusiones que se dieron al interior de los grupos sobre la

equivalencia de los repartos, fue la explicitacién de la relacibn mencionada, producto de
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las reflexiones que hizo sobre el problema, en la busqueda de argumentos que lograran

convencer a sus comparieros de su hipotesis.

Si bien la construccion de ciertas operaciones y relaciones como la conservacion de area,
la relacién ‘nimero de pasteles, nimero de nifios, tamafio del pedazo’ no se dan
solamente como consecuencia de las situaciones didacticas planteadas, se considera en
cambio que estas situaciones pueden formar una parte importante de la experiencia que

ayudara a los nifios en el proceso de construccion de las mismas.

En la misma direccidon, considero importante destacar el valor didactico de las
confrontaciones colectivas. Frente a la necesidad de mostrar la veracidad de sus
hipotesis, los alumnos se vieron motivados a probarlas y a defenderlas buscando
argumentos, cada vez mas contundentes (para ellos) basados en la comprension, en la
apropiacion y en la reflexion sobre el problema que les permitié avanzar en la elaboracion

de sus hipétesis.

Cabe destacar que en este tipo de situacion no se trata de llegar necesariamente a
acuerdos o0 a resultados correctos®, el papel central del maestro no es dar informacion,
sino organizar la actividad a través de la cual los alumnos van a aprender, coordinar las
discusiones en las que los propios alumnos son los que van marcando las metas sobre el
contenido que se estd manejando, presentar los contra-ejemplos que permitan a los
alumnos cuestionar sus hipotesis y los lleven a reflexionar sobre el problema. Lograr esto

es una tarea dificil.

[11.1.3 LOS uUsSOS DEL NUMERO NATURAL QUE HACEN LOS NINOS DE PREESCOLAR Y

PRIMERO Y SEGUNDO DE PRIMARIA AL PARTIR Y REPARTIR

En México, un grupo de investigadores, encabezados por Figueras, realizé un estudio
longitudinal con 17 nifios de 4 a 8 afios de edad durante dos ciclos escolares (1993-1994
y 1994-1995). Los nifios de la muestra cursaban el 2° y 3er grado de preescolar (6 y 4
nifios respectivamente) y el 1°, 2°, y 3er grado de la educacion primaria (4, 2 y 1 nifios
respectivamente). En la programacion de esta investigacion se pretendia entrevistar seis
veces a cada uno de los nifios de la muestra a lo largo de los dos periodos escolares con

los siguientes propésitos (entre otros):

36 . .
Seria prematuro para la mayoria de los alumnos.
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“Caracterizar las principales estrategias que los nifios planean y llevan a cabo en la
resolucién de problemas en los que subyacen los primeros conocimientos de nimero natural
y del racional” (Olvera, 2000:2).

“Explorar los usos que hacen los nifios de los conocimientos matematicos informales y de los
gue van construyendo en la escuela acerca de los niimeros naturales y fraccionarios
(Martinez, 2001:35).

La informacién recabada en las 66 entrevistas logradas, proporcioné informacién que ha

sido parcialmente analizada y reportada recientemente por Olvera, (2000) y Martinez,

(2001) quienes se abocaron al andlisis de algunas de las entrevistas en las que los nifios

resolvieron situaciones de reparto de cantidades discretas y continuas.

La metodologia usada en este proyecto de investigacion fue la siguiente:

Entrevistas individuales de tipo clinico (videograbadas) en las que se experimentaron,
entre otras, algunas situaciones de particion y reparto de cantidades discretas y

continuas.

En algunas de estas situaciones se utilizaba material concreto (discreto o continuo)
para que los alumnos realizaran sobre ellos las acciones de particion necesarias y
repartirlas entre 2, 3 0 4 nifios representados por mufiecos de cartdén o, para dividirlas
en mitades, tercios o cuartos. Cuando los alumnos terminaban de realizar las
particiones solicitadas, se les planteaba una situacién familiar con la intencion de
ayudarlos a relacionar los nombres de las fracciones obtenidas en los repartos

anteriores.

En otras situaciones, los experimentadores utilizaron representaciones graficas de
figuras planas—las mas usuales para la ensefianza de las fracciones— que podian
simbolizar diferentes objetos de la vida real (galletas, pasteles, chocolates, etcétera).
Sobre estas figuras los alumnos debian realizar particiones simbdlicas entre 2, 3y 4
mediante lineas dibujadas sobre las figura. Cabe sefialar que la superficie de estas

figuras a veces estaba previamente dividida en partes iguales y a veces no.

Las situaciones de particién y reparto de cantidades discretas y continuas utilizadas en

esta investigacion fueron, en parte, disefiadas por Figueras, Mochon y Ramirez (1991) y

en parte, retomadas—con algunas modificaciones— de otros estudios {Kieren (1983);

Hunting y Sharpley (1988); Linchevsky y Vinner (1989); Figueras y Nemirovsky (1990);
Pepper y Hunting (1998) y Bell y Bassford (1989)}.
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Olvera, (2000:217) sefala que si bien pueden identificarse varias lineas de investigacion
cuyo propésito es:

Encontrar los posibles vinculos entre el desarrollo del concepto de nimero natural y del
racional.

pueden destacarse dos tendencias:

a) la que busca observar la influencia de las competencias de los nifios asociadas con el conteo
para resolver problemas de reparto (Pepper, 1991; Davis y Pepper, 1992; Pepper y Hunting,
1998) y

b) la que busca encontrar procesos cognitivos comunes en el desarrollo de ambos conceptos
(Figueras, 1994, 1996).

Esta ultima linea de investigacion, ha permitido a Figueras elaborar la siguiente hipétesis
apoyada en los resultados de investigaciones previas (Figueras, 1988; Figueras y

Nemirovsky, 1990%; Figueras, Mochon y Ramirez, 1991); entre otras.

“La génesis de los conocimientos de los niUmeros racionales esta intimamente relacionada
con la de los nimeros naturales” (Figueras, 1994, 1996:185).

[11.1.3.1 RESOLUCION DE PROBLEMAS DE REPARTO DE CANTIDADES DISCRETAS

A continuacion se describen las situaciones sobre las que Olvera, (2000) y Martinez,
(2001) realizaron el andlisis de las estrategias de solucion y las respuestas que dieron los

alumnos al resolver problemas de reparto de cantidades discretas.

123 entrevista

Propdsitos: “Explorar el significado que le dan los nifios a la palabra repartir; identificar las
estrategias que utilizan los nifios para repartir colecciones y, como usan los nifios sus
conocimientos sobre el nimero natural al resolver estas situaciones”.
(Martinez, 2001:60)

Situaciones de reparto de colecciones de
objetos Materiales y otras observaciones

1. Repartir 15 pelotas en 3 cajas del mismo | Unidades idénticas en forma y tamafio (5 rojas, 5
tamafio. verdes y 5 azules) no divisibles.

2. Repartir 18 canastitas en 3 cajas del | Unidades idénticas no divisibles.
mismo tamafio

3. Repartir 20 abatelenguas en tres cajas del | Unidades idénticas y susceptibles de dividirse.
mismo tamafio

37 Otros estudios derivados de esta investigacion fueron elaborados por: Cazares, (1994); Ramirez, (1994).
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La primera entrevista contenia otras actividades para explorar los conocimientos de los
niflos sobre los niumeros naturales y sus estrategias de conteo. Dado que nuestro interés
es exclusivamente el analisis de las situaciones de reparto, sélo se describen las

situaciones relacionadas con esta problematica.

32 entrevista, 12 parte

Propdsito: Identificar estrategias relacionadas con la equiparticion de conjuntos formados por
unidades compuestas®® entre dos. (Martinez, 2001:82).

Materiales y otras
Situaciones de equiparticion de unidades compuestas observaciones

“Esta familia hizo estos sombreritos. Esteban y Luis van a |- Mufiecos de papel (tres nifios y
venderlos al mercado y cada uno va a poner un puesto de | un adulto).

sombreritos.
- Cuatro grupos de nueve

. ¢.cémo piensas que le harias para repartir los sombreritos a | sombreros para repartirlos
Estebany a Luis? entre dos nifios (mufiecos).

¢, Qué tanto le toco a Luis?

¢,De qué otra manera le podrias llamar a lo que le tocé a Luis?

“Luis y Esteban acababan de repartirse los sombreros cuando | e Modificacion de un reparto

lleg6 su hermano Juan para ayudarles a vender en otro puesto. de unidades compuestas.

... ¢Como piensas que le harias para repartir los sombreritos a | - Dos grupos de 18 sombreros

Juan, Esteban y a Luis) (9 en cada uno) para
repartirlos entre 3 nifios

¢Les tocd lo mismo a cada nifio? ¢, Por qué? ~
(mufiecos).

De todos los sombreros que hizo la familia ¢, qué tanto le toco a
Luis?

32 entrevista, 22 parte

Propdsito: Identificar las estrategias que usan los nifios para reconstruir el todo conociendo una
de las partes y el nimero de personas entre las que se hizo el reparto. (Martinez,

2001:99).
3. Alma, Marcial, Maru y Pancho son otra familia que también - Frente a uno de los mufiecos
hace sombreros. Si todos hicieron igual de sombreros que hay una pila de sombreros de
Alma ¢ .cuantos sombreros hizo esta familia? 2 0 5 unidades simples.
¢, Qué parte de los sombreros de esta familia hizo Alma?

En el Anexo 2 se muestra una tabla en la que se resumen las estrategias de solucion
observadas por Olvera y otra tabla con las estrategias de solucion observadas por

Martinez.

% Olvera (2000) y Martinez (2001) llaman unidades simples a cada uno de los objetos que constituyen una
coleccidn y unidades compuestas a la unidad fraccionaria conformada por dos o mas objetos.
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Olvera clasifica las estrategias de reparto utilizadas por los alumnos apoyandose en las
categorias de Kieren (1983:8 y 9) que se presentan en las dos primeras columnas de la
siguiente tabla. La dltima columna presenta los nombres de los nifios que utilizaron esa(s)

estrategia(s) durante el proceso de resolucion de los problemas de reparto de cantidades

discretas.

Las pusieron en

e Conductas “mixtas” de reparto

Categorias Subcategorias juego
Separacion ¢ Dividir el conjunto dado (o la cantidad)
e Dividir en un nimero apropiado de conjuntos
. . o Oswaldo, Oscar
o Clasificar atendiendo a otro criterio distinto del
namero
e Usar un criterio de division diferente al de la
‘igualdad’
. . Oswaldo, Oscar,
Igualdad o e Algunos conjuntos son iguales, otros no
cumplen con ése requisito
Suficiencia
R d funcion d iterio d Sak, Oswaldo,
e Reacomodo en funcién de un criterio de Oscar y Omar
igualdad
. . Omar, Oswaldo,
¢ Repartir empleando un apareamiento
B Y Sak, Oscar,
Particion e “Reparto” de uno en uno
algoritmica Omar, Oswaldo,

Oscarr,

La particion y el

e Vincular la ‘“igualdad” con el namero o el

tamafio de las particiones resultantes

e Generalizacién de la particibn —descripcion

ndmero del proceso y los resultados de una particion
asociada a nimeros grandes— por ejemplo,
en 100 partes
Particion e Particion repetida
avanzada e Dada una particion, transformarla afiadiendo

al nimero de particiones o bien reduciendo
su namero

Dada una particion, visualizar otra inmersa
en la anterior

Olvera encuentra que los nifios de preescolar y primaria pueden resolver situaciones de

reparto de cantidades discretas utilizando “... dos procesos cognitivos relacionados con el
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concepto de numero natural para resolver problemas de reparto de cantidades discretas:

la correspondencia uno a uno y la clasificacién (Olvera 2000:218)".

Martinez no clasifica las estrategias de Stefany y Mirna como lo hace Olvera, ya que
considera que éstas no encajan en las categorias de Kieren dado que utilizan a la vez
distintas estrategias en cada una de las situaciones a saber: criterio cromético
(clasificacion y reparto por color), correspondencias n a 1; iteracion de unidades
fraccionarias (sombreros que forman una unidad compuesta), la descomposicion de

unidades compuestas grandes para formar grupos mas pequefios y la compensacion®

Olvera y Martinez encuentran, que la estrategia privilegiada para realizar repartos de

unidades simples es la correspondencian a 1.

En las situaciones de reparto de unidades compuestas (pilas de sombreros), Martinez
encuentra dos estrategias, independientemente de que éstas llevaran o no a la resolucién

del problema:

a) descomponer grupos grandes en grupos mas pequefios estimando visualmente la

altura de los grupos pequefios para igualarlos mediante compensacionesy,

b) descomponer unidades compuestas en unidades simples para repartirlas

mediante correspondencias 1 a 1 o n a 1, previamente calculadas.

Ambos investigadores citan a Kieren, (1983) quien considera que los conocimientos
previos que se ponen de manifiesto en los procedimientos empiricos que utilizan los
alumnos, para resolver problemas de particion y reparto, son el punto de partida para
llegar a un conocimiento formal del nimero racional; que el lenguaje para indicar el
resultado del reparto, es utilizado por los niflos mas pequefios de manera limitada,

relacionada con sus experiencias cotidianas.

Citan también a Piaget y, entre otros, a investigadores como Gelman y Gallistel, (1978);
Fuson, (1988); Hunting y Sharpley, (1988), quienes coinciden en considerar a la

clasificacion y a la correspondencia uno a uno como algunos de los recursos que

¥ Cabe hacer un comentario sobre el tipo de material utilizado en los trabajos de Olvera y Martinez: me
parece que la estrategia de reparto mediante el criterio de color, fue favorecida por las caracteristicas del
material que se utilizd (3 sub-colecciones de 6 pelotas de diferente color) y las condiciones del reparto
(entre 3). Es probable que esta estrategia no hubiera aparecido si las pelotas hubieran sido de un solo color.
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permiten a los alumnos aprender a contar, asociar el nombre de cada niumero de la serie

gue dicen con cada uno de los objetos que sefialan y, a construir el concepto de numero.

Apoyandose en los resultados de los investigadores citados, Martinez y Olvera sostienen

lo siguiente:

"... la clasificacién y la correspondencia uno a uno son factores fundamentales para la
construccion de los conceptos tanto del nimero natural como del racional. Su uso por
parte de los nifios se caracteriza de acuerdo al nivel de desarrollo en que se ubiquen,
pero regularmente se encuentran presentes en situaciones que se asocian con uno o
con otro concepto. (Olvera, 2000: 174).

Respaldan sus afirmaciones anteriores tomando en cuenta los procedimientos utilizados

por Omar, Mirna y Stefany:

“

. aun cuando Omar no tiene un conocimiento aritmético bien estructurado del
ndmero natural no constituye un obstaculo para resolver las tareas de reparto
asignadas. (...) se puede argumentar que Omar se encuentra en un proceso de
construccion de los conocimientos aritméticos en los que subyacen los conceptos del
ndmero natural y racional usando para ello procedimientos comunes que apoyan la
generacion de conocimientos asociados a dichos conceptos”. (Olvera, 2000: 175).

Los distintos procedimientos que las dos nifias ponen de manifiesto ... (al repartir
cantidades discretas)*® permiten suponer que la construccion del conocimiento del
namero racional requiere de varias competencias numéricas y no sélo de unas en
particular y a su vez algunas de estas herramientas mentales también juegan un papel
importante en la construccion del conocimiento del nimero natural. (Martinez,
2001:216).

A este respecto Figueras (1996), y Figueras, Mochén y Ramirez (1991), sostienen:

“Las habilidades numéricas vinculadas a la eficiencia en el *“conteo”, no
necesariamente forman una base para la resolucién de los problemas verbales de
reparto y particion”. (Figueras, 1991:9).
En cuanto al fraccionamiento de la unidad, ningun nifio opt6 por fraccionar los palitos para
lograr un reparto equitativo. A este respecto Olvera y Martinez sefialan que pudo influir en
esta actitud el tipo de material que se utilizé (abatelenguas de madera) o, la idea que se

inculca a los nifios de que el material que se usa en la escuela no debe romperse™.

9 o escrito en el paréntesis lo agregué para contextualizar el texto de Martinez.

4 ¢ Qué sucederia si en vez de abatelenguas de madera usaran tiras de papel o cartoncillo?. Quizas en este
caso se les hubiera ocurrido a los alumnos doblar y cortar logrando implicitamente la equitatividad y
exhaustividad en el reparto.
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111.1.3.2 RESOLUCION DE PROBLEMAS DE REPARTO DE CANTIDADES CONTINUAS

A continuacién se describen la situaciones de reparto de cantidades continuas que
enfrentaron los alumnos en la 22 entrevista y, en el Anexo 3 se presentan los
procedimientos que utilizaron los alumnos para resolverlas. Mas adelante resumiré los
resultados del andlisis de Olvera y Martinez sobre las estrategias de solucién de los

alumnos.

22 entrevista

Propésito general: “Identificar las posibles estrategias de anticipacion, particion y verificacion que los
nifios utilizan en un reparto de una cantidad continua en cuatro y en tres partes iguales, asi
como los vocablos que utilizan para denominar tales fracciones”. (Olvera, 2000:180)

Situaciones de reparto de cantidades continuas

Propésitos especificos y/o materiales que se
utilizaron

1. Este sefior es duefio de una fabrica de cuerdas.
Y estos nifios (4) fueron a visitar la fabrica de
cuerdas. Cuando termina la visita el sefior les
regala esta cuerda para que hagan unas reatas.

¢ Podrias ayudar a repartir la cuerda entre los
nifios?
¢Coémo le harias?

Marca con un plumon el lugar donde cortarias la
cuerda.

¢Las reatas que obtuviste, ¢son del mismo
tamafo?

¢ Cémo puedes saber si las reatas son del
mismo tamafo?

¢, Puedes decirle a (alguien) cémo le hiciste para
repartir la cuerda?

¢, Qué tanto de la cuerda le toco a cada nifio?

2. Misma situacién que la anterior pero entre
tres nifios.

- Cuerdas de la misma longitud, plumones de
colores diferentes, tijeras y 5 mufiecos de papel
(un adulto y cuatro nifios).

- El entrevistado tiene a la vista los mufiecos entre
los que se debe hacer el reparto.

- A la unidad se le llama ‘cuerda’ y a la fraccién
‘reata’.

- Si los alumnos no tenian éxito en la equiparticion
entre 4 y entre 3, se les solicita hacerla entre 2.

3. Comparacion de los resultado en cada
reparto.

. Establecer relaciones de orden.

4. Situacién familiar con la que se intenta
ayudar a los alumnos a relacionar el término
‘medio’, ‘mitad’, tercio y tercera parte con el
resultado de los repartos anteriores.

o Nombrar a cada parte resultante de los
repartos anteriores “mitad” o ‘cuarta parte’

- El experimentador dobla una cartulina a la mitad.
Pregunta como le llamaria a cada una de las
partes, si no lo sabe se le indica.

5. Representacion escrita de los resultados de
un reparto diferente, en el mismo contexto.

. Relacionar el término ‘mitad’ con el resultado
de un reparto en 2 partes iguales.

- Dibujo de una nifia, con dos cuerdas del mismo
tamafio y un nifio con una cuerda dividida en dos
partes iguales.
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En estas entrevistas no se pidié a los alumnos, de manera sistemdtica, que anticiparan
coémo iban a partir; ni en todos los casos se les invitd a realizar nuevos intentos para
resolver el problema. Ademas, si al terminar de realizar los repartos, los alumnos no
usaban de manera espontanea los nombres de las fracciones para indicar sus resultados,
se les planteaba una situacion més familiar para que los alumnos lograran establecer una
relacion entre los nombres de las partes obtenidas y los resultados de los repartos que

habian realizado anteriormente.
NUMERO DE CORTES Y NUMERO DE PARTES QUE SE OBTIENEN

Los alumnos de 1° y 2° de primaria (Sak Nikte, Mirna y Oscar), logran desde el primer
intento anticipar los cortes que deben hacer para obtener las cuerdas que necesitan en
cada problema. Los de 3° de preescolar (Oswaldo y Stefany) hacen tantas marcas de
corte como numero de cuerdas necesitan y Omar (2° de Presc.), al resolver los tres
problemas de reparto de longitudes, al parecer no toma en cuenta ninguno de los datos,
excepto en el primer intento del segundo problema. Ademas, este ultimo nifio y Stefany

(3° de Presc.) no consideran necesario repartir la cuerda sobrante.
ESTRATEGIAS PARA PARTIR EL TODO CONTINUO

Olvera destaca diferencias importantes en las estrategias de particion utilizadas por los
nifios. Sefala que la estrategia “estima visualmente para equidistribuir (las marcas de
corte)” la usaron los tres niflos més grandes de la muestra que cursaban,
respectivamente, el 3° de Presc. y 1°y el 2° de primaria. La estrategia de doblar el cordon
por mitades , la usaron dos nifios, uno de primero y uno de segundo, para realizar el
reparto entre 4. Y la estrategia de doblar la cuerda en tres partes iguales sélo la utilizo el
nifio que cursaba el 2° grado de primaria. Esta observacion le permitié a Olvera concluir lo

siguiente:

“Al parecer, las estrategias de particion usadas por los nifios sufren una evolucién de
acuerdo con la edad que cada uno de ellos tiene, esto es, el nifio mas pequefio usa
procedimientos menos eficientes que no cumplen con los requisitos necesarios para la
solucién del problema y los niflos mayores van incorporando estrategias mas
sistematicas que les permiten obtener el resultado deseado”. (Olvera, 2000: 206)

Martinez encuentra que Stefany (3° de preescolar) y Mirna (1° de primaria) estiman
visualmente la distancia en la que hacen las marcas, destaca la estrategia de Stefany

quien al resolver el primer problema (1 cuerda entre 4), pone en juego un criterio
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diferente a los que utilizaron los demés alumnos: considera una de las magnitudes de los
mufiecos (ancho) para determinar el tamafio de las reatas. Martinez destaca que esta
estrategia se justifica en una situacion real porque una reata debe ajustarse al tamafio de

quien la va a utilizar.
ESTRATEGIAS DE VERIFICACION DE LA IGUALDAD DE LAS PARTES

Olvera sefiala que no es posible observar una evolucion entre las estrategias utilizadas

por los alumnos y las clasifica de la siguiente manera™**:
a) Usar procesos de medicion

b) Estimar visualmente

¢) Comparar fisicamente la cuerda después de cortarla
d) Por dicotomia

e) Comparar fisicamente las cuerdas sin cortarlas

Sobre la manera en la que los alumnos establecieron relaciones de orden entre los
resultados de los dos repartos realizados (una cuerda entre 4 y una cuerda entre 3),
Olvera encuentra gque los nifios mas pequefos (Omar, Oswaldo y Sak Nikte) y Mirna en el
caso de Martinez, comparan las longitudes de las reatas mediante estimaciones visuales.
Usan términos referidos al tamafio de pedazo (méas grandes, medianas, mas medianitas,
chicas) para establecer relaciones de orden . En cambio, Oscar (7 afios, 2° de Prim.) toma
en cuenta las variables ‘nimero de unidades y nimero de personas’ para determinar que
entre mayor sea el nimero de personas entre las que se hace el reparto de una misma

unidad el pedazo es mas chico™®.

En cuanto a las expresiones que los alumnos usan para indicar cuanto de la cuerda le
tocd a cada uno de los nifios, en los repartos realizados, Olvera y Martinez sefialan que
los alumnos utilizan, de manera espontanea, expresiones pre-numéricas como: poco,
menos, mas, mucho, ademas del uso de los numeros naturales uno, dos, ... . Otras
expresiones en las que subyacen nociones vinculadas con los ndimeros racionales,
también son utilizadas por los alumnos, por ejemplo: iguales, una parte de la cuerda,

media parte, la mitad.

2 con respecto a la forma en la que Olvera clasifica estas estrategias, considero que no es del todo clara
debido a que las estrategias b), ¢), d) y €) son procesos de medicion y por lo tanto estan incluidas en a).
B Al igual que Carlos, el alumno de 2° grado del estudio de Davila (1991).
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En la situacién familiar disefiada para ayudar a los nifios a relacionar los nombres de

ciertas fracciones con los resultados de los reparto, sélo Mirna y Oscar identifican el

término ‘mitad’ para sefialar la parte que se obtiene al partir un todo continuo en dos

partes iguales pero en otras situaciones también la utilizan para denominar otros pedazos

0 partes que no son mitades.

A continuacion revisaremos el andlisis realizado por Martinez sobre el primer problema de

particibn en contextos continuos planteado en la quinta entrevista asi como las

situaciones de reparto de la sexta entrevista.

52 entrevista

Propdsito: Identificar: los distintos trazos que usan los nifios para dividir entre cuatro una

misma figura (Olvera, 2000:113-115)

Situaciones de particion de cantidades continuas

Materiales y otras
observaciones

Divide entre cuatro cada cuadrado de diferentes maneras. Representa
cada forma de partirlo en los cuadrados que aparecen a continuacion.

Problema 1 Problema 2

- En estas situaciones no se

utiliza material concreto sino
hojas de papel blancas o
cuadriculado en las que se
trazaron las formas
geométricas mas usuales en la
enseflanza para representar
fracciones unitarias.

- Plumones de colores.

Martinez sefiala la diferencia entre los problemas planteados en la 32 entrevista (particién

de longitudes) y los problemas planteados en la 12 parte de la quinta entrevista de la

siguiente manera.

En este caso: “ ... Aunque siguen siendo objetos concretos, éstos ahora se encuentran
representados en una hoja de papel y sobre ellos se pretende que los nifios lleven a cabo
acciones con el lapiz, por ello la accién de repartir o fracturar se puede considerar como
simbdlica y el objeto sobre el cual se pretende que se centre la atencién es el area y ademas
el criterio de igualdad de las partes se transfiere a la igualdad de areas. En ese sentido las
acciones que deben realizar los nifios son distintas. (...) se representan los resultados de las
acciones pero no son en si mismas las propias acciones; es a esto a lo que se llama

particion grafica”. (Martinez, 2001:145)
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En el siguiente grafico se muestra como resolvié Mirna el primer problema después de

anticipar en cada caso la manera en la que planeaba dividir la hoja.

Divide entre cuatro el cuadrado de diferentes
maneras. Representa cada forma de partirlo en los
cuadrados que aparecen a continuacion.

Respuestas de Mirna (Martinez, 2001:157)

Martinez destaca que Mirna hace uso de sus conocimientos adquiridos en la vida
cotidiana para realizar los trazos, ya que de manera inmediata divide el cuadrado a) y el
b) con una ‘cruz’ y un ‘tache’. Al realizar estas acciones, a mano alzada, genera partes
desiguales mismos que identifica. Martinez sefiala que esta imprecision en los trazos se
deben a errores motrices finos o, como sefiala Streefland (1993), la desigualdad de las
partes obtenidas se debe més a una carencia de habilidades técnicas para realizarlas que

a una falta de comprension de lo que significa hacer particiones equitativas.
Frente a las estrategias de particion comentadas, Martinez apunta:

“Indudablemente la menor despliega un cimulo de conocimientos, que no
precisamente son habilidades o estrategias ensefiadas en la escuela para equipartir un
cuadrado”.

(..)

“El criterio de igualdad se sustenta fuertemente en la visualizacion al parecer
considerando forma y tamafio que conduce matematicamente a la congruencia’
(Martinez, 2001:165)
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Martinez considera los términos que Mirna utiliza para comparar los pedazos obtenidos
en el cuadrado €), como un indicio de que Mirna toma un pedazo (un cacho) como unidad

de medida de superficie para compararlo con los otros:

El experimentador pregunta a Mirna si las partes que obtuvo en el cuadrado €) son 0 no

iguales.

Mirna: No.

Exp.: ¢No, por qué no?

Mirna: Todas son diferentes.

Exp. ¢Por qué todas son diferentes?

Mirna: Si ésta tiene un cacho y éste tiene un poco mas de cacho, éste un cachito, ésta
ocupa mas del cacho, pues si, no son iguales.

Aunque en el documento no se indica, es probable que el primer ‘cacho’ que Mirna

sefiala es el que esta en la parte superior del cuadrado “e”.

En cuanto al problema 2 (cuadrados trazados en hojas cuadriculadas), Martinez comenta
gue se suponia que el papel cuadriculado facilitaria a los alumnos la resolucion del
segundo problema. Sin embargo, Mirna tuvo mas éxito en la particion de unidades sin
estructura que con unidades estructuradas. Concluye que las subdivisiones dadas por la
cuadricula, fueron para Mirmma un obstaculo que le dificult6 usar el conteo o
correspondencias uno a uno para realizar las particiones necesarias, 0 pensar en la
posibilidad de utilizar los procedimientos con los que tuvo éxito en la particion de los

cuadrados sin subdivisiones previas.

En la siguiente pagina se describen las situaciones derivadas de un reparto que
enfrentaron los alumnos en la sexta entrevista, en las que segun Martinez, subyacen las

nociones de razén y proporcion simple.
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62 Entrevista

Propésito: Explorar las actuaciones de los nifios de los primeros grados de primaria al resolver

problemas de proporcién simple.

Situaciones de particién de cantidades
continuas

Propoésitos especifico y/o materiales
gue se utilizaron

La pizzeria ‘Las sabrosas’ hace su inauguracion,
todos los clientes que lleguen hoy comeran gratis

- De esta situacién se derivan 7 problemas

1. Juan y Maria llegaron muy contentos, se
sentaron en una mesa y el mesero les trajo tres
pizzas para los dos.

- Reparte las pizzas entre Juan y Maria de
manera que los dos coman ‘lo mismo’.

- ¢Les tocd lo mismo a Juan y Maria?
- Cuanto le toc6 a Juan?

- Escribelo para que Alma que esta en el otro
salon sepa cuanto le diste a Maria.

- Dos nifios (mufiecos de cartén) y 3 pizzas
circulares (de masa).

2. Misma situacion pero el reparto es 6 pizzas
entre 4 nifios (Antonio, Ana, Angel vy
Alejandra).

- 4 nifios (mufiecos de cartén) y 6 pizzas
circulares (de masa)

3. Con los resultados a la vista de los dos
repartos anteriores, se plantean las siguientes
preguntas:

-¢,Comieron lo mismo? o
-¢Juan comié mas que Antonio? o
-¢Juan comié menos que Antonio?

e Comparacion de los resultados anteriores,
representados graficamente

e Se debe concluir que la pizzeria da a cada
persona la misma cantidad.

4. Llegaron seis nifios. ¢ Cuantas pizzas les trae
el mesero?

- Hojas con el dibujo de 6 nifios
e Dada la parte, encontrar el todo.

5. El mesero llevé a la mesa 12 pizzas. ¢ Cuantos
nifios habia en la mesa?

- Hojas con el dibujo de 12 pizzas circulares.

e Encontrar el nUmero de personas entre las
que se repartié, conociendo la parte y el
tamafio del todo.

6. Hay cinco nifios en la mesa. ¢ Cuantas pizzas
les dio el mesero?

e Reconstruir el todo, (formado por un
ndmero mixto) a partir de la cantidad que
le toc6 a una persona.

- Hojas con el dibujo de 5 nifios.

7. A estos cinco nifios el duefio les regald un
chocolate como éste (mostrar el chocolate).

¢Como se lo reparten para que les toque lo
mismo? ¢Cuanto de la barra de chocolate le
toco a cada quien?

e Repartir un todo previamente subdividido
en un ndamero de partes no divisible entre
enteros.

- Hojas con los dibujos de 5 nifios y el dibujo
de una barra de chocolate subdividida en 8
partes.

A continuacion describiré la manera en la que Mirna resolvié estas situaciones y

posteriormente presentaré las conclusiones de Martinez.
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Problema 1. (3 pizzas entre 2). Mirna anticipd que para repartir debia entregar una pizza a
cada nifio y partir la otra pizza a la mitad para darle una mitad a cada uno. Frente a la
pregunta ¢Cuénto le toc6 a cada nifio? Mirna dijo a cada uno le toc6 “uno y medio” y lo

escribié de la siguiente manera “1 y medio”.

Problema 2. (6 pizzas entre 4). Al parecer Mirna tom6 como referencia el resultado
anterior. Anticipé que para repartir entregaria a cada nifio 1 pizza y un cacho (marcando la
mitad con un corte imaginario) de otra pizza. Realizé el reparto dando una pizza a cada
nifio y cortando dos pizzas por mitad. Indicé oralmente que a cada nifio le tocd “uno y

medio”. y lo representd por escrito de la siguiente manera ‘1 y medio’

Problema 3. (Comparacién entre los resultados de los repartos anteriores). Mirna
determind que a todos les tocd lo mismo porque “hice lo mismo” (dar una pizza entera a

cada nifio, partir las pizzas sobrantes a la mitad y entregar una mitad a cada uno).

Problema 4. (Llegaron seis nifios. ¢ Cuantas pizzas les trae el mesero?) Averiguar el todo
repartido a partir del conocimiento del nimero de nifios entre los que se hizo el reparto y
la parte que le toca a cada uno, aumenta el nivel de dificultad en comparacion con las
actividades anteriores. Sin embargo, Mirna logré estimar que debian llevarles 10 pizzas,
tal vez apoyandose en el siguiente razonamiento: ‘si son 6 pizzas apenas alcanza una

para cada nifio, entonces se necesitan mas de 6 pizzas'.

Martinez comenta que la primera accién de Mirna, para averiguar si efectivamente eran
10 pizzas las que se necesitaban, fue: contar las pizzas considerando una y media por
mufieco, después escribid lo siguiente y tratd, sin éxito, de sumar, como sabia hacerlo con
los nUmeros enteros:

1y medio

1y medio

1y medio
Posteriormente, Mirna representd con rueditas (de tamafos diferentes) las 10 pizzas;
agrupo con una linea las seis pizzas enteras que le tocarian a cada nifio. Dividié por mitad
(con una linea) cada pizza a la vez que sefialaba (con puntitos) cual de las dos mitades
obtenidas le correspondia a cada pizza entera. Continud de la misma manera hasta que
termind de hacer corresponder media pizza con cada una de las seis pizzas enteras.

Finalmente Mirna conto las pizzas enteras y las divididas por mitad y encontré que a los
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seis nifios les deberian traer 9 pizzas y no 10 como lo habia estimado inicialmente, por lo

gue tacho la décima pizza que habia dibujado.

Con respecto a las dificultades que Mirna puso de manifiesto al tratar de operar nimeros

y palabras, Martinez cita a Figueras (1988) quien dice lo siguiente:

En el proceso de aprendizaje de simbolos, el estudiante debe relacionar tres
elementos: una idea, una palabra asociada a ésa y un simbolo. Con frecuencia, las
dificultades que los educandos enfrentan surgen de la naturaleza compleja de las
interrelaciones entre estos tres elementos.

Un paso importante en el aprendizaje es el establecimiento de las conexiones entre
diferentes sistemas de simbolizacion. (Figueras, 1988: 86)

En cuanto a los dibujos realizados por Mirna para valorar su resultado, Martinez sefiala
que Mirna los usa como un medio de comunicacion, para mostrar lo que esta pensando y

para verificar su respuesta. Cita nuevamente a Figueras que al respecto dice lo siguiente:

“..los diagramas parecen ser Utles; algunas veces, éstos se emplean
directamente®, pero en ocasiones, el educando manifiesta necesidad de utilizarlos
para verificar su resultado o para apoyar su afirmacion” (Figueras, 1988:100)

Problema 5. (EI mesero llevé 12 pizzas. ¢ Cuantos nifios habia? Al tratar de resolverlo,

Mirna olvidé la cantidad constante por nifio (1%) gue se habia venido manejando a lo

largo de la sexta sesion, por lo que en su primer respuesta considera que en la mesa hay
12 nifos. Después de varios intentos y con un apoyo grafico proporcionado por el

experimentador Mirna logra encontrar el resultado.

Problema 6. (Hay cinco nifios en la mesa. ¢Cuantas pizzas les dio el mesero?). Mirna

nuevamente olvidé la cantidad constante que debia tomar en cuenta para resolver el
. . . 1
problema. Una vez que el experimentador le recuerda que a cada nifio le debia tocar 1E

pizza, Mirna anticipa que el mesero debe llevar 10 pizzas. Para verificar su anticipacion
colocé debajo de los mufecos que representan a los nifilos una pizza entera vy,
posteriormente, colocé media pizza sobre la pizza entera de cada mufeco. Al terminar,
cuenta primero las pizzas enteras y después cada dos mitades continué el conteo hasta

llegar a 8.

“ Se refiere al uso de los diagramas para plantear el problema
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Finalmente Mirna dijo al experimentador que el mesero debia llevar 8 pizzas, porque si
pedia 7 iba a hacer falta ‘media’ pizza para un nifio y si pedia 8, le sobraria ‘media’ pizza.
El problema del medio sobrante Mirna lo resuelve cortandolo en 6 pedacitos, que agrega
de uno en uno a los mufiecos. Los dos ultimos pedazos los deja al ultimo mufieco de la
fila. Escribe: ‘8 pizzas’ y ‘1 y medio y un cacho’, para representar cudntas pizzas debia
llevar el mesero y la parte que le tocaba a cada nifio. En este caso, el término ‘un cacho’

Mirna lo utilizé para referirse a un pedazo mas chico que media pizza.

Los dibujos que hace Mirna ilustran la condicién enunciada por Streefland (1993), segun
la cual los referentes concretos o graficos deben ser para los alumnos un medio de

razonamiento, modelos que representan el problema real.

Las resoluciones a estos seis problemas permiten ver que un alumno de primer grado

puede no solamente resolver problemas de reparto sencillos, sino variables de los mismos
. ., . . . 1

tales como iterar una porcién fraccionaria (varias veces 15) tanto para dar cuenta del total

(multiplicacién implicita) como para dar cuenta del nimero de iteraciones (division

implicita).

En cambio, no resulta claro en qué medida intervienen las nociones de razén y
proporcion, puesto que desde el segundo problema Mirna asume que las porciones por
nifio deben ser siempre de un entero y un medio. Asi, por ejemplo, para resolver el

reparto 6 pizzas entre 4 nifios, Mirna no necesita considerar la relacion que éste guarda
. . . 1
con el anterior (3 pizzas, 2 nifios), pues de antemano asume que el resultado debe ser 1E

para todos los repartos que se le presenten.
[11.1.3.3 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

Martinez sefala que los numeros naturales fueron usados sobre todo en las situaciones

de reparto de cantidades discretas. Destaca el uso de tres estrategias:

e Procedimientos de conteo

» Uso del principio de cardinalidad para indicar el todo a repartir y el resultado del

reparto.
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» Uso del cardinal para indicar la igualdad o la desigualdad entre las partes (si cada

parte tiene el mismo nimero de objetos significa que a todos les tocé lo mismo).

Olvera incluye en esta categoria el criterio de clasificacién utilizado por los
alumnos que en un reparto nuevo toman como referencia la cantidad de objetos

gue habian repartido en el problema anterior.
e Estimacion cuantitativa

» Anticipar cobmo cuantos objetos le tocan a cada persona en un reparto de

cantidades discretas.
e Construccion de diferentes tipos de correspondencias
» Distribuciones ciclicas y distribuciones ciclicas mixtas: 1al;2al;5al;6al.

Olvera y Martinez sefialan que este procedimiento puede utilizarse para hacer
equidistribuciones® o equiparticiones®. Distinguen estas formas de repartir

apoyandose en Gelman y Gallistel (1978).

Con base en los postulados de Kieren, Martinez afirma:

“...se ha mostrado que la construccién de correspondencias diversas aparecen en las
formas en las que las nifias realizan la particién de colecciones de entidades simples o
unidades compuestas .... por ello se afirma que las acciones asociadas a procesos de
correspondencia influyen también en el mecanismo constructivo de la particion,
(Martinez, 2001:214).

Finalmente Martinez y Olvera concluyen:

“Los distintos procedimientos que las dos niflas ponen de manifiesto ... permiten
suponer que la construccion del conocimiento del nimero racional requiere de varias
competencias numéricas y no solo de unas en particular y a su vez algunas de estas
herramientas mentales también juegan un papel importante en la construccién del
conocimiento del nimero natural”. (Martinez, 2001:216)

“Los alumnos que intervienen en el presente estudio usan dos procesos cognitivos
relacionados con el concepto de nimero natural para resolver problemas de reparto
de cantidades discretas: la correspondencia uno a uno y la clasificacion....”
(Olvera 2000:219)

5 Equidistribuir implica acciones de reparto que no conllevan a agotar toda la coleccién o todo el continuo, a
pesar de que se establecen relaciones de equivalencia numérica o cuantitativa entre los subconjuntos o
partes. (Martinez, 2001:214)

La equiparticion consiste en repartir todos los objetos o todo el continuo en el nimero de partes solicitado
siendo condicion que halla lo mismo en cada una en términos de cantidad”. (Martinez, 2001:214)
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Con respecto a las situaciones de reparto de cantidades continuas, Martinez destaca las

siguientes estrategias.

e Estimacion visual de la distancia entre las marcas de corte sobre una longitud,
la altura de las pilas de sombreros, el ancho de las franjas verticales al tratar de
partir un cuadrado en cuatro partes iguales, el punto de corte en la

circunferencia para obtener dos partes iguales.
¢ Uso de unidades (arbitrarias) de medida para equipartir cantidades continuas.

Martinez sefiala que Mirna se apoya en la estimacién visual de las partes, mediante el
uso de segmentos visuales (determinados por la ubicacién de puntos imaginarios)
sobre longitudes o una de las dimensiones de las figuras planas y a través de
procesos de medicion antropomorfica, es decir utilizando sus dedos como unidad de

medida.

e Con respecto a las formas de comunicacion, Martinez destaca las expresiones
verbales, graficas y pictograficas como recursos para comunicar lo que se piensa o

para verificar sus anticipaciones (ver actuaciones de Mirna en la sexta entrevista).

A este respecto, la investigadora sefiala que Mirna usa el término ‘mitad’, de manera
espontanea en las situaciones de reparto de cantidades continuas, sin embargo lo usa

también para nombrar las partes obtenidas al dividir entre 2, 3 0 4.

Aunque Mirna utiliza frecuentemente los términos ‘cacho’,’pedazo’, ‘mitad’ y medio
como sinénimos, Martinez apunta que el hecho de que se refiera a la unidad
fraccionaria con el término ‘mitad’ es un ejemplo de las relaciones que pueden

establecerse entre las partes y el todo.

Martinez confirma que la representacion pictérica es la mas cercana a las acciones
concretas y sirve a los alumnos para verificar su respuesta o corregirla. Como lo
sefala Kieren (1992), la representacion gréfica del problema permite conectar el plano
de los hechos a un plano mas alejados de los hechos o, como lo plantea Streefland
(1993), “los referentes concretos o graficos deben ser para los alumnos un medio de

razonamiento, modelos que representan el problema real”.

Olvera, sefiala que en los casos que él analizo:
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“Los nifios usan vocablos de tipo pre-numérico”*’ para denominar el tamafio de la parte
gue obtuvieron, o bien para llevar a cabo un proceso de comparacion entre cantidades
qgue pueden ser referidas a niUmeros naturales o racionales, o en su caso a ambos.
(Olvera, 2000:219).

Con base en las estrategias de solucion y las respuestas de los casos que €l analizé
Olvera propone a los maestros de los primeros grados de preescolar y primaria, incluir
tareas que propicien procesos de conteo y particion ya que estos ayudaran a los alumnos
a superar las dificultades del aprendizaje del nimero racional que se derivan del

aprendizaje de los niumeros naturales.

[11.1.4 COMENTARIO SOBRE EL VALOR DIDACTICO DE LAS SITUACIONES DE REPARTO SIN

CUANTIFICACION

Las experiencias que se han reportado aportan evidencias de la fecundidad de las
situaciones de reparto aplicadas en primero y segundo grados, para el aprendizaje de
aspectos basicos, anteriores a la representacion simbdlica, que subyacen a la nocién de
fraccion como partes de unidad. Los alumnos pueden poner en juego destrezas

previamente adquiridas para realizar los repartos y avanzar en su dominio.
Mas precisamente, con magnitudes continuas, los alumnos pueden:
a) Realizar repartos entre 2"

b) Comprobar la equitatividad y la exhaustividad, al interior de cada reparto

¢) Identificar el problema del residuo en el caso de los repartos entre 3 y, eventualmente,

algunos pueden empezar a resolverlo

d) Enfrentar, en distintos niveles, el problema de la comparacion de resultados de
repartos idénticos, con apariencia distinta (distinto numero de pedacitos, o distinta

forma), aunque no necesariamente puedan resolverlo

e) Construir argumentos para explicar, para demostrar o para refutar

Sin embargo, excepto en el caso de las dos primeras tareas (a y b), las experiencias
muestran también que no puede esperarse que la mayoria de los alumnos alcancen
desempefios homogéneos exitosos, en el sentido de obtener resultados y de proporcionar

argumentos estrictamente correctos. Fue bastante claro, me parece, que la resolucion de

47 » o gan o - Cow . - »
poco”, “mas”, “menos”, “mucho”, “poquito”, “iguales”, “mas grande”, “menos grande”,
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los problemas implica nociones y operaciones ldgicas que los alumnos estan en proceso

de adquirir y que no es posible “ensefiar’ directamente.

Las tareas mas complejas (c, d, €), en los primeros grados de la escuela primaria, pueden
dar lugar a experiencias fecundas solamente si se logran valorar los procesos mismos
que propician, sin exigir, o esperar, resultados correctos y sin considerar que el no
obtenerlos constituye una carencia. ¢Es esto posible? O es mas prudente esperar hasta

tercer grado para proponer estas tareas, al menos las mas complejas.

Cuando en el afio de 1991, terminé la parte experimental del estudio que reporté aqui

(apartado 111.1.2), las fracciones se ensefiaban desde primer grado, solamente las mas

simples, , pero incluyendo ya la representacion simbdlica y las equivalencias en

AW

1
1 4 ’

N~

ese nivel. En aquél momento mi conclusién fue enfética: la ensefianza de las fracciones

debia posponerse hasta tercer grado.

Una segunda revisién de mi propio estudio y de los estudios realizados posteriormente,
me llevan a matizar dicha conclusion: las experiencias mas simples de reparto (repartos
entre 2") podrian realizarse desde primer grado, cuidando la forma en que se nombra el
contenido (no “fracciones”, tal vez “repartos en el nivel concreto”) y precisando lo que es

factible esperar.

Con respecto a la introduccion de los términos ‘medios’, ‘cuartos’, etcétera, y sobre todo,
con respecto a la introduccién de los simbolos numéricos correspondientes, mi punto de

vista sigue siendo que es necesario esperar hasta segundo o tercer grado.

Por otra parte, el estudio de Figueras destaca también el potencial didactico de las
situaciones de reparto con magnitudes discretas, desde el punto de vista del desarrollo de
la nocién de nimero, tanto natural como racional. Cabe sefialar que actividades como las
referidas en dicho estudio ya estan contempladas en los programas y materiales actuales
de 1° y 2° grados de primaria, aunque no con el propésito final de que los nifios usen
fracciones para describir las partes que resultan de los repartos, sino con el de apoyar el
desarrollo de la nocién de namero natural, y, al mismo tiempo, como antecedente para la

ensefianza de la division de numeros naturales.
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[11.2 LA NOCION DE RAZON EN SITUACIONES DE REPARTO

En este apartado presentaremos primero algunos estudios que, de manera explicita o
implicita, han prestado atencién a la nocién de equivalencia y de orden entre razones,
dentro de un contexto de reparto (razones del tipo ‘3 pasteles para 4 nifios’), previamente
a la cuantificacion de la parte con una fraccion. Enseguida, comentaremos una

investigacion que propone una construccion de las fracciones a partir de estas razones.

I11.2.1 LA NOCION DE RAZON EN UN REPARTO, PREVIA LA CUANTIFICACION CON UNA
FRACCION

Todo problema que implica multiplicar o dividir, constituye un problema de
proporcionalidad. Este hecho, como ya se comento, fue destacado por Vergnaud (1988),
desde sus primeros trabajos sobre el campo conceptual de las estructuras multiplicativas

(ver apartado 11.3).

Por otra parte, varios investigadores, entre ellos Kieren (1988); Behr, Harel, Post, y Lesh
(1990); Vergnaud (1991) y Block y Solares (2001), han destacado el hecho de que los
aspectos fundamentales de la nocion de nimero racional se construyen en el marco de
las relaciones de proporcionalidad. Los problemas de reparto equitativo y exhaustivo,

cuyo resultado es una medida fraccionaria no son la excepcion.

Varios estudios realizados sobre la familia de problemas de reparto han destacado y
explotado, implicita o explicitamente, esta caracteristica {Balbuena, C. y H. Espinoza,
Fregona y Saiz (1984), Block (1987 y 2001), Streefland (1993), Solares (1999)}.

Consideremos, por ejemplo, el reparto “3 pasteles entre 4 nifios”

Si la pregunta es ¢qué fraccion de pastel toca a cada nifio?, podemos esquematizar las

relaciones en juego de la siguiente manera:

NUmero de nifios NuUmero de pasteles
4 3
1 X

Se destaca asi el hecho de que hay una relacion de proporcionalidad entre dos conjuntos

de medidas (nUmeros de nifios, nUmeros de pasteles).

Como en toda relacion de este tipo, pueden identificarse las siguientes propiedades, que

dan lugar a dos tipos de procedimiento de resolucion:
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La razodn interna entre los dos valores del primer conjunto (de 4 nifios a 1 nifio, “4 veces
menos”, o “entre 4”) debe conservarse en el segundo conjunto (a 1 pastel corresponde

una cantidad 4 veces menor que 3 pasteles)

NUmero de nifios NuUmero de pasteles
4 3

4 E 1 ) j+4

Por lo tanto, X =3 pasteles entre 4

La razdén externa entre cada valor del primer conjunto con el valor que le corresponde en
el segundo, es constante:

3
Vi
4
NUmero de nifios NUmero de pasteles
4 3
1 X

Por lo tanto, X =1 nifio x% (o % de 1 pastel)

Naturalmente, en un problema como éste, no es la razén externa constante a la que se

apelaria espontaneamente.

Consideremos ahora la siguiente tarea: se trata de calcular la cantidad de pasteles que
tendria que haber si hubiera 12 nifios y se quisiera que, a cada uno, le tocara la misma

porciéon que a los del primer reparto. El esquema ahora es el siguiente:

Numero de nifios NuUmero de pasteles
4 3
12 X

Pueden considerarse dos caminos para resolver el problema: uno, calcular primero cuanto
. , 3 . .
pastel le toca a cada nifio en el primer reparto (Z de pastel) y después multiplicar esa

cantidad por 12 nifios; otro, considerar la razén interna entre las cantidades de nifios
(triple) y conservarla en el segundo conjunto: a 12 nifios les corresponden 3 veces 3

pasteles, es decir, 9 pasteles.
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NUmero de nifios NuUmero de pasteles
4 3

x 3 E: 12 9 HXB

Esta segunda resolucion presenta un interés didactico especial: permite generar parejas

de datos de repartos a los que corresponden porciones iguales, SIN necesidad de
cuantificar el tamafo de la porcién, y por lo tanto, en casos como éste (razén interna

entera), SIN necesidad de utilizar medidas fraccionarias.

Las parejas de datos (4 nifios, 3 pasteles) y (12 nifios, 9 pasteles) son equivalentes desde
el punto de vista del tamafio de la porcidn resultante. Pueden ser consideradas como

razones externas equivalentes:
"3 pasteles para 4 niflos = 9 pasteles para 12 nifios”
0 como cocientes “indicados” iguales:
3 pasteles entre 4 = 9 pasteles entre 12

Las fracciones que expresan las medidas de las porciones resultantes permanecen

implicitas.

Los investigadores citados destacan, de distintas maneras, el interés de este tipo de

resoluciones:

¢ Eluso implicito de algunas propiedades de la proporcionalidad favorece la apropiacion

de las mismas.

e Permiten desarrollar, implicitamente, la nocién de equivalencia de fracciones desde la

perspectiva de la proporcionalidad.

e Permiten trabajar con medidas fraccionarias antes de poder incluso expresar estas

medidas con fracciones.
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111.2.1.1 LAS TAREAS PLANTEADAS

Las tareas mas recurrentes en los trabajos de los investigadores citados consisten en

determinar un valor faltante, como la que hemos mostrado. Por ejemplo:

En el estudio realizado por Balbuena, C. Espinosa, H. Espinosa, Fregona y Saiz (1984),

los alumnos debian completar tablas como las siguientes:

Pasteles 12 15

3 6
Nifos 4 8 1 2

Streefland (1993), plante6 problemas que consistian en distribuir, en un namero diferente
de mesas, un determinado nimero de nifios y de pizzas que se iban a repartir, de tal

manera que a todos los nifios les tocara la misma cantidad de pizza. Por ejemplo:

En un restaurante estan sentados alrededor de una mesa 24 nifios y sobre la mesa hay 18

pizzas que se va a distribuir equitativamente entre todos los nifios .

El esquema con el que Streefland presentd el problema es el siguiente:

El circulo representa a la mesa. El nimero que esta dentro del circulo representa el total
de pizzas a repartir y el niumero que esta fuera del circulo representa a los nifios que

estan alrededor de la mesa entre los que se va a hacer el reparto de las pizzas.

Dado que en un restaurante se puede cambiar la distribucion de las mesas, es posible
también distribuir el nimero de nifios y de pizzas. La condicion es que esta distribucion
sea proporcional para conservar la reparticion equitativa de las pizzas entre todos los

comensales. Por ejemplo:

48 . a2 . e . L .
Martinez (2001) utilizé este tipo de problemas, con algunas modificaciones, con el propdsito de explorar el
uso de los numeros naturales al resolverlos.
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El problema puede ampliarse si se condiciona la distribucion de los comensales. Por

ejemplo, distribuyendo las pizzas y los nifios en 6 0 4 mesas los diagramas quedan como

sigue:

En el trabajo de Block (1987), encontramos tres tipos de situaciones. Por ejemplo, en la
primera fase de la investigacion sobre la ensefianza de las fracciones, planted la siguiente

situacion que formaba parte de la secuencia disefiada:

Entreg6 a los alumnos una tabla con la siguiente informacion

Equipo 1 2 pasteles entre 3 nifios
Equipo 2 2 pasteles entre 4 nifios
Equipo 3 1 pasteles entre 3 nifios
Equipo 4 3 pasteles entre 2 nifios
Equipo 5 1 pasteles entre 2 nifios
Equipo 6 3 pasteles entre 6 nifios
Equipo 7 2 pasteles entre 6 nifios
Equipo 8 6 pasteles entre 4 nifios

Antes de que realizaran los repartos, el maestro les planteaba dos problemas diferentes:

e primero debian anticipar si, al hacer cada reparto, le tocaria a cada nifio un pastel

entero, mas de un pastel o menos de un pastel y,

e después, se les pedia que compararan los datos de dos repartos para anticipar a

cuales nifios les tocaria mas pastel y a cuéles les tocaria la misma cantidad.

Al final, para verificar sus anticipaciones los alumnos realizaban los repartos.
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Block (2001), en su trabajo sobre la nocion de razoén, estudid la manera en la que los
alumnos resolvian (entre otros problemas que no conciernen al reparto) otros dos tipos de

problemas: repartos simplificables y comparacién de repartos.

a) REPARTOS SIMPLIFICABLES

Con respecto a este problema Block observé que cuando los datos de los repartos no son
primos entre si (es decir, son simplificables), como en ‘6 pasteles entre 4 nifios’, los
alumnos de cuarto a sexto de primaria, en el proceso de repartir con apoyo gréfico,
lograron identificar la equivalencia de dicho reparto con ‘3 pasteles entre 2 nifios’ lo que
les permitié simplificar la tarea: haciendo dos repartos de 3 pasteles entre 2 nifios (esta

situacion es semejante a la que estudia Streefland (1993).

b) COMPARACION DE REPARTOS

Block estudio las resoluciones de alumnos de 4° a 6° grados de primaria frente a

problemas de comparacion de repartos, como lo siguientes:

En la mesa A se reparti6 1 pastel entre 3 nifios, y en la mesa B se repartieron

2 pasteles entre 7 nifios. ¢ En cual de las dos mesas le toca mas pastel a cada nifio?

Comenta que varios nifios lograron resolver el problema trabajando en el nivel de las
razones: si en la mesa A hubiera 2 pasteles y 6 nifios les tocaria lo mismo, y como en la

mesa B hay 7 nifios, a éstos les toca menos.

Sefiala también que los alumnos que optaron por calcular los valores unitarios (las
fracciones de pastel por nifio) casi nunca tuvieron éxito debido a su bajo dominio de estos

ndmeros.

Esta familia de problemas, destaca Block, son interesantes porque permiten a los

alumnos extender el uso de las herramientas adquiridas con los nUmeros naturales, para
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explorar relaciones a las que subyacen medidas no enteras. Con ello, al mismo tiempo
que los alumnos desarrollan un trabajo que implica relaciones de proporcionalidad, crean
un antecedente para la comprensiéon de las medidas fraccionarias, y de sus relaciones,
sobre todo el orden y la equivalencia. De manera indirecta, encontramos este mismo
punto de vista en Behr, Harel, Post y Lesh (1992:316):

"Fundamentalmente, la cuestién de determinar si dos nimeros racionales son equivalentes
0 de saber cudl es menor, es una cuestién de invarianza o de variacion de una relacién
multiplicativa”.

I11.2.1.2 COMENTARIOS

Como vemos, se hace presente el campo conceptual de las estructuras multiplicativas
sefialado por Vergnaud. Cualquier situacién que implica a las fracciones, por especifica
que sea, permite encontrar vinculos con otros conceptos de este campo, y con otros

significados de las fracciones, en este caso, con la nocién de razon.

Esta posibilidad, trabajar las situaciones de reparto en el nivel de razones, es decir de
relaciones entre parejas de cantidades enteras, parece permitir un enriquecimiento de la
nocién de equivalencia (de razones) a la vez que ofrece un contexto mas para el estudio

de relaciones de proporcionalidad.

Por otra parte, cabe sefialar, que no siempre los investigadores dejan suficientemente
clara la diferencia entre dos niveles de estudio: el de las razones que subyacen a la
medida fraccionaria y, el de la medida fraccionaria explicita. En particular, muchas veces
no queda claro como pueden vincularse estos dos niveles de trabajo, como pueden pasar

los alumnos de la relacién ‘3 pasteles entre 4’, da lo mismo que ‘6 pasteles entre 8’ a la

L, .3 6, . . ., . ,
relacion 2 = g como si la vinculacion se pudiera dar espontaneamente.
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111.2.2 DE LA NOCION DE RAZON A LA DE FRACCION COMO COCIENTE DE DOS ENTEROS.

ESTUDIO EXPERIMENTAL DE D. BLOCK

Un reparto se puede realizar fisicamente sin que sea necesario cuantificar la medida del
pedazo resultante. La obtencion de la medida requiere de una pregunta adicional: ¢qué

fraccion de unidad (de pastel, de pizza, etc.) le toca a cada quién?

Una caracteristica de los estudios que se realizan en el marco de la Teoria de las
Situaciones Didacticas (ver Anexo 1), es la busqueda de situaciones que hagan necesario
la puesta en juego del conocimiento en cuestion, de manera que éste se construya como

respuesta a una necesidad de la misma situacién, y no a una demanda del maestro.

Para cumplir con esta condicion, Block (1987) plantea una secuencia de situaciones a un
grupo de tercer grado y uno de cuarto, cuyo propoésito es que los alumnos se vean en la
necesidad de expresar la medida del pedazo resultante de un reparto, en funcién de la

unidad.

Frente a una situacion que exige medir "la parte" con la unidad, Block buscé que los
alumnos establecieran relaciones de conmensuracion entre la parte y la unidad,

relaciones de las que se desprenden razones que permiten dar cuenta de la medida.

La secuencia de situaciones consta de tres fases. En la primera fase, los alumnos
realizan, en el nivel concreto, repartos de "pasteles" entre nifios, como los que ya se han

comentado en el apartado |11.1.2.1.

En la segunda fase de la investigacion de Block (1987), se plantearon variantes de un
problema de reparto cuyo propoésito era que los alumnos establecieran la relacion de
equivalencia entre el total de unidades repartidas y el total de porciones, por ejemplo, ‘3

barras enteras es igual a 4 porciones’.

Finalmente, en la tercera fase, se plante una situacion de medicién con la expectativa de
que los alumnos utilizaran la relacién anterior, relacion de conmensuracion entre enteros y
porciones, como recurso para dar cuenta del tamafio de las porciones, usando los enteros
como unidad. A continuacion mostramos brevemente las situaciones y los resultados de

las dos ultimas fases.
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111.2.2.1 SEGUNDA FASE: VARIANTES DEL REPARTO PARA ESTABLECER LA RELACION
"TOTAL DE ENTEROS = TOTAL DE PORCIONES”

Los propositos de las situaciones fueron:

¢ Que los alumnos hicieran explicita la relacion n enteros = m pedazos y la utilizaran, al

resolver problemas.
¢ Que asociaran paulatinamente los datos del reparto (n, m) con el tamafio del pedazo.

e Facilitar la puesta en juego de la conmensuracion entre enteros y pedazos como

estrategia de solucion de los problemas que se aplicarian en la tercera fase.

En la siguiente pagina se presentan los problemas. La diferencia entre los dos primeros
problemas radica en que en un caso los alumnos deben seleccionar el chocolate entero
entre varios posibles, mientras que el segundo, mas complejo, deben construirlo. Los tres
problemas favorecieron que los alumnos consideraran la relacion de conmensuracion

"total de partes = total de enteros".

FRENTE AL PROBLEMA:. “SELECCIONAR EL TAMANO DE LOS CHOCOLATES QUE SE

REPARTIERON”

Solo algunos alumnos de tercero no lograron resolver este problema, los demas tomaron
en cuenta que el total de pedazos debia ser igual al total de enteros repartidos. Por lo
tanto, unieron (alineados) tantos '‘pedazos' como nifios habian participado en el reparto y
seleccionaron el entero que, al iterarlo un cierto nUmero de veces, coincidiera con los

'pedazos' alineados.
FRENTE AL PROBLEMA “CONSTRUIR EL CHOCOLATE ENTERO"

Un poco mas de la mitad del grupo de 4° grado pudo realizar la accién inversa del reparto,
es decir: los alumnos se dieron cuenta que el 'pedazo’ es el producto de una
transformacién de particion de los chocolates enteros, por lo tanto unieron los '‘pedazos’,
reprodujeron la longitud alcanzada por estos y dividieron esta longitud entre el nimero de
chocolates que se repartieron. Este procedimiento se ilustra a continuacién con el

problema que se presenta en la pagina 132.
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131

Segunda fase

Problemas derivados del reparto

Numero de Tamario de los Chocolates | Numero de nifios entre | Tamafio de la parte Problema
chocolates que se gue se repartieron los que se hizo el gue le toco a cada
repartieron. reparto nifio
Se conoce No se conoce pero cada Se conoce Se conoce. 1.Seleccionar, entre tres
: ejemplares, el tamafio de
equipo cuenta con tres .
Cada equipo cuenta los chocolates que se
ejemplares posibles, de : . repartieron
con varios ejemplares
diferente tamafio - .
de la porcidn por nifio
Se conoce No se conoce Se conoce Se conoce. 2. Construir un chocolate

Cada equipo cuenta
con varios ejemplares

de la porcién por nifio

entero

No se conoce

Se conoce

Cada equipo cuenta con

varios ejemplares

No se conoce

Se conoce

Cada equipo cuenta

con varios ejemplares

3. Averiguar cuantos
chocolates se repartieron
y entre cuantos nifios se
hizo el reparto

Los ‘chocolates’ (unidades) y los ‘pedazos’ estaban representados por tiras de carton del mismo ancho pero de diferente longitud. El

material utilizado para elaborar los ‘chocolates enteros’ y los ‘pedazos de chocolate’ era de cartén grueso y rigido por lo que los alumnos no

podian doblarlo para resolver los problemas. La longitud de los ‘pedazos’ era a veces mas grande y a veces mas chica que los ‘chocolates’

repartidos. Cada equipo tenia una tira larga de papel con la que debian construir la longitud de los chocolates enteros.




Se repartieron 4 chocolates entre 5 nifios. A cada nifio le tocé un pedazo
como éste:

¢,De qué tamano eran los chocolates?

Como se puede observar, al efectuar estas acciones los alumnos, de manera implicita,
estan efectuando dos operaciones: primero, multiplican la longitud del pedazo por el
namero de nifios entre los que se hizo el reparto y después dividen esa longitud entre el

ndmero de chocolates.

Block sefiala que la mayoria de los alumnos de tercer grado no logré resolver estos
problemas. Tendieron a efectuar s6lo una de las dos operaciones (por ejemplo, iterar el
pedazo tantas veces como nifios habia, pero no dividieron esa longitud total). Destaca
que estos alumnos manifestaron dificultades incluso para resolver los problemas de

reparto directo, planteados en la primera fase de la experimentacion.

Con respecto a los alumnos de 4° grado, reporta que no todos lograron establecer la
relaciébn de conmensuracion. Algunos intentaron encontrar la medida del pedazo vy, a
partir de ésta, reconstruir el entero, pero se toparon con dificultades. A continuacion se

muestra un ejemplo.

Se repartieron 4 chocolates entre 5 nifios. A cada nifio le toc6 un pedazo como éste:

¢,De qué tamafio eran los chocolates?

Los alumnos partieron de una representacion gréfica del reparto para determinar la

medida del pedazo, dibujando 'chocolates de cualquier longitud:

132



Determinaron que a cada nifio le toco g de chocolate y concluyeron que al pedazo que
le tocd a cada nifio le falta % de chocolate pata tener un chocolate entero. Hasta aqui el
procedimiento es correcto (y lucido).

El error fue el siguiente: dividieron uno de los 'pedazos’ en 5 partes iguales (en vez de

dividirlo en 4) y, agregaron una de esas partes a otro '‘pedazo’.

| | |: + % del 'pedazo’

H/_/

'‘pedazo’

EL TERCER PROBLEMA: “AVERIGUAR CUANTOS CHOCOLATES SE REPARTIERON Y ENTRE
CUANTOS NINOS SE HIZO EL REPARTO”

En este problema los alumnos debian determinar los datos del reparto a partir del
conocimiento del tamafio del pedazo y del chocolate entero. Este problema fue resuelto
por la mayoria de los alumnos de cuarto grado mediante el procedimiento de
conmensuracion. Algunos alumnos encontraron que el problema admite varias

respuestas correctas posibles.

Algunas de estas variantes de los problemas de reparto fueron estudiadas nuevamente
por De Lebn H. (1996) en un trabajo de investigacion de tipo clinico, realizado con 36

alumnos de 1° a 6° grado de primaria y reportado por De Ledn y Fuenlabrada, (1996).

Entre los resultados de esta investigacion, De Ledn y Fuenlabrada encontraron indicios
claros de obstaculos ontoldgicos, propios de los alumnos de estas edades. Sefialan, por

ejemplo, que en las situaciones: seleccionar entre varios pedazos, el que le habia

tocado al repartirse un chocolate entre 3 nifios (%) o tres chocolates entre 4 nifios (%),

conociendo el tamafio del chocolate y los datos del reparto los nifios procedieron de la

siguiente manera:

a) Los nifios de primer grado no lograron resolver ninguno de estos dos problemas
porque en ese momento todavia no habian construido la relaciébn parte todo.

Transformaron el problema, repartiendo los pedazos que tenian entre los mufiecos.
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b) Algunos nifios de segundo grado lograron resolver el primer problema

(1 chocolate entre 3), midiendo el chocolate con cada pedazo hasta encontrar el
pedazo que cabe tres veces en el chocolate entero. En el segundo problema (%)

estos alumnos no tienen éxito, porque no encuentran ningun pedazo que quepa

cuatro veces en un chocolate.

En otros casos, sefialan que la relacion parte todo aparece de manera méas clara ya que
para resolver el primer y el segundo problema, ponen en juego dicha relacién en un

procedimiento que apela a la conmensuracién, con las siguientes diferencias:

c) En el problema (%), algunos alumnos de 2° y 3* grado tratan de buscar el empate

entre varios pedazos y varios enteros, pero no anticipan una relaciéon adecuada

entre el nimero de pedazos y el numero de chocolates. No tienen éxito.

d) Algunos alumnos de 4° 5° y 6° grado, aunque no anticipan dicha relacion, por

ensayo y error encuentran el pedazo correspondiente mediante la conmensuracion.

e) Soélo dos niflos, uno de 4° grado y otro de 5° logran resolver el problema
anticipando la relacion 3 chocolates, 4 pedazos y la verifican mediante la

conmensuracion.

Concluyen relacionando las actuaciones de los nifios descritas en (a) con obstaculos

relacionados con el desarrollo conceptual de los alumnos (obstaculos ontoldgicos). El
: . 3 .
fracaso de la estrategia descrita en b) y ¢) para resolver el problema (Z)' los relacionan

con obstaculos epistemologicos originados en la didactica, es decir, por la tendencia
escolar de trabajar sélo con fracciones unitarias mediante el fraccionamiento de una

unidad.

La dificultad de anticipar la relacién de igualdad entre los 3 chocolates y los 4 pedazos
(d), la relacionan con obstaculos didacticos, es decir por una ausencia del trabajo

didactico correspondiente.
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111.2.2.2 TERCERA FASE: DE LA RELACION DE CONMENSURACION A LA FRACCION

COMO COCIENTE DE DOS ENTEROS

En esta fase de la secuencia, Block (1987) utiliz6 una situacion de comunicacion como
situacion fundamental, que guarda semejanzas importantes con la situacion "El espesor
de las hojas de papel' de Brousseau®. En este caso, la medicion de longitudes con
unidades de medida arbitrarias y la comunicacion de dichas mediciones fue la tarea

central. A continuacién se describe en qué consistié el problema:

Se organiza el grupo en parejas de equipos ‘emisor-receptor’. El emisor tiene varios
‘chocolates enteros’ (tiras de carton de determinada longitud) y varios ‘pedazos’ iguales
de esos chocolates (también tiras de cartén, con el mismo ancho que las anteriores).
La longitud de estos pedazos es igual a una fraccion determinada del entero. El
receptor solo tiene ejemplares de los chocolates enteros y una tira larga de papel para
recortar, del mismo ancho que los chocolates. Los emisores deben enviar un mensaje a
los receptores, para que éstos ultimos construyan un pedazo del mismo tamafio que el
gue tienen los emisores (la magnitud que esta en juego es la longitud). EI mensaje
debe poderse decir por teléfono es decir, no se pueden incluir dibujos. Ademas, se

excluye el uso de la regla graduada.

Emisor Receptor

Entero . Entero

Pedazo Tira de papel

> 2

»
»

El emisor envia un mensaje para que el receptor construya, con la tira de
papel, un pedazo del mismo tamafio

“9 Esta actividad se describi6 en el Capitulo Il, apartado 1.4
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Block sefiala que en este tipo de problemas se pone en juego el uso de la fraccién para
determinar la medida del pedazo con respecto al entero repartido y destaca, entre otros,

dos procedimientos con los que se puede resolver:

Fraccionamiento del entero. Procedimiento que permite buscar qué fraccion del entero

es igual al pedazo.

El pedazo = tres cuartos del entero

Conmensuracion del entero y del pedazo. Procedimiento que consiste en buscar cuantos

pedazos y cuantos enteros alineados, coinciden en longitud.

4 pedazos = 3 enteros

Sefala que a este Ultimo procedimiento subyace, en primer lugar, la idea razon
(4 pedazos igual a 3 unidades) y después, al considerar la medida de un solo pedazo, la
de cociente, pues un pedazo mide 3 enteros divididos entre 4, o, dicho de otra forma, un

pedazo tiene la medida que repetida cuatro veces es igual a tres unidades.

Al plantear la situacion fundamental de medicibn en la tercera fase de la
experimentacion, la pregunta de Block era: ¢Podran los alumnos usar la relacién de
conmensuracion cuando se trate de comunicar la medida del pedazo? ¢ Las actividades

de la segunda fase podrian contribuir a ello?

Efectivamente, la mayor parte de los equipos recurrié a la relacion de conmensuracion

para dar cuenta del tamafio del pedazo.
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Los mensajes elaborados por los alumnos al principio fueron extensos por lo que se
incorpord una condicion en su elaboracién. “Ganan los equipos que elaboren el mensaje

mas corto”. Al término de la experiencia se obtuvieron los siguientes resultados:

e Los alumnos de cuarto grado lograron construir un lenguaje de parejas de niameros
(a,b) muy cercano al convencional, en donde “a” representaba el numero de

unidades repartidas y “b” el nUmero de pedazos.

e Poco a poco reconaocieron a la pareja “a,b” como expresion del tamafio de un

'‘pedazo’, producto de un reparto.

e Pudieron encontrar y justificar parejas de numeros que arrojan como resultado
‘pedazos’ del mismo tamafio y comparar medidas expresadas con estas parejas de

nimeros®.

Notemos que en esta experiencia, lo que los alumnos generan de entrada son razones.
Hay todavia un proceso en el que los alumnos empezarian a concebir estas relaciones

como nuevos nimeros, como medidas.

Pese a los resultados positivos de esta experiencia, el mismo investigador sefala

limitaciones importantes de la misma:

a) La construccion de las fracciones a partir de la relacion de conmensuracion es
demasiado poco comun en el d&mbito de la ensefianza como para que tenga

posibilidades de introducirse como propuesta general.

b) La secuencia presenta limitaciones intrinsecas: el recurso a la conmensuracion se vio
inducido por las situaciones previas (fase 2). En otros documentos {(Block y
Fuenlabrada (1988) y Balbuena (1988)}, los autores comentan que, unos meses
después, se volvio a plantear esta situacién al mismo grupo y que fueron muy pocos
niflos quienes recurrieron a la conmensuracion. La mayoria intentd fraccionar la
unidad®'.

* En un estudio posterior (Balbuena, 1988), realizado con el mismo grupo de alumnos, ya en 5° afio, los
alumnos llegaron incluso a sumar "fracciones” con diferente denominador.

* A diferencia de la situacion del espesor de las hojas de papel, disefiada por N y G Brousseau (1987), en
la situacion fundamental planteada por Block (1987), la conmensuracion no es un procedimiento que
utilicen los alumnos de manera espontanea.
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Sigue pendiente el estudio de la vinculacion de la razones que se desprenden de una
situacion de reparto como las que hemos visto (y de otras situaciones), con la nocion
de fraccién cociente y, a su vez, con la nocion tipica de fraccién “quebrado” (fraccion
como partes de unidad). Mas adelante, Solares (1999) vuelve sobre este punto, desde

otro angulo. Comentaremos su estudio en el apartado 111.3.3.

Las situaciones de la fase 2, que Block consideré como preliminares para la fase 3,
probablemente son las que resultan mas viables para enriquecer el acervo de
situaciones de reparto de la escuela primaria, con un objetivo preciso: ayudar a

concebir la relacién de igualdad entre el todo y las partes.

111.3 LA CUANTIFICACION DE LOS RESULTADOS DEL REPARTO
MEDIANTE FRACCIONES

Una parte importante de los estudios sobre las fracciones en el contexto del reparto
abordan el problema de la cuantificacion del resultado mediante una fraccion. En estos
estudios el motivo de la cuantificacién, es decir, el para qué medir el pedazo resultante
con la unidad, no constituye, como lo intentd Block en su trabajo, una exigencia de la
situacion misma, sino una demanda explicita del investigador o del maestro mediante
preguntas como: ¢cuanto le toca a cada quién?, o mas explicito ¢qué fraccion de pastel

le toca a cada quién?.

Por otra parte, la fraccion con la que se cuantifica el resultado de los repartos es la
fraccion tipica concebida como partes de unidad, o como suma de fracciones unitarias
(el “guebrado”). No es directamente, por lo tanto, la fraccion concebida como cociente

de dos enteros la que esta en juego. En el apartado 111.3.3, precisaremos este punto.

Presentaremos primero un estudio en este ambito de Streefland (1993), quien fue de
los primeros investigadores (si no es que el primero) que, desde la perspectiva de las
“matematicas realistas” de filiacion fenomenoldgica, mostro el potencial didactico de las

situaciones de reparto para estudiar fracciones.

Enseguida, presentaremos otras investigaciones que han estudiado explicitamente el
efecto de determinadas variables de la situacién de reparto sobre los procedimientos

de los alumnos.
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111.3.1 LOS ESTUDIOS DE LEEN STREEFLAND

A continuacion presentaré algunos resultados de la primera etapa de un proyecto de
investigacion experimental realizado por Streefland (1984, 1993). Esta experimentacion
se llevd con un grupo de 16 alumnos de cuarto grado (9-10 afios de edad)®’, en una
escuela de estimulacion, inmersa en un medio poco privilegiado. El objetivo era
documentar el proceso de aprendizaje individual de los alumnos sobre las fracciones,
durante un periodo de dos afios. Los principios basicos del marco teérico en el que se

enmarcé dicho proyecto eran los siguientes: (Streefland, 1984:144-145)

e Que los propios alumnos construyeran conceptos operacionales de las fracciones

como una realidad matemética que posteriormente seria utilizado.

e Propiciar que construyeran el concepto de fraccion a partir de situaciones ‘realistas’

gue permitieran generarlas.

e Respetar y explotar las ideas previas de los nifios acerca de las fracciones simples

gue conocieran, asi como sus relaciones.

o Favorecer el desarrollo de esas ideas construidas previamente, empezando por sus
conocimientos informales y favorecer sus propias estrategias espontaneas para que

el aprendizaje del tema fuera util.

e Favorecer la construccion de un lenguaje fraccionario, reglas y procedimientos para
operar con fracciones asi como la construccion de un lenguaje para describir esas

reglas y esos procedimientos (proceso de matematizacion).

e Propiciar la construccion de modelos y esquemas visuales como herramientas

organizadoras de los procesos de matematizacion.

e Propiciar que los alumnos produjeran nuevos problemas y ejercicios a partir de los

problemas dados.

La mecénica de las clases se llevo de la siguiente manera: antes de que los alumnos

intentaran resolver el problema, el experimentador solicitaba que estimaran el resultado

52 . . o .

Es probable que estos alumnos tuvieran ciertos conocimientos acerca de las fracciones dado que

estaban en 4° grado de primaria y expresan sus resultados con los nombres convencionales de las
fracciones.
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expresandolo oralmente. Después, los alumnos se hacian cargo de realizar el reparto

apoyandose en representaciones graficas. Posteriormente, se les solicitaba que

describieran por escrito lo que le habia tocado a cada nifio. En este Gltimo momento los

alumnos usaban sus conocimientos escolares o extra-escolares acerca de las

fracciones para expresar sus resultados.

En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos de los problemas que formaron

parte de la secuencia experimental asi como los procedimientos utilizados por los

alumnos y la manera en la que expresaron sus resultados. (Streefland, 1984:146-147).

Situaciones Procedimientos observados

“Dividir Dividiendo panqué por panqué.
3 panqués entre 4
nifos”

Descripciones dadas por los alumnos y
representacion simbdlica de las
descripciones

- Un cuarto y un cuarto y un cuarto
- Tres veces un cuarto
- Tres cuartos

1 1 1

1
—+—+— 3x—0
4 4 4 4

Nlw

Distribuyen dos panqués
divididos en mitades y uno en
cuartos

- Una mitad y un cuarto.
- Una mitad y una mitad de una mitad.
- Cada uno se lleva %2 panqué y después ¥
mas;
1 1
+ = =+
2

3
4 4

N |
N~
N

Dividen cada panqué en dos
partes. Una de 3%y otra de ¥4

- Tres cuartos.

- Uno entero menos un cuarto.

- Un cuarto y un cuarto y un cuarto.
- Tres veces un cuarto.

1 1 1 1
3 1-= —+— +— 3 x 1
4 4 4 4 4 4
Dividen sucesivamente los tres |- Tres cuartos.
panqués tomando en cuenta el |- Uno entero menos un cuarto
resultado previamente conocido |- Un cuarto y una mitad.
- Una mitad y un cuarto
3 1 1 1 1 1 1
4 4 4 2 2 4

En relacion con este tipo de problemas destaca que al resolverlos, ademas de propiciar

el establecimiento de la relacién parte-todo, los alumnos tienen la posibilidad de
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involucrar reglas algoritmicas informales en las que a veces las fracciones tienen la

funciobn de un operador, por ejemplo: Una mitad y una mitad de una mitad o bien

;+(;x ;j Con las diferentes formas de expresar el resultado de este reparto se

ilustran los procesos informales de subdivision.

N =
N

Streefland en la obra citada destaca que los dibujos que realizan los alumnos para
resolver el problema, son un referente concreto, en el que pueden apoyarse para

S 1 1 1 2 . .
asegurar simbdlica y mentalmente que > + 2 0 — son diferentes expresiones de

pal
una misma cantidad. Sin embargo, cuando se les pidi6 que intentaran expresar de una
manera méas breve lo que le habia tocado a cada nifio surgieron los errores por
N-distractores, es decir, los alumnos aplicaron las propiedades de los nimeros enteros
y de sus operaciones sumando o restando por separado los numeradores y
denominadores de las fracciones. Las siguientes operaciones fueron resueltas por Mike,
uno de los alumnos que participaron en este proyecto, en donde se muestran algunos

errores de este tipo.

2,2_4 1
g8 8 16 4

| N
o
N~
0| N
N
N

Streefland Sefiala que en un segundo intento, la mayoria de los alumnos lograron
descubrir y corregir estos errores, gracias a los referentes concretos construidos a partir

de los problemas de reparto. Al respecto dice:

“Los alumnos que pasan por el largo periodo del proceso de aprendizaje de las
fracciones necesitan encontrar repetidamente conflictos con N-distractores. El
objetivo es desarrollar una actitud de identificacion y descubrimiento de esos
distractores de manera apropiada. A partir de la preferencia de los nifios de partir
sucesivamente por mitades en contextos y con relaciones numéricas como las que
se han descrito... los alumnos pueden empezar a construir estas actitudes desde un
principio. (Streefland, 1984:150).

Posteriormente se planted el siguiente problema:
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Situaciones Procedimientos observados y resultados dados por los alumnos

1. Franz, uno de los alumnos que al parecer tenia mayores dificultades de
aprendizaje dibuja lo siguiente:

“Esto fue lo mismo que 3 panqués entre 4 nifios. Solo que ahora es el doble”.

"6 panqués entre ] . . C
8 nifios" 2. Margarita al parecer representd graficamente los 6 panqués, dividio cada

uno en 8 partes y utilizé los nimeros 1, 2, ..., 8, para indicar las piezas que
recibiria cada persona. Después dibujé lo siguiente para expresar su
resultado.

3. Maria escribi6: Primero cada una se lleva una mitad y después un cuarto.

4. Kevin dibujo las 6 piezas de panqué y 8 platos. Distribuyé cada pieza
sistematica y equitativamente en cada plato, uniendo con lineas cada una
de las partes con el plato correspondiente.

Hagamos un paréntesis en esta descripcion para comentar los procedimientos
mostrados por Streefland. Si bien Kevin y Margarita necesitan representar graficamente
la manera en la que repartirian el pastel en la realidad, hay diferencias importantes.
Kevin, indica a través de su dibujo lo que le tocaria a cada nifio pero no llega a
cuantificar el resultado. Margarita se apoya en la representacion grafica de los panqués
divididos en octavos para establecer igualdades y dar un resultado gréafico equivalente a

% Esto hace suponer que sabe que g hacen % y que % hacen %.

El caso que encontramos mas interesante es el de Franz quien determina la
equivalencia de los repartos (3 panqués entre 4 nifios y 6 panqués entre 8 nifios), al
observar que los dos datos del segundo problema aumentaron al doble. Es decir,
establece, de manera espontanea, una relacion proporcional, 6 entre 8 es igual a 3

entre 4.5

53, . . .
Mas adelante comentaremos los estudios que han destacado la presencia de procedimientos basados en
relaciones proporcionales, para resolver problemas de reparto.
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Continuemos con Streefland. Para favorecer la busqueda de equivalencias y dar asi un
resultado abreviado, plante6 el mismo problema a través de la historia de un restaurante
francés en donde, para distribuir los panqués entre los comensales, dividian de uno en
uno los panqués. Este procedimiento lo utilizaron todos los alumnos para resolver el

problema de los ‘6 panqués entre 8 nifios’, obteniendo como resultado:

6
S

© | =

1
+ =+
8

© | =

| =
+
™|
+
|~

Cuando Streefland solicité a los alumnos que abreviaran la descripciéon de su resultado,
éstos establecieron diversas relaciones de equivalencia generando variadas estrategias

para sumar y expresiones equivalentes del resultado. A continuacion se muestra como

realizaron los alumnos esta tarea.

Situaciones Procedimientos y resultados
1 + 14‘ } +1 +}+ l:§
"6 panqués entre 8 nifios" 8 8 8 8 8 8 4

1) 1

8
)1+1 =1

8 8 4
31 + 1+ 1=3

8 8 8 8
4)1+£+i+1:1

8 8 8 8 2
551+ 14+ 141 4+ 1=75

8 8 8 8 8 8
)L +1 + 1 +1 4+1 +1 =3

8 8 8 8 8 8 4

14+ 1=141 4 1=14+14+ 1:=3
8 8 4 8 8 2 8 8 4
L+ 1=1

8 8 4
221 +1 + 1 =23

8 8 8 8
31 +1 +1 +1 =1

8 8 8 8 2
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Situaciones Procedimientos y resultados
1+ 1 4+ 1 4+ 1 4+ 1 4+ 1=23
8 8 8 8 8 8 4
1) 1
"6 panqués entre 8 nifios" 8
2) 1+1 =122
8 8 4 8
3y L +1+1 =14+1=3
8 8 8 4 8 s
HLl+1 4141224
8 8 8 8 4 8
551 +1 41 41 41 =241=25
8 8 8 8 8 4 8 8
) 1+1+1+14+1,1-3:-6
8 8 8 8 8 8 4 8

Con estos ejemplos Streefland muestra que las situaciones de reparto fueron de gran
utilidad para favorecer en los alumnos el avance en su conocimiento sobre las
fracciones, ya que les permitieron: construir los elementos necesarios para establecer y
verificar relaciones de equivalencia, llegar a la cuantificacion del resultado utilizando sus

propios algoritmos, evitando asi caer en errores provocados por los N-distractores.

Ademas, sefiala que uno de los avances importantes fue el hecho de que al menos uno
de los alumnos empezé a utilizar las representaciones graficas como modelos de la
realidad ya que, en algunos casos, sustituy6 por cuadrados a los esquemas circulares,
con los que en general representaban las pizzas. Probablemente esta sustitucion la hizo

para facilitarse la subdivision requerida y encontrar el resultado con mas rapidez.

“... el estimulo del medio ambiente es una condicion necesaria, pero a pesar de eso,
yo he observado que el nifio progresa mentalmente para transformar la nocién
requerida, y después de algin tiempo de latencia, las reproduce (esas nociones) en
un estado més abstracto.” (Streefland, 1978:22).

Al igual que Piaget, Inhelder y Szeminska (1960), Streefland considera, que los nifios
son capaces de identificar resultados de particiones equivalentes aunque no las puedan
producir por lo que recomienda ser flexibles en la demanda de la precision geométrica,
ya que los referentes concretos o gréaficos deben ser un medio de razonamiento,
modelos que representan el problema real. Un ejemplo que justifica esta recomendacion

se comento en las paginas 115y 116 del apartado 111.1.3.1.
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111.3.2 ESTUDIO DE VARIABLES Y ASPECTOS ESPECIFICOS DE LA SITUACION DE

REPARTO: THOMAS KIEREN

Kieren, T. Doyal y Grant (1985), publicaron los resultados parciales de una investigacion
en la que aplicaron un test con 24 problemas de reparto directo a cientos de estudiantes
del 4° al 8° grado (primaria y secundaria)®. Los problemas se presentaron mediante
textos cortos en los que planteaba la consigna (repartir n pizzas o chocolates entre b
niflos) acompanada por diagramas (figuras geométricas que representaban las pizzas o
las barras de chocolate). En algunos casos, se pedia que cuantificaran el resultado del

reparto.

El interés de estos investigadores era analizar las representaciones gréficas (correctas
o incorrectas), para tratar de interpretar, los conceptos subyacentes sobre las fracciones
y el rumbo de su desarrollo. En el documento citado, los investigadores resumen los
resultados obtenidos con los alumnos del 6°, 7° y 8° grados™, apoyandose en cuatro

problemas tipo que formaban parte del test.

1. Tres personas estan repartiéndose estas dos pizzas medianas de peperoni en partes
iguales.

Sombrea lo que le tocé a una persona.

2. Cuatro personas se reparten estas tres barras de chocolate en partes iguales.

a) Sombrea lo que le toc6 a cada persona b) ¢ Cuanto se llevé cada persona?

3. Aqui hay 4 minipizzas. Muestra cOmo se repartirian entre tres personas.

a) Sombrea lo que le toca a una persona. b) ¢Cuanta pizza tendria esa persona?

OO0

54 . . ~ . . .

Los investigadores sefialan que en un documento anterior {Kieren y Doyal, (1981)} se describieron en
55detalle las bases parciales con las que se elaboré el documento que se analiza en este apartado.

En México equivalen, respectivamente, a 6° de primaria y a 1° y 2° de secundaria.
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4. Tres personas se estan repartiendo cuatro barras de chocolate del mismo tamafio.

a) Sombrea lo que le toca a cada persona b) ¢ Cuanto se lleva cada persona?

Si bien los investigadores sefialan la diferencia en el tamafio y la forma de las unidades
a repartir asi como las subdivisiones contenidas en los problemas 2 y 4 como elementos
gue aumentan la complejidad de los problemas, también se pueden observar en estos
problemas otras variables no mencionadas pero que probablemente fueron

consideradas y que influyen en el desempefio de los alumnos.

e El total de unidades a repartir a veces es mayor y a veces es menor que el numero

de personas entre las que se reparten (cociente mayor y menor que 1).
e Elreparto debe realizarse entre un nimero del tipo 2" o distinto de 2"

e Las subdivisiones contenidas en algunas figuras no corresponden al nimero de
personas entre las que se va a hacer el reparto (pero el total de subdivisiones es

divisible entre el nimero de nifios, excepto en un problema).

[11.3.2.1 RESULTADOS DE LA INVESTIGACION CON LOS ALUMNOS DEL 6°, 7° Y 8° GRADO

A partir de la observacion y de las acciones que realizaron los alumnos antes de
sombrear la parte que le corresponde a cada una de las personas entre las que se
debian repartir las ‘pizzas’ y las ‘barras de chocolate’, Kieren, Doyal y Grant plantean
que, al parecer, la diferencia entre los procedimientos que utilizaron radica en la manera

en la que conciben la unidad que se reparte.

Por ejemplo, sefialan que los alumnos del 8° grado (2° de secundaria), primero dividian
el nimero de ‘pizzas’ o ‘barras de chocolate’ entre el nimero de personas a quienes se
les repartia (no indican como hacian esta division, parece que se refiere a que lo hacian
mentalmente a nivel numérico) y después representaban su resultado de manera

grafica en los diagramas.

Estas acciones y el hecho de que la mayoria de estos alumnos representaron en una

sola ‘pizza’ la parte que le toc6 a cada nifio, es para los investigadores un indicio de
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que, para estos alumnos, la unidad es el total de objetos a repartir. Esta idea se ve con
mas claridad en los procedimientos utilizados para resolver los problemas en donde el
namero de objetos que se reparten es menor al nimero de personas entre las que se

hace el reparto. Por ejemplo:

Kieren, Doyal y Grant, fundamentan su hipétesis con los procedimientos A, B, D y
destacan, de una manera especial, el procedimiento C (generado por un alumno del 8°
grado), como una manera gréfica de representar la unidad formada por tres ‘barras de
chocolate’ que se divide en cuatro partes iguales. Sefalan que casi todos los alumnos del
8° grado usaron el procedimiento B y que estos no necesitaron apoyarse en los
diagramas para resolver los problemas porque contaban con estrategias de calculo que
les permitian resolverlo a nivel numérico. Podriamos agregar que probablemente estos

alumnos, ademas de considerar al total de objetos a repartir como unidad, saben ya que a

unidades entre b es igual a % de unidad (fraccion como cociente).

Los siguientes procedimientos fueron generados por la mayoria de los alumnos del 6°y 7°

grado y algunos del 8°. Con ellos Kieren, Doyal y Grant, muestran que los alumnos que
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los utilizaron consideran a cada ‘pizza’ o ‘barra de chocolate’ como unidades
independientes, ya que las dividen por separado entre el nimero de personas indicado en
cada caso y toman un pedazo de cada unidad, para encontrar el resultado. Sefialan
también que estos alumnos todavia necesitaban apoyarse en los diagramas para resolver

los problemas.

El procedimiento F lo utilizaron la mayoria de los alumnos del 6° y 7° grado. Los
procedimiento H e | los usaron la mitad de los alumnos del 7° grado y algunos del 8°. En
cuanto al ultimo problema, los investigadores sefialan que sélo uno de cada 2 alumnos del
8° grado y 1 alumno de cada 3 del 7° grado, dieron una respuesta gréafica correcta con el

procedimiento J.

Entre los procedimientos F y G, los investigadores consideran mas avanzado el G porque

13 H 1 2
en una ‘pizza’ representaron los 3 gue le corresponden a cada persona.
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Con respecto al problema 3 barras de chocolate entre 4, Kieren, Doyal y Grant observaron
que los alumnos del 6° grado tuvieron mayores dificultades para representar lo que le
tocaba a cada persona, debido a las subdivisiones previas que funcionaron como
distractores. Sin embargo, sefialan que los alumnos lograron resolverlo con el
procedimiento | (considerando el total de subdivisiones y dividiéndolo entre 4) o con

alguna otra variante.

En cuanto a la manera en que cuantificaban los resultados de cada reparto, los

investigadores encontraron lo siguiente en cada problema:

2 pizzas medianas entre 3 personas. No se pedia la cuantificacién pero de manera
espontdnea algunos alumnos del 6°, 7° y 8° la representaron de la siguiente manera:

1 1 1 1
“y>= o
3y3

J— + J—
3 3
4 pizzas entre 3 personas. La mayoria de los alumnos del 6° y 7° grado lo hicieron asf:

1 1 ) 4 y algunos del 6° grado lo representaron asi: 1 + 1 +E + 1
3 3 3 3 3 3

3 barras de chocolate entre 4 personas. Los estudiantes del 8° grado representaron la

cuantificacion de su reparto como 3 ylos del 6°y 7°gradocomo £ , 1 , 1 o 1,1,
4 a4

4 2 4
4 barras de chocolate entre 3 personas. Los estudiantes que lograron resolver este

problema cuantificaron el resultado de la siguiente manera: 1+ % + % de 3.

4

De estos resultados, Kieren, Doyal y Grant destacan dos de las dificultades ya
encontradas por otros investigadores revisados anteriormente, para el caso de los
repartos entre 3. A saber, la dificultad de partir en tres partes iguales y la tendencia de
partir por mitades sucesivas para obtenerlas. Sin embargo, algunos alumnos lograron
eludir la dificultad de partir, directamente en tercios buscando otras estrategias. Por

ejemplo:
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Kieren, Doyal y Grant sefialan que para cuantificar el resultado, algunos de los alumnos

gque usaron el procedimiento K escribieron: %; con el procedimiento L: %Jr% (aunque en

realidad es * + 1
2 3

de L), conell 1,1, 2%ge LyconlL” 12

2 4 3 4 6
Comentan también que otros alumnos, al parecer sabian que para resolver el problema
debian dividir los objetos en tres partes iguales, pero no lo lograron, probablemente por la
dificultad que aun representaba para ellos dividir en tercios. Esta dificultad los llevé a dar

respuestas como las siguientes:

Kieren, Doyal y Grant, consideran que los alumnos que resolvieron con el procedimiento

M, N y O, saben que a cada persona le toca un pedazo mas grande que 1 pero mas
2

chico que 3 y los que lo resolvieron con el procedimiento P, saben que a cada persona le
4
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toca una ‘pizza’ entera y un pedazo de ‘pizza’ mas grande que 1 pero mas chico que 1
4 2

por lo que sombrean en el primer caso un poco mas de la mitad de ‘pizza’ y, en el

segundo, sombrean una ‘pizza’ y un poco menos de la mitad de la otra.

En cuanto al problema 4 barras de chocolate entre 3 personas, resuelto con los
procedimientos Q y R, los investigadores destacan que este problema resulté mas dificil
que el problema 3 barras de chocolate entre 4 personas. Si bien no lo dicen
explicitamente, al parecer consideran que el aumento en la complejidad se debié a que,
las subdivisiones no eran multiplos del numero de personas entre las que se debia

realizar el reparto.

Estos investigadores sefialan también que algunos alumnos del 8° grado sabian, a partir

. . 1 .
de sus calculos, que a cada persona le correspondia 1§ de chocolate (asi lo

representaron numéricamente), sin embargo, las respuestas graficas son solo
aproximaciones de ese resultado. Podriamos pensar que en este caso, los alumnos del 8°
grado utilizaron los graficos como lo sefiala Streefland (1993), como un referente 0 como

un recurso que apoya su razonamiento.

En cuanto a la tendencia de dividir en mitades sucesivas, Kieren, Doyal y Grant sefialan
gue ésta persiste en algunos de los alumnos del 6° y 7° grado quienes resolvieron los

problemas de la siguiente manera:

151



Para indicar lo que le tocaba a cada persona los alumnos registraron lo siguiente:

v:1+1 o) 1+1, W:11 y z:lyéy}de}yldeéde1

2 4 3 44 474 4 4
Si bien con estos procedimientos los investigadores destacan la tendencia de los alumnos
a partir por mitades y la dificultad de algunos alumnos del 6° y 7° grado para partir en
tercios, vale la pena hacer las siguiente observaciones: si a cada una de las tres personas
entre las que se hizo el reparto, se les entrega una parte de ‘pizza’ como la sombreada en
los procedimientos S, T y U, tenemos que, aunque todas las personas tendrian la misma
cantidad de pizza, hay un sobrante ¢ Qué pensaban los alumnos que respondieron de esta

manera acerca del sobrante?

Esta es una pregunta sin respuesta ya que en la investigacién no se les cuestiond para
averiguarlo. Estrictamente hablando, podria decirse que las respuestas del problema son
correctas, porque en la consigna solo se indica, de manera explicita, la igualdad en el
reparto, pero no se indica que éste debe ser exhaustivo, es decir que no debe sobrar

pizza.

Kieren, Doyal y Grant sefialan que el hecho de haber utilizado en su investigacion objetos
con formas diferentes (circulos, rectangulos, cuadrados) y haber incorporado previamente
subdivisiones en algunos de los objetos, aumenté el nivel de complejidad de los
problemas, pero también proporcionaron informacion interesante. Les permitio comprobar
las posibilidades que ofrecen las situaciones de reparto para desarrollar en los alumnos
algunos procesos cognitivos y construir ciertas nociones importantes para el desarrollo del

concepto del nimero racional. A saber:
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e la construccion del concepto de unidad (que puede o no estar conformada por mas de

un objeto),
e el desarrollo de habilidades para dividir en partes iguales diferentes a las mitades,
¢ el desarrollo de la relacién parte-todo,

¢ el uso de la representaciéon numérica convencional de las fracciones para cuantificar el

resultado de un reparto,
¢ la construccién del concepto de equivalencia entre las fracciones y,

¢ la posibilidad de introducir la suma de fracciones y la relacién parte de parte a la que

subyace una divisién de una fraccion entre un entero.

En México y en otros paises se han realizado numerosas investigaciones en las que se
han obtenido resultados similares, por ejemplo, Hunting y Korbosky (1984), D. Block
(1987), H. Balbuena (1988), entre otros han experimentado algunas situaciones de
reparto directo, con alumnos de los diferentes grados de preescolar y primaria,
encontrando las mismas dificultades para partir en tercios, la tendencia de partir por
mitades sucesivas y, cuando ya manejan la representacion convencional de las

fracciones, la tendencia de expresar de manera aditiva los resultados del reparto.

4 mn a n
111.3.3 ESTUDIO DE LA RELACION "a UNIDADES ENTRE b = B DE UNIDAD". BLOCK Y

SOLARES
Block y Solares (2001) plantean que, en las situaciones clasicas de reparto como las que
hemos visto anteriormente, el hecho de que el resultado de repartir a pasteles entre b sea
una fraccion de pastel cuyo numerador es a y cuyo denominador es b, constituye, para los
nifios que resuelven el reparto, un hecho casual, no anticipado, que puede incluso pasar
inadvertido. Los nifios obtienen dicha fraccion, como ya hemos visto, mediante la suma de
las fracciones unitarias que se derivan de la particiébn que realizan, por ejemplo, en el
reparto ‘3 pasteles entre 4 nifios’, dependiendo de como realicen el reparto en el nivel

concreto, pueden obtener:

= 3 0 bien
4

Mw

N |
AR
AR
AP
N
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1A H 13 3 ”
Por lo tanto, agregan los autores, los nifios pueden obtener el cociente 2 de pastel” del
reparto ‘3 pasteles entre 4’, sin que por ello podamos decir que “conciben las fracciones
como cocientes” (es decir, en este caso, sin concebir 2 como la medida que multiplicada

por 4, da 3).

Para mas precision, proponen distinguir la nocion de “fraccion cociente calculado” de la
nocion de “fraccion cociente por definicion”. La primera es la nocién que esta en juego
cuando los nifios realizan los repartos, mientras que la segunda normalmente no se

introduce en la escuela primaria, sino mas adelante, al estudiar émlgebra.56

Asi, los problemas de reparto contribuyen a enriquecer la nocion de quebrado que los
nifios estdn en proceso de adquirir, al hacerla jugar el papel de un cociente calculado,

pero no necesariamente llevan a construir la nocion de fraccion cociente por definicion.

No obstante, los autores plantean que es posible, en la escuela primaria, ir un poco mas

lejos del cociente “calculado” y propiciar que los alumnos anticipen que el resultado de un

reparto de a unidades entre b debe ser la fraccion % de unidad. De esta manera, se

tenderia un puente entre las dos concepciones de la fraccion.

Con respecto a este propdsito, Block y Solares (2001) plantean que la problematica puede
ser distinta si las unidades que son objeto del reparto estan fisicamente separadas, como
los pasteles, o constituyen una magnitud continua, como una longitud (variable “tipo de
magnitud"). Con respecto al primer caso, los autores hacen un comentario breve, mientras
que para el segundo caso, Solares (1999), presenta los resultados de un estudio

experimental con un grupo de quinto grado. A continuacién presentamos ambos casos.
[11.3.3.1 PRIMER CASO: LA DIVISION DE CANTIDADES "DISCRETAS DIVISIBLES"

Block y Solares (2001), proponen una variante del reparto directo que les permita
comprender que n unidades divididas entre m es igual a n veces una unidad dividida

entre m. La variante es simple. Se trata de realizar numerosos repartos en los que el

*® Hemos visto dos estudios experimentales en los que se introdujeron las fracciones como cocientes “por
definicion”: el del espesor de las hojas de papel de Brousseau, Ny G. Brousseau (1987), y el de la relacion
de conmensuracion entre enteros y pedazos de Block (1987).
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divisor sea constante, por ejemplo: ‘un pastel entre 4 nifios’, después ‘dos pasteles entre 4
nifos’, ‘tres pasteles entre 4 nifos’, ... etcétera. Esta variante-dicen los autores—

favorece que los nifios, para economizar, consideren por ejemplo que, si un pastel entre 4

es %, dos pasteles entre 4 es el doble, o sea %, etcétera.

[ .4 ¥

N° de pasteles Cantidad de pastel por nifio
1
e a 1 4 N N
doble
dobl
oble 5
2 4 triple
triple
N 3 3 <
4
n veces n n & Nveces
4

- e e~ .. N
Asi, n pasteles entre 3 nifilos es n veces 1 pastel entre 4 nifios, es decir 2 de pastel.

Otra forma mas concreta de sugerir el mismo razonamiento consiste en pensar que los n

pasteles se reparten uno por uno entre los 4 nifios:

Del primer pastel, a cada nifio le toca % de pastel.

Del segundo pastel, a cada nifio le toca otro % de pastel. Van %

Del tercer pastel, a cada nifio le toca otro % de pastel. Van %

Si se les reparten 3 pasteles les tocaran %

Del enésimo pastel, a cada nifio le toca otro cuarto de pastel. Van %

Sefialan que este obijetivo, establecer el algoritmo a unidades entre b = % de unidad, no

deberia, sin embargo, considerarse demasiado pronto , porque podria evitar los procesos

de particion de unidad y la riqueza de relaciones asociadas a éste.
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111.3.3.2 SEGUNDO CASO: LA DIVISION DE UNA MAGNITUD CONTINUA

Las situaciones que estudia Solares (1999), contienen problemas como el siguiente. "Si
un robot avanza 3 varas en cuatro pasos, ¢ cuanto avanza en un paso?". La investigadora
hace notar que la magnitud en juego es una longitud y su medida se expresa con

unidades no convencionales.

En su estudio Solares muestra que los alumnos, frente a este tipo de problemas, no
parten unidad por unidad como lo hacen en los problemas de reparto donde las unidades
(pasteles) estan separadas, sino que se plantean la pregunta: ¢Qué medida, repartida 3
veces, es igual a 4 unidades? Para contestarla, desarrollan una gama de procedimientos
gue no aparecen, o no aparecen de la misma manera, en los repartos de pasteles. A
continuacion se describe la situacion fundamental de la secuencia propuesta por Solares,

y se esbozan los procedimientos que la investigadora identifico.

Cuatro robots avanzan cierta distancia (medida con unidades arbitrarias) con un numero

determinado de pasos (cada robot siempre da los pasos del mismo tamafio).

Robot Distancia recorrida en 5 pasos Distancia recorrida en 1 paso
A 1 unidad
B 2 unidades
C 3 unidades
D 4 unidades

El problema para los nifios consiste, a veces, en construir una longitud (tira de papel) del
tamafio del paso de cada robot o en determinar la medida del paso (esto Ultimo no se pide
en las primeras aplicaciones del problema). Los materiales con los que contaban los

alumnos para resolver las situaciones fueron los siguientes:

» Una ficha de trabajo con una tabla como la anterior en la que se presentaban los datos

del problema,

» Una tira numerada como la siguiente:

» Una tira unidad de la misma longitud que las unidades contenidas en la tira numerada
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» Una tira larga de papel, sin ninguna graduacion, para construir el paso

Con esta situacion Solares intentaba favorecer la puesta en juego del siguiente
procedimiento, por considerarlo el mas econdmico y el mas adecuado para, comprender

., a
larelacion:a =~ b= —:

b

Para calcular, por ejemplo, el cociente de 3 unidades entre 5 el procedimiento seria:

“Si un robot avanza una unidad en 5 pasos, el tamafio de su paso es facil de

. 1 : . .
determinar: c de unidad. Un robot que recorre, en ese mismo nimero de pasos, 3

: . 1
unidades, debe tener un paso tres veces mayor. Su paso mide entonces 3 veces = de

unidad.” (Solares 1999:¢,7).

Robot Distancia recorrida en 5 Distancia recorrida en 1
pasos paso
1 .
|"' A 1 unidad c de unidad
X L> 3 d idad 3 o
B 3 unidades 5 e unida |

Como se puede observar, en este procedimiento subyace una de las propiedades de las
situaciones de proporcionalidad directa, es decir, se conservan las razones internas entre
cada pareja de numeros. A decir de la investigadora, este procedimiento permite

establecer la siguiente relacion:
. . a :
a unidades + b =aveces (1u + b) = aveces % de unidad = b de unidad.

Solares sefiala que los alumnos podian verificar los resultados empiricamente (cortando
la tira de papel con la medida estimada e iterarla sobre la tira numerada) o,

aritméticamente (sumando o multiplicando la medida estimada).
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La experimentacion de Solares se llevo a cabo en 8 sesiones de clase con un grupo de 36
alumnos de 5° grado de primaria®. En las tres primeras sesiones, se plantearon 3
situaciones probleméticas un tanto diferentes a la fundamental, con el propésito de que
los alumnos se familiarizaran con este tipo de problemas, comprendieran la consigna y las
relaciones entre los datos (tamafio de un paso, nimero de pasos, distancia total
recorrida). En la cuarta sesién se plante6 la situacion fundamental y, en las subsiguientes,

otras situaciones similares con los siguientes propositos:

"... brindar otras experiencias que permitieran a los alumnos mejorar sus
procedimientos, difundir los procedimientos de resoluciéon y propiciar su discusion,
estudiar la aplicacién de relaciones y procedimientos a situaciones con la misma
estructura pero en diferente contexto” (Solares, 1999).

Los resultados de la experimentacion de Solares pusieron de manifiesto que los alumnos
de 5° grado contaban con recursos para abordar este tipo de problemas. Entre los
procedimientos iniciales que los alumnos pusieron en juego para resolver los primeros
problemas, la investigadora sefiala los siguientes: para averiguar el tamafio del paso del
robot que avanza, por ejemplo, 3 unidades con 5 pasos, algunos alumnos recurrieron al

procedimiento de ensayo y error de la siguiente manera:

CORTAR UN PEDAZO DE LA TIRA LARGA DE PAPEL E ITERARLA SOBRE LA NUMERADA PARA
VER SI LLEGABA O NO A LA META. De acuerdo al resultado cortaron un pedazo mas grande
0 més chico que el anterior hasta lograr construir un pedazo que, al repetirse 5 veces

cubriera las 3 unidades.

Construir una tira del tamafio de la distancia recorrida y subdividirla en 5 partes iguales.

En este procedimiento y en el anterior, para cuantificar el tamafio del 'paso’, algunos
de los alumnos estimaron su medida compardndolo con la tira unidad (méas de la

mitad, menos de la mitad) o, doblando la tira unidad en mitades sucesivas y

57 . . . . P , . .
La escuela primaria es de nivel socio econdmico heterogéneo y se caracteriza por un buen nivel
académico.
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comparandola con el 'paso’ obtenido, hasta aproximar la medida del 'paso’ en

octavos.
SIN UTILIZAR EL MATERIAL ESTIMABAN UNA FRACCION DE UNIDAD. Por ejemplo, para
averiguar el tamafo del 'paso’ del robot que avanza 9 unidades con 7 pasos, la mayoria

- . o 11 1 .
de los alumnos probaron casi siempre con fracciones unitarias (E’ 3 Z,etcetera), las

sumaron 7 veces y, si se pasaban de la meta o si les faltaba para llegar a ella, buscaban
otra fraccion. Otros, alumnos seguramente observaron que si el '‘paso’ era del tamafio de
la unidad, con 7 pasos recorrerian 7 unidades, por lo que de entrada consideraron que la

medida del 'paso’ era mas grande que la unidad. En uno de los equipos, por ejemplo,

probaron primero con un pedazo de tira que media 1% unidad y la iteraron sobre la tira

. : 1 . 1
numerada, después probaron con otra tira de 12, después con 1§ y luego, se
enfrascaron en una discusion, en la que comparaban fracciones para buscar una fraccién
1 1 . . . .
mayor que 2 pero menor que 3 que al repetirse 7 veces cubriera una distancia de 9

unidades.

Debido a que se centraron en fracciones unitarias, al parecer los alumnos concluyeron

que la fraccién buscada no existia.
Posteriormente, surgieron procedimientos mas sisteméaticos como los siguientes:

BUSCAR UNA PARTICION COMODA DE LA UNIDAD. Los alumnos que pusieron en marcha
procedimientos de este tipo, sabian que el problema se resolvia con una division. El reto
para ellos era encontrar un niumero que, al dividirlo entre el nUmero de 'pasos’, no tuviera
residuo, es decir necesitaban encontrar un niamero que fuera mdltiplo del nimero de

pasos que daba el robot. Algunas variantes de este procedimiento fueron las siguientes:

PARTIR UNA UNIDAD EN DECIMOS. En algunos casos, por ejemplo con el robot que

avanzaba 2 unidades con 5 pasos, algunos alumnos multiplicaron 2 x 10 y dividieron con

el algoritmo 20 + 5 obteniendo 0.4 como cociente que representaron como % . Al sumar
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cinco veces esta fraccion obtuvieron % = 2 unidades . De esta manera encontraron que
el paso de este robot media % de unidad.

PARTIR UNA UNIDAD EN EL NUMERO DE PASOS QUE DA EL ROBOT. Uno de los equipos que
habia empezado a buscar, de manera implicita, un numero que al dividirlo entre el nimero
de pasos no tuviera residuo, descubre que el nimero de pasos indica la particion
deseada. Por ejemplo, con el robot que avanza 4 unidades con cinco pasos, multiplican el
namero de unidades (4) por el nimero de pasos (5) y al resultado (20, que expresa que
en 4 unidades hay 20 quintos) lo dividen entre el nimero de pasos (5), encontrando que la
medida del paso de este robot es de jCuatro quintos!. Con este procedimiento logran
resolver otros problemas. Este procedimiento se difundié rapidamente entre otros

alumnos.

Los autores, sin dejar de observar que el logro de estos alumnos fue muy importante,

sefialan que este procedimiento, si bien permite entender que a unidades entre b es igual

a . . e .. .
a b de unidad, no favorece la comprension del porqué la fraccion resultante tiene como

numerador al dividendo y como denominador al divisor, dado que el procedimiento que
siguieron los alumnos implica varias operaciones que soOlo pueden explicarse

algebraicamente.

a+-b= a—b +b= M — a

b b b
EL ALGORITMO DE LA DIVISION CON COCIENTE DECIMAL. Unos cuantos alumnos intentaron
dividir (con el algoritmo) el nUmero de unidades que avanzaba el robot entre el nimero de
pasos que dio. Mientras los alumnos trataban de resolver estos problemas con el
algoritmo, Solares observé las siguientes dificultades: 1) falta de dominio del algoritmo,
2) dificultades para interpretar los decimales que aparecen en el cociente dado que estos
no son ni decimetros ni centimetros porque la unidad utilizada era arbitraria, 3) al parecer
lo alumnos consideraban que el resultado de la divisién debe ser exacto. Por ejemplo, en
una hoja de trabajo de uno de los alumnos, aparecen las siguientes operaciones para

resolver el problema de un robot que avanza 7 unidades con 6 pasos:
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1.2
1.2
1.2
11 1.2
1.2
1.2
7.2

Solares sefala que, al parecer, este alumno intentaba aproximarse al cociente exacto
mediante sumas sucesivas, enfrentdndose a un nuevo problema relacionado con la
densidad de los numeros racionales ¢ hay o0 no un nimero comprendido entre 1.1y 1.2

que al sumarse 6 veces dé como resultado 7 unidades?

IDENTIFICAR LAS RELACIONES INTERNAS. COmo ya se ha sefialado, este procedimiento era
el que Solares pretendia propiciar. Sin embargo, sefiala que muy pocos alumnos lograron
desarrollarlo. Veamos las explicaciones que dieron algunos de los alumnos que

identificaron estas relaciones para explicar el resultado que obtuvieron.

Para un robot que avanza 2 unidades en 5 pasos.

Erick: Primero dividimos la unidad de medida en cinco partes, que es el robot A (el robot A
avanza 1 unidad en 5 pasos), y después como son dos unidades (robot B), es lo doble
de A.

Para un robot que avanza 5 unidades en 7 pasos.

Maltos: Si quisiéramos llegar a la unidad en siete pasos nada mas necesitariamos un séptimo y
si quisiéramos llegar a dos unidades serian dos séptimos y asi va aumentando hasta

llegar al cinco y cinco séptimos y llegamos a la quinta unidad.

INDICACION DE LA MEDIDA DE UN PASO COMO FRACCION UNITARIA DEL RECORRIDO TOTAL.
Solares destaca que este procedimiento fue generado por uno de los equipos que, para
resolver los primeros problemas, habian construido una tira tan larga como la distancia
recorrida por el robot en cuestién. Para encontrar el tamafio del paso de un robot que
avanza, por ejemplo, 3 unidades en 7 pasos, describieron su solucién de la siguiente

manera: “Divide 3 unidades entre 7 pasos, el resultado va a ser el tamafio del paso”, o

bien, % de 3 unidades”.
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Solares comenta que este procedimiento causé polémica entre los alumnos ya que el
nuevo concepto de unidad que implica no era comprendido por aquellos que continuaban
centrados en el fraccionamiento de cada unidad. Sin embargo, sefialan que permitié que
los alumnos se dieran cuenta de que el resultado obtenido con este procedimiento era

equivalente al que ellos habian encontrado con procedimientos diferentes.
[11.3.3.3 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

El analisis de los procedimientos generados por los alumnos para resolver los problemas

planteados a lo largo de la experimentacién, permitié a Solares concluir lo siguiente:

e El tipo de magnitud que se utiliza influye de manera determinante en la manera de
abordar un problema de particién. El problema ahora no es, directamente, partir cada
unidad, sino, mas ampliamente, encontrar una medida que, repetida n veces, sea

igual a otra medida m.

e Dado que s6lo unos pocos alumnos lograron identificar las relaciones internas de las
razones involucradas en los problemas, no se puede afirmar que la secuencia de

problemas propicie el desarrollo de este procedimiento.

P . L. a p
e La mayoria de los alumnos establecieron la relacion a + b = b y Su reciproca, dada

una fraccion, que indica la medida del paso, los alumnos identificaron la medida del
recorrido (numerador) y el numero de pasos dados por el robot (denominador). Pero
muy pocos comprendieron el por qué de esa relacion. Solares destaca también que el
hecho de que algunos alumnos lograron anticipar la fraccién resultante de una
divisién “no significa que se hayan apropiado del significado de la fraccibn como

cociente pero si permite tender un puente hacia esa concepcion.

e Este tipo de problemas brinda la posibilidad de estudiar aspectos de las fracciones
que normalmente no se problematizan. A saber, la densidad del orden de las

fracciones y su relacion con los decimales.

Asi, el estudio de Solares pone de manifiesto una variable que incide de manera
significativa en los problemas de particion, y que hace que la determinacion del cociente
(fraccidn) se realice poniendo en juego acciones muy distintas. En la variable que Solares

estudia, el cociente asume mas explicitamente el caracter de un factor faltante en una
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multiplicacién, aunque, como se vio, en este caso resultd6 mas dificil para los nifios

establecer la relacion:

a unidades entre b = 2 de unidad

Con este trabajo se cierra la revision de los numerosos aspectos de las situaciones de
reparto que han sido objeto de estudio desde el punto de vista del aprendizaje de las

fracciones. En las conclusiones haremos un comentario final sobre esta linea de trabajo.
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COMENTARIO FINAL

Los diagndsticos que presentamos en el primer capitulo ponen de manifiesto, de manera
empirica, la existencia de numerosas dificultades para los alumnos de la primaria y de la

secundaria en la comprension de los distintos aspectos de la nocion de fraccion.

La complejidad de esta nocién ha sido también puesta en evidencia, de manera tedrica, a
partir del andlisis del concepto de nimero racional desde el punto de vista de las formas
gue asume en problemas especificos. En el segundo capitulo hemos revisado los
principales aportes de investigadores que han abierto vias originales de andlisis en esta

direccién: T. Kieren, H. Freudenthal; G. Vergnaud, N. y G. Brousseau.

Hemos encontrado cierto nivel de consenso con respecto a algunas consideraciones

fundamentales:

e considerar la polisemia de la nocion de fraccion y, mas precisamente, el hecho de que
la nocion de numero racional se construye mediante la articulacion de sus mdltiples

significados;

e favorecer aprendizajes en situaciones contextualizadas, con magnitudes y ndmeros

concretos antes que con nameros abstractos;

e propiciar los procesos de adquisicion del lenguaje y de las reglas de operacion sobre la

base de los conocimientos informales, intuitivos.
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Los estudios que revisamos en este segundo capitulo aportan recursos tedéricos que
permiten traducir estas consideraciones generales en estudios mas especificos y que
apuntalan el desarrollo de propuestas didacticas. Disponemos ya de conocimientos
importantes acerca de los significados que subyacen a la fraccién, de los fenédmenos y de
las situaciones didacticas que los vehiculizan (por asi decir), y de hipotesis acerca de

cémo articular los distintos significados en progresiones did4cticas.

Una de las situaciones problema cuyo potencial didactico, desde preescolar hasta
secundaria, ha sido destacada por la mayoria de los estudios, es la del reparto equitativo y
exhaustivo. Hemos dedicado el capitulo tres a la revision de una parte de la variedad de

investigaciones realizadas.

A continuacion, en calidad de sintesis y de comentario final, voy a intentar precisar algunas
cuestiones que se pueden desprender de la nutrida produccion de estudios sobre el

reparto:

e Qué aspectos de las fracciones es posible abordar mediante los problemas de
reparto?

e ¢ Qué otras nociones estan implicadas en estos problemas?
o ¢ Qué aspectos, en cambio, no pueden abordarse?
LA PARTICION Y LA NOCION DE PARTES EQUIVALENTES

En el nivel mas concreto, el del reparto fisico de cantidades discretas o continuas, sin
cuantificacion del resultado, los problemas de reparto propician el desarrollo de la
capacidad para realizar particiones en partes equivalentes y la asignacién de una parte a
cada uno de los participantes en el reparto. El resultado no es igual a todas las partes, sino

a la parte que le toca a cada uno, la cual debe ser equivalente a las demas.

En esta situacion estd implicada, en primer lugar, la nocion de cantidades equivalentes.
Esta nocion no es trivial, como lo han demostrado los estudios piagetianos sobre la
conservacion. Su complejidad va a la par con la complejidad del tipo de magnitud en
juego: discreta o continua, asi como al interior de las cantidades continuas: longitud,
superficie, masa, etcétera. La realizacion de problemas de reparto con una magnitud
especifica, requiere que los alumnos puedan identificar cudndo dos partes son

equivalentes (por ejemplo, mediante el conteo, la comparacion directa de longitudes y
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superficies), sin lo cual el problema mismo de reparto equitativo y exhaustivo carece de
sentido. No obstante, no se descarta que las experiencias de reparto puedan también

contribuir a ello.

Por otra parte, en relacién con las cantidades continuas, las particiones entre factores
distintos a 2" tampoco son triviales para los alumnos de los primeros grados. Hay un

proceso en el cual los alumnos desarrollan la capacidad de anticipar las formas de partir.

Algunos de las dificultades que deben superar son: constatar que las particiones sucesivas
en 2" no producen una particién en 3; constatar que el nimero de cortes es menor (en
uno) que el nimero de partes que se desea obtener. (ver trabajos de Figueras, Davila,
Olvera y Martinez, y Kieren pp. 22-26; 84-97; 108,109, Anexo 3 y 150-153

respectivamente).

EL TAMANO DE LAS UNIDADES, EL NUMERO DE LAS UNIDADES Y EL
NUMERO DE PARTES DETERMINAN UN TAMANO UNICO DE LA PARTE

Dado por ejemplo un tamafio de pastel, los datos “n pasteles, m nifios”, determinan un

tamafio Unico de la parte que toca a cada quién. Dicha determinacién permite:

e Anticipar que los resultados de varios repartos que comparten esos datos, son

equivalentes, aunque su apariencia fisica cambie (forma, nUmero de cortes)

e Comunicar ‘la medida’ del pedazo resultante, puesto que la informacion ‘n pasteles, m

partes’ determina su tamafio.

Hemos reportado dos tipos de estudios que apelan a esta determinacion, en uno, al
plantear la comparacién de resultados de un reparto en el nivel concreto, sin cuantificacion
y, en el otro, en una situacién de comunicacion del tamafo del pedazo mediante los datos

del reparto.

Con respecto al primer tipo de situacion, vimos que la realizacion de un mismo reparto en
el seno de varios equipos puede dar lugar a la comparacion de resultados distintos en
apariencia fisica (forma, numero de cortes), pero equivalentes en tamafio, generados por
las distintas formas de realizar el reparto. Hemos podido comprobar que los alumnos de
segundo grado de primaria pueden ya abordar el problema en un nivel empirico, aunque

pocos pueden todavia anticipar utilizando la relacién de determinacion antes dicha (ver
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trabajo de Davila pp. 85-95). Esta afirmacion ha sido ya constatada por otros

investigadores (ver por ejemplo Olvera pp. 109-111).

En el segundo estudio, unos alumnos deben comunicar a otros la informacién necesaria
para que los segundos construyan un pedazo del mismo tamafio que el que tienen los
primeros. Ambos disponen de “enteros”. Las situaciones previas facilitaron, en 4° grado, el
procedimiento de conmensuracion que consiste en “empatar” pedazos con enteros para
encontrar la relacion “n enteros = m pedazos” y utilizarla como medio para comunicar la
medida del pedazo. Esta situacion se utiliz6 con la finalidad de introducir la nocién de

fraccion como razén primero y como cociente después (ver trabajo de Block, pp. 133-138).

No obstante, se considera que la secuencia presenta todavia dificultades y puntos débiles
tales como: la construccion de las fracciones a partir de la relacién de conmensuracion es
poco comun en el proceso de ensefianza y esta estrategia no surge de manera
espontidnea entre los alumnos, es necesario plantear situaciones previas para inducir el

uso de esta estrategia.

LA UNION DE LAS PARTES ES IGUAL AL TODO

Intercambiando los papeles del dato conocido e incégnita en un reparto, pueden generarse
nuevos problemas que propician y enriquecen el estudio de esta relacion. Dado el pedazo
y los datos del reparto (N° de enteros, N° de nifios), los alumnos de 4° grado muestran
poder reconstruir el entero, uniendo primero todos los pedazos para obtener “todo” lo que
fue repartido, y después dividiendo esa unién entre el niumero de enteros. También,
conociendo el tamafio de un entero y el de un pedazo, pudieron encontrar los datos del
reparto, iterando enteros y pedazos hasta encontrar coincidencia (ver trabajo de Block,
pag. 131).

EXPRESANDO MEDIDAS, DEFINIDAS COMO ‘PARTES DE UNIDAD' O
‘QUEBRADOS’

Intentemos precisar qué significados de la fraccion son los que entran en juego cuando se

cuantifica el tamafio de la parte que resulta de un reparto.

La cuantificacion de la parte, en los problemas tipicos de reparto, se realiza mediante la
suma de fracciones unitarias. La fraccion que resulta tiene por lo tanto el sentido tipico de

un “quebrado” que expresa una medida (ver trabajo Kieren, pp. 146-152).

167



Notemos que en esta cuantificacion (3 barras de chocolate entre 4 personas), por ejemplo,
“a cada uno le tocan % de pastel”, el quebrado % no es concebido ni como el cociente 3

entre 4 (aunque juega como cociente calculado), ni como relacion de razén entre el todo y
la parte, en el sentido de que la parte es al todo como 3 es a 4, o bien en el sentido de que

4 veces la parte es igual a 3 veces el todo.

... 3 .. . . 1
En este caso, la fracciéon n expresa, Unicamente, una medida y significa 3 veces 2 es

decir, un quebrado. Esta precision no demerita a la situacion de reparto para estudiar
fracciones, pretende Unicamente ayudar a evitar ciertos malentendidos (como pensar que
si los alumnos son capaces de resolver este tipo de problemas ya conciben a la fraccion
con otros significados diferentes al de quebrado), y, a la vez, sugiere la necesidad de
considerar otras situaciones, que no se limiten al fraccionamiento de unidades “fisicamente
separadas” en las que las fracciones resultantes sélo pueden ser entendidas como la

suma de fracciones unitarias.

Podemos precisar entonces ciertas ventajas y ciertas limitaciones de los problemas de

reparto desde el punto de vista de la cuantificacién del resultado con una fraccion:

VENTAJAS:

o Dependiendo de la forma de partir, es posible obtener distintas escrituras aditivas de

fracciones unitarias y estudiar su equivalencia;
e Los cocientes pueden ser mayores o menores que una unidad;

e Los problemas de cuantificacion de la parte, pueden complejizarse, considerando
unidades previamente subdivididas en un niumero de partes no mdltiplo del divisor.
Esta variante propicia centraciones en el numerador o en el denominador, y por lo
tanto presenta una mayor exigencia para los alumnos (ver los resultados de repartir 4

barras de chocolate entre 3 personas en el trabajo de Kieren pp 146-149).

LIMITACIONES:

e Los problemas tipicos de reparto imponen una restriccion a la nocion de fraccién no

unitaria: ésta solamente puede ser comprendida como suma de fracciones unitarias,
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no directamente como relacion entre dos cantidades, o como cociente de dos

cantidades.

Esta limitacion no debe subestimarse en virtud de que estd comprobado que los
alumnos tienen dificultad para apropiarse principalmente de las fracciones no unitarias

de manera funcional.

e Los problemas de reparto normalmente no hacen necesaria la cuantificacion de la
parte, es decir, la fraccibn no juega como recurso para lograr una meta que vaya mas
alld de la fraccibn misma. Las situaciones en si mismas tampoco proporcionan una
forma de saber si la fraccibn que se obtuvo es correcta, por lo que para validar el
resultado es necesario plantear preguntas que lleven a los alumnos a buscar

estrategias que les permitan saber si la fraccién que se obtuvo es o no correcta.

LA NOCION DE RAZON

Aunque las fracciones con las que se cuantifican los repartos normalmente no expresan
razones ni cocientes, en ciertas variantes de los problemas de reparto es posible hacer

intervenir estas nociones.

Los datos de un reparto, por ejemplo, “3 pasteles, 4 nifios”, o mejor aun, “3 pasteles, 4
porciones”, pueden ser vistos como razones entre cantidades, o “cocientes indicados”. Ya
vimos antes, que estas razones determinan el tamafo de la parte. En varios estudios se
explora, ademds, la posibilidad de que los alumnos realicen anticipaciones sobre la
equivalencia y el orden de las porciones resultantes, sin expresar su medida con una
fraccion, a partir de razonamientos sobre estas razones, por ejemplo, el pedazo que
resulta de “3 pasteles entre 4 nifios” es igual al pedazo que resulta de “6 pasteles entre 8

nifos”, porque en el segundo hay el doble de pasteles y también hay el doble de nifios.

En este marco, se trabaja con la nociéon de equivalencia entre razones. Se utilizan para
ello, implicitamente, propiedades de las razones (la razon (a,b) es equivalente a la razon
(ka, kb), propiedades que pueden ubicarse también en el contexto de las relaciones de
proporcionalidad (la conservacion de las razones internas) (ver los trabajos de Ballbuena

C. y H. Espinosa, Fregona y Saiz; Balbuena, Block, Streefland, en el apartado 11.2.1.1

En este punto se hace explicita la insercion de las situaciones de reparto en el campo

conceptual de las estructuras multiplicativas.
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Desde el punto de vista de la concepcion de una secuencia amplia de situaciones, lo que
aun no queda muy claro en los trabajos revisados, es la articulacion de estas relaciones en
el nivel de las razones con las fracciones explicitas. Por ejemplo, los alumnos pueden

determinar que “3 pasteles entre 4” es equivalente a “6 pasteles entre 8”. En algun
. , e . 3 6
momento seria deseable que pudieran inferir de ello que las fracciones p de pastel yg

de pastel son equivalentes. De esta manera, la equivalencia de fracciones conquistaria un
referente mas, o para decirlo en términos de Freudenthal, tendria una fuente

fenomenoldgica mas: la equivalencia de las razones.

Sin embargo, el paso de los datos del reparto (3 pasteles, 4 nifios) a la fraccion que mide
al porcioén resultante no es obvio. Esto parecen pasarlo por alto algunos de los estudios

revisados. Hace falta aqui un trabajo especifico sobre este punto.

LA NOCION DE FRACCION COCIENTE

Hemos visto ya que las fracciones con las que se cuantifican los repartos, si bien son
cocientes calculados de una division, no estan definidas, ni son concebidas como

cocientes (ver el trabajo de Solares y Block, pp. 153-161).

Hemos revisado dos vias en las que se establece un vinculo mas explicito entre los
repartos y la nocion cociente. Uno fue el camino en el que se establecen relaciones de
conmensuracion entre porciones y enteros como medio para comunicar la medida de las

porciones (ver el trabajo de Block, pp. 129-134).

El otro camino no propone una introduccion de las fracciones como cocientes, sino una
forma de “acercar” las fracciones quebrado a la idea de fraccion cociente. Mas

precisamente, propone que los alumnos logren anticipar (y comprender) que el resultado
de cualquier reparto de a unidades entre b debe ser la fraccién quebrado Z de unidad, en
distintos contextos (o con distintas magnitudes).

Probablemente ésta sea la relacidon que permitiria transitar mas fluidamente del nivel de
las razones (a unidades, b porciones) al nivel de las fracciones (Z de unidad),

favoreciendo de esta manera cierta articulacion de los conocimientos de quebrado, razon y

cociente.
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EN RESUMEN

Considerar a las situaciones de reparto dentro de la constelacion amplia de los aspectos
de la nocién de fraccion que deben estudiarse en la escuela, permitio destacar la

fecundidad de estos problemas al mismo tiempo que algunas de sus limitaciones.

Podemos resumir destacando que es la fraccion “quebrado”, definida como suma de
fracciones unitarias, la que se propicia en mayor medida en las situaciones de reparto. De
manera menos directa, pero muy factible también, puede propiciarse el estudio del
componente de razon implicito en las comparaciones de repartos, y también un vinculo

hacia la fraccion cociente.

En un trabajo previo a la cuantificacion, los problemas de reparto favorecen el estudio de
nociones “primitivas” fundamentales, como el de la congruencia de cantidades y el de la

particion.

No entran en juego otros aspectos de las fracciones, en particular, el significado de la
fraccion definida como un operador multiplicativo constante entre conjuntos de cantidades
variables (funcién lineal)®, y tampoco la expresion decimal de las fracciones y su uso en
distintos contextos®. Es claro que las situaciones de reparto deben acompanarse, en la
ensefianza, de otro tipo de situaciones que apunten tanto a los mismos aspectos, como a

aquellos que no pueden abordarse mediante el reparto.

¢, QUE PUEDE INFERIRSE PARA LA ENSENANZA DE LAS FRACCIONES EN LA ESCUELA

PRIMARIA?

En México, a partir de la reforma al curriculo de 1993, se introdujeron, en los programas y
Libros de Texto Gratuitos de la primaria, las situaciones de reparto como uno de los

contextos para el estudio de las fracciones.

Me parece que hoy en dia vale la pena revisar y mejorar la jerarquizacion de los aspectos

y situaciones que se proponen sobre el reparto a lo largo de la primaria. Sin contar las

% No obstante, el estudio de la multiplicacién y de la division en cierto nivel si es factible, cuando el

multiplicador o el divisor son enteros. N. Gonzalez (Tesis de maestria en proceso), estudia, por ejemplo,
situaciones en las que la cantidad que se reparte es una fraccion de unidad, es decir, estudia el problema de
obtener y cuantificar “partes de partes”.

¥ En cambio, otros problemas de division como el determinar la medida que resulta de dividir una longitud en
partes iguales pueden poner en juego de manera funcional los nimeros decimales, como lo muestra el
trabajo de Solares (1999).
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ultimas modificaciones que se hicieron en los libros de matematicas de quinto (2000) y
sexto grado (2001), los problemas de reparto tendian a consistir, de tercero a sexto, en
repartos tipicos, con pequefias variantes como el tipo de objeto que se reparte, galletas,

pasteles o pizzas.

La diversidad de los aspectos que pueden estudiarse mediante este tipo de situaciones, y
el interés did4ctico que éstos presentan, sugiere mejorar la jerarquizacion de situaciones.
En el cuadro de la siguiente pagina presento un ejercicio, a modo de ejemplo, sobre este

punto.

¢, CUALES SON ALGUNOS DE LOS ASPECTOS ESTAN PENDIENTES DE ESTUDIAR?

Me parece que en este momento hacen falta, mas que otros estudios sobre los procesos
de los niflos en situaciones de reparto tipico, el estudio de formas de articular distintos
aspectos que gravitan en torno a las situaciones de reparto, especialmente quebrado,
cociente y razon, y la ubicacion de las situaciones de reparto, en relacion a una gama

amplia de situaciones para la ensefianza de las fracciones.

Por otra parte, creo que hace falta también hacer un mayor esfuerzo por delimitar qué
aspectos de las fracciones se considera necesario que los alumnos aprendan en la
escuela primaria, y con qué profundidad y un esfuerzo por integrar en mayor medida los

resultados de las investigaciones sobre distintos aspectos de la fraccion.

Puede ocurrir, lo digo solamente en calidad de sospecha, que la atencion que se ha
prestado a la problematica de la ensefianza de las fracciones, la cantidad de aspectos que
han sido estudiados, aunado a una integracién todavia insuficiente de los resultados,
pueda tener un efecto de sobre valoracion de este contenido en la ensefianza primaria, 0

si no, por lo menos de multiplicacion un poco incontrolada de aspectos y situaciones.

Por ejemplo, cabe preguntarse si la reaccion que se tuvo, hace veinte o treinta afios,
contra la ensefianza mecanica de los decimales, y de la cual surgié la propuesta del
estudio de las fracciones como fundamento de los decimales, no ha excedido su propésito
inicial al grado en que ahora el estudio de los decimales aparece apenas como un
pequefio apéndice de las fracciones. En todo caso, es un hecho que las investigaciones
sobre la ensefianza y el aprendizaje de los decimales no es abundante.
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ANEXO 1

APORTES DE LA TEORIA DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS DE
GUY BROUSSEAU

Desde hace mas o menos cuatro décadas Guy Brousseau ha llevado a cabo, en Francia,
numerosos proyectos de investigacion experimental en contextos escolares ubicados en

una corriente identificada como didactica constructivista de las matematicas.

LA TEORIA DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS

El avance de dichas investigaciones permitio a Brousseau, desarrollar una Teoria de las
situaciones did4cticas cuyo propdsito es “... organizar localmente el aprendizaje de
conocimientos elementales considerando su adecuacién a las circunstancias y a las
posibilidades del sujeto ...” (Brousseau, 2000:18). La Teoria de situaciones didacticas es,
para Brousseau, el instrumento cientifico que proporciona, a la didactica de las
matematicas, conceptos y métodos de estudio permitiendo con ello una mayor
comprension de las posibilidades de mejoramiento y de regulacion de la ensefianza de las

matematicas.

LA SITUACION DIDACTICA

A diferencia de lo que en general se entiende por ‘situacion didactica’’, para Brousseau
significa “...una situacion que describe el entorno didactico del alumno, comprende todo

aquello que concurre para ensefiarle algo”. Es decir, en el término ‘situacién didactica

1 . ~ . . i
Todo aquello que sirve para ensefiar con o sin la intervencién del maestro.
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'engloba, al alumno, al maestro?, al saber y al medio (con el que se pretende que los

alumnos construyan ese saber), en el proceso de aprendizaje de las mateméticas.

En otros textos, Brousseau, interpreta a la situacién didactica “... como un sistema de
interacciones entre estos diversos subsistemas de la situacion: los alumnos, el medio (y el
maestro), el saber” (Block, 2001:25).

EL MEDIO O SITUACION PROBLEMATICA

A partir de la manera en que Brousseau interpreta a las situaciones didacticas, el medio,
que favorece el proceso de aprendizaje de los alumnos es, en sentido restringido, la tarea
especifica con la que interactua el alumno (situacién). En este sentido, dicho medio puede
ser un problema, un juego, un ejercicio 0 una secuencia de problemas que favorecen el

desarrollo de un conocimiento.

En un sentido mas amplio, Brousseau considera que el medio incluye también, otros
elementos como son las acciones directas o indirectas del maestro y la ausencia de sus
intervenciones, la consigna, las restricciones que pone para resolver la situacion, los

materiales que se utilizan.

De manera parecida a lo que plante6 Vergnaud, (1988) en su teoria de campos
conceptuales, Brousseau considera que cada concepto matematico esté involucrado en
un conjunto de problemas especificos y que las acciones que realizan los alumnos para
resolverlos asi como las conductas que manifiestan, revelan la manera en la que

funcionan esos medios. Ahora se trata de un "medio” en el sentido amplio:

“Un medio efectivo reine a familias de situaciones que ponen en juego
conocimientos estructurados por relaciones ldgicas, relaciones de conveniencia,
de co-presencia frecuente, etc.” (Brousseau, 2000:22).

EL MEDIO Y LAS INTERACCIONES DEL ALUMNO

La solucién de un problema que implica un conocimiento especifico es la tarea central a la
que se enfrentan los alumnos durante el desarrollo de una situacion didactica. El tipo de
interaccion que establecen los alumnos depende del tipo de tarea disefiada (medio) y del

propésito de la situacion didactica.

2 . . ..
Ya sea que el maestro intervenga o no durante el desarrollo de la situacion.
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“Hemos llamado “situacion” a un modelo de interaccidon de un sujeto con cierto
medio que determina un conocimiento dado como el recurso del que dispone el
sujeto para alcanzar o conservar en este medio un estado favorable”.

(.)

“Cada una de estas interacciones se modela mediante tipos de situaciones
diferentes 'y pone en juego repertorios de recursos diferentes”.
(Brousseau, 2000:10 y 20)

Brousseau distingue tres tipos de situaciones cuya estructura coloca a los alumnos y al
maestro en posiciones diferentes dado que las reglas del juego, el tipo de interaccion
entre los alumnos, las actividades planteadas y el repertorio de recursos que utilizan para
resolverlas también son diferentes®:

e Situaciones de accion

e Situaciones de comunicacion

e Sjtuaciones de validacién

SITUACIONES DE ACCION. El objetivo es que los alumnos resuelvan un problema que
puede presentarse como un juego 0 como una actividad, por ejemplo, repartir un liston de
5 metros de largo entre 4 o entre 3 nifias. Las experiencias y los conocimientos
construidos con anterioridad sobre este tema, permiten al alumno comprender el
problema y hacerse cargo de la busqueda de estrategias de solucion, que pueden ir
desde el ensayo y error hasta el uso de procedimientos mas formales. Los conocimientos

gue se construyen en estas fases pueden permanecer implicitos.

SITUACIONES DE COMUNICACION. En general el propoésito de estas actividades es que los
alumnos comuniquen algo a sus compafieros de manera oral o por escrito. Para que esta
comunicacion tenga un sentido concreto, el maestro organiza actividades en las que los
alumnos tengan la necesidad de enviar mensajes. Por ejemplo: la situacion fundamental
propuesta por Block (1987)* en la que un grupo de alumnos (emisores) tiene varios
‘chocolates enteros’ (tiras de carton de determinada longitud) y varios ‘pedazos’ iguales
de esos chocolates (tiras de carton, con el mismo ancho que las anteriores). La longitud
de estos pedazos es igual a una fraccion determinada del entero. Los receptores solo

tienen ejemplares de los chocolates enteros y una tira larga de papel para recortar, con el

® A este tipo de situaciones Brousseau (1970), las denominaba fases del proceso de desarrollo de una
situacion didactica. Sin embargo, el hecho de que actualmente las llame situaciones no significa que dentro
de una sesion de clase de matematicas puedan presentarse como fases. Es decir, un momento en el que
los alumnos actlan por su cuenta realizando acciones para resolver el problema, otro en el que comuniquen
a sus compafieros como lo resolvieron con la intencién de validar o invalidar procedimientos y resultados.

* Ver en este documento paginas 135 a 138.
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mismo ancho que los anteriores. Los emisores deben enviar un mensaje a los receptores,
para que éstos ultimos construyan un ‘pedazo de chocolate’ del mismo tamafio que el
gue tienen los emisores (la magnitud que estd en juego es la longitud). EI mensaje se
debe poder decir por teléfono es decir, no se pueden incluir dibujos. Ademas, se excluye

el uso de la regla graduada.

Este tipo de actividades tiene una gran riqueza didactica. En el ejemplo anterior, la
necesidad de comunicar a sus compaferos lo que deben hacer para reproducir el pedazo
de chocolate, los obliga a buscar una estrategia que les permita comunicar lo que deben
hacer para construirlo. Al final de la sesion, se analiza el trabajo de los alumnos que no
tuvieron éxito en la tarea, para averiguar si el error se debié a que no entendieron el
problema, a una mala interpretacién del mensaje, o a la falta de claridad o de informacién
en el mensaje. Este analisis les permite también darse cuenta de las consecuencias de

los errores y de la omisién de ciertas informacion.

SITUACIONES DE PRUEBA O VALIDACION SOCIAL. El propoésito de estas actividades es que
los alumnos prueben las hipétesis construidas acerca de la manera en la que puede
resolverse un problema o demuestren la validez de un procedimiento especifico para
resolver cierto tipo de problemas. Para ello, el maestro organiza situaciones en las que los
alumnos tengan la necesidad de demostrar a sus comparieros que la estrategia utilizada
es correcta o incorrecta o en las que puedan probar si ese procedimiento sirve para

resolver diversos problemas con la misma estructura o para probar hipétesis.

Por ejemplo, cuando los alumnos se dan cuenta de que si se duplican o triplican los datos
de un reparto (nUmero de pasteles y nimero de nifios) el resultado que se obtiene es el
mismo, el maestro puede pedir que prueben sus hipotesis realizando diferentes repartos y
gue busquen en qué casos no sucede lo mismo. Este Ultimo problema dara lugar a
discusiones interesantes en las que probablemente lleguen a concluir que se obtienen
resultados diferentes si uno de los datos del reparto se mantiene constante y el otro

cambia o cuando los datos no varian proporcionalmente.

En las situaciones de comunicacién y de validacion se registra un proceso de hacer
explicitos ciertos conocimientos. Este proceso continla en las situaciones de

institucionalizacién que analizaremos con detalle més adelante.
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Es importante sefialar que los tres tipos de situaciones sefialadas por Brousseau, pueden
formar parte de una secuencia de situaciones de ensefianza, susceptible de repetirse con
algunas modificaciones a lo largo del proceso de adquisicion de un conocimiento nuevo.
Un aspecto importante a considerar es que una misma situacion problematica puede
presentarse primero como una situacion de accion y después como una situacion de

comunicacion o de validacion.

COMPONENTES ADIDACTICOS Y DIDACTICOS DE LAS SITUACIONES

En la Teoria de las Situaciones de Brousseau se sefiala que el desarrollo de una situacion
didactica puede descomponerse en un momento 0 componente adidactico y en un
momento o componente didactico, independientemente del tipo de situacion de

ensefianza (accion, comunicacién o validacidén) que se plantee (Brousseau, 2000).

Este investigador llama componente adidactico al momento en el que el maestro deja a
los alumnos la responsabilidad de resolver un problema sin que €l intervenga. En este
momento, los alumnos comentan de qué manera pueden resolverlo y toman decisiones
por cuenta propia. Bolck (2001), sefiala las caracteristicas que deben tener los problemas
para favorecer que se dé esta relacion adidactica entre el alumno y la situacion

problematica:

¢ Que el problema implique al conocimiento nuevo como recurso 6ptimo de resolucion.

e Que puedan generarse diferentes variantes del mismo problema a través de la
modificacion de ciertas variables

¢ Que los alumnos puedan lograr ciertas aproximaciones a la solucién en las primeras
variantes del problema, con los conocimientos previos que poseen.

e Que las subsecuentes variantes los obliguen a abandonar sus estrategias de solucion
iniciales para buscar estrategias de solucion que se aproximen al conocimiento
deseado.

¢ Que todas las variantes de la situacion permitan a los alumnos verificar por si mismos
(sin ayuda del maestro) si el procedimiento que siguieron los llevd o0 no a la solucién

del problema.

“Una situacién adidactica normalmente esta destinada a aplicarse varias veces, con el
mismo grado de dificultad o con uno mayor. Las repeticiones son una condicién para
permitir a los alumnos desarrollar nuevos recursos y cesan cuando los alumnos
disponen ya de una estrategia que permite resolverla de manera sistematica. A esta
estrategia subyace, en principio, un nuevo conocimiento” (Block, 2001:28)
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Los momentos en el que el maestro interviene para provocar la situacion de ensefianza,
para orientarla, acotarla y controlarla son considerados por Brousseau como el
componente didactico de la situacion didactica. Una fase del proceso que tipicamente

corresponde a estos momentos didacticos es la institucionalizacion.

LA INSTITUCIONALIZACION DEL SABER

La institucionalizacion del conocimiento (Brousseau, 1970) debe darse después de una o
varias sesiones de trabajo a través de las cuales los alumnos han logrado poner en juego
el conocimiento matemético involucrado en los problemas como un recurso, como una
herramienta matematicas que sirve para resolver ese tipo de problemas. El maestro da a
conocer entonces a sus alumnos que esas nuevas herramientas constituyen un nuevo
conocimiento. Les asigna el nombre convencional (por ejemplo, fracciones) y los identifica

como un conocimiento establecido.

Llegar a la aproximacion matematica de las estrategias de solucién de un problema
determinado, es un proceso largo que se inicia en la busqueda de estrategias iniciales y, a
través de una secuencia de situaciones didacticas, culmina con la institucionalizacion del

objeto de conocimiento construido.

SITUACIONES FUNDAMENTALES

Si bien Brousseau considera que existe una gran cantidad de problemas que implican a
cada uno de los contenidos mateméticos y que éstos pueden ser presentados como
situaciones de accion, de comunicacion y de validacién, afirma que sélo algunas o al
menos una de esas situaciones permiten: engendrar un conocimiento nuevo como
recurso de solucion; generar diferentes versiones del mismo problema, mas simples o
mas complejos, modificando algunas variables; disefiar una secuencia de problemas que
propicien el desarrollo del conocimiento en cuestion, aproximando a los alumnos al
conocimiento formal. A estas situaciones Brousseau las identifica como situaciones

fundamentales. (Brousseau, 2000).

EL ROL DEL MAESTRO

Bajo esta perspectiva, el rol del maestro dentro de una situacion didactica con las
caracteristicas mencionadas, va mas alld del de un coordinador de actividades. El

maestro debe seleccionar y organizar las situaciones, proporcionar los materiales y las
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consignas necesarias, cuestionar, sin validar o invalidar los procedimientos desarrollados
por los alumnos, organizar los debates derivados de las situaciones de comunicacion y
validacién, ayudar al grupo a llegar a conclusiones y por ultimo a relacionar el nuevo
conocimiento adquirido con el objeto de conocimiento establecido, es decir

institucionalizar el conocimiento construido por los alumnos.

En resumen, la Teoria de las Situaciones Didacticas implica una concepcion de
ensefianza y de aprendizaje diferente a la tradicional, cuyo propdsito es desarrollar en los
alumnos su capacidad de razonamiento a partir de la resolucion de problemas, lograr que
éstos aprendan a tomar decisiones de manera autbnoma y responsable, que sean
capaces de reconocer cuando han tenido o no éxito al realizar alguna tarea, mediante el

intercambio de ideas y debates entre pares.

Bajo la luz de esta Teoria es posible producir problemas o ejercicios adecuados al nivel
de conocimientos de los alumnos y a las necesidades de la ensefianza, facilita la
comprension de lo que hacen los profesores y los alumnos al interactuar con el medio y a

establecer una comunicacion mas efectiva entre investigadores y maestros.
J. Perez (1982), describe el proceso de ensefianza-aprendizaje de la siguiente manera:

“El camino que hemos seguido consiste primeramente en construir un proceso de
aprendizaje en el que el conocimiento no sea ensefiado directa o indirectamente por
el maestro, sino que aparezca progresivamente en el nifio a partir de confrontaciones
con cierto tipo de obstaculos hallados en el curso de su actividad. Son pues las
multiples acciones en el seno de la situacion las que deben provocar por si solas las
modificaciones en el alumno y favorecer asi la aparicion de los conceptos deseados...
Si el conocimiento contemplado por el aprendizaje debe aparecer en la medida en
que se vuelve necesario para adaptarse a una situacibn que se ha vuelto
problematica las estrategias empleadas espontaneamente se revelan ineficaces,
todos los esfuerzos del didacta deben orientarse hacia esa situacion. El problema
primordial consiste en primer lugar en saber, en efecto, en qué es realmente
problematica la situacion”.
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Anexo 2

12 Entrevista

Olvera, (2000)

Martinez, (2001)

18 canastas o
cubosen 3
cajas

Apareamiento.
Una canasta
junto a cada

canica

Apareamiento. Una
canasta junto a
cada canica.
Después corres-
pondencialal

Correspondencia
lal

partes

Nifios Omar Oswaldo Sak Nikte Oscar Stefany Mirna
A o] A (o] A o
(4 anos, 2 (5 arios,3 (6 afios1° de Prim.) (7 anos 2°de (5 afios,3° Preesc.) (6 afios,1° de Prim.)
Preesc.) Preesc.) Prim.)
Situaciones de | Sabe la serie Sabe la serie iglble ;?;fr(')emés Sabe la serie Sgglellzlsige de?allbael Iz?ls(?nn?és
Reparto del 1al 17 del 1 al 20 dellal4lo
mas
15 pelot[as en Distri_buye Distribuye por color Distribuye por Si_ste_méticamente usa el Distribuye me_diante
3 cajas mediante color criterio de color. Conserva | correspondencias 2 a1
correspondenci y mediante este criterio para ylal
as correspondencias | compensar, apoyandose
3alylal laly2al en la cardinalidad de las

Correspondencias
5alylal

Pone en juego
implicitamente estrategia
aditiva. Después
compensa

Correspondencias
6al

20 palitos en

Correspondencias

Coloca 6 palitos en
cada caja. Le sobran

Correspondencias

Pone en juego
implicitamente estrategia

Distribuye mediante
correspondencias 6 a 1

de las partes en
el tercer
problema

posibilidad de fracturar
las unidades para
igualarlas. Propone
comprar los 2 palitos
que faltan

sin importar el
orden en el que
reparta. No se
plantea la
posibilidad de
fracturar los
palitos. Propone
no repartir el resto

fracturar las unidades para
igualar las partes. Para
lograrlo agrega otros
objetos

3 cajas 5alylal la1
y 2. Da por terminado el aditiva. Después y le sobran 2. Después
reparto. Después compensa usa correspondencia
reparte el sobrante.
Pierde equitatividad 1aly sobran 2
Como saben Equivalencia basada
i i Contando . Contando
si son iguales en correspondencias
las partes lal
Enelconteo |No se da cuenta | Observa que las Se da cuentade | Se da cuenta de que las No fractura los palitos.
para determinar | que las partes son | partes no son iguales | que siempre le partes no son iguales. No | Propone tirar o guardar
Dificultades la cardinalidad | desiguales pero no se planteala | sobraran 2 palitos | se plantea la posibilidad de | el sobrante
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32 Entrevista

Martinez, (2001)

Propésitos

Identificar las estrategias que usan los nifios al repartir unidades compuestas
entre 2y entre 3

Identificar las estrategias que usan los nifios
para reconstruir el todo dada una de las partes.

Situaciones 3. Alma, Marcial, Maru y Pancho son otra
1. Repartir entre 2 nifios, 4 pilas de nueve | 2. Repartir entre 3 nifios, 2 pilas de 18 familia que también hace sombreros. Si todos
sombreros cada una sombreros cada una hicieron igual de sombreros que Alma
» ¢cuantos sombreros hizo esta familia? ¢ Qué
Ninos parte de los sombreros de esta familia hizo
Alma?
¢ No anticipa como piensa hacer el reparto Se le presentan los cuatro personajes. Pancho
(SStZ?SS)/) e  Para repartir, descompone las pilas de sombreros en pilas mas pequefias. tiene al frente 2 sombreros.
3° Preesc. e Estima visualmente la altura de las pilas y las compensa quitando o agregando e Primer intento de solucion, al parecer
Sabe la serie sombreros de uno en uno. (presiona algunas pilas para tratar de igualar las alturas). cugntg consus dEdeS enlvoz bal%y dice
i o ) ) J seis. Quiza no considera los sombreros que
del e En el primer problema no distribuye las pilas exhaustivamente, de manera espontanea. hizo Pancho. q
1al 16 En el segundo si.

e Los criterios para determinar si el reparto fue o no justo son: el nimero de pilas que * Segundo intento. Pide mas sombreros y
tiene cada nifio y la altura de las pilas. No logra hacer repartos equitativos dado que el coloca 2 frente a cada mufieco. Los cuenta
nimero de unidades simples de cada pila es diferente. y dice ocho.

e En la actividad familiar no identifica los términos mitad, medio, tercio, tercera parte. Usa
los términos ‘més grande’ o0 ‘mas chiquita’ para referirse a esas partes.

- ; . | f . Se le presentan los cuatro personajes. Uno de

e Anticipa cémo va a repartir. En el proceso afina su estrategia. ellos tiene al frente 5 sombreros.

Mirna Desintegra las unidades compuestas en Estima que cada nifio puede tener 10 Sabe que 5 + 5 = 10, pero se le dificulta contar
(6 anos) unidades simples y las reparte una a una hasta | sombreros. Forma 3 pilas de 10 contandolos de 5 en 5 hasta 20.
1°de Prim. | que cada nifio tiene una pila de siete de uno en uno. El resto lo reparte mediante 1er. intento. Calcula 30 sombreros. Al
Sabe la serie | sombreros. Se queda con un resto que sélo correspondencias 2 a 1. ’ i | ) b imoli t "
del 1 al 41 o | reparte (con la misma estrategia) por ﬁge§ %Ofgl "’_}L(S)fl% seDrva qu,e wgp Icitamente |
mas insistencia del entrevistador. 120: ( )- Después, de manera ora

e Al cuantificar el resultado cuenta los sombreros que contiene cada pila e indica su
cardinalidad, pero se equivoca en el conteo.
e Identifica como mitad a la naranja partida en dos o tres partes iguales. (Situacion

familiar)

® Usa el término mitad para nombrar el resultado de repartir entre 2 o entre 3.

cuenta 10, 20, 30, 40.

2°intento. Coloca frente a cada mufieco 5
sombreros a la vez que cuenta mentalmente,
dice 20. Corrige diciendo 30.
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Problemas

Nifios

Partir una cuerda en
4 partes

Partir una cuerda en
3 partes

Partir una cuerda
en 2 partes

¢,COmo sabe si las partes son o
no iguales?

Hace 5 marcas sobre la cuerda.

Al parecer no toma en cuenta el
ndmero de reatas que debe
obtener, ni el nUmero de marcas de

1° Toma en cuenta las

reatas que
necesita y hace 3 marcas de corte
(mas o menos a la misma distancia)
utiliza menos de la cuerda. Obtiene 4

En el centro de la
cuerda, hace 4
marcas a la misma
distancia. Obtiene 5

En el primer problema dice no saber
cémo averiguar si las partes son o no
iguales.

En el segundo, usa la regla para

Omar X reatas. reatas. ;
20 Preesc corte que necesita. medir los pedazos resultantes en
' 2° Trata de medir con la regla (no sabe Asigna una reata a cada reparto. Se da cuenta que no
usarla). De manera asistematica cada nifio. son iguales porque “tienen nUmeros
realiza 11 marcas de corte sobre la N id | diferentes”.
cuerda a diferentes distancias. o considera € - ) ..
sobrante. No usa los términos ‘cuarto’, ‘cuarta
Propone dar una reata a cada nifio y parte’, ‘medio’ y ‘mitad’.
amarrar el sobrante.
1° Distribuye los 5 personajes de 1° Hace 4 marcas de corte estimando Estima visualmente la | Compara visual y directamente la
extremo a extremo de la cuerda. visualmente la misma distancia entre | mitad de la cuerday | longitud de las reatas (cortadas).
Hace una marca de corte del éstas. Obtiene 5 reatas. hace una marca de
tamafio del espacio que hay o : corte. En el problema
i 2° Mediante preguntas de los <1 cuerda entre 2>, dobla otra
entre cada personaje. istad | h 5o d Obi 2 reat . » UG
. entrevistadores, logra hacer sélo dos iene 2 reatas casi | cyerda en dos partes iguales.
2° Hace cuatro marcas. Estima marcas de corte estimando la misma | del mismo tamafio. Compara su longitud
Oswaldo visualmente la misma gﬂstanua dlstanC|_a. Obtiene 3 reatas mas o extendiéndola, sobre la cuerda
30 Preesc entre cada marca. Obtiene 5 menos iguales. marcada, a partir de un extremo y

pedazos, dos desiguales y tres
casi del mismo tamafio.
Observa que sobra una reata.

Elimina una de las marcas para
tener 4. Redistribuye las 3 marcas
estimando visualmente la distancia.

hasta el punto de corte.

Corta y empata las cuerdas para
verificar si son o no iguales.

Usa los términos: ‘grande’,
‘mediana’, ‘poco mediana’, ‘chica’ e
‘iguales’ para diferenciar el tamafio
de las partes.

No usa los términos ‘cuarto’,
‘cuarta parte’, ‘medio’ y ‘mitad’.
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Partir una cuerda en

Partir una cuerda en

Partir una cuerda en 2

¢Cémo sabe si las reatas

2°. Dobla por la mitad la cuerda haciendo una
marca en el punto medio y otras dos marcas
en la parte media de la cuerda doblada.
Obtiene 4 reatas.

misma distancia. Obtiene 4
reatas.

3°. Hace dos marcas de corte
sobre la cuerda, mas o menos
a la misma distancia, considera
los extremos.

Problemas 4 partes 3 partes partes son o no iguales?
Nifios
Stefany 1°. Toma en cuenta el ancho de los mufiecos. No la realiza Sobre la mitad izquierda | Compara visualmente la
30 Preesc. | Hace 4 marcas. Obtiene 5 reatas desiguales. de la cuerda hace dos |longitud de las reatas.
~ marcas mas o menos a la . .
2°. Coloca tres mufecos sobre la cuerda. . - - No usa los términos medios,
~ misma distancia ; ;
Hace dos marcas. Reacomoda un mufieco mitad, tercios, tercera parte y
sobre el primer segmento de la cuerda limitado Obtiene tres reatas. Corta, | cuartos o cuarta parte.
por el extremo izquierdo y la 12 marca. Sobre y reparte una reata a cada _—
el 2° segmento coloca al 2° mufeco. El 3 mufieco. Usa.sus dedos para indicar su
mufieco lo coloca justo en el limite derecho del . longitud.
20 segmento. Para igualar las reatas
entregadas las une por los
Estima el espacio que ocupa el 3er mufieco extremos. Sugiere cortar el
sobre la cuerda y hace una 32 marca. Coloca sobrante de la reata mas
el 4° mufieco sobre el 4° y Gltimo segmento de grande.
la cuerda. Obtiene 4 reatas desiguales.
3°. Trata de obtener cuatro reatas iguales
compensando. No lo logra.
Sak Nikte |1° Anticipa 3 puntos de corte. Estima|En dos intentos, hace tres No la realiza Compara visualmente.
1° Prim. | Vvisualmente la distribucion de las marcas. marcas mas o menos a la Determina que no son iguales.
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Problemas Partir una cuerda en Partir una cuerda en Partir una cuerdaen 2 |¢Cémo sabe si las
Nifios 4 partes 3 partes partes reatas son o no iguales?
Mirna Anticipa 3 cortes. A partir del extremo |Hace una marca de corte | Compara visualmente la

1° Prim. . . izquierdo de la cuerda, |fuera del punto medio de |longitud de las reatas. Se
La distancia entre las marcas de corte que
: . . ; hace dos marcas de corte | la cuerda. da cuenta que dos son
realiza es casi la misma pero diferente ala |, __, : . .
; . mas o0 menos a la misma . mas chicas que las otras
distancia entre los extremos de la cuerda y | . : Obtiene 2 reatas
Ay distancia. . 2.
la 12 y dltima marca. desiguales.
Obtiene 3 reatas. Identifica la desiqualdad No usa espontdneamente
Identifica la reata méas : * | los nombres de las
rande v las mas chicas fracciones. Solo lo hace a
9 y ' partir de la situacion
familiar que se le presenta
para responder a las
preguntas.
Oscar Anticipa los puntos de corte. 1°. A partir del extremo No la realiza Visualmente compara las
2° Prim. . . , izquierdo de la cuerda, longitudes de las reatas.
En los tres primeros intentos, estima AR
. . ; hace dos marcas de corte En el dltimo intento
visualmente la distancia entre los puntos . : :
; mas o0 menos a la misma determina que no son
de corte. Hace tres marcas y obtiene 4 | . : . .
. : ~ distancia. Obtiene 3 iguales.
reatas mas o menos del mismo tamafio.
reatas.
4° Estima la mitad de la cuerda. Dobla la No usa los nombres de
cuerda a la mitad nuevaménte a la 2°. Dobla la cuerda en las fracciones.
. . y nd tres partes iguales
mitad. Obtiene 4 pedazos iguales.
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