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Resumen

El propésito de la investigacion que se presenta es caracterizar los recursos didacticos de una pro-
puesta de ensefianza para maestros de la primaria, misma que se plante6 como objetivo que ellos
revaloraran la importancia del establecimiento de la relacion seméntica entre los datos de un proble-
ma, no s6lo como una componente central del aprendizaje matematico sino como un requisito previo a
la eleccion de una (o varias) operacion(es) como primer estrategia de resolucién de los mismos, ya
que para no pocos docentes esta es “la manera” de encontrar respuesta a la(s) pregunta(s) plantea-
da(s).

El recurso metodoldgico utilizado fue el disefio de una ingenieria didactica, en cuya secuencia
didactica se abordaron problemas aditivos (los que se resuelven con una suma 0 una resta) pertene-
cientes a la 42 categoria, segun la clasificacion de G. Vergnaud. Se presumia que estos resultarian
poco familiares a los maestros por no ser objeto de ensefianza en la primaria (posibilitan la presencia
de los nimeros con signo). Ademas, la eleccion de los problemas conllevd un propésito secundario:
que en el proceso, los maestros encontraran otros significados —diferentes a los que habian reconoci-
do—de la sumay de la resta.

Participaron seis profesores de distintos grados de primaria y la secuencia se experimenté en
seis sesiones de 2 hrs. cada una. La representacion grafica de la relacion semantica se constituy6 en
el nodo central de la secuencia en situaciones de formulacion (definidas por Brousseau). Las repre-
sentaciones espontaneas fueron interpeladas por el esquema propuesto con el mismo fin, por el pro-
pio Vergnaud. En los resultados obtenidos, el tipo de problemas elegido y las situaciones de formula-
cion se evidenciaron como recursos pertinentes para centrar el trabajo de los maestros en el estable-
cimiento de la relacion semantica. Se reconocen aspectos que fueron confusos, poco efectivos o inne-
cesarios en la ingenieria y se analizan las principales dificultades que manifestaron los maestros al
trabajar los problemas, especialmente en cuanto a las ideas sobre los nimeros negativos, la operato-
ria y el orden temporal en el que aparecen los datos en los problemas.

Abstract

The intention of this investigation is to characterize the didactic resources of an educational proposal
for teach elementary school professors, in which the objective was that they revalued the importance of
the establishment of the semantic relation between the data of a problem, not only like a central com-
ponent of the mathematical learning but like a previous requirement to the election of one (or several)
calculations like first strategy of resolution, since for some teachers this is "the way" to find the an-
swer(s) to the question(s).

The methodologic resource was the design of a didactic engineering, in whose didactic se-
guence teachers deal with additive problems (those that are solved with an addition or a subtraction)
pertaining to 42 category, according to the classification of G. Vergnaud. It was presumed that these
problems would be unfamiliar to the teachers, because they are not concern to the elementary school
(they make possible the presence of numbers with sign). In addition, the election of the problems en-
tailed a secondary intention: that in the process, the teachers found other meaning - different from
which they already had recognized - of the addition and the subtraction.

Six professors teaching in different grades of elementary school participated, and the se-
quence was experimented in six sessions, 2 hrs each. The graphical representation of the semantic
relation was constituted in the central node of the sequence in formulation situations (defined by
Brousseau). The spontaneous representations were questioned by the scheme proposed with the
same aim, by the own Vergnaud. In the obtained results, the chosen kind of problems and the situa-
tions of formulation were demonstrated like pertinent resources to center the work of the teachers in
the establishment of the semantic relation. Aspects are recognized that were confused, little effective
or unnecessary in engineering and the main difficulties of the teachers when they deal with the prob-
lems, specially the ideas showed about negative numbers, the calculation and the temporary order in
which appear the data in the problems.
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INTRODUCCION

Ubicacion de la problematica

Los problemas son el corazdn de las mateméticas (Puig, 1996).

Definir lo que es un problema matematico escolar no es sencillo. Los podemos encontrar en
practicamente cualquier libro de texto y programa educativo ya que han estado presentes en
la ensefianza de las matematicas desde hace varios siglos (Verschaffel, et al, 2000), aunque
su funcion ha ido cambiando de acuerdo a distintos enfoques tedricos y didacticos, a lo que
la primaria mexicana no ha sido ajena. En los programas escolares de las ultimas décadas,
de manera general, pueden reconocerse varias intenciones al usar problemas de matemati-
cas (Block, et al, 2000). Una de ellas consistio principalmente en brindar un espacio de prac-
tica para aplicar otros conocimientos matematicos (especialmente de las operaciones aritmé-
ticas). Desde esta mirada subyacia la premisa de que si no se ensefiaban explicitamente
conocimientos matematicos formales, los alumnos no podrian resolver problemas que invo-
lucraran dichos conocimientos. Asi, la ensefianza del algoritmo y otros conocimientos forma-
les, precedia a la aplicacion de dicha técnica en los problemas. Mas adelante, se comenzdé
paulatinamente a considerar a los problemas como un espacio que podia propiciar que los
alumnos construyeran conocimiento matematico, aunque no siempre tales ideas se concreta-
ron en las lecciones de los libros. La reforma de los noventas, ademas de hacer algunos
cambios en los contenidos, enfatizd la importancia de que los alumnos comprendieran los
conceptos y algoritmos matematicos, y la principal estrategia didactica para lograrlo se cen-
tr6 en el disefio de un tipo particular de problemas que permitieran: a) propiciar el aprendiza-
je del significado del instrumental matematico (nimero, operaciones, etc.); b) funcionalizar el
uso de las estrategias convencionales de resolucién (operatoria como procedimiento eficien-
te y eficaz); y c) profundizar, ampliar y enriquecer un conocimiento (Block y Fuenlabrada,
1996).



Ubicacion de la problematica

Para los maestros de primaria mexicanos el cambio curricular ha sido importante
(probablemente méas en lo concerniente al enfoque didactico que a los cambios en los conte-
nidos matematicos) y esta distinta funcioén de los problemas en la clase de matematicas, a
mas de diez afios de lanzada la propuesta, parece seguir quedando poco clara para mu-
chos!. Los problemas implican mas que la sola mecanizacion de los algoritmos, sin embargo
tradicionalmente la “cuenta” ha sido vista por los maestros como la parte medular en su reso-
lucion (Block, et al, 2000; Avila, 1996; Chapman, 2000). Por ello, aunque hablar de un pro-
grama de estudios de mateméticas basado en la resolucion de problemas es hoy parte habi-
tual del discurso educativo, algunos opinan que dichos esfuerzos en la practica se han que-
dado al nivel de “las buenas intenciones” (Puig y Cerdan, 1988, p. 209).

Lo que este trabajo pretende es incidir en esta problematica abordando con algunos
profesores de primaria, en un espacio de resolucion de problemas, un contenido matematico
generalmente percibido por ellos como menos problematico que otros? la sumay la resta. La
intencién fue que, bajo una estrategia didactica como la que se pretende que ellos pongan
en practica con sus alumnos en la que la resolucién de los problemas sea ese espacio gene-
rador de conocimiento del que se hablé, los maestros participantes pusieran en juego sus
ideas y conocimientos sobre los tipos de problemas aditivos (los que pueden resolverse con

una suma, una resta 0 ambas).

Problemas aditivos en el Curso Nacional de Actualizacion (Pronap)

Ante un cambio curricular como el planteado a los maestros en los noventas, se hace indis-
pensable la puesta en marcha de estrategias de actualizacion docente. El Programa Nacio-
nal de Actualizacién Permanente (Pronap) se crea con esa intencién y aqui interesa analizar
brevemente la parte que el Curso Nacional de Actualizacién (CNA) La ensefianza de las ma-

tematicas en la escuela primaria (Block, et al, 1994) dedica a los problemas aditivos por ser

L En una investigacion que se propuso averiguar las opiniones de maestros de primaria acerca de los nuevos pro-
gramas tras la reforma de 1993, Alicia Avila (1996) reporta que echan en falta el predominio de la préactica de
los algoritmos convencionales. “Algunos profesores de este grado [1°] nos dijeron al respecto: ‘Seria bueno que
se profundizara un poquito mas, mas ejercicios, sumas, restas, ya con decenas, nimeros mas grandes’. ‘Faltan
mas, mas mecanizaciones. Las operaciones son fundamentales’”. La autora agrega que los algoritmos tienen una
importante tradicion en la educacién mexicana, “Socialmente son muy valorados: los docentes los aprecian; los
padres y los directores los exigen. De acuerdo con ésta tradicion, muchos profesores creen que posponer la sim-
bolizacion y formalizacion de los algoritmos, tal como se propone en el nuevo curriculo, disminuye la calidad
de los aprendizajes. Se piensa que aplazar el uso de las formulas e incorporar actividades de medicion directa
para calcular areas (o0 volimenes) es innecesario, y por lo mismo, pérdida de tiempo” (pp. 8 y 13).

2 Esta afirmacion se sustenta en comentarios que hacen los profesores en espacios de actualizacién. Cuando ma-
nifiestan qué contenidos matematicos desean tratar en los cursos o talleres con la esperanza de obtener estrate-
gias didacticas que les ayuden a resolver problematicas especificas en el aula, la suma y la resta son escasa o
nulamente mencionadas.
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Ubicacion de la problematica

una oferta de actualizacion vigente, de cobertura nacional y disefiada con el propdsito que
los maestros profundicen sus conocimientos sobre algunos contenidos mateméticos y sobre
el enfoque propuesto, entre otros.

El estudio de cuestiones del sistema numérico decimal y de situaciones aditivas se
realiza en la primera parte del Taller. Bajo el titulo de “La suma y la resta” se abordan aspec-
tos relacionados con la reflexién de la base decimal. En seguida se consideran los distintos
tipos de problemas de suma y de resta que pueden aparecer en la primaria clasificados se-
gun Carpenter y Moser (1982)%. Se distingue entre los de Cambio, Combinacién, Compara-
cion e Igualacion asi como la relacion dinamica o estéatica que supone cada tipo. También se
explicitan las diferencias que surgen al variar la posicién de la incégnita y porqué ello se tra-
duce en distintos niveles de dificultad para los alumnos. Se abordan las diferencias en los
problemas en tanto las formas de presentacion (en dibujos, texto, tablas, etc.); los tipos de
contexto en los que se sitla la historia; si se proporcionan mas, menos o los datos estricta-
mente necesarios para resolverlo; y el tipo de respuesta que se espera (exacta o aproxima-
da). Reconoce el énfasis que los maestros suelen poner en que los alumnos aprendan a ha-
cer cuentas y que ello no garantice que vayan a saber como aplicarlas en los problemas, por
lo que recomienda que la ensefianza de los algoritmos y la resolucion de problemas sean
simultaneas. Se remite al maestro al libro de lecturas en el que encontrard dos capitulos de-
dicados a los diferentes tipos de problemas aditivos, uno escrito por Alicia Avila titulado “Pro-
blemas faciles y problemas dificiles” en el que se abordan las cuestiones que surgen me-
diante la variacién de la posicién de la incognita y se menciona la distincion de Gerard Ver-
gnaud (1985) entre el “calculo numérico” y el “calculo relacional”. El otro se llama “Problemas
aditivos simples” (SEP) y en él se tratan los problemas de acuerdo a la clasificacién de Car-
penter y Moser (1982).

En el Taller los maestros escriben problemas aditivos variando la posicién de la in-
cbgnita, la cualidad de la transformacién y el tipo de problema. También clasifican una lista
de problemas de acuerdo a lo anterior y al tipo de relacion entre los datos (dinamica o estati-
ca). Posteriormente analizan estos tipos de problemas en diversas lecciones de los libros
para los alumnos resolviéndolas y reflexionando sobre los procedimientos que utilizaron.

Desde este trabajo se considera al Taller como una propuesta congruente con sus
propios objetivos y con los sefialados en el enfoque con el que se estructura la ensefianza
de las matematicas en la educacion primaria. La parte medular del trabajo en el capitulo de-

dicado a la suma y a la resta es el reconocimiento de la propuesta, es decir, que los profeso-

3 En el capitulo 11 se analizara esta clasificacion de los tipos de problemas aditivos.

13



Ubicacion de la problematica

res conozcan los materiales de trabajo con los que cuentan, que analicen posibles respues-
tas y procedimientos de los alumnos, que desarrollen habilidades de estudio y que hagan
algunas reflexiones sobre su practica docente. En la mayor parte de las actividades que les
propone realizar el Taller los profesores no interactian directamente con problemas aditivos
como un contenido de aprendizaje para ellos como alumnos en el Taller, sino que los “reco-
nocen” en las actividades una vez que han leido los articulos que les proporcionan informa-
cion para posteriormente demostrar que han comprendido lo leido a través de una serie de
actividades. El profesor no siempre se ve retado a interactuar con los problemas aditivos
porque es poco probable que encuentre una situacion problematica para él en las activida-

des que se le proponen.

Propésito de la investigacion

A diferencia de lo que se propone en el capitulo de “La suma vy la resta” del CNA, en esta
investigacion la intencion fue que el profesor se enfrentara a problemas aditivos que repre-
sentasen un reto para él para que pudiera cuestionar sus conocimientos e ideas sobre ellos y
las movilizara hacia otras mas eficientes y eficaces que implican la consideracion del esta-
blecimiento de relaciones semanticas entre los datos, su control a través de una representa-
cion gréfica y la correspondencia entre dicha relacion y los recursos de calculo (operatoria
mental o escrita, convencional o no) que hacen posible la resolucion de los problemas.

Si bien es cierto que el tipo de problemas que se emplearon con los maestros no son
parte de los aprendizajes que se esperan de los alumnos de primaria, es importante que los
maestros manejen conocimientos matematicos mas amplios que les permitan maniobrar mas
cdmodamente en clase (Fuenlabrada, 1988). Se presume que si los docentes conocen dis-
tintos tipos de situaciones aditivas y como las operaciones de suma y resta adquieren signifi-
cados diferentes en ellas, podran contar con mas y mejores recursos didacticos. Vergnaud
afirma:

“En lo que concierne al aprendizaje de las matematicas es, solo un conocimiento claro
de las nociones que se van a ensefiar el que puede permitir al maestro comprender las
dificultades encontradas por el nifio y las etapas por las cuales pasa.” (1985, p. 9)

“Las estructuras aditivas son un campo conceptual dificil, mas dificil de lo que muchos
maestros suponen. Comprender las estructuras aditivas comprende un proceso a largo
plazo que comienza con algunos problemas simples de encontrar-estado-final y va hasta
la adolescencia con la sustraccién de transformaciones de signo opuesto.” (1985, p. 58)

Ademas, el abordaje de problemas que para ellos representaran un reto, permitié evidenciar
la parte esencial del enfoque propuesto: una enseflanza que pretende construir los conoci-

mientos y habilidades a través de la resolucion de problemas (y no los problemas para prac-
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Ubicacion de la problematica

ticar operaciones y formulas). Se piensa que ello puede favorecer la disposicion de los maes-
tros a utilizar los problemas de manera exploratoria, lo que podria tener una importante in-
fluencia en su préactica, por ejemplo al seleccionar o disefiar los problemas que utilicen en
clase o en la evaluaciéon que hacen a las preguntas, respuestas y procedimientos de los
alumnos (Verschaffel, et al, 2000).

Resumiendo, el propdésito de esta investigacion fue disefiar y experimentar, en el con-
texto de una ingenieria didactica, una secuencia de ensefianza y de aprendizaje que pusiera
en juego los conocimientos y estrategias que los maestros poseen acerca de problemas adi-
tivos con la intencion de que reconocieran la importancia del establecimiento de la relacion
semantica entre los datos. Cabe sefialar que la ingenieria didactica en la investigacion es un

recurso exploratorio que no pretende ser paradigmatico.

Descripcion de la organizacién del documento

Este documento esta dividido en cuatro capitulos. En el primero se comenta brevemente el
proceso de resolucién de problemas desde los requerimientos cognitivos del sujeto, seguido
por una descripcioén general de lo reportado en algunas investigaciones acerca de las carac-
teristicas que adquiere la resolucién de problemas matematicos en contextos escolares, mi-
randolos desde el alumno, el maestro y el problema mismo. El segundo capitulo esta dedi-
cado a explicitar qué referentes tedricos y metodoldgicos se eligieron para realizar el presen-
te trabajo, comenzando por discutir distintas clasificaciones de los problemas aditivos, la
eleccion de la 42 categoria de Vergnaud (1985) como tipo principal de problemas para abor-
dar en la parte experimental con los maestros, y el esquema que propone dicho autor para
representar la relacién entre los datos de problemas de la 42 categoria. La representacion,
tanto a nivel mental como externo, cobra en este trabajo una gran importancia ya que consti-
tuyo la principal estrategia didactica que se siguié en la parte experimental, por lo que se le
dedica un apartado. Parte medular del analisis y del propio disefio de las situaciones que se
propusieron a los maestros deviene de la Teoria de las situaciones didacticas de G. Brous-
seau, que se retoma también en el capitulo segundo. Se refiere a continuacién cual fue la
opciéon metodoldgica elegida: la ingenieria didactica. Al final de dicho capitulo se describen
los referentes empiricos que se pretendian obtener de la fase experimental. El tercer capitulo
se dedica al analisis de la fase experimental a nivel global con la intencion de ofrecer un pa-
norama general de la secuencia de la ingenieria (los resultados obtenidos se comentan a
profundidad hasta el capitulo 1V). Comienza haciendo un recuento de las fases en el disefio
de la ingenieria y de la toma de decisiones para las sesiones experimentales. A continuacion

se describe la secuencia que se siguio en las seis sesiones experimentales y posteriormente
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Ubicacion de la problematica

se hace una semblanza de los maestros con el fin de dar a conocer quiénes eran los partici-
pantes. En el cuarto y ultimo capitulo se analizan los datos obtenidos en la experimentacion
bajo dos categorias: El “dato faltante” y Procesos de representacion. Como parte final, se
ofrecen algunas conclusiones y comentarios.

16



Capitulo | PROBLEMAS MATEMATICOS ESCOLARES

Los problemas matematicos escolares han sido definidos (Gerofsky, 1996; Verschaffel, et al,
2000) como descripciones de situaciones problematicas que plantean alguna historia enmar-
cada en un contexto, en los que al menos aparecen dos datos numéricos y una o mas pre-
guntas dirigidas generalmente a la obtencién de otro dato numérico que pueden responderse
realizando una 0 méas operaciones entre los datos numéricos dados. La situacion esbozada
en el texto y que contextualiza los datos numéricos suele ser hipotética, y puede o no ser
cercana a problemas reales. La forma de presentacion varia y puede incluir una tabla, un
gréafico o un dibujo o plantearse oralmente. En los problemas se distinguen varios componen-
tes comprendidos en dos estructuras:

1) Estructura mateméatica. Comprende la naturaleza de las cantidades dadas y desconoci-
das involucradas en el problema asi como la clase de operaciones matematicas median-
te las cuales a partir de las cantidades dadas es posible obtener las desconocidas.

2) Estructura seméantica. Comprende la manera en la que se establecen en el texto las rela-
ciones matematicas, el contexto que se plantea en el problema, el formato en el que se
presenta (que incluye la ubicacién de la pregunta, la complejidad léxica y gramatica, la

presencia de informacién superflua, etc.) (Verschaffel, et al, 2000).

1 Resolucién de problemas. Aspectos cognitivos

“Se entiende por proceso de resoluciéon de un problema la actividad mental desplegada
por el resolutor desde el momento en que, siéndole presentado un problema, asume que
lo que tiene delante es un problema y quiere resolverlo, hasta que da por acabada la ta-
rea.” (Puig y Cerdan, 1988, p. 21)



La identificacion de las acciones fisicas y mentales que el resolutor exitoso lleva a cabo al
enfrentarse a un problema ha sido una meta de la psicologia educativa y de la didactica. Co-
nocer cdmo y en qué orden ocurren dichas acciones permitiria, segin algunos, contar con un
modelo contra el cual comparar procedimientos no exitosos e incluso que el propio modelo
podria ser llevado al aula como objeto de ensefianza (Marshall, 1995; Maza, 1995). Diversos
autores se han ocupado de dicha tarea*. De estos trabajos cabe sefialar el de Romberg
(1982) que apunta la importancia de comprender el significado semantico antes que proce-
der a la cuantificacion de los elementos, ya que asi la seméantica implicada en el problema
puede expresarse sintacticamente en forma de una operacién, luego habria que efectuar el
calculo y expresar el resultado. Por su parte, representarse las cantidades numéricas del
problema, comprender las relaciones entre ellas y la cantidad buscada, y establecer una re-
lacion de equivalencia entre las acciones efectuadas y el resultado final forman parte del
andlisis que Maza (1995) sefiala. Descaves® plantea dos fases en interaccién: la construc-
cién de lo que llama la representacion del problema y el célculo de su solucion. La interac-
cion entre ellas estaria mediada por ciertos registros semiéticos como esquemas o dibujos
gue pueden funcionar a manera de interfases interpretandose primero como modelizacién de
la situacion y después como soporte que permitiria transformaciones simbdélicas de los pro-
blemas. La actividad cognitiva en torno a la resolucion de problemas se desarrolla en dos
vertientes, segin Julo®, una relativa a la representacion y la otra a la accion. Estas se en-
cuentran ligadas e incluyen la interpretacion y seleccion de la informacion, el proceso de es-
tructuracion de la representacion y el proceso de operacionalizacion. Novick’ sefiala una
diferencia interesante, los procesos involucrados en la resolucion de problemas son distintos
dependiendo de si la solucién es obvia 0 no para el sujeto. Cuando lo es, al sujeto le basta
recordar procedimientos que anteriormente fueron exitosos, pero cuando no es el caso debe
construir nuevas formas de operar a partir de lo que conoce y sabe hacer. Asi, los nuevos
procesos son cimentados por analogia.

Hay que sefalar sobre los procesos de resolucion que lo “problematico” de un pro-
blema no es un atributo del mismo sino un valor que se obtiene al considerar la relacion en-
tre el problema (de qué clase es, qué tipo de nimeros aparecen en €l y en qué orden, como
se presenta, etc.) y el resolutor (los conocimientos y habilidades con los que cuenta). Para
gue un problema resulte problematico para el sujeto que lo recibe, debe situarse a una dis-

tancia cognitiva lo suficientemente lejana de sus conocimientos como para establecer un reto

4 Para una descripcion detallada ver Puig y Cerdan, (1988).
° Citado en: Peltier, (2003).

6 Citado en: Peltier, (2003).

7 Citado en: Maza, (1995).
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Capitulo I. Problemas matematicos escolares

pero sin alejarse tanto que se vuelva inalcanzable. Asi, un problema puede ser probleméatico

para un alumno y no serlo para el de al lado.

2 Planteamiento de problemas de matematicas en la escuela

Es comuan escuchar que los alumnos no comprenden los problemas, que alumnos capaces
de efectuar célculos algoritmicos tienen dificultades al resolver problemas principalmente
porque no saben qué operaciones deben efectuar, cbmo acomodar las cantidades en ellas y
como interpretar el resultado del calculo. Por ello, los alumnos suelen preguntarle al maestro
si el problema “es de suma o de resta”, lo que es también conocido como “el problema de los
problemas”.

Una de las interpretaciones que se han hecho desde la investigacion ante los resulta-
dos poco alentadores de los alumnos en la resolucién de problemas matematicos, es que en
los problemas el vinculo con la “vida real” es difuso o incluso inexistente, y que por lo tanto,
no se favorece en los alumnos la adquisicién de sentido a través de contextos que sean
“reales” o posibles. La idea de que la solucion es llevar al aula situaciones “reales” tal y como
se manifiestan fuera de ella es ingenua, porque no podria efectuarse con los mismos signifi-
cados, consecuencias, intereses y grado de involucramiento en la situacion por parte de los
resolutores. Ademas, parte de las caracteristicas de la resolucién de problemas en situacio-
nes no-escolares es la evitacion del calculo numérico hasta donde sea posible, o que no es
consecuente en cierta forma con los objetivos escolares (Lave, 1992). Nesher (1980)8 los
considera “estereotipos” de situaciones hipotéticas que resultan significativos solo entre las
paredes del aula; y Lave (1992, p. 76) afirma que los problemas son una manera de “(...)
transmitir a los nifios el mensaje de que cuando crezcan y se muevan en el mundo realmente
van a necesitar las matematicas que estan aprendiendo.” El “realismo” en el aula (entendido
en esta forma) ciertamente puede contribuir a que los problemas obtengan una ganancia en
contextos y formas de presentacion, pero no puede garantizar que se traduzca en una ga-
nancia de sentido para los alumnos.

Algunas reacciones tras los primeros analisis de estudios como el de “La edad del
capitan” fueron de preocupacion e incluso de indignacion por los comportamientos irraciona-
les e incluso subnormales que alumnos “normales” mostraron (Baruk, 1985)°, pero una mira-
da mas abarcativa al trabajo en el aula permiti6 comenzar a comprender fenbmenos comple-

jos como el establecimiento de un “contrato didactico” (concepto que se comentara en el ca-

8 Citado en: Puig, Luis y Cerdan, Fernando (1988).
® Citado en: Verschaffel, et al (2000).
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pitulo Il) para explicarse las respuestas aparentemente inverosimiles que daban los alumnos
a esos problemas. Brevemente, podria decirse que los alumnos infieren las reglas explicitas
e implicitas que permiten el trabajo en el aula, pues mediante dicho contrato alumnos vy
maestro crean un discurso comun y establecen formas de proceder constantes que permiten
el intercambio de informaciones y la interpretacion de ellas. Ciertos tipos de “contrato” pue-
den favorecer el desarrollo de estrategias superficiales para resolver problemas de matema-
ticas. Es muy comun en las aulas el uso de un esquema para todos los problemas aritméti-
cos en el que el alumno debe escribir los Datos, la Operacion (casi siempre es una sola) y el
Resultado, lo que no le evita la eleccion de una operacién y la interpretacion del resultado.
Es también frecuente la busqueda de palabras “clave” en los enunciados (como “le regalan”,
“se come”, “junta”, etc.) que no necesariamente propicia la comprension de la relacion se-
mantica y que ademas tiene un considerable margen de error'®. Después de algunos afos
de experiencia bajo dichas practicas, los estudiantes suelen resolver los problemas de una
manera mecanica que puede llegar incluso a parecer mas un asunto de simulacion (en tér-
minos de sentido y utilidad), en el que el principal reto que enfrentan los alumnos es desen-
maranar las “reglas del juego” (Verschaffel, et al, 2000), es decir, construir ideas acerca del
papel de los problemas en la ensefianza, sobre la estructura de los problemas tipicos y sobre
algunas reglas implicitas para resolver ambigliedades y omisiones en los enunciados. Ello
puede explicar, al menos en parte, las respuestas aparentemente inverosimiles de los alum-
nos ante problemas matematicos. Tiene sentido para ellos realizar algtn calculo con los da-
tos numéricos dados (asumen que como alumnos es lo que deben hacer), aunque el resulta-
do del problema no tenga sentido en términos matematicos o contextuales.

Algunas de las caracteristicas que adquieren los problemas matematicos cuando se
plantean en la escuela tienen también que ver con el grado de “ensefiabilidad” de lo matema-
tico (Block y Fuenlabrada, 1996). Los elementos instrumentales (como técnicas, procedi-
mientos, reglas, etc.), es decir, la sintaxis de ese sistema simbdlico que la mateméatica ha
construido para si misma, es relativamente mas ensefable en términos de lo directamente
evidenciable. Esto resulta cierto tanto para el maestro en su calidad de ensefiante de las
reglas del sistema simbélico, como para el alumno en su papel de receptor de tales conoci-
mientos, ya que para ambos es evidente el error y el acierto. En cambio, la parte del sentido
en las matematicas, aquello que involucra las relaciones entre los elementos considerados o

dicho de otra manera, la semantica de ese sistema simbélico, no es evidente, consiste en

10 Como cuando en un problema dice “;cuéanto hay entre los dos?” y los alumnos efectian una division.
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Capitulo I. Problemas matematicos escolares

abstracciones que para ser ensefiadas necesitan “materializarse”, hacerse ver mediante
elementos perceptibles sensorialmente para lograr cierto grado de “evidencialidad”.

Ademas del tratamiento didactico, es claro que el éxito de los alumnos en la resolu-
cién también esta en funcién de la estructura del problema, la ubicacion de la incégnita y el
contexto planteado en el enunciado, principalmente. Vergnaud (1982) clasifica los problemas
aditivos en seis categorias!! y sefiala que aunque la operacién que los resuelva sea la mis-
ma'?, hay una gran diferencia para los alumnos entre los problemas de la 12 categoria y los
de la 22 (que pueden resolver uno o dos afios més tarde que los de la 12), o bien los de la 42
categoria (en la que el 75% de los alumnos todavia falla a los 11 afios). No es cuestiéon de
ensefiar a los alumnos alguna clasificacion de problemas aditivos, sino de reconocer y co-
mentar en la clase de matematicas que dentro de los problemas que pueden resolverse efec-
tuando una suma o una resta, existen diversos tipos, y ofrecer a los alumnos un mend mas
variado de problemas. Ello necesariamente requiere de un profesor que maneje comoda-
mente las estructuras aditivas y que sepa cémo instrumentar el enfoque.

Resumiendo. Existen distintas maneras de analizar los procesos de resolucion que
llevan a cabo los sujetos al enfrentarse a un problema de matematicas, pero entre los inves-
tigadores del tema hay coincidencia en la importancia del establecimiento de la relacion se-
mantica entre los datos (la comprension de como juegan esos datos numéricos o la toma de
sentido, como lo llaman algunos) como punto de partida para las posteriores acciones. Ese
primer paso no siempre se ve favorecido ni por el tipo de problemas que se encuentran
usualmente en los libros (referidos a contextos tipicos, agrupados por tipo de operacion o
incluso con encabezados como “problemas de resta”, generalmente conteniendo sélo los
datos necesarios, con palabras en la pregunta como “;cuantos quedan, o sobran, o le res-
tan?”, etc.); ni por el tratamiento didactico que muchas veces se les da en el aula (cuyo énfa-
sis suele estar centrado en la capacidad del alumno para aplicar un algoritmo). Las caracte-
risticas del problema (como la estructura, la posicién del dato que debe hallarse, el contexto,
etc.) son también elementos que hacen variar su dificultad, y ello nho siempre es reconocido,

explicitado y abordado en el trabajo escolar.

11 L a caracterizacion que Vergnaud hace sobre el particular, se discutira en el capitulo I1.

12 por ejemplo, en el problema “En la jugueteria venden balones de fiitbol y de basquetbol. En total hay 15 balo-
nes, de los cuales 8 son de bdsquetbol. ;Cudntos son de fiithol?” la operacion que resuelve es 15 - 8; y en “An-
gélica tenia 8 barcos de papel. Construyo otros y ahora tiene 15. jCudntos construydé?” también resuelve 15 -
8, pero el nivel de dificultad es distinto.
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Capitulo 1l REFERENTES TEORICO Y METODOLOGICO

1 Clasificaciones de los problemas aditivos

Los problemas que involucran relaciones aditivas han sido clasificados de acuerdo a diver-
sos criterios. Poder sefialar diferencias entre uno y otro tipo de problema resulta atil para
comprender las habilidades y los conocimientos que cada uno demanda para su resolucion,
lo que eventualmente podria traducirse en estrategias didacticas especificas.

Una de las clasificaciones més utilizadas en la primaria para distinguir qué tipo de re-
lacion semantica se establece entre los datos numéricos es la de Thomas Carpenter y Ja-
mes Moser (1982). Ellos distinguen tres dimensiones en los problemas aditivos de acuerdo a
las acciones o relaciones establecidas entre los nimeros de los problemas. La primera di-
mensioén distingue si el tipo de relacién entre los objetos implicados es dindmica o estéatica.
Una relacion dinamica supondria cambios en alguna coleccion inicial, en cambio en una es-
tatica no existe ninguna accion que modifique a las cantidades (como cuando se comparan
dos colecciones ya que no se altera ninguna). La segunda dimensioén sefiala si hay una rela-
cion de inclusién entre las cantidades del problema, es decir, si dos de ellas son subconjun-
tos de una tercera, que es el conjunto que comprende a las dos anteriores. Para problemas
en los que se establece una relacion dinamica (aquellos que involucran accion) hay una ter-
cera dimension, que distingue entre problemas en los que resulta un incremento de la canti-
dad inicial, o un decremento. Asi pues, sefialan seis clases de problemas aditivos a los que
llaman: Juntando, en los que por medio de alguna accién se juntan dos cantidades; Sepa-
rando, involucran un decremento en la cantidad inicial; Parte-Parte-Todo, describen la rela-
cién entre una entidad y sus partes; Comparacion, en los que se comparan dos cantidades
disjuntas; Igualar-sumando e Igualar-restando, comprenden la comparacion y la accion hasta
lograr la igualacion entre dos cantidades disjuntas. Posteriormente redefinen su clasificacion
y s6lo consideran cuatro tipos de problemas, los de Cambio (que incluyen a los de Juntando
y Separando), los de Combinacioén (llamados antes Parte-Parte-Todo), Comparacion (que no



sufre cambios respecto a la anterior clasificacion) e Igualacion (sin distinguir si es sumando o
restando).

Tal andlisis ha tenido una fuerte influencia en el disefio de los contenidos escolares
en aritmética, predominando los de Cambio y Combinacién casi siempre ubicando la incogni-
ta en el tercer elemento. De hecho, el asunto de la posicién de la incognita es también consi-
derado por ellos como otra variable en los problemas aditivos, asi, en cada una de las cuatro
clases de problemas hay tres posibilidades dependiendo del lugar en el que se sitle la pre-
gunta. Por ejemplo, en el problema:

A Daniel le regalaron 13 carritos en su cumpleafios. Sali6 a jugar con ellos y al volver a
casa not6 que habia perdido 7. ¢ Cuantos carritos le quedan a Daniel?

En el problema se consideran tres elementos numéricos, la cantidad inicial, una transforma-
cién sobre esa cantidad y una nueva cantidad que resulta de la accion y es la que el resolu-
tor debe calcular. En términos aritméticos el problema estaria planteado como 13 -7 =?y
podria efectuarse una resta sin alterar el orden en el que aparecen los datos en el enuncia-
do. Los problemas en los que la pregunta se sitia al final se conocen como “de tipo canoéni-
co” por ser los mas usuales en la escuela. Ahora bien, si el problema fuera:

A Daniel le regalaron 13 carritos en su cumpleafios. Sali6 a jugar con ellos y se le perdie-
ron algunos. Al volver a casa los contd y sélo le quedaban 6. ¢Cuantos carritos perdid
Daniel?

El problema es muy parecido al anterior pero ahora la pregunta esta en otro sitio. El enun-
ciado nos proporciona una cantidad inicial y una final, y lo que hay que averiguar es la trans-
formacion que tuvo que haber sufrido la cantidad inicial para dar como resultado la final, o
sea que la pregunta esta situada en el segundo elemento, la transformacion. Aritméticamen-
te seria 13 - ? = 6 y para resolverlo el alumno tendria que “contar hacia arriba” desde el 6
hasta llegar al 13, o bien restar 13 - 6. Ambos casos suponen una alteracion del orden de los
datos de acuerdo a como aparecen en el problema. Una tercera posibilidad seria:

A Daniel le regalaron algunos carritos en su cumpleafios. Sali6 a jugar con ellos y perdid
7. Ahora sélo le quedan 6. ¢, Cuantos carritos le regalaron a Daniel?

Este tipo de problemas son mas dificiles para los alumnos ya que se desconoce el punto de
partida, la cantidad inicial, es decir ? - 7 = 6. Hay que averiguar la cantidad desconocida
atendiendo a la transformacion que sufrid esa cantidad y a lo que resulté una vez efectuada
la accion. El alumno podria optar por una estrategia de “ensayo y error’ hasta encontrar qué
numero cumple la condicion de “si le resto 7 obtengo 6” o bien, sumar la transformacion y el

resultado final. Aunque en los tres problemas los datos numéricos involucrados son los mis-
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Capitulo I1. Referentes tedrico y metodoldgico

mos y son todos de Cambio, la incégnita no est& ubicada en el mismo lugar y por ello cambia
la dificultad para los alumnos.

Gerard Vergnaud realiza una clasificacion de las situaciones aditivas considerandolas
como un campo conceptual

“(...) cuyo dominio se desarrolla a través de un largo periodo de tiempo mediante la ex-
periencia, maduracién y aprendizaje. Por campo conceptual me refiero a un informal y
heterogéneo conjunto de problemas, situaciones, conceptos, relaciones, estructuras,
contenidos, operaciones de pensamiento conectadas unas a otras y susceptibles de ser
combinadas durante el proceso de adquisicion.” (1982, p. 40)

Vergnaud pretende comprender en su clasificacion a todas las clases de problemas aditivos
y no soélo brindar un marco basado en las operaciones. Problematiza el término “dinamico”
(usado por Carpenter y Moser) para describir una relacion que involucra accion, sefialando
gue dicha accién ejercida por un personaje en la historia del problema puede no significar
ninguna transformacién de las cantidades numéricas y viceversa, una transformacion puede
no tener un correlato de accion por parte de los personajes. Asi, afirma que debe distinguirse
cuidadosamente entre accion (lo que hace un actor), transformacion (cambio en el estado
inicial o uno intermedio) y operacién (procedimiento usado para resolver un problema).

La clasificacion de Vergnaud considera seis categorias que se sustentan en tres con-
ceptos principales: medida, transformacién temporal y relacién estatica. En cuanto a las me-
didas, un elemento que supone una importante diferencia entre ésta clasificacion y la descri-
ta anteriormente, es la distincién entre dos tipos de nimeros: los naturales y los relativos. Un
ndmero natural es aquel que expresa una cantidad o medida y no tiene signo, es un nimero
para contar. El nimero relativo si tiene signo y como su nombre lo indica, es relativo a uno
natural, es decir, esta en funcion de una medida. En la expresion “hay 8 vasos en la alacena”
el 8 es un numero natural porque expresa una medida, dice cuantos vasos hay. En “hay 8
vasos mas en la alacena” el 8 es ahora relativo, supone 8 vasos adicionales a una cantidad
que ya hay en la alacena (aunque puedan ser cero vasos). Incluso si dicha informacién no se
proporciona podria afirmarse que hay +8 vasos. Desde este trabajo, se afiadiria un elemento
gue altera en cierta forma la distincién entre naturales y relativos que hace Vergnaud. Los
nameros enteros poseen un aspecto cardinal, asi pues, los negativos también sirven para
contar (piénsese diversos aspectos econdmicos en los que hay déficit y superavit, por ejem-
plo), por lo cual también podria hablarse de nimeros naturales (segiin nomenclatura de Ver-
gnaud) con signo, el nimero negativo puede ser una medida y también una transformacion;

sobre el particular se regresara cuando se analice la experiencia.
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El que una relaciéon sea dinamica o estatica (segun los términos de Carpenter y Mo-
ser) tiene que ver con si en el problema hay o no una transformacion temporal. Por ejemplo,
en los siguientes problemas:

En una canasta hay 19 frutas de las cuales 14 son manzanas y el resto son peras.

¢Cuantas peras hay?y,

Joel tenia 14 estampas y hoy compré algunas mas. Ahora tiene 19. ¢ Cuantas estampas

compro hoy?
La relacién en el primero no supone ningdn cambio en cualquiera de las dos colecciones
(manzanas y peras) sino una combinacién en la que no se altera la identidad de los subcon-
juntos y que plantea una situaciéon atemporal en la que el orden de los mismos podria variar-
se sin modificar el resultado. El segundo problema presenta una cantidad inicial que se modi-
fica para dar lugar a una nueva, y el orden temporal (que podria distinguirse incluso si no
contuviera la palabra “hoy”) resulta imprescindible para comprender la relacién. En éste si se
alteraria el problema si se cambiara el orden temporal, por ejemplo:

Joel tenia 19 estampas por la mafiana. Le regal6é una estampa a cada una de sus her-
manas y ahora tiene 14. ;Cuantas hermanas tiene Joel?

Vergnaud desarrolla de manera paralela un sistema de representacion simbolica de las seis
categorias de problemas aditivos, ya que, segin su vision, la relacion semantica que se es-
tablece entre los datos (a la que llama “calculo relacional”) en algunas de las categorias no
puede ser expresada mediante ecuaciones algebraicas o diagramas de Venn, sistemas co-
munmente utilizados en la escuela. En sus esquemas es posible distinguir cuando un niime-
ro es natural o relativo (y si es el caso, su cualidad positiva 0 negativa) y si en la relacion
debe o no considerarse cierto orden temporal, entre otras cosas.

Las seis categorias se describen a continuacion y se transcriben los ejemplos que
elabora el autor para cada una (Vergnaud, 1985):

Primera categoria: dos medidas se componen para dar lugar a una medida.
Pablo tiene 6 canicas de vidrio y 8 de acero. En total tiene 14 canicas
6, 8, 14 son numeros naturales

Segunda categoria: una transformacion opera sobre una medida para dar lugar a una medida.
Pablo tenia 7 canicas antes de empezar a jugar. Gandé 4 canicas. Ahora tiene 11
7 y 11 son nimeros naturales, +4 es un nimero relativo, y
Pablo tenia 7 canicas antes de empezar a jugar. Perdi6 4 canicas. Ahora tiene 3
7 y 3 son nimeros naturales, -4 es un nimero negativo

Tercera categoria: una relacién entre dos medidas.
Pablo tiene 8 canicas. Jaime tiene 5 menos; entonces tiene 3.
8y 3 son nimeros naturales, -5 es un nimero relativo

Cuarta categoria: dos transformaciones se componen para dar lugar a una transformacion.
Pablo gand 6 canicas ayer y hoy perdié 9. En total perdi6 3.
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+6, -9 y -3 son nimeros relativos

Quinta categoria: una transformacién opera sobre un estado relativo (una relacién) para dar lugar a
un estado relativo.

Pablo le debia 6 canicas a Enrique. Le devuelve 4. Sélo le debe 2.

-6, +4 y -2 son nimeros relativos

Sexta categoria: dos estados relativos (relaciones) se componen para dar lugar a un estado relativo.
Pablo le debe 6 canicas a Enrique, pero Enrique le debe 4. Pablo le debe entonces sélo 2 ca-
nicas a Enrique. También,

Pablo le debe 6 canicas a Enrique y 4 canicas a Antonio. Debe 10 canicas en total.
-6, +4 y -2 son nimeros relativos

Para hablar del tipo de procesos que los resolutores llevan a cabo al enfrentarse a los pro-
blemas Vergnaud (1982) distingue entre el “calculo numérico” y el “calculo relacional” (que
en este trabajo es llamado establecimiento de la relacion semantica entre los datos). El pri-
mero alude a la realizacion de las cuatro operaciones aritméticas mientras que el segundo se
refiere a “(...) las operaciones de pensamiento que son necesarias para manejar las relacio-
nes involucradas en la situacion (...) no son necesariamente expresadas o explicadas por los
nifos, solo pueden ser hipotetizadas observando las acciones de los nifios.” (p. 40). Depen-
de del “calculo relacional” elegir qué operacion debe efectuarse para resolver un problema
considerando la posicion de la pregunta.

Para efectuar el “calculo relacional” el sujeto pone en juego ideas o conceptos, expe-
riencias y aprendizajes previos que le permiten darle sentido a la situacion. Vergnaud utiliza
el concepto de “teorema en accién” para explicar esas ideas o conceptos que implicitamente
orientan los procedimientos que los resolutores siguen al enfrentarse a un problema, y afiade
que para un nifio que ha establecido una relaciéon semantica correcta entre los datos, la ope-
racion que debe realizar es obvia. “(...) comprender un nuevo invariante relacional o una
nueva propiedad de un invariante provee la eleccién de la operaciéon numérica correcta. El
niflo es ahora capaz de ‘aritmetizar’ una estructura cualitativa.” (1982, p. 58).

1.1 Cuarta categoria de relaciones aditivas de Vergnaud

Los problemas aditivos, como se vio, no tienen el mismo nivel de dificultad. Ademas de las
diferencias entre categorias, elementos como la posicién de la incognita, el calculo numérico
necesario, el orden y la presentacion de la informacion, y el tipo de contenido y de relaciones
consideradas, hacen variar la dificultad. Vergnaud (1985) sefala:

“El contenido de los problemas, el dominio de relaciones a las cuales hacen referencia,
pueden también desempefiar un papel importante. Canicas ganadas o perdidas, canti-
dades de dinero gastadas o ganadas, kilémetros recorridos, cantidades fisicas consumi-
das o producidas, no pueden ponerse en el mismo plano en la ensefianza primaria, por
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la simple razén de que las nociones que se requieren no son del mismo nivel (...) Por
otra parte, la forma misma de la relacién puede desempefiar un papel. No es necesaria-
mente equivalente para el chiquillo decir que ‘ganamos 12 canicas’ a decir que ‘tenemos
12 canicas mas’.” (pp. 176-177)

Las tres primeras categorias de la clasificacion de Vergnaud son abordadas en la escuela
primaria (aunque no con la misma frecuencia y variedad de situaciones), a diferencia de las
Ultimas tres que no se consideran objeto de ensefianza de ese nivel educativo por presentar
mayores dificultades (debido a que operan sobre estados relativos y transformaciones y no
con cantidades o medidas, y a que se efectlan célculos con nimeros negativos). En catego-
rias 42, 52 y 62 el resolutor puede tener la sensacion de que opera en estados de transicion y
sentir desconcierto (Vergnaud, 1982) o incluso llevarlo a pensar que es un problema que no
puede resolverse porque le falta informacion (no encuentra siquiera un dato numérico que
pueda tomar como base para que sobre él actien las transformaciones).

Para que los problemas de suma y de resta representaran un reto para los maestros
de primaria se consideré necesario utilizar una categoria no tan frecuentemente empleada
en ese nivel y se eligié la 43, en la que dos transformaciones se componen para dar lugar a
otra transformacién. Aunque Puig y Cerdan (1988) sefialan, refiriéndose a los problemas de
la 42 categoria, que:

“Las dificultades nuevas que presentan estos problemas tienen su raiz en los aspectos
conceptuales nuevos que traen consigo estos nuevos tipos de nimeros, y no en la es-
tructura semantica del problema; esto es, desde el punto de vista de las cantidades, sin
hacer referencia a qué tipo de cantidades se estdn manejando, la estructura de estos
problemas es idéntica a la de los problemas que aparecen en los primeros niveles del
curriculo.” (p. 108)

Desde este trabajo se considera que el desconocimiento de medidas plantea una dificultad
distinta para los resolutores independientemente del tipo de nimero que se emplee. Consi-
derando un punto de vista meramente matematico, efectivamente sélo se trata de nimeros
nuevos en estructuras conocidas, pero esos “nuevos aspectos conceptuales” a los que alu-
den Puig y Cerdan tienen que ver, entre otras cosas, con una manera diferente de concebir
en sus usos y funciones a “la suma y la resta”. De hecho, “la resta” desaparece como tal pa-
ra dar lugar a una nueva suma (algebraica).

Puesto que se trabajara con la 42 categoria, cabe hacer una distincion entre lo que es
propiamente una composicion de transformaciones, las transformaciones elementales y la
transformacion compuesta. Las elementales (dos o mas) estan ligadas a la temporalidad y la
compuesta las sustituye sin el elemento temporal, es decir, las elementales inciden sobre el
estado inicial transforméandolo con cierto orden segun aparecen en la redaccion del problema
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dando lugar a uno o mas estados intermedios, mientras que la elemental prescinde de esos
momentos en el tiempo y permite ir del estado inicial al final. Como ejemplos de problemas
de la categoria en cuestion, se transcriben los siguientes®®:

1. Juan jug6 dos partidos de canicas. En el primero gané 16 canicas. En el segundo gan6
9. ¢ Qué sucedio a fin de cuentas?

2. Juan jugé dos partidos de canicas. En el primero gané 16 canicas. En el segundo per-
di6 9. ¢ Qué sucedi6 a fin de cuentas?

3. Juan jugd dos partidos de canicas. En el primero gané 9 canicas. En el segundo perdié
16. ¢ Qué sucedi6 a fin de cuentas?

Todos los datos numéricos de estos problemas corresponden a alguna transformacion y es-
tas, como se sabe, pueden ser positivas 0 negativas. Los resultados (en términos de ganan-
cia o pérdida) de los dos partidos de canicas son la primera y segunda transformaciones
elementales, respectivamente. Efectuando una “composicién” de estas dos transformaciones
elementales se obtiene la transformacion compuesta (que es el dato que debe hallarse en
los ejemplos 1, 2 y 3). En cambio, en el problema:

4. Juan jugo6 dos partidos de canicas. Jugé el primero y cuando jugé el segundo perdié 16
canicas. Haciendo un balance de los dos juegos, noté que habia perdido 7 canicas.
¢, Qué paso en el primer juego?

En los dos partidos de canicas siguen estando las dos transformaciones elementales, pero
una es desconocida. La transformacion compuesta es el balance de canicas tras los dos par-
tidos y para responder la pregunta (ubicada en la primera elemental o el primer partido) debe
hacerse una composicion de la segunda elemental (las 16 canicas que perdié en el segundo
partido) y la compuesta (las 7 canicas que perdio tras los dos partidos).

Como se ve en los ejemplos, en la 42 categoria puede desconocerse una de las trans-
formaciones elementales o la transformacion compuesta. La siguiente tabla considera los
casos posibles de problemas de la cuarta categoria cuando trata de hallarse la transforma-

cion compuesta®. (Tablas similares pueden hacerse si la incognita esta en T1 0 Ta).

T1>0 T:<0 T:>0 T:1<0
T2>0 T><0 T2<0 T.>0
[T1| > T2 1Tc>0 Tc<O0 2Tc>0 Te<0
[Ta| < T2 Tc>0 Tc<O0 3Tc<0 Tc>0

T1 es la primera transformacion elemental, T2 la segunda y Tc la transformacién compuesta. Los nimeros
en negritas que aparecen en la tabla corresponden a los problemas 1 al 3 de los ejemplos anteriores.

2 Tomado de: Vergnaud, Gerard (1985, p. 180).
4 Tomado de: Vergnaud, Gerard (1985).
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Como se afirmé, los valores absolutos de las transformaciones y la posicion de la incégnita
hacen variar de nivel de dificultad a los problemas de la 42 categoria. Vergnaud (1982) repor-
ta algunos resultados empiricos cuando contrasta la actuacion de alumnos de cinco grados
(de 1° a 5° de primaria) ante problemas de la 22 y 42 categorias, ambas considerando la
misma informacion numérica. Se presentaron seis problemas de dos en dos (uno de la 22 y
otro de la 4?) variando la posicion de la incognita entre cada par de problemas. Dos de los
problemas planteados fueron los siguientes:

Bertrand juega un partido de canicas. Pierde 7 canicas. Después del juego tiene 3
canicas. ¢ Cuéntas canicas tenia antes del juego?

Bruno juega dos partidos de canicas. Juega el primer partido, luego el segundo.
En el segundo pierde 7 canicas. Después de esos dos partidos ha ganado 3 cani-
cas en total. ¢ Qué paso en el primer partido?

En los dos problemas se desconoce un primer dato numérico (una medida en el caso del

problema de Bertrand, correspondiente a la 22 categoria, y la primera transformacion ele-

mental en el caso del de Bruno, perteneciente a la 42). A pesar de que el calculo numérico

necesario para resolver los problemas era el mismo en las dos categorias consideradas

(7 + 3), los pertenecientes a la 42 categoria presentaron mayores dificultades para los alum-

nos, tanta como tres afos de diferencia para resolver exitosamente el segundo.
Simbélicamente el problema de Bruno podria representarse:

T1 T2 Tc
2 7 +3

Pero también dentro de la 42 categoria hubo diferencias entre los tres problemas presenta-
dos. El problema de Bruno resulté méas dificil que otros como:

Christian juega dos partidos de canicas. En el primer partido gana 5 canicas. Jue-
ga un segundo partido. Después de los dos partidos gané 9 canicas en total. ;Qué
pasé en el segundo partido?

El problema de Christian tiene una estructura como la siguiente:

T1 T2 Tc

+5 ? +9

La pregunta en el problema de Christian esta puesta en la segunda transformacion elemental
y al ser los dos datos numéricos positivos, el problema podia facilmente interpretarse como
uno de la 22 categoria (estado inicial, transformacion, estado final). Por la misma razén,
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cuando la incégnita se situ6 en el tercer dato numérico la dificultad fue menor, como en el
problema de Pierre:

Pierre juega dos partidos de canicas. En el primero gana 6 canicas. En el segundo
pierde 4 canicas. ¢ Qué paso tras los dos partidos?

Que tiene la siguiente estructura:

T1 T2 Tc
+6 -4 ?

La tendencia de los alumnos a considerar a las transformaciones como estados en ocasio-
nes les permitié resolver el problema, pero también los extravid. Puede resultar correcta
cuando T1 y T2 son positivas (como en el problema de Christian) o siendo T: positiva y Tz
negativa pero |T1| > [Tz| (como en el problema de Pierre). Resulta incorrecto siT1 >0y T2<0
y [T1| < [T2|, como en “en el primer partido gana 6 canicas y en el segundo pierde 7” porque
los alumnos suelen convertirlo en “si tenia 6 y perdié 7 ya no le queda ninguna canica”.

En el mismo trabajo (Vergnaud, 1982) se plantearon cinco problemas a los estudian-
tes en los que se buscaba T2z haciendo variar los valores y el signo de T1 y de Tc. Especial-
mente fue muy dificil cuando T1 >0y Tc <0 ya sea que [Tc| > [T1] 6 [Tc| < [T4|. EI 80% de los
estudiantes del ultimo grado de la primaria no pudieron resolverlos. Los alumnos parecian
considerar que Tc operaba sobre Ti, especialmente en el segundo caso (|Tc| < |T1]) que re-
sulté el tipo de problema mas dificil de la 42 categoria. Por ejemplo, el problema podria decir:

Hugo jugé dos partidos de canicas. En el primer partido gané 9 canicas, luego jugé un
segundo partido. Haciendo un balance de los dos juegos noté que habia perdido 5 cani-
cas. ¢ Qué paso en el segundo partido?

Los estudiantes contestaron cosas como “le quedan 4 canicas”. Tampoco es raro que los
alumnos cambien una ganancia por una pérdida o viceversa cuando no han podido estable-
cer correctamente la relacién semantica entre los datos o el calculo numérico se dificulta.

En otro trabajo, Marthe (1979)*° reporta que para estudiantes de secundaria de 11 a
15 afios, los problemas con transformaciones elementales de signo opuesto fueron mas difi-
ciles que aquellos en los que eran del mismo signo. Aungue los alumnos mejoraron sus ac-
tuaciones a medida que aumentaba su edad, concluye que el campo de las estructuras aditi-
vas requiere un largo proceso y no se ha completado a la edad de 15 afios.

En las investigaciones analizadas sobre problemas de la 42 categoria siempre se tra-
bajé con alumnos desde 6 a 15 afos, fuera de este rango de edad se encontrd la investiga-

15 Citado en: Vergnaud, Gerard (1982).
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cién de Bruno y Garcia (2004) que se centra en la clasificacién de problemas aditivos que
emplean nameros negativos realizada por futuros profesores de primaria y secundaria. Utili-
zaron problemas de Combinacién, Cambio, Comparacion y Dos cambios. Las primeras tres
corresponden a la clasificacion de Carpenter y Moser descrita anteriormente, y la Gltima es
idéntica a la definida por Vergnaud como 42 categoria de problemas aditivos. Tras una fase
de instruccion sobre las distintas clases de problemas aditivos y una prueba escrita, los in-
vestigadores realizaron entrevistas para analizar el conocimiento construido por los futuros
maestros tanto en lo referente a la resolucion como a la clasificacion de problemas. Los re-
sultados obtenidos en la prueba escrita fueron muy bajos, por lo cual concluyen que es un
campo de conocimiento problematico para los futuros maestros o que la instruccion no fue
exitosa. En los problemas de Dos cambios los futuros maestros confundieron variaciones
(nmeros relativos, segin Vergnaud) con estados, por lo cual estos problemas fueron clasifi-
cados como de Combinacion y otras veces como de Cambio, dificultades que también mani-

festaron los nifios en el trabajo que se comenté de Vergnaud.

1.2 El esquema de Vergnaud para la 42 categoria

Para Vergnaud, la temporalidad, la cualidad positiva o negativa de las transformaciones, la
ubicacién de la incognita y la distincién entre las transformaciones elementales y la com-
puesta, son elementos que debian poder representarse graficamente'®. Aunque esta catego-
ria omite datos sobre las medidas o estados, también consider6 importante hacerles un sitio
en la representacion, ya que el hecho de desconocerlos (y de que no son necesarios para
resolver problemas de la 42 categoria) no significa que han dejado de existir. Se pens6 que

para los propoésitos de esta investigacion, el esquema de Vergnaud (1985) era pertinente.
T T2
Estado I:I I:I I:I Estado
inicial final
Qo intermedio

Tc

16 Vergnaud (1982) discute sobre las posibilidades de representacion que ofrecen distintos esquemas (diagramas
de Euler-Venn, diagramas de transformacion, ecuaciones algebraicas, diagramas de vector y diagramas de dis-
tancia) y aporta resultados experimentales que apuntan a que funciona mejor en términos didacticos el que él
elabora para distinguir entre problemas de las cuatro primeras categorias.
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En el esquema aparecen rectangulos y évalos unidos por lineas o flechas de direccion. Co-
mo se dijo, en la 42 categoria se desconocen los estados, pero a manera de ejemplo puede
suponerse una situacion que proporcione todos los datos para poder explicar el esquema y
su funcionamiento. El enunciado diria: Una papeleria abrié el lunes temprano contando con
$650 en la caja. Durante el dia se vendieron $1160. Justo antes de cerrar llegé un proveedor
y la papeleria le compr6 productos por $820. ¢ Con cuénto dinero se quedo la caja respecto a
lo que tenia al abrirse la papeleria? El esquema con la informaciéon numérica que proporcio-

na el enunciado, se veria asi:

e TN G

Estado +650 Estado
inicial final

Estado intermedio

Tc

Comenzando por el primer rectangulo del lado izquierdo, el Estado inicial serian los $650 con
los que la tienda inicia el dia, es un estado porque el 650 supone una medida, una cantidad
de dinero. Ese estado se transforma positivamente por las ventas del dia, T1 son los $1160.
El pago que se hace al proveedor supone T2 en este caso, negativa. Si se calcula como ope-
ra T1 sobre el Estado inicial, se tienen $1810 en el Estado intermedio. Esa cantidad se trans-
forma ahora al restarle los $820 del pago (T2) y quedan $990 que son el Estado final. Por la
parte de abajo, al componer las dos transformaciones elementales (Tc), en un solo paso es
posible notar que del Estado inicial al final ocurrié un incremento, esa cantidad se trasformé
positivamente, ahora hay $340 mas de lo que habia al inicio. Con toda la informaciéon numé-

rica, el esquema seria:

\/\

Estado Estado
inicial +650 +1810 +990 final

Fstado intermedio
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En la 42 categoria no se conoceria ninguno de los estados, pero aun asi, es posible calcular
lo que ocurre con las transformaciones. En el supuesto siguiente, el enunciado esta plantea-
do en términos de un problema aditivo de la categoria que interesa. Una papeleria abrié el
lunes temprano. Durante el dia se vendieron $1160. Justo antes de cerrar llegd un proveedor
y la papeleria le compré algunos productos. En total, la caja de la papeleria tenia al cierre de
ese lunes $340 mas de lo que tenia cuando abrié. ¢ Cuanto pago la papeleria al proveedor?

La pregunta estaria formulada sobre Tz y el esquema se veria asi.

\/Q\

Tc

Para averiguar lo que sucedio es preciso encontrar la diferencia entre las dos transformacio-

nes conocidas, es decir, hacer una composicion de transformaciones (T1y Tc).

Asi pues, tras analizar la clasificacion de problemas aditivos hecha por Carpenter y
Moser y la realizada por G. Vergnaud, se retoma para éste trabajo la segunda por conside-
rarse que las tres Ultimas categorias que plantea el autor pueden ser problematicas para
maestros de primaria. De entre ellas se eligio a la 42 categoria y al esquema que Vergnaud

propone para representarla, ya que permite mostrar los elementos que la caracterizan.

2 Representacion

“(...) no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin una actividad de represen-
tacion.” (Duval, 1999, p. 25)
El humano es un ser simbolico, representa lo que ve, lo que oye, lo que siente. Sin negar la
existencia de lo real, toda la informacién que recibimos nos llega a través de los sentidos, de
manera subjetiva, es personal y Unica pero a la vez es social porque la vida en grupos (la
humanidad vista como un grupo, o una familia, o un salén de clases) posibilita el intercambio

de percepciones y la creacion de significados compartidos. En esta investigacion la repre-
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sentacién es un concepto central, pues la principal estrategia didactica con los maestros du-
rante la parte experimental de la ingenieria involucro la elaboracion de un mensaje con la
informacion de un problema aditivo que otros maestros debian interpretar. Por ello, resulta
importante analizar la relacion entre la representacién mental o interna y la externa (que
puede manifestarse graficamente), y c6mo se modifican mutuamente, asi como la utilizacién
de signos y simbolos que pudieran constituirse como un mensaje efectivo, es decir, que el

receptor pudiera interpretar lo que el emisor tenia pensado.

“Representacion” es un concepto escurridizo que hace alusiéon a multiples acepcio-
nes. Seeger (1998) distingue cuatro maneras de entender el término: cualquier estado men-
tal con un contenido especifico; la reproducciéon mental de un estado mental anterior; un
equivalente a “presentacion” a través de dibujos, simbolos o signos; y cuando se coloca algo
“en el lugar de” algo. Las dos primeras remiten a procesos internos, las otras dos a manifes-

taciones externas.

La relacién entre las representaciones externas e internas ha sido interpretada desde
distintos angulos. Tradicionalmente se ha visto a lo externo como una manifestacion fiel de lo
interno y viceversa, pero una vision mas cuidadosa permitiria notar que las representaciones
reflejan nuestra actividad en el mundo y no el mundo en si (Seegler, 1998), y de igual mane-
ra puede afirmarse que reflejan alguna actividad en nuestra mente, pero no nuestra mente.
La representacion grafica, como manifestacion externa, no es una fotografia de la represen-
tacion interna, tampoco un reflejo exacto de contenidos o procesos cognitivos, ni de la situa-
cion que la origina, ni de la realidad’. En este trabajo se plantea una interpretacion que con-
sidera que ambas representaciones (internay externa) son instrumentos que median entre el
exterior y el interior, entre la percepcion del mundo y las estructuras cognitivas, y que a tra-

7 El asunto de la realidad es muy complejo y ciertamente rebasa los intereses de este trabajo, sin embargo, no
quisiéramos dejar pasar la oportunidad de hacer lo que es, a nuestro juicio, una precision. Términos como “vida
real” o “vida cotidiana” han sido frecuentemente empleados en las Gltimas décadas en la investigacion educati-
va, aludiendo generalmente a todo lo extraescolar, a lo que sale del aula. Esto, en el animo de hacer notar una
diferencia sustancial en cuanto a la atribucion de sentido entre situaciones que puede encontrar un alumno, por
ejemplo, al repartir de manera equitativa entre él y su hermano los 45 minutos que su mama les dio permiso pa-
ra usar un videojuego, a diferencia de cuando tiene que hacer en la escuela la divisién 45 + 2. La precision que
queremos hacer no apunta a sefialar si en verdad los sujetos atribuyen diferentes sentidos a una actividad y a
otra, los resultados de investigacion son contundentes a ese respecto, sino mas bien al uso de los términos para
separar lo escolar de lo extraescolar que intentan llamar “cotidiano”. ¢Hasta qué punto 9 o mas afios de escola-
ridad bésica no se vuelven parte de lo cotidiano o de lo real en la vida de los nifios?, ;cémo podriamos hablar
de una “ausencia de sentido” en las actividades escolares tras afios de experiencia en el “ser alumno” y en el
“ser maestro”? Parece mas bien que habria que pensar en la escuela como un contexto especifico, como un es-
cenario o una “arena” (en palabras de Lave) con reglas y significados particulares, nunca carente de sentido
sino con un sentido propio. Por ello, nos parece mas preciso hablar de lo “escolar” y lo “no-escolar”, sin pre-
tender que estos términos sean ideales 0 que no puedan ser interpretados de distintas maneras.
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vés de distintos mecanismos se madifican una a la otra, de tal manera que podemos hablar

de una relacién de interaccion.

Ello no supone que cuando una persona expresa graficamente algo sea capaz de
manifestar exactamente lo que piensa, pues los mecanismos que posee pueden no ser efi-
caces para lograr que su representacion externa corresponda a la interna’® (Duval, 1999).
LLas posibilidades de representacién gréfica de un sujeto son construidas y suponen habilida-
des de comunicacién y transformacion que eventualmente lo llevan a modificar sus propias

representaciones internas. |Pero, aunque un sujeto poseyera todos los mecanismos posibles,

tampoco podria lograr esa correspondencia exacta entre una representacion interna y una
externa, porque toda representacion externa (representante) es capaz de abarcar s6lo parte
de aquello que intenta captar (representado). Por ello, puede haber multiples representacio-
nes externas de una misma situacion (algunas pueden ser mas parecidas a lo que intentan
representar que otras, o mas transparentes segun el término empleado por algunos autores),

pero ninguna es total.

Debe considerarse también que el sujeto puede tratar a cierta representacion externa
como representante y como representado’®, pero para poder verla de una u otra manera re-
quiere conciencia, supone que sea capaz de considerarla como un objeto en si misma. Las
representaciones externas, pues, son susceptibles de volverse objetos de estudio y trascen-
der sus vinculos con lo real, con aquello que intentaban reflejar para dar lugar a conocimien-
tos nuevos o a situaciones hipotéticas, “(...) emergen estructuras representadas simbolica-
mente que se vuelven objetos de reflexion y elaboracion, independientes de sus raices con
el mundo real.” (De Corte, et al, 1996, p. 500)%°, a diferencia de las representaciones internas

gue sélo pueden ser representantes.

Por este sentido de elaboracion e incluso de independencia con lo real, no se puede
pensar en las representaciones externas como “naturales”. Aquella marca gréafica que esté
destinada a cumplir luna funcién comunicativa entre dos o méas sujetos, debe ser consensua-

da. Ademas, los signos empleados deben pertenecer a un tipo particular de sistema semiéti-

co para que las representaciones puedan ser transformadas y no pierdan sentido. Duval lla-

ma a esos mecanismos “reglas de conformidad”.

%8 Esto es claro cuando un nifio pequefio dibuja un objeto. Aunque conozca el objeto a la perfeccion, los elemen-
tos de los que dispone para elaborarlo pueden ser limitados y no reflejar todo lo que él sabe de ese objeto (el
color, la textura, la perspectiva, etc.).

1% pignsese en lo siguiente: un artista elabora una pintura (representante) a partir de un paisaje (representado),
pero esa misma pintura en una escuela de dibujo se vuelve el representante, y los bocetos de los alumnos serian
los representados.

2 Citado en: Verschaffel, et al, (2000).
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“(...) el punto de arranque es que casi nada es por si mismo evidente en las re-
presentaciones, diagramas y esquemas. Son herramientas y como parte de la cul-
tura, uno tiene que ser introducido en su uso; al ser herramientas simbodlicas, uno
tiene que aprender su lenguaje (...) La representacion tiene que ser entendida en
términos de mediacion... significa que los significados culturales se insertan entre
la representacion y lo que representa. El proceso de representacion esta cultural-
mente mediado. Uno podria decir que la representacion y la cultura se crean y se
sostienen mutuamente. Asi, la representacion de la cultura debe ser también vista
como la cultura de la representacion.” (Seegler, 1998, p. 310)

“[Nuestra postura] rechaza la vision de que el significado matematico es inherente
a las representaciones externas y en su lugar propone como principio basico que
los significados mateméticos dados a esas representaciones son los productos de
la actividad interpretativa de los alumnos.” (Cobb, Yackel and Wood, 1992, p. 2)?*

Siguiendo la idea de la transformacion de las representaciones, Duval (1999) afirma que ni
las representaciones internas ni las externas son estaticas, pero que se transforman de ma-
nera distinta. Mientras las internas se transforman de manera cuasi-instantanea, las externas
requieren al menos el tiempo que le toma al sujeto hacerlas conscientes, es decir, son trans-
formaciones intencionales que a su vez estan determinadas por el horizonte de posibilidad

que les permiten las representaciones internas.

Las consideraciones anteriores (la posibilidad de volver a las representaciones exter-
nas un objeto de reflexion independiente de su representado, el hecho de que no son “natu-
rales” y el proceso que requiere el sujeto para poder transformarlas) cobraron en esta inves-
tigacion especial relevancia para analizar los datos obtenidos en la parte experimental, ya
que la estrategia didactica que se siguié involucré que los sujetos reflexionaran sobre sus
propias representaciones gréaficas y sobre las que se les presentaron a propdsito de los pro-
blemas aditivos de la 42 categoria de Vergnaud. Este proceso, eventualmente llevd a los
maestros participantes a transformarlas.

2.1 Transparencia

Cuando alguien intenta explicarle alguna cuestion a otra persona, se esfuerza por encontrar
las palabras y los gestos que segln su percepcién, haran efectivo el mensaje comunicando
aquello que quiere transmitir. Un dibujo, un esquema o una explicacion que el profesor utiliza
en clase intenta “mostrar” las caracteristicas principales dejando de lado aquellas no relevan-

tes de cierta situacion para que el alumno las “vea”. Aunque, como se dijo, ninguna repre-

2 Citado en: Seeger, Falk (1998). Traduccion nuestra. p. 326.
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sentacion externa es total, algunas guardan mas parecido con aquello que intentan represen-
tar y reflejan menos significados adicionales, es decir, son mas transparentes.

Pero hay otro elemento a considerar respecto a la transparencia: el grado en el que
una representacion logre reflejar al representado ante los ojos de un sujeto dependeréa de los
conocimientos previos con los que éste cuente, asi pues, la transparencia debe pensarse no
como una condicion inherente a una representacion, sino como la relacion que guarda con el
representado, con otras representaciones y con el sujeto que las elabora, percibe o trans-
forma. La condicién de transparencia es ademas, dindmica, ya que en algin momento una
relaciéon entre cierta representacion y un sujeto puede considerarse transparente, pero ante
un cambio cognitivo en el sujeto que lo lleve a darle otro sentido a un simbolo, por ejemplo, o
cuando dicha representacion se utiliza para un nuevo referente??, el grado de transparencia
se ve modificado.

No obstante, la condicion de transparencia entre un sujeto, un representante y un re-
presentado, no es suficiente para que el otro “vea” lo que el representante intenta. Cuando
un alumno emplea un tipo de representacion externa para resolver situaciones escolares (por
ejemplo fichas de colores para hacer sumas y restas), se encuentra en el plano de los “cono-
cimientos construidos” que pueden realizarse en el marco de una sola representacion exter-
na, lo que puede propiciar que los sujetos no sean capaces de diferenciar entre dicha repre-
sentacion y aquello que intenta representar (no hay clara distincién entre el representante y
el representado). Duval (1999) considera que cuando el sujeto posee al menos dos formas
de representacion y es capaz de hacer conversiones entre ellas, es decir, pasar de uno a
otro registro casi sin notarlo y conservando las reglas sintacticas de cada sistema semiético,
la representacion funciona realmente como una representacion y no se confunde con el re-
presentado. Poder operar con varias formas de representacion resulta muy Util porque cada
representacion selecciona ciertas partes importantes del representado y “muestra” coémo se
relacionan entre si, y el usar una segunda manera de representacion permite que sean otras
las caracteristicas seleccionadas u otra la manera de mostrar las relaciones, lo cual contribu-
ye al enriguecimiento del sentido. El autor considera incluso que la conversién entre repre-
sentaciones es un requisito necesario para la comprensién. En el mismo sentido, Silver
(1987, p. 56) sefiala que:

“El conocimiento explicito de los procesos de representacion, como crear simbolos, dibu-

jos, diagramas o modelos gréaficos de la situacién que un problema plantea, necesitan
ser ejemplificados y discutidos por los maestros. Los estudiantes necesitan ver que a

2 Por ejemplo, cuando el signo “mas” ( + ) ha sido utilizado para denotar acciones de juntar, unir, agregar, y de
pronto en clase de algebra aparece entre dos nimeros negativos, es decir, denotando una suma algebraica.
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menudo hay mas de una manera de representar la informacién de un problema y que
pueden hacerse correspondencias entre y dentro de varias representaciones.’|

Aungue no se planeé abordar el concepto de transparencia con los maestros que participa-
ron en la experiencia, se consideré que dicho concepto seria Util para el andlisis de las dis-
cusiones originadas por las diferentes interpretaciones que hicieron de las representaciones

externas elaboradas por ellos mismos.

2.2 Representacion en la escuela

Se ha discutido ampliamente [l caracter predominantemente verbal de las précticas escola-
res. El lenguaje es, sin duda, uno de los signos? mas poderosos, actia regulando la conduc-

ta'y creando un plano de conciencia que permite el intercambio entre la mente y el exterior,

posibilita la adquisicion de significados que se encuentran fuera del sujeto y asf, los recons-
truye permanentemente. Ademas del lenguaje, hay representaciones externas que también
resultan primordiales en la escuela. El énfasis en ellas tiene sustento didactico por tres razo-
nes, relacionadas con la memoria: el nivel de recuerdo es alto, se codifican de manera distin-
ta a la memoria verbal proveyendo un segundo modo de acceso a la informacion almacena-
day, las imagenes brindan un marco efectivo para organizar el material que debe ser recor-
dado. Se podria decir que son efectivas para crear, evocar y modificar esquemas cognitivos
(Reese, 1977)*.

En las matematicas como disciplina escolar podemos distinguir varios planos de re-
presentacion, y en cada uno, varios niveles de abstraccion; se pasa del lenguaje verbal, al
lenguaje escrito, a los simbolos propios de las matematicas, a los dibujos, graficas, etc., no
necesariamente de manera lineal. Dentro de esos planos de representacion debe distinguir-
se a aquellos que resultan arbitrarios (con una débil transparencia, como los signos matema-
ticos o el lenguaje) y aquellos que se parecen a lo que intentan representar (que pudieran
ser mas transparentes, como algunos esquemas o dibujos). Ambos tipos, sin embargo, son
dotados de significado culturalmente?.

2 Se usa el término “signo” en el sentido vigotskyano que alude a instrumentos mediadores que cumplen en pri-
mera instancia una funcién comunicativa para ser reconstruidos posteriormente en un plano interno.

2 Citado en: Silver, Edward (1987). Traducci6n nuestra.

% Encontrarle parecido a una representacion con su representado no es tampoco obvio. Piénsese en el dibujo de
una pelota rebotando (que no tiene movimiento sino alguna marca que lo simula, y que es plana en el papel) y
coémo luce la misma cuando de hecho la vemos rebotar. Lograr interpretar el dibujo como una representacion
de dicha accion es algo que debe ser aprendido.
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Los alumnos deben poder hacer las traducciones necesarias entre esos distintos ni-
veles de abstraccion, y para ello, la escuela crea sistemas que intentan “mostrar” conceptos
matematicos que dificilmente pueden ser abstraidos por un ejercicio sensorial de los propios
alumnos, o que si lo hicieran tomaria mucho tiempo. Dentro de esos materiales de ensefian-
za, Maza (1995) distingue dos: los manipulativos (como cubos, fichas, regletas, etc.) y los
graficos. Sin embargo, es posible que un material grafico pueda ser considerado manipulati-
vo también, en la medida en la que permita hacer operaciones en él.

En éste punto resulta oportuno volver al concepto de la “no naturalidad” de las repre-
sentaciones externas. Como se dijo, el dominio de lo simbdlico es una practica central en la
educacion formal que le confiere estabilidad y permanencia a la cultura escolar, pero, como
casi todo lo que forma parte de lo cotidiano en las instituciones sociales, de aquello que nos
deja por herencia la humanidad, esos elementos simbdlicos se dan por hecho, se asume que
asi son y siempre han sido y no se les ve como un artefacto cultural. Por este efecto, los ac-
tores que conforman lo escolar suelen considerar a muchas representaciones externas (ma-
nipulativas y graficas) que se usan en el aula, como artefactos que hablan por si mismos,
cuando en realidad, para poderlas entender se requiere tener alguna idea del tipo de infor-
macién que puede obtener de ellas, o no podré encontréarseles sentido debido a que com-

prenderlas no es un asunto de obviedad. Si se llega a experimentar que una imagen vale
mas que mil palabras es debido a que la imagen significa algo, a que se le puede atribuir
sentido porque se cuenta con experiencia que la involucra. Dice Wittgenstein?® “Deja que el
uso te ensefie el significado”.

Otro efecto de la percepcioén de “naturalidad” puede verse en la practica escolar
cuando una representacion que aparece en el libro de texto o que hace el maestro en el pi-
zarrén, es interpretada por los alumnos como |a representacién correcta, Gnica, total y fuera
de toda discusion. Se espera que a partir de entonces los estudiantes la incorporen en sus
tareas y ejercicios escolares sin cuestionarla ni modificarla, hasta que en el trabajo 4ulico se

decida dejarla a un lado o reemplazarla. Por ello, el uso escolar de las representaciones ex-
ternas puede parecer cristalizado, limitado a la apropiacién de un modus operandi que maes-
tros y alumnos deben seguir al pie de la letra incluso cuando dificulte més la tarea o cuando
Su uso ya sea obsoleto. Las representaciones externas, en cambio, debieran considerarse
“exploratorias” o “ambiguas” (Seegler, 1988, p. 333) ya que asi brindarian orientacion,

“(...) porque son diferentes de aquello que supuestamente representan justamente por-
que no reflejan el territorio sino posibles trayectorias de actividad en ese territorio (...)
que no serian posibles en un modelo 1 a 1 o que si lo fueran no tendrian sentido.”

% \Wittgenstein (1953), citado en Stevens, and Rogers (1998). La cursiva es textual.
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El uso de representaciones externas en la escuela no debe ser considerado el objetivo de la
ensefianza, sino un medio que deja de ser Gtil cuando el alumno ya no lo requiere, cuando
ha internalizado las acciones que los materiales intentan representar (Maza, 1995). Ademas,
debe considerarse| que los conceptos aritméticos (y muchos mateméticos) no tienen origen
en los objetos sino en las relaciones que se establecen entre ellos, por lo cual, el empleo de

materiales debe servir para evidenciar éstas| Si se usa material, su funcién es construir las

acciones internas del aprendiz (Seegler, 1998). Puede afirmarse entonces que usar mucho
material manipulable o muchas representaciones graficas no es en si mismo mas util y
deseable que si no se ocupan, especialmente cuando se trata de contenidos matematicos
dificiles para algunos alumnos, como en casos en los que el representado no es asequible
intuitivamente, como se dijo. Es comdn pensar que si se presentan mediante o acompafia-
dos de elementos graficos, la naturaleza de dicho saber sera obvia y evidente para los alum-
nos cuando en realidad podrian estar enfrentandose a dos problemas: a) entender qué esta
queriendo decirse en la representacion grafica, y b) cémo es que ésta se relaciona con un
contenido especifico, es decir, cOmo es que a través de dicha representacion externa van a
poder comprender el saber especifico que antes no habian logrado aprender.

Entonces, el simbolismo matemético es parte de la cultura escolar de la que los estu-
diantes deben apropiarse mediante acercamientos constantes que les permitan interiorizar
dichos instrumentos, utilizarlos en la comunicacion con otros y como esquemas de pensa-
miento. “(...) la estabilidad y obviedad de una marca en la experiencia visual es una cuestion
empirica.” (Stevens y Hall, 1998, p. 109).

“El hablante de un nuevo lenguaje no es un receptor de definiciones convencionales y
formas de conocimiento, sino un ‘apropiador’ (...) un estudiante en la escuela toma las
palabras de la cultura de las matemaéticas para darle sentido a algo en una experiencia,
pero también puede ir mas all4 de lo que se asume convencionalmente sobre cémo el
lenguaje matematico puede ser usado.” (Lampert, 1998, p. 8)

Y segun Vergnaud (1985):

“Segun se perciba o no las relaciones, las transformaciones y las nociones que intervie-
nen con todas sus propiedades o solamente una parte de ellas, o con una vision falsa de
tales propiedades, llegado el caso, el nifio utiliza un procedimiento u otro, y eventual-
mente se desinteresa de la labor con la que esta confrontado. La nocion de representa-
cién esta, como la de procedimiento, en el centro de la psicologia cientifica moderna (...)
no se reduce a la nocién de simbolo o de signo; abarca también la nocién de concepto;
el estudio del nimero lo mostrara claramente, puesto que la escritura simbdlica del na-
mero es distinta del propio nimero. Una idea universal, con la cual los educadores de-
ben compenetrarse absolutamente, es que la representacién no se reduce a un sistema
simbdlico que remite directamente a objetos materiales. En realidad, los significantes
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(simbolos o signos), representan significados, que son ellos mismos de orden cognosci-
tivo y psicolégico. El conocimiento consiste al mismo tiempo de significados y significan-
tes: no esta formado solamente de simbolos sino también de conceptos y nociones que
reflejan a la vez el mundo material y la actividad del sujeto en este mundo material. El
simbolo no es mas que la parte directamente visible del iceberg conceptual; la sintaxis
de un sistema simbdlico no es més que la parte directamente comunicable del campo de
conocimiento que él representa. Esta sintaxis no seria nada sin la semantica que la pro-
dujo‘; es decir, sin la actividad practica y conceptual del sujeto en el mundo real.” (pp. 12-
13)

Ahora bien, la necesaria variedad en las formas de representacion externa y la coordinacion
entre ellas, las reglas sintacticas propias de cada registro, la no-obviedad y no-naturalidad de
los representantes, etc., no son asuntos que el alumno intuya o que ocurran como parte de
un proceso evolutivo en términos cognitivos. Es comin suponer gue una nueva manera de
representacion de una situacion conocida debera resultar clarisima para los alumnos, sin
embargo, el paso de una representacion a otra con un mismo referente, es decir, dos 0 mas
representantes para un solo representado, supone una dificultad importante para los estu-
diantes y debe ser ensefiado. Ensefiar sobre las representaciones supone a su vez la consi-
deracion de su evaluacion como un proceso. No se trata de considerar como “buena” sélo a
una representacion éptima (empezando porque no existe), sino de tomar en cuenta las apro-
ximaciones, las caracteristicas del representado que se seleccionan y la manera en que se

muestran sus relaciones.

2.3 Representacion grafica de problemas aritméticos

Los problemas aritméticos que se presentan en la escuela han sido un campo de nutrida
investigacion en las pasadas décadas. Se coment6 en otro apartado que los estudiantes de
primaria encuentran numerosas dificultades al tratar de resolver problemas aritméticos, y en
la busqueda de las causas de dichas dificultades el reconocimiento de la relacion semantica
que se establece entre los datos ha demostrado ser el elemento central, y una de las formas
comunmente usadas en pos de hacer mas evidentes para los estudiantes dichas relaciones
ha sido la representacion grafica de ellas. Pedir a los alumnos una representacion de alguna
situacion matematica puede desviarse del objetivo didactico cuando:

a) para los alumnos la representacién se vuelve un paso engorroso que hay que cumplir co-
mo parte del contrato didactico pero que carece de utilidad matematica, ya que no repre-
senta ni la relacién semantica, ni es operativa (por ejemplo, si el problema sefiala que una
persona vendié 35 borregos y ahora s6lo le quedan 221, el alumno puede dibujar como
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“representacion” un borrego, y sorprendentemente, muchos maestros de primaria lo “pa-
lomean”);

b) la representacion puede volverse un objeto de ensefianza (en el sentido mas pobre del
término) en vez de una ayuda didactica para acceder a los saberes matematicos que si lo
son.

Esto podria parecer que contradice las anteriores aseveraciones sobre la necesidad de ins-
truir especificamente sobre sistemas simbdlicos, pero no es asi. Si bien se considera im-
prescindible la explicitacion de dichos artefactos culturales en la escuela, el énfasis debe
estar puesto en el saber matematico que pretenden representar y no en la representacion en
si, es decir, si se usan modelos o diagramas en la clase debe ser con el objetivo de hacer
mas evidentes para los alumnos las relaciones que la situacion matematica plantea, para
poder operar en un modelo por la libertad que éste permite y para objetivar el objeto del sa-
ber para el propio sujeto, no para que aprendan a hacer esquemas (algunos bastante com-
plicados como los que plantean Shalin y Bee, 1985a y 1985b)?” o bien, decoren las leccio-
nes.

Vergnaud (1982) sefiala dos criterios para poder considerar eficiente a una represen-
tacion grafica de problemas aritméticos: 1) debe ayudar a los alumnos a resolver problemas
en los que de otra forma fallarian y, 2) debe ayudar a los alumnos a diferenciar entre varias
estructuras y clases de problemas. El segundo es claramente una consecuencia del primero.

Representaciones externas con éstas caracteristicas permiten construir esquemas
mentales en los que la informacién se organiza de una manera eficaz, permitiendo la resolu-
cién y el reconocimiento de estructuras y clases similares, “(...) reconocer patrones que invo-
lucren las cantidades y las relaciones entre ellas es un requerimiento importante para resol-
ver exitosamente problemas aritméticos (...)” (Greeno, 1987, p. 69). De ésta manera, una
representacion semiética al destacar caracteristicas importantes de la situacion y la relacion
establecida entre las cantidades podria fungir como un organizador a manera de esquema
mental. Ello refuerza la idea de que una representacion externa debiera ser juzgada por la
utilidad que supone para el sujeto en la consecucion de la tarea planteada o para poder co-
municarla, y no tanto por su fidelidad con el representado, aspecto particularmente importan-
te cuando se ubica en el plano de la ensefianza.

2 Citado en: Greeno, James (1987).
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2.3.1 Operaciones y tipos de representacion de problemas aritméticos
La relacién entre la representacion externa y la comprensién y resolucion de un problema ha
sido tratada desde diversos angulos. Un punto necesita ser discutido antes de presentar al-

gunos de ellos.

Pareceria ldgico pensar que al enfrentarse a una situacion probleméatica el sujeto op-
tara por la estrategia mas econémica, mas abarcativa o una convencional (si la conoce), sin
embargo, no es necesariamente asi. La eleccion es hecha en funcién de diversos factores
como el tipo de tarea, el contexto en el que se formula la situacion, las consecuencias que
podrian derivarse de su respuesta, etc., y es comun que los resolutores “regresen” por cami-
nos conocidos y utilicen procedimientos que al parecer han dejado atrds pero que siguen
prestando apoyos cognitivos. Aunque puedan ser menos abarcativos, resultan mas seguros
(por ejemplo, la utilizacion de alguna forma de conteo para verificar un algoritmo). Sin em-
bargo, este re-uso de formas o procedimientos anteriores es distinto, el nivel cognitivo que
ahora habria alcanzado el sujeto le permite redimensionar esas practicas y usarlas mediante
formas mas elaboradas. Por lo tanto, la representacion externa que elabore un sujeto no ne-
cesariamente es un “indicador” de sus conocimientos o procedimientos mas elaborados, sino

de la eleccion que considerd mas pertinente para resolver la situacion propuesta.

Especificamente sobre la representacion externa de problemas aritméticos, Peltier
(2003) analiza su evolucién y sefiala dos grandes modalidades que no necesariamente ocu-
rren sin excepcion o en forma lineal. La primera es la modalidad de las representaciones
iconicas, figurativas o analdgicas y entre ellas distingue a las que pueden presentar caracte-
risticas no operativas de las operativas. Las icOnicas son dibujos de los personajes que apa-
recen en el problema, pero que no permiten efectuar un procedimiento de solucién (no son
operativas), las figurativas retoman en gran medida elementos contextuales pero pueden ser
operativas porque toman en cuenta las informaciones numéricas del problema al igual que
las analdgicas, que ya no intentan retratar exactamente la situaciéon planteada en el enuncia-
do, pero permanecen ligadas al contexto. En la segunda modalidad estan las representacio-
nes simbdlicas que se centran en las relaciones entre objetos, por lo que son mas abstrac-
tas, mas operativas y suponen la asimilacion de las modalidades anteriores (entre ellas se
encuentran, por ejemplo, los esquemas de Venn, los que tienen flechas, la recta numérica y

las ecuaciones).
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Julo (1995)? asevera que al resolver un problema ocurren procesos de representa-
cién y de accién, que se hallan estrechamente ligados. El sujeto hace una interpretacion y
seleccion de las informaciones que, de acuerdo a sus conocimientos previos, considera per-
tinentes; estructura la representacién conforme al contexto semantico, conocimientos pre-
vios, similitudes a otros problemas conocidos y lo resultante de las estrategias que se van
poniendo en juego durante la resolucion; y opera fisica 0 mentalmente. En la misma ténica,
Silver (1987) sefiala que las representaciones de los problemas son centrales en el proceso
de resolucioén el cual comienza por una representacion inicial que gradualmente se elabora y
refina. Estudiantes exitosos en la resolucién de problemas comienzan elaborando alguna
representacion gréafica antes de realizar calculos numéricos, mientras los novatos hacen lo

contrario.?®

En algunos problemas la escritura de los algoritmos puede considerarse como una
forma de representacion de la situacion. Descaves (1999)%® distingue dos tipos de relaciones
entre los problemas y las representaciones: la de concordancia y la de discordancia. Una
relaciéon de concordancia seria aquella en la que la representacion del problema es idéntica a
su solucion, mientras que una de discordancia implicaria el reacomodo de los nimeros del
problema en una operacion para poder resolverlo. El segundo caso supone un reto mayor
para los alumnos y la sola operacion no servird como representacion de la situacion que
plantea el problema. Incluso en las relaciones de concordancia, pasar del plano del lenguaje
(oral o escrito) a una representacion externa (la operacién que resuelve, un esquema, un
dibujo), es un paso dificil porque plantea un problema de “conversion” entre representacio-
nes, segn Duval (1999), que exige el tratamiento de distintos sistemas semiéticos cada uno

con sus propias reglas de conformidad.

Duval afiade que al elegir la operaciéon que debe efectuarse entre los dos nimeros
que aparecen en el problema, hay tres factores determinantes en cuanto al nivel de dificultad
de la conversion del enunciado a la escritura aritmética: el primero seria el de identidad o no
identidad entre la operacion sugerida semanticamente, por ejemplo, “gana 3 y gana 2” alude

a “suma 3 + 2”. Pero en el caso de una suma de nimeros con signo negativo, como “pierde 3

2 Citado en: Peltier (2003).

% Como precision, habria que decir que estudios como el de Carraher, et al, (1991) demuestran que es posible
que sujetos con poca o ninguna instruccion formal utilicen procedimientos efectivos en la resolucién de pro-
blemas matematicos no-escolares. Sin embargo, estos métodos resultan ineficaces cuando el calculo se vuelve
complicado o la situacién no es familiar para ellos. Ademas, recordemos que los problemas aritméticos escola-
res tienen su propio lenguaje, su propio discurso, y eso debe ser ensefiado de manera formal.

¥ Citado en: Peltier (2003).
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y pierde 5” no alude semanticamente a “suma (-3) + (-5)". El segundo tiene que ver con los
verbos portadores de informacién numérica, que pueden o no ser anténimos. En “pierde 4 y
gana 7”; o “pierde 7 y gana 4”, el resultado estara en funcion de los valores absolutos de los
ndmeros en juego, pero no es posible determinarlos por los verbos, a diferencia de lo que
ocurre en “pierde 2 y pierde 8”, en donde es posible saber que el resultado sera una pérdida.
El tercero se refiere a si el orden de la presentacion de los datos numéricos necesita ser in-
vertido para efectuar el célculo correspondiente o no (lo que seria la concordancia o discor-
dancia de Descaves), sefialando que el reacomodo de las cantidades es mas dificil para los

alumnos.

2.4 Funciones de la representacion grafica en el disefio y en el andlisis de la ingenieria di-
dactica

Anteriormente se hicieron algunos sefialamientos sobre el papel que la representacion (in-
terna y externa) funge en la constituciéon de lo propiamente humano y sobre sus usos y fun-
ciones en la institucion escolar. Aqui se abordara el caracter de las representaciones graficas
en la persecucién del objetivo del trabajo de investigacion y en el de la ingenieria didactica,
las razones que obedecieron a la eleccion del esquema de Vergnaud como el recurso para

alcanzarlos y las maneras en las que se planeé introducirlo.

En la parte experimental de la ingenieria didactica que este trabajo se planteo, las re-
presentaciones gréaficas de las relaciones seménticas entre los datos de los problemas se
consideraron un elemento crucial, ya que a partir de ellas se proyecté establecer la comuni-
cacion dentro y fuera de las parejas de maestros. La idea central fue que a través de las re-
presentaciones graficas (producciones escritas que comprenden esquemas, dibujos, opera-
ciones, etc.) se podrian inferir aspectos de la representacion mental (estructura cognitiva
sobre contenidos especificos) que los sujetos poseen acerca de los saberes en cuestion y
gue, dependiendo de la evolucién de dichas manifestaciones externas, el plano de lo interno
podria verse modificado. De esta forma, el trabajo con las representaciones gréaficas cumpli-

ria los siguientes propoésitos:

A. En laentrevista inicial.

i. Aungue en la entrevista no se les solicité a los maestros realizar ningun tipo de represen-
tacion externa sino resolver el problema, la mayoria hizo uso de lapiz y papel para reali-
zar alguna marca ya fuera una operacion aritmética, la copia de la informacién numérica

u otro elemento simbdlico. El andlisis de dichas producciones (complementado por lo re-
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ferido verbalmente) permitid hacer algunas inferencias sobre las representaciones menta-
les iniciales de los maestros acerca de situaciones aditivas como las que se les presenta-
ron (significados de las operaciones, calculo, uso de signos, establecimiento de relacio-
nes, etc.).

Mediante su analisis fue posible realizar una valoracién de si los problemas aditivos de la
42 categoria eran adecuados en términos didacticos para plantearlos en un trabajo de in-
genieria, es decir, si resultaban problematicos para los maestros pero no demasiado ale-
jados de sus posibilidades y si se vislumbraba la posibilidad de obtener progresos en 6

sesiones experimentales.

En lo did&ctico.

La representacion grafica de la relacion semantica entre los datos de un problema seria
el reto principal a resolver para la comunicacién dentro y entre las parejas de maestros.
En la situacién disefiada no se trataba de resolver el problema y luego, con intenciones
de verificar o de profundizar en las respuestas y procedimientos de los maestros, solici-
tarles una representacion o un dibujo de lo que habian hecho. Al contrario, resolverlo era
una opcién mas no el objetivo principal, lo importante era lograr comunicarle a otra pareja
mediante una marca gréafica, cual de los dos problemas que en cada ocasion tenian a vis-
tas, era el que habian elegido (cuando ambos problemas contendrian los mismos datos
numeéricos planteados en el mismo contexto).

En las propias representaciones gréaficas elaboradas por los maestros estaria la posibili-
dad de hacerlas evolucionar hacia formas mas funcionales. En este punto es en el que la
introduccién del esquema de Vergnaud cobraria sentido, ya que se presenté a los maes-
tros como un recurso que permitid visualizar la relacion semantica que se establece entre
los datos de problemas pertenecientes a la 42 categoria con la intencién de que les ayu-
dara a organizar el acomodo de la informacién a partir de un trabajo de representacion
grafica que previamente habian realizado y sobre problemas conocidos, para luego ver
hasta qué punto lo recuperaban en posteriores comunicaciones y si podian inferirse mo-
dificaciones en las representaciones mentales que los maestros se habian hecho inicial-
mente de las situaciones plateadas. La representacion, entonces, no era un asunto ocio-
so en la parte didactica de la ingenieria sino el elemento principal sobre el cual se inscri-

biria el trabajo.
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iii. Por lo anterior, fue a través de ellas que se pudieron rastrear algunos de los cambios que
la ingenieria fue propiciando en los conceptos y procedimientos de los maestros asocia-

dos al saber matemético que interesaba.

3 Lateoria de las situaciones didacticas

“Siempre nos hemos preguntado cudles son los aportes de los conocimientos matemati-
cos ‘necesarios’ para la educacién y la sociedad y como llevar a cabo dichos aportes (...)
Nos cuestionamos hoy ademas, acerca de los recursos que hemos creado para respon-
der a esta demanda inicial: en qué medida el éxito de la difusién de los conocimientos
matematicos depende de las Ciencias de la educacién o de las matematicas mismas, o
qué lugar tienen en esta difusién los conocimientos de didactica, y més precisamente de
la didactica de las matematicas, qué instituciones pueden asegurar la coherencia y la
pertinencia de este género de conocimientos.” (Brousseau, 2000, p. 6).

[La didéactica] “(...) es acerca del aprendizaje, y acerca de la ensefianza, y acerca de las
matematicas, y acerca de sus condiciones sociales. Sin embargo, cada vez que se afia-
de un ‘y’, uno deberia también afadir un ‘pero no’ (...)" (Herbst and Kilpatrick, 1999, p. 3,
traduccion nuestra).

Una mirada mas abarcativa, mas profunda y que permitiera cuestionar y problematizar a los
actores que toman parte en el proceso educativo incluyendo al saber mismo, es lo que la
didactica se propone desde sus inicios. Se cuestiona sobre las condiciones que hacen propi-
cia o entorpecen la ensefianza y la adquisicién de sentido por parte de los alumnos acerca
de los contenidos matematicos, un enfogue que hace ver a la disciplina mas alla del estudio
del comportamiento docente o de la psicogénesis cognitiva de los alumnos, uno que incorpo-
ra el estudio del milieu 0 medio matematico que en el aula se construye entre el profesor, el
estudiante y el saber en cuestion. La explicacién del éxito o el error intenta no ser mas uni-
causal y unidireccional, hay una responsabilidad en el sentido didactico para cada uno de los
actores. Se brindan explicaciones holisticas de los fendmenos obtenidas analizando a un
tiempo a la ensefianza, al aprendizaje y al contenido matematico. La didactica de las mate-
maticas intenta reportar de manera unitaria y sistémica el fenémeno asociado a la produc-
cion y circulaciéon del conocimiento matematico®!. La didactica de las matematicas construye
su propio objeto de estudio, parte de postulados constructivistas que utiliza para poder expli-
car algunos de los fendmenos en la generacion y circulacién del conocimiento matematico,
crea teoria que elabora a partir de datos empiricos obtenidos a través del desarrollo de una
metodologia propia. Segun Chevallard (1998), es la ciencia del estudio y de la ayuda al estu-

dio de las matematicas.

3 Brousseau, citado en: Herbst and Kilpatrick (1999).
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La didactica de las matematicas reconoce tensiones reciprocas entre tres subsiste-
mas: a) El conocimiento que debe ser transmitido y adquirido; b) Los conocimientos que
emergen en las interacciones entre el sujeto y su medio y; ¢) El proyecto educativo (Herbst
and Kilpatrick, 1999, p. 6). Asi pues, la disciplina se ocupa no s6lo de la generacion y circu-
lacién del conocimiento matematico, sino también de problematizar al saber mismo en tanto
contenido curricular (su relacion con la disciplina matemética, las transformaciones que sufre
al volverse objeto de estudio escolar, las ideas previas con las que cuentan los alumnos, sus
particularidades en el trabajo aulico, etc.) y como parte de la herencia cultural de la humani-
dad (importancia y valor social, tiempo escolar dedicado a su estudio, objetivos escolares,
etc.).

Es claro que el tipo de problemas a los que se enfrenta un matematico y los que debe
resolver un alumno en clase son diferentes no sélo en el nivel de dificultad sino en los objeti-
Vos que se persiguen, el grado de didacticidad, el tiempo con el que se cuenta, etc. El tipo de
adaptaciones que el saber producido por los matematicos (saber-sabio) debe sufrir para po-
der ser llevado al aula (saber-ensefiado) es ahora develado por la didactica y admitida la
distancia entre ellos. Este paso de un tipo de saber a otro es denominado transposicion di-
dactica. Un elemento central a considerar es que, una vez hecha la transposicion el saber
gue le llega al alumno estad muy lejos de los problemas que le dieron origen, probablemente
ni el maestro alcance a ver los vinculos con el saber-sabio algunas veces, y esto puede ge-
nerar practicas didacticas carentes de sentido.

El Gltimo eslabon en la transposicion didactica es el que efectia el maestro, y Brous-
seau (2000) sefiala un elemento que resulta vital al considerarlo: el tiempo. Distingue entre el
tiempo de ensefianza que es el establecido en los programas oficiales (calendario escolar,
horas de clase) y el tiempo de aprendizaje que no puede ser fijado ya que depende de los

procesos de cada alumno en particular.

3.1 Las situaciones

¢ Qué significa “haber aprendido” matematicas?, ¢en qué casos puede decirse que un sujeto
“sabe” 0 que “no sabe” matematicas? Desde la didactica, saber matematicas es poder ocu-
parse de problemas, poder utilizar cierto conocimiento matematico en las situaciones en las
que sea pertinente. El tipo de problemas y de respuestas a esos problemas dependeréa de la
interaccion entre el sujeto, el saber en juego y el medio, postura desde la que puede darsele
un nuevo vistazo al error. Segun la didactica, una dificultad o error que un sujeto pueda co-

meter encuentra explicacion porque esta relacionado con el medio, con una situacién carac-
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teristica de un conocimiento matematico concreto en un momento especifico. Ese conoci-
miento matematico deja de ser Util para el sujeto cuando pierde efectividad ante una nueva
situacion y debera ampliarse, reformularse o incluso dejarse de lado. Aprender matematicas
supone entonces, un cambio de estrategia.

Para que en el terreno escolar un alumno se vea en la necesidad de cambiar sus es-
trategias la didactica de las matematicas se propone contar con situaciones que pongan en
juego un determinado conocimiento matematico, llevarlo al limite mediante dispositivos que
lo hagan obsoleto y con ello propiciar su reformulacion, pero sin que para el alumno la situa-
cién a la que se enfrenta pierda sentido. Una estrategia nueva puede entonces mostrarse
como Optima para el sujeto, quien en vez de recibir un cimulo de datos (méas que nada refe-
ridos a las reglas del sistema) se encarga de usar, construir y desechar sus conocimientos
matematicos, de ponerlos en juego.

“Hemos llamado ‘situacion’ a un modelo de interaccion de un sujeto con cierto medio que
determina un conocimiento dado como el recurso del que dispone el sujeto para alcanzar
o conservar en este medio un estado favorable. Algunas de estas ‘situaciones’ requieren
de la adquisicion ‘anterior’ de todos los conocimientos y esquemas necesarios, pero hay
otras que ofrecen la posibilidad al sujeto para construir por si mismo un conocimiento
nuevo en un proceso ‘genético’ (...) En 1970 se plantea el proyecto cientifico: se trata de
construir el modelo de las situaciones utilizadas para introducir o ensefiar las nociones
matematicas (y de criticarlas) asi como de imaginar otras mas apropiadas.” (Brousseau,
2000, pp. 10-11)

Brousseau distingue tres tipos de situaciones: no-didactica, a-didactica y didactica. La dife-
rencia entre ellas tiene que ver con la intencionalidad de la ensefianza y la posibilidad de que
el alumno tome decisiones sin la intervencién directa del profesor, principalmente. Practica-
mente ninguna situacion es “pura” en el sentido de poderla ubicar en sélo uno de los tres
tipos.

— Una situacién didactica es aquella en la que la intencién de ensefiar es explicita y se or-
ganiza entre el maestro y el alumno acerca de un saber matematico (Chamorro, 2003).

— Una situacion no-didactica es aquella que no se disefia con la intencién de ensefiar algin
conocimiento, como ocurre principalmente en situaciones no-escolares, en las que los
sujetos aprenden sin que alguien lo planee.

— Una situacién a-didactica es parte de lo que Brousseau define como situacion didactica,
es decir, se organiza con la intencién de que los alumnos aprendan. Lo que la hace dis-
tinta es que los aprendizajes son provocados disefiando una situacion en la que las es-
trategias de los alumnos resulten insuficientes, y la estrategia 6ptima (que puede resolver
la situacion) coincida con el conocimiento matematico que el profesor se propone que

aprendan. Ademas, el propio medio debe informarle al alumno sobre el resultado de sus
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acciones y no el profesor, aunado a que el alumno entra en la situacién porque le parece
atractiva y no porque sepa que va recibir aprendizajes de ella. No sélo resulta Gtil en tér-
minos didacticos por la responsabilidad que debe asumir el alumno sobre su propio co-
nocimiento, sino porque permite que las estrategias empleadas tengan sentido para ellos
e impliquen consecuencias (Herbst and Kilpatrick, 1999) (como ganar o perder un juego),
los alumnos tienen la necesidad, al margen de los propdsitos del aprendizaje escolar, de

involucrarse en la situacion.

Brousseau también distingue varios tipos 0 momentos en las situaciones a-didacticas: el de
accion, el de comunicacion o formulacion, el de prueba o validacion y el de institucionaliza-
cion. El abordaje de los contenidos y los cambios de estrategia que se proyectan son distin-
tos en cada uno de los tipos de situaciones.

En una situacion a-didactica de accion el alumno actia sobre la situacion y hace
elecciones durante esa accion aunque las nociones no sean reconocidas aun. El sujeto defi-
ne sus acciones y las de otros a partir de los resultados que obtiene del propio medio tras los
ensayos y errores que efectian para resolver el problema. En una situacion a-didactica de
formulacion el alumno pretende modificar los conocimientos de otro haciéndole llegar un
mensaje, comunicandole, y supone que éste le devuelva informacion. Entre el emisor y el
receptor fluyen informaciones codificadas a través de algun sistema semiético, y la no co-
rrespondencia entre uno y otro lleva al fracaso en la comunicacion, a la revisién de los men-
sajes, a la interpretacion de los mismos o a ambas. Ello permite construir significados com-
partidos, un lenguaje comin. La situacion a-didactica de validacion tiende a la justificacion, el
alumno debe demostrar y convencer a otros de la validez de lo que ha encontrado; y en las
situaciones de institucionalizacion el profesor se encarga de darle un estatuto cultural a los
conocimientos de los alumnos para que sepan nombrarlo de una manera “convencional” que
no necesariamente es la misma que la definida por la matematica, y puedan también utilizar-
lo en otras circunstancias (Chamorro, 2003; Brousseau, 2000; Chevallard, et al, 1998).

El sentido de un conocimiento (que el alumno construye o no) es un elemento esen-
cial en la TSD. “Una de las hipdtesis fuertes de la teoria es que el conocimiento de una no-
cion adquiere parte de su sentido en aquellas situaciones en las que interviene como solu-
cion.” (Chamorro, 2003, p. 92). Las “situaciones” propuestas al alumno deben entonces ser
cuidadosamente disefiadas para garantizar hasta donde sea posible, que contribuiran a la
evolucion de su conocimiento sin perder sentido incluso en demérito de la “exactitud” mate-
matica de dichos conocimientos ya que las adquisiciones son a menudo locales. Brousseau
(2000) afirma que:
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“El proposito de la teoria de las situaciones es permitir organizar localmente el aprendi-
zaje de conocimientos elementales considerando su adecuacion a las circunstancias y a
las posibilidades del sujeto, y al mismo tiempo permitir su reorganizacion de acuerdo con
necesidades ldgicas y tedricas que son el fruto de una adaptacion completamente dife-
rente de la sociedad.” (p. 18)

Asi que en el disefio de una situacion de cierto tipo debe considerarse el margen de accién
matematico con el que cuenta el sujeto, el conocimiento que se pretende que adquiera y el
medio que estara dispuesto de manera que funja como un antagonista del sujeto, es decir,
que cree las condiciones necesarias para que las estrategias que el sujeto ha desarrollado
hasta ese momento sean insuficientes, pero no tan lejanas que no le permitan vislumbrar
una posible salida. El conocimiento que se pretende que el alumno construya debe ser el
resultado del cambio de estrategia y por tanto, no puede ser un requisito que deba poseer
previamente. Al mismo tiempo, se pretende que el sujeto participe en el desafio no porque el
maestro se lo pide sino porque se compromete con la problematica en juego, o sea, se vuel-
ve el responsable (didacticamente hablando) de sus respuestas, de sus comunicaciones y
acciones, y puede constatar en la situacion misma si ha acertado o no en vez que sea el
maestro quien (de manera a veces poco comprendida para el alumno) califique su actuacion.

Disefiar situaciones a-didacticas para abordar los conocimientos matematicos con-
templados en las instituciones escolares es uno de los principales objetivos de la TSD. Si
una determinada situacion propicia la aparicion, utilizacion, construccién y aprendizaje de un
conocimiento matematico especifico y supone un campo de problemas suficientemente ex-
tenso como para proporcionar una buena representacion del conocimiento en cuestion, se
habla entonces de una situaciéon fundamental. No se concibe como “ideal” sino como un
acercamiento mas cimentado que para considerarse eficaz dependerd, entre otras cosas, de
la posibilidad real de llevarse a cabo.

En el disefio de las situaciones deben considerarse también las relaciones de los ac-
tores implicados, lo que “(...) comprende una representacion:
- De los estados del medio y de los cambios que los actores pueden imprimirle.
- De aquello que se juega en la accion, generalmente un estado final del medio y el interés

que el actor le asocia.

- Y del inventario de las elecciones permitidas por las reglas” (Brousseau, 2000, p. 18).

Una regla en una situacién supone una restriccion para el alumno, una definicién de lo que
puede o no hacer para resolver el problema en cuestion. Dependiendo de las reglas defini-
das en la situacion misma, una estrategia puede resultar adecuada o no en términos del re-
sultado que puede obtenerse o de lo asequible y funcional que sea para el alumno. Las re-
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glas planteadas en una situacion estan relacionadas con lo que Brousseau denomina varia-
bles didacticas, elementos que pueden tomar distintos valores dentro de la situacién conside-
rada y que se manipulan para provocar que los alumnos cambien de estrategia y se acer-
guen asi al conocimiento en cuestion.

Para explicar ciertos fendmenos que ocurren en el aula de matematicas, Brousseau
se vale de algunas metaforas. Por ejemplo, describe a la situacion didactica como “entrar a
un juego”.

“El alumno es un jugador motivado por el juego mismo (asi entra en la situaciéon a-
didactica y consiente en resolver el problema) por el bien del juego (el interés matemati-
co). Al mismo tiempo, el hecho de que el juego implique reglas permite ver que cualquier
accion del alumno estara constrefiida a ellas, lo que determinara cuales estrategias se-
ran legales y pueden incluso hacerlo ganar...” (Herbst and Kilpatrick, 1999, p. 8)

Si lo que esta en juego es la apropiacion con sentido del conocimiento matematico ¢ qué pa-
sa cuando el alumno no gana en el juego?, ¢ puede perderse el conocimiento matematico? El
estudiante debe acceder a participar en el juego, pero no hay garantias de que gane siem-
pre, sin embargo, es tarea del profesor asegurarse de que de cualquier forma adquiera el
conocimiento que esta en juego. El riesgo es entonces que el sentido se pierda o disminuya
porque el conocimiento deberd, en algin grado, ser transmitido por el maestro.

Pensar en el maestro como un “actor” le imprime un caracter de contingencia al ejer-
cicio docente que permite dimensionar su rol mas allad del seguimiento de un guién o de ins-
trucciones precisas que le indicaran qué es lo que tiene que hacer en cada momento. Mu-
chas veces tiene que improvisar, cambiar sus planes, volver atrds o adelantarse dependien-
do de los intercambios didacticos, si lo considera necesario dara mas ejemplos, bajara el
nivel de dificultad de una situacion, orientara las respuestas de los alumnos hacia el conoci-
miento matematico que esté intentando que se apropien, etc.

La metafora del “contrato” que se establece entre los actores participantes en una si-
tuacion didactica resulta también una herramienta explicativa muy Util ya que permite com-
prender qué tipo de relacién se establece entre los actores participantes en una relacién di-
dactica y los matices que adquiere o “efectos”, como el Jourdain y el Topaze®, en vez de

%2 E] efecto Jourdain es llamado asi por Brousseau para aludir al personaje que Moliére cre6 en su obra “El bur-
gués gentilhombre”. En ella, el profesor del personaje toma una simple observacion del alumno (Jourdain) a
propésito de un texto y le da un sentido “cientifico”, es decir, hace una interpretacion que va mas alla de lo que
el alumno ha dicho con la ilusién de ver en ello un gran aprendizaje. Por su parte, el efecto Topaze toma su
nombre también a proposito de otra obra teatral llamada precisamente “Topaze” cuyo autor es Marcel Pagnol.
Ahi se muestra lo tonto que resulta pretender ensefiarle a alguien que no quiere aprender. El alumno no atina a
responder de la manera en que el profesor (Topaze) espera, asi que este cambia una y otra vez la pregunta tra-
tando de obtener la respuesta esperada. Aunque todos los distintos planteamientos que realiza intenten obtener
el mismo comportamiento por parte del alumno, este comportamiento del profesor provoca cambios en el sen-
tido del saber en juego.
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preguntarse quién es el culpable de que las cosas en el aula salgan bien o mal. El contrato
no es estrictamente un contrato como un acuerdo explicito, visible y que surge de una nego-
ciacién o un pacto. Consiste mas bien en la transmision que hace el maestro (y a otro nivel
toda la institucion escolar) que puede ser sutil 0 mas directa acerca de lo que espera que los
alumnos hagan; y el aprendizaje de los alumnos de esas reglas implicitas de lo que ellos
“deben” hacer. Al mismo tiempo, los alumnos le hacen saber al maestro lo que esperan de
él, y ambas partes son conscientes de que el otro piensa en los “comportamientos espera-
dos”, pero rara vez se habla directamente de ello. Por eso el contrato didactico es sélo una
manera de llamar a un tipo de relacion entre los actores didacticos, pero no puede ser equi-
parado a otra clase de contrato porque no estipula qué ocurre en caso de no cumplimiento o
como puede ser renegociado. El contrato s6lo puede hacerse visible para los involucrados
cuando se rompe, cuando alguien no se comporta de la manera esperada por el otro, pero
su existencia es indispensable para que las cosas funcionen en el aula ya que fija responsa-
bilidades y crea posibilidades de intercambio. Esto no significa que el contrato didactico sea
siempre igual, por ejemplo, entre un maestro y otro o en distintos niveles educativos. Podra
haber cosas semejantes, pero en cada relacion didactica se fija uno, que puede cambiar con
el transcurso del tiempo.

La ingenieria didactica, Gltima metafora acufiada por Chevallard (que aqui se men-
ciona) constituye la opcién metodolégica de esta investigaciéon por lo que se le dedica el si-

guiente apartado.

4 Referente metodoldgico

“La nocién de ingenieria didactica surgio en la didactica de las matematicas a comienzos
de los afios ochenta. Se denominé con este término a una forma de trabajo didactico
equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se
basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de
tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con cier-
tos objetos mucho méas complejos que los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto,
tiene que abordar practicamente, con todos los medios disponibles, problemas de los
que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo.” (Artigue, 1995, pp. 33-34)

Ingenieria didactica supone una consideracién de flexibilidad y capacidad de adaptacion en
las actividades didacticas y en el curso de la metodologia de investigacion que alude al tipo
de quehacer de un ingeniero, quien debe poder ajustar su labor en funcion de las condicio-
nes de trabajo y hacerse acompafiar de herramientas profesionales epistemolégicas, de la
transposicién didactica, de las concepciones de los alumnos, los obstaculos y errores fre-

cuentes, el desarrollo psicogenético de los alumnos, entre otros (Chamorro, 2003).
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La ingenieria didactica se construye a partir de la necesidad de contar con referentes
empiricos mas ricos que los emanados de examenes escolares o pruebas estandarizadas y
de poder tener un espacio de prueba para las situaciones didacticas, por ello es a la vez una
opcién metodolégica de investigacion y una serie de acciones disefiadas para provocar cam-
bios en los sistemas de ensefianza. Como se menciond, a efecto de la transposicion didacti-
ca que sufren los saberes, lo que llega a los alumnos ha perdido su referente, aquello que lo
liga a la situacién que origin6 la produccion de ese conocimiento. La ingenieria didactica pre-
tende contar con una serie de situaciones didacticas especificas de un cierto conocimiento
matematico articuladas de tal manera que permita un transito menos accidentado para los
alumnos en su adquisicién, ya que se considera un problema de ingenieria disefiar y regular
situaciones didacticas que doten de sentido a esos conocimientos tras la transposicion.

Como metodologia de investigacion contempla varias fases. La primera es la de Ana-
lisis preliminares. En ella se consideran elementos que contribuyan a elaborar un panora-
ma suficientemente informado para el disefio didactico. Artigue (1995) menciona los siguien-
tes:

e “El andlisis epistemolégico de los contenidos contemplados en la ensefianza.

e El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

e El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos que
determinan su evolucién.

e El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica efecti-
va.” (p. 38)

En ésta fase también se estiman aquellas restricciones que el trabajo de ingenieria debe
considerar en tanto una dimensién epistemoldgica (sobre el saber especifico que se aborda-
rd), una cognitiva (sobre los sujetos a quienes se dirigird la ensefianza) y una didactica (so-
bre las caracteristicas del contrato didactico y otras particularidades que pudieran conside-
rarse importantes acerca del saber en cuestion y de la relacién entre los participantes en la
puesta en practica). Debe verificarse si efectivamente la situacion o situaciones consideradas
pueden fungir como a-didacticas para los alumnos, sobre el sentido que pudiera tener para
ellos y si es factible que ocurran los cambios de estrategia proyectados para acceder al sa-
ber especifico en cuestién.

En una segunda fase que supone el Andlisis a priori se toman decisiones acerca de
las variables macro y micro de la ingenieria, es decir, aquellas variables tocantes tanto a la
planeacion de la toda la ingenieria como a las locales referentes a una sesioén o secuencia.
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Las situaciones, las variables didacticas, las reglas, elementos del contrato didactico y su
gestion, entre otros, son considerados y organizados en ésta fase.

Una de las caracteristicas mas importantes de la ingenieria didactica como metodolo-
gia de investigacion es su validacion, basicamente interna. Al considerar elementos episte-
moldgicos, cognitivos, didacticos, etc. en los analisis preliminares, se sienta una base con la
cual es posible establecer una relacién entre el significado del saber en cuestion y las situa-
ciones disefiadas para la parte did4ctica de la ingenieria, es decir,

“(...) el objetivo del analisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permi-
ten controlar los comportamientos de los estudiantes y su significado. Por lo anterior, es-
te andlisis se basa en un conjunto de hip6tesis. La validacion de estas hip6tesis esta, en
principio, indirectamente en juego en la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta
fase entre el andlisis a priori y el andlisis a posteriori.” (Artigue, 1995. pp. 44-48)

La fase 3 comprende la Experimentacion, la puesta en practica de las situaciones disefia-
das para la parte didactica de la ingenieria. Después, los datos obtenidos son analizados en
la fase 4 de validacion o Analisis a posteriori mediante la confrontacion de lo encontrado
con lo hipotetizado.

5 Referente empirico

Para poder cumplir con el objetivo de la ingenieria didactica era necesario en primer término,
que los profesores participantes tuvieran a su cargo un grupo de alumnos de primaria sin
importar el grado, pues interesaba que contaran con un referente actualizado sobre el plan-
teamiento en el aula de problemas de suma y de resta. Se determiné extender la invitacion al
taller (nombre con el que se conociod entre los maestros a la parte experimental de la ingenie-
ria) a seis maestros por considerarse un nimero de participantes que permitiria el intercam-
bio de ideas dentro de un margen manejable de intervenciones susceptible de recuperarse
en los registros de observacion. Esos seis maestros fueron seleccionados por la directora del
plantel bajo el criterio de escoger a quienes ella consideraba competentes en la ensefianza
de matematicas y/o tuvieran disposicion para participar. La directora se encargé de hacer los
ajustes necesarios para que los grupos de los maestros estuvieran atendidos durante el
tiempo que le dedicarian al taller. La duracion del mismo no podia ser demasiado larga por el
esfuerzo que para toda la escuela suponia, pero tampoco tan corta que no permitiera desa-
rrollar procesos que dieran lugar a los aprendizajes buscados, asi que se determiné realizar-
lo en seis sesiones, una por semana, de dos horas cada unay llevarlo a cabo dentro de la

misma escuela en un area que facilitd el personal de apoyo de USAER.
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Capitulo I1. Referentes tedrico y metodoldgico

Tras la primera charla informal con los maestros seleccionados la directora de la uni-
dad de apoyo de USAER solicité incluir a un psicélogo que recién se integraba al trabajo en
esa escuela y aunque no era estrictamente maestro frente a grupo en esa institucion, si co-
laboraba atendiendo a nifios que le canalizaban y otras veces trabajaba temas especificos
con los grupos completos, ademas de que en el turno vespertino si tenia a su cargo un grupo
en otra escuela. Tras definir a los participantes y los dias y horarios del taller, se llevé a cabo
una entrevista®® con cada uno de los maestros con el afan de conocerlos mas en el terreno
personal y profesional asi como de establecer un primer diagndstico sobre sus posibilidades
y estrategias de resolucién ante problemas aditivos de la 42 categoria de Vergnaud. A cada
maestro se le hicieron algunas preguntas para averiguar algunos datos generales y después
se le presentaron de uno en uno y por escrito, seis problemas. En la entrevista se les propor-
ciond lapiz y papel por si lo requerian y la Unica consigna fue que resolvieran el problema
como ellos lo consideraran conveniente. Durante esa entrevista, que fue grabada en audio,
estuvo presente la entrevistadora y una observadora. La parte de los datos generales estaba
estructurada a fin de obtener informacién comin a todos los maestros, pero en la parte de
los problemas no habia guion y lo que orientaba las preguntas de la entrevistadora era la
propia actuacion del maestro en el afan de comprender sus producciones, sus respuestas y
argumentos. Las grabaciones fueron posteriormente transcriptas y las producciones (cuando
las hubo), analizadas.

En cada una de las sesiones se contd con el apoyo de tres observadoras, una de las
cuales fue también conductora del taller. Cada observadora estuvo encargada de tomar no-
tas de las conversaciones al interior de cada pareja y durante la discusion grupal, lo que
permitié contar con mas informacion para el andlisis de las producciones. Para llevar a cabo
la validacion de las situaciones que implica la cuarta fase de la ingenieria (en la que se con-
frontan los analisis a priori con los datos obtenidos en la experimentacion) se tomaron en
cuenta las transcripciones de las entrevistas iniciales y las producciones gréaficas de los
maestro