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RESUMEN

El presente estudio consiste en el analisis didactico de una secuencia de clases
experimentales dirigidas a la ensefianza del porcentaje. Se analizan los resultados de su
aplicacion en un grupo de primer grado de secundaria de una escuela publica urbana de
la ciudad de México. Previamente se presentan los resultados de dos analisis
preliminares: el de la problematica conceptual de la nocion, incluyendo sus vinculos con
las razones, las fracciones y los decimales, de los cuales hereda su complejidad, y el
desempeno obtenido por dos grupos de secundaria frente a un cuestionario y entrevistas.

El analisis de la secuencia se centra en la diversidad de procedimientos a los que
recurren los estudiantes, las formas en que dichas técnicas circulan en el aula, el débil
sentido que los alumnos parecen depositar en las técnicas algoritmicas a pesar de
utilizarlas frecuentemente, las formas de verificacién de las resoluciones puestas en juego
por los estudiantes, el transito entre el registro grafico y numérico y los niveles de
coexistencia de conocimientos correctos y erroneos acerca del porcentaje en un sujeto.
Asimismo, se pone de relieve la manera en que la elaboracion del conocimiento se
entreteje con las formas de interaccién que se configuran en la clase.

Se destaca la necesidad de profundizar en el estudio de las posibles formas en las
que los estudiantes de secundaria podrian acceder a una mayor articulacién del
porcentaje con la proporcionalidad, las fracciones y los decimales.
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Introduccion

El porcentaje, nocién muy utilizada por unos, poco comprendida por
otros

El porcentaje es una de las nociones matematicas que destacan por su frecuente uso
social. Aparece en numerosos contextos no escolares tan cotidianos y diversos como la
compra y venta de mercancias, los intereses bancarios, la descripcion de mezclas vy
compuestos, la informacion estadistica de noticieros y periddicos. Durante mi experiencia
como maestra con adultos no alfabetizados, quienes hacian un especial énfasis en la
necesidad de que la escuela se ocupara de ensefar conocimientos Uutiles para la
comunidad, percibia una fuerte demanda hacia la ensefanza de esta nocién: la
familiarizacién con el porcentaje es necesaria para poder acceder a ciertas situaciones

y para tener la posibilidad de tomar decisiones acertadas.

Sin embargo, esta misma experiencia —aunada a la que tuve con alumnos de
bachillerato— me llevé a observar que los conocimientos que se adquieren sobre esta
nocion en la interaccion con situaciones extraescolares son muy limitados, e incluso que
esta nocion es poco comprendida y poco utilizada por los estudiantes. El propio hecho de
que sea un contenido del curriculum escolar de primaria, de secundaria y de bachillerato
lo sugiere: si la comprension de esta nocion pudiera lograrse a partir de su uso sin una

ensefianza intencionada no se convertiria en una exigencia hacia la escuela.

Muy probablemente, este fendmeno de incomprensién de una nocidon matematica
basica por parte de la sociedad es uno de muchos casos similares. Artigue, una
investigadora francesa en didactica de las matematicas, afirma que:

Si bien en nuestras sociedades parece ser cada vez mas compartida la idea
de que es necesaria una cultura matematica y cientifica sélidas para que todos
los individuos puedan ejercer sus responsabilidades ciudadanas, esas mismas

sociedades se han organizado para funcionar sobre la base de una cultura
matematica y cientifica poco profundas. (Artigue, 2004: 6)

Podemos ver entonces que la constante presencia en ambitos no escolares de
situaciones que requieren la puesta en juego de herramientas matematicas no implica,

excepto en ciertos casos’, el dominio de estas herramientas por parte de los ciudadanos.

! Por ejemplo, el de la numeracion oral, y el calculo aritmético mental



En el caso especifico del porcentaje, un primer analisis de la nociéon permite muy
pronto poner de manifiesto cierta complejidad conceptual: como veremos mas adelante,
se trata de una nocién multifacética vinculada con algunas de las nociones mas complejas
de la aritmética basica, la de razén y la de operador multiplicativo, fraccionario y decimal,

de las cuales hereda las problematicas didacticas.

Asi, pensamos que —a diferencia de lo que quizas sucede con contenidos como la
medicion, la numeracion o el calculo—, la comprension del porcentaje sin una ensefanza
intencionada es poco factible, por lo que su condicion de contenido escolar de la
asignatura de matematicas es necesaria. Sin embargo, en este terreno, el de la escuela,
existe otra fuente importante de dificultades relativas a la ensefianza, no solamente del

porcentaje sino, sobre todo, de las nociones vinculadas.

La reconstrucciéon del porcentaje en los planes y programas oficiales ha sufrido
transformaciones considerables en las Ultimas cuatro décadas®>. En cada propuesta
curricular se le ha hecho vivir en un universo distinto. En la propuesta de los afios sesenta
el porcentaje se ensefiaba en el marco de la vieja teoria de razones y proporciones, la
cual se caracterizaba, entre otros, por la importancia que otorgaba a las aplicaciones
practicas en ambitos como el comercio y por el uso de una serie de reglas operatorias
desvinculadas de las magnitudes vy dificiles de justificar. (Bosch, 1994; Ramirez, 2004) En
la propuesta de los setenta, el porcentaje se inscribe en la teoria de fracciones, y de
alguna manera, no inmediata, se relaciona con la nocion de funcién, lo cual es mas
acorde con la organizacion actual de los saberes en el gremio de los matematicos,
aunque no se traduzca, necesariamente, en una alternativa didactica mas accesible.
Finalmente, en la propuesta vigente, la de los noventa, se recupera la nocién de
porcentaje como caso particular en el estudio de las razones y la proporcionalidad —
aunque el tratamiento es muy distinto al que se le daba en la vieja propuesta de los afios
sesenta—, obedeciendo a consideraciones que provienen de los avances de la didactica
de las matematicas. Por ejemplo, la identificaciéon en un primer momento de la nocion de
porcentaje con una razén del tipo “tantos de cada 100” posibilita a los alumnos, entre

otras cosas, explicarse el funcionamiento de los procedimientos de resolucion, o incluso

2 Una parte del estudio que realizamos sobre la ensefianza del porcentaje en el nivel basico
consistié en una revision del tratamiento de la nocién en las tres ultimas propuestas curriculares
para quinto y sexto grados de primaria, en México. Debido a la necesidad de limitar la extension de
este trabajo, no fue posible incluir el analisis de esta revision.



ponerlos en juego por si mismos, antes de que éstos les sean ensefiados. No obstante, un

andlisis de ésta Ultima propuesta permite identificar lagunas?.

La mayor o menor ambigliedad de las diferentes propuestas y los drasticos cambios que han
caracterizado a cada una respecto a la que le antecedia son factores que han influido en la
construccion de un lenguaje hibrido y confuso que ha afectado las practicas de ensefianza (Comin,
2002)

Algunos rasgos de las diferentes propuestas curriculares que han tomado lugar en
México y de las practicas que se construyen en las escuelas se explican en parte por las
relaciones que la escuela mantiene con otras instituciones, las cuales constituyen un
escenario que impone condiciones a la ensefanza de los contenidos. Mencionaremos tres

ejemplos relativos a la proporcionalidad, dentro de la que se inscribe el porcentaje.

El primero se refiere al papel que ha jugado la comunidad de matematicos en el
desarrollo de los planes y programas en el nivel basico. Durante varios siglos el desarrollo
de las matematicas estuvo estrechamente vinculado a sus aplicaciones en otras ciencias
y ambitos de la actividad humana. Sin embargo, paulatinamente, en el gremio de
matematicos, esta disciplina ha ido cobrando interés por si misma como objeto de estudio,
con lo que se ha ido desplazando la importancia de sus aplicaciones. Si bien no
pretendemos explicar las multiples y complejas causas de este fendmeno, nos parece
importante destacar que influyd en la dilucion de la importancia de la vieja teoria de
razones y proporciones en la ensefianza, pues ésta encontraba parte de su razén de ser
en su utilidad practica en situaciones como el comercio. (Chevallard y Jullien en Block,
2001)

Por otro lado, entre la comunidad de matematicos también se fue dando una
progresiva pérdida de interés en el estudio de las razones y las proporciones, debida al
surgimiento de nuevas obras matematicas que provocaron una profunda reorganizacién
de las razones y la proporcionalidad: las fracciones, las funciones y el algebra. Las
fracciones se convirtieron en un nuevo medio para operar con razones, el algebra y las

funciones permitieron aumentar y complejizar el campo de problemas estudiados por la

3 Si bien se incluye una interpretacion accesible del porcentaje como razén y se da lugar a diversos
procedimientos, estos tienden a quedar fuertemente vinculados tanto al contexto como a los datos
numéricos en los que se plantean los problemas, lo que dificulta su generalizaciéon y su
consolidacion. Por otra parte, los diferentes significados del porcentaje que se intentan construir no
se articulan claramente entre si. Finamente, el unico tipo de problemas que se plantea de manera
frecuente y sobre el que hay algun manejo de variables es el de aplicar porcentajes.



proporcionalidad y las herramientas para tratarlos, modificando incluso el lenguaje que se
empleaba hasta entonces. La teoria de razones y proporciones, de ser una obra
matematica importante, paulatinamente se torné en apenas un caso particular de poco
interés: es solo una funcién lineal de dimensién uno, dentro del espacio de funciones —no
necesariamente lineales— de cualquier dimension. La funcién y el algebra se configuraron
en una organizacion mas abarcadora y por lo tanto mas poderosa que la de la
proporcionalidad. (Block, 2001; Ramirez, 2004)

Asi, el surgimiento de nuevas teorias, el hecho de que la proporcionalidad se
volviera caduca en el ambito de los matematicos, aunado al culto por las matematicas
“puras”, se tradujo en una postura que proponia diluir su ensefianza en la primaria, pues
suponian que era posible y conveniente dotar a los alumnos de las nociones mas
acabadas y con mayor grado de generalidad desde el comienzo de la educacion (Perrin-
Glorian, 1994; Ramirez, 2004)

Un segundo ejemplo —estrechamente vinculado al anterio— de como las
relaciones institucionales influyen en la manera en que viven los conocimientos en la
escuela se refiere a la articulacion entre la proporcionalidad y el algebra. La fuerte
valoracién del algebra como contenido curricular en la preparatoria y universidad
constituye en ocasiones un factor que constrifie la ensefianza de la proporcionalidad en

los niveles anteriores en aras de promover un estudio temprano del algebra (Comin, 2002)

Finalmente, un tercer ejemplo de que la ensefianza escolar de las matematicas
esta condicionada por las relaciones institucionales, lo encontramos en las repercusiones
que la investigacion en didactica ha tenido en la ensefianza de la proporcionalidad.
Distintos estudios han mostrado 1) la utilidad de que los estudiantes adquieran cierta
capacidad para resolver problemas extra-matematicos, dentro de los cuales la
proporcionalidad aparece frecuentemente como herramienta, 2) la dificultad para los
estudiantes de utilizar los conceptos que se les ensefaron en la época de las
matematicas modernas (por ejemplo, las nociones de funcion y de operador) en la
resolucion de dichos problemas extramatematicos; y 3) el hecho de que la construccion
de nociones conceptualmente complejas como las de fraccién y funciéon lineal podria
establecerse con mayor solidez si su estudio se articula con los conocimientos del
universo de la proporcionalidad —se han aportado evidencias, por ejemplo, de que, en un
proceso de aprendizaje, la nocion de razén es anterior a la de fraccion (Block, 2001;
Brousseau, 1980b).



A partir de hallazgos como éstos se ha sustentado un rescate del estudio de la
proporcionalidad en la ensefianza basica:
Las nociones de razén y de proporcion... desaparecieron totalmente del
vocabulario “oficial” de los matematicos. Los conceptos, en cambio, siguen
siendo muy importantes: la construccién moderna (de las matematicas) no los
necesita en lo absoluto. Los ha sustituido por la nociéon de numero. Pero la
transposicion didactica de esta presentacion “moderna” no tuvo éxito. En la
génesis escolar de los conocimientos, los profesores necesitan distinciones de
conceptos y de términos que estén al alcance de los alumnos. No es facil
saltar y borrar una actividad matematica y didactica tri milenaria, para

sustituirla de un golpe por términos y usos de expertos (Brousseau en
Ramirez, 2004: 30)

Hemos visto brevemente cdmo la valoracion social de los conocimientos
matematicos, la complejidad conceptual de la nociéon de porcentaje y las dificultades que
se han enfrentado en su ensefianza plantean diferentes retos para la gestion escolar de
esta nocion. Nos parece que la problematica que hemos esbozado muestra la pertinencia

de realizar un estudio didactico sobre la nocion de porcentaje.

Nuestro recorte de la problematica del porcentaje y nuestro
acercamiento

Como referentes tedricos y metodolégicos recurrimos a la Teoria de las Situaciones
Didacticas (Brousseau) y a la Teoria Antropolégica de lo Didactico (Chevallard). Ambas
teorias muestran la estrecha vinculacién entre lo didactico y lo matematico, que sélo
pueden ser disociables analiticamente —desde ciertas perspectivas— pero no
empiricamente. El conocimiento matematico, que antes se consideraba como
transparente y por lo tanto no susceptible de ser cuestionado, es problematizado desde
estas teorias. Ambas incluyen al conocimiento matematico dentro de los objetos de
estudio de la didactica, partiendo de los supuestos —asumidos en este trabajo— de que
“todo fenédmeno didactico (...) tiene un componente matematico esencial (...) y (...) todo
fendmeno matematico tiene un componente didactico esencial.” (Chevallard, et. al. 1998:
76)

Ademas, estas teorias ponen en primer plano los problemas, y mas en general, las
tareas que estan asociados a los conocimientos, lo cual en la perspectiva de la
ensefianza es fundamental. Los problemas ya no son vistos como aplicaciones de una
obra matematica previamente construida, sino como posibles puntos de partida en la

génesis de tal obra.



Nuestro trabajo se ubica en la perspectiva de la ingenieria didactica, una
metodologia de investigacion propia de los estudios —situados en la Teoria de
Situaciones Didacticas— que implican experimentacion en el aula. A continuacién
explicamos esta metodologia, a partir de la caracterizacion de las tres componentes de

las que consta nuestro proyecto:
1. Analisis de la problematica conceptual del porcentaje

Esta componente obedece a la pretension de desentrafar la problematica
conceptual especifica del porcentaje, es decir, dilucidar los diferentes significados que
puede cobrar, sus vinculos con otras nociones, los tipos de tareas que involucran al

porcentaje y la manera en que se relacionan con los procedimientos para resolverlos.

Para ello es necesario presentar brevemente algunos aspectos de la problematica
didactica relativa al aprendizaje de las nociones que subyacen al porcentaje, a saber, la

de razoén, proporcionalidad y operador fraccionario y decimal.

2. Andlisis del desempefio de estudiantes de secundaria en tareas de porcentaje y de

razon

La aplicacién de un cuestionario en forma grupal y la realizacion de entrevistas
individuales a estudiantes de secundaria responden a la intencion de explorar los
diferentes tipos de tareas que éstos pueden resolver y los procedimientos que utilizan en
las resoluciones. Puesto que, segun los programas, el porcentaje se ensefia en primaria
y hasta primero se secundaria, escogimos alumnos que cursaban su segundo afo de
secundaria de manera que la aplicacion del cuestionario nos permitiera formarnos una
idea del aprendizaje que los alumnos han alcanzado respecto a esta nocion en la
asignatura de matematicas durante todo el ciclo de educacion basica. El analisis de las
dificultades de los alumnos permite también hacer algunas inferencias respecto a la

reconstruccion escolar del porcentaje.
3. Disefio, implementacion y analisis de una secuencia de situaciones didacticas

Las dos componentes anteriores constituyen el analisis preliminar para el disefio
de una secuencia de cuatro clases experimentales con un grupo de alumnos de primer
grado de secundaria. La exploracion de la problematica conceptual intrinseca al
porcentaje, asi como de ciertos rasgos de su aprendizaje —y su ensefanza—
proporciona un espectro de los distintos tipos de tareas, la manera en que la manipulacion

de sus variables puede incidir en los procedimientos para resolverlas, las dificultades que



se manifiestan en estas resoluciones y la significacion que los procedimientos permiten
otorgarle al porcentaje. A partir de este abanico es posible hacer elecciones y recortes
proyectados en el disefio de las situaciones. Los analisis preliminares, junto con el analisis
a priori —que consiste en una anticipacién de los procedimientos, errores, dificultades
susceptibles de emerger durante el curso de las sesiones— son utiles no sélo para la
construccion de la secuencia sino también para el estudio de los resultados de su
implementacion: ambos vuelven observables las relaciones entre las elaboraciones de los
estudiantes y las caracteristicas de las situaciones en las que se fabrican. El estudio de
estas relaciones, central en didactica, le imprime a la metodologia que hemos adoptado uno

de sus rasgos fundamentales: el propio instrumento es objeto de analisis.

Cabe destacar que, dado que el disefio consiste en una micro-ingenieria
didactica —consta unicamente de cuatro sesiones—, el analisis s6lo permite considerar
localmente la complejidad de los fendmenos en clase: no permite establecer los
aprendizajes logrados por los alumnos a partir de la secuencia de situaciones, pues
dichos aprendizajes suelen manifestarse en un largo lapso de tiempo que sobrepasa al de
la ensefanza. El analisis de una micro-ingenieria posibilita entender los conocimientos de

los que los alumnos ya disponen y la manera en que son confrontados por las situaciones.

Finalmente, si bien los analisis preliminares permiten el disefio y la interpretacion
de lo ocurrido en las sesiones, estos estudios también se ven enriquecidos a partir de la
experiencia de micro-ingenieria didactica: la relacion entre las distintas componentes de la
tesis no es unidireccional. Respecto a esto nos interesa sefialar que, ademas de los
vinculos que hemos sefalado entre ellas, cada una tiene un espiritu propio: son tres
puntos de vista diferentes desde los que se proyecta la complejidad de la nocion de
porcentaje. De ahi que algunas de las conclusiones de esta investigacion son en realidad
especificas de una de sus componentes y por lo tanto se presentan en el capitulo
correspondiente. Al final del trabajo incluimos soélo las conclusiones que aglutinan

aspectos estudiados a lo largo de toda la tesis.

Veamos ahora las principales nociones tedricas en las que nos apoyamos para

construir e interpretar nuestros datos.

En la Teoria de las Situaciones Didacticas el conocimiento se modela mediante las
situaciones en las que interviene, a partir de las cuales cobra significado. El analisis
implica por lo tanto el estudio de la diversidad de dichas situaciones y de las maneras en

que en ellas interviene el conocimiento. La nocién de concepcidon es una de las



herramientas de la teoria que permiten estudiar el papel del sujeto en las relaciones entre
un determinado saber matematico y el conjunto de situaciones que resuelve. Esta nocién
permite poner de manifiesto que no hay una correspondencia directa entre los saberes
culturales que son objeto de ensefianza y la interpretaciéon que de ellos hacen los
alumnos, por un lado, y la diversidad de puntos de vista posibles sobre un mismo objeto,
por el otro. Un mismo saber puede asociarse a diferentes concepciones —que incluso
pueden ser errbneas— que dependen de las caracteristicas de las situaciones que las
hacen emerger: distintas concepciones hacen visibles diferentes aspectos de un mismo
objeto matematico. Una concepcion es entonces aquello que emerge a partir de la accién
de un sujeto sobre un conjunto de situaciones, es un agregado de conocimientos locales,
los cuales son provisorios y con un rango restringido de validez. Y se manifiesta
precisamente a través de las caracteristicas de las situaciones que el sujeto es

capaz de resolver y aquellas en las que fracasa. (Artigue, 1989)

La nocion de contrato didactico, de Brousseau, también nos resulta util, pues da
cuenta de la imbricacion entre la manera en que juega un conocimiento en una situacion
didactica y los cédigos de participacion social* que se establecen durante el curso de las
interacciones en el aula. Por un lado, las expectativas que tanto el maestro como los
alumnos generan respecto a los otros —y que no siempre son explicitas— marcan
restricciones a la intervencion del conocimiento, pero también constituyen una condicion
necesaria para su elaboracion: el conocimiento a producir en la clase encuentra la medida
de su posibilidad en el contrato didactico. El conocimiento a su vez marca pautas sobre la
actividad de los sujetos, influye, por ejemplo, en la determinacién de lo que se considera
una buena argumentacién, de los alumnos que cobran mayor legitimidad frente a sus
companeros y de las condiciones que se deben satisfacer para participar «correctamente»
en la actividad. (Sadovsky, 2003)

Anteriormente mencionamos que la Teoria de las Situaciones Didacticas propone

la modelacién del conocimiento matematico a través de situaciones. La Teoria

* Desde algunas perspectivas afiliadas a la etnografia o al analisis del discurso se habla de “la
estructura de participacién social de la clase”, “pautas culturales compartidas en el aula”,
“construccion de acuerdos de trabajo”, “contexto social interactivo” para referirse a la clase como
un encuentro social en el que se construyen significados compartidos entre maestro y alumnos.
Algunos autores destacan la mutua implicacion entre el contexto cultural de la clase y el contenido
académico que en ella se aborda. Mehan, por ejemplo, plantea que “para que un alumno dé una
respuesta correcta en clase, la respuesta debe ser «correcta» en su contenido académico y en su
forma social” (Mehan en Erickson, 1993). La didactica de las matematicas refuerza estos

planteamientos, pero enfatiza con mas fuerza el papel del contenido.



Antropologica de lo Didactico precisa este acercamiento al definir al conocimiento como

una praxeologia:
La respuesta matematica a una cuestién cristaliza en un conjunto de objetos
ligados entre si por diversas interrelaciones, esto es, en una organizacion
matematica. Dicha organizacion es el resultado final de una actividad
matematica que, como toda actividad humana, presenta dos aspectos
inseparables: la practica matematica o “praxis” que consta de fareas y
técnicas, y el discurso razonado o “logos” sobre dicha practica que esta
constituido por tecnologias y teorias. (...) Al unir las dos caras de la actividad

matematica se obtiene la nocion de praxeologia®. (Chevallard, et. al. 1998:
274)

Por lo tanto, nuestra tarea descrita anteriormente consistira, mas precisamente, en
caracterizar algunos elementos de una praxeologia relativa al porcentaje (problematica
conceptual del porcentaje), desentrafar las diferentes reconstrucciones de esta
praxeologia en los diferentes desarrollos curriculares (analisis de las lecciones de los
libros de texto) y explorar algunos rasgos de las posibles concepciones que los
estudiantes manifiestan a través de la manera en que producen y justifican técnicas para
resolver tareas de porcentaje (aplicacion y analisis del cuestionario, entrevistas y una

secuencia didactica).

> Para Chevallard, la teoria es sélo una de las cuatro componentes de una obra matematica o
praxeologia. El autor critica el que comunmente se denomine teoria a toda la obra, lo cual deja ver
cierto desdén por las tareas y las técnicas, es decir, por el saber-hacer, privilegiando al saber, es
decir, al discurso razonado sobre la practica. En este trabajo asumimos la acepciéon de Chevallard,
salvo en algunas excepciones que a nuestro parecer quedan claras por el contexto. Por ejemplo,
hablamos de “la vieja teoria de razones y proporciones”, respetando la manera en que se le ha
denominado durante varios siglos.



Capitulo 1

La problematica conceptual del porcentaje
¢Como se pueden reconstruir ciertos elementos de una praxeologia relativa al
porcentaje? Es decir, ¢Cuales son los tipos de tareas relacionados al porcentaje?
¢, Cuales son las técnicas de resolucién y cémo se ven afectadas por las variables
didacticas de las tareas? ; Como se relacionan entre si las diferentes técnicas? 4, Como se
vincula el porcentaje con las nociones de razoén, proporcionalidad y fraccion? ;Con qué
otros saberes se relaciona de manera estrecha? ;Qué concepciones de porcentaje es

posible anticipar?

Estas son algunas de las preguntas que tratamos de abordar en este capitulo, que
esta organizado en dos grandes partes. En la primera se presenta un analisis didactico de
los conceptos matematicos con los que la nocién de porcentaje esta vinculada de manera
importante: razon, proporcién, fraccion y numero decimal, destacando algunas de las
implicaciones didacticas mas importantes de estos vinculos. Se incluye ademas una
caracterizacion a priori de las posibles concepciones del porcentaje que en parte se
desprenden de los vinculos que esta nocién guarda con otras. La segunda parte consiste

en un analisis de los tipos de tareas y de las técnicas que involucran al porcentaje.

1.1 Conceptos matematicos vinculados al porcentaje y las
concepciones que se desprenden de estos vinculos

La nocién de porcentaje puede definirse de distintas maneras, cada una de las cuales
implica la puesta en juego de herramientas diferentes. En este apartado haremos una
caracterizacion de estas definiciones, después de analizar la problematica didactica de
dos de ellas: el porcentaje como razén y como operador, que puede ser fraccionario o

decimal.

1.1.1 El porcentaje es una razon
Cualquier porcentaje puede ser visto como una razéon y como una regla de
correspondencia. En esta concepcion del porcentaje, la razén aun no se cuantifica con un

numero, se expresa mediante dos cantidades: 25% es “25 de cada 100”.

El porcentaje, asumido como razoén, presenta algunas semejanzas y diferencias en

relacidon a las demas razones. Por un lado, se comporta como cualquier razon, solo que la



denominacion “porcentaje” y el signo “%” le confieren una forma especifica de ser
nombrado y representado. Por otro lado, tiene caracteristicas propias, algunas de las
cuales posiblemente facilitan en alguna medida su comprensién en comparacion con otras
razones: su uso social extendido, el hecho de que solamente se relacionan cantidades de
la misma especie, es decir, de que es una razon “homogénea” y el hecho de que uno de

los términos de la relacion siempre es 100.

Consideramos entonces necesario revisar algunos aspectos de la problematica
didactica de la nocion de razén. Anteriormente mencionamos que desde la didactica de
las matematicas se propone que, aun cuando la nocién de razén ya no tiene vigencia en
el gremio de los matematicos y cuando se cuenta con nociones mas abarcadoras y
poderosas, como la de fraccion o funcién, las razones pueden ser importantes en la

geénesis de otras nociones de mayor complejidad conceptual.

éPor qué consideramos importante a la razén si contamos con la nocién de
fraccion?

Freudenthal ha destacado que la nocién de razon, entendida como una relacién entre dos
numeros del tipo “a es a b” que genera una serie de relaciones equivalentes, encuentra su
sentido antes de ser cuantificada como un numero, por lo que debe separarse de la
fraccion:
El significado de la razén aparece cuando se habla de la igualdad (y la
desigualdad) de razones, sin conocer su tamafo, cuando se dice, con sentido,

“‘aes a b como ces ad’, sin anticipar que “a es a b” puede reducirse a un
numero o a un valor de magnitud a/b (Freudenthal, 1983: 180)

Asi, la fraccion entendida como un niumero no puede dar cuenta del significado de
la razdén, cuando ésta aparece en una comparacion de relaciones. La transformacion de
una razon en un cociente o una fraccion conlleva una reduccion en la complejidad de la
razon: “Los cocientes y las fracciones constituyen formas de reducir esta complejidad, de

bajar su estatuto légico, a costa de la lucidez” (ob.cit: 181)

Freudenthal sugiere la posibilidad de que la comprension de la fraccion esté
subordinada a la de la razén: “Uno debe dudar de que las fracciones puedan ensefarse

intuitivamente, si falta intuicion de la razén” (ob. cit: 181)

Como veremos mas adelante, la nocion de fraccidn puede cobrar distintos
significados. Uno de ellos es el de razén, por lo que el estudio de ésta enriquece el

contenido semantico de la fraccion.



Por otro lado, una de las preguntas que se plantea Bosch (1994) concierne a la
posible diferenciacion entre las nociones de razon y fraccion en algunos textos clasicos
dedicados a la ensefanza de la proporcionalidad. Argumenta que ambas estan
imbricadas, pero no se identifican completamente pues las razones no se manipulan
como si fueran numeros. Por ejemplo, en uno de los libros que revisa, el autor, para

simplificar una razén, la transforma en otra nueva, aunque equivalente:

Sea la razén 4:6 Transformacion (multiplicar ambos términos de la razén por 6)

4:-=4x%x6:

> =24:5
6 6

Esto muestra que le confiere a las razones un estatuto distinto a las fracciones,
pues de lo contrario, probablemente habria manipulado la razén dada como una divisién
del entero 4 entre la fraccion 5/6, de la siguiente manera:

5 4x6 24

4:—
6 5 5

De hecho, el término matematico moderno que mas se ajusta al significado que
cobraban las razones en la organizacion clasica y a la manera que se vinculaban con
otros saberes no es el de numero sino el de funcién lineal. Esta nocién es mas susceptible
que la de numero para dar cuenta de la manera en que se manipulaban las razones, en
particular, de transformaciones como las que mostramos en el ejemplo anterior. Es decir,
la nocion de funcion lineal permite dar cuenta de la relacion entre dos conjuntos de
cantidades determinada por una razon®:

podriamos decir que el texto de ensefianza clasico hace vivir la nocién
de razon a falta de la de funcion (lineal); o, a la inversa, que si podemos

hoy dia prescindir de la nocién de razon es gracias a que disponemos de
la de funcién (Bosch, 1994: 187)

En base a lo anterior, Block (2001) argumenta que la razén, como relacién entre
dos numeros enteros, es precursora de las fracciones en los procesos de aprendizaje,
como lo fue hasta cierto punto en la historia. A partir del analisis de una serie de
entrevistas con alumnos de entre tercero y sexto grados de primaria mostré que los nifios

recurren al uso de razones antes de disponer de las fracciones, y entonces, que “las

¢ El ejemplo anterior se puede traducir de la siguiente manera: si a 4 le corresponde 5/6, entonces
cualquier otra pareja de numeros asociada a la funcién debe obtenerse multiplicando los términos 4
y 5/6 por un mismo factor. En particular, multiplicando por 6 se deduce que a 24 le corresponde 5.



razones de numeros enteros funcionarian como la forma implicita, germinal, de las
fracciones” (p.484). Solo que precisamente este rasgo, su funcionamiento implicito y
germinal hace que se vuelva poco visible desde la ensefanza, que no se le reconozca
como objeto de estudio. Por el contrario, se suele asumir con mas fuerza el estudio de las
fracciones, pero éstas no se abordan como la culminacién de un proceso de construccién

que comienza con las razones.

En este terreno, el de las practicas de ensefianza de la proporcionalidad, Ramirez
(2004) mostro, a partir de un estudio de caso, la convivencia de dos procesos paralelos: el
que intentaba gestionar el profesor, conformado por los procedimientos que apelan a las
fracciones y que se caracterizan por ser explicitos, formales y de amplio alcance pero
poco accesibles para los alumnos, y por otro lado, el proceso puesto en juego por los
estudiantes, quienes elaboraban resoluciones no a partir de las fracciones sino de las

razones, que no obstante, figuraban de manera implicita.

Puesto que el porcentaje, como toda razén, puede expresarse también mediante
una fraccion o un decimal, la discusion de los parrafos anteriores apunta a considerar la
conveniencia de estudiar la nocidon de porcentaje como relacion entre dos cantidades,

antes de verla como numero.

Hasta ahora hemos intentado mostrar algunos argumentos que, desde distintos
angulos, se han esgrimido para revalorar en la ensefianza basica el estudio de las
razones como una nocion distinta y previa a la de fraccion. Por su parte, los trabajos de
Vergnaud (1988) apuntan en otra direccion: si bien él distingue la razon de la fraccion, se
apoya en la nocién de campo conceptual para poner el énfasis en la necesidad de
estudiar a éstas y otras nociones de manera integrada y a lo largo de amplios periodos de
tiempo. Su perspectiva es la siguiente: un concepto puede tener distintos sentidos, que se
construyen a partir de la interaccion del sujeto con determinadas situaciones. A su vez,
esas situaciones ponen en juego distintas nociones. Asi, el campo conceptual da cuenta
de la coexistencia de un conjunto de nociones que son herramientas necesarias para el

dominio de un conjunto de situaciones en las que un concepto cobra significacion.

En particular, el campo conceptual de las estructuras multiplicativas es “el conjunto
de todas las situaciones que pueden ser analizadas como problemas de proporciéon
simple o multiple y para los cuales usualmente se necesita multiplicar o dividir’ (ob. cit:
141) Si bien Vergnaud no define la nocion de razén, la considera como un elemento

constitutivo de este campo conceptual. Asi, el aprendizaje de la nocion de porcentaje



ocurre en el seno de las estructuras multiplicativas en estrecha relaciéon con las nociones
de funcién lineal y no lineal, espacio vectorial, multiplicacion, divisién, fraccién, razon,
numero racional:
Este analisis muestra que no seria prudente estudiar el aprendizaje y la
ensefianza de las fracciones, razones y tasas’ independientemente de las
estructuras multiplicativas. Sélo cuando todos estos diferentes significados son

sintetizados en el concepto de numero racional es finalmente posible pensar
en las fracciones y las razones como numeros puros (Vergnaud, 1988: 158)

Veamos ahora otros aspectos que desde la didactica se han puesto de relieve en
relacién al estudio de la razén en el nivel basico: el transito de los niUmeros a las razones,
los dos tipos de razones, los dos tipos de procedimientos asociados a ellos y las variables

que afectan la dificultad de los problemas.

Del estudio de las cantidades al estudio de las relaciones entre cantidades

Un paso dificil e importante en el estudio de la aritmética en el nivel basico es el que va
del trabajo con medidas (la mesa mide de largo 3 metros, el sobre pesa 25 gramos) al
trabajo con relaciones entre medidas (las medidas de una figura son dos veces las de
otra) Frente a algunas de las primeras tareas que implican considerar relaciones entre dos
medidas, lo que a su vez requiere coordinar dos variables, los nifios tienden a centrarse
en una sola de ellas, dejando de lado la idea de relacion. Cuando empiezan a considerar
la relacion, no logran dar cuenta, inmediatamente, de sus caracteristicas precisas, pueden
limitarse, por ejemplo, a considerar que es monoétona (si una cantidad aumenta, la
correspondiente también, pero no en la misma razon), o pensar que es aditiva cuando es
multiplicativa. Si bien la posibilidad de identificar y manejar la nociéon de razén supone el
desarrollo de ciertas estructuras de pensamiento (Noelting, 1980a; 1980b), también
requiere de procesos de ensefianza que ofrezcan experiencias a los alumnos para que
éstos puedan desechar hipdtesis incorrectas y adquirir nuevas herramientas aritméticas

para manejar la relacion.

Por ejemplo, Block (2001) disefié una secuencia de situaciones en las que
se entregaba a los nifos una cantidad de fichas que ellos debian cambiar por
estampas con la maestra. Para hacerlo, tenian que escoger una regla de cambio,
entre varias que se proponian, como:

A. Por cada 6 fichas les doy 12 estampas
B. Por cada ficha les doy 3 estampas

" “rates” en el original



C. Por cada 2 fichas les doy 8 estampas
D. Por cada 3 fichas les doy 9 estampas

En un inicio, varios alumnos eligen el trato A, porque entrega mas estampas,
aunque en la verificacion observan que muy pronto se quedan sin fichas. Entonces optan
por el trato B, que es el que menos fichas exige. Finalmente consideran las relaciones
entre fichas y estampas, a veces de forma cualitativa y otras haciendo calculos. Por
ejemplo, encuentran que el trato C es equivalente a (4 fichas, 16 estampas), el que es

facilmente comparable con A, pues por menos fichas, se entregan mas estampas.

A lo largo de este capitulo haremos referencia a otras experiencias didacticas.
Veamos ahora algunas de las dificultades que enfrentan cuando ya se consideran las

razones.

Los dos tipos de razones involucrados en una relacion de proporcionalidad

En una relacion entre dos conjuntos de medidas se pueden identificar dos tipos de
razones, que Freudenthal (1983) denomina internas y externas. Las explicaremos a partir
de un ejemplo: el movimiento de un automovil, que implica una relacion entre las

distancias recorridas y el tiempo que tarda en recorrerlas.

Tiempo Distancia
t di
Razén Interna l,
o d
—

Razoén externa
Las razones internas son dentro de un mismo conjunto, en nuestro ejemplo
pueden ser entre dos tiempos o entre dos distancias. Las razones externas son entre los

dos conjuntos, en este caso un tiempo y la distancia correspondiente.

Si la relacion es de proporcionalidad, es decir, si el movimiento es uniforme,
entonces la razén externa es constante —la velocidad siempre es la misma— y cada
razon interna en un conjunto de medidas es igual a su correspondiente en el otro conjunto

—en tiempos iguales se recorren distancias iguales.

Asi, tenemos dos condiciones que caracterizan a una situacion de

proporcionalidad:

1) Constancia de la razon externa



2) Conservacion de las razones internas

Las dos condiciones se implican mutuamente, cada una es necesaria y suficiente

para garantizar la proporcionalidad:
t1: d1 = tz:dz Si Yy solo si t: o= d12d2

Esto se puede justificar apelando a una regla de la vieja teoria de razones y
proporciones que consiste en que en una proporcion es posible intercambiar los términos
medios. No obstante, esta regla es un poco oscura, el siguiente esquema muestra con

mas claridad la implicacion entre las dos condiciones:

1)

t1 d2

A 4

d;

La relacion entre dos numeros, por ejemplo entre t1 y t2, se indica mediante una
flecha

a

tt —™ b
donde a es el operador multiplicativo que hace pasar de t1 a t;. Asi, tanto la composicion
de a con b como la composicién de ¢ con d parten de t; y llegan a dz, es decir, dan como

resultado el operador e.

La constancia de la razoén externa implica que los operadores b y ¢ son iguales,
por lo que necesariamente a y d deben coincidir para que se mantenga el operador e, es
decir, se deben conservar las razones internas. Analogamente, la conservacion de las

razones internas obliga a que la externa se mantenga constante.

Los dos tipos de procedimiento para resolver situaciones de proporcionalidad



La posibilidad de recurrir ya sea a las razones internas o a la externa ante un problema de
proporcionalidad genera dos tipos de procedimiento. Aquellos que ponen en juego las
razones internas se llaman analégicos. Comin (2003) diseid una secuencia de clases
experimentales que intentaba, entre otras cosas, favorecer la caracterizacion de las
situaciones de proporcionalidad a partir de la formulacion explicita de ciertas propiedades
relativas a las razones internas. Una de las tareas que se proponian a los nifos consistia
en determinar si una distribucion de paquetes de granos de maiz a distintas familias de
ratones era o no equitativa. Los rasgos de las relaciones de proporcionalidad surgieron
entonces como una convencién social, es decir, como una forma de garantizar la

equitatividad. Se acordaban frases como las siguientes:
“para un mismo numero de granos es necesario un mismo numero de ratones”
“si hay mas ratones se necesitan mas granos”
“si hay el doble de ratones, se necesita el doble de granos”
“si hay el triple de ratones, se necesita el triple de granos”
“a la suma de dos familias de ratones le corresponde la suma de los granos”

La explicitacion de estas propiedades basadas en relaciones internas permite
determinar si una relacién es o no de proporcionalidad, asi como construir técnicas para

resolver algunos problemas.

Por otra parte, los procedimientos que ponen en juego a la razén externa,
utilizandola como operador multiplicativo entre los dos conjuntos de medidas se llaman

analiticos. Por ejemplo, en la situacién anterior, se podria decir:
“el numero de granos es cuatro veces el numero de ratones”

A pesar de que las dos condiciones que caracterizan a una situacién de
proporcionalidad son matematicamente equivalentes, los dos tipos de procedimientos que
generan son diferentes desde el punto de vista didactico, al menos en los siguientes

aspectos:
e En las relaciones que se mantienen invariantes.

Mientras que generalmente existen muchas razones internas diferentes —en
nuestro ejemplo, tantas como parejas de tiempos o de distancias— hay sélo una razén
externa, pues es constante. Entonces, la percepcion de la conservacién de las

razones internas implica la consideracion de parejas de valores en cada uno de los



dos conjuntos de medidas, mientras que la identificacion de la constancia de la razon
externa supone la consideracién de la razén entre todas las parejas formadas por los

valores correspondientes entre ambos conjuntos (Block, 2001)
¢ En las magnitudes de las razones

Las razones internas son numeros sin dimensién, pues son relaciones entre dos
cantidades de la misma magnitud. En cambio, si la relacién de proporcionalidad es entre
magnitudes distintas —como tiempo y distancia— la razén externa constituye una
tercera magnitud, en nuestro ejemplo, la velocidad. En este caso, el uso de la razén
externa como operador implica no soélo un transito cuantitativo, de un numero a otro,
sino también uno cualitativo, de una magnitud a otra. Asi, la multiplicacion de una
medida por un operador, que deriva en una medida de otra magnitud supone un
operador con dimension cociente (por ejemplo, metros sobre segundo) o bien implica

obviar los dos tipos de unidades implicados (Block, 2001).
La eleccion de un tipo de procedimiento

Distintos autores se han preocupado por discernir las condiciones que inciden, ante un
problema de proporcionalidad, en la eleccién por parte de los sujetos de estrategias

analdgicas o analiticas.

Uno de los resultados comunes a diversos estudios realizados a partir de
diferentes perspectivas es la tendencia de los nifios a privilegiar el uso de procedimientos
analdgicos. Noelting (1980a; 1980b) llevd a cabo un estudio cognitivo bajo el paradigma
piagetiano, en el que se propuso estudiar la génesis del pensamiento proporcional. Su
estudio consistié en la aplicacién y andlisis de un cuestionario a estudiantes de edades
que variaban entre los 6 y 14 anos, el cual contenia tareas de comparacion de razones.
Mas especificamente, pedia a los nifios comparar el sabor a naranja en distintas
naranjadas, por ejemplo (5 vasos de agua, 2 vasos de jugo) vs. (7 vasos de agua, 3 vasos
de jugo). Logré identificar una jerarquia evolutiva en los procedimientos de los alumnos,
dentro de la cual figuraban dos etapas en el desarrollo: una en la que los nifios emplean

las razones “entre”® y otra, posterior, que comienza cuando aparece el uso de la razén

8 Existen diferentes formas de nombrar a los dos tipos de razones. Freudenthal llama externa a la
razon que se establece entre dos conjuntos de medidas de distinta magnitud (vasos de agua,
vasos de jugo de naranja). Pero esta razén da cuenta de un “estado”, es decir, de un “sabor a
naranja”. Asi, Noelting la llama “within-state” (intra), pues es al interior de un mismo estado. Por
otro lado, si bien la razoén interna es al interior de un mismo conjunto de medidas, es a la vez entre
dos estados distintos, por lo que Noelting la denomina “between states” (inter).



“‘intra”. Hart (1981) mostrd, a partir de la aplicacion de un cuestionario a estudiantes de
secundaria, que los alumnos tendian a elaborar lo que ella denominé “building up
procedures”, estrategias que ponen en juego a las razones internas, y a evadir el uso de
operadores fraccionarios, a pesar de que éstos Ultimos ya les habian sido ensefiados en
la escuela. Block (2001) encontré a partir de una serie de entrevistas individuales a
alumnos de primaria, que los procedimientos analégicos constituyen “estrategias de base”
para la construccion de la nocién de operador, tanto natural como racional. Ademas, estas
estrategias permiten a los alumnos estudiar algunas propiedades de las relaciones
racionales antes de utilizar explicitamente las fracciones. Soto (2001) realizé un estudio
con adultos no alfabetizados, a quienes se pedia resolver algunas tareas de
proporcionalidad. Uno de los resultados que destacan consiste en la tendencia de los
campesinos a recurrir a procedimientos analdgicos, pues éstos les permitian conservar el
sentido original de las tareas, a pesar de que las operaciones resultaban muy

complicadas y la razon externa era entera y sencilla.

No obstante, no todos los autores coinciden en que generalmente los sujetos
optan por el uso de las razones internas antes de recurrir a la externa. Segun Comin
(2002), las contradicciones entre los resultados encontrados en distintas investigaciones
muestran que la eleccion del tipo de procedimiento depende tanto del sujeto como de la

situacién, mas que de un desarrollo genético universal.

Asi, aunque varios autores han mostrado que el uso de las razones internas tiende
a ser mas intuitivo que el de la externa, ciertas situaciones pueden favorecer mas que

otras el despliegue de procedimientos analiticos.

Por ejemplo, cuando las magnitudes son de distinto tipo (como distancia y tiempo), la
razon externa es de una tercera magnitud, la del cociente (velocidad = metros/segundo), por
lo que su uso se puede inhibir. En cambio en un contexto de escalas en el que hay una fuerte

carga semantica de transformacion es mas probable que, si se elige una razén externa muy

Vergnaud (1988) propone otra manera de nombrar a los dos tipos de razones. A las internas las
denomina “escalar’, ya que al establecerse entre dos medidas de la misma magnitud, son
“nameros puros”, sin dimensioén. A la externa la llama “funcién”, pues determina una relacion entre
dos conjuntos de medidas. Quizas esta nomenclatura se debe a su preocupacion por describir a
partir de términos matematicos modernos las relaciones que de manera implicita son establecidas
por los alumnos cuando eligen una estrategia para resolver un problema, es decir, aquellas
relaciones que subyacen a su comportamiento.

En este trabajo las llamaremos “externa” e “interna”, pues nos interesa distinguir los dos tipos de
magnitudes implicados mas que los diferentes estados o las nociones matematicas subyacentes.



sencilla, ésta aparezca con mayor frecuencia en las resoluciones que las internas. (Block,
2001)

Finalmente, mencionaremos que Noelting (1980b) y Comin (2002) coinciden en
que los dos tipos de procedimientos estan correlacionados en el uso. Por ejemplo, el
empleo de la conservacion de las razones internas esta subordinado al reconocimiento de
que la razén externa es invariante. En palabras de Noelting:



En las dos estrategias, los sujetos diferencian entre operacion e invariante. En la
estrategia inter®, la razon intra (...) es primero “estabilizada” como una relacién
invariante. Esta relacién invariante es repetida, generando entonces una clase de
equivalencia a través de una operacion de co-multiplicacion'™ (Noelting, 1980b:
338)

Asi, la razdn “intra” actua implicitamente como invariante, mientras que las razones

“inter” actuan explicitamente como operadores.

Cualquiera que sea la resolucion puesta en juego, uno de los dos tipos de razones
aparece implicitamente como invariante, mientras que el otro aparece explicitamente,

pues se calcula y se utiliza como operador.

Estas consideraciones sobre los dos tipos de razones en juego y sobre los dos
tipos de procedimientos aplican a todas las situaciones en las que se usa un porcentaje.

Mas adelante nos detendremos especificamente en ello.

Variables didacticas que inciden en la dificultad de una tarea de
proporcionalidad

La manera de abordar un problema depende no s6lo de las caracteristicas del sujeto,
también de las propias caracteristicas del problema. Diversos investigadores se han
preocupado por discernir las condiciones de determinada tarea de proporcionalidad que
tienen posibilidad de incidir en: 1) el grado de complejidad que implica para el sujeto, 2) el
procedimiento de resolucién que elige y 3) los errores que comete. Mencionaremos un

ejemplo de cada caso:
1. Efectos en el grado de complejidad para el sujeto

Noelting (1980b) encontré6 en la situacion de las naranjadas que ya hemos
esbozado, que ciertos reactivos son abordables por nifios de entre 6 y 7 anos de edad,
por ejemplo aquellos en donde las dos razones tienen un término igual, como (1 vaso de
agua, 2 vasos de jugo) vs. (1 vaso de agua, 5 vasos de jugo). En cambio, reactivos como
(5 vasos de agua, 2 de jugo) vs. (7 vasos de agua, 3 vasos de jugo) en donde no hay
términos comunes y ninguna de las razones puede simplificarse, s6lo eran correctamente

resueltos mucho después, hasta los 13 o 14 afos.

® Recordemos que Noelting llama “inter” a las relaciones internas, e “intra” a la externa.

19 En las dos estrategias, los sujetos diferencian entre “operacion” e “invariante”. En la estrategia
entre, la razoén intra (...) es primero “estabilizada” como una relacién invariante. Esta relacion
invariante es repetida, generando entonces una clase de equivalencia a través de una operacion
de co-multiplicacion.



2. Efectos en la estrategia de resolucion

Anteriormente mencionamos que en una situacion de proporcionalidad, si los dos

conjuntos son de la misma magnitud hay mayor probabilidad de que aparezcan

procedimientos analiticos que cuando son de distinta magnitud (considerando, claro, que

las otras variables tienen valores iguales).

3. En el tipo de errores que aparecen

Hart (1988) mostr6 que la eleccion de razones internas no enteras en un

reactivo aumentaba la frecuencia en que los nifios cometian el error de utilizar

constantes aditivas en vez de multiplicativas.

Veamos ahora algunas de las principales caracteristicas de una tarea que inciden

en su dificultad. Vergnaud (1988) ha identificado cuatro grupos de variables, que han sido

estudiadas con cierto detenimiento por otros autores:

la estructura del problema: comparacién de razones, valor faltante, proporcion
multiple, entre otros. Cada estructura pone en juego distintas relaciones entre los

datos, y entonces hace emerger diferentes aspectos de la proporcionalidad;

el contexto, por ejemplo: problemas con magnitudes fisicas son mas dificiles que los
planteados en contextos de geografia (Vergnaud, 1988), escalas mas complejas que
recetas (Kichemann, 1989), y mas en general, las “matematicas de la naturaleza” son
menos familiares que las “matematicas de la ciudad” (Chevallard y Jullien en Block,
2001);

las caracteristicas numéricas: afecta tanto el tipo de numeros (chicos o
grandes, enteros o decimales), el tipo de razones, internas y externas (enteras
o0 no enteras) (Kuchemann, 1989; Block, 2001); se han identificado también
efectos de variables mas especificas, por ejemplo, un problema es mas dificil si
la respuesta es menor que el dato dado, o en el contexto de volumenes de
figuras, si no hay congruencia entre la razén entre volumenes y la razén entre
alturas (V2/V1>1y Ho/H1<1) (Vergnaud, 1988)

Otras variables estudiadas han sido: el orden de presentacion de los datos

(Carretero, 1985, en Vergnaud, 1988); el tipo de magnitudes (Block 2001); la manera de

formular la constancia de la razén externa (Block, 2001); el lugar que ocupa la incognita

en un enunciado o la forma de presentar la incognita —con un signo de interrogacion,



con un cuadro vacio o con una X— (Dupuis y Pluvinage, 1981, en Ramirez, 2004) el
grado de explicitacién de la operacion demandada (Dupuis y Pluvinage, 1981, en
Ramirez, 2004), las condiciones en las que se plantea un problema, como el apoyo o no

de material concreto (Tourniaire, 1984)

Comentario

Los estudios sobre el pensamiento proporcional, desde los pioneros de Piaget, hasta los
de Noelting, Karplus y otros han puesto en evidencia que dicho pensamiento se desarrolla
lentamente a lo largo de un amplio periodo de tiempo que va hasta la adolescencia. Lo
anterior no quiere decir que los conocimientos sobre la proporcionalidad no puedan ser
estudiados antes, como lo han demostrado ya investigaciones que se han centrado en las
grandes diferencias en grados de complejidad dependiendo de ciertas variables de las
tareas, pero si deja ver que, las situaciones de proporcionalidad pueden requerir de los

sujetos la puesta en juego de razonamientos relativamente complejos.

Este planteamiento podria parecer paradéjico: al mismo tiempo que sorprende que
ciertas situaciones pueden ser abordadas a edades muy tempranas, también se sabe que
otras situaciones pueden requerir la adquisicion por parte del sujeto de algunas
herramientas complejas, por lo que sélo podra abordarlas en edades mas tardias. Lo
anterior implica que el logro de una comprension amplia de la proporcionalidad necesita
de un prolongado periodo de tiempo y de un proceso de instruccion a lo largo del cual las

herramientas semidticas se vayan tornando cada vez mas complejas y enriquecidas.

Finalmente, nos interesa recordar que el porcentaje, en tanto razon, hereda las
dificultades a las que nos hemos referido. Mas adelante, al hacer un analisis especifico
del porcentaje, veremos que frecuentemente las variables didacticas y sus efectos en los
tipos de procedimiento susceptibles de ser puestos en juego por los alumnos no son

privativos del porcentaje, sino de la razén.



1.1.2 El porcentaje como operador fraccionario o decimal

Como toda razon, el porcentaje puede expresarse mediante una fraccién, jugando el
papel de operador multiplicativo. Es decir, 20 de cada 100 puede ser visto como “20/100
de” o como los operadores fraccionario x20/100, o decimal x0.02.

El porcentaje expresado como un operador asume el papel de “factor constante de
proporcionalidad” es decir, permite hacer explicito el hecho de que cada elemento de uno
de los dos conjuntos representa una misma parte del elemento que le corresponde en el
otro conjunto. En general, es posible afirmar que el uso de las fracciones y los decimales
como operadores favorece una comprensién mas profunda de la proporcionalidad —y por

consiguiente, del porcentaje— que si sélo se trabajan las relaciones internas.

Sin embargo, diversos estudios —los comentaremos enseguida— han mostrado
que la multiplicacion por racionales es una nocion que destaca por su fuerte complejidad
conceptual. Las dificultades para acceder a la fracciéon y el decimal en su acepcion como
operadores multiplicativos tienen que ver con: a) el transito de la razén, es decir, de una
relacion entre dos numeros, a su cuantificacion con un solo numero, b) la necesaria
resignificacion de la nocion de multiplicacion, c) el paso de una razoén local a una global y

d) la construcciéon de un nuevo significado de la fraccion.

Aunque estas dificultades se vinculan unas con otras, las trataremos por separado.

De la relacion entre cantidades al numero que expresa la relaciéon

Al abordar la problematica didactica de la nocion de razén vimos la dificultad para
transitar del estudio de las medidas a las razones, es decir, a las relaciones entre
medidas, donde se vuelve necesario coordinar dos variables. Una vez que los alumnos
superan esta dificultad, tienen mas adelante que enfrentar otra en el sentido inverso:
se trata del paso de la relacion entre cantidades al numero que cuantifica esa relacion,

por ejemplo, de la expresion “2 de cada 3”7, a “2/3 de”.

Block (s/f) ha puesto de manifiesto algunas formas en que, a partir del uso de
razones, emergen las fracciones, justamente como la expresion de la constancia de
dichas razones. El autor explica una de estas formas de transicién entre las dos
nociones a partir de una resolucion de Mariana, una alumna de sexto grado, a quien le
plantea un problema de comparacion de razones: los agricultores de dos huertas
solicitan un trabajador que recoja las naranjas que han caido del arbol, uno de ellos

ofrece como pago 2 naranjas por cada 5 que se recojan y el otro 6 naranjas de cada



20. Se trata de decidir cual trato conviene mas. Mariana comienza la fabricacion de su
resolucion comparando una de las dos razones con la fraccion Vz:

Mariana: Ah... creo que estoy descubriendo un tip... se trata de que aqui... si
recogen 5, se quedan con 2 (...), se quedan con casi la mitad, y los otros,
recogen 20 y ustedes se quedan con 6, pero estan recogiendo mas naranjas,
por eso les dan mas, pero aqui no les estan dando algo que se parezca a la
mitad, 7 u 8 naranjas. Por eso aqui es mas justo (en 5, 2) (ob.cit: 7)

El uso de la fraccidbn parece materializar la intenciéon de considerar no sélo la
cantidad de naranjas que se ofrecen sino la relacion entre éstas y las naranjas recogidas:
la fraccion %2 es precisamente una cuantificacion aproximada de esta relacion. En este
momento, esta fraccion parece expresar unicamente la razon (5,2), pues mas adelante,
en un segundo episodio, Mariana la itera y al obtener (10,4) piensa que “ya no es la
mitad”"". No obstante, después generaliza: “siempre les estan dando casi la mitad de las
naranjas”. Asi, esta vez el cuantificador 2 no soélo proviene de la comparacion de 2 y 5,
sino también de 4 y 10, y en general, de todas las razones que se generan al iterar los
términos de (5,2). Asi, el operador fraccionario vuelve observable la equivalencia entre las
distintas razones: se erige como la expresion de un invariante en una relacion entre
cantidades que varian. A partir de este tipo de resoluciones, Block concluye:

Estas relaciones entre parejas de cantidades concretas que varian, y el
numero que expresa lo que es invariante, asi como las dudas que aparecen
en el proceso, parecen constituir una parte esencial del sentido de la nocion
fraccion como expresion de una razén constante. Estas reflexiones
dificilmente ocurririan en una situacién en la que de entrada se exigiera la
aplicacion de fracciones. (Block, s/f, 8)

Otra de las posibles formas de transito entre las razones y el operador fraccionario
se encuentra en una secuencia didactica de Brousseau (1981) que se enmarca en un
estudio amplio sobre los racionales. En una de las primeras situaciones se pide a los
nifios agrandar el siguiente rompecabezas, de tal manera que el lado que mide 4 cm en la

figura original, mida 7 cm en la reproduccion:

" Algo similar sucede en una experimentacién de Balbuena y Block (1991) de una situacién de
proporcionalidad, en la que los alumnos deben encontrar las imagenes de varias medidas,
conociendo una de estas imagenes. Una vez que los estudiantes encuentran que todas las
medidas aumentan en un 75% o en % partes, el profesor les dice que hay un factor que hace pasar
directamente de las medidas originales a las nuevas. Esto desconcierta a varios alumnos, incluso
uno de ellos pregunta “¢los factores deben ser iguales o distintos?’



Los niflos se organizan en equipos, cada quien debe construir una de las
piezas del nuevo rompecabezas. El primer intento, erréneo pero bastante
generalizado, consiste en sumar 3 cm a todas las medidas. Al verificar empiricamente,

descubren con sorpresa que las piezas no embonan.

Una vez que rechazan este modelo —lo que no resulta nada sencillo— se impone
un primer procedimiento correcto de resolucion: el recurso a las relaciones internas (por
ejemplo, si a 4 le corresponde 7, entonces a 2 le corresponde 3.5). Mas adelante, emerge
y cobra fuerte presencia la determinacion del valor unitario: se establece la razén 1>
7/4'2. Este segundo procedimiento permite, por un lado, comparar distintas aplicaciones
para ordenarlas de la que “achica” mas a la que “agranda” mas, y por otro lado, calcular

cualquier imagen, por ejemplo, la de 5 cm:

Figura original | Figura ampliada

4 7
4 1 7/4 4
X5 5 35/4 X5

Es importante destacar que los operadores fraccionarios —internos y externo—
aun permanecen implicitos: la fraccion 7/4 no juega el papel de multiplicador sino de la
medida que corresponde a 1 cm, y tampoco aparece una multiplicacion interna por 5/4,

sino que se componen dos operadores internos naturales (:4 y x5).

12 La notacion 1->7/4 es equivalente a la que hemos utilizado anteriormente, con un par ordenado,
que en este caso seria (1,7/4). Ambas designan la razén “por cada centimetro en la figura original,
hay 7/4 de centimetro en la figura ampliada”.



Finalmente, en un tercer momento interviene explicitamente la multiplicacién por
racionales, al ser definida como una extensiéon de la multiplicacion por naturales: si la
razéon 1 > 4 corresponde al operador x4, entonces el operador x0.25 se establece,
por convencion, como la razén 1 - 0.25. Asi, multiplicar 0.25 por 3.29 significa determinar
la imagen de 3.29 bajo la aplicacién que a 1 asocia 0.25. De esta manera, el operador
fraccionario no se constituye todavia como instrumento de calculo: solamente es una
manera de nombrar, de caracterizar una relacion de proporcionalidad. Los procedimientos
siguen siendo internos y con operadores naturales'®. Sélo hasta que los alumnos acceden
a un algoritmo para aplicar operadores fraccionarios, es que se calcula con ellos y que la

nocién de razén cede el paso a la de fraccion como operador.

Los trabajos a los que hemos aludido muestran que, para los alumnos de primaria,
la incorporacion del operador fraccionario externo a partir de la manipulacion de razones
internas requiere una amplia experiencia con situaciones didacticas, que permita

establecer poco a poco relaciones cada vez mas complejas.

La multiplicacion por racionales: una resignificacion de la nocién de
multiplicacion

Uno de los principales objetivos de la secuencia de Brousseau que describimos
anteriormente —y que se conforma por aproximadamente 40 lecciones— consiste en
establecer un significado para la multiplicacion por decimales: el operador x0.02 es la

relacion que a 1 le asigna 0.02.

Si bien esta definicion es util desde el punto de vista matematico pues extiende a los
racionales la multiplicacion por naturales, implica un cambio drastico en términos de
significacion de esta nocion. En el conjunto de los nimeros naturales, la multiplicacién esta
asociada a un “numero de veces mas grande”, es decir a una suma iterada: 3x4 es 3 veces 4.
Esta acepcion no se adapta al conjunto de los racionales, donde la multiplicacién no sélo
“agranda” sino también puede “achicar’, y ademas, el crecimiento no solo es al doble, triple,
cuadruple, etc. sino que se pueden producir agrandamientos y achicamientos “intermedios”:
multiplicar por 9/4 genera una ampliacion mayor al doble y menor al triple (Balbuena y Block,
1991).

13 No obstante, la sola definicién de la multiplicacion por racionales implica algunos cambios: el 7/4,
que antes era una medida, se establece ahora como operador. Y viceversa, el 5, que antes era un
operador interno, ahora es una medida a la que hay que encontrar su imagen. Se hace abstraccioén
entonces de los papeles que juegan ambos numeros, al intercambiarlos.



Este cambio de sentido no es menor. Si bien ha sido objeto de varias
investigaciones en las ultimas tres décadas (Balbuena y Block, 1991), en la ensehanza
probablemente aun no recibe la atencién necesaria, como lo muestran Balbuena y Block:

Pareciera que los alumnos construyen en paralelo dos nociones: la de
multiplicacion, asociada a los enteros y la expresion “n veces”, y otra
operacién sin nombre, asociada a las fracciones y a la expresion ‘n/m de’.
El que se diga a los alumnos que ‘n/m de’ es, por definicién, ‘n/m por’,
puede no ser mas que una arbitrariedad que no produzca, al menos en el
corto plazo, una reconceptualizacion de la multiplicacién. Se estarian
designando con el mismo simbolo dos operaciones que, por lo menos
durante un tiempo, son diferentes (ob.cit: 187-188)

La adquisicion de la multiplicacién por racionales implica, o bien una
reconfiguraciéon del sentido que se le habia asignado a partir del trabajo con naturales, o
bien una sintesis en un solo concepto de dos significados que se han construido en

paralelo.

De la fraccién como medida a la fraccion como operador

Al igual que muchas nociones matematicas, la fraccién puede cobrar varios significados
distintos. Kieren (1988) es uno de los autores que han puesto de manifiesto dicha
polisemia, al identificar las siguientes interpretaciones —que él llama subconstructos—
posibles de la fraccién: medida, cociente, razén y operador multiplicativo. Si bien estas
definiciones son matematicamente equivalentes, el transito en términos cognitivos de una
a otra es considerablemente complejo. Desde la Teoria de las Situaciones se ha mostrado
que cada una de ellas emerge y se pone en funcionamiento en la interaccion del sujeto
con un conjunto de situaciones que la hacen intervenir, mientras que, por el contrario, su
uso se vuelve mas complicado en otras situaciones, en las que puede funcionar otra

concepcion.

Por ejemplo, Ratsimba-Rajohn (1982, en Chamorro, 2003) demostré que dos
acepciones de la fraccion —como medida y como cociente— se convierten cada una en
obstaculo epistemoldgico para la otra, en el sentido de que, cualquiera que sea la primera
que construyan los nifos, se vuelve una interpretacion que dificulta el aprendizaje de la

otra.

Como mencionamos antes, cuando el porcentaje se expresa con una fraccién, el
sentido de fraccion en juego es el de operador multiplicativo. Este significado de la
fraccion, a diferencia del de medida, suele abordarse débilmente en la escuela primaria

(Block, 2001). Asi, el tratamiento del porcentaje mediante el uso de fracciones supone



una construccion en la concepcion de numero, el cual pasa de ser expresion de
medidas a ser expresion de operadores entre medidas'#. En algunas investigaciones se
ha mostrado que el cambio de un uso a otro de las fracciones puede tener lugar en

situaciones de proporcionalidad, como vimos anteriormente.

De la razén local a la razén global
Una posible dificultad adicional en el transito de la concepcioén del porcentaje como una razon,

“p de cada 100” a su concepcién como el operador “p centésimos de”, radica en que, en la
primera, el total se divide en grupos de 100, y de cada grupo se toman p, es decir, hay una
razon “local’ (100 — p) en cada grupo. En la segunda, hay una sola razén “global” (100 — p),
pues la cantidad inicial total se divide en 100 partes iguales, de las cuales se toman p
Podemos ejemplificar esta diferencia a partir de la razén “1 de cada 3” y el operador “1/3 de”.
Para aplicar la primera, el total se divide en grupos de tres elementos, y de cada grupo se

toma 1:

“Uno de cada tres”

Mientras que utilizar el operador implica dividir el total en tres grupos iguales,

de los cuales se toma 1:

o o>

“1/3 de todo

Cabe preguntarse en qué medida la construccion de cada uno de los dos tipos de

razones puede implicar dificultades para el otro.

4 La complejidad de este transito, de medida a operador, no es privativa de las fracciones pues
también ocurre en el estudio de los niumeros los naturales: es mas dificil entender que en una
escala “por cinco” es constante, que manipular una medida de 5cm (Block, 2001). No obstante, en
el caso de las fracciones la complicaciéon es mayor pues se imbrica con otras dificultades, como
hemos visto.



éPor qué son importantes las fracciones si se tienen los decimales?

Hasta ahora hemos hablado de las expresiones fraccionaria y decimal de un numero
practicamente como si fueran equivalentes. Asi, podria pensarse que para efectos de la
ensefianza, dado que suele haber mayor familiaridad cultural con los decimales que con

las fracciones, basta con abordar los primeros para dar cuenta de las segundas.

El analisis desde el punto de vista didactico de las distinciones entre los dos
conjuntos sugiere que no es asi. Brousseau (1981) sefala que la extensién de un
conjunto de numeros a otro mas amplio suele provocar modificaciones en las propiedades
de dichos numeros. En el caso especifico de la extension de los decimales a las
fracciones, las facilidades de calculo que los primeros han heredado de los numeros
naturales se pierden con las fracciones: las diferencias y las comparaciones de numeros,
entre otros, son mas dificiles de realizar. Pero la justificacion de los calculos con

decimales se construye precisamente a partir del estudio de las fracciones.

Ademas de justificar el calculo, las fracciones —e incluso los numeros reales—
otorgan a los decimales parte de su sentido:
sera sin duda indispensable plantear los problemas que exigirian la
construccion de una estructura que contenga a los decimales, tal como los

racionales o los reales, y tal vez construirla efectivamente para dar a los
decimales su significacion (ob.cit: 46-47)

Brousseau menciona un ejemplo: “parece dificil concebir que la nocion de razén
pueda ser directamente aproximada por las razones decimales”. Es posible que se refiera
a que es dificil aproximarse con los decimales a las fracciones en su significado de

razones. Esto puede deberse, en parte, a lo siguiente:

Como vimos anteriormente, Block (2001) muestra varios ejemplos en los que la
interpretacion de los racionales como razones comienza a emerger cuando algunos
estudiantes de primaria logran aproximar razones del tipo “2 de cada 5”, con fracciones
unitarias, en casos muy sencillos (72, 1/3). Las fracciones cobran entonces una utilidad

como expresién del invariante en una relacion de proporcionalidad.

No hay un solo caso en el que los alumnos optaran por hacer estas
aproximaciones con decimales, cuando hicieron estas aproximaciones, fue con
fracciones probablemente porque en este proceso de identificacion del invariante, la
compleja nocién de multiplicacién por racionales queda implicita en la expresion

“partes de”, por ejemplo “tres cuartos de”. En cambio, cuando se pone en juego un



operador decimal —expresado no mediante una fraccion sino mediante un numero

natural con un punto— la multiplicacién aparece explicitamente.

Ademas, si s6lo contaran con los decimales los estudiantes tendrian que identificar

invariantes como 1/10, 5/10, 1/100, considerablemente mas complejos que %2 6 1/3.

Finalmente, si bien, tanto en la ensefianza de las fracciones como de los
decimales, se ha privilegiado su interpretacion como medidas, en las fracciones, por su
misma notacion, esta mas presente la idea de relacion entre dos numeros, lo que puede

facilitar en mayor grado el transito hacia la razon.

En resumen, la advertencia de Brousseau sugiere que los decimales quizas podrian
ser suficientes para cubrir las fracciones cuando éstas funcionan como medidas, pero no
cuando operan con otros significados, en particular como razén u operador multiplicativo.
Las fracciones amplian el contenido semantico de los decimales, al aportarles una nueva

acepcion.

Comentario
Hemos visto hasta ahora que la construccion de los racionales, en el sentido de operadores,

implica una resignificacion de la nocion de multiplicacion, la construccion de un nuevo
sentido para la fraccion que generalmente es entendida como expresion de una medida y el
transito de la razén expresada como relacién entre dos numeros naturales a su expresion
mediante un solo numero racional, lo que requiere un transito de una razon local a una
global.

Estos son algunos de los factores que inciden en la complejidad de ciertas
situaciones de proporcionalidad, y, en particular, en la complejidad de la nocién de
porcentaje. Lo anterior sugiere que no debe presuponerse que para los alumnos la
decision de multiplicar por una fracciéon o un decimal al resolver tareas de porcentaje es
trivial. Mas aun, a partir de los argumentos de distintos autores que hemos mostrado en
los apartados anteriores pareceria pertinente propiciar la comprensién del porcentaje
como una razon del tipo “a de cada 100” antes de abordarlo en su expresién fraccionaria
o decimal.

Finalmente, si bien hemos mostrado algunos argumentos de autores que
sostienen que la construccién de la nocion de razén es anterior a la de fraccion, esos
mismos investigadores afirman que ambas nociones se enriquecen mutuamente, como se

puede ver en el siguiente fragmento de las conclusiones del trabajo de Block (2001):



Concluimos el analisis de esta ultima experiencia planteando, nuevamente,
pero con mas argumentos, dos conjeturas: 1) la construccion del operador
como expresion de un conjunto de razones equivalentes puede requerir de un
mayor desarrollo de la nocién misma de equivalencia de razones. En cierto
momento, la relacién podria invertirse: la posibilidad de identificar al operador
podria redundar en una mayor comprension de la equivalencia de razones (p.
486)

1.1.3 Concepciones sobre el porcentaje

Hemos visto dos maneras en las que el porcentaje puede ser caracterizado, como
razén y como operador fraccionario. Una de las consecuencias de ello es que la
nocion de porcentaje puede cobrar distintos significados, dependiendo del tejido de
saberes en el que se le hace vivir: si se le vincula con la proporcionalidad, puede ser
visto como una razodn, si se le incluye en el mundo de los numeros racionales, puede

ser visto como operador fraccionario o decimal.

Identificar las distintas definiciones matematicas de una nocién forma parte de lo
que Artigue (1989) llama el establecimiento a priori de las concepciones posibles sobre un
objeto, que funge como un lente que ayuda al didacta, por un lado a disefiar situaciones y
por el otro, a interpretar el comportamiento de los alumnos en dichas situaciones. Cuanto
mas profundo es el analisis de las posibles definiciones de una nocién, mas posibilidades
hay para disefiar situaciones que movilicen o hagan emerger concepciones del sujeto
vinculadas a estas definiciones. Aunque no estamos suponiendo que existe una
correspondencia exacta entre las concepciones identificadas a priori con las que
manifiestan los alumnos, si hay fuertes vinculos entre unas y otras, como veremos en los

ultimos dos capitulos.
A continuacion las describimos brevemente, utilizando como ejemplo el 25%.

Algunas concepciones dependen de la obra matematica desde la que se mira el

porcentaje y de las relaciones que se ponen de relieve:

l. Como una razén, es decir, una regla de correspondencia que se expresa con

un par de cantidades, “25 de cada 100”
En esta interpretacion, aparentemente muy accesible, es necesario ver al
porcentaje como una razén (100—25), susceptible de generar razones equivalentes

mediante la multiplicacién y la division de sus términos por un mismo numero, mas que
como una regla de correspondencia en la que por cada 100, efectivos, se toman 25, pues

de lo contrario, no seria posible aplicar la regla a una cantidad que no sea multiplo de 100.



Il. Como un operador fraccionario constante “25/100 de”

A partir de la razén “25 de cada 100", se puede favorecer la identificacion de la
fraccidn que expresa a esa razoén, 25/100. Con ello, el hecho de que el porcentaje expresa
una relacion constante entre dos conjuntos de cantidades puede volverse explicito, es
decir, que cada elemento de uno de estos conjuntos representa una misma “parte de” el
elemento correspondiente en el otro. Para que esto suceda, su construccion tendria que
emerger justamente como el invariante en una relacibn entre dos conjuntos de

cantidades.
Il. Como un operador decimal constante “por 0.25”

En este caso, como en el anterior, estd implicada la compleja nocion de
multiplicacion por racionales. En el caso anterior puede quedar implicita como

“fraccion de”, lo que no sucede con un operador decimal.
V. Como relacién con 100 como cantidad arbitraria

El 100 es una cantidad de referencia que expresa al todo. La razén que existe entre 100
y el porcentaje debe mantenerse entre la cantidad a la que se aplica y el resultado de la
aplicacion. Asi, puesto que 25 es la cuarta parte de 100, el 25% de 600 es la cuarta parte de
600.

En los libros de texto se pueden encontrar otras dos maneras de definir esta

nocion:
V. Como un numero “25/100”

El porcentaje no se aplica a una cantidad, es visto como sinénimo de fraccion o
decimal. Puede estar incluido en una formula, por ejemplo, la del calculo del interés (1)

simple, en la que se multiplica el capital (C) por el tipo o tasa (r) y por el tiempo (t)
| =Crt

Por ejemplo, si un capital de $ 5 000 se presta al 2% mensual, el interés que se

recibe al cabo de 10 meses se calcula de la siguiente manera:

I= $5000><2%><10:$5000><1(2)0><10=$1000

El capital y el tiempo son cantidades que se multiplican por la tasa, expresada

mediante un porcentaje.



La diferencia con la interpretacion Il es importante, pues alla la fraccion juega
como operador constante entre dos conjuntos de cantidades. Aca no hay tales conjuntos,

solamente la fraccion.
VI. Como una razoén aislada

El porcentaje tampoco se aplica a una tercera cantidad, es el resultado de la
comparacion de solamente dos cantidades. El 25% se obtiene al comparar 25 con 100, es

la parte que representa 25 de 100.

Finalmente, es posible considerar al menos una concepcion errénea, que, como

veremos, algunos estudiantes manifiestan:
VII. Como cantidad absoluta

El porcentaje se asocia a un numero, no a la relacion entre dos numeros: 25% es

lo mismo que 25, es decir, el signo % no conlleva una distincién de caracter matematico.

Estas son las interpretaciones del porcentaje que identificamos antes de estudiar
el comportamiento de alumnos en ciertas situaciones. En el segundo y tercer capitulos
veremos la manera en que los estudiantes parecen apelar a ciertos rasgos de dichas

interpretaciones.

1.2 Tipos de tareas y técnicas relativas al porcentaje

A partir del analisis didactico que realizamos en la primera parte de este capitulo sobre las
nociones vinculadas al porcentaje haremos ahora uno mas especifico, trataremos de
caracterizar algunos elementos de la organizacion matematica del porcentaje: los tipos de
tareas que involucran a esta nocién y los efectos de algunas de sus variables en los

procedimientos de resolucion.

Comenzaremos estableciendo dos grandes tipos de situacion en las que se

usa un porcentaje:

a) Cuando interesa fijar o describir una relacion proporcional entre dos conjuntos de

cantidades.

Por ejemplo, cuando en una tienda se ofrecen todos los productos al 50% de
descuento, tanto los precios originales como aquellos con descuento varian, pero siempre

estos ultimos son la mitad de los primeros.

b) Cuando se quiere hacer accesible una relacion a través de una escala.



Esto sucede cuando se manejan datos demasiado grandes o demasiado
pequenos. Por ejemplo, al leer la frase “de un total de 431 749 docentes inscritos a los
Cursos Nacionales de Actualizacion en el afio pasado acreditaron 159 922", un recurso
para apreciar el tamafio de la relacion consiste en establecer una relacion equivalente
sobre una poblacion de 100 individuos: “37% de los maestros acreditaron el curso, es
decir, 37 de cada 100".

El porcentaje como escala también es util para comparar distintas relaciones. Por
ejemplo, la frase “56 millones de personas utilizan los 12 millones de vehiculos de
transporte publico que existen en el pais. En total hay 80 millones de habitantes y 40
millones de vehiculos”, es mas comprensible si se traduce a “en el 30% de los

transportes viaja el 70% de la poblacién”.

Veamos ahora los tipos de tareas mas especificos, que suelen ocurrir en el seno
de las dos grandes situaciones descritas. Cabe aclarar que los tipos de tareas que
planteamos suponen algun conocimiento sobre dicha nocién: se formulan utilizando el
término porcentaje. De esta manera, estos tipos de tareas no pueden funcionar como
situaciones de aprendizaje para quienes no tienen una minima familiaridad con el
porcentaje. De hecho, puesto que esta nocidon constituye un tipo particular de razén y de
fraccion, para dar cuenta de una forma mas amplia de la problematica que la hace surgir,
seria necesario considerar también las tareas de proporcionalidad y de fraccién. La
necesidad de limitar la extension del presente trabajo nos impidié explorar dichas tareas™.
No obstante los tipos de tareas especificos del porcentaje que abordamos a continuacion
si permiten, mediante la manipulacién de sus variables, ampliar el conocimiento sobre

esta nocion.

Supongamos que j es una cantidad cualquiera, a la que se le aplica el porcentaje
p% y que el resultado de la aplicacién es igual a f.'® Algunos tipos de tareas relacionados

con el porcentaje son los siguientes:
1. Aplicar un porcentaje a una cantidad
p%dei=4¢?

2. Determinar qué porcentaje representa una cantidad de otra

15 Sin embargo, el tema amplio de la ensefianza de la proporcionalidad y las fracciones ha sido
bastante investigado, en la primera parte de este capitulo hacemos referencia a varios trabajos.
16 A jle llamaremos cantidad inicial, y a f, cantidad final.



?%dei=f
3. Calcular la cantidad inicial dado el resultado de la aplicacion del p %
p%de ;?=f

Este es un caso particular muy frecuente de un caso mas general, en el que no se
pide calcular la cantidad inicial, sino el resultado de aplicar otro porcentaje w%. Por

ejemplo, se puede preguntar por el 60% conociendo el 20%

4. Sumar y restar porcentajes, determinar porcentajes complementarios (30% es

complemento de 70%)
5. Multiplicar o componer porcentajes

6. Interpretar informacion que se da en datos porcentuales, o traducir

informacion a porcentajes

7. Escribir un porcentaje en sus diferentes formas: con el signo %, como fraccion con

denominador 100, como fraccién simplificada o como razon.

Los tipos de tareas basicos son los tres primeros, pues se encuentran incluidos y en
ocasiones combinados en el resto de las tareas. Por ejemplo, la multiplicacién de porcentajes
no es Mas que una manera abreviada de realizar dos veces sucesivas la primera tarea. Por
esta razdn, centraremos el analisis en los tres primeros tipos de tareas, que abordaremos de
manera conjunta. Después describiremos muy someramente algunas caracteristicas de los

restantes.

1.2.1 Los tres tipos basicos de tareas

Los tres tipos basicos de tareas se generan a partir de la relacion p% de a=b, eligiendo
uno de los datos como incognita. Por este motivo es posible analizarlos conjuntamente. A
continuacion veremos dos relaciones de proporcionalidad que se pueden establecer a
partir de la relacién anterior, las técnicas que de ellas se derivan y los vinculos entre las

variables numéricas de las tareas y las técnicas.

Dos formas de establecer las relaciones de proporcionalidad en |Ila
resolucion de problemas de porcentajes

Para resolver gran parte de las tareas que implican porcentajes, es posible establecer dos

tipos de relacion proporcional, de donde se desprenden también diferentes técnicas:



a) Relacion entre cantidades: se mantiene fijo un porcentaje como razén constante
entre dos conjuntos de medidas de la misma magnitud. Por ejemplo, al expresar mediante

porcentajes el descuento en el precio de mercancias:



Tarea 1

Se aplica un porcentaje

Tarea 2

Se pregunta por un porcentaje

Tarea 3

Se pregunta por la cantidad de la
gue se conoce un porcentaje

Se descuentan $25 de cada
$100. Calcular el descuento
gue se aplica a $200

En una mercancia de $200, se
descontaron $30. ¢ Qué
porcentaje se descont6?

Se descuentan $25 de cada
$100. En una mercancia se
descontaron $50. ;Cual era el
pecio sin descuento?

Precio Descuento
$100 9 $25
$200 9 &?

Precio Descuento
$200 9 $30
$100 9 &?

Precio Descuento
$100 9 $25
&? -S> $50

b) Relacion entre cantidades y porcentajes: se mantiene fija una cantidad a la que

se le aplican distintos porcentajes. La relacion proporcional es entre el conjunto de

porcentajes que se aplican y los resultados de las aplicaciones. Por ejemplo:

Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3
Se descuenta el 25%. Calcular | En una mercancia de $125, se | Se descuenta el 25%. En una
el descuento que se aplica a|descontaron $50. ¢ Qué | mercancia se descontaron $30.
$123 porcentaje se descont6? ;Cual era su precio sin
descuento?
Porcentaje Cantidad Porcentaje Cantidad Porcentaje Cantidad
100% $123 100% $125 25% $30
1% $1.23 20% $25 50% $60
25% $30.75 40% $50 100% $120

La utilizacién de esta interpretacion del porcentaje requiere de cierta familiaridad

con dicha nocion, lo cual no es necesario en la anterior. Para ilustrar esta afirmacion,

veamos un caso de tarea 1 con una razon cuyo consecuente no sea 100: aplicar la razén

“2 de cada 3” a 150 utilizando los dos tipos de relacion proporcional a) y b)




Relacién entre cantidades Relacién entre porcentajes y
(tipo a) cantidades (tipo b)
2 de 3 3 > 150
20 de 30 1 > 50
100 de 150 2 > 100

En la relacion tipo b), el “3” es visto como un numero abstracto y arbitrario, de

referencia, que expresa al todo. La razén “2 de cada 3” aplicada a 150 es vista como: “si 3

es 150, ¢cuanto es 2?”. En cambio, en la relacion tipo a) siempre se manejan razones del

tipo “de cada x se toman y”. No obstante, como se vera, hay casos en los que las técnicas

de calculo son mas sencillas cuando se establece la relacién tipo b)

Tres familias de técnicas

La posibilidad de considerar dos tipos de relaciones, a) “cantidad-cantidad” o b) “cantidad-

porcentaje” y de utilizar las relaciones internas o externas, da lugar a tres familias de técnicas:

e Técnica CC i: Se utilizan las relaciones internas de la relacion “cantidad-cantidad”

Tarea 1

Se aplica un porcentaje

Tarea 2

Se pregunta por un porcentaje

Tarea 3

Se pregunta por la cantidad de
la que se conoce un porcentaje

que se aplica a $200

Se descuentan $30 de cada
$100. Calcular el descuento

En una mercancia de $200, se
descontaron $70. ¢ Qué
porcentaje se descont6?

Se descuentan $35 de cada
$100. En una mercancia se
descontaron $70. Cudl era su
precio sin descuento?

Precio Descuento
$100 $30
X2 X2
$200 &?

Precio Descuento

$200 $70

$100 ?

Precio Descuento
$100 $35
x2 X2
&2 $70




e Técnica CC e: Se emplea la relacion externa de la relacion “cantidad-cantidad”

Tarea 1

Se aplica un porcentaje

Tarea 2

Se pregunta por un porcentaje

Tarea 3

Se pregunta por la cantidad de la
gue se conoce un porcentaje

Se descuentan $50 de cada
$100. Calcular el descuento
que se aplica a $180

En una mercancia de $200, se
descontaron $40. ¢ Qué
porcentaje se descont6?

Se descuentan $25 de cada
$100. En una mercancia se
descontaron $70. ;Cudl era el
pecio sin descuento?

2 5 4
Precio - Descuento Precio 2> Descuento Precio - Descuento
$100 $200 $40 $100 $25
$180 $100 o? o? $70

e Técnica CP i:

porcentaje”

utilizan las relaciones internas de la relacién “cantidad-

Tarea 1

Se aplica un porcentaje

Tarea 2

Se pregunta por un porcentaje

Tarea 3

Se pregunta por la cantidad de la
gue se conoce un porcentaje

Se descuenta

aplica a $120

Calcular el descuento que se

En una mercancia de $150, se
descontaron $50. ¢ Qué
porcentaje se descont6?

Se descuenta el 25%. En una
mercancia se descontaron $70.
¢Cual era el pecio sin
descuento?

100%

25%

Porcentaje  Cantidad

Porcentaje Cantidad

100% $150

o? $50

Porcentaje  Cantidad
25% 70
x4 x4
100% &?

También podria haber una cuarta técnica CP e, pero es poco probable que se

utilice la relacion externa entre cantidades y porcentajes, por su significacion alejada del

contexto.




Efectos de algunas variables numéricas de las tareas en las técnicas
asociadas

¢ Qué ventajas y qué desventajas presenta cada técnica? ;En qué circunstancias cada
una podria ser preferible? ;Cual es su alcance? A continuacion analizaremos estas
cuestiones. Se enfatizara el primer tipo de tareas cuando los efectos de las variables

sean muy similares en los tres tipos.

Cabe aclarar que, en las tareas que analizaremos, hay dos tipos de variables
numeéricas. Por un lado estan los valores, absolutos, que pueden tomar el porcentaje p, la
cantidad inicial i y la cantidad final . evidentemente, es mas dificil calcular el 23.78% que
el 23%. Por otro lado estan las relaciones entre estos tres datos: pueden ser enteras o no.
En el andlisis que presentamos a continuacion nos centraremos en el segundo tipo de

variables.

Revisemos ahora cada uno de los tres tipos de técnicas que describimos anteriormente.
Técnica “Cantidad — Cantidad / Interna (CC-i)”
Esta técnica se basa en la equivalencia de las siguientes dos relaciones internas:
o Larelacién entre la cantidad inicial y el valor 100

e Larelacion entre el porcentaje y la cantidad final
I

Por lo tanto, la principal variable que determina la dificultad de este

procedimiento, en las tres tareas basicas, es el tipo de operador interno que resulta: a)
una multiplicacién por un namero natural; b) una divisién entre un nimero natural y c)

una multiplicaciéon por un numero no entero.

a) El operador interno es una multiplicacién por un numero natural

Es decir: la cantidad inicial i es multiplo de 100 (o la cantidad final f es

multiplo del porcentaje p).



Este es el caso mas simple. La idea de que “de cada 100 de la cantidad inicial, se
consideran p” puede aplicarse al pie de la letra, con niumeros enteros (o bien, en la tarea

3, por cada p en la cantidad final, se consideran 100). Veamos un ejemplo en cada tarea:



- Ejemplo en tarea 1: “Calcular 20% de 300"

100

20

O

300

e

300 es 3 veces 100, por lo tanto a 300 corresponde 3 veces 20

- Ejemplo en tarea 2: “; Qué porcentaje de 300 es igual a 607"

ON

100

p

300

60

e

300 es 3 veces 100, por lo tanto corresponde el nimero que tres veces es 60

- Ejemplo en tarea 3: “4 El 20% de qué cantidad es igual a 60?”

ON

100

20

60

L

60 es tres veces 20, por lo tanto a 60 corresponde 3 veces 100.

b) El operador interno es una divisidon entre un numero natural

Es decir, la cantidad inicial i es divisor de 100 (o la cantidad final f es

divisor del porcentaje p).

Tanto en este caso como en el siguiente, la definicion de p % como “p de cada
100” no se debe tomar de manera literal sino como susceptible de generar razones

equivalentes. De lo contrario, ningun porcentaje podria aplicarse puesto que el 100 no

cabe un numero exacto de veces en la cantidad inicial.



Ejemplo en tarea 1: “Calcular el 20% de 50”

elorle

50 f

Este caso no presenta una dificultad técnica importante, pues puede no ser dificil
identificar la pertinencia de una division. La dificultad importante es conceptual, pues si de

cada 100 se toman 20 ;como tomar de una cantidad menor que 1007
Esta variable tiene los mismos efectos en las dos tareas restantes.

Tanto esta variante de la técnica como la anterior tienen un alcance muy

restringido, pues en la mayoria de los casos, la razén interna no es entera.

c) El operador interno corresponde a una multiplicacidon por un numero no entero

Es decir: la cantidad inicial i no es ni multiplo ni divisor de 100 (o la cantidad final f

no es ni multiplo ni divisor del porcentaje p)

Debido a la conocida dificultad para determinar un operador no entero, el camino
menos dificil podria consistir en pasar por algun valor intermedio, en particular por el valor

unitario. Veamos dos ejemplos:

“Aplicar 18% a 170"

100 18
2 50 9 2
:5 10 1.8 :5
X2 20 3.6 X2
+ 170 | 30.6 +

El paso por el valor unitario permite calcular porcentajes no enteros, y ademas solo

es necesario un valor intermedio. Por ejemplo, para aplicar el 17.5 % de 125:

100 17.5

100 1 0.175 100

X125 125 | 21.875 X125




Esta variante de CC-i tiene un mayor alcance que las anteriores. El paso por
el valor unitario permite resolver los tres tipos de tareas sin importar qué valores
numeéricos estén en juego, aunque en algunos casos esto implica la multiplicacion o

division con numeros decimales.
Comentario

En los tres tipos de tareas, la técnica CC-i podria ser pertinente para un primer momento
de trabajo con porcentajes, a partir de su concepciéon como “p de cada 100”. Sin embargo,
esto funciona en un rango muy acotado de valores numéricos con una pequena familia de
tareas, fuera del cual se presentan algunas dificultades: es necesario concebir la razén
como susceptible de generar otras equivalentes para poder aplicar porcentajes a
cantidades que no son multiplos de 100, o bien abandonar esta técnica y emplear alguna

de las otras.

Técnica “Cantidad — Cantidad Externa (CC-e)”

Esta técnica se basa en la equivalencia de las siguientes dos relaciones:
e Entre 100 y el porcentaje

e Entre la cantidad inicial y la final

—

100 p

—

Por lo tanto, la principal variable que determina la dificultad de este
procedimiento, en las tres tareas basicas, es el tipo de operador externo que resulta:
a) una divisién entre un nimero natural; b) una multiplicacién por un niamero natural y

¢) una multiplicacién por un numero no entero.

a) El operador externo es una division entre un numero natural

Es decir, el porcentaje p divide a 100 (o la cantidad final f divide a la cantidad
inicial /i)

Ejemplo: “calcular el 50% de varias cantidades”



2

>
100 | 50
200 | 100
300 | 150
350 | 175
124 | 62

Si bien un principiante a quien se hubiera ensefiado previamente el procedimiento
anterior podria resolver la tarea dividiendo la cantidad inicial en grupos de 100 para ver
“cuantas veces se toma el 50", es muy posible que abandonaria esta idea al notar que “el

50% siempre es la mitad, el 25% la cuarta parte...”, es decir, que cuando un mismo
porcentaje se aplica a varias cantidades, hay una razén constante que se mantiene entre
las cantidades iniciales y las cantidades finales. Este hallazgo podria ayudar a establecer
que el porcentaje se puede aplicar a cantidades que no son multiplos de 100 (pues el

procedimiento en cuestion no consiste en formar grupos de 100)

Sin embargo, el alcance de esta técnica es reducido pues el porcentaje p puede
tomar pocos valores: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100

b) El operador externo es una multiplicacién por _un numero natural

Es decir, el porcentaje p es multiplo de 100 (o la cantidad final f es multiplo de la

cantidad inicial /)

Ejemplo: “calcular el 300% de 52”

()
—

100 | 300

52 | 156

La dificultad no reside en la técnica, ya que es facil ver que 300 es el triple de 100,
mas aun si ya se ha trabajado con el caso anterior. La dificultad importante es conceptual,

pues ¢ cuando tiene sentido hablar de “300 de cada 100”?



El alcance es un poco mas amplio que en la tarea anterior. Sin embargo, los
porcentajes que aparecen en este caso se utilizan en una variedad restringida de

contextos.

c) El operador externo corresponde a una multiplicacidon por un niumero no entero

Es decir, el porcentaje p no es multiplo ni divisor de 100 (lo mismo sucede entre la

cantidad final fy la cantidad inicial /)
Ejemplo: “Aplicar 80 % a 175”

“80 centésimos de”

=

100 ‘ 80

175 ‘175:100 =1.75x 80 =140

Este caso es ya muy complicado, pues la razon externa no es entera y entonces
es necesaria la acepcion del porcentaje como operador fraccionario o decimal. El uso de
esta variante de la técnica CC-e para resolver la tarea 1 supone conocer de antemano
que el p% es “p centésimos” de la cantidad inicial. La ventaja que presenta es que el
operador que aplicado a 100 da como resultado 80 se identifica inmediatamente, sin

necesidad de calcular.

La resolucion de los tipos de tareas 2 y 3 se vuelve aun mas dificil. Por ejemplo, en
el tipo de tarea 3, ademas de conocer de antemano el operador es necesario invertirlo.
Por ejemplo, si el 50% son los “50 centésimos” de la cantidad inicial, entonces ésta es

“100 cincuentavos” de la cantidad final que se conoce.

‘ “50 centésimos de” ‘

—

100 | 50
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&

‘ “100 cincuentavos de” ‘




Una posible manera de evitar esta inversién es practicar el ensayo y error, por

aproximaciones sucesivas a la cantidad inicial.

También se puede emplear la técnica CC-e con un operador decimal constante, lo
cual implica la compleja nocién de multiplicacion por decimales ademas de que, en el
caso de los tipos de tareas 2 y 3, el uso de ese operador tampoco es directo, requiere de

aproximaciones por ensayo y error o el establecimiento de relaciones muy complejas.

Comentario

Con la técnica CC-e el porcentaje ya no es visto como una razén que eventualmente da
lugar a otras equivalentes, sino como un operador constante entre dos conjuntos de
cantidades. Un conjunto representa la misma “parte de” el otro conjunto. Es decir, se pasa
del empleo de la “razon local” a la “razén global”. Una ventaja importante del uso de esta
técnica en comparaciéon con CC-i, cuando la razén externa es entera, es la posibilidad de
franquear las dificultades de los porcentajes aplicados a cantidades que no son multiplos
de 100, pues ya no se separa el total en varios grupos iguales, sino que se utiliza la razén
constante que existe entre los dos conjuntos de cantidades. Para que esta razén emerja
puede ser conveniente la tarea de aplicar un mismo porcentaje a varias cantidades

distintas.

Sin embargo esta transicion puede ser dificil. Ademas, cuando la razon externa no

es entera la técnica CC-e se vuelve muy complicada.
Técnica “Cantidad — Porcentaje Interna (CP-i)”

Esta técnica se basa en las mismas relaciones que la técnica anterior, CC-e, pero
aparecen dos diferencias: el valor 100 y el valor del porcentaje p ahora representan tasas,
o porcentajes (100%, 20%) y no cantidades (20 de cada 100). Ademas, las relaciones que

alla son externas, aca aparecen como internas:



100 | p 100% | i

]

i f p% f

—

Por lo tanto, la variable principal que incide en la dificultad del procedimiento CP-i

I

vuelve a ser la misma que en CC-e:

a) Sip es divisor de 100, el operador interno es una divisidon entre un natural

Dl L@

b) Sip es multiplo de 100, el operador interno es una multiplicaciéon por un natural

o e

300% | 750

100% | 240

25% | 60

¢) Sip no es multiplo ni divisor de 100, el operador interno es una multiplicacién por

un racional
400 100%
2 200 50% 2
2 100 25% 2
+ 300 75% +

Al igual que en CC-i, en esta variante también se puede transitar por un solo
célculo intermedio, el del valor unitario, el 1%. Otra posibilidad consiste en el uso de una

combinacion lineal del 1% y el 10% (el 53% es 5 veces el 10% mas 3 veces el 1%)

Estas variantes pueden propiciar el surgimiento de otras similares para resolver los

tipos de tareas 2 y 3, ademas de aquellas que emplean el valor unitario: para el tipo de



tarea 2, partir del calculo del 1% e iterarlo hasta encontrar la cantidad final que se conoce.
Y para el tipo de tarea 3, calcular el 1% y el 10% a partir del porcentaje conocido, para
después encontrar el porcentaje que se pide. Esto funciona cuando el porcentaje es
entero. La técnica CP-i es la Unica que puede resolver las variantes del tipo de tarea 3 en
las que en lugar de preguntar por la cantidad inicial, se pide calcular otro porcentaje. Por
ejemplo:

Si 140 es el 20% de una cantidad 4,cuanto es el 53% de la misma cantidad?



140 20%
2 70 10% 2
10 7 1% 10
X3 21 3% X3
X5 350 50% X5
+ 371 53% +

Comentario

Como se vio anteriormente, la utilizacion de las relaciones “cantidad-porcentaje” requiere
de cierta familiaridad con dicha nocion, pues el 100 expresa un porcentaje (100%), o bien
es visto como un numero abstracto y arbitrario, de referencia, que expresa a la cantidad
inicial.

Sin embargo, esta técnica tiene dos ventajas respecto a las dos anteriores: la
primera es que, al igual que en CC-e, no representa demasiado problema cuando la
cantidad inicial no es multiplo de 100. La segunda es que, a diferencia de CC-e, la
utilizacion de las relaciones internas y no de la externa permite el transito por valores
intermedios, con lo cual se vuelve mas sencillo el caso en el que el porcentaje p no es

multiplo ni divisor de 100.

En otras variantes de las tareas se da el caso inverso, es decir, la técnica CP-i es
menos economica que CC-i. En resumen, la técnica mas sencilla depende de ciertas

relaciones entre los valores numéricos. Por ejemplo, si se quiere aplicar el 36 % a 250:

CC-i CP-i
100 | 36 100 % | 250

X2 200 | 72 X2 100 1% | 250  :100

:2 50 | 18 :2 X36  36% | 90 X36

* 250 | 90 *

Las razones internas en CC-i en este caso son mas sencillas que las de CP-i,

puesto que la razén entre 100 y 250 es menos complicada que aquélla entre 100 y 36.



En cambio, al aplicar 60 % a 145 resulta al revés:

CC-i CP-i
100 | 60 100 % | 145
100 1 |0.60 100 5 20 % 29 5
X145 145 | 87 X145 X3 60 % 87 X3

Esto sucede porque la razén entre 100 y 60 es mas simple que la que hay entre 100 y
145.

Asi, se vislumbran dos posibilidades para la ensefanza: se puede optar por
favorecer un trabajo fuerte sobre los tres tipos de técnicas —Ilo que, en el caso de CC-+i,
requiere de un habil manejo de razones equivalentes— para que los alumnos tengan un
repertorio de técnicas que les permita elegir variantes econdmicas ante las distintas
tareas. O bien, favorecer el uso de CC-i solamente como introduccién, en un momento
inicial, sin pretender ampliar su alcance con razones equivalentes y hacer el trabajo fuerte
con CP-i, usando eventualmente el valor unitario, o con CC-e a partir de la concepcion del

porcentaje como el operador “p centésimos de”.

Cabe mencionar finalmente que los tres tipos de técnicas pueden aparecer
combinados en una resolucion. También, el manejo de las técnicas se puede apoyar con
estimaciones, calculos mentales o apoyo de la calculadora —usando o no la tecla %—,

tanto para producir resultados como para verificarlos.

El tipo de registro

Hasta ahora hemos analizado tareas en las que los porcentajes se aplican a
cantidades numéricas. No obstante, un porcentaje también se puede aplicar a
superficies, como en el siguiente problema:

“El dueno de un equipo de futbol mandd fabricar fres banderas gigantes, de
distintos tamanos, para colocarlas en el estadio.

a) Para hacer la mediana, se debe pintar el 50% de rojo, el 25% de azul, el
20% de verde y el 5% de amarillo. Si toda la bandera tiene una
superficie de 400 metros cuadrados, 3Qué drea tendrd cada color?

b) Representa en el siguiente rectdngulo la parte que se debe pintar de
cada color



c) Los resultados que obtuviste en la pregunta a) scorresponden bien con
las partes que coloreaste en b)? Si te parece que no, corrige tus
resultados.”

El inciso a) se inscribe en el registro numérico mientras el b) en el grafico!’. Es
decir, al hablar de registro grafico no excluimos la intervencion de algunos numeros,
como son los porcentajes o medidas de superficies —largo, ancho, area—. La
caracteristica que utilizamos como criterio para situar un problema es la forma de
representacion de la cantidad inicial: cuando es un numero, se trata del registro

numérico, y cuando es una superficie, estamos en el registro grafico's.

Una diferencia entre ambos registros, es que mientras el numérico permite apelar
a cualquier interpretacion del porcentaje, el grafico favorece especialmente su acepcion
como fraccion, es decir, como una relacién entre un total y una parte de él, y el uso de

CP-i. Ambas exigen una identificacion inicial entre el 100% vy el total. En cambio, dicho

17 Inicialmente no habiamos contemplado el tipo de registro como una variable. Fue a partir del
analisis de las resoluciones de alumnos en el cuestionario y entrevistas que nos encontramos con
la importancia del registro gréfico y, sobre todo, con el hecho de que, para los estudiantes, no es
equivalente al registro numérico.

¥ Hemos tomado de Duval (1995) el término registro. Para este autor, un sistema semiético puede
ser considerado un registro de representacion cuando permite tres actividades cognoscitivas
fundamentales: la formacién, el tratamiento y la conversion. La formacion es la constitucion de la
representacién de un contenido, a partir de una seleccién de algunos de sus datos y utilizando las
reglas de composicion apropiadas para el registro elegido. El tratamiento es la transformacién de
esta representacion al interior del registro en el que ha sido formada, siguiendo también sus
propias reglas. Y la conversion es la transformacion de una representacion hecha en un registro, a
una representacion hecha en otro registro. La conversién no debe ser confundida con una simple
codificacion: cuando el registro de partida y el de llegada tienen tratamientos que les son propios,
de tal manera que no se puede establecer una correspondencia entre uno y otro, la conversién es
una actividad que no es cognitivamente neutra. De hecho, la necesidad de una diversidad de
registros se explica no sdélo por el hecho de que cualquier representacion es cognoscitivamente
parcial —permite “ver” sélo algunos aspectos del objeto representado, dejando a otros de lado—,
sino sobre todo porque, para Duval, la conceptualizacion necesariamente pasa por la coordinacion
de diferentes registros. Sin esta coordinacién, el tratamiento en un registro dado no corresponderia
realmente a un funcionamiento cognoscitivo efectivo.

Si bien no podemos asegurar que la caracterizacién que hemos hecho del registro gréfico y el
numérico para esta investigacion satisface absolutamente las condiciones consideradas por Duval,
decidimos emplear el término de registro porque nos es util para distinguir entre tareas que,
aunque son del mismo tipo, no son vistas como iguales por los alumnos, como veremos mas
adelante: el transito entre lo grafico y lo numérico no les resulta trivial y los obliga a poner en juego
diferentes relaciones.



registro inhibe la concepcién del porcentaje como una razén del tipo “tantos de cada
100", pues una superficie no se puede desagrupar en pedazos de 100 si no se conoce
su medida. Y también, dificulta el uso del operador decimal, pues es necesario aplicarlo
ya sea al area de la superficie 0 a la medida de uno de sus lados, lo que implica

preguntarse por estos datos, que no son dados explicitamente.

Técnicas algoritmicas

Algunas técnicas pueden llegar a sistematizarse a tal grado que su aplicacién queda
totalmente determinada, es decir, permiten establecer, ante determinado tipo de tareas,
secuencias de acciones que garantizan la obtencion del resultado, cualquiera que sean los
datos. Llamaremos algoritmicas o candnicas a las técnicas con estas caracteristicas. Cabe
aclarar que el proceso de sistematizacion a través del cual una técnica o serie de técnicas
devienen en algoritmos no necesariamente sucede en un proceso de ensefanza, ni es
deseable que lo sea: algunos algoritmos pueden ser directamente proporcionados a los
estudiantes, si se considera importante que las utilicen y al mismo tiempo, que no podrian
crearlas por si mismos en el nivel en el que se encuentran. A continuacién mostramos
algunos algoritmos que permiten resolver los tres tipos basicos de tareas relativos al

porcentaje.
El valor unitario

Esta técnica puede provenir de CC-i o de CP-i, como hemos mostrado anteriormente:
cuando la razén interna no es entera, permite obtener la respuesta con un solo valor
intermedio. Una dificultad es que puede implicar multiplicaciones o divisiones con

decimales.
El operador fraccionario o decimal

A partir de la técnica CC-e se puede establecer la definicion de porcentaje como “p
centésimos de” y utilizar esta fraccion, o el decimal correspondiente, como un operador
que permite pasar de las cantidades a las aplicaciones de un porcentaje. Nuevamente,
esta técnica puede implicar las nociones de multiplicacién o divisién por fracciones o

decimales.
Regla de tres

Siempre hay dos maneras de plantearla: utilizando la relacion “cantidad-cantidad” o

la relacién “cantidad-porcentaje”. En el tipo de tarea 3, la relacién CC so6lo se puede



utilizar cuando lo que se pide es el 100%. Por ejemplo: “si el 60% de una cantidad es

70 ¢.cual es esa cantidad?”



Cantidad-Cantidad: Cantidad-Porcentaje:

100 > 60 70 > 60%
&? > 70 &7 > 100%
Respuesta: (100)(70):60 Respuesta: (70)(100):60

En cambio la relacion CP es util también cuando se quiere determinar otro
porcentaje. Esta técnica presenta dos dificultades: 1) discernir las relaciones para
“acomodar” bien los datos, 2) saber las operaciones que se deben realizar. Notemos que,
si se recurre a la relacién CP, es necesario abstraer los papeles que juegan los distintos

datos, pues ¢ qué sentido tendria multiplicar un porcentaje por un una cantidad absoluta?
Establecer una proporcién

En los libros de texto aparece una técnica muy similar a la regla de tres, solo que, a
diferencia de ésta, exige expresar al porcentaje como una fraccién. Por ejemplo, para

calcular el 20% de 500, se establece la siguiente proporcion:

20y

100 500

El término desconocido se puede encontrar empleando manipulaciones
algebraicas. La técnica presenta las mismas dos dificultades de la regla de tres, solo que,
al establecer las relaciones entre los datos en términos de una igualdad de fracciones, las
operaciones necesarias se pueden justificar a partir de la ley de equivalencia entre el
producto de los “medios” y el de los “extremos”, nuevamente abstrayendo el papel de

cada uno de los datos.

1.2.2 Otros tipos de tareas, que se desprenden de los tres basicos

A continuacion analizaremos algunos tipos de tareas —frecuentes en contextos no
escolares— que se desprenden de los tres basicos al combinarlos o iterarlos. Nos
limitaremos a enunciar someramente ciertas variantes de estos tipos de tareas, sin

pretender ser exhaustivos en el analisis de las variables y sus efectos en las técnicas.



Suma y resta de porcentajes, porcentajes complementarios

Uno de los contextos tipicos en este tipo de tareas es el cambio en precios de
mercancias, como cuando se ofrecen con un cierto porcentaje de descuento, o cuando se
aumenta el IVA. Una variable es el precio que puede aumentar o disminuir, otra es el dato

que se pide, que puede ser el inicial o el final.

a) Se pide el dato final

En el contexto recién mencionado, se proporciona el porcentaje de descuento y se

pregunta por el porcentaje que hay que pagar, por ejemplo:

“Se desconté 30% al precio de un suéter. ;Qué porcentaje del precio hay que

pagar?”

Si ademas se da el precio original, existen al menos dos caminos para resolver.
El primero consiste en restar a 100% el porcentaje de descuento para obtener el
porcentaje complementario ignorando el dato del precio original, y el segundo, mas
largo y dificil, consiste en calcular la cantidad que se descuenta y la cantidad a pagar
para después ver qué porcentaje representa esta del precio inicial. Por ejemplo, si en
el problema anterior el precio original era de $500, entonces se descuentan $150 y se
deben pagar $ 350, es decir, el 70% de $500.

Un caso particular de esta tarea que puede resultar interesante didacticamente es
el de aplicar el mismo descuento a muchos precios, sin pedir explicitamente el porcentaje
del precio final, pues es posible que este porcentaje complementario aparezca como una
técnica mas eficiente que la de calcular el dinero que se descuenta y después hacer una

resta.

Si en lugar de descontar un porcentaje, éste se aumenta, no aparecen porcentajes
complementarios, sino suma de porcentajes. Las tareas y las técnicas son analogas a las
descritas anteriormente. Por ejemplo, si a una serie de precios se les aumenta el 20%, la
manera mas sencilla de calcular los precios a pagar es aplicar a todos los originales el
120%.

b) Se pide el dato inicial

Se proporciona la cantidad final y el porcentaje que se desconto:

Precio Descuento del 30 % Total a pagar




&? $ 250

En este caso, es necesario obtener el porcentaje complementario para resolver la
tarea. Cuando se aumentan porcentajes, por ejemplo el IVA, se tiene una tarea similar

que no involucra porcentajes complementarios:

Precio Aumento del 15 % Total a pagar

2 $ 250

Un error tipico en esta tarea consiste en descontar el 15% a la cantidad final, como

si ésta fuera el 100% y no el 115%.

La siguiente propiedad puede ser fuente de errores al trabajar este tipo de tareas: El
complemento del porcentaje que satisface una condicién P es el porcentaje que satisface la
negacion de P (que el 4 % de la produccioén de refrigeradores haya sido devuelta por defectos

de fabricacion no significa necesariamente que el 96 % esté todavia en buenas condiciones)

Multiplicacién y composicion de porcentajes
En estas tareas una variable es el dato que se pide: puede ser el porcentaje final que
resulta de la composicién, y también se puede pedir encontrar dos porcentajes cuya

composicion resulte ser un porcentaje dado.

a) Encontrar el porcentaje final

Estas tareas se pueden resolver con dos técnicas que se describen a

continuacion en un ejemplo particular:

“En la escuela hay 700 alumnos, de los cuales el 40% esta en primer grado. De los
alumnos de primer grado, el 50% son nifas. Las mujeres que van en primero, ¢;qué

porcentaje representan de la poblacion total de alumnos de la escuela?”

La primera técnica consiste en aplicar sucesivamente los dos porcentajes vy
después ver cudl es el porcentaje resultante: el 40% de 700 es 280, asi que hay 280
alumnos en primero. De éstos, 140 son nifias. Como 140 es el 20% de 700, las mujeres
de primero son el 20% del total de alumnos. Asi, la tarea se convierte en una combinacién de

las tareas 1y 2.

La otra técnica, mucho mas econdémica, consiste en multiplicar los dos porcentajes,

en el ejemplo anterior 0.40 x 0.50 = 0.20 = 20%, sin embargo es conceptualmente



compleja. Supone comprender al porcentaje como factor decimal o como fraccion y tener

una nocion de la multiplicacion por fracciones.

Quizas una manera de propiciar lo anterior sea aplicar la misma tarea a varias
cantidades (utilizando dos porcentajes cuya multiplicacién pueda hacerse mentalmente),

para que surja la necesidad de buscar una técnica mas eficiente.

En esta tarea es importante proporcionar el precio original, pues de lo contrario la

tarea se vuelve muy dificil. A continuacién se mencionan algunas variantes:

Subconjuntos de subconjuntos:

El 50 % de A cumple P, y de los que cumplen P, el 25 % cumple Q ¢;Qué

porcentaje de A cumple Q?
El problema anterior es un ejemplo de esta variante.

Descuento sobre descuento:

“Un sartén cuesta $ 300, pero en la tienda se ofrece a un descuento del 70% sobre

el 20%. ¢, Cual es el porcentaje del descuento total?”

En este contexto, y en los dos siguientes, también pueden aparecer sumas y
restas de porcentajes, y porcentajes complementarios. Por ejemplo, para resolver el

problema anterior, se puede hacer lo siguiente:

Precio original Descuento  del|Precio con el primer|Descuento  del | Descuento
20% descuento 70% total

$300 $60 $240 $168 $228

Finalmente, 228 es el 76% de 300, por lo tanto se descontd en total el 76%. O

bien, se puede resolver de una manera mas sencilla:

Precio original Precio con el primer descuento (80%) Precio final (30%)

$300 $240 $72

El descuento total es la diferencia entre los precios: $228, cantidad que representa
el 76% del precio original. La utilizacion de la segunda técnica, multiplicar los porcentajes,

necesariamente pasa por el calculo de los porcentajes complementarios.

Un error previsible en esta tarea consiste en sumar los dos porcentajes, y concluir,

en este ejemplo, que se desconté en total el 90%.




Aumento sobre aumento:

“La produccion total de maiz aumenté el afio pasado en 25%, y este afio en 13%.

¢,Cual fue el porcentaje de aumento en los dos afos?”

En este caso aparecen porcentajes mayores al 100%, lo cual puede implicar una
dificultad conceptual que no se presenta cuando hay dos descuentos sucesivos. Es
necesario saber que el porcentaje no siempre cuantifica una relacién parte-todo, también

puede ser una forma de comparar dos cantidades disjuntas.

Combinaciéon de un aumento con un descuento:

“En una fabrica de zapatos, cada producto cuesta $250. A un distribuidor le
ofrecen el 20 % de descuento. Si éste quiere obtener una ganancia del 50 % sobre su

inversion ¢ cuanto debe cobrar por cada par?”

“En una tienda se ofrece un producto al 30 % de descuento. Si el IVA es del 15 %,

¢qué le conviene mas a un cliente, que se aplique primero el descuento o el IVA?”

b) Encontrar la combinacion dado el porcentaje final

Se puede dar uno de los porcentajes que se combinan y pedir el otro que falta:

“En la escuela hay 700 alumnos, de los cuales el 40% esta en primer grado. Las
mujeres que van en primero representan el 20% del total de alumnos de la escuela, ¢qué

porcentaje representan estas nifias respecto al poblacion de alumnos de primer grado?”
O puede no proporcionarse ninguno de los dos:

“La fotocopiadora no acepta reducciones menores al 50% ;Qué se puede hacer

para reducir un rectangulo al 25%7?”



Interpretar informacion que se da en datos porcentuales, o traducir
informacién a porcentajes

En algunas ocasiones, traducir cierta informacién en datos porcentuales puede ser una
herramienta util para interpretar dicha informacion. En otras ocasiones, es necesario lo
contrario: hacer graficas o calcular los datos absolutos para comprender las relaciones
que subyacen a los porcentajes que se conocen. Asi, dos tipos de actividad con
porcentajes relacionadas con la interpretacion de la informacién son: usar porcentajes
cuando se tienen los datos absolutos y, al revés, analizar los datos porcentuales que se

tienen?®.

a) Usar porcentajes para facilitar la interpretacion de datos

Usar porcentajes en situaciones en las que éstos no se plantean explicitamente, para

dimensionar una relacién:

e Normalizar, es decir, cambiar los datos reales de un texto, pero conservando las

relaciones entre ellos (“si la comunidad tuviera 100 habitantes...”)

e Para dimensionar un incremento porcentual, tomar los dos porcentajes como cantidades
absolutas y resolver la tarea de ver qué porcentaje es una cantidad de otra (el
porcentaje de desercion se ha incrementado en 36% durante los ultimos afos, al pasar
de 5.9% a 8%)

Utilizar porcentajes para comparar distintas relaciones:

e Para comparar razones con distintos consecuentes y el mismo antecedente
(porcentaje de africanos con porcentaje de latinos con porcentaje de europeos en el

mundo)

e Para comparar distintas distribuciones que podrian estar relacionadas (en el 30% de

los transportes viaja el 70% de la poblacién)

e Para comparar una misma situacion respecto a totales diferentes (en Europa el x% de

la poblacion sufre desnutricion mientras que en Africa el y% la padece)

e Para comparar razones expresadas de distintas maneras: Con una razén, un
porcentaje, una fraccion. (¢ Cual descuento es mas conveniente: el 20%, 1 peso de

cada 6 o la tercera parte?)

19 Cabe aclarar que no presentaremos tareas especificas, sino mas bien algunos rasgos mas
generales de situaciones a partir de las cuales podrian formularse tareas.



b) Interpretar datos dados en porcentajes

Representaciones graficas del porcentaje.

Hacer e interpretar tablas y graficas de pastel y de barras para organizar informacion
(Distinguir qué informacion se puede derivar de los datos dados y qué no, ver por qué a

veces al sumar una columna el resultado no es 100%, etc.)

Detectar errores:

Existen algunas inferencias erréneas que se pueden hacer al trabajar con porcentajes:

o Al calcular en distintos momentos dos porcentajes que satisfacen P pero
utilizando cantidades de referencia diferentes, no se puede deducir un aumento o
reduccion (si se aplica primero una encuesta a escala nacional y luego a escala local y
el porcentaje en la segunda resulta menor, no se puede hablar de una disminucion. Es
decir ¢ qué es mayor, 25% de 200 o 10 % de 6007?))

o La pertinencia del uso de cantidades absolutas y relativas varia segun la
situacion:

- La comparacion de dos cantidades absolutas y no de razones puede

llevar a conclusiones erréneas (es falsa la conclusién de que la gente esta

mejor alimentada en la ciudad A que en la ciudad B porque en A hay 5

personas desnutridas y en B hay 18)

- La comparacion de cantidades relativas y no absolutas puede llevar a
conclusiones erréneas (si el porcentaje de gasto en armamento respecto al
presupuesto nacional es menor este afio que el anterior, se puede deducir que
el gasto en armamento disminuyd. Pero si ademas, el presupuesto de defensa
permite comprar mas armamento este afio que el pasado, se puede concluir

que el presupuesto aumento)

- A veces es necesario considerar tanto las cantidades absolutas como las
relativas (cuando se realiza una encuesta es importante conocer el total de la

muestra, y también la distribucion porcentual entre las distintas respuestas)

e El promedio de varios porcentajes de distintas bases no es igual al porcentaje global
(supongamos que en la comunidad A hay 200 habitantes de los cuales 100 satisfacen P —el 50

% — mientras que en la ciudad B, de 10 000 personas sélo 1 000 cumplen la misma condicion



—el 10%—. En las dos localidades, de un total de 10 200 hay 1 100 que satisfacen P, es decir,

el 10.78 %, mientras que el promedio de los dos porcentajes es 30 %)

Al multiplicar por un mismo factor tanto los casos favorables como los casos totales de un
evento la probabilidad de que éste suceda no se altera (si cada vez que una persona
compra un boleto para una rifa éste se imprime 40 veces no aumentan las probabilidades

de ganar)

¢,Cuando es importante considerar la diferencia entre dos porcentajes y cuando la
razén que guardan? Por ejemplo, al comparar el porcentaje de cobertura en educacion
primaria en dos paises con una cantidad similar de habitantes, supongamos que en
uno de ellos el aumento de un afo a otro fue de 2% a 4% mientras que en el otro, de
75% se incremento a 77%. Supongamos también que en ambos paises, el tamafo del
grupo de edad no varié significativamente entre los dos anos. La diferencia en ambas
naciones es del 2%, que representa una cantidad cercana de personas. Sin embargo,
en el primer pais, la cobertura aumentd en un porcentaje cercano al 100%, pues casi

se duplico, en cambio en el segundo el incremento fue practicamente del 2.7%.



1.2.3 Resumen de los tipos de tareas, sus variantes y los efectos en las

técnicas

La siguiente tabla sintetiza el analisis que hemos hecho en los apartados 1.2.1y 1.2.2.
T E C N I C A S

CC-i CC-e CP-i
Se emplean las razones | Se emplean las razones | Se emplean las razones
internas de la relacion de | externas de la relacion internas de la relacion de
proporcionalidad que se | de proporcionalidad que | proporcionalidad que se
desprende de la se desprende de la desprende de la
definicion “tantos de definicion “tantos de identidad 100%-total
cada 100” cada 100~
Tres 1. Aplicar un a) Si i es multiplo de 100 | a) Si p (f) divide a 100 a) Si p (f) divide a 100

T porcentaje a (f multiplo de p), el (?) el operador externo es | (i), el operador interno

I una cantidad operador interno es una division entre un es una division entre un

P entero, la relacion natural (el porcentaje se | natural

o “tantos de cada 100” puede aplicar a cualquier

S puede tomarse cantidad).

literalmente (*)
tipos 2. Determinar | b) Sii divide a 100 (f b) Si p (f) es multiplo de | b) Si p (f) es miltiplo de

qué porcentaje | divide a p), el operador | 100 (i) el operador 100 (i) el operador

es una cantidad | interno es entero, la externo es una interno es una

de otra relacion “tantos de cada | multiplicacion por un multiplicacion por un
100" debe tomarse como | natural. Una dificultad natural. Una dificultad
susceptible de generar conceptual: el porcentaje | conceptual: el porcentaje
otras equivalentes. es mayor a 100%. es mayor a 100%.

g basicos | 3. Determinar | c) Sii (f) no es multiplo | c) Sip (f) no es multiplo | ¢) Si p (f) no es multiplo
la cantidad ni divisor de 100 (p) el ni divisor de 100 (i), el ni divisor de 100 (7), el
inicial operador interno no es operador externo no es operador interno no es

entero, se pueden entero y es necesaria la | entero. Se pueden
calcular razones acepcion del porcentaje | calcular razones
intermedias, en como operador intermedias, en
particular el valor fraccionario o decimal. | particular el valor
unitario unitario.

2 Las tres técnicas, CC-i, CC-e y CP-i pueden derivar en algoritmos: el

R valor unitario, o bien los operadores fraccionario (“p/100 de”) o decimal.

Otro algoritmo es la regla de tres.
]/i OTRAS TAREAS Y SUS VARIANTES
S | Otros 4. Suma, resta y 5. Multiplicar o componer 6. Interpretar 7. Escribir un
tipos complementos de porcentajes informacion porcentaje en
de porcentajes - encontrar el porcentaje que | - usar porcentajes para | distintas
tareas - la cantidad inicial resulta de la composicion facilitar la formas: razon,
puede aumentar o - encontrar dos porcentajes interpretacion de datos | fraccion con
disminuir cuya composicion sea un - interpretar datos denominador
-se puede pedir el dato | porcentaje dado porcentuales 100, fraccion
inicial o el final simplificada

(*) i es la cantidad inicial a la que se aplica el porcentaje p, con lo que se obtiene una cantidad final f,
resultado de la aplicacion.



Cabe recordar que las tareas de tipos 4, 5, 6 y 7 pueden incluir combinaciones de las
tareas de tipos basicos. De esta manera, el analisis de las técnicas y los efectos en
ellas de las variables numéricas que realizamos en relacidon a los tres tipos basicos de

tareas también es pertinente aqui.

1.3 Comentario final

Hemos intentado configurar una radiografia didactica del porcentaje, mostrando la red de
significados que se entretejen alrededor de esta nocion. Este analisis epistemoldgico pone
en el centro de nuestro estudio el contenido matematico que abordamos y constituye un
punto de partida que permite, en los capitulos posteriores, discernir las perspectivas del
porcentaje de las que se han apropiado los estudiantes y tomar decisiones para la

construccion de una secuencia de situaciones.

En suma, nos queda claro que la comprension del porcentaje, tal y como lo hemos
caracterizado aqui, requiere de un amplio periodo de tiempo, por lo que cualquier
proyecto de ensefianza, y el aprendizaje que de él resulta, necesariamente implican un
recorte. Lo interesante entonces no es identificar “lo que falta” para abarcar todos los
aspectos del porcentaje, sino comprender como se configuran estos recortes y las

elecciones de caracter epistemolégico que —implicita o explicitamente— conllevan.



Capitulo 2

Procedimientos y concepciones sobre el porcentaje. Exploracion
a través de un cuestionario y de entrevistas

Se aplicd un cuestionario a dos grupos de alumnos de segundo grado de secundaria, uno
de 31 alumnos y otro de 28, en la ciudad de México (nos referiremos a ellos como “grupo
1” y “grupo 27). Posteriormente a la aplicacion del cuestionario, se consideré necesario
entrevistar a siete estudiantes para conocer con mas profundidad los razonamientos que
los llevaron a determinadas respuestas. Ambos instrumentos nos permitieron conocer en
cierto grado los tipos de tareas que los alumnos son capaces de resolver y en ocasiones

también los procedimientos de resolucion y los errores mas frecuentes.

El analisis de resultados que presentamos a continuacién consta de cuatro
apartados: 1) Una breve caracterizacion del cuestionario, 2) Resultados generales, con
informacioén sobre dos aspectos, el comportamiento general de los reactivos (nivel de
dificultad, grado de correlacién) y el desempefo general de las poblaciones, 3)
Procedimientos, errores y concepciones, en el que se describe y analiza la diversidad de
respuestas de los alumnos para determinados grupos de reactivos y 4) Un apartado de

comentarios finales en el que destacamos las conclusiones de esta parte del estudio.

2.1 Breve caracterizacion del instrumento

A continuacion hacemos una caracterizacion muy general del cuestionario y su analisis
previo. En el Anexo 1 se encuentra una descripciéon mas detallada de los criterios bajo los
cuales disefiamos los reactivos, y los tipos de procedimientos y errores esperados. Los
problemas planteados en las entrevistas consisten en una seleccion de reactivos del

cuestionario, con variaciones minimas.

El cuestionario —que consta de 13 reactivos— contiene las variantes mas
sencillas de una gama de tareas relacionadas con la nocién de porcentaje, pues
consideramos que el conocimiento sobre esta nocién es precario. Se plantean los tres
principales tipos de tareas, pero sélo con respecto a la primera (aplicar un porcentaje a
una cantidad) se exploran distintas variantes, pues probablemente es a la que mas tiempo
se dedica en la escuela. Ademas hay reactivos que intentan dar cuenta de la comprensién

de la nocién de porcentaje como razon.

Veamos algunas caracteristicas particulares de los reactivos, que hemos

dividido en cuatro grupos:



a) Reactivos que corresponden al tipo 1 de tareas (aplicar porcentajes)

Problema 3: “Juan, Pedro y Luis tienen un terreno cada uno. Juan cultiva el
50% de su terreno, Pedro el 25% y Luis el 20%. Los tres rectangulos que
aparecen aqui representan los terrenos. llumina la parte que cultiva cada
uno.”

Juan Pedro Luis

A través de esta pregunta intentamos saber si los alumnos aplican el operador
fraccionario en los casos mas faciles, es decir, si identifican, por ejemplo, que el 50% de
una cantidad de superficie es la mitad de ésta. La subdivisién en 10 podria facilitar dar la

respuesta para el 50% y el 20%, pero dificulta un poco la del 25%.

Problema 4: “En la tienda «Gigante» ofrecen una grabadora con el 30%
de descuento. Si su precio original es de $200 ;Cuanto cuesta la
grabadora ya con el descuento?”

Problema 5. “En un examen de 50 preguntas, Leticia contesto

correctamente el 40% de las preguntas ¢ Cuantos aciertos tuvo Leticia?”

Estos dos reactivos implican relaciones internas muy sencillas para quienes
entienden al porcentaje como “tantos de cada 100”. En el problema 5, una dificultad es
que la cantidad inicial es menor a 100, por lo que la definicién de razén no puede ser vista
en sentido estricto. Otra posibilidad, quiza mas compleja, es utilizar la técnica CP-i, por
ejemplo, calculando la mitad para obtener el 50% y estimando después.

Problema 6: “En un estudio de preferencias, de 128 personas que se

entrevistaron, el 25% declaré que la leche «La Vaquita» es mas rica.

¢,Cuantos entrevistados prefieren «La Vaquita»?”

De nuevo, la definicién “tantos de cada 100” no puede ser tomada literalmente. Las
relaciones internas en este caso se vuelven muy complicadas. Sin embargo, el problema
es facil para quienes identifiquen que el 25% es la cuarta parte de la cantidad inicial. Las
variaciones que se dan en los problemas 2, 3 y 4 son irrelevantes para quienes aplican el
operador multiplicativo decimal.

Problema 7: “En una empresa hay 250 trabajadores. El 8% son ingenieros.
¢, Cuantos ingenieros hay en la empresa?”




La manera de aplicar el algoritmo del operador decimal se analiza en esta
pregunta, pues el porcentaje es menor a 10%, lo que hace posible que algunos alumnos
multipliquen la cantidad inicial por .8 y no por .08, con lo cual se obtendra el 80% en lugar

del 8%. Esto puede indicar que los alumnos no ejercen control sobre sus resultados.

b) Reactivos que corresponden a los tipos de tareas 2 (determinar qué porcentaje es

una cantidad de otra) y 3 (encontrar la cantidad inicial)

Problema 9: “En una farmacia decidieron aumentar los precios de los
productos, todos en un mismo porcentaje. En la siguiente tabla se muestran
algunos precios antes del aumento y la cantidad que se aumentd. ;Qué
porcentaje de su precio se recargo a las mercancias?”

Precio Cantidad
original que se
aumento
$200 $40
$750 $150
$1200 $240

Problema 10: “En una tienda de ropa, cuando una persona compra a plazos
le recargan el 5% al precio original de la prenda. Lorena compré una blusa y
el aumento fue de $25 ;Cual es el precio original de la blusa?”

El problema 9 corresponde a la tarea de tipo 2, el 10 a la de tipo 3. En ambas
tareas, si el porcentaje se entiende como una razén “tantos de cada 100", o bien si se
identifica la cantidad inicial con el 100%, las relaciones internas son enteras y sencillas. El
algoritmo del operador decimal so6lo puede ser utilizado mediante aproximaciones

sucesivas.

¢) Reactivos que implican a la nocion de razoén, o de cantidad relativa

Problema 1: “En una escuela, se pidid a los alumnos que cooperaran para
la fiesta de fin de cursos. Después se reporto la siguiente informacion en el
periodico mural:

Cooperaciéon

H 60 primaria

O 10 secundaria

Grupo Total de alumnos Total de cooperacion
6° primaria 150 $ 800
1° secundaria 60 $ 400




Juan dice que los de primero de secundaria son muy tacafos. Pedro no esta

de acuerdo con lo que dice Juan. ;Cual es tu opinion? ;Por qué?”

Esperamos que la mayoria de los alumnos resuelvan correctamente este reactivo,
aun los que tienen una comprension precaria de la nocion de porcentaje, pues las dos
razones son faciles de comparar, ya sea de forma cuantitativa (doblando los términos de
una de las razones), o cualitativa (“los de 6° dieron mas pero son mas”). El fracaso en
este reactivo puede indicar que las dificultades con el porcentaje se vinculan a una
carencia anterior, relativa a la razon.

Problema 2: “Si vas a una tienda, ¢ Qué preferirias, que te dieran el 25% de

descuento o que te descontaran $100 del total de tus compras?”

Aqui pretendemos indagar si los estudiantes conciben al porcentaje no como una
cantidad absoluta sino como un operador que al aplicarse a diferentes cantidades arroja
resultados distintos.

Problema 8: “Maria prepara una bebida con concentrado de naranja “Florida

77 y un poco de agua. Vende el agua en vasos de tres tamanos: chico,

mediano y grande. En el dibujo la parte oscura representa el concentrado y
la parte blanca el agua.

chico

mediano

grande
¢En cual vaso usa mas concentrado? ;En cual vaso el porcentaje de
concentrado es mayor? ¢ En cual vaso la bebida sabe mas a naranja?”

Este reactivo se plantea con la intencién de saber si los alumnos conciben al

porcentaje como una razén constante que se mantiene entre cantidades que varian.

d) Reactivos que abordan otros aspectos del porcentaje

Problema 11: “Indica cuél(es) de las siguientes tres afirmaciones NO puede(n) ser
cierta(s):
a) El pan cuesta ahora el 120% de lo que costaba el afio pasado



b) En un afio, ya con los intereses, hay que pagar al banco el 120% de lo
que presto originalmente
c) El 120% de los trabajadores de una fabrica son hombres”
Este reactivo concierne a porcentajes mayores a 100, la idea es formarnos una
primera idea sobre si los estudiantes pueden distinguir en qué contextos estos

porcentajes tienen sentido y en cuales no.

2.2 Resultados Generales

2.2.1 Comportamiento general de los reactivos
a) Nivel de dificultad.

En los dos grupos el reactivo mas sencillo es el de aplicar el 50%, 25% y 20% a una
superficie, resuelto de manera correcta por mas del 80% de los estudiantes y, el mas
dificil, el que corresponde al tipo de tarea 3 (reactivo 10, se pregunta por la cantidad
inicial), en el que a lo mas el 12% de los alumnos de cada grupo acerté En cuanto a los
reactivos restantes, se obtuvieron porcentajes de éxito que oscilaban entre el 20 y el 60%
en el grupo 1 y entre el 30 y el 80% en el grupo 2 (para calcular estos porcentajes
consideramos los aciertos y aciertos parciales, es decir, todas las respuestas que, aunque
presentaran errores de calculo, no manifestaban errores conceptuales o de

procedimiento).
b) Correlaciones entre los reactivos.

Se identificd una relacion de implicacion bastante clara entre los tres tipos basicos
de tareas. La tarea de tipo 3 (encontrar la cantidad inicial conociendo la cantidad final y la
tasa) es mas dificil que la tarea de tipo 2 (encontrar la tasa) la cual es mas dificil que la
tarea de tipo 1 (encontrar la cantidad final). Los alumnos que resuelven la tarea de tipo 3,
tienden a poder resolver las dos restantes; los que resuelven la de tipo 2 tienden a poder
resolver la de tipo 1. Las reciprocas tienden a no verificarse, es decir, se identifican por

ejemplo alumnos que resuelven la tarea de tipo 1 mas no la de tipo 2.

En cambio, los tres tipos basicos de tareas antes mencionados no manifiestan
correlacion con los demas reactivos del cuestionario, aquellos en los que se explora la
nocion de razén (reactivo 1), de porcentaje y de razén (reactivos 2 y 8) y, por otra parte,
aquel en la que se explora la comprension de un porcentaje mayor que 100. Asi, hay
alumnos que manifiestan dificultades importantes para resolver las tareas basicas de

porcentaje pero que, sin embargo, pueden resolver relativamente bien las tareas que



implican la nocion de razon, demostrando con ello que tienen cierta nocion de razon
aunque desconozcan el porcentaje. También se da el caso contrario: ciertos alumnos
fallan en las tareas de razon, pero logran resolver bien, no los tres tipos de tareas pero si
al menos algunos reactivos de la tarea del tipo 1, mostrando con ello que pueden aplicar
en ciertos casos un algoritmo aun cuando no manifiesten cierta comprension de la nocion
de razén?. Por otro lado, el reactivo en el que intervienen porcentajes mayores al 100%
también resulté ser independiente tanto de los tres tipos basicos de tareas como de la

nocion de razon.

Como se vera a lo largo del analisis de las resoluciones, esta falta de correlacion
era hasta cierto punto previsible pues los reactivos sobre la nocién de razoén, los reactivos
sobre las tareas basicas del porcentaje y el que involucra porcentajes mayores al 100%

pueden resolverse apelando a conocimientos distintos.

Esta falta de correlacion entre los dos grandes grupos de reactivos hace que sea
dificil destacar perfiles de desempefio considerando todos los reactivos. En el ultimo

apartado de este analisis volveremos sobre este punto.

2.2.2 Desempeiio de los dos grupos

En el grupo 1 se obtuvo, de un total de 13 reactivos, un promedio por alumno de 4.2
aciertos (el 32% de los reactivos) y 2 aciertos parciales. En el grupo 2 los estudiantes
alcanzaron un promedio de 6.8 aciertos (el 52.3% de los reactivos) y 1.4 aciertos
parciales. Estos datos dejan ver que hay una diferencia considerable entre los resultados

de ambos grupos, el segundo alcanzé un mejor desempeno.

Como se mencioné anteriormente, la jerarquia de dificultad de los reactivos es
similar en ambos grupos, sobre todo en lo que concierne a los tres tipos basicos de
tareas. Esto permite identificar en cada poblacién tres niveles de desempefio, en funcion

de los reactivos de los tipos basicos de tareas:

Nivel alto: Resuelven bien los reactivos de al menos dos de los tres tipos basicos

de tareas, Tienden a resolver satisfactoriamente los demas reactivos.

20 No descartamos que ampliando la cantidad y diversidad de tareas podria identificarse alguna
correlacion entre las preguntas sobre porcentaje y las preguntas que implican razones pero no
porcentajes.



Nivel intermedio: Del grupo de tareas basicas, resuelven correctamente
Unicamente los reactivos del tipo 1 de tareas. Con respecto a los demas reactivos no

hay un comportamiento uniforme.

Nivel bajo: Del grupo de tareas basicas, solamente resuelven bien los reactivos
del tipo 1 que son faciles, aquellos en los que se aplican porcentajes sencillos a
superficies rectangulares. Algunos, no resuelven tampoco éstos. Con respecto a los

demas reactivos tienden a no resolverlos bien.

Las graficas 1 y 2 muestran los porcentajes de alumnos de cada grupo que integran
cada uno de los tres niveles de desempefio. Nuevamente, destaca la diferencia entre los dos

grupos.

Grupo 1

O Nivel alto
O Nivel medio
M Nivel bajo

Grafica 1. Niveles de desempefio en el grupo 1

Grupo 2

O Nivel alto
O Nivel medio
M Nivel bajo

En los comenta Grafica 2. Niveles de desempefio en el grupo 2 bre estas diferencias

entre los dos grupos.

2.3 Procedimientos, errores, concepciones
A continuacion se presenta un analisis de las resoluciones obtenidas en la aplicacién del

cuestionario y las entrevistas, organizado por tipos de tareas. Como se comenté



anteriormente, la Unica correlacion nitida que identificamos fue entre los tres principales
tipos de tareas. Por esta razdn, analizaremos conjuntamente los reactivos que
corresponden a estos tipos de tareas, posteriormente los tres relacionados con la nocién
de razén y finalmente el reactivo que explora la comprensién de porcentajes mayores que
cien. Interesa aqui identificar la diversidad de tipos de resoluciones, correctas o
incorrectas. En un apartado posterior volveremos sobre las relaciones (o la ausencia de

relaciones) entre las respuestas a los distintos reactivos.

2.3.1 Los tres tipos basicos de tareas de porcentaje

En general, los alumnos que obtuvieron un nivel alto de desempefio utilizaron técnicas no
candnicas o bien recurrieron a algun algoritmo, usandolo de manera flexible. Los del nivel
medio mostraron un manejo mas limitado y mecanico de las técnicas algoritmicas o
desplegaron técnicas no candnicas. Ademas algunos reflejaron conocimientos
contradictorios sobre el porcentaje. Finalmente, los que alcanzaron un bajo desempefo
utilizaron erréneamente algun algoritmo, propusieron procedimientos no pertinentes para
resolver las tareas que se exigian o bien reflejaron conocimientos contradictorios sobre el
porcentaje, de una manera mas notoria que los que obtuvieron un nivel medio. A

continuacion describiremos estos comportamientos con mas detalle.

Procedimientos sistematicamente incorrectos
Hubo estudiantes —tres de 31 del grupo 1 y uno de 28 del grupo 2— que practicamente
no acertaron en ninguno de los reactivos. Al aplicar a superficies, todos iluminaron una

porcién incorrecta, aunque tres de ellos conservaron el orden de los porcentajes, como

Jessica:

(50%) (25%) (20%)

Loredo invirti¢ el orden de los porcentajes:

(50%) (25%) (20%)




Al aplicar porcentajes a cantidades respondieron ya sea como si el porcentaje
fuera una cantidad absoluta —restando el porcentaje a la cantidad inicial o tomando el
mismo porcentaje como respuesta—, ya sea aplicando diferentes operaciones aritméticas,
como buscando un algoritmo, o bien no respondieron. Puesto que estos tipos de

resoluciones también aparecen en la siguiente categoria, los ejemplificaremos alla.



Coexistencia de conocimientos correctos y erroneos sobre el porcentaje

La mayoria de los estudiantes —aunque se observa con mayor claridad en 22 de 31 del
grupo 1y en 10 de 28 del grupo 2— revelan en sus resoluciones la puesta en juego de
distintos tipos de conocimiento, que se alternan con cierta facilidad y sin conflicto —salvo,
en ocasiones, cuando se les hace ver—, pues los aplican diferencialmente en funcién de

una o varias de las siguientes caracteristicas de las tareas:
e El tipo de registro: grafico o numérico

Este es el caso mas frecuente. Lo ejemplificaremos a partir de las resoluciones de
Liliana. En entrevista, ella resta para descontar un porcentaje a una cantidad numérica:

Entrevistadora: si una camiseta cuesta $500 pero me la estan ofreciendo al 50%
de descuento ;Cuanto voy a pagar?

Liliana: 450 pesos
Entrevistadora: a éste (500) le quitaste éste (50)
Liliana: aja?’

En cambio, sorprendentemente muestra una interpretacion pertinente del
porcentaje —como una fraccion— cuando la cantidad inicial no es un numero sino una
superficie:

Entrevistadora: (...) si yo tengo un terreno y (...) quiero cultivar el cincuenta por
ciento ¢ Qué tanto cultivaré?

Liliana: es la mitad
Entrevistadora: ¢y si te pido que marques el veinticinco por ciento?
Liliana: es la mitad del cincuenta (por ciento)

Llama la atencidén que aun en estos casos, al hacer intervenir la medida del
terreno en el que aplicé correctamente el operador fraccionario, regresa a la idea
del porcentaje como absoluto:

Entrevistadora: si este terreno mide 200 metros cuadrados ¢;Cuanto mide el
veinticinco por ciento?
Liliana: veinticinco

Pareciera que, en el registro numérico, ella no recupera del signo % un significado

dentro de las matematicas, sino mas bien uno asociado a la experiencia de comprar en

2! Esta manera de tratar al porcentaje como absoluto se puede ver también en el uso de
ostensivos, como en el caso de Stephanie, quien escribe: 200 — 30% = 170%, y responde $170%,
es decir, al parecer para ella el 30% es un numero que se puede restar a 200 y 170% es lo mismo
que $170. Es decir, para estos alumnos el sentido de un nimero no cambia cuando se acompaiia
del signo %



las tiendas: menciona que este signo, para ella, “es descuento”, es decir, es visto como

una convencion que indica una rebaja en los precios?.
e Eltipo de fraccién: unitaria o no

Diana muestra bastante claridad cuando, en entrevista, se le pide marcar el 50%,
25% y 20% a un terreno, al responder que el primero “jseria la mitad no?”, el segundo
“una cuarta parte” y en el tercero, después de dudarlo, confirma que “se dividiria entre...
entre cinco (...) porque serian 20, 40, 60, 80 y serian los 100 (cada que agrega 20 marca
con el dedo otra quinta parte del terreno)’. No obstante, al preguntarle cuanto se debe
pagar por una camiseta que costaba $200 y esta al 30%, responde, en tono de pregunta:
“¢ doscientos entre treinta?”. Es decir, al cambiar a un porcentaje que no corresponde a un
divisor de 100, para el que es mas dificil determinar qué parte representa del total —y
también al cambiar de registro—, Diana, al no disponer de una técnica y no optar por

estimar, claudica de su saber y aplica una operacion inadecuada para esta tarea®.

Otro caso que muestra bien el papel de la fraccion asociada al porcentaje
implicado en la situacién es el de Edgar, quien, de todos los reactivos del cuestionario,
practicamente soélo acierta en los que interviene el 20%, el 25% o el 50%, ya sea en
tareas de tipo 1 o de tipo 2, ya sea que el porcentaje se aplique a un nimero o0 a una
superficie. Es decir, manipula correctamente los porcentajes cuando el operador

fraccionario es unitario y sencillo, pero lo utiliza como absoluto en los otros casos.
e Eltipo de tarea

Algunos estudiantes emplean correctamente un algoritmo en las tareas de aplicar
porcentajes a cantidades numéricas. En cambio, tratan al porcentaje como absoluto o
utilizan operaciones no pertinentes en la tarea de tipo 2 (¢ Qué porcentaje representan 40
de 200, 150 de 750 y 240 de 12007?). Por ejemplo, Moisés contesta las tres preguntas con
40%, 15% y 24% respectivamente, es decir, da como respuesta las tres cantidades

finales, en las dos ultimas, después de eliminar un cero, quizas para obtener porcentajes

22 También Marisol, en entrevista, menciona que para ella el “por ciento” significa “pues que le
rebajan, ;no?, el precio”.

23 No obstante, cabe aclarar que el uso de la division es, hasta cierto punto, congruente con lo que
hace Diana cuando la fracciéon correspondiente es unitaria: al fijarse en el nUmero de veces que
cabe 20 en 100 esta, implicitamente, poniendo en juego una divisiébn. Después, cuando el
porcentaje no corresponde a un divisor de 100, ella utiliza explicitamente la divisidn pero se
equivoca al incorporar el nuevo dato (200) en lugar de 100, y al tomar el resultado de su divisién
como respuesta, absoluta, y no como la parte del entero que hay que tomar.



menores al 100%. Miguel Angel toma como respuesta una de las cantidades iniciales,

eliminando un cero, propone el 75%.

En la tarea de tipo 3 (Si 25 es el 5% ¢ Cuanto es el 100%?) se refleja en mayor
medida la interpretacién del porcentaje como cantidad absoluta, en las respuestas de
alumnos que suman o restan el 5% —una cantidad relativa— a 25 —una cantidad
absoluta—, respondiendo “30” o “20”. Notemos que en el segundo caso proponen como

100% a un numero (el 20) menor que 25, el cual representa el 5%.
e Eltipo de instrumento

En el cuestionario, Diana resuelve la mayoria de los reactivos como si el
porcentaje fuera una cantidad absoluta, una medida; en particular, para aplicar un
porcentaje, lo resta a la cantidad inicial. En cambio, en una entrevista posterior, al
preguntarle cuanto se debe pagar por una camiseta que cuesta $200 pero esta al 50%,
responde, en tono de pregunta: “(200) se dividiria entre 50 4no?”. En este caso los dos
conocimientos son incorrectos, pero el que aplica en la entrevista no parece apelar a una

interpretacion del porcentaje como cantidad absoluta.

Asi, estos alumnos ponen en juego conocimientos correctos bajo ciertas
caracteristicas de las tareas, y cuando estas caracteristicas cambian, fracasan al utilizar
algunos de los siguientes recursos: utilizan operaciones no pertinentes?*, manipulan el
porcentaje como cantidad absoluta, emplean incorrectamente procedimientos

generalmente algoritmicos, responden al azar, o no responden.

Usos limitados y mecanicos de algoritmos

Encontramos tres algoritmos diferentes puestos en juego por los estudiantes. Uno de ellos
es la regla de tres, otro consiste en multiplicar el porcentaje por la cantidad inicial y dividir
entre 100 y al tercero le llamaremos “multiplicar por el operador decimal” que consiste en
multiplicar la cantidad inicial por el porcentaje y luego colocar el punto decimal en el

resultado, dos lugares a la derecha.

24 Es decir, realizan una de las cuatro operaciones basicas, en general la division, y toman el
resultado obtenido como la respuesta al reactivo. Este error parece responder a un intento fallido
de recordar un algoritmo para aplicar porcentajes del que alguna vez se dispuso, 0 bien a la
creencia de que las tareas matematicas frecuentemente se resuelven a partir de técnicas
previamente ensefiadas. Algunos incluso hacen varias operaciones con los dos datos conocidos y
eligen uno de los resultados obtenidos. Mostraremos con detalle un ejemplo mas adelante.



Entre los alumnos que recurrieron a estas técnicas hay diez de cada grupo que

tuvieron varias de las dificultades que a continuacion describimos:
o Errores al llevar a cabo las operaciones

Ciertos estudiantes cometieron errores de calculo al seguir las reglas de los

algoritmos, sobre todo al efectuar las divisiones.



¢ Olvido de las reglas que constituyen los algoritmos

Algunos se equivocaron al emplear el operador decimal cuando el porcentaje
era menor a 10% (8% de 250), pues multiplicaron por .8 y no por .08, obteniendo el
80% en lugar del 8%. Isabel uso la regla de tres, pero en dos reactivos dividié cuando
debia multiplicar y viceversa. Néstor y Miguel plantearon de manera incorrecta la regla
de tres al no acomodar en cada columna o en cada renglon cantidades del mismo tipo

(porcentajes con porcentajes, precios con precios).

Fernanda ensayo diferentes algoritmos, éstos eran a veces correctos y a veces no:
por ejemplo, para calcular el 30% de 200 utilizé6 el operador decimal y por otro lado
multiplicé 200 por 30 y luego dividié entre 100, obteniendo el mismo resultado. Ademas,
dividio los dos datos, aparte multiplicé 200 por 10 y dividié el resultado entre 100. En este
reactivo proporcioné la respuesta correcta, sin embargo en los siguientes tres utilizé el
ultimo algoritmo descrito, es decir, cambié el porcentaje por el numero 10, obteniendo

resultados erréoneos.
e Falta de control de los resultados obtenidos

Los dos tipos de dificultades que hemos descrito sugieren que, con pocas
excepciones, estos alumnos ejercieron poco control sobre sus resultados, pues estos
errores frecuentemente produjeron respuestas que no eran factibles. Por ejemplo, la
equivocacion al acomodar el punto decimal ocasion6 que se propusiera 200 como

solucion, un numero demasiado grande para corresponder al 8% de 250.
o Extension de los algoritmos a tareas en las que no son pertinentes

Algunos extendieron el uso de la técnica del operador decimal a los tipos de tareas
2 y 3, que ya no pertenecen al campo de problemas que pueden resolverse utilizandola
directamente. Por ejemplo, para encontrar el precio original de una blusa sabiendo que el
5% de recargo es $25, tres estudiantes multiplicaron 25 por 0.5. Uno de ellos dio como
respuesta el resultado obtenido: 12.5, es decir, dio un precio para la blusa menor que los
25 pesos del recargo. Otros, después de aplicar el algoritmo hicieron otra operacion, por
ejemplo, una alumna, como buscando que el resultado fuese factible, hizo una suma: 12.5

mas 25, y su respuesta fue 37.5.

Andrea incluso utilizé el algoritmo cuando tenia que decidir entre un descuento del
25% y uno de $100: multiplicé 100 por 0.25.



¢ Dificultad para resolver tareas en las que no se puede recurrir a un algoritmo

Varios estudiantes acertaron practicamente soélo en algunos de los reactivos que
implican aplicar porcentajes a cantidades, logrando un desempefio muy pobre en los que
involucran a la nocién de razén y en los tipos de tareas 2 y 3. Incluso llegaron a responder
ciertos reactivos como si el porcentaje fuera una cantidad absoluta, al optar por un
descuento de $100 frente a uno de 25% “porque seria pagar menos”, o al restar o sumar
los datos en los tres principales tipos de tareas cuando no aplicaron un algoritmo, entre

otros.

Llama la atencién que Maria José empled el algoritmo pero no le parece un
conocimiento util, pues al elegir entre los dos descuentos prefirié los $100 porque el

25% es dificil de calcular.

Usos flexibles de los algoritmos

Algunos alumnos —dos de 31 en el grupo 1 y ocho de 28 en el grupo 2— aunque
cometieron a veces errores como los recién descritos, mostraron un uso de los algoritmos
adecuado y flexible. En general acertaron siempre que se pedia aplicar porcentajes y
también emplearon correctamente los algoritmos en al menos uno de los tipos de tareas 2
y 3.

Cirse fue la unica alumna del grupo 1 que logré extender con éxito el operador
decimal al tipo de tarea 2 (;,Qué porcentaje representan 40 de 200, 150 de 750 y 240 de
12007) Al parecer estimo que el porcentaje seria el 20%, y después comprobd aplicando

dicho porcentaje a una de las cantidades iniciales (200), con el algoritmo.

Eduardo, del grupo 2, también utilizé el operador decimal en la tarea de tipo 3 (si
25 es el 5% ¢cuanto es el 100%7?). En su cuestionario tenia escritas las siguientes

operaciones, aunque no en el orden en que las presentamos aqui:

(1) Intento de recurrir a la regla de tres (2) Técnica CP-i
p p—— 5% 9
375
2
i 100 3)2500 250
6 2050 125

(3) Uso del operador decimal

99 375 500
x.05 . x .05 . x .05 .



4.95 18.75 25.00

Al parecer intenté primero aplicar una regla de tres, pero tuvo dificultades al hacer
la division (1). Después posiblemente encontré que si 5% es 25, entonces 25% es 125 a
través de CP-i y, mediante el mismo procedimiento, duplic6 dos veces para tener que
50% es 250 y 75% es 375 (2). Quizas no se sentia muy seguro de su técnica, pues
finalmente recurrié al operador decimal, estimando la cantidad inicial con aproximaciones
sucesivas, o bien aplicandolo a las cantidades que obtuvo mediante CP-i, para confirmar
su resultado (3). Si bien Eduardo muestra no disponer de una técnica para las tareas de
tipo 3, también pone de manifiesto su buena comprensién de la nocion y la disponibilidad
de varias herramientas. Es capaz de detectar su error en el primer algoritmo y de ajustar

el segundo para volverlo utilizable en una tarea en la que su aplicacién no es directa.

No obstante, entre los alumnos del grupo 2 que acertaron ya sea en la tarea de
tipo 2 o0 en la de tipo 3, encontramos principalmente el procedimiento de la regla de tres.

Rafael usé esta técnica de la siguiente manera:

Reactivo 9: ; Qué porcentaje representan 40 de 200, 150 de 750 y 240 de 12007

(1) $200  100% x191% )
$40 2% 200 2001400
000
2) $750 100% 20
150 o 750)15000
....000
...... 00
(3) $1200  100% 20
1200124000
20%
$240 ° ..000

Varios de estos alumnos obtuvieron un buen desempefio en los reactivos
que implican a la nocion de razén. Fueron de los pocos que obtuvieron un

desempefio general elevado.



Procedimientos no candénicos
Finalmente, cuatro de 31 alumnos del grupo 1 y seis de 28 del grupo 2 pusieron en juego
técnicas no algoritmicas para resolver al menos el primer tipo de tareas. Como veremos,
estas técnicas tienen distintas ventajas y limitaciones: casi todas tienen un alcance
restringido, pero en todas se conserva el sentido.
¢ Uso de graficas circulares
Dos alumnos del grupo 1 representaron con bastante precision en una grafica
circular a los porcentajes. Veamos con cierto detenimiento el caso de Miriam, interesante
por poder mostrar una relacion diversa, no simple, entre los registros grafico y numérico?.

Para calcular el 40% de 50, hizo lo siguiente:

40
50

Sin embargo, no aproveché esta representacion para construir una técnica util en
el plano numérico: aun cuando se trataba del 25%, el unico caso en que pudo representar
el porcentaje de manera exacta mediante la grafica, al pasar al plano numérico se limité a
dividir los datos tomando al cociente por resultado. Al parecer, ella tomé a la divisién
como un algoritmo, aunque no tenia relacion con la representacién grafica que propuso.
Al igual que los alumnos que demostraron poder aplicar un porcentaje Unicamente a
superficies de rectangulos, Miriam mostré saber algo sobre el porcentaje cuando las
medidas y los porcentajes eran representados graficamente. En una entrevista posterior a
la resolucion del cuestionario recurrié al mismo procedimiento cuando se le pidié que
calculara cuanto hay que pagar por una grabadora que cuesta $200 pero se ofrece al 30%

de descuento. Al explicar parte de su procedimiento, mencioné que “el precio total de la

23 Este tipo de resoluciones, como las que mostraremos de Miriam, en las que los alumnos muestran un
buen dominio del registro grafico y en ocasiones logran recuperarlo en el numérico para resolver
algunas dificultades en este registro, nos llevaron a conferirle cierto peso al registro grafico como un
posible recurso de validacion en el disefio de las situaciones didacticas que se analizan en el siguiente
capitulo.



grabadora es el 100%” y que “es como si fuera el precio de la grabadora, los 200, éste
(sefalando la grafica circular completa) es el precio de la grabadora”, con lo que dejo ver
que identificaba al 100% con la cantidad inicial y a ésta con la superficie completa.

Su procedimiento muestra que ademas ella logré establecer una relacion
proporcional entre las partes de la figura y los numeros del 1 al 100, —tarea nada sencilla:
varias veces borraba tanto las porciones que marcaba del circulo como los porcentajes
que les asignaba— pues marco una parte de la superficie cercana a la tercera parte, a la
que le asignoé el 30%, porque “éste (sefialando la grafica circular completa) es el precio de
la grabadora, menos el 30% entonces ESTO es lo que cuesta la grabadora (sefialando la
parte de la grafica correspondiente al 70%)”. Asi, mostré saber también que el precio a
pagar es representado por la parte de la grafica complementaria a la que corresponde al
30%, por lo que su déficit reside en la técnica numérica: para representar el 30% en la
superficie tom¢ la tercera parte de ésta, pero no pensoé en dividir 200 entre 3 para calcular
numéricamente el 30%. La entrevista sugiere que esta posibilidad se inhibié ante la
certeza de que el problema tendria que resolverse utilizando alguna de las operaciones
basicas, pues ella afirmé que “no puede ser una resta, entonces una division”. Tal vez la
representacion grafica le ayudd a ver que, entre las cuatro operaciones, la division es la
mas pertinente.

Asi, ella perdié el vinculo con el sentido logrado en lo grafico al pasar al plano
numérico, pero fue capaz de recuperarlo con otros casos mas sencillos, como el
siguiente:

Entrevistadora: si en este (...) terreno quiero cultivar el 25% (;hasta donde
llegaria lo cultivado?)

Miriam: seria la mitad de la mitad

Entrevistadora: (...) si (el terreno) mide 800 metros cuadrados ;cuanto mide la
parte cultivada?

Miriam: 200, porque el terreno en total seria 800, entonces la mitad de
800 es 400 y la mitad de 400 seria 200

Y en otro caso logro establecer una correspondencia parcial:

Entrevistadora: ¢ si te pido que marques el 70%?

Miriam: (estimé6 correctamente una porcion del rectangulo, haciendo una
marca primero en la mitad y luego tomando un pedazo mas
grande)

Entrevistadora:  ;Por qué?

Miriam: si el terreno en total mide 100, la mitad seria 50, a los 50 le

tendria que aumentar otros 20
Entrevistadora:  si todo este terreno mide 300 metros cuadrados, ¢;Cuanto seria
el 70%? ¢;Cuanto mediria?
()



Miriam: ciento setenta

Entrevistadora:  ;por qué?

Miriam: por... el terreno mide 300, la mitad son 150 pero a esa mitad le
voy a aumentar los 20 que es la diferencia

Asi, al 50% calculado correctamente, le agregd 20 metros cuadrados —cantidad
absoluta—, como si correspondieran al 20%, quizas debido a que en las superficies este
procedimiento es certero: el rectdngulo completo se piensa como 100, de los cuales hay
que tomar 20 para marcar el 20%.

En el resto de los reactivos del cuestionario s6lo acerté parcialmente en el Unico
que no involucraba cantidades discretas sino representaciones graficas. Esto parece
confirmar que sus conocimientos sobre el porcentaje estan muy asidos al registro grafico.

Cabe mencionar que también es posible que la representacion grafica responda a
una exigencia de su maestro, aunque para ella no tenga un sentido lo suficientemente
establecido para traducirla en estrategia para el plano numérico. De cualquier manera, los
errores parecen provenir del fuerte peso que ella le otorga al contrato didactico (es decir, a
la expectativa de usar una de las cuatro operaciones basicas, y quizas también de emplear
gréficas).

e Técnica CC%*

Al parecer dos alumnos del grupo 2, Waldo y Felipe, apelaron a una definicion del
porcentaje como una razon «tantos de cada 100» al recurrir a la relacién de
proporcionalidad que se deriva de ella. Veamos el caso de Waldo, quien utilizé tanto las

relaciones internas como la externa:

Reactivo 6 (25% de 128) Reactivo 7 (8% de 250)
Combinacion de CC-iy CC-e: Técnica CC-i:
128 250
100 > 25 100 > 8%,
28 > 7 100 > 8%
R = 32 personas R = 20 personas

En el reactivo 6, quizas, identificd que 25 es la cuarta parte de 100 (razén externa),
por lo que tomé la cuarta parte de 28, que es 7, para después sumar 25 y 7 (relacion

interna). En el reactivo 7, aunque no aparece explicitamente la relacion «de 50 se toman

26 Consiste en establecer una relacion de proporcionalidad a partir de la razon determinada por el
porcentaje en cuestion (por ejemplo, “20 de cada 100”), utilizando las relaciones internas o la
externa.



4», pensamos que la utilizé para calcular cuanto se toma de 250. Llama la atenciéon que
haya tachado el signo %, quizds porque ya no estaba pensando en el porcentaje sino en
la razén «8 de cada 100». Es interesante el hecho de que este alumno al parecer utilizd
CC-i en el reactivo 7 y no en el 5 (40% de 50), a pesar de que las relaciones internas son
mas complicadas en aquél. En dicho reactivo, estimé “como 23 6 24”, no sabemos cémo

lo hizo.

Si bien Waldo y Felipe mostraron poder usar el procedimiento CC en la tarea 1, no
lo hicieron para resolver los reactivos de las tareas tipo 2 y 3, en los que sin embargo los
datos facilitan dicho procedimiento. En la tarea de tipo 3 (Si 25 es el 5% ¢Cuanto es el
100%7?), Waldo intent6 plantear una regla de tres identificando erréneamente a $25 con el
100%, pero abandond la estrategia, y explicd que “al precio original que seria el 100% se
le agrega 5%”. En la tarea de tipo 2 (¢, Qué porcentaje representan 40 de 200, 150 de 750
y 240 de 12007?) acert6 a partir de dos reglas de tres —con una encontré qué porcentaje
es 150 de 750 y con la otra 240 de 1200—, y quizas calcul6 mentalmente el porcentaje
que representa 40 de 200. Felipe, en ambos reactivos proporcioné respuestas incorrectas.
El hecho de que estos alumnos no hayan logrado adaptar a los tipos de tareas 2 y 3 el
procedimiento que utilizan exitosamente para aplicar porcentajes sugiere que en dichas
tareas es mas dificil establecer las relaciones entre los datos.

e Técnica CP-i¥’

De los procedimientos no candnicos a los que recurrieron los alumnos, el mas
utilizado fue la técnica CP-i, al que recurrieron dos alumnos del grupo 1 y cuatro del grupo
2. Esta técnica aparece en distintas variantes que presentamos a continuacion. Las
ejemplificaremos separadamente, aunque en ocasiones una resolucién combina distintas
variantes:

- Técnica CP-i calculando mitades, dobles, sumas y estimando después.

Respecto a la tarea de aplicar porcentajes a cantidades, ejemplificaremos esta

variante de la técnica con el reactivo en el que las relaciones resultaron mas complicadas.
Reactivo 7 (8% de 250):
Juan Carlos Luis Alejandro

250 100% 250 100

27 Consiste en identificar a la cantidad inicial con el 100% y a partir de ahi establecer una relacion
de proporcionalidad utilizando las relaciones internas.



2 125 50% 2 125 50

2 625 25% 2 625 25
31.25 125
15.75 6.25

Juan Carlos, aunque no mostré el procedimiento, en una entrevista posterior dejo
ver que utilizé las relaciones que acabamos de plantear: “250 entre 2, son 125, (...) seria
el 50 (%), y (...) 125 entre 2, 62.5, ese es el 25 (%), y ya de aqui (inaudible)”. Luego
estimé el 8%, proponiendo un rango —‘de 10 a 20"— en el que efectivamente se
encuentra la respuesta exacta. A partir de esta estimacion, logré hacer otras utilizando las
relaciones internas, como la que plante6 para el 10% de 500: “como es de 500, no puedo
decir de 10 a 20 porque es mas (...) seria lo doble (...) como de 20 a 50”.

Luis Alejandro respondié de manera similar: estim6 el numero 17, quizas buscando

un numero entre el 6.25% y el 12.5%.

Respecto a los otros dos tipos de tareas, mostraremos dos ejemplos. En la tarea
de tipo 2 (¢ Qué porcentaje es 40 de 200...7) Luis Alejandro anoto los datos 120, 24, 48,
96,... y no encontrd una solucién. Tal vez tomd a 240 como el 100%, y en consecuencia,
120 y 24 como el 50% y 10%, respectivamente, es decir, intentd fallidamente utilizar de
nuevo la técnica CP-i. Si hubiera identificado a 200 con el 100% las operaciones,

combinadas con una estimacion, habrian sido sencillas.

Por el contrario, Carolina utilizé correctamente la técnica en la tarea de tipo 3 (si 25

es el 5% ¢ Cuanto es el 100%7?) de la siguiente manera:

10% 50
20% 100
30% 150
40% 200
50% 250

Respuesta: $500
Estas resoluciones nos muestran un uso restringido de la técnica, pues en general
sblo se calculan mitades, dobles y sumas. La técnica podria ser mas eficiente si se

utilizaran otros operadores enteros, ademas de 2y 2.

Sin embargo, la resolucion de Carolina deja ver al mismo tiempo que, cuando se
logran establecer las relaciones entre los datos, la técnica puede ser poderosa: ella logré
el mejor desempeio entre los alumnos del grupo 1, lo cual puede atribuirse en parte a

tener acceso a la resolucion de ciertos tipos de tareas que los demas —por ejemplo, la



mayoria de quienes aplican un algoritmo para calcular un porcentaje— no pudieron

abordar.

- Técnica CP-i, disminuyendo los porcentajes de n en n y las cantidades de m en
m
Esta variante fue utilizada por Juan Carlos para aplicar el 40% a 50. En el

cuestionario escribi6 lo siguiente:



? %

50 100
40 80
30 60
20 40
10 20
0 0

Durante una entrevista posterior explicé que disminuia las cantidades de 10 en 10
y los porcentajes de 20% en 20%, hasta obtener O en ambas columnas. Aunque no es
claro cémo determina los numeros 10 y 20, es decir, cdmo encuentra el tamafio de las
disminuciones constantes que permiten llegar al 0 en el mismo momento en las dos
columnas, la manera de encontrar el 42%, también de 50, ayuda a entenderlo: sabiendo
que 25 es el 50% y 20 el 40%, determina que el 42% “serian 21 (porque) del 1 al 5 cada
(inaudible) valga 2 por 2, 4, 6, 8, 10 para que lleguen en 5 al 50 (...) del 20 al 25 le voy
subiendo un 2% (...) 21 seria 42, 22 (seria) 44, ...”. Es decir, encuentra que en 5
aumentos de 1 en 1 transita del 20 al 25, asi que debe encontrar una cantidad que,

aumentada 5 veces al 40, permita llegar a 50, esa cantidad es 2.

En el tipo de tarea 3 hizo algo similar para encontrar la cantidad inicial: sabiendo
que el 5% es 25, aumentd los porcentajes de 5% en 5% y las cantidades de 25 en 25,
hasta encontrar el 100%: “tiene que llegar hasta el 100% (...) porque el 100% es la
(cantidad) total”, “el 5 vale 25, el 10 vale 50, como es lo doble pues también lo doble, el 15
ha de ser 75, el 20 son 100, el 25 son 125...", es decir, “sumo 25, porque como estoy
(sumando) 5 pues debo de sumar 25 que es de aqui”. Después de calcular el 50% acorta

el trayecto: “ya para el 100 pues es lo doble aqui van a ser 500 pesos”.
- Técnica CP-i, a partir del calculo del 10%

Esta variante se puede ver en resoluciones como las siguientes, que

corresponden al reactivo 4 (30% de 200):

Melisa Mariana

10% =20 10% 20% 30% [40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

30% =60 20 20 20 |20 20 20 20 20 20 20




En el reactivo 7 (8% de 250), dos alumnos encontraron una buena aproximacion al
resultado exacto, al parecer calculando el 10% y después eligiendo un numero menor a

7

él.

En algunos casos se puede percibir un aferramiento a esta variante, quizas por no
conocer otra. Por ejemplo, Jorge Liber parte del calculo del 10% para determinar el 25%
de 128, aun cuando no es entero y su resolucion se vuelve muy complicada, y no piensa

en tomar la cuarta parte de 128.

Ninguno de los alumnos que recurrieron a la estrategia de partir del calculo del
10% logré extrapolarla a los reactivos que corresponden a los tipos de tareas 2 y 3.
Mariana establecié correctamente las relaciones entre los datos en la tarea de tipo 3 (si 25
es el 5% ¢ Cuanto es el 100%7?):

5% > 25
9%5% 2> x

Sin embargo, no efectud las operaciones que corresponden a la aplicacion de la regla de

tres.

Primer comentario parcial

Algunos alumnos disponen de cierto repertorio de técnicas que utilizan en distintas
situaciones. Por ejemplo pueden recurrir al operador fraccionario cuando éste es facil de
determinar y partir del calculo del 10% en los otros casos, o bien emplear una técnica no

candnica en el primer tipo de tareas y la regla de tres en los otros dos.

Por el contrario, otros alumnos disponen de una sola técnica que les funciona en
cierto campo de tareas pero no logran hacer demasiado fuera de él. Esto sucede con
algunos alumnos que utilizan el operador decimal —so6lo aciertan en el primer tipo de
tareas, y cuando el porcentaje es mayor al 10% y menor al 100%—, y también con
estudiantes que recurren a alguna técnica no canénica. Por ejemplo, Felipe recurre a la
técnica CC-i, unicamente cuando la razén interna es entera y facil de encontrar, pero no
resuelve cuando no es el caso. Asi, varios alumnos utilizan ciertas variantes de las técnicas
no canonicas de una manera restringida, ya sea al calculo del 10%, o al uso de mitades,
dobles y sumas, entre otros, pero cuando las variables numéricas exigen una modificacién
en la técnica no logran hacerlo. En particular, llama la atenciéon que no haya aparecido la
técnica del valor unitario, la cual frecuentemente se pone en juego en tareas de
proporcionalidad. Quizas esto se debe a que esta variante de las técnicas CP-i o CC-i exige

un grado de sistematizacion importante sobre las que utilizan los estudiantes, al punto de



volverlas algoritmos que permiten resolver los tres tipos de tareas sin importar cuales sean
los datos: al menos requiere el uso de operadores internos mas complejos que los que ellos

emplean (2, 1/10, etc.)

Es posible que la rigidez en el uso de las técnicas no candnicas que muestran
algunos estudiantes se deba en parte a que éstas no encuentran cabida en la clase de
matematicas. Por ejemplo, durante una entrevista, Juan Carlos —quien empleé la técnica
CP-i— hizo explicito un aprendizaje extraescolar: “es que cuando va mi mama (...) al super
(...) le ayudo”. Por otro lado, también dejo ver su inseguridad en relacion al uso de sus
procedimientos: varias veces asegurd no saber casi nada del porcentaje, como
disculpandose, y en el cuestionario borrd sus anotaciones para dejar escritas solamente las

respuestas.

Ademas, llama la atencién el que los alumnos no hayan utilizado las técnicas no
canonicas con las resolvieron las tareas de tipo 1 (aplicar porcentajes), para resolver los
tipos de tareas 2 y 3, sobre todo en los casos en que las operaciones habrian resultado
sencillas. Esto muestra que la adaptacion que requiere una técnica que se ha usado en el
tipo 1 de tareas, para poder funcionar en los tipos de tareas 2 y 3, por pequena que sea,
no es trivial. El principal reto es poder establecer con claridad las nuevas relaciones entre
los datos. La dificultad para abordar los tipos de tareas 2 y 3 también puede deberse a
una escasa presencia de estas tareas en la ensefianza, como pensamos que sucede con
las técnicas no candnicas. Ambas cuestiones estan vinculadas: la exploracion de un

reducido numero de tipos de tareas disminuye la necesidad de robustecer las técnicas.

Nos interesa mencionar también que las cinco categorias que presentamos no
separan a los alumnos en clases disjuntas pues algunos utilizaron procedimientos que
presentan mas de una de las caracteristicas que utilizamos para determinar dichas
categorias. Por ejemplo, algunos de los alumnos que emplearon erroneamente o de forma
limitada y mecanica un algoritmo también manifestaron una coexistencia de
conocimientos correctos y erroneos relativos al porcentaje. Otro caso que quizas parezca
contradictorio, es el de aquellos alumnos que mostraron un uso flexible de un algoritmo,
por ejemplo al ser capaces de emplearlo en la tarea de tipo 2, pero al mismo tiempo
reflejaron dificultades con su uso al aplicar el 8%, obteniendo un resultado demasiado
grande y sin cuestionarse su factibilidad. Mas adelante veremos que también se observa

cierta irregularidad o disparidad en los resultados cuando se comparan los que obtuvieron



los alumnos en los tres tipos de basicos de tarea con los que obtuvieron en los reactivos

que involucran a la nocién de razén o a porcentajes mayores al 100%.

2.3.2 La nocion de razon y el porcentaje

En el cuestionario se planted un reactivo para explorar en qué medida los alumnos ponen
en juego la nocion de razén en una situacion de comparacion relativamente sencilla, y dos
reactivos mas para explorar la comprensién de dos aspectos distintos de la nocién de
porcentaje vinculados a la razon: en el reactivo 2 se enfatiza el porcentaje como una
aplicacion creciente, que depende de la cantidad inicial, a diferencia de una cantidad
absoluta. Y el reactivo 8 pone en juego una condicion mas fuerte del porcentaje, es una

razdn que se mantiene constante entre dos conjuntos de cantidades.

A continuacién analizaremos los tipos de resoluciones que proporcionaron los
estudiantes en cada reactivo. Se analizan los tres reactivos por separado porque no
encontramos una correlacion clara entre ellos, lo cual probablemente se debe a que los

tres reactivos exploran distintos rasgos de las razones y el porcentaje.

Reactivo 1: la nocion de razén

“En una escuela, se pidi6 a los alumnos que cooperaran para la fiesta de fin de
cursos. Después se reporto la siguiente informacion en el periédico mural:

Cooperacion

M 60 primaria

O 10 secundaria

Grupo Total de alumnos Total de cooperacion
6° primaria 150 $ 800
1° secundaria 60 $ 400

Juan dice que los de primero de secundaria son muy tacafios. Pedro no esta de
acuerdo con lo que dice Juan. ;Cual es tu opinion? ;Por qué?”

El siguiente resumen da una idea general de los resultados. Enseguida los

comentamos con mas detalle.

Grupo 1 Grupo 2

Consideran la nocién de Comparacién cuantitativa: 3/31 12/28
razon determinando el tamafio de




las razones

Estimacion y comparacién 17/31 8/28
cualitativa de las razones
Indecisién entre considerar las razones o comparar 1/31 1/28
cantidades absolutas.
Comparacion de las cantidades absolutas y no de las 4/31 3/28
razones
Resolucién basada en el contexto, dejando de lado las 6/31 4/28

relaciones en juego.




Comparacion cuantitativa: determinando el tamario de las razones

Hubo tres de 31 alumnos del grupo 1 y 12 de 28 del grupo 2 que resolvieron
correctamente el reactivo. Algunos de ellos compararon los dos valores unitarios, es decir,

en los dos casos dividieron para calcular la cooperacion por persona.

Otros alumnos construyeron una razén equivalente a una de las razones dadas
para comparar dos razones con el mismo antecedente o consecuente, por ejemplo: “no
porque los (...) de 6° dieron el doble pero son mas del doble” o “pienso que si hubieran
sido la misma cantidad de alumnos de primaria y secundaria hubieran ganado los de

secundaria”?,
Estimacion y comparacion cualitativa de las razones

Algunos estudiantes —17 de 31 del grupo 1 y 8 de 28 del grupo 2— respondieron que los
de sexto de primaria “dieron mas porque son mas”, es decir, compararon cualitativamente
las dos razones, pero no verificaron numéricamente. Este argumento no da cuenta de una

condicion suficiente pero si de una condicion necesaria.

Las respuestas de dos alumnos sugieren que en ocasiones la falta de una
comparacion cuantitativa puede deberse a una dificultad con los calculos numéricos y no
a que consideran que basta con la comparacion cualitativa. Por ejemplo, Santiago intentd
determinar los dos valores unitarios —quizas porque sabia que su argumento era correcto
pero insuficiente, o bien porque simplemente queria reforzarlo. Al parecer desistio, tal vez

debido a que encontré dificultades al dividir.

También consideramos en esta categoria las respuestas de Loredo y Fabricio,
quienes, si bien obviaron el numero de estudiantes, tomaron en consideracién dos
razones: Fabricio opina que “los de la secundaria gastan mas porque dan muy caro todo y
en la primaria mas barato por eso digo que esta bien”. Es decir, compara las razones
entre el dinero cooperado para la fiesta y el dinero del que cada generacién dispone,
considerando las diferencias en los precios de los productos. Loredo concluye que “si

(son tacafos los de secundaria) porque en la secundaria te dan mas dinero”.

28 Cabe mencionar que en ocasiones las respuestas se formularon de una manera poco clara,
como: “no son tacafios porque pusieron mas dinero”, o “yo digo que mejor les hubiera tocado la
mitad para que no hubiera protestas”. No obstante, nos parece que si reflejan una conclusion que
paso6 por una comparacion numérica de las razones.



Indecision entre comparar razones o comparar cantidades

A esta categoria pertenece un estudiante de cada grupo. Veamos la respuesta de Ana
Carla, que es la mas clara: no pudo tomar una decision, pues, por un lado “si pudieron
haber dado mas, es mucha diferencia de $800 a $400”, y por otro “en la secundaria hay

menos (alumnos) que en la primaria”.
Comparacion de las cantidades absolutas y no de las razones

Hubo estudiantes —cuatro de 31 del grupo 1 y tres de 28 del grupo 2— que opinaron
que Juan tenia razén, argumentando por ejemplo “que si son muy tacafios porque
juntaron la mitad del dinero” o que “los de secundaria pusieron aproximadamente 40% y
los de primaria el resto”, lo cual sugiere que es posible saber usar un porcentaje y no
por ello visualizar las razones. Estos alumnos no compararon las razones, solo tomaron

en cuenta una de las magnitudes, la del dinero.
Resolucion basada en el contexto, dejando de lado las relaciones en juego.

Algunos alumnos —seis de 31 del grupo 1 y cuatro de 28 del grupo 2— respondieron
apelando a elementos del contexto y no a las relaciones entre los datos que nosotros
pretendiamos que consideraran. Esgrimieron argumentos como “hay familias que no
tienen ese dinero o por que no quieren gastar’ o bien “cada quien coopera con lo que

quiere, si primero no quiso cooperar que bien y si hubieran querido también”.

Reactivo 2: el porcentaje como cantidad relativa

“Si vas a una tienda, ;Qué preferirias, que te dieran el 25% de descuento o que te
descontaran $100 del total de tus compras? Explica por qué”

La resolucion de este reactivo implica la comparacion de 25% con 100, es decir, de una
cantidad relativa con una cantidad absoluta. Nos interesaba ver si los alumnos
consideraban o no al porcentaje como una aplicacion que varia, que depende de la

cantidad inicial, aunque no logramos dilucidar esto con seguridad.

Clasificamos los procedimientos en dos grandes grupos: aquellos que parecen
distinguir entre cantidades absolutas y relativas (vinculando al 25% con las segundas), y
aquellos que tratan al 25% y $100 como si fueran cantidades del mismo tipo, las dos
absolutas o las dos relativas. Algunos procedimientos no fueron clasificados debido a que

la informacion sobre ellos es insuficiente.



Grupo 1 Grupo 2
e La mejor oferta depende de la | 5/31 13/28
cantidad (*)
e Preferencia por un descuento que | 5/31 6/28
1. Establecen varia en forma creciente frente a
. distinciones entre Hno coonstante : . 4731 2
cantidades absolutas y | * El 25/0 ?s aplicable a cualquier | 4/3 3/28
relativas cantidad (, ) -
e Preferencia por el trato mas claro (*) | 1/31 1/28
Sub total 15/31 23/28
2. No hay distincién entre | e Interpretacion del porcentaje como | 6/31 2/28
los dos tipos de cantidad absoluta, o de la cantidad
cantidades absoluta como relativa
e Resolucion a partir de un caso | 3/31 2/28
3. No se puede saber particular
e Argumentos no claros 7/31 1/28

(*) En el caso de estos dos procedimientos, hay elementos para suponer que consideran que el
25% constituye una cantidad relativa, pero esto no es seguro.

Procedimientos en los que se establecen distinciones entre cantidades absolutas y

relativas

e [ a mejor oferta depende de la cantidad

En esta categoria agrupamos a los alumnos —5 de 31 del grupo 1 y 13 de 28 del grupo
2— que, aun cuando en ocasiones eligieron el 25%, o los 100 pesos, o bien mencionaron
que “en general sale lo mismo®”, aclararon que “depende de la compra que hayas

hecho”, “porque dependiendo de los productos que compre pero también me serviria el
25%"0,

Algunos estudiantes justificaron el argumento de que la mejor opcién depende del
precio: cinco dieron un ejemplo en el que conviene mas el 25% y otro en el que es mejor
un descuento de $100, uno de los cuales cometié ciertos errores: “por ejemplo si una
camisa cuesta 100 pesos te rebajan el 25% y si cuesta 400 pesos te pueden descontar
100 pesos a mi me da igual”. El no notd6 que los ejemplos que escogié no son
afortunados, pues si la camisa cuesta 100 pesos conviene mas $100 de descuento, y si
cuesta $400 ambos coinciden. Quizds no puso mucho cuidado en asegurar que sus

ejemplos fueran adecuados pues tenia seguridad de que su razonamiento lo era. Dos

2 Estos alumnos hicieron una generalizacion a partir de probar las dos opciones con un precio de $400.
30 Es posible entonces que la eleccién de una de las dos opciones haya sido un efecto del contrato
didactico: consideraron que no podian dar como respuesta algo que no fuera una opcion planteada en el
reactivo.



estudiantes mas aludieron a los rangos de precios en los que cada opcién es preferible,
sin determinarlos con precision: “si vas a comprar mucho que te den el 25% pero si vas a
comprar poco los $100”. Ademas, Waldo explicé que “te quitan 25% por cada 100 de lo

que debes pagar” quizas aludiendo a la definicion del porcentaje como razén3'.

En otros casos las explicaciones fueron menos claras, como sucedié con Marisol
quien, en entrevista, varias veces respondié como si el porcentaje fuera absoluto e incluso
admitié que “casi no me acuerdo del porcentaje”. Esto sugiere que el mencionar —en el
reactivo que analizamos aqui— que “mhhh... pues... bueno es que seria dependiendo la
verdad” no necesariamente se debe a la consideracién de que la mejor opciéon no siempre
es la misma, ni de que el porcentaje es relativo y por lo tanto se debe conocer la cantidad a
la que se aplica. También puede obedecer a la necesidad de conocer la cantidad inicial
para resolver cualquier problema, como pensamos que les ocurre a algunos alumnos en el

tipo de tarea 3.

e Preferencia de una cantidad que varia en forma creciente frente una
cantidad constante

Hubo alumnos —cinco de 31 del grupo 1 y seis de 28 del grupo 2— que optaron por el

25%, lo que justificaron con argumentos como “porque el porcentaje es mayor”, “porque

LTS

es la tercera parte del costo” “porque es la mitad de la mitad”. Aunque uno de ellos
encontré un operador equivocado, al menos las ultimas dos respuestas sugieren que
estos alumnos repararon —aun cuando se les dificultara expresarlo— en que el
descuento de 25% constituye una parte, siempre la misma, del precio inicial, lo que
implica que aumenta conforme el precio crece, y esto no sucede con el descuento de
$100, por lo que la primera opcion es mas conveniente en mas ocasiones que la
segunda. Esto ultimo se percibe mas claramente en quienes argumentaron, por ejemplo,
que “si compras algo muy caro seria mejor que te dieran el 25% que te descontaran

$100".
e EI25% es aplicable a cualquier cantidad

Algunos estudiantes —cuatro del grupo 1 y uno del grupo 2— optaron por el 25% de
descuento al notar que “el 25% me lo van a dar en todo lo que compre”, o bien, que “no

te van a quitar $100 si es menos la compra”. Es decir, que en lugar de comparar el

31'Waldo utilizé la técnica CC al aplicar porcentajes. Esto aunado a la respuesta que proporciond en
este reactivo muestran su concepcion del porcentaje como razon.



tamano de los dos descuentos, descartaron el de $100 porque no es factible en

términos estrictos para cantidades menores a $100.

Por el contrario, Miguel optd por los 100 pesos: “si pagas menos de $100 yo creo
que te pueden dar lo restante (...) en cambio, si te dan el 25% (...) te quitan depende

cuanto cueste dicho producto”.

Aunque hicieron elecciones diferentes, los seis alumnos parten del mismo lugar: el
hecho de que el 25% es aplicable a cualquier cantidad, de la que siempre representa una

parte pero no el total, indujo a Miguel a elegir los $100 pesos y a los demas el 25%32.
e Preferencia por el trato mas claro

Maria José —del grupo 2— explicé que prefiere el trato mas claro, no el mas efectivo:
eligio los $100, “porque asi te puedes dar mejor cuenta de lo que te estan descontando
porque si te dicen que tiene el 25% de descuento tienes que hacer una operacion algo
dificil”. Diana —del grupo 1—, en entrevista, hizo la misma eleccion: “jay! es que para
sacar el porcentaje te digo que no se me da, entonces es mas facil los cien pesos”.
Aunque la respuesta deja ver que a Maria José y Diana les parece complicada la nocién
de porcentaje, al menos en este reactivo no parece estar operando una interpretaciéon

como cantidad absoluta, pues en ese caso la operacién “algo dificil” seria una resta.

Procedimientos en los que no hay distincion entre cantidades absolutas y relativas:
el porcentaje se interpreta como absoluto, o la cantidad absoluta como relativa.

Algunos estudiantes —seis de 31 del grupo 1 y dos de 28 del grupo 2— prefirieron los 100
pesos “porque es mas”. En una entrevista, José Luis eligio, en tres preguntas similares, el
numero mas grande: optd por un descuento de “cien pesos en mis compras” a uno del
25%, “porque ¢ es mas efectivo?” y, tanto al escoger entre un descuento del 30% y uno de
$75, como entre uno de $30 y uno del 75% —es decir, donde son los mismos numeros
pero se intercambian su cualidad de ser absolutos o relativos— se inclind por el 75.
Liliana, también en entrevista, opind que “es lo mismo” uno del 30% que uno de $30. Al
parecer, para estos alumnos no hay una distincion —de caracter matematico— entre los
signos % y $.

Por el contrario, Juan Antonio y Rosa respondieron que preferian el 100% “porque

me dan todo”, “asi no me cobrarian nada”, es decir, al parecer tomaron la cantidad

32 Aunque no puede descartarse la posibilidad de algunos hayan elegido el 25% pensando que es
equivalente a $25, descuento que es factible para mas cantidades que uno de $100.



absoluta como si fuera relativa, quizas para convertir un problema en el que es necesario
comparar dos cantidades de distinto tipo en uno que implica comparar dos del mismo tipo.
Procedimientos que no arrojan suficiente informacion: resolucion a partir de un
caso particular

Hubo alumnos —tres de 31 en el grupo 1 y dos de 28 en el grupo 2— que optaron ya sea
por el 25% o los 100 pesos después de elegir un precio hipotético. Algunos de ellos
aplicaron los dos descuentos al precio de base que propusieron y se decidieron por el que
resultd mas conveniente. Para un alumno basté aplicar el descuento de $100 pesos para
elegir ese descuento. Por alguna razén no considerd necesario aplicar el 25%. También
llama la atencion la respuesta de César, quien se decidid por el 25% a partir del caso
particular en el que los dos descuentos coinciden: “si el total de las compras es de $400 el
25% seria $100”. Sorprende que él no haya respondido que las dos opciones son

iguales.

Reactivo 8: el porcentaje como razén constante entre cantidades variables

“Maria prepara una bebida con concentrado de naranja “Florida 7” y un poco de
agua. Vende el agua en vasos de tres tamarios: chico, mediano y grande. En el
dibujo la parte oscura representa el concentrado y la parte blanca el agua.

chico

mediano

grande

1. ¢En cudl vaso usa mas concentrado? 2. ;En cual vaso el porcentaje de
concentrado es mayor? 3. ;En cual vaso la bebida sabe mas a naranja?”

Este reactivo pone en juego al porcentaje como una relacién entre una parte y un
todo que se mantiene constante cuando los totales varian. Clasificamos las soluciones en
tres grupos: en el primero agrupamos las respuestas que parecen considerar al
porcentaje como razéon —a veces de manera confusa—, en el segundo grupo estan las
que toman en cuenta la razén pero tratan al porcentaje como absoluto y en el tercer grupo

las respuestas en las que la razon no se considera, sélo una de las magnitudes.



La siguiente tabla resume los resultados:

Grupo 1 Grupo 2

e Las cantidades relativas se | 0/31 5/28
distinguen de las absolutas
1. Consideran al | ¢ Las tres preguntas se refieren a | 5/31 6/28
porcentaje como cantidades relativas
razon e Hay distincién entre cantidades | 3/31 5/28

absolutas y relativas pero se
expresa de manera poco clara

2. Distinguen al | e ElI porcentaje es visto como | 2/31 3/28
porcentaje de la absoluto pero la razén es constante
razén

3. No consideran las | e Las tres preguntas se refieren a | 12/31 6/28
razones, solo una de cantidades absolutas
las magnitudes o Respuestas azarosas 9/31 5/28

Veamos con mas detalle estas categorias:
Respuestas que consideran al porcentaje como razén:
e Las cantidades relativas se distinguen de las absolutas.

En el grupo 2 hubo cinco alumnos que acertaron en las tres preguntas: respondieron que el vaso

grande tiene mas concentrado y los tres tienen el mismo porcentaje de concentrado y saben igual.
e [ as tres preguntas se refieren a cantidades relativas

Algunos estudiantes —cinco de 31 del grupo 1 y seis de 28 del 2— respondieron «los tres
vasos» en todas las preguntas, algunos de los cuales dieron explicaciones que muestran
cierta claridad respecto a que tanto el porcentaje como el sabor se mantienen constantes en
los tres vasos: “a los vasos les estas poniendo la cantidad de naranja que corresponde al

tamano”.

Marisol, en entrevista, afirmd que “serian igual (...) porque... o sea todos este,
bueno no son del mismo tamafo pero tienen, este, % 4no?”. Hace explicito entonces que
el tamano cambia, pero la razén se mantiene, e incluso logra cuantificar esta ultima con
una fraccion. No obstante, después duda, afirma que el vaso grande tiene mayor
porcentaje de concentrado: “Este, porque,... porque... pues... creo que es porque... esta...
esta grande ;no?”. Pero inmediatamente después rectifica: “Me imagino. El vaso, pero no,
creo que me estoy confundiendo. (Silencio) creo que aqui si ya me confundi”. Asi, por un
momento la consideracion de las cantidades la hace dudar, pero vuelve a recuperar la
idea de razén. Da la impresién de que para hacerlo necesita tratar las tres preguntas de la

misma manera: no esta en condiciones de establecer distinciones cuando apenas esta



reparando en la razon. Y en esto se mantiene firme, vuelve a justificar apelando a la
fraccidn constante y a que se trata de la misma receta, la “misma bebida”:

Marisol: No porque o sea si aca (en la primera pregunta) estoy diciendo
que igual, o sea y si es igual, y aca (en la segunda pregunta)
dice que mas porcentaje de concentrado tiene entonces seria
también igual, porque... es como te digo son eh, % (...)

Entrevistadora: OK, ¢Y aca (en la tercera pregunta), del sabor?

Marisol: También serian igual porque los tres este serian, son de la
misma bebida ;no?

e Hay distincion entre cantidades absolutas y relativas pero se expresa de
manera poco clara

Ciertos estudiantes —tres del grupo 1 y cinco del grupo 2— parecen percibir que el
reactivo pone en juego distintos objetos —cantidades, porcentajes, razones— pero no

logran identificar con claridad en qué residen estas distinciones.

Entre las respuestas de estos alumnos destaca la de Edgar, quien escribe
“grande” en la primera y ultima preguntas, y “25%” en la segunda. Es decir, al parecer
sabe que el porcentaje de agua se mantiene constante en los tres vasos, pero no
considera las razones en la tercera pregunta, lo cual no deja de ser muy extrafo, ¢qué

significa para él «mismo porcentaje» si el sabor cambia?

En la explicacion de Mariana también se refleja cierta confusion. En las tres
preguntas escribe: “son la misma cantidad, las mismas porciones, no cambia el tamafio
del vaso. Si aumenta el tamafo del vaso aumenta el porcentaje, pero siempre es igual’.
Asi, no argument6 que aunque las cantidades varian el porcentaje se mantiene constante,

sino lo contrario, el porcentaje cambia y las cantidades no.

Estos alumnos parecen notar que hay algo que varia y algo que no, pero no logran

establecer con claridad esta distincion.

Respuestas que distinguen al porcentaje de la razon: el porcentaje es visto como
absoluto, pero la razén es constante

Hubo alumnos —dos de 31 en el grupo 1 y tres de 28 en el grupo 2— que respondieron
“el grande” en las primeras dos preguntas, como si el porcentaje fuera una cantidad
absoluta. Sin embargo, opinaron que en los tres vasos, las bebidas saben igual, es decir,

notaron que la razén se mantiene.



Respuestas que no consideran a las razones, solo una de las magnitudes:

e [ as tres preguntas se refieren a cantidades absolutas

Varios estudiantes —12 de 31 en el grupo 1 y 6 de 28 en el grupo 2—, al igual que los
que describimos en un apartado anterior, respondieron sin distinguir las tres preguntas,
solo que esta vez no se remitieron a las razones. Unos contestaron “el chico” en las tres
preguntas, quizas porque el vaso chico tiene menos agua que los demas. Los demas
respondieron “el grande” las tres veces. Todos respondieron como si todas las

preguntas apelaran a cantidades absolutas.

e Respuestas azarosas

Algunos alumnos —nueve de 31 del grupo 1 y cinco de 28 del grupo 2— eligieron un
tamafo distinto para cada pregunta. Quizés contestaron el reactivo al azar, cuidando de

repartir las tres posibles respuestas entre las tres preguntas.

Segundo comentario parcial

Nos parece importante destacar que en las respuestas hay una diversidad mayor a la que
habiamos contemplado en el analisis previo. Es claro, por ejemplo, que en el reactivo 2 no
siempre la eleccion del 25% obedece a una concepcion del porcentaje como cantidad
relativa ni la de $100 como absoluta, como habiamos anticipado. Esta ultima puede
obedecer, también, a que se intenta evitar el complicado calculo del 25%, o que se elige a

partir de la designacién de un precio hipotético.

Cabe mencionar también que en el andlisis previo habiamos planteado que, en el
reactivo 1 (150 alumnos cooperaron con 800 vs. 60 cooperaron con 400), si algunos alumnos
comparaban solo las cantidades absolutas y no las razones, al menos cualitativamente,
seguramente tendrian también un bajo desempefio en las tareas de porcentaje, explicado por
su poca familiaridad con la nocién de razon, que consideramos anterior a la de porcentaje. Sin
embargo, el analisis de los resultados no nos permiti® comprobar dicha anticipacion. En
realidad, hubo alumnos que resolvieron satisfactoriamente algunos reactivos que implicaban a
la nocion de porcentaje, a pesar de que no acertaron en el reactivo 1. Esto puede estar
indicando que es posible tener cierta familiaridad con la nocién de porcentaje, o al menos, la

posibilidad de aplicar porcentajes dados a cantidades, mediante algun algoritmo y, al mismo



tiempo, manifestar un bajo nivel de comprensién de la nocién de razén en tareas muy

simples®.

En cuanto a las posibles correlaciones entre las resoluciones a los tres reactivos,
anteriormente mencionamos que no encontramos nada nitido. Lejos de percibir
caracteristicas similares en ciertos grupos de alumnos, las resoluciones son muy
irregulares. En ningun caso se puede afirmar que una parte importante de quienes
resuelven un reactivo también aciertan en otro. Sin embargo, el reactivo 8 (vasos de
naranjada) fue, por poca diferencia, el mas dificil de los tres: en este reactivo el 45% del
total de alumnos de ambos grupos acerté al menos parcialmente, mientras que en los
reactivos 1 (cooperacién de alumnos de primaria y de secundaria) y 2 (comparar
descuentos de $100 y 25%) los porcentajes son del 64 y 66%, respectivamente. Si bien es
dificil explicar esta diferencia, podemos aventurar, por un lado, que el contexto de mezclas
en que se formulo el reactivo 8 es mas dificil de comprender que el de dinero®, en el que se
plantearon los otros dos, y por otro lado, que en el reactivo 8 el porcentaje esta implicito,
pues aunque se pregunta por él, no esta dado ni es necesario calcularlo, a diferencia del

reactivo 2, donde el 25% aparece explicitamente.

También hay baja correlacion entre estos reactivos y los que corresponden a los tres
tipos basicos de tareas: en los dos casos encontramos alumnos que se desempenaron
satisfactoriamente en un grupo de reactivos pero no en el otro. El caso de Marisol es
particularmente ilustrativo: en el analisis del reactivo 8 mostramos que ella deja ver una idea
clara de la razén que se mantiene, incluso cuantificada con una fraccién, pero en los tres
tipos basicos de tareas de porcentaje, responde como si el porcentaje fuera una cantidad

absoluta.

Finalmente llaman la atencién, particularmente en este grupo de reactivos, las
dificultades que muchos alumnos manifestaron para hacer explicitos los razonamientos o
intuiciones que los llevaron a responder los reactivos. Encontramos varias explicaciones

confusas, que incluso llegaban a contradecir lo que se queria justificar.

33 No obstante, también puede indicar que el contexto en que se formulé el reactivo 1 cobré mayor
importancia para los alumnos que el analisis de las relaciones entre los datos, lo que se ve en
respuestas como: “los de sexto si se organizaron para pasarsela bien”.

34 El hecho de que el contexto de mezclas es mas dificil que otros ya ha sido observado por
diferentes investigadores (ver Tourniaire, 1985). Por otro lado, Vergnaud (1988), también sefiala
que el contexto de precios de mercancias suele ser sencillo.



2.3.3 Porcentajes superiores al 100%

El siguiente reactivo se planted con la intencidon de explorar si los estudiantes pueden
distinguir en qué situaciones pueden aparecer porcentajes mayores al 100% y, mas
precisamente, si incluyen a las relaciones “parte-parte” en el universo de situaciones en
las que puede usarse un porcentaje:

“Por lo menos una de las siguientes afirmaciones NO tiene sentido. Indica cual o

cuales son esas afirmaciones.

a) El pan cuesta ahora el 120% de lo que costaba el afio pasado

b) En un afio, ya con los intereses, hay que pagar al banco el 120% de lo que
presto originalmente

¢) El 120% de los trabajadores de una fabrica son hombres

Explica por qué”
En el analisis sélo consideramos a quienes dieron alguna explicacién —23 de 31
del grupo 1 y 20 de 28 del grupo 2—, pues no tenemos manera de saber bajo qué

supuestos respondieron los demas, incluso pudieron haber respondido al azar.

Agrupamos las resoluciones en tres categorias. En la primera incluimos las
respuestas en las que se considera que el porcentaje aparece no solo como una relacion
entre un total y una parte de él (parte-todo), sino también como una relacion parte-parte,
que puede provenir de la transformacién de un conjunto o simplemente de la comparacién
de dos cantidades disjuntas. En la segunda categoria estan las respuestas en las que
sblo se considera el porcentaje en relaciones parte-todo, y por lo tanto no se admiten
porcentajes mayores al 100%. En la tercera categoria incluimos respuestas que no

permiten inferir el tipo de relacidn en el que se interpreta al porcentaje.

Grupo 1 Grupo 2
e Distinguen las relaciones que no admiten | 2/31 9/28
porcentajes mayores que 100 (parte-
todo) de las que si los admiten (parte-
) parte)
1 ?e?:;ffézn parltaes- e Razonamiento (_:orrecto combinado con 2/31 0/28
parte un error proveniente del contexto
e Una parte no puede representar al 100% | 2/31 0/28
e Representacion del porcentaje solamente | 2/31 3/28
como una transformacién, no como una
comparacion (*)
2. Solo consideran | ¢ Interpretacidn del porcentaje Unicamente | 5/31 3/28
las relaciones como una relacion parte-todo
parte-todo
3. No se puede | e Respuestas elaboradas a partir del 12/31 5/28
saber contexto




(*) Esta interpretaciéon no siempre implica que se admitan porcentajes mayores que el 100%, pero
hay mayores posibilidades que cuando el porcentaje se interpreta solo en relaciones parte-todo

A continuacién se describen estas categorias:



Respuestas en las que se consideran las relaciones parte-parte:

e Distinguen las relaciones que no admiten porcentajes mayores que 100 (parte-
todo) de las que si los admiten (relaciones parte-parte).
Varios alumnos —dos de 23 del grupo 1 y nueve de 20 del grupo 2— respondieron
correctamente que la tercera afirmacion es la Unica que no tiene sentido. En algunos
casos las explicaciones no son muy claras: “porque no hablan de lo que costaba”, “por
como se esta hablando de un afio y no de trabajadores”. En otras respuestas podemos
ver mayor claridad: “a) esta bien porque al 100 se le agrega el 20%, b) esta bien porque
mas el impuesto da el 120%, c) esta mal porque la fabrica es de el 100 por ciento” o bien
“lo maximo que se puede es 100% vy si fuera 120% tendrian que decir que hay mas que el
afno pasado”. Estas respuestas probablemente indican que saben que hay contextos (el
precio, el interés en un ano) en los que pueden aparecer porcentajes mayores a 100 y
otros en los que esto no es posible, aunque el criterio para distinguir cada caso no

siempre puede explicitarse.

e Razonamiento correcto combinado con un error proveniente del contexto

Levis y Moisés —del grupo 1— respondieron que ni la primera ni la tercera afirmacién
tienen sentido, argumentando respectivamente que “no es justo subir el precio” y que
“so6lo hay 100% de trabajadores y (...) el pan no puede subir tanto”. Ambos reconocen que
la segunda frase si tiene sentido, lo que nos hace suponer que saben que en ciertos
contextos pueden aparecer porcentajes mayores que 100. Ademas, coincidieron en que la
tercera frase no puede ser cierta, quizas porque saben distinguir cuando esta en juego
una relacién parte-todo. Sin embargo, la respuesta tuvo un error que tal vez provenga de
haberle otorgado un fuerte peso a la experiencia, que indica que el precio del pan se ha

mantenido.

e Una parte no puede representar al 100%

Edgar y Juan Carlos —ambos del grupo 1— respondieron correctamente que la tercera
afirmacion es la uUnica que no tiene sentido y explicaron que “no en todos lados los
trabajadores de fabrica son hombres porque también hay mujeres” y “por que en una
fabrica no nada mas contratan hombres”, respectivamente. Asi, no queda muy claro si
ellos consideran erréneo el que una parte se plantee como mayor que el total, o bien que

pueda ser igual a éste cuando en general es estrictamente menor. De ser asi, si hubiera



aparecido la frase “el 100% de los trabajadores de una fabrica son hombres” también

habrian contestado que no puede ser cierta.

e Representacion del porcentaje solamente como una transformacion, no como
una comparacion
Algunas de las respuestas dejan ver que ciertos alumnos —dos de 23 del grupo 1 y tres
de 20 del grupo 2— entienden, por ejemplo, que el 120% no se refiere al costo del pan en
comparacion con el precio anterior, sino al aumento del precio: “no se puede aumentar el
120%”, “van a subir mas del 100%”. Es decir, el incremento en el precio no es del 20%
sino del 120%, lo que parece indicar que para ellos, en este ejemplo el porcentaje no es
un recurso para comparar dos cantidades disjuntas, sino una manera de representar la

transformacion de un conjunto (al 100% se le agrega el 120%)>°.

Esta manera de concebir al porcentaje se percibe también en respuestas como la
de Fernanda: “porque no tiene sentido, tendria que ser asi como «el pan ahora cuesta
120% mas de lo que costaba el afio pasado» o algo asi pero no tiene légica”. Llama la
atencién que para ella tiene sentido decir que una cantidad tiene 120% «mas» que otra,

pero no que una cantidad representa el 120% de otra.

A diferencia de quienes sélo conciben al porcentaje en una relacion parte-todo,
algunos de quienes consideran que también puede representar una transformacion
pueden admitir porcentajes mayores al 100%. Por ejemplo, Felipe respondio
correctamente el reactivo, dejando ver en la explicacion lo que acabamos de
mencionar: “porque el «120%» solo se puede indicar en un aumento lo mas que se

podria decir es que el 100% de los trabajadores son hombres”.

Interpretacion del porcentaje unicamente como una relacion parte-todo

En esta categoria se ubican cinco de 23 estudiantes del grupo 1y tres de 20 del grupo 2.

Veamos algunos casos. Miguel parece pensar que los porcentajes siempre aparecen en

35 La tendencia de algunos alumnos que admiten que una cantidad puede ser 120% “mas” que
otra, pero no el 120% “de” otra, es similar a la que encuentran Balbuena y Block (1991) en una
situacion en la que piden a estudiantes de normal construir un rompecabezas semejante a uno
dado, de manera que un lado que en el original mide 4 cm, debe medir 7 cm. en la reproduccién.
Varios alumnos muestran un comportamiento “aditivo”: suman 3 cm. a todas las medidas. Mas
adelante corrigen este error, centrandose en la parte que se debe agregar a cada medida: cada
lado de la nueva figura es el lado original mas el 75% de él, es decir, sigue habiendo un rastro del
pensamiento aditivo.



una relacion entre un total y una parte de él: “porque si es el 120% tendria que haber

200% de todo y yo creo que el pan y las personas forman el 100% y no debe de pasarse”.

Carolina considera que ninguna de las frases tiene sentido: “a) pues no puede
subir tanto, b) no puede ser equitativo, c) no puede ser, seria 100%”. En las primeras dos
frases Carolina alude al contexto, y en la tercera a la relacion parte-todo. Quizas ella
distingue cuando se trata de este tipo de relacién y puede ver una diferencia con las otras
dos frases, pero intuye que en ninguna circunstancia pueden aparecer porcentajes
mayores al 100%. De ser asi, de manera involuntaria se validé del contexto para salvar la

dificultad de explicitar y justificar una creencia relativa a una nocién matematica.

Otros dos alumnos argumentaron explicitamente que no puede existir un 120%:
“porque no se puede”, “no puede haber 120% porque si no en los trabajadores harian

falta”.

Estas respuestas reflejan una mayor dificultad para comprender el uso del
porcentaje para comparar dos cantidades disjuntas que para establecer una relacién
parte-todo, lo cual probablemente obedece a la mayor frecuencia de uso del segundo

Caso.
Respuestas elaboradas a partir del contexto

Al igual que en el reactivo 1, algunos alumnos —12 de 23 del grupo 1 y 5 de 20 del grupo
2— aparentemente recurrieron a los contextos de las afirmaciones y no a la relacion entre
dos datos que en cada caso se indica con el 120%. Dieron explicaciones como “porque no
debemos pagarle al banco nada” o “porque lo del pan no es costeable que lo pongan a ese
precio la gente no lo compraria si lo subieran tanto de precio”. Incluso, uno de ellos marcé
los primeros dos incisos y en la explicacion solo cuestiond las dos primeras frases: “el pan
cuesta 70 centavos no puede subir el 120% y en un afo no pueden pagar el 120% al banco
si no pagan $70 ¢ $200 mucho menos con 120%”. Asi, al parecer consideré que la tercera
frase si tiene sentido, quizas porque no encontré una forma de cuestionarla a partir del

contexto.

José Luis, si bien se equivoco, admitid que es posible que existan situaciones que
involucren un porcentaje mayor que 100: “porque en el banco te estafan y en el trabajo
también y el pan le pueden subir mas”. Ya que la explicacion se remite fuertemente al
contexto, no podemos discernir si el razonamiento que lo llevd a decidir cuales frases tenian

sentido puso en juego las relaciones entre los datos. Quizas cuando estas relaciones no le



parecieron evidentes o le parecieron mas complicadas opté por decidir en referencia al

contexto.

Tercer comentario parcial
Podemos observar claramente una dificultad para concebir al porcentaje como una
comparacion de dos cantidades disjuntas, al parecer es mas sencillo interpretarlo como

una transformacion de un conjunto y ain mas como una relacién parte-todo.

Por otro lado, cabe destacar que dos alumnos que obtuvieron un desempefo
pobre en los tres tipos basicos de tareas proporcionaron buenas explicaciones en este
reactivo. Esto sugiere que aun cuando el porcentaje es concebido como una cantidad
absoluta cuando se aplica a una cantidad, puede tener sentido cuando representa una

comparacion entre dos cantidades.

También hubo alumnos que encontraron estrategias pertinentes para resolver los
tres principales tipos de tareas pero no acertaron en este reactivo, lo que muestra que no

hay correlacion clara entre este y otros reactivos.

Finalmente, las categorias a partir de las cuales acabamos de describir las
resoluciones no son excluyentes, no corresponden a grupos disjuntos de alumnos sino a
ciertos rasgos que nos interesa destacar. Algunas respuestas pertenecen a mas de una
categoria, por ejemplo, ciertos alumnos que consideraron al 120% como un aumento y no

como una comparacién también respondieron en funcién del contexto.

2.4 Comentario final
Acerca de las diferencias entre los grupos

Ya hemos mencionado que el desempefio general de los alumnos del grupo 2 fue
considerablemente mejor que el que obtuvieron los del grupo 1. Desentranar las causas
que provocaron esta diferencia es una tarea que esta mas alla de nuestras posibilidades,
pues se trata de escuelas que guardan entre si numerosas diferencias, no todas relativas

a las formas de ensefianza.

No obstante, consideramos que si hay algunos factores de caracter didactico que
podrian estar relacionados con la diferencia en el desempefio entre ambos grupos En
primer lugar, consideramos que la similitud del instrumento que empleamos con un tipico
examen pudo haber tenido efectos diferenciados en los grupos: en el 1 encontramos mayor

tendencia que en el 2 a responder a partir del contexto, sin poner en juego conocimientos



matematicos. El hecho de que en las entrevistas hechas a estudiantes del grupo 1, después
de la aplicacion del cuestionario, varios alumnos hayan tenido un mejor desempefio, siendo
que los reactivos eran muy similares, o en ocasiones, idénticos a los del cuestionario (al
mostrarles algunas de sus respuestas en éste hacian comentarios como “si, es que aqui no
se qué me pasé” o “ahi si me equivoqué”) nos hace pensar que las respuestas de varios de
estos alumnos fueron, en mayor medida que las del otro grupo, efecto del instrumento. Asi,
es muy probable que el cuestionario no haya permitido mostrar todo lo que saben los

alumnos.

Por otra parte, consideramos que el papel que jugaron las técnicas de resolucion
disponibles para los alumnos influyé fuertemente en las diferencias obtenidas entre

ambos grupos, como veremos enseguida.
Técnicas algoritmicas y técnicas no canodnicas

Tenemos varios indicios de que los resultados encontrados son el reflejo de una
ensefanza que ha privilegiado fuertemente el uso de los algoritmos: hubo poca
emergencia de técnicas no canonicas y los alumnos que recurrieron a ellas
generalmente lo hicieron en un rango restringido de variables numéricas, con
dificultades para utilizarlas en las tareas de tipos 2 y 3, y en ocasiones fueron
empleadas con timidez, proporcionando sélo las respuestas, quizas para ocultar la

técnica.

De ser asi, llama la atencion, por un lado, que el mejor desempefio en el grupo 1
fue alcanzado por dos alumnos que no utilizan algoritmos sino técnicas alternas, y por
otro lado, que en el mismo grupo hubo quince estudiantes que no encontraron una
manera satisfactoria de abordar los reactivos en los que se pedia aplicar un porcentaje a
una cantidad: quienes no disponen de un algoritmo parecen no encontrar otras maneras
de resolver. La débil presencia de técnicas no candnicas en parte puede deberse a que
los alumnos saben que son poco reconocidas en la clase de matematicas. Estos son
algunos de los riesgos de apostarle completamente a una técnica poderosa pero que es
dificil dotar de sentido y utilizar de manera flexible cuando antes no se han explorado

otras técnicas.

Por el contrario, aunque en ambos grupos hay alumnos que usan mecanicamente
las técnicas canonicas, en el grupo 2 se percibe un uso mas certero de los algoritmos. La

regla de tres parece ser util, pues a diferencia del operador decimal permite resolver los



tres tipos basicos de tareas y no presenta complicaciones cuando el porcentaje es menor
al 10%*. Ademas en varios casos el desempefio no se restringio al uso de algoritmos, es
decir, algunos estudiantes construyeron procedimientos propios para abordar tareas en

donde la regla de tres no era pertinente.

Esta diferencia en cuanto al papel que jugaron las técnicas de resolucion de los
tres tipos de tareas parece haber influido fuertemente en el mejor desempeno del grupo 2
frente al grupo 1: en el primero hay un buen dominio de un algoritmo potente por parte de
un numero considerable de estudiantes, mientras que en el segundo se observé mas un
uso mecanico de un algoritmo menos potente, que ademas gozaba del suficiente prestigio

como para inhibir las técnicas alternas con mas fuerza que en el grupo 2.

En sintesis, tanto las técnicas algoritmicas —en particular la regla de tres— como
las no candnicas mostraron ser utiles: el uso exclusivo de técnicas algoritmicas implica un
descuido de la construccién de sentido que parece dejar con pocas posibilidades a
quienes no dominan dichas técnicas, mientras que recurrir Unicamente a técnicas alternas
no permite encontrar una técnica de amplio alcance que permita, en el momento

adecuado, convertir en rutinarias estas tareas y asi poder abordar otras mas complejas.
La nocién de razon

Cabe destacar, sobre todo en el grupo 1, la escasa comprension que mostraron los
alumnos sobre las nociones de razén, de porcentaje como cantidad relativa (reactivo 2) y
de porcentaje como razon constante entre dos conjuntos de medidas (reactivo 8). Muy
pocos estudiantes acertaron en los tres reactivos que intentaban dar cuenta de estas
nociones®’. Por ejemplo, en el reactivo 1 (150 alumnos cooperaron con $800 y 60
alumnos cooperaron con $400 ;Quiénes cooperaron mas?), que se consideré en el
analisis previo como uno de los mas sencillos, solo dos alumnos del grupo 1 resolvieron
exitosamente, y sélo la mitad considerd los cuatro datos. Esto nos sorprende pues el
reactivo apela a un contexto familiar, las razones que aparecen involucran dos
magnitudes discretas y es facil compararlas, solo es necesario doblar los dos términos de

una de ellas.

36 Estamos comparando las técnicas algoritmicas que fueron puestas en juego por los estudiantes:
el operador decimal y la regla de tres. No obstante, en un proyecto de ensefianza que se proponga
un trabajo fuerte sobre las técnicas, valdria la pena considerar la del valor unitario, pues también
permite resolver los tres tipos basicos de tareas, sin importar qué variables numéricas se elijan, y
ademas los estudiantes pueden explicarse su funcionamiento.

372 de 31 enelgrupo 1y 5 de 28 en el grupo 2.



El rol de los contextos

En los dos grupos, aunque con mayor frecuencia en el 1, identificamos cierta tendencia de
algunos alumnos frente a ciertos reactivos, como el primero (150 alumnos cooperaron con
$800 y 60 alumnos cooperaron con $400 ;Quién cooperdé mas?) a responder en
referencia al contexto (‘hay familias que no tienen ese dinero o por que no quieren

gastar”), pasando a segundo plano la exigencia matematica del reactivo.

Podemos intuir tres posibles causas por las que los alumnos responden de esta
forma. En primer lugar, quizas la alusion al contexto muestra la presencia de un contrato
didactico débil, pues los estudiantes ignoran la consigna que marca que los problemas
deben resolverse utilizando matematicas?®®. En cambio, quizas le otorgaron mayor peso a
la experiencia, por ejemplo en las compras, para emitir un juicio en los reactivos. En
segundo lugar, como mencionamos anteriormente, es muy probable que el cuestionario
no muestre todo lo que los estudiantes pueden resolver, pues quizas este tipo de
resolucion fue causado por la similitud del instrumento con los examenes con los que se
les evalua, en los cuales generalmente no se hacen preguntas sencillas, y siempre es
preferible dar una respuesta aleatoria que no responder. Y en tercer lugar, también es
posible que ante la dificultad de explicar razonamientos en donde si se pusieron en juego
las relaciones entre los datos, algunos alumnos hayan recurrido al contexto. El contexto
en este caso no implicé la ausencia de un razonamiento matematico, sino mas bien la de
su explicitacion. De cualquier manera, estas respuestas nos recuerdan que los contextos,
si bien son una gran ayuda en los procesos de aprendizaje, en ocasiones también pueden

dificultarlos.
Consideraciones para el disefio de la micro-ingenieria didactica

Al término del analisis de la problematica conceptual del porcentaje (capitulo uno)
mencionamos que podia ser recomendable introducir esta nocion como una razon, es
decir, interpretar el “a%” como “a de cada 100", pues la otra alternativa, la de asociar la
cantidad inicial con el 100% podia resultar compleja en un primer acercamiento. Sin

embargo, esta consideracién quizas no procede para los alumnos de secundaria, quienes

3% El contexto suele tener un papel importante en la resolucion de problemas aritméticos:
frecuentemente permite establecer relaciones entre los datos, explicitar propiedades, ejercer cierto
control sobre los resultados, entre otros. Solo que, en los ejemplos a los que nos referimos aqui,
los estudiantes, al otorgarle un fuerte peso al contexto, parecen dejar de lado las exigencias
matematicas del problema. Esto nos recuerda el caracter problematico de la relacién entre los
contextos y la actividad matematica.



han tenido experiencias con la nocién del porcentaje en contextos no escolares, en los

cuales, al parecer es mas frecuente el uso de CP-i*° que el de CC-i*,

De cualquier manera nos parece que es importante que los estudiantes
conozcan ambas técnicas, no sélo porque para ciertas variables el uso de CC-i es
muy sencillo mientras CP-i es bastante complicado, y viceversa, sino también porque
las dos técnicas apelan a distintos aspectos del porcentaje. Mostrar su equivalencia
puede propiciar una comprension mas amplia de esta nocién que si solo se conoce

una de ellas o si s6lo se conoce un algoritmo.

Creemos que es util fortalecer el trabajo sobre ambas técnicas para que
constituyan un recurso en un amplio rango de variables numéricas y puedan emplearse
no soélo en el primer tipo de tareas, sino en los tres basicos. También consideramos que
no es suficiente con solo disponer de técnicas no candnicas. Como mencionamos
anteriormente, es importante conocer algun algoritmo, tener herramientas para distinguir
cuando es pertinente y poder controlar los resultados que arroja. El alcance del algoritmo
del operador decimal se ve reducido si no se complementa con otras técnicas para

abordar situaciones de proporcionalidad (CC-i, CP-i, la regla de tres).

Una ultima consideracion se refiere a la necesidad de darle mayor cabida en la
ensefanza a los tipos de tareas 2 y 3. Es probable que para un alumno no resulte sencillo
franquear por si solo la dificultad para establecer las relaciones entre los datos en estas

tareas, que frecuentemente aparecen en contextos no escolares.

3% Consiste en establecer una relacion de proporcionalidad entre cantidades y porcentajes a partir
de la identificacion de la cantidad inicial con el 100%

40 Consiste en utilizar las razones internas de la relacion de proporcionalidad entre cantidades que
se deriva de la razén “tantos de cada 100”



Capitulo 3
Procedimientos y concepciones sobre el porcentaje. Exploracion
a través de una secuencia didactica
A partir del analisis de la problematica conceptual del porcentaje, de las reconstrucciones
de esta nocion en las propuestas curriculares y del desempefio de algunos estudiantes,
hemos disenado una secuencia de cuatro sesiones relativas al porcentaje, de 50 minutos
cada una, que se implementd en un periodo de dos semanas con un grupo de una
escuela urbana, oficial, que se encontraba finalizando el primer grado de secundaria en el
turno vespertino. El numero de alumnos que participaron en la experimentaciéon oscild
entre 20 y 28. De estos 28 estudiantes, 16 eran mujeres y 12 hombres. En todas las
sesiones los estudiantes trabajaron en parejas. Cada quien elegia a su compafero de

equipo, siempre se formaron parejas del mismo género: dos hombres o dos mujeres.

Estos alumnos no habian estudiado aun el porcentaje ni la proporcionalidad en la
materia de matematicas en el grado que estaban cursando, pues la maestra considero
necesario priorizar el estudio de las fracciones. No obstante, puesto que los tres
contenidos —porcentaje, proporcionalidad, fracciones- forman parte del programa oficial
de primaria, es probable que la mayoria los haya estudiado en ciclos anteriores. Dado
que varias de las caracteristicas de este grupo son compartidas con la poblacion —del
grupo 1- con la que aplicamos el cuestionario y las entrevistas (esta poblacion era de la
misma escuela donde se implementd la secuencia didactica) disefiamos la ingenieria
suponiendo que los estudiantes contarian con conocimientos similares, respecto al

porcentaje, a los que reportamos en el capitulo anterior*!.

La conduccion de las sesiones no estuvo a cargo de la maestra de matematicas
del grupo, sino de un profesor que fue elegido por su trayectoria y por su familiaridad con
el enfoque didactico asumido en la secuencia. Esta decision facilitdé comunicar al docente
los propositos del disefio y el papel que tendria que jugar pero, por otro lado, presento la
dificultad de que el docente no conocia la trayectoria del grupo especifico de alumnos con los

que trabajo.

Los datos se recolectaron a partir de una grabacion de video y una de audio, y

también de la produccion escrita de los alumnos, quienes la entregaban al profesor al final

4l Solo asumimos los conocimientos con los que disponian los alumnos del grupo 1.



de cada sesidén*?. La camara de video fue utilizada principalmente para registrar las
puestas en comun, y eventualmente pedir a algun equipo que mostrara sus soluciones o
explicara sus procedimientos (esto resulté dificil, pues los alumnos mostraban cierta
reticencia frente a la camara). Ademas, un micréfono adicional de la camara fue colocado
en la mesa de trabajo de uno de los equipos, lo que permitié grabar algunas interacciones
de éste con el equipo sentado enseguida. Finalmente, intentamos seguir detalladamente
el proceso de un equipo mas, con el apoyo de una grabadora y una libreta de notas, y

eventualmente logramos recuperar algunas elaboraciones de otros equipos.

3.1 Presentacion de la secuencia didactica

A continuacion presentamos la secuencia, de manera muy general. En el Anexo 2 se
muestra con mayor detalle cada una de las situaciones y su analisis previo, incluyendo la
explicitacion de los criterios bajo los cuales las hemos disefiado, y los tipos de

procedimientos y errores esperados.
Orientamos el disefio a partir de tres propdsitos:
e Vinculacion del registro grafico con el numérico

Los resultados del cuestionario y entrevistas sugieren la necesidad de vincular
ambos registros que en ocasiones se manifiestan como procedentes de concepciones
ajenas (por ejemplo, porcentaje como absoluto en lo numérico, y como relativo en lo
grafico). Pretendimos favorecer la comprension del porcentaje como relativo, al constituir la
aplicacion de porcentajes a superficies en un medio de verificacion de resultados aplicados
a cantidades: aquello que es claro en lo grafico puede poner en evidencia los errores en lo

numerico.
e Manejo de la técnica CP-i*3

Si bien es importante la disposicion de diferentes técnicas, elegimos favorecer
principalmente CP-i, por ser la que mas se adapta al registro grafico*. En la mayoria de

los problemas se plantean porcentajes que implican operadores enteros: 50, 25, 20, y 5%.

4 Cabe sefialar que, si bien contamos con el material impreso en el que se les daban los
problemas por escrito a los alumnos y donde ellos registraron sus respuestas y parte de sus
procedimientos, en varias ocasiones escribian en el escritorio o en algun cuaderno. A estas
producciones generalmente no tuvimos acceso.

43 Consiste en establecer una relaciéon de proporcionalidad a partir de la identificacién entre el

100% vy la cantidad inicial.

“ En este registro es dificil pensar al porcentaje como una relacion “tantos de cada 100”.



e Resolucion de los tres tipos basicos de tareas

Ademas de la importancia de saber resolver los tres tipos basicos de tareas para
poder abordar situaciones no escolares, los resultados del cuestionario sugieren que
éstas no tienen el mismo grado de complejidad. En los tipos de tareas 2 y 3 intentamos
dar lugar a que los alumnos establecieran las relaciones entre los datos y a seguir
favoreciendo la concepcién del porcentaje como cantidad relativa, no absoluta. Dejamos
de lado el desarrollo de las técnicas que resuelven estos dos tipos de tareas.

Sesion 1: Analizando informacioén...

En esta sesion se llevd a cabo una primera exploracion de los conocimientos de los
alumnos sobre el porcentaje. Se plantearon preguntas que incluian un analisis basico de
informacion en graficas y tareas de aplicar porcentajes a cantidades numéricas.
Sesiones 2 y 3: Banderas

Los objetivos de estas sesiones eran constituir el registro grafico en un medio de
verificacion para el numérico en las tareas de tipo 1, y explicitar el operador fraccionario
cuando éste es unitario y sencillo. A partir de lo anterior pretendiamos cuestionar la
interpretacion del porcentaje como una cantidad absoluta en el registro numérico, por un
lado al hacerla entrar en conflicto con la concepcién como una fraccion del entero en el
registro gréafico, y por otro lado al aplicar los mismos porcentajes a superficies y

cantidades de distinto tamafio.
e Problema 1 (se planted en la sesion 2)
“El dueno de un equipo de futbol mandd fabricar tres banderas gigantes, de

distintos tamanos, para colocarlas en el estadio.

a) Para hacer la mediana, se debe pintar el 50% de rojo, el 25% de azul, el 20%
de verde y el 5% de amairillo. Si toda la bandera tiene una superficie de 400
metros cuadrados, 3Qué darea tendrd cada color?

Area pintada de rojo

Area pintada de azul

Area pintada de verde

Area pintada de amarillo

b) Representa en el siguiente rectdngulo la parte que se debe pintar de cada
color




c) Los resultados que obtuviste en la pregunta a) gcorresponden bien con las
partes que coloreaste en b)? Si te parece que no, corrige tus resultados.”

o Problema 2 (se planteé en la sesion 3)

“La bandera grande y la pequena tienen la misma forma que la mediana pero
son de otro tamano.

a) sQué porcentaje de la superficie de la bandera grande se tiene que pintar
de rojo? 2Y de azul? s2De verde? sDe
amarillo?

b) Marca en las tres banderas la parte que se debe pintar de cada color.

Pequena

Mediana

Grande

GRUPAL. Con la ayuda de su maestro, organicense para comparar sus respuestas

con las de sus companeros”
e Problema 3 (se planteo6 en la sesion 3)

“La superficie de la bandera grande es de 800m?2y la de la pequena es de 300mz2.
Calcula y anota los datos que faltan en la tabla.

Bandera Grande | Bandera Bandera
mediana pequena
Rojo (%)
Azul (%)
Verde ( %)

Amarillo (%)




Total (%) 800m?2 400m?2 300m?2

Sesion 4: Terrenos Sembrados

En esta sesion pretendiamos que los alumnos resolvieran los tipos de tareas 2 y 3 en el
registro grafico. Nos interesaba propiciar que los alumnos comenzaran a establecer las
relaciones entre los datos y, en menor medida, que trasladaran sus hallazgos en el
registro grafico hacia el numérico para explicitar la técnica del operador fraccionario en el
caso del 50%, 25% y 20%. Pensamos que lo anterior podria favorecer la interpretacion del

porcentaje como una cantidad relativa.
e Problema 1

“Varios agricultores decidieron usar una parte de sus terrenos para sembrar una
nueva variedad de maiz, la variedad A. Los siguientes rectdngulos representan los
terrenos de cuatro de ellos y la parte gris en cada uno representa lo sembrado
con maiz A. Anota debajo de cada rectdngulo el porcentaje de su terreno que
sembrd cada uno con el maiz A.

Gregorio Jacinto Manuel Juan

% % % %
GRUPAL. Compara los resultados que obtuviste con los de tus companeros”

Hemos variado los tamafios y los porcentajes de manera que hubiera parejas
de rectangulos en las que: a) se conserve el tamafo del total pero la parte
sombreada sea distinta, b) las superficies sean de diferente tamano pero la parte
sombreada represente en ambas el mismo porcentaje, c¢) la parte sombreada sea del
mismo tamano, pero las superficies totales no sean iguales, de tal forma que las

partes sombreadas representen diferentes porcentajes.



e Problema 2

“Las superficies sombreadas que se muestran a continuacion corresponden a las
partes en las que se sembrd maiz A en tres terrenos mds. Debajo de cada una se
indica el porcentaje del terreno total que fue sembrado con ese tipo de maiz.

a) 3Qué terreno crees que es el mds pequenoe ___ 3Cual
crees que es el mds grande? (esta pregunta se
planteard oralmente por el profesor)

b) Dibuja los terrenos completos y verifica tus anficipaciones.”

Antonio Manuel Andrés

20 % 25% 75 %

Hemos cuidado que el orden de los porcentajes no sea analogo al de las
superficies totales, y que, en una pareja de rectangulos, la parte sombreada sea la misma
pero corresponda a distintos porcentajes.

e Problema 3
“Explica al menos una forma de calcular los siguientes porcentajes:

el 50% de una cantidad

el 25% de una cantidad

el 20% de una cantidad

el 10% de una cantidad

GRUPAL. Compara tus resultados con los de tus companeros.”

A continuacién presentamos los resultados del analisis, organizados en torno a
ciertas categorias y no de acuerdo al orden en el que las sesiones fueron llevadas a cabo,

aunque si presentamos las situaciones que planteamos a los estudiantes.



3.2 Procedimientos, errores, concepciones

De la diversidad de aspectos que se suelen estudiar mediante las experiencias de
ingenieria didactica, en el presente capitulo nos centraremos en discernir los
conocimientos sobre el porcentaje que los alumnos ponen de manifiesto frente a las
tareas planteadas —estudiando los vinculos entre las caracteristicas de las tareas y los
procedimientos puestos en juego. Analizaremos también algunos efectos de las
interacciones sociales entre los estudiantes en las formas en que se manifiestan dichos
conocimientos. En cambio, si bien analizaremos ciertos rasgos del papel que jugd el
profesor durante las sesiones, solamente lo haremos cuando sea indispensable para
comprender las elaboraciones de los estudiantes: el rol del profesor no sera un objeto

central en este trabajo.

Los motivos que nos llevaron a esta seleccion de aspectos fueron dos. Por
una parte, porque la secuencia didactica se revelé como un buen instrumento para
favorecer la manifestacion de conocimientos de los estudiantes —con mayor fineza
de la que se logr6 a partir del cuestionario y las entrevistas—, lo cual nos permitié
complementar el analisis iniciado en las partes anteriores. El segundo motivo fue la

necesidad de acotar el trabajo en el tiempo.

3.2.1 Distintas formas de encuentro entre procedimientos

En las tareas correspondientes a los tres tipos basicos que se plantearon a los alumnos
emergieron diferentes procedimientos, algunos correctos y otros no. Por ejemplo, para
aplicar porcentajes a cantidades numeéricas recurrieron al operador decimal, al operador
fraccionario, a la busqueda de combinaciones entre los algoritmos conocidos para
encontrar resultados factibles, a algunas técnicas no candnicas como el calculo del
complemento aditivo (una vez calculado el 50%, 25% y 20%, suman los tres y restan a la
cantidad inicial para obtener el 5%) o como el calculo de la diferencia de porcentajes (el
5% se obtiene restando el 20% al 25%), o, finalmente, hicieron estimaciones. Algunas de
éstas técnicas aparecen combinadas en una misma resolucion y cada una de ellas se

utiliza con ciertas restricciones, como veremos.

En este apartado, mas que describir los procedimientos con detalle, nos
centraremos en el papel que jugaron en el desarrollo de las sesiones y en las formas de

encuentro o desencuentro que se dieron entre una técnica y otra.



Operador decimal-operador fraccionario: sélo una de las dos podria ser
correcta

Un problema que resuelven por parejas consiste en que una bandera —la mediana de
tres— de 400 m? de superficie se debe pintar, el 50% de color rojo, el 25% de azul, el 20%
de verde y el 5% de amarillo. Los alumnos deben determinar el area a pintar de cada
color. A continuacién analizamos una discusién que se da a propésito del problema entre
dos equipos que estan sentados en mesas contiguas, el primero formado por Mario y

Fabian, y el segundo por Alan y Jonathan. Veamos primero lo que hizo cada equipo:

Mario y Fabian resuelven el problema utilizando el operador decimal, por
sugerencia de Fabian: “no sera cin..., punto cincuenta por cuatrocientos ¢;si no?”. Hacen
la operacién y obtienen 200. Para los otros porcentajes obtienen 100, 80 y 20 al
multiplicar 400 por 0.25, 0.20 y 0.5, respectivamente. Si obtienen la respuesta correcta en
el ultimo porcentaje es porque ellos acomodan el punto decimal en el resultado, dos
lugares a la derecha®:

400
x .5
20.0

Alan y Jonathan escriben la siguiente respuesta*®, que muestra el uso del operador

fraccionario al menos para los dos primeros porcentajes:

Alan: Jonathan:

Area pintada de rojo: la mitad 200 rojo: la mitad %% 200 m?

Area pintada de azul: cuarta parte azul: la cuarta parte % 100 m?
Area pintada de verde: ------------- verde: ----- 80 m?

Area pintada de amairillo: un octavo*’ amarillo: (hay algo tachado) 20 m?

Cuando las dos parejas han terminado, se muestran una a la otra sus respuestas:

Fabian: Nosoftros lo hicimos asi gliey. Nosotros estamos bien
Alan: No es cierto. ;Cuanto vas a que no?
Fabian: ¢Cuanto vas?

4 Mas adelante veremos que para Mario y Fabian no fue facil recuperar este procedimiento, a
partir de la memoria.

4 Probablemente las cantidades numéricas las escribieron después de la confrontacion grupal,
pues Alan practicamente no tiene escrita ninguna, también por la discusién que a continuacion se
desata con Mario y Fabian

47 Llama la atencion que Alan responda “un octavo” en el color amarillo. Al parecer hace un célculo
sucesivo de mitades (la mitad, la cuarta parte, un octavo) sin confirmar que esa relacién se
conserve entre los porcentajes asociados (se conserva entre el 100% y el 50%, entre éste y el
25%, pero no entre el 25% y el 5%). Aunque, como veremos mas adelante, él en cierta forma sabe
que “un octavo” no es una respuesta correcta.



Alan: Ese no esté bien

Mario: Si esta bien

Fabian: Doscientos mas cien, mas ochenta, tres(cientos) ochenta, mas
veinte, cuatrocientos. Mira, ustedes lo hicieron mal, pero éste si
esta bien. Ustedes lo tienen mal

Alan: johhh!

Mario: jLo tienen mall! (rie)

Ninguno de los cuatro intenta revisar si ambas técnicas producen o no los
mismos resultados*, la discusion esta sobre el propio uso de las técnicas: sélo una de
ellas puede ser correcta, no ambas. Asi, la comprobacion de Fabian automaticamente
descarta la respuesta de los otros, desde su punto de vista: si “nosotros estamos bien”
entonces “ustedes lo hicieron mal”’. Mas adelante, cuando otra compafera, Claudia,
propone en la discusién grupal que “el cincuenta por ciento es la mitad”, Mario comenta
en voz baja con Fabian lo absurda que le parece esta propuesta, y la rechazan antes de

pensarla: “jay! 4 Como, como dividir?”.

Cabe hacer un paréntesis para senalar que la reaccion de los dos alumnos frente a
la sugerencia de Claudia puede también deberse a la manera en que suelen
desacreditarla. Practicamente cada vez que ella interviene en la discusion, Mario y Fabian
hacen comentarios en voz baja: “bien inteligente ¢no?”, “ni siquiera sabe”, “se quiere
hacer la inteligente”, “se pasa”, “ni sabe la Claudia ;verda?”. También ella da sefiales de
asumir ese papel, pues frecuentemente repite las frases de otros companeros o hace
formulaciones incompletas, que parecieran carentes de contenido o que en ocasiones ella
misma desdice. Asi, cuando hace una participacién valiosa, es poco tomada en cuenta
por los demas. Nos interesa hacer ver con este ejemplo que el conocimiento que circula
en el aula esta en cierta medida condicionado por el juego entre los diferentes roles en los

que los alumnos por un lado se posicionan unos a otros, y por otro lado también asumen.

Volviendo a la discusion entre los cuatro alumnos sobre cual es la técnica correcta,
en la puesta comun, antes de proponerse el calculo de la mitad para obtener el 50% se
establece el uso del operador por 0.50. A pesar de que en la clase no se demuestra su
validez y aun no se compara con otros procedimientos, Mario siente que la aceptacién de
su técnica por el grupo le da la razén en la discusién con Alan y Jonathan:

Mario: jJonathan! jQue esta mal! (se refiere a la técnica de Jonathan)

Maestro:  ;Qué opinan los otros? Jonathan, ;qué opinas? Que el cincuenta
por ciento de la bandera se obtiene multiplicando cuatrocientos por
punto cincuenta, ¢crees que esta bien, o no esta bien?

8 Lo cual podria haber contribuido a corregir ciertos errores de ambos, tanto en el registro
numérico como en el grafico, que mostraremos mas adelante.



Mientras el maestro habla, Mario y Fabian incitan a Jonathan: jsi, si si! jsiiiil jsiiii!
Jonathan: No, no sé

La validacion social del operador decimal, no matematica, que se da en el grupo,
implica, a los ojos de Mario, que el operador fraccionario es incorrecto: “jJonathan! jQue
esta mal!”. Jonathan tampoco se despega facilmente de su procedimiento para analizar
otro: responde que no sabe si la multiplicacion por 0.50 es correcta, a pesar de la presion
de sus amigos, y la del maestro que le pide que opine frente al grupo sobre algo que
parece estar siendo aceptado. Es posible que la propia discusién con Mario y Fabian sea

para Jonathan un incentivo para disentir, para no darles tan rapidamente la razon.

En la siguiente sesién, cuando se les pide aplicar los mismos porcentajes a 800
metros cuadrados, —la superficie de la bandera grande— Alan y Jonathan vuelven a
utilizar la fraccion en el caso del 50% y 25%, una estimacion para el 20% vy el
complemento para determinar el 5%. Para comprobar si sus resultados son correctos
hacen una suma, como antes les habian mostrado Mario y Fabian:

Alan: Ora sumale todo. Mira ve, mira: (Va sefialando las respuestas que dio
para la bandera grande) Cuatrocientos, seiscientos, setecientos cincuenta,
ochocientos, ta bien. A ver sacala tu

Lo que nos interesa destacar aqui es cédmo Alan y Jonathan utilizan el mismo
argumento que antes Mario y Fabian esgrimieron para rebatir su procedimiento, pero
ahora para reforzarlo: a ellos también les sirve como forma de verificacién. Asi, no

adoptan el procedimiento de sus comparieros, conservan el propio.

La discusion de estos cuatro alumnos en términos de oposicion entre las dos
técnicas da cuenta de la dificultad para despegarse de una manera propia de resolver.
Esta dificultad podria admitir los siguientes elementos explicativos: es posible que cada
uno de los equipos se sienta tan asido a su procedimiento, después de un largo tiempo de
uso, que no piensan que puede haber otro, distinto y también correcto. Por el contrario,
otra explicacién es que la técnica se encuentra aun en una etapa muy incipiente, por lo
que resulta dificil darle cabida a otra forma de razonamiento cuando apenas se esta
constituyendo el propio. En ambos casos, la dificultad puede estar reforzada por un
posible efecto del contrato didactico: a una tarea le corresponde Unicamente una técnica

correcta.

Las dos posibilidades tienen otro elemento en comun: aun cuando los estudiantes
no necesariamente comprenden el por qué de la técnica que usan —no sabemos cémo

tuvieron acceso a sus procedimientos—, es probable que su puesta en funcionamiento



involucre, de manera implicita, caracterizaciones distintas del porcentaje, pues cada
técnica pone de relieve ciertos aspectos del porcentaje mientras deja de lado los demas.
Asi, cabe preguntarse si cuando Mario y Fabian por un lado, y Alan y Jonathan por otro se
descalifican mutuamente, esta en juego no Unicamente la técnica, sino una manera de ver

al porcentaje.

En este punto vemos cierta similitud con una observacion de Sadovsky (2005) acerca
del grado de disposicion de los alumnos para comparar sus propias producciones con las de
sus compaferos. Sadovsky encuentra que, al interior de un mismo equipo, a los miembros que
participaron con mas fuerza en la elaboracidn de la respuesta a un problema, la tarea de
evaluar las resoluciones de los demas equipos colocandolas “en pie de igualdad” con la propia
les resulta mas dificil que a los que no jugaron un papel activo. Concluye entonces que la tarea
de evaluar un procedimiento implica nuevas elaboraciones para quienes han sido productores:

pronunciarse sobre la validez de otro procedimiento luego de haber producido
uno, es una tarea esencialmente diferente que permite acceder a relaciones que

tal vez no se habian llegado a elaborar en el momento de la propia resolucion
(ob.cit: 12)

Distintas técnicas arrojan el mismo resultado: una posibilidad para admitir
otros procedimientos

Poco a poco los alumnos dan sefiales de que comienzan a admitir técnicas distintas a
la propia. Una de las primeras sefales aparece a partir de una puesta en comun de la
segunda sesién, donde se discute alrededor de la tarea planteada en el apartado
anterior: calcular el 50%, 25%, 20% y 5% de 400. Para el primer porcentaje,
Montserrat propone primero multiplicar “cuatrocientos por el cincuenta por ciento (...)
pero poniéndole el punto (...) antes del cincuenta”, con lo que se obtiene 200.
Después el maestro pregunta si hay otro procedimiento. Claudia sugiere que ‘el
cincuenta por ciento es la mitad (...) se divide por la mitad, que es, son doscientos”. El
maestro hace explicito que de las dos formas se obtiene el mismo resultado:

Maestro:  Entre dos, y es cierto, también sale doscientos ;de acuerdo? Este,

si hago la multiplicacién (escribe en el pizarrén la multiplicaciéon de
400 por 0.50) ;qué me va a salir?

Alumno:  jDoscientos!

Maestro:  Doscientos también ;no? porque son dos posiciones (sefnala el
0.50, que tiene dos digitos después del punto decimal), dos
posiciones (senala el 200.00 en el resultado, donde también hay
dos digitos después del punto) OK ;alguien tiene otra manera de
encontrar el cincuenta por ciento? ;Alguien conoce una manera



diferente de ésta?

Fabian: (a Mario, en voz baja:) cuatrocientos menos doscientos ;no?

Mario rie

El profesor, al hacer un esfuerzo porque se hagan publicas las distintas técnicas,
comunica implicitamente que, contrariamente a lo que Mario, Fabian, Alan y Jonathan
parecian suponer en el apartado anterior, puede haber mas de una técnica correcta para
resolver una tarea. Si bien no se prueba la veracidad del operador decimal y el
fraccionario por separado, de manera velada se establece que si dos caminos diferentes

conducen a la misma respuesta, ambos deben ser correctos.

No obstante, no se ha reparado en que esta coincidencia se ha constatado
Unicamente en un caso particular, 50% de 400, lo que quizas influye para que después
Fabian proponga restar 200 a 400. Es decir, Fabian invierte el mecanismo: no se trata
ahora de buscar una manera de encontrar un resultado desconocido para después poder
compararla con otras, sino, conociendo el resultado, hay que ver qué combinaciones de
los datos permiten obtenerlo. La sugerencia de Fabian lleva a pensar, en primer lugar,
que no esta muy claro de dénde provienen las dos técnicas que se establecieron en la
puesta en comun —por ejemplo, queda implicito que 50% es la mitad del 100%— y en
segundo lugar que Fabian interpreta que si puede haber varias técnicas —no una unica,
como antes implicitamente comunicaba a Alan y Jonathan— entonces cualquier
combinacion de los datos que arroje resultado 200 es pertinente. Es decir, si la manera de
encontrar el resultado no esta estrictamente determinada, lo Unico que valida un
procedimiento es la coincidencia de resultados, aunque sea en un solo caso particular. No

aparece en este momento una preocupacion por establecer relaciones entre los datos.

En la misma puesta en comun se plantea que para saber cual es el 25% basta con
calcular “la mitad del rojo”, es decir, del 50%, y después surge la duda sobre si es
necesario multiplicar 0.25 por 400 o por 200. Hacen las dos operaciones y descartan la
segunda porque no coincide con 100, lo que se obtuvo a partir del uso de la fraccién. Asi,
la coincidencia en los resultados ayuda a validar las dos técnicas, pero también a resolver

cierta incertidumbre en una de ellas.

Quizas esta puesta en comun incide en que después, trabajando en parejas, Mario y
Fabian dirijan su atencion hacia la coincidencia en los resultados, lo que les permite observar
una relacion que no era visible con el uso del operador decimal, a saber, que el 50% es la

mitad:



El problema es analogo al anterior, sélo que ahora la bandera tiene 800 m? de

superficie

Fabian: ¢ Ochocientos por punto cincuenta?
Mario: Y ahi ya sale (chifla)

(Silencio)

Mario: Vamos a hacerlo

Fabian: Ochocientos por (inaudible)

Mario: Si ¢no?

(Silencio, hacen la multiplicacién en sus hojas)

Fabian: ¢Cuatrocientos? jAh, pues era la mitad!
Mario: Ah pus si
Fabian: jAy no mames!

Esta es la primera vez que Mario y Fabian aceptan explicitamente la fraccion.
Quizas en esto tiene que ver, ademas de lo que ya hemos mencionado, que en una
previa puesta en comun, donde se discutia como aplicar el 50%, 25%, 20% y 5% a un
rectangulo que representaba una bandera, se destacaron los operadores fraccionarios
Y2y Ya, esta vez no como iguales al correspondiente operador decimal sino como la
Unica posibilidad, pues en el registro grafico dificiimente el decimal puede ser util. La
ultima frase de Fabian parece enfatizar que su técnica vuelve mas complicada la tarea,
comparada con lo sencillo que resulta dividir 400 entre 2. Su sorpresa deja ver que —
ademas de observar una posible manera de facilitar los céalculos—, la relacién entre una
cantidad y el 50% de esa cantidad comienza a emerger como un invariante: tanto las
cantidades iniciales como los resultados obtenidos al aplicarles el 50% varian, pero la
relacién entre ellas se mantiene constante. Es hasta este momento que la fraccién 72 —
que antes ignoraron— empieza a cobrar cierta materialidad para ellos*®. Podria
pensarse que dicha relacion es puesta en juego a partir del uso que Mario y Fabian
hacen del operador decimal “por 0.50”. Sin embargo, la manera de emplear esta técnica

permite suponer que este operador no es visto como un invariante sino como una regla

4 Este episodio guarda cierta similitud con el caso de Mariana, una alumna de sexto grado
entrevistada por Block (s/f). Ante una tarea de comparacion de razones (2 de cada 5 vs 6 de cada
20), Mariana descubre a partir del uso de la conservacion de las relaciones internas, la fraccion que
emerge como el invariante (2 de cada 5 es igual que 4 de cada 10 y ambas son “casi un medio”; 6
de cada 20 es igual que 30 de cada 100 y ambas son “casi 1/3”). Asi, la equivalencia entre distintas
razones se hace visible para ella cuando las formula mediante una misma fraccion. Esto parece
sucederles también a Mario y Fabian: es necesaria la constatacion en varias ocasiones de que la
relacién entre una cantidad y el 50% es de Y2 antes de que se decidan a utilizarla.



operatoria: el hecho de utilizarla no vuelve observable la existencia de una razén

constante.

Mas adelante, a medida que van tomando en cuenta la fraccion, Mario y Fabian
comienzan a explorar nuevas relaciones. El problema es el siguiente:

Se quiere pintar el 50% de rojo, 25% de azul, 20% de verde y 5% de amarillo
en tres banderas, una grande de 800 m? una mediana de 400 m? y una
pequeiia de 300 mZ.

Fabian y Mario estan calculando el 50% de las tres:

Fabian: ¢Bandera mediana? (silencio) eran doscientos ;no? de la bandera
mediana, si, ;no? no, mediana si ;no?

Mario: Si, doscientos en la mediana y cien del grande. (Escribe algo en la
casilla del rojo de la bandera pequefia) (Inaudible, al parecer no
esta muy seguro de la respuesta que esta escribiendo) Ay jya ya

yal
Es posible que, cuando asegura que son “doscientos en la mediana y cien del
grande™® Mario esté asumiendo que la razon 2:1 que hay entre el 50% de la bandera
grande (400) y el 50% de la mediana (200), se mantiene entre éste ultimo y el 50% de la

pequena:

"2 (interna)

Total Se pinta de
rojo (50%)

Gde 800 400
Med 400 200 Y2 (externa)
Ch 300 $,1007? & Va?

Después es claro que en efecto Mario ha identificado el operador externo %z entre

la bandera grande y la mediana:

Fabian: (...) ya, ponle, ¢;la verde cuanto es?

Mario: A ver
Fabian: Ochocientos...
Mario: Ochocientos por punto veinticinco... ah si, ira, ah no, ah no si, jah

no! (rie) no mira, la mediana pues es la mitad de ésta (senala las

30 Si bien el dice “cien del grande” pensamos que en realidad queria decir “del chico” pues escribe
100 en el espacio que corresponde a la bandera pequefa, ademas después corrige el 100 a 150,
que es la respuesta correcta en la bandera pequena.



columnas de las banderas grande y mediana), pero chécate, ya nos
las estan poniendo (sefiala la columna de la bandera pequefia), a
ver, mira a ver vamos a hacerle trescientos por punto cincuenta

Los fragmentos anteriores permiten suponer que también observa que dicho
operador, “la mitad de”, no se conserva entre la bandera mediana y la pequena. Quizas
por eso regresa al operador decimal, que ya conoce, sin recordar que lo que ya habian
identificado, y deberia mantenerse, es mas bien el operador interno, entre el total y el

50%. Tal vez se confunde entre los dos tipos de relaciones.

Finalmente, ambos constatan que la multiplicacion de 800 por 0.25 es
equivalente a calcular la mitad del 50%. Y también, aunque un tanto dudosos, logran
generalizar una propiedad: cuando se les pregunta como se calcula el 50% de una

cantidad cualquiera, contestan “la mitad”.

Asi, poco a poco van cobrando forma los hallazgos que vinculan las dos
técnicas, a partir de la comparacion de los resultados, de la exploracion de algunas
relaciones y, como veremos mas adelante, del trabajo en el registro grafico. Es decir,
es la socializacion de técnicas y el uso en los distintos problemas lo que permite
establecer posibilidades de transito entre una y otra técnica, y no el analisis per se

de las relaciones entre 100, 50 y 25, por ejemplo.

Mayor importancia a la técnica mas claramente generalizable: el operador
decimal se privilegia en el registro numérico

El hecho de que, como acabamos de ver, los alumnos logran establecer ciertos vinculos
entre la técnica del operador fraccionario y la del decimal, no significa que se haya
logrado una integracion exenta de dificultades entre éstas y otras técnicas. En este
apartado intentamos mostrar cémo la clase establece cierta jerarquia del operador

decimal sobre el resto de los procedimientos, en el registro numérico.
La visibilidad y la legitimacion social del operador decimal

Al hacer los célculos de la bandera pequefa (el 50% de 300), Mario y Fabian

veladamente discrepan en relacion a cual de las técnicas conviene recurrir:

Mario: (...) a ver, mira a ver vamos a hacerle trescientos por punto cincuenta
Fabian: Ciento cincuenta

Mario: Trescientos por punto cincuenta

Fabian:  Ciento cincuenta

Mario: Si ya, ya lo sé, a pus si verda, bueno vamos a hacerle (la



multiplicacién de 300 por 0.50) para que digan, que asi lo hicimos

Por la rapidez con la que Fabian proporciona la respuesta, y por fragmentos
anteriores que muestran como admite y se sorprende ante la fracciéon %2, suponemos que
obtuvo el 150 a partir de dicha fraccién. De ser asi, su insistencia en que ésa es la
respuesta correcta sugiere que Fabian estd implicitamente recalcando que no es
necesario hacer la multiplicacion que se dispone a hacer Mario, pues la respuesta se
obtiene mas facilmente calculando la mitad. Da la impresion de que cuando Mario dice “si
ya, ya lo sé”, no se ha percatado de que Fabian esta utilizando el operador /2, mas bien
no le presta mucha atencién. Inmediatamente después parece reparar en él: “a pus si

verda”.

Este episodio sugiere varias reflexiones. Nos interesa destacar en primer lugar
que, a pesar de que Mario reconoce ante Fabian que la respuesta es 150, insiste en usar
la multiplicacién por 0.50, con el argumento de que conviene mostrarla a los demas: “para
que digan que asi lo hicimos”. Esto admite dos posibles interpretaciones: o, en efecto,
Mario piensa que el operador goza de un mayor reconocimiento y entonces quiere hacer
ver que lo sabe utilizar, o bien aun no se siente convencido del recurso a la fraccion. En el
analisis del cuestionario —y como veremos mas adelante, también en la implementacién
de la secuencia didactica— identificamos una fuerte presencia del operador decimal, que
parece restringir e incluso opacar el uso de otras técnicas. En el ejemplo anterior, Mario
—al no poder rebatir la técnica que propone Fabian— apela a la superioridad que, segun
él, le conceden los demas al operador decimal frente a otros procedimientos, y en su
actuacion vuelve visible para Fabian esa condicion especial de la técnica, ayudando
quizas a que él también construya esa preferencia. Este hecho, aunado a otros que
veremos después, permite suponer que, en las cuatro sesiones que registramos, el
reconocimiento del operador decimal no es transmitido Unicamente por el profesor, pues
muestra lo que los alumnos valoran como conocimiento: independientemente de como lo
hayan adquirido, se han apropiado de él y lo hacen circular de diferentes formas, tanto de

caracter social como matematico.

Por otra parte, cabe hacer una distinciéon entre las dos técnicas —operador
decimal y fraccionario— en términos de su grado de visibilidad: mientras que el
multiplicador “por 0.50” de alguna manera se muestra en la propia formulacién del
porcentaje, es decir, en la notacién “50%”, la fraccion “/2” —expresion de la relacién

entre 50 y 100— y el mismo numero 100, estan implicitos.



Asi, es posible, que la asociacion tan directa entre el porcentaje y un decimal
favorezca un uso mecanico de esta técnica, facil de detectar pero dificil de explicar.
Por el contrario, el uso del operador fraccionario no es tan inmediato, requiere de una
elaboracion: la inferencia de la relacion entre el porcentaje y 100. Y ello quizas incide
en el hecho de que es el operador fraccionario el que mejor expresa el significado del
porcentaje como razon. Su desvanecimiento frente al operador decimal podria

implicar, por lo tanto, un desvanecimiento de dicho significado.



Las dificultades que presentan las otras técnicas le abren camino al operador decimal

El operador decimal también se privilegia en la puesta en comun en un par de
ocasiones. Nos interesa ejemplificar a partir de una sesiéon en la que, ante una tarea
de aplicar varios porcentajes, algunos estudiantes traen a escena las siguientes
técnicas: el operador fraccionario, estimaciones y la técnica que hemos llamado CP-
i%". No obstante, la elaboracion, o bien la comunicaciéon de estos procedimientos se
vuelven tan complicadas, que éstos se desechan en la puesta en comun, lo que

favorece que se acepte sin reservas el operador decimal.

El problema es el que ya hemos descrito, los alumnos intentan determinar el area

de cada color en la bandera grande, esto es, calcular el 50%, 25%, 20% y 5% de 800.

Mostraremos primero como la dificultad para llevar a cabo cierto trabajo con
algunas técnicas no candnicas se percibe desde el momento de trabajo en parejas, lo que
después influye para que no sean planteadas con claridad durante la confrontacién
grupal. Alan y Jonathan combinan tres procedimientos: recurren al operador fraccionario
cuando se trata del 50% y 25%, a una estimacion en el caso del 20%, y finalmente
calculan el complemento aditivo para determinar el 5%:

Alan: Esta. La grande, este... la mitad de ochocientos,
cuatrocientos es la mitad de la bandera

Observadora:  Aja, el azul?

Alan: El azul es... la mitad, de, la mitad de la mitad, bueno la cuarta
parte doscientos

Observadora:  ¢Y el amarillo?

Alan: Y el amarillo... es... (Silencio)
Observadora: ¢ Cuanto te salio?

Alan: Ciento cincuenta

Observadora:  Ciento cincuenta

Alan: Bueno jcalculé!

Observadora:  Calculaste. ;Y la verde?

Alan: ¢La verde? jAh! Este... lo que sobraba
Observadora: Lo que sobraba, ;de qué?

Alan: Cuatrocientos, después doscientos, son seiscientos, ciento
cincuenta, setecientos cincuenta y lo que sobré

3! Consiste en partir identificando al 100% con la cantidad inicial y de ahi establecer una relacién de
proporcionalidad entre cantidades y porcentajes, utilizando las relaciones internas.



Observadora:  Ah... pero igual en todos le hiciste. A mi me queda una duda
¢£coémo calculan la amarilla?
(...)

Jonathan: (...) ve que es ochocientos aca, es la mitad, cincuenta por
ciento, después este, aca, dice el veinticinco por ciento, y ya
la mitad de cuatrocientos, ya después nada mas, este, aca
(sefialando el amarillo) igual le hicimos asi, ciento cincuenta,
doscientos, (inaudible) doscientos, y ya de aqui, este,...
(Silencio)

Alan: No... es que los pusimos los numeros cerrados

Observadora:  Ya

Jonathan no encuentra cdmo —o no se atreve a hacerlo— decirle directamente a
la observadora de qué medios se valieron para obtener el 20%: “ya después nada mas,
este, aca, igual le hicimos asi”. Alan si lo admite por un momento cuando utiliza la palabra
“jcalculé!”, que evoca a una estimacion. No obstante, no dice mas. Da la sensacion de
que Alan vive ésta manera de resolver como algo util pero intimo, dificil de reconocer y
explicar abiertamente. Después justifica: “es que los pusimos los numeros cerrados”,

como si esa restriccidon minimizara la sensacion de arbitrariedad.

El fragmento anterior sugiere entonces que los dos alumnos consideran a la
estimacion como un procedimiento sin legitimidad, al menos en esta situacion, recurren a
él porque no tienen otro remedio —la fraccion asociada al 20% no es evidente para

ellos—, pero no pueden admitirlo abiertamente.

La inseguridad que Alan y Jonathan muestran en relacion a la estimacion, y
también la dificultad para determinar la fraccion, se reflejan en la puesta en comun,
cuando se trata de buscar el area que se pintara de verde en la bandera grande, es decir,
calcular el 20% de 800. La primera respuesta que se discute es la de estos dos alumnos:

Alumnos: iSi! iNo! jCiento sesenta! jCiento cincuenta!

Maestro: A ver, hay dos posibilidades aqui: ciento sesenta, y otros dicen
ciento cincuenta. OK, vamos a discutirlas a ver cual de las dos
va (...) (a Alan y Jonathan:) ¢;por qué ciento cincuenta?

Alan: ¢Porque dividimos la mitad de la mitad?

Maestro: La mitad de la mitad, serian cien, la mitad de la mitad son cien
¢;no? este es, jah no! perdon serian doscientos, porque todo es
ochocientos, la mitad, cuatrocientos, y la mitad de la mitad,
doscientos, ¢y aqui, entonces?

Alan: Dividimos la mitad a la cuarta parte

(...)

Claudia: Pero esta mal



Nuevamente no se deciden a reconocer en publico la estimacion, quizas porque
saben que de hecho no permite encontrar el resultado exacto, que es lo que se esta
pidiendo y, ante la exigencia de un argumento evocan el operador fraccionario: “;porque
dividimos la mitad de la mitad?”, “dividimos la mitad a la cuarta parte”. Aunque podria
pensarse que estas frases se plantean de una manera bastante azarosa, o incluso que los
alumnos solamente estan tratando de adivinar lo que el profesor espera de ellos, creemos
que no es asi. Cabe recordar que Alan y Jonathan utilizan con éxito el operador
fraccionario siempre que se trata del 50% y 25%, asi que es probable que, mas que
proporcionar una explicaciéon sobre algo que esta claro, Alan esté proponiendo esos
operadores como una apuesta que hay que probar, es decir, como una manera implicita
de plantear su necesidad de buscar la fraccién que designa al 20%. De hecho su recurso
a la estimacion no es inmediato, mas bien parece haber sido la unica alternativa al no
encontrar la fraccion. ¢Por qué no logran, ni alumnos ni maestro, hacer explicita la
dificultad en juego, esto es, que lo que se busca determinar es la parte que representa 20
de 1007

Antes de intentar responder esta pregunta, cabe observar que en diversos
estudios sobre el aprendizaje de las fracciones se ha reportado la misma dificultad: los
alumnos parecen apropiarse de las fracciones cuyo denominador es una potencia de 2
(Y2, V4, etc), pero muestran dificultades fuera de este dominio. Piaget (1960, en Block y
Gonzalez, 2005) ha mostrado que el centramiento en este tipo de fracciones constituye
una etapa inicial en el proceso de aprender a hacer particiones, lo que en parte puede
explicarse porque los denominadores en juego permiten la divisién fisica por mitades
sucesivas. Davila (1992) encontré que alumnos de primero y segundo grados de primaria
intentaron, a partir de las fracciones que dominaban, dar cuenta de otras cantidades como
1/3: ante la tarea de repartir un pastel entre 3 nifios (una hoja de papel representaba el
pastel), la mayoria de los equipos realizaron varios cortes por mitad hasta que notaron
que de esta manera siempre sobraria un pedazo. Incluso algunos nifios, cuando el
sobrante es muy pequefio lo tiran, esconden o se lo tragan para desaparecerlo,
argumentando que ya no vale o que no se puede repartir. La misma autora encuentra la
situacion inversa: algunos alumnos que logran dividir fisicamente en tres pedazos,
asignan el resultado a fracciones como 1/8, es decir, del tipo 1/2". En una investigacion
realizada con adultos no alfabetizados, Avila (2006) también reporta esta tendencia de
particiones sucesivas por mitades en sus entrevistados. Esto muestra que la ampliacion

del repertorio de fracciones funcionales no ocurre espontaneamente, requiere de



experiencias que la provoquen. Finalmente, en el capitulo anterior de este trabajo hemos
destacado esta misma tendencia de los estudiantes ante las diferentes tareas planteadas

en el cuestionario y las entrevistas®?.

Nos parece que las explicaciones que proveen los autores a los que nos hemos
referido son pertinentes también en este trabajo. Davila muestra que si bien los alumnos
tienen éxito en los repartos entre 2 6 4, ellos no lo prevén, no son conscientes de que los
cortes sucesivos por mitades los llevan a realizar repartos equitativos®® y exhaustivos®*.
Para tener éxito en otros repartos, en cambio, es necesario poder hacer una anticipacion
y no solamente aprovechar el efecto de la accién®. Lo anterior nos permite suponer que,
para los alumnos de nuestro estudio que recurren a la fraccion, hay una diferencia
sustancial entre aplicar el 25% (o 50%) y aplicar el 20%. En el primer caso, ellos
implicitamente traducen la tarea como “tengo que dividir porcentajes y cantidades hasta
que llegue al 25%”. En cambio la resolucion del segundo caso implica preguntarse “;entre
cuanto tengo que dividir?” o bien “;qué parte de 100 es 20?”. Es decir, a pesar de que
ambas fracciones son unitarias y sencillas, conocidas para los estudiantes, el trayecto
entre una y otra se debe a que es necesario plantearse el problema de una manera
distinta, redirigir la mirada hacia un lugar que no era objeto de reflexion, se daba por

sentado: la fraccidn que sirve de instrumento para encontrar el porcentaje que se busca®®.

Ademas de estas dificultades que podrian considerarse de orden cognitivo,
pensamos que la persistencia en secundaria de la tendencia a dividir en mitades es
también efecto de la ensefanza. Es probable que los estudiantes no hayan tenido

experiencias didacticas que permitan enriquecer sus conocimientos sobre fracciones, de

52 Este tipo de procedimientos también puede encontrarse en la historia. Los egipcios solian
multiplicar a partir de una repetida duplicaciéon del multiplicando y mediacién del multiplicador.

53 Es decir, que todos los pedazos son iguales.

54 Es decir, que no sobra nada del todo repartido.

35 Piaget ha mostrado que el caso de las fracciones es un ejemplo de un proceso mas general: “una vez
que los encuentros “fortuitos” con la “realidad” (...) se tornan deliberados, con la construcciéon de
esquemas, las reiteraciones conducen a anticipar el resultado de una accion. El gran proceso
cognoscitivo que realiza el nifio, y que la Psicologia Genética ha puesto en claro, consiste en poder
pasar de “lo empujé y se movid” a “si lo empujo se mueve™. (Rolando Garcia, 2000 en Panizza, 2003:
64)

6 Algunos alumnos entrevistados por Block (s/f) si logran identificar fracciones cuyo denominador
no es una potencia de 2, como 1/3. Por ejemplo, Mariana, ante una tarea de comparaciéon de
razones, después de establecer una relacién de proporcionalidad empieza a encontrar el operador
externo: primero %, y en otra tarea, 1/3. Quizas la diferencia entre su resolucién y la de los
alumnos de nuestro estudio esta precisamente en que Mariana, una vez que detecta la fraccion,
pone ahi su atencién, su esfuerzo se dedica a encontrar el operador, mientras que para Alan y
Jonathan la fraccién es una herramienta que se utiliza pero sobre la que se reflexiona poco.



tal manera que al enfrentar nuevamente situaciones que las ponen en juego, recuperan
esquemas antiguos. Por ejemplo, en los fragmentos de registro que hemos mostrado se
puede percibir el caracter implicito de algunos de los elementos tecnoldgicos que
intervienen: las relaciones que hacen que el 50% sea la mitad y el 25% la cuarta parte no
son traidas a escena, son poco visibles, lo cual probablemente dificulta la posibilidad de
trasladarlas a otras tareas con otras variables. Es decir, al no hacer explicita la tecnologia
se debilita una de sus funciones: la de producir, en este caso, técnicas mas robustas.
(Chevallard, 1999) Y es que el proceso de formulacién no consiste Unicamente en poner
en palabras un modelo que implicitamente funciona en la accién, pues hay también una

implicacion en el sentido inverso: la explicitacion del modelo amplia su campo de accién.

Volviendo al analisis de la discusion grupal sobre los procedimientos de Alan y
Jonathan, las dificultades para comunicar a los demas el uso del operador fraccionario y
de la estimacién tienen como efecto la pérdida de presencia de ambas técnicas, asi que la
clase se dedica a buscar otra manera de calcular el 20% de 800. Surge entonces un
nuevo procedimiento no candnico: CP-i, traido a escena por Josué. No obstante, la
manera de plantearlo es bastante confusa, al menos para el profesor, por lo que se vuelve
dificil de retomar y hacer circular, asi que se descarta. Josué explica cémo calcul6 el 20%
de 800:

Josué: Yo, yo lo multipliqué por cinco y salia, (...) multipliqué cuatro por

cinco y salia, este, veinte y si lo multiplicaba, este, cincuenta por
cuarenta, salia, este, doscientos.

Maestro: A ver, pero cuatro por cinco, cuatro por cinco...
Josué: Sale veinte...

Maestro: Sale veinte. jAh bueno!, dos por ocho son dieciséis, o sea, a lo que
voy es, pues yo puedo poner ahi una multiplicacion ;qué es ese
cuatro por cinco? Yo no sé que significa.

Josué: Es que, esta pidiendo el veinte por ciento
(...)
Maestro: OK. Y tu dices que era cuatro por cinco y da veinte

Josué: Aja, pero, es que, es como si estuviéramos (...) multiplicando, nada
mas el unico numero que se borra ahi en la multiplicacion es el
cero, y el ultimo de resultado se le suma

Maestro:  No entiendo nada de lo que me dices (...)
Para poder aclarar este procedimiento, le pedimos al final de la clase que lo
explicara de nuevo. Al parecer consiste en lo siguiente: Josué sabe que una vez calculado

el 50% y 25%, lo que falta para el 100% es 25%, que corresponde a 200. Puesto que 25%



es 5 veces el 5%, para saber a cuantos metros cuadrados equivale el 5% es necesario
buscar un numero que multiplicado por 5 sea 200. Luego, como 5 por 4 es 20, se tiene
que 5 por 40 es 200, a eso se refiere cuando dice: “multipliqué cuatro por cinco y salia

este veinte y si lo multiplicaba este, cincuenta por cuarenta, salia, este, doscientos”, “nada
mas el unico niumero que se borra ahi en la multiplicacion es el cero”. De ahi que el 5% es
40 y por lo tanto el 20%, lo que falta para 200, es 160: “el ultimo de resultado se le suma”.

La estrategia se resume en el siguiente esquema:

400 50%
200 25%
+ 600 75% +
800 | 100%
- 200 25% -
' 5 40 5% ' 5
- 160 20% -

La explicacion es tan confusa que el maestro al principio piensa que la multiplicacion
es azarosa: “ah bueno, dos por ocho son dieciséis”. Después, aunque el profesor hace el
esfuerzo de comprender el procedimiento de Josué, no lo logra: “no entiendo nada de lo
que me dices”, y entonces lo descarta y busca otras formas de resolver. Es en este
momento que Guillermo toma la palabra, pero esta vez no es para proponer otra técnica

alterna sino una candnica:

Guillermo: Seria multiplicar el ochocientos por punto veinte ;no?

Maestro:  Hay que multiplicar el ochocientos por punto veinte, a ver, alguien
que me diga cuéanto es ochocientos por punto veinte ¢;por qué por
punto veinte?

Guillermo: ;Porque es el porcentaje?

Maestro:  ;Porque es el veinte por ciento? ;Y entonces para hacer éste
cuanto seria?

Guillermo: Serian ochocientos por punto cincuenta

Maestro:  Ochocientos por punto cincuenta ¢;y para éste?

Alumnos:  Ochocientos por punto veinticinco

Maestro:  Ochocientos por punto veinticinco. Si lo hacen asi, si sale ;no?
ochocientos por punto cincuenta, si da cuatrocientos, ochocientos
por punto veinticinco, si da doscientos

Maestro: (...) OK, pero entonces, ochocientos por punto veinticinco, jsi da

" doscientos?, ochocientos por punto veinte, ¢si da ciento sesenta?

Jonathan: Si

Maestro:  ¢Si? Bueno, ya estamos conformes en que esto es...



Claudia: Ciento sesenta

Maestro:  Ciento sesenta (...)

Guillermo propone el operador decimal, el cual es aceptado rapidamente por
distintos motivos que se pueden resumir de la siguiente manera: a) varios alumnos
parecen conocerlo, como regla, b) se mostré que en algunos casos producia el mismo
resultado que otras técnicas, c) algunos procedimientos personales son dificiles de
comunicar a los demas, o bien, se consideran poco confiables, como la estimacion, d) el
operador fraccionario es una técnica no acabada, y el caracter implicito con el que se
manejan ciertos elementos tecnoldgicos (por ejemplo ¢qué fraccion se asocia al 20%7?)
dificulta la posibilidad de robustecerla, mientras que, e) la multiplicacion necesaria para el
uso del operador decimal aparece a los estudiantes como facil de identificar en cualquier
caso. En pocas palabras, se valora ésta ultima técnica por encima de las demas por su

generalidad, a costa del sentido®’.

Cabe mencionar, por ultimo, que el peso que cobra el operador decimal tampoco
llega a ser absoluto. Cuando se trata de calcular el 5% de 400 o de 800, ésta técnica
presenta dificultades para los alumnos pues proponen multiplicar por 0.5, con lo que se
obtiene un resultado que no es factible: la suma de los cuatro porcentajes excede la
superficie total de la bandera. Esta complicacion propicia la busqueda de otras formas de
resolver el problema. Claudia comparte el recurso al complemento aditivo: “ya sumando
todo y...”, “lo que te falta”. Al maestro no parece convencerle este procedimiento, pues si
bien permite obtener la respuesta correcta, no es un método directo: “en efecto, lo que me
falta son veinte, pero ¢como se calcula?”. Entonces Guillermo propone restar el 20% al
25% de 400, porcentajes cuyas aplicaciones ya conocen, la primera es 80 y la segunda
100: “si al punto veinticinco, le quitaste (...) el cinco por ciento para que sean veinte (por
ciento), y te dio ochenta, ora si que...”. El maestro hace entonces un gesto de sorpresa,
de aceptacion, y llama la atencion del resto de los estudiantes hacia esta explicacion. No
obstante, aun cuando estas resoluciones son faciles y claras, y el operador decimal es en

este caso enigmatico, los estudiantes se esfuerzan por encontrarlo.

Nuevamente, es probable que el juego entre las distintas técnicas esté imbricado

con el papel social que tienen en el grupo los alumnos que las proponen. No es casual

7 Por supuesto, no descartamos que la técnica del operador decimal sea muy util y deba ser
ensefada. Lo que queremos destacar aqui es, nuevamente, que esta técnica suele no ser
portadora del sentido del porcentaje como razén, lo cual implica, si es la Unica en valorarse y
usarse, un sacrificio nada desdefiable: el del significado.



que sea precisamente Guillermo quien proponga el operador decimal: él y Josué son los
dos alumnos que gozan de mayor legitimacion en el grupo en cuanto a sus conocimientos
matematicos. También llama la atencidon que, a pesar de que tanto Claudia como
Guillermo obtienen el 5% partiendo de otros porcentajes, es decir, de manera indirecta —
Claudia resta el 95% al 100% y Guillermo el 20% al 25%—, el maestro sutiimente le
otorga menor crédito a la primera que al segundo. Es decir, aunque en varias ocasiones
se percibe un esfuerzo del maestro porque la voz de Claudia sea considerada en mayor
medida por los demas, no siempre logra escapar a las formas sociales establecidas por la
clase. No obstante, en el fragmento anterior también se muestra como tampoco podemos
afirmar que dichas formas estén sujetas a una aplicacion rigida e inamovible: no todo se
les concede a Guillermo y Josué, pues la propuesta anterior de este ultimo fue

descartada.

Veamos ahora lo que sucede en el registro grafico, donde no resulta util el operador

decimal.

En el registro grafico se asienta el operador fraccionario, cuando es
facilmente identificable

Mas adelante mostraremos con mayor detalle las diferentes formas de transito entre el
registro grafico y el numérico que se dieron durante la implementacién de la secuencia
didactica. Ahora nos interesa resaltar cdmo el primero provocod en cierta medida un
desplazamiento del operador decimal. Un problema que se trabajé en la segunda vy
tercera sesiones, y al que ya hemos hecho referencia, es el siguiente:

“El dueno de un equipo de futbol mandd fabricar tres banderas gigantes, de
distintfos famanos, para colocarlas en el estadio.

a) Para hacer la mediana, se debe pintar el 50% de rojo, el 25% de azul, el
20% de verde y el 5% de amarillo. Si toda la bandera tiene una
superficie de 400 metros cuadrados, 3Qué drea tendrd cada color?

b) Representa en el siguiente rectdngulo la parte que se debe pintar de
cada color

c) Los resultados que obtuviste en la pregunta a) scorresponden bien con
las partes que coloreaste en b)? Si te parece que no, corrige tus resultados.”



Mario y Fabian, durante el trabajo en parejas, resuelven el inciso a) a partir del
operador decimal, y al parecer en el inciso b) se preocupan por conservar el orden de los
porcentajes: dibujan en el caso del 50% una franja mayor a la del 25%, y asi

sucesivamente. La porcion del terreno que asignan al 50% es un poco menor de la mitad.

En la puesta en comun se genera cierto desacuerdo: algunos alumnos afirman
que “primero va la mitad... de rojo”, pero cuando el maestro le pregunta a Mario si esta

de acuerdo, dice “no sé”:



Maestro:  ;Coémo dividiste ta? (...)
Mario: Casi la mitad

Maestro: (A la mitad?

Matrio: Casi

Maestro:  Casi a la mitad ;por qué casi a la mitad y no exactamente a la
mitad?

Guillermo: Es a la mitad

Maestro: OK a ver, su comparero dice que es exactamente a la mitad
porque es el cincuenta por ciento ;qué opinan?

Alumnos: i Siiii!

En el registro grafico nadie puede valerse del operador decimal, entonces Mario
infiere una fraccion aproximada “casi la mitad” a partir de lo que ve en su dibujo, el cual
proviene de una comparacion cualitativa de los diferentes porcentajes. Entonces sus
companeros y el maestro les aportan algo de informacion: “es exactamente a la mitad
porque es el cincuenta por ciento”, aunque no se justifica (queda implicito que 50 es %2 de
100, de ahi que 50% es Y2 del 100% y, ya que 100% es el total, 50% es 2 del total) . Mas
adelante Josué y Guillermo les proporcionan otra relacion: para saber qué parte del
terreno corresponde al 25% “tienes que dividir la mitad de la mitad (...) porque (...) una

mitad es cincuenta por ciento”, “y la mitad seria el veinticinco por ciento”. Esta vez hacen

mas visibles las relaciones entre los diferentes porcentajes.

A pesar de que los aportes de sus companeros estan poco sustentados, son datos
nuevos para Mario y Fabian. En la siguiente sesion se les plantea nuevamente una tarea
en el registro grafico, donde se representan varios terrenos de distintos tamanos, en cada
uno de los cuales hay una parte sombreada. La tarea consiste en determinar el porcentaje
de cada terreno que corresponde a la region gris. (Sesién 4, problema 1) En uno de ellos,
Fabian afirma que es el 45%:

Maestro:  OK ¢quién dijo que era el cuarenta y cinco por ciento? Levanten la

mano (a Fabian que levanta la mano) ;como sabes que es el
cuarenta y cinco por ciento?

Fabian:  No psss...
Mario: Nada mas le calculé
Fabian: Le calculé... la cantidad

Maestro: ¢;Tu que crees después de que ves estos, sera el cincuenta o el
cuarenta y cinco y por qué?



Fabian:  jCuarenta y cinco! porque es menos de la mitad

Maestro:  ;Alguien tiene una regla para medirlo? (a Josué y Guillermo que
estan midiendo) ustedes traen ;y si es menos de la mitad?

Josué: No, es la mitad exactamente

Maestro: Es exactamente la mitad. Entonces ¢;qué es? (a Fabian)

Fabian:  Cincuenta

Maestro: Cincuenta por ciento, OK ¢;quién dijo que era el sesenta? (...)

Al parecer Fabian y Mario asumen, al ver el terreno, sin medirlo, que la region
pintada es “es menos de la mitad”. Para hacer su estimacion parecen utilizar como criterio
implicito el hecho de que 50% es '2: “nada mas le calculé”. Pero cuando se mide la
longitud del terreno total y la de la regidén gris y se comprueba que “es la mitad
exactamente”, rectifican, y afirman que es el “cincuenta”. En otro terreno, cuando un
companero dice que la region pintada es la cuarta parte, Mario concluye, riendo: “es el

veinticinco entonces”.

Cabe observar que no podemos asumir que el cambio en la estrategia de Mario y
Fabian se debe a las aportaciones verbales hechas por el resto del grupo. El sélo
disponer de esta informacién no parece suficiente para que los dos alumnos se la
apropien. Como ya hemos visto, es a partir de la constatacién de la coincidencia de los
resultados del operador decimal y el fraccionario que empiezan a admitir y darle uso al
segundo. Pero también nos parece que, precisamente para que se percataran de esta
convergencia entre las dos técnicas, fue necesario que otros llamaran su atencion hacia la
fraccidn, que estaba siendo ignorada por ellos. Ademas, fue util la ubicacion de la tarea en

el registro grafico, que obstaculiza la puesta en juego del operador decimal.

El ejemplo de Mario y Fabian no es unico en la clase. En general, al menos en
las confrontaciones grupales, parece que en el registro grafico cobra fuerza la
fraccion, la que, por la manera en que es empleada, ofrece algunas posibilidades y

también limitaciones, como veremos ahora.

En el problema de los terrenos, Josué y Guillermo encuentran, en un caso, que el
rectangulo mide de largo 5 centimetros y la parte sombreada 1 cm. Entonces prueban
varias estimaciones, sabiendo que el porcentaje correspondiente a la parte gris debe
caber 5 veces en 100: “15 mas 15 mas 15 mas 15 mas 15, es muy poquito, luego 25y

luego 20, da 100”. A pesar de que los dos estudiantes muestran un uso versatil de



diferentes técnicas, el procedimiento que ponen en juego sugiere que el registro grafico

posibilita el surgimiento de nuevas estrategias, distintas al operador decimal.

Veamos como resuelve Montserrat el problema relativo al mismo terreno. Ella
contesta que la regién sombreada es el 25%, “porque haz de cuenta que esto (sefialando
la mitad del terreno) haz de cuenta que todo esto es cincuenta por ciento y yo digo que es
la mitad... cincuenta por ciento es la mitad de veinticinco, es veinticinco (senalando la
parte sombreada)”. Nos parece que intenta decir que la parte sombreada es la mitad del
50%, es decir, el 25%. Nuevamente llama la atencién el constante recurso a la fraccion 2
por parte de los estudiantes®®. Resulta relativamente facil para ellos la identificacion del
50% y el 25%, pero no tanto la del 20%. Montserrat encuentra un porcentaje bastante
cercano al 20%, pero no llega a notar que la region sombreada en realidad es la quinta

parte del terreno total.

En la puesta en comun tampoco emerge la fraccion “1/5”. Unos alumnos afirman
que la parte sombreada corresponde al 25% y otros que al 20%. Una estudiante que
quiere sostener la primera opcién justifica: “segun yo es una cuarta parte de todo”.
Cuando se comprueba al medir con regla que no es la cuarta parte, desechan este
porcentaje: “porque el veinticinco es la cuarta parte”. El profesor ratifica: “entonces el
veinticinco, no puede ser, tendria que ser la cuarta parte”, y a partir de lo anterior
concluye: “tenemos entonces que (...) es el veinte por ciento®. Es decir, no es necesario
demostrar que el 20% es correcto, se admite porque es la respuesta que no ha sido

descartada.

En otro de los terrenos, tanto Margarita como Montserrat estiman de manera gruesa
(el largo del rectangulo mide 4 centimetros y el de la regién gris 3 centimetros, es decir, el
75%):

Margarita:  ;Este sera el no-ven-ta y... cinco por ciento?
Montserrat: Setenta ;no? Porque aqui sobra (inaudible)

(...)

Margarita:  ¢;Setenta por ciento? Yo le puse el noventa y cinco por ciento

(...)

Margarita: Yo dije que... son aqui todos cien... cien metros de terreno

% Ya hemos mostrado —e intentamos explicar a qué se debe- que también Alan y Jonathan
calculan mitades sucesivas, pero no resulta facil la tarea cuando se trata de una fraccion que no
puede obtenerse de esta manera.



(..)

Montserrat: Es que aqui porque... 0 Sea, aqui le pusimos cincuenta... aqui
tiene que ser el cincuenta, precisamente esto vale el cincuenta,
entonces tiene que ser aqui menos, por eso... yo digo que todo
esto (la regién gris) son setenta y esto (la regién blanca) vale el
treinta por ciento

(...)

Margarita, cuando estima el 95%, exagera un rasgo que solo tiene este terreno: es
mucho lo gris. Montserrat en cambio estima el complemento: compara la parte blanca con el
50% y concluye que “tiene que ser aqui menos”. Si bien la estimacion de Montserrat es mas
fina, pues pasa por el 50%, ambas establecen una relacién entre el porcentaje y 100 similar a
la que perciben entre la superficie sombreada y la total. No entran en juego aqui las

fracciones.

Es interesante que las dos alumnas pongan en funcionamiento estas relaciones
siendo que, como veremos mas adelante, en las sesiones anteriores muestran conferirle
un sentido bastante precario al porcentaje, utilizan el operador decimal como una regla de
la que no conocen el significado. En varias ocasiones da la impresion de que la
inseguridad que muestran sobre sus propias elaboraciones las vuelve receptivas a los
aportes que hacen sus compafieros en las puestas en comun. Por ejemplo, en este
problema, utilizan la correspondencia del 100% con el total, del 50% con la mitad, y del
25% con la mitad del 50%. Por otras participaciones de estas estudiantes, es posible
suponer que esta informacion no surge inicialmente de ellas mismas, sino que mas bien la
retoman sin mucha dificultad de las aportaciones de sus companeros. No obstante,
cuando alguien propone el 75% sin haber todavia explicado por qué, Margarita
inmediatamente hace un gesto de preocupacién: con la misma facilidad con la que las dos
alumnas admiten los argumentos de los demas, ponen en duda las producciones propias,

que logran elaborar a partir de ellos.

Hemos visto en este apartado cémo el transito entre diferentes técnicas —
principalmente el operador decimal y el fraccionario— se vuelve posible cuando se
muestra que todas llevan a los mismos resultados, cuando una de ellas presenta
algunas trabas, o bien cuando un problema se plantea en el registro grafico, pues ahi

el operador decimal es dificil de usar.

Asi, por ejemplo, quienes comenzaron con el operador decimal practicamente se

vieron en la necesidad de recurrir al fraccionario en ciertas tareas planteadas en el



registro grafico, lo que en parte propicidé su uso en el numérico. Mientras tanto, para los
que de entrada utilizaron el operador fraccionario, en cierta medida se les impuso el
operador decimal en los casos en los que el primero era dificil de encontrar, aunque no de

manera obligada: les quedaba el recurso a una estimacion.

No obstante, cabe destacar que el encuentro entre distintos procedimientos
no implica que todos se utilicen con la misma naturalidad y por todos los miembros
de la clase. Tampoco significa que los alumnos hayan aprendido a identificar las
condiciones de una tarea bajo las cuales una determinada técnica es mas pertinente
que otra. Incluso mostramos que el establecimiento del operador decimal en el
registro numérico llegé a desvanecer la necesidad de robustecer otra técnica, la del
operador fraccionario. Es importante estudiar mas cuidadosamente de qué manera
es posible darle cabida a las diferentes maneras de resolver una tarea, favorecer que

los alumnos las comparen y verifiquen su validez.

3.2.2 El débil sentido que se deposita en el algoritmo del operador decimal
En el apartado anterior tratamos de hacer ver cémo el algoritmo del operador decimal
cobro una fuerte presencia en el registro numérico. No obstante, esta técnica parece estar
muy poco dotada de sentido por parte de los alumnos, lo cual puede inferirse a partir de
diferentes rasgos de sus resoluciones. Cabe aclarar que cuando nos referimos al fragil
sentido conferido al operador decimal, no pretendemos que los estudiantes comprendan
cada uno de los pasos de la ejecucion del algoritmo pues justamente la utilidad de los
algoritmos reside en que permiten establecer, ante determinado tipo de tareas,
secuencias de acciones que garantizan la obtencién del resultado, cualquiera que sean
los datos, evitando asi la necesidad de reflexionar cada uno de los pasos. Al hablar del
débil sentido del operador decimal nos referimos a que los estudiantes no parecen
establecer las relaciones entre los datos que se ponen en juego en una tarea, y de esa
manera se quedan sin recursos para saber bajo qué condiciones el algoritmo se puede
usar, para anticipar rangos numéricos en los que tendria que estar el resultado, para

utilizar otros procedimientos cuando el algoritmo no es pertinente.

Es decir, los estudiantes apenas establecen fragiles vinculos entre el algoritmo y
otros procedimientos, el algoritmo no parece estar resumiendo procesos largos de
busqueda y de construccion de otros procedimientos propios de menor alcance. El sentido
de un algoritmo no es entonces una caracteristica que le sea intrinseca, sino de la manera

en que se establece en un proceso de aprendizaje y en que los estudiantes recurren a él.



Veamos ahora las maneras en qué se manifiesta cierta fragilidad en el uso

del operador decimal.

Se recuerda el algoritmo como una serie de operaciones

En varias ocasiones en las que se plantea a los alumnos la tarea de aplicar porcentajes,
ellos intentan recuperar una manera de resolver que ya habian utilizado antes. Da la
impresion, por la manera de evocarla, de que lo que recuerdan son operaciones
inconexas, fragmentos aislados de la técnica, la cual no relacionan con alguna
interpretacion del porcentaje, como en el caso de Claudia y Guadalupe:

El problema a resolver es: Un pantalon que cuesta $200 esta al 30% de
descuento ;de cuanto es el descuento?

Claudia: A ver, dice, si el pantalon costara doscientos pesos,
doscieeentooos para... treinta por ciento... no, es que, es que ya
no me acuerdo como se saca el porcentaje

Guadalupe: Yo me acuerdo que habia algo que aqui se dividia pero no me
acuerdo qué. Lo que iban, a ver, era ésta y se dividia entre ésta y
si no alcanzaba te daba un cero o algo asi. Pero no estoy segura

(...)

Claudia: Esto me salia super bien antes

Guadalupe recuerda que se recurria a una division, y que bajo ciertas
condiciones, habia un cero que jugaba un papel especial, aunque no esta segura.
Cabe preguntarse si asocia las reglas que menciona unicamente al porcentaje o a una
manera general de proceder en matematicas. Llama la atencion que Claudia recuerda
lo buena que era antes resolviendo estas tareas, parece aludir a su eficacia
ejecutando una técnica que le habia sido proporcionada, pero al no poder recuperarla,

ambas se quedan desarmadas, no evocan otros recursos.

En el mismo problema, Fabian se pregunta: “es doscientos por ¢trescientos no?
iNo manches ya no me acuerdo!”. La multiplicaciéon que propone tiene poco sentido en el
contexto del problema, pues evidentemente el resultado saldra mayor que el precio
original del pantalén, pero al parecer él en este momento se despega de ese contexto
para recuperar una regla mas general: la que permite aplicar porcentajes a cantidades. En
otro problema, en el que se debe pintar el 50% de una bandera que mide 400 m?, Fabian
insiste, aunque dudoso, en la multiplicacion, esta vez con un punto decimal: “no sera
cin..., punto cincuenta por cuatrocientos ¢si, no?”, y pide a Mario que la realice: “a ver
hazla gley”. Asi, no parecen estar muy seguros de esta técnica, mas bien al ejecutarla

también parecen estarla poniendo a prueba. No es que el problema les esté sugiriendo



hacer esa multiplicacién, mas bien, Fabian esta tratando de recordar una regla de la que

alguna vez dispuso.

A diferencia de lo que hacen, por ejemplo, adultos no alfabetizados (Soto, 2001),
quienes, cuando resuelven determinados problemas relacionados con su oficio, producen
caminos largos —en comparaciéon con los canodnicos, de los cuales no necesariamente
disponen— a cambio de mantener, en cada paso, un control del sentido otorgado por el
contexto, en este caso los alumnos optan por una operaciéon, 400 por 0.50, que
posiblemente comprenden poco, o0 ho comprenden, de la que se sienten poco seguros. Es
una operacién sobre la cual no podran ejercer ningun control, probablemente ni siquiera
cuando obtengan el resultado, pues para ello seria necesario que ya supieran, cuando
menos, que el 100% corresponde al total y, como veremos, eso no les resulta trivial.
Claro, con respecto a la comparacion hecha, hay que decir que los contextos —problemas
del oficio, problemas planteados en la escuela—, son muy distintos e imponen al
conocimiento modos de funcionamiento también muy distintos. Y ademas, que la tarea
planteada a Mario y Fabian supone que ellos ya tienen ciertos conocimientos sobre el
porcentaje, pues ¢ qué posibilidades ofrece la situacién para producir un procedimiento

propio, nuevo para ellos, que permita ejercer un control sobre el sentido?

Los ejemplos de Claudia, Guadalupe, Fabian y Mario muestran como estos
alumnos, ante la dificultad para recuperar una técnica que necesariamente se ha olvidado
por la falta de uso, parecen quedarse imposibilitados para resolver las tareas, como si no

pudieran reconstruir otros recursos.

La busqueda del algoritmo mas pertinente para la tarea
Al igual que en la aplicacion del cuestionario y las entrevistas, en la implementacion de la
secuencia didactica encontramos que algunos alumnos, ante la tarea de aplicar
porcentajes, se dedican a buscar, entre los cuatro algoritmos basicos, una combinacién
que arroje un resultado que parezca pertinente. Mostraremos el caso de Margarita y
Montserrat, que es el mas evidente que logramos registrar:

Se debe pintar una bandera de 400 m? de superficie de la siguiente manera: el

50% de rojo, el 256% de azul, el 20% de verde y el 5% de amarillo ;qué area
tendré cada color?

Montserrat: (lee en voz alta el problema) (...) se debe pintar el cincuenta
por ciento de rojo

Margarita: Lo vamos a sumar ;no?

Montserrat: (sigue leyendo:) Si toda la bandera tiene una superficie de...



Margatrita: Vamos a multiplicar cuarenta, cuarenta por ciento,
cuatrocientos por ciento

(...)
Margarita: (a la observadora) ;Podemos multiplicar aca?
Observadora:  ;Pueden qué?

Margarita: Multiplicar. Seria, cuatrocientos por cincuenta
(...)

Hacen la multiplicacion y les da como resultado 20, 000
Margarita: Es que da mucho, sobre dos, da mucho, mira
Montserrat: (rie) Da mucho ¢verdad?

Margarita: ¢Sobre dos?

Montserrat: Mejor, lo que te dé entre dos, y ya seria...
Margarita: El resultado

(...)

Margarita: Yo le voy a hacer la cinco, por veinticinco
(...)

Margarita: Veinticinco por... cuatrocientos. jA lo mejor cuatrocientos por

veint... cuatrocientos entre veinticinco! Yo le voy a hacer asi.
Cua-tro-cien-tos por...

Margarita y Montserrat realizan una busqueda de la operacién que resuelve, dan
por hecho que alguno de los algoritmos que conocen debe funcionar. Primero proponen
sumar, luego multiplicar y finalmente dividir los dos datos conocidos, cambiando de una
operacion a otra con cierta facilidad, como si estuvieran buscando dar en el blanco, y al
mismo tiempo como si ninguna de las operaciones les sonara muy familiar para el
problema que deben resolver. No obstante, ejercen cierto control sobre el resultado que
obtienen, pues se percatan de que 20, 000 es demasiado grande y entonces buscan
hacerlo de otra manera (“ja lo mejor cuatrocientos (...) entre veinticinco!”), o bien ajustar
con otra operacion (“sobre dos, da mucho”), que quizas es retomada del uso de férmulas
—como la del area del triangulo— y utilizada como una especie de truco que sirve para
regular, para reducir el resultado. Asi, si bien al realizar las operaciones se despegan en
cierta medida del contexto del problema, vuelven a él para cerciorarse de que su
respuesta sea factible. De esta manera, Montserrat logra descartar operaciones no

pertinentes y logra recuperar el algoritmo del operador decimal:

Montserrat: Ya sé cuanto es, Margarita

Margarita: ¢Como? ;Coémo le hiciste? ;Coémo le hiciste?



(...)
Montserrat: (a la observadora) ;Da doscientos?
Observadora: ¢De dénde les sali6 el doscientos? (...)

Margarita: Es... si le ponemos punto aca ;no? punto aca (sefiala dos
lugares después del punto decimal tanto en el 50 como en el
resultado), y ya da doscientos

Mientras Margarita prueba esta vez la division, Montserrat encuentra que
multiplicando después de poner un punto decimal en uno de los factores queda un
resultado plausible. Es decir, ambas parten de la no factibilidad del 20,000, y para
controlar este error, una ajusta el resultado dividiéndolo entre 2 y otra el procedimiento
agregando un punto decimal. Parece entonces que dividir entre dos y colocar un punto
son vistos como reguladores de los cuatro algoritmos basicos para adaptarlos a diferentes

tareas. Incluso después, Margarita propone repetir este ajuste:

(...)

Montserrat:  ;Este (el amarillo) da doscientos?

Margarita: ¢ O sera dos?

Montserrat:  (vuelve a hacer la operacién) si, si da doscientos

(...)

Asi, cuando surge una duda sobre la cantidad de pintura amarilla (para obtener el
5% de 400, multiplican 400 por 0.5 y también les da como resultado 200), Margarita
piensa si “sera dos”. Al parecer se le ocurre volver a quitar ceros como una forma de
ajustar un resultado demasiado grande, si ya se hizo una vez jpor qué no se podria de

nuevo?

Incluso, cuando Jonathan les hace ver que no pueden ser 200 de rojo y también
de amarillo pues se agotaria toda la superficie de la bandera, Margarita vuelve a intentar
una pequena modificacion que quizas derive en la respuesta correcta: “lo dividimos entre
dos ¢n0?”, lo que provoca la risa de ella misma y Montserrat. Margarita deja ver asi que
no ha adoptado un procedimiento, pues brinca de uno a otro, o de una modificacién a otra
cada vez que aparece una dificultad. Sus risas parecen delatar que para ellas se hace
evidente que hay una manera en cierta medida “tramposa” de actuar, que estan tratando
de encontrar el paso magico que las hara dar con la respuesta correcta, ¢ para ellas esto

caracteriza el trabajo en matematicas?

Finalmente, Montserrat insiste en que el error estuvo en que “falté poner el punto, el

punto se recorre” dos lugares en el resultado, lo que muestra que ella pretende encontrar



cierta l6gica en la manera de obtenerlo. Por otro lado, sigue afirmando que el 5% de 400 se
obtiene multiplicando 400 por 0.5, con lo que refleja un grado de incomprensién en relacion
a los numeros decimales: el punto se recorre un lugar arriba, pero dos en el resultado,
ademas se hace la misma operacion para calcular el 50% que el 5% ¢0 para ella 0.50 es
distinto de 0.5?

Mas adelante, cuando Claudia explica cémo encontrar el 5% por complemento
aditivo, con lo que también se obtiene 20, Margarita parece aceptar que el error estuvo en
la colocacion del punto decimal: es la primera vez que una respuesta se hace explicable
para Margarita, y entonces, a partir de este resultado puede volver hacia su procedimiento

y encontrar el error, sin que por ello vuelva inteligible su propia técnica.

Con el ejemplo de Margarita y Montserrat hemos intentado mostrar como algunos
estudiantes buscan una combinacién de los cuatro algoritmos basicos que permita
obtener un resultado factible en el contexto del problema, sin apelar a alguna
interpretacion del porcentaje. Esto puede admitir tres elementos interpretativos: 1)
efectivamente recuerdan que alguna vez les fue proporcionada una manera de resolver la
tarea especifica de calcular porcentajes e intentan recuperarla, 2) no tienen una
comprension del porcentaje que les permita, ante el olvido de la técnica, optar por otros
caminos, o bien, 3) esta manera de actuar devela una manera de vivir la actividad
matematica en clase, donde no se desarrolla el habito de buscar procedimientos, mas

bien, se ensefia a los alumnos a aplicarlos una vez que les han sido ensefados.

Rapida generalizacion de una regla

Algunos alumnos, al aplicar el 50% o 25% parecen apelar a la siguiente regla general:
para calcular el x% es necesario multiplicar la cantidad inicial por 0.x*°. No obstante, en la
formulacion que se hace durante una confrontacion grupal —y por lo tanto, en la
comunicacion de este procedimiento a los que no lo utilizan aun— el mecanismo se
plantea en el sentido inverso: no se parte de la regla general para aplicarla a casos
particulares, sino al revés, a partir de su uso en dos casos se propone extenderla:

Se debe pintar una bandera de 400 m? de superficie de la siguiente manera: el

50% de rojo, el 256% de azul, el 20% de verde y el 5% de amarillo ;qué area
tendré cada color?

(..

59 Esta regla no es completamente cierta. Por ejemplo, para aplicar el 5% lleva a multiplicar por 0.5.
No obstante, los alumnos no parecen reparar en ello, por eso afirmamos que apelan a esa regla.



Maestro:  (...) Guillermo me dice, tengo que multiplicar cuatrocientos por
punto veinte para obtener el area pintada de verde, a ver jovenes,
Zqué opinan de la idea de Guillermo, saldra si multiplico por punto
veinte?

Alumnos:  Sii

Maestro:  ;Por qué sale? ;Por qué creen que salga, o como saben que si
sale?

Fabian: Por que ya es el ultimo porcentaje. jAh no!
Guillermo: Porque cuando, para saber el, el, ;como se llama?, el azul...
Maestro:  ;El azul?

Guillermo: Multiplicaron por punto veinticinco ora para saber el veinte se
multiplica por punto veinte

(..

Maestro: Ah! Bien, a ver, Guillermo esta diciendo: si tuve que multiplicar
cuatrocientos por punto cincuenta para obtener la mitad, y
cuatrocientos por punto veinticinco para obtener el veinticinco por
ciento, él asegura que es cuatrocientos por punto veinte, por favor
hagan esa multiplicacion (...) ;cuanto les sale?

Alumnos:  jSale a punto ochenta! jOchenta!

Maestro:  Ochenta les sale, (...) OK ;como le hacemos para calcular el area
pintada de amarillo?

Este procedimiento se generaliza porque resulta facil extrapolarlo: si al 50% se le
asigna el operador 0.50 y a 25% el 0.25, entonces x% puede asociarse a 0.x.
Recordemos (ver apartado 3.2.1) que los operadores “por 0.50” y “por 0.25” se establecen
en parte porque el grupo constata que coinciden con la mitad y la cuarta parte,
respectivamente, de 400. En el fragmento anterior se puede ver cémo el operador decimal
se generaliza, a partir de dos casos particulares de porcentajes aplicados a una sola

cantidad.

Esta generalizacidén no se plantea como hipotesis, para probar, por ejemplo, si las
igualdades “por 0.50” = “V2 de” y “por 0.25” = “/4 de” se cumplen con otros numeros. Es
decir, no se preguntan si hay restricciones sobre los porcentajes 6 sobre las cantidades a
las que se pueden aplicar utilizando la regla propuesta. Al no haber una anticipacion de
las relaciones entre los datos a partir de otra interpretacion del porcentaje, no logran un
control sobre la técnica, por lo que se produce un algoritmo que parece evidente pero es
incorrecto cuando los porcentajes no son de dos cifras. Asi, puesto que la regla general
parece asible, se acepta muy facilmente, a diferencia de otras técnicas, como el operador

fraccionario, cuyo uso no se les presenta como transparente a los estudiantes. Esta



tendencia se puede observar también en el comentario de Fabian: “porque ya es el ultimo
porcentaje”, que aunque no tiene lugar en la discusion —él mismo la desecha— deja ver
que no esta buscando una explicacion, sino una pista en el problema que permita inferir la
regla. Finalmente los alumnos llevan a cabo la multiplicacién, y al parecer la obtencion de
un resultado es considerada suficiente, lo que desdibuja la necesidad de establecer

ciertas relaciones entre los datos.

En el siguiente fragmento se deja ver nuevamente la sencillez con la que esta
técnica se aparece ante los estudiantes:

Después de haber calculado el 50% y el 25% de 800, el grupo intenta

encontrar el 20% de 800:

Guillermo: Seria multiplicar el ochocientos por punto veinte ;no?

Maestro:  Hay que multiplicar el ochocientos por punto veinte, a ver, alguien
que me diga cuanto es ochocientos por punto veinte ;por qué por
punto veinte?

Guillermo: ;Porque es el porcentaje?

Maestro:  ;Porque es el veinte por ciento? ;Y entonces para hacer éste
cuénto seria?

Guillermo: Serian ochocientos por punto cincuenta

Maestro:  Ochocientos por punto cincuenta ¢y para éste?

Alumnos:  Ochocientos por punto veinticinco

Maestro:  Ochocientos por punto veinticinco. Si lo hacen asi, si sale ;no?

Guillermo explica que el porcentaje que se pide deja ver exactamente como hay
que multiplicar. Lo que nos interesa destacar en este apartado es que el algoritmo que
consiste en multiplicar por el factor decimal se usa no porque tenga un sentido accesible
ni por la facilidad en la ejecucion de los calculos, sino por la aparente constancia en la

identificacion de la operacion necesaria®.

La manera azarosa en que se le hacen ajustes al algoritmo

Al tratar de aplicar el 5% a 400 en una puesta en comun, varios alumnos proponen
multiplicar “cuatrocientos por punto cinco”, pero cuando efectuan esta operacién se
obtiene como resultado 200, que ya habia sido rebatido previamente por contradecir el

contexto del problema. Mario y Fabian se sorprenden:

Mario: jAy no mames! pérate

% La facilidad con la que se admite el operador decimal esta relacionada con el disefio de la
secuencia didactica. Trataremos este punto mas adelante, en el comentario final de este capitulo.



Fabian: jAy no pérese, pérese!

Mario: ¢No sera doscientos por punto (inaudible)?

Fabian: No mames ;qué pasa gliey?

Mario: iQue pex! ayyyy

Fabian: Bueno nos salié bien, nos salié

Mario: Ay, inos saliboooo! jNos salié! En lo que ustedes (se dirige a

Alan y Jonathan), ustedes decian que era la primera
En sus hojas, los dos tienen escritas las siguientes operaciones, probablemente la

primera sirvié para calcular el 50% vy la segunda para el 5%:

4 0 O 4 0 O
x . 5 0 X .5
0 0 O 2 0 .00
2 00 O
2 00 .00

Si bien ellos se preguntan por qué se cometio el error e incluso intentan formular
otra regla en la que no se multiplica por la cantidad inicial sino por 200 (“;,no sera
doscientos por punto...?”), rapidamente les da tranquilidad el que ellos obtuvieron un
resultado distinto a 200, es decir, 20, solucion que ya habian validado en el momento de
trabajo por parejas®': “bueno nos salié bien, nos sali¢”. Esto hace que no se pregunten por
qué, si tanto ellos como el profesor hicieron la misma multiplicacion —400 por .5—

obtuvieron distintos resultados.

Es quizas esta pregunta lo que, mas adelante, los lleva a dudar de la operacién que

utilizaron:

Fabian:  Oye gley ¢no eran cuatrocientos, entre... cinco?

Mario: Si, por eso, punto cinco... es que no sé como sea ;no sera por
cinco punto (rie)?

Fabian: A ver, cuatrocientos entre cinco
En la siguiente sesion sucede algo similar al tratar de aplicar el 5% a 800. Fabian
propone multiplicar “ochocientos por punto cinco”, y cuando esta operacion se descarta,

los alumnos proponen ajustes parecidos a los que se muestran en el fragmento anterior:

Alan: Es ¢cero punto cinco?

Maestro: Por ;cero punto cinco? cero punto cinco sale lo mismo

1 En el problema que resolvieron, ademas de aplicar el 5% a 400 también deben calcular el 50%,
25% y 20%. Mario y Fabian, antes de la confrontacién grupal comprobaron que la suma de sus
cuatro resultados es 400, la cantidad inicial, por lo que piensan que resolvieron correctamente.



Claudia: Si, jno! es, punto cero cinco

Maestro: jPunto cero cinco! A ver, vamos a hacer (...) Ochocientos por
punto cero cinco, vamos a ver qué sale (hace rapidamente la
multiplicacion frente a todos)

(...)

Claudia: Dos decimales (...) cuarenta
Maestro: Si sale, se multiplica por...
Alumnos: Por punto cero cinco

(Suena el timbre que indica el final de la clase)

Maestro: Gracias, nos vemos luego. Por punto cero cinco

Alan propone multiplicar “por cero punto cinco”, como antes Mario pensé en
“por cinco punto”. A pesar de la diferencia en la seriedad con que sugieren estas
operaciones —Mario la plantea en tono irdnico, de quien sabe que esta proponiendo
algo absurdo, mientras que Alan la propone mas bien con cierta inseguridad, pero como
una verdadera posibilidad—, ambos dejan ver una percepcién de que en matematicas
ciertos errores se arreglan con un cambio tan pequefio como inexplicable. Asi, a la
expresion “por punto cinco” Alan agrega un cero: “jcero punto cinco?”, pues sabe que
este niumero —en combinacion con el punto decimal— tiene ciertas propiedades
particulares, aunque no puede explicar bien en qué consisten y no tiene claro como y
cuando se emplean. El uso del operador decimal es visto como una serie de pasos que es

necesario saberse, no explicar.

Finalmente, es Claudia quien aporta la respuesta adecuada. A pesar de que
sus contribuciones suelen ser poco valoradas en las discusiones, esta vez el profesor
la recupera y la valida haciendo la multiplicacién. No queda claro si ella obtiene el
operador “.05” de manera similar a lo que hacen Mario y Alan —a partir de un
recuerdo fragmentario del papel del cero y del punto—, o si encuentra cierta
congruencia en el uso de ese operador. La manera discreta en que menciona “dos
decimales” sugiere que ella intenta comunicar que si se necesita recorrer el punto dos
lugares en el resultado, también se debe hacer en el operador. Esto parece cobrar

poca presencia en la discusion grupal, pero si se establece el operador correcto.

Usos del algoritmo en tareas no pertinentes
Gabriela y Guadalupe multiplicaron 200 por 0.30 para saber el descuento que se hace a
un pantaléon que originalmente cuesta $200 y se ofrece al 30%. Después, en otro

problema se les pregunta si el hecho de saber que las familias mexicanas gastan en



promedio el 15.20% de su salario en transporte permite saber cuanto dinero gastan, y

ellas responden que si, 15.20%, aunque después dudan:

Guadalupe: Yo digo que aqui hay que saber cuanto dinero... digo cuanto
gastan
Gabiriela: Entonces aqui lo multiplico

Observadora: A ver ;qué es lo que estaban diciendo?
Gabriela: Hay que ver cuanto, por eso vamos a multiplicar
Observadora: ¢Cuanto por cuanto?

Gabiriela: Punto 30 por... jay! Quince punto veinte por punto treinta
porque aqui (sefialando el problema anterior) nos dio por
punto treinta

Asi, ellas trasladan un dato (30), del problema anterior, que fue formulado en un
contexto distinto, a este nuevo problema para poder aplicar un porcentaje a otro
porcentaje. Esta decisién puede explicarse asi: el 15.20% es un porcentaje, no deja ver
cuanto dinero gastan las familias, pero si se le aplica una operacién, un porcentaje se
puede tornar en una cantidad de dinero, una medida, de la misma forma que antes se

convirtié un 30% en $60 mediante una multiplicacion.

Montserrat también utiliza, de manera incorrecta, una caracteristica del uso del
operador decimal: la colocacion del punto. El problema que se le plantea es el siguiente:
en una bandera de 400 m? se pinta el 50% de rojo, el 25% de azul, el 20% de verde y el
5% de amarillo. Si se quiere fabricar una bandera mas grande pero con la misma forma

¢ qué porcentaje se debe pintar de cada color?:

Montserrat: Ya le entendi, aqui es el veinte por ciento
Observadora:  De rojo

Montserrat: De rojo

Observadora: ;Y de azul?

Montserrat: El diez por ciento

Observadora:  ¢De verde?

Montserrat: El ocho, y el dos (de amarillo)
Observadora:  ¢Por qué?

Montserrat: Porque aqui nada mas le... (Colocé un punto decimal a un
lugar a la derecha de cada los numeros 200, 100, 80 y 20, que
corresponden a las areas de cada color en la primera
bandera)

Observadora:  jAh! Le pones un punto



Montserrat asiente

Al parecer Montserrat siente que es necesario hacer algun tipo de transformacion:
el problema seria demasiado simple si los porcentajes fueran los mismos. Entonces hace
algo similar a lo que mostramos anteriormente en la tarea de aplicar porcentajes: ajusta
con un punto decimal. Esto deja ver la funcién que le adjudica a la accion de poner el
decimal, como una artimafa para lograr que la respuesta sea creible (después de todo,
esas manipulaciones casi magicas del punto se ensefian en la escuela. Por ejemplo, para
multiplicar decimales se multiplican los enteros y después se corre el punto, para dividir se
quita el punto y se ponen ceros, etc). Dicha propiedad parece tener mas peso que la
necesidad de estudiar las nuevas exigencias que le plantea el cambio en el tipo de tarea o

el cambio del registro numeérico al grafico.

Asi, al igual que en la aplicacién del cuestionario, podemos distinguir cierta
dificultad para discernir las condiciones bajo las cuales se puede utilizar el operador
decimal, o mas precisamente, una de las reglas que lo constituyen: la colocacion del

punto.

Cabe preguntarse si estos usos mecanicos del algoritmo constituyen una manera
de proceder que los alumnos aprenden en la escuela para poder desempefarse en ella,
ante la falta de opciones, ante la imposibilidad de una minima comprensién. Por otro lado,
el propio disefio de las situaciones que se plantearon pudo influir en la manera de
abordarlas por parte de los alumnos, puesto que, a partir de los resultados de los
cuestionarios y las entrevistas, asumimos como punto de partida que habria ciertos
aspectos de esta nocién que ya serian conocidos para los estudiantes. Sin embargo, son
varios los alumnos que le otorgan al porcentaje una significacion precaria, de tal manera
que las situaciones les abrian escasas posibilidades para elaborar procedimientos a partir
del establecimiento de relaciones entre los datos y, ante este hecho, quiza tuvieron que
acudir a recursos como evocar un conjunto de reglas inconexas o buscar una

combinacion de los cuatro algoritmos basicos que produzca un resultado factible.

Finalmente, queremos matizar un poco lo anterior diciendo que estos mismos
alumnos mostraron, a partir de la resolucion de diferentes tareas y de las confrontaciones
grupales, otros tipos de procedimientos o de respuestas que parecen evidenciar un
sentido mas rico que el que se manifiesta en los fragmentos que analizamos en este

apartado. Por ejemplo Montserrat, en un momento posterior al que acabamos de mostrar,



sugiere conservar los porcentajes: “son los mismos ¢no?, pero (el tamafio es) mas chico

&,no?”

3.2.3 Las formas de verificacion en las tareas de aplicar porcentajes

En el curso de las sesiones, poco a poco se fue asentando una manera de comprobar si
la aplicacién de porcentajes se hacia correctamente o no: toda la bandera debe ir pintada.
Esta constatacion fue tomando diferentes matices, como veremos. Uno de los usos que le
conferian los alumnos era como herramienta para rebatir una respuesta, como se ve en el
siguiente fragmento:

Problema: una bandera de 400 m? de superficie se debe pintar de cuatro
colores. El 50% debe ir de rojo, el 256% de azul, el 20% de verde y el 5% de
amatrillo, ;Qué area se debe pintar de cada color?

En la confrontacion grupal se discute la resolucién de dos alumnas, que
proponen pintar 200 m? de rojo, 100 m? de azul, 80 m? de verde y 200 m? de

amatrillo.

Maestro: OK, a ver, de éstos, los que dicen que éste es el correcto, ;qué
defecto le ven a éste?

(...)

Jonathan:  Que aqui dice cuatrocientos metros y ya, ya, al rojo le puso
doscientos y el amarillo doscientos

Maestro: Entre el rojo y el amarillo ya tienen con los cuatrocientos de toda
la bandera ;no?

Jonathan:  Sii!

Maestro: Faltaria espacio para éste (el verde) y para éste (el azul)

Este criterio no se usa Unicamente para descartar una respuesta, también para
corroborarla, como Mario y Fabian, que en el mismo problema, respondieron que se
debian pintar 200 m? de rojo, 100 m? de azul, 80 m? de verde y 20 m? de amarillo:

Mario: Si estamos bien mira, (Fabian voltea para atender a Mario) porque se

hace cuatrocientos, mira, doscientos, mas cien trescientos, y ochenta,
trescientos ochenta, y veinte, cuatrocientos (“chocan” las manos).

Asi, el que la suma de las cuatro aplicaciones coincida con la cantidad inicial es
tomada no s6lo como una condicién necesaria para que el resultado sea correcto, como

en el fragmento anterior, sino que también es considerada suficiente.

Después de que se ha explicitado un par de veces en las confrontaciones grupales,
esta verificacién se traslada de las medidas a los porcentajes. En un problema en el que se
pregunta qué porcentaje se debe pintar de cada color en una bandera mas grande que la
del problema anterior si se desea conservar la misma forma, se discute en la puesta en

comun alrededor de dos respuestas: unos alumnos consideran que deben ser los mismos



porcentajes y otros que deben doblarse. Montserrat utiliza la suma para ver cual respuesta
es correcta:

Después de esta confrontacion, Montserrat suma 50+25+20+5 (y también
100+50+40+10):

(...)

Montserrat: Ahorita estaba haciendo la suma, a ver cuanto daba

Observadora: A ver cuanto da?

Montserrat: Si, y si da cien

Asi, este criterio empieza a tornarse muy determinante, cobra mas peso que otros
aspectos del porcentaje, como por ejemplo, que representa una “‘misma parte” de
diferentes tamanos. Ademas, en algunos casos en los que un procedimiento presenta
ciertas dificultades, la verificacion se erige como parte del modo de resolucion. Alan y
Jonathan, por ejemplo, en el caso de una bandera de 800 m? de area, calculan la mitad
para obtener el 50% (que se debe pintar de rojo), la cuarta parte para obtener el 25%
(azul), y para encontrar el 20% (amarillo) y 5% (verde) desglosan el resto en dos
cantidades, 150 y 50:



(...)
Observadora:
Alan:
Observadora:
Alan:
Observadora:
Alan:
Observadora:
Alan:
Observadora:
Alan:

Y el amarillo?

Y el amarillo... es... (Silencio)

¢ Cuanto te salio?

Ciento cincuenta

Ciento cincuenta

Bueno jcalculé!

Calculaste. ;Y la verde?

¢;La verde? jAh! Este, lo que sobraba
Lo que sobraba, ;de qué?

Cuatrocientos, después doscientos, son seiscientos, ciento
cincuenta, setecientos cincuenta y lo que sobro

Mas adelante, la observadora cuestiona la manera de asignar 150 al 20%:

Observadora:
(...)
Jonathan:
Observadora:

Jonathan:

Ante la dificultad para determinar la fraccion que debe pintarse de amarillo, se
recurre a la estimacion, cuidando que la suma sea la superficie total. Lo que llama la
atencion no es el uso de la estimacion, sino la sensacién de que “seria igual” porque de
cualquier forma “si lo sumamos todo, da ochocientos”, es decir, de que la constatacién a
partir de la suma borra a la estimacion su caracter de imprecision, de aproximacion: se

olvida que ésta técnica permite obtener un rango en el que se encuentra la respuesta, pero

¢Por qué no es ciento veinticinco y setenta y cinco?

Seria lo mismo ;no?
¢ Por qué ciento cincuenta, y no ciento treinta y cinco?

Yo digo que seria igual porque ciento cincuenta mas
cincuenta, son doscientos los que nos faltan, si los sumamos
todo, da ochocientos

no determinarla con exactitud.

Finalmente, procedimiento y comprobacion llegan a intercambiar papeles, como en
el caso de Montserrat, quien al principio utiliza el operador decimal para calcular

porcentajes, pero después, cuando necesita aplicar el 50, 25, 20 y 5% a 800, desglosa

esta cantidad en cuatro partes, de mayor a menor:

Montserrat:

Observadora:

Aqui va cuatrocientos

¢Cobmo sabes que aqui van cuatrocientos?



Montserrat: No sé, porque aqui es el numero mas grande y ya los demas
puede ser cien, ciento cincuenta,...

Observadora: A ver ;cuanto le vas a poner aqui?

Montserrat: Aqui, no sé todavia

(...)

Montserrat suma 400+200+150+100 y cuando ve el resultado tacha todo.

Observadora: A ver ;por qué tachaste esto? ;Qué estabas...? ;Aqui, por
qué pusiste cuatrocientos, doscientos, ciento cincuenta y cien?

Montserrat: jAh! Para ver si daban cien
Observadora: Ah OK ;sumandolos?
Montserrat: Si

Observadora:  Seiscientos, setecientos cincuenta, ochocientos cincuenta.
jAh!'Y por eso tachaste

Montserrat: Aja
En sus hojas hay varias sumas, una de ellas es:
400
250
100
50 .
800
x.5 .
400.0
Finalmente, en los resultados escribe 400, 200, 150 y 50

Es posible que la ultima multiplicacién —de 800 por 0.5— responda esta vez a la
necesidad de verificar, no de resolver, pues ya obtuvo una suma de cuatro cantidades, en
orden descendente, que da 800. De ser asi, lo que antes utilizaba como una manera de
resolver se vuelve criterio de verificacion, —tal vez por esta razén cambioé el 250 a 200, el
resultado que arroja el operador decimal. Aunque no es claro el mecanismo, si parece
que la comprobacion y el procedimiento se intercambian varias veces el lugar, se

retroalimentan.

En sintesis, la forma de verificacién que cobra mas presencia se da en el registro
numerico y consiste en asegurar que la suma de las partes coincida con el total. Este
procedimiento aparece tanto en las tareas que implican medidas como en las que
implican porcentajes, y se utiliza para desechar respuestas incorrectas, o por el
contrario, para confirmar su veracidad. O bien, deja de ser un recurso de validacion y
se convierte en una técnica de resolucion. En este ultimo caso, puede ser solamente

parte de esta técnica —sirve para obtener buenas estimaciones— o la técnica



completa: es el caso en el que la manera de resolver y la verificacidén se intercambian®?.
Nos parece que, a partir de la amplitud con la que es utilizada, esta manera de validar
se revela como importante: si bien es necesario un trabajo sobre ella para estudiar en
qué casos es suficiente y en cuales no, el hecho de trabajar con todas las partes en las
que se divide el todo —cuatro porcentajes que agotan el 100%— es una caracteristica

de la tarea que resulta mas fecunda que implicar un solo porcentaje.

Otra forma de verificacion que emergié —y que logramos ver especialmente en los
primeros intentos de dos alumnas por recuperar un procedimiento para aplicar
porcentajes— consiste en ejercer una regulacion del resultado a partir del contexto del
problema: en ciertas ocasiones los alumnos rechazan una respuesta porque no es factible

en dicho contexto®.

Finalmente, cabe destacar que el registro grafico resultd mas problematico de lo
que habiamos previsto en el analisis a priori: no logramos constituirlo como un recurso
para ejercer cierto control sobre los resultados. En el siguiente apartado intentamos
mostrar algunos elementos que pueden ayudar a explicar el papel que jugo el registro

grafico.

3.2.4 El transito entre el registro grafico y el numérico

En la segunda sesion se planted a los alumnos el siguiente problema:

“El dueno de un equipo de futbol mandd fabricar tres banderas gigantes, de
distinfos famanos, para colocarlas en el estadio.

d) Para hacer la mediana, se debe pintar el 50% de rojo, el 25% de azul,
el 20% de verde y el 5% de amairillo. Si toda la bandera tiene una
superficie de 400 metros cuadrados, 3Qué drea tendrd cada color?

e) Representa en el siguiente rectdngulo la parte que se debe pintar
de cada color

62 Esta tendencia es comun cuando se hacen matematicas: una forma tipica de verificar es rehacer
la tarea aplicando otra técnica. En algunas ingenierias didacticas que estudian el aprendizaje de la
divisién se encuentra un ejemplo de esto: los nifios comienzan a emplear la multiplicacion —es decir, el
procedimiento que se quiere favorecer en el disefio- como una forma de verificar técnicas mas
elementales. La diferencia entre este ejemplo y el del porcentaje que estudiamos aqui radica en que el
procedimiento de sumar las cuatro partes no es adecuado para resolver ni para garantizar absolutamente
gue una respuesta sea correcta, en términos estrictos sélo ofrece la posibilidad de descartar respuestas
incorrectas.

% Por ejemplo, 20 000 es demasiado grande para representar una parte de una bandera cuya
superficie es apenas 400 m2



f) Los resultados que obtuviste en la pregunta a) scorresponden bien
con las partes que coloreaste en b)¢ Si te parece que no, corrige tus
resulfados.”

El inciso a) se inscribe en el registro numérico mientras el b) en el grafico®. Al
disenar este problema, suponiamos que entre los alumnos que manifestaran una
concepcion del porcentaje como cantidad absoluta en el registro numérico, probablemente
varios manifestarian, en el registro grafico, una concepcion del porcentaje como fraccion,
es decir, como una parte del total. El juego entre lo grafico y lo numérico podria ayudar a
hacer entrar en conflicto las dos concepciones, fortaleciendo la segunda. Esta prevision
no se corroboré durante la implementacién, pues en realidad a partir de los datos
colectados solo encontramos tres formas de interaccion entre los dos registros: una, que
ya hemos mostrado, en la que la técnica del operador fraccionario es trasladada de un
registro a otro —pero no para verificar, sino para resolver tareas—, otra donde es el
registro numérico quien regula el grafico, y otra donde el trabajo en ambos parece estar
desconectado. Cabe destacar que estas formas pueden ser puestas en juego por un

mismo alumno, en diferentes momentos.
El registro numérico controla el registro grafico

En el primer inciso del problema recién descrito, Margarita y Montserrat obtuvieron que las
areas pintadas son: rojo 200 m?, azul 100 m?, verde 80 m? y amarillo 200 m?. Después,

dibujaron de la siguiente manera:

Montserrat: SAsi puede ser? (muestra el siguiente dibujo)

R A

A V

Observadora: A ver, ;por qué?

Margarita: (a la observadora) El doscientos es mucho, y el cien es
poquito, ochenta es poquito, y doscientos es...

Observadora:  Aja ¢y entonces?

Margarita: Le vamos a pintar, uno poquito, uno mucho...

% Ver el Capitulo 1, el tipo de registro.



Ellas hacen el dibujo buscando que sea congruente con los resultados numéricos
desde el punto de vista del orden: la parte de rojo, que son 200 m?, tiene que ser mayor a
la de azul, que son 100 m?, e igual a la amarilla, que también mide 200 m?. Las relaciones
entre los numeros que se intentan conservar en la representacion grafica son de caracter

cualitativo, permiten ordenar de mayor a menor.

En la confrontacién grupal alguien observa que sus resultados numéricos son
erréneos, pues entre los 200 del rojo y los 200 del amarillo ya se cubre toda la superficie
de la bandera. Una vez admitido este error —sefalado por alguien mas—, Montserrat es
capaz de identificar por cuenta propia que el dibujo también es incorrecto:

Montserrat: El (dibujo) de nosotros no esta bien (...) porque, ése (el amarillo)
era el veinte y nosotros pusimos doscientos, y dibujam... bueno, lo pintamos
mas de lo claro, que era (...) ahi pusimos, supuestamente el A es doscientos
pero es veinte y tiene mas y tiene que ser menos (...) porque, esta, esta, tiene
mas, mas, este, coloreado, colores, y tiene que ser menos porque es veinte

Aunque todavia no logra explicarse su equivocacion en el registro numeérico —la
admite porque lleva a un absurdo—, si puede identificarla en el grafico, pues mantiene el
mismo razonamiento: si el amarillo “era el veinte y nosotros pusimos doscientos”,
entonces la region del rectangulo que se le asigndé también debe ser menor. Después,

puede corregir el error, una vez establecido el resultado numérico:

Am

En la siguiente sesion se retoma este problema pero la pregunta ahora es: si se
quieren fabricar otras dos banderas, pero una mas pequefia y ofra mas grande ;Qué
porcentaje de cada color se tiene que pintar en las otras dos banderas si se quiere

conservar la forma?

En la resolucién se puede ver cierto deslizamiento de los resultados del registro

numérico al grafico:

Margarita: Ah pues son los porcentajes cincuenta...

Observadora:  Hay que poner los porcentajes ;qué porcentaje va ir aqui de
rojo, de azul, de verde y de amarillo?



Montserrat: Ah ;cémo éstos, no?

Margarita: ¢Cincuenta por ciento? (Risas) es el cincuenta por ciento,
;no? yo le voy a poner igual

(Silencio)

(...)

Margarita: Para mi es que es igual ésta

(Silencio)

Margarita: ¢Como cuanto es la mitad de, tres punto cinco por ciento?

(...) son tres punto cinco aqui (el largo de la bandera
mediana), pero cuanto es la mitad

Ademas de conservar los porcentajes, Margarita sabe que debe pintar la mitad de
rojo. Esto se puede interpretar a partir de dos posibles mecanismos. El primero de ellos
empieza por una traslacién que la alumna hace de los porcentajes de un problema que
acaba de resolver (se dan los cuatro porcentajes y se pide aplicarlos a 400 m?): “lo voy a
poner igual”. Este transporte de los porcentajes de un problema a otro se lleva a cabo sin
mayores tramites, y ademas, recupera algo que se establecié en la puesta en comun en el
primer problema: el 50% es la mitad. La segunda interpretacion es que, para conservar
intacta la forma de la bandera, ella colorea la mitad, que como se vio en la discusién
anterior, es el 50%. Las risas después de que Margarita pregunta “; cincuenta por ciento?”
sugieren mas bien la primera posibilidad, como si pensaran que esa respuesta es
demasiado facil para ser correcta. De ser asi, se da el mecanismo inverso al previsto: en
lugar de que para preservar la figura se llegue al mismo porcentaje, al trasladar el

porcentaje se acaba conservando la forma.

Veamos un tercer ejemplo. En la ultima sesion se plantea a los alumnos el

siguiente problema:

“Varios agricultores decidieron usar una parte de sus terrenos para sembrar una
nueva variedad de maiz, la variedad A. Los siguientes rectdngulos representan los
terrenos de cuatro de ellos y la parte gris en cada uno representa lo sembrado
con maiz A. Anota debajo de cada rectdngulo el porcentaje de su terreno que
sembrd cada uno con el maiz A.”

Gregorio Jacinto Manuel Juan




%

% % %

Este problema se presenta unicamente en el registro grafico (no aparecen las

medidas de los terrenos). El siguiente fragmento muestra como una dificultad para

Montserrat y Margarita estriba precisamente en la ausencia de datos numeéricos:

Montserrat: ¢ Tenemos que calcularlo? O qué... porque... es que no nos
dicen una... una... medida®

Observadora:  No les dicen una medida, entonces sin tener la medida ;qué
pueden decir?

(...)

Observadora: (a Margarita) ;Por qué tu dijiste que era el cincuenta aqui?

Margarita: Porque es la mitad

(...)

En el terreno de Gregorio las dos contestan “50%”, porque “es la mitad”. En el de

Juan, Montserrat escribe “25%”, porque considera que la region pintada es la cuarta parte.

Y en el de Jacinto ambas estiman:

Margatrita: ¢ Este seréa el no-ven-ta y... cinco por ciento?

Montserrat: Setenta ;no? Porque aqui sobra (inaudible)

Margarita: (interrumpiendo) ¢ Pero cuantos tiene cada cuadro?

Montserrat: No sé, es lo que yo...

Observadora:  ¢Qué pas6?

Montserrat: Es que aqui... ;jcuanto?

Margatrita: ¢ Cuanto mide todo el terreno?

Montserrat: Si... todo el cuadro... todo el terreno

Observadora:  No sabemos (risas)

Montserrat: Entonces ¢le podemos poner doscientos y eso, aunque no...?
por ejemplo, este puede ser que mide doscientos

(...)

Margarita: (con tono de sorpresa) ¢;Qué también sera el cincuenta por
ciento esto?

(...)

% Si bien es posible tomar una regla y medir el largo del rectangulo, ellas saben que es una
representacion, es decir, nos parece que se refieren a que no conocen el area total, o el largo del
terreno, como en el problema anterior, donde la superficie es de 400 metros cuadrados.



Llama la atencion la reiterada peticion de informacion numérica, cinco veces
solicitan una medida. Como se ve en los fragmentos anteriores, sus resoluciones en el
registro grafico estan fuertemente ligadas a las del numérico: pasan de los porcentajes a
los nimeros —resultados de las aplicaciones— y de ahi a la representacion grafica. Asi,
en este problema no tienen la informacién numérica que para ellas es intermediaria entre
los porcentajes y los terrenos: la nueva tarea les exige una asociacion directa. Por ello,
tienen la sensacidon de que el problema esta incompleto, o quizas de que no tienen
herramientas para abordarlo. No obstante, logran un acercamiento a las soluciones
poniendo en juego relaciones que no eran visibles para ellas cuando utilizaban el
operador decimal en el registro numérico: el 50% es la mitad, el 25% la cuarta parte, y la
relacion cualitativa entre la region gris y la blanca, que una equipara con 70% y 30% y
otra con 95% y 5%. A pesar de esta resolucién, no dejan de sentirse inseguras, vuelven a
manifestar que se requiere saber “cuanto mide todo el terreno”. Incluso piensan en
resolver su conflicto asignando una medida cualquiera, probablemente sin la conciencia
de que la solucion seria la misma para cualquier medida, sino simplemente reduciendo el
problema a un caso particular: “entonces ¢ le podemos poner doscientos y eso, aunque
no...?”. La asignacién del nimero 200 al terreno también puede deberse a que piensan que
existe una especie de trampa en el contrato didactico, es decir, que el maestro espera que
inventen la cantidad. Finalmente, también se percibe en Margarita cierta duda sobre la
intencionalidad del profesor: quizas éste espera que descubran que es el mismo porcentaje
en todos los rectangulos (“;,Qué también sera el 50 por ciento esto?”), como habia sucedido
en el problema anterior (En una bandera se pinta el 50% de rojo, el 25% de azul, el 20% de
verde y el 5% de amatrillo. ; Qué porcentaje de cada color se tiene que pintar en otras dos

banderas de distintos tamarios si se quiere conservar la forma?).

Nos interesa comentar un ultimo ejemplo mas. Cuando en la confrontacién grupal
se discute la segunda parte del problema que se refiere en la introduccion de este
apartado (aplicar el 50%, 25%, 20% y 5% a un rectangulo), surge una dificultad en el
tercer porcentaje, pues no encuentran la fraccién correspondiente. Guillermo insiste un
par de veces en volver al operador decimal: “nomas este serian cuatrocientos entre,....
por, punto veinte”. Es interesante que este alumno no se percate de que en el registro
grafico, la multiplicacién que plantea no tiene una utilidad inmediata. Al parecer, la
sensacion de estancamiento en lo grafico lo hace retornar al numérico, sin notar que en

este caso no es posible de la manera que propone.



Hemos visto cuatro ejemplos en los que las resoluciones en el registro grafico se
apoyan en el numérico: el uso de los resultados numéricos como punto de partida para
resolver y regular lo gréfico, el traslado inmediato de los datos del registro numérico al
grafico, la sensacion de que no es posible resolver en lo grafico sin conocer las medidas,

y la intencion de aplicar una técnica util en lo numérico —sin ajustarla— a lo gréfico.

Desconexion entre los dos registros

Veamos ahora coémo resuelven Mario y Fabian el problema de la bandera referido en la
introduccion de este apartado (calcular el 50%, 25%; 20% y 5% de 400, y marcar los
cuatro porcentajes en un rectangulo). Ellos efectuan la aplicacion numérica de los
porcentajes a partir del operador decimal, y al parecer estiman, de una manera rapida, la
aplicacion grafica:

Con una regla miden el largo del rectangulo, son 4.5 centimetros

Fabian:  Pérate

Mario: jSaca la regla! jAh! ;Yo traigo regla!

(Los dos buscan en sus mochilas, Fabian saca dos reglas y ambos miden el
largo del rectangulo)

Fabian: Cuatro punto cinco

Mario: Si, mide cuatro punto cinco
Fabian: A ver ¢cuantos son? ;Cuatro (colores)?
Mario: Son cuatro. No, mira, (tiene la regla sobre el largo del rectangulo y

va marcando diferentes puntos) éste es el doscientos por ciento ha
de ser como punto, uno punto cinco, y despuées el otro por aqui de
dos puntooo y el otro por aqui, y el otro

Fabian: ¢ Cuantos son? dos, cuatro. A ver, es uno...

Mario: A ver, aqui a lo mejor seria aqui (chifla), por el dos, éste aqui, éste aqui
Fabian:  Asi

Mario: Este aqui, éste aqui ;cémo?
Fabian: Mira, asi gliey, asi, asi y asi
Mario: A ver a ver, ponle, pon la regla
Fabiédn: A ver

Mario: Uno punto cinco, dos punto cinco
Fabian:  jNo! uno punto seis

Matrio: ¢ZUno punto seis?

Fabian:  Aja

Mario: Uno puntooo seiis, ya

Fabian:  Después, dos...

Matrio: ¢Punto cinco?

Fabian:  Punto cuatro

Mario: Dos punto cuatro

Fabian:  Luego tres punto dos

Mario: Tres punto dos

Fabian: Y... tres puntooo

Mario: ¢Nueve?

Fabian: Si, nueve



Dibujan lo siguiente:
Mario Fabian

Las franjas que dibuja Mario miden de ancho 1.6, 0.8, 0.8, 0.7 y 0.6 cm. Y las
de Fabian miden 1.6, 0.8, 0.8 y 1.3 cm.)

Es curiosa la importancia que le conceden al uso de la regla y que obtengan
medidas tan precisas, siendo que estiman el ancho de las franjas. Fabian incluso corrige
por un milimetro una respuesta de Mario: “uno punto cinco”, “jno! uno punto seis”. Poco
después de que Fabian reconoce cierta incertidumbre: “aqui a lo mejor seria por el dos”,
€l mismo exige cierta confirmacién: “a ver ponle, pon la regla”. ;Acaso el uso de la regla
borra para ellos el caracter inexacto de la estimacion? Después parecen percibir la
ligereza con la que acaban de determinar sus medidas, cada uno observa un error
evidente en el dibujo del otro:

Mario: (los dos estan revisando el rectangulo de Mario) Cuatrocientos jups!

cuatrocientos jah no! cincuenta, veinticinco...

Fabian: Te pasaste

Mario: Veinte. (Silencio. Risas de Fabian) Veinte y cinco. No porque mira
(voltean los dos a revisar el rectangulo de Fabian) aqui le pusiste
mas al de cinco por ciento.

Fabian marca a Mario que dibuj6é una franja de mas, pues solo son cuatro colores:
“te pasaste”. Este a su vez, le hace ver a Fabian que la franja que asigné al color amarillo
es mas grande que la azul y la verde: “aqui le pusiste mas al de cinco por ciento”. En la
siguiente sesién, cuando se retoma este problema, dibujan mas cuidadosamente: se
aseguran de que solo sean cuatro franjas y que los anchos varien de forma decreciente.
No obstante, aun en esta ocasion lo que buscan es conservar el orden de los porcentajes,
pero no las razones, ni entre porcentajes ni entre medidas. La regulacidon es entonces
cualitativa, a partir de la comparacién entre los porcentajes y las franjas del terreno, las
medidas obtenidas en el registro numérico no son tomadas en cuenta. Por ejemplo, la
parte de la bandera asignada al 50% es menor a la mitad, y Mario lo hace explicito ante el
maestro, a quien le dice que dibujaron “casi la mitad”. Cuando Alan le pregunta, en voz
baja, “¢por qué no a la mitad?”, Mario responde: “no sé gley”. Es decir, se rige por el
dibujo, y esto no lo obliga a notar que “casi a la mitad” contradice su resultado numérico,

pues 200 es la mitad de 400. Nos parece que esto puede explicarse porque las técnicas



utilizadas en cada registro son diferentes: en el grafico estiman tomando en cuenta
unicamente la relacion de orden (50%>20% entonces le corresponde un area mayor),
mientras que en el numérico recurren al operador decimal. En el primer registro hay una
vinculaciéon entre porcentajes y superficies rectangulares, y en el segundo entre
porcentajes y medidas. En ninguno de los dos estos estudiantes destacan de manera
clara la relacién parte-todo, no al menos bajo la forma de fraccién (la mitad, la cuarta

parte). Asi, las medidas y las franjas de bandera se mantienen aisladas.

Después, como se muestra en apartados anteriores, el transito entre los dos
registros se vuelve posible a partir de la incorporacién del operador fraccionario —en el
caso del 50% y 25%— que funciona tanto en lo grafico como en lo numérico. (Ver el
apartado “distintas formas de encuentro entre estrategias”). No obstante, cabe observar
que en la informacion recabada no encontramos ninguna evidencia de que el registro
grafico sirviera para regular los resultados del registro numérico, como predice el analisis
a priori. Tres elementos pueden ayudar a explicar esto: en primer lugar, la poca
importancia que los alumnos parecen otorgarle al registro grafico. Mario y Fabian dan
sefiales de que se toman estas tareas con menor seriedad, y en cierta medida, esto
también se percibe en las primeras confrontaciones grupales. En segundo lugar, hay
alumnos, como Montserrat y Margarita, cuyo conocimiento sobre el porcentaje parece
estar fuertemente atado al registro numérico, y en particular al operador decimal. Y en
tercer lugar, los estudiantes también dejan ver algunas contradicciones en el registro

grafico, que se analizan mas adelante.

El caracter subvalorado que se le confiere al registro grafico respecto a otros se ha
encontrado en varios estudios. Bosch y Chevallard (Bosch, 1994; Chevallard, 1996; Bosch
y Chevallard, 1999; citados en Sadovsky, 2003) senalan que suele establecerse una
jerarquia entre los diferentes registros: a los objetos que pertenecen al registro de lo
escrito se les otorga un estatuto de instrumentos, es decir, son tratados como
herramientas que permiten llevar a cabo cierto trabajo, construir técnicas para resolver
tareas, mientras que los objetos que pertenecen a los registros grafico y oral, si bien son
movilizados en la actividad matematica, se consideran mas bien como “acompafantes”,

no como instrumentos.

Los fendmenos especificos que hemos identificado, la predominancia del registro
numérico sobre el grafico o su desconexion, probablemente pueden vincularse con

fendmenos mas amplios. Artigue (1995) explica, a partir de un estudio a propdsito de las



ecuaciones diferenciales en primer afio de universidad, algunas de las restricciones que
dificultan la extension de la ensefianza del cuadro® algebraico, que suele ser privilegiado,
al geométrico: una larga predominancia del cuadro algebraico en el desarrollo histérico de
la teoria, ciertas dificultades ligadas al surgimiento y desarrollo de la geometria y a su
transposicion didactica a la ensefanza, la complejidad de orden cognitivo que implica la
movilidad entre cuadros, la fuerte tendencia a basar la ensefianza en algoritmos, y el

status inframatematico que suele conferirsele al cuadro geométrico.

% Esta investigadora no toma la nocion de registro sino de cuadro, propuesta por Douady.



3.2.5 Manifestaciones de coexistencia del porcentaje visto como medida y
como relacion

Al igual que en la aplicacién del cuestionario y las entrevistas, en varios alumnos
parecen convivir, sin que necesariamente entren en conflicto, concepciones
contradictorias del porcentaje: por un lado estan las acepciones correctas de esta
nocién como fraccién, es decir, como una parte del entero, y como operador decimal, y
por otro lado, la interpretacion errénea del porcentaje como cantidad absoluta, es
decir, como una medida. En la implementacion de la secuencia didactica esto se

manifesté de diferentes maneras, que se analizan a continuacién.

A) En el uso del lenguaje

Como ya se ha podido ver, en varios momentos los alumnos mezclan, al hablar, los
términos que se utilizan para referirse a un porcentaje y a una medida. Mencionaremos
algunos ejemplos. En una ocasién, durante la discusion grupal sobre un problema, el
maestro recuerda que se han olvidado de llenar la primera columna —de una tabla— en
la que se piden porcentajes: “es cierto, nos falté aqui poner las cantidades ¢no?”. Un
alumno dice en voz baja: “los porcentajes”. Da la impresion de que el alumno,
indirectamente —mas hablando para si que para los demas—, corrige al profesor, como si
estuviera pidiendo hacer una distincién para evitar confusiones: “cantidad” se asocia a un

numero, pero en ese momento se esta trabajando con porcentajes.

En el mismo problema, donde se pide anotar porcentajes en una columna y los
resultados de sus aplicaciones en otra, Fabian ya conoce las medidas: 200, 100, 80 y 20
metros cuadrados. A la hora de vaciar los resultados, le comenta a Mario: “ahi tenemos
que ponerle el porcentaje gliey, doscientos, cien...”. Nos parece que dice “porcentaje”
para referirse al resultado de su aplicacion. Esto deja ver cierta ambiguedad en el uso
cotidiano del término “por ciento”: cuando decimos “cincuenta por ciento” nos referimos a
una cantidad relativa, pero la frase “el cincuenta por ciento es doscientos” alude mas bien
a una absoluta, al resultado de la aplicacién del porcentaje. Esta ambigledad no es

exclusiva de Fabian, mas bien, ambas acepciones suelen ser aceptadas socialmente.

Margarita, constantemente dice frases como: “vamos a multiplicar cuarenta,
cuarenta por ciento, cuatrocientos por ciento” (400 es la superficie a la que se debe
aplicar el 50%), “es doscientos por ciento ;no?” (200 es el resultado de la aplicacién

anterior), “tres punto cinco por ciento” (mide con la regla el largo de un rectangulo, y



encuentra que son 3.5 cm.) “son aqui todos cien...cien metros de terreno” “segun yo

que aqui todo el terreno mide cien” “es cien por ciento todo” (alude a la correspondencia
entre el total y el 100%). Es decir, da la impresién de que emplea los términos “por

ciento” y “metros” de forma indistinta, a veces correcta y otras incorrecta.

Da la impresion de que el caso de Fabian —que se muestra dos parrafos arriba— vy
el de Margarita son diferentes, es decir, de que en el primero el uso equivoco de las
palabras es mas bien por descuido, pero en cuanto a Margarita, la frecuencia y la manera
con la que lo hace (también en las estrategias parece alternar continuamente las
definiciones como medida y como relacién), sugieren que debe haber una yuxtaposicion
mas profunda de las dos concepciones. Cabe preguntarse incluso si el signo “%” marca

para ella alguna diferencia.

B) En las respuestas a una pregunta directa: ;un porcentaje permite ver una
medida?

En la primera sesion se plantea a los alumnos el siguiente problema:

“Los datos de la siguiente grdafica se estimaron a partir de la informacion que
numerosas familias mexicanas proporcionaron en una encuesta realizada por el
INEGI en 1989. La encuesta se hizo sobre gastos al ano.

“Ponderaciones en el Gasto de la familia Mexicana”

O Educaciony

Esparcimiento, B Restaurantes y
7.70% Sim. Y Otros
Serv. , 6.30%

O Transporte,
15.20%

B Salud y Cuidado

Personal, 6.80% O  Alimentos,
O Muebles, Bebidas y
Aparatos y Tabaco, 29.40%
Enseres B Vivienda, |0 Ropa, Calzadoy
DOTT1éStiCOS, 22.20% ACCGSOFiOS,
5.70% 6.70%

a) sla grdfica permite saber cuanto dinero gastan, en promedio, las familias
mexicanas en transporte?
Si tu respuesta es afirmativa, indica cudnto gastan:

b) slLa grdfica permite saber en cual de los rubros que aparecen gastan mds las
familiase Si tu respuesta es afirmativa, indica en qué gastan mds:

El inciso a) no resulta trivial, como se ve en la discusion entre Claudia y Guadalupe:

Guadalupe: Es si

Claudia: Por eso si! (lee la sequnda pregunta:) si tu respuesta es afirmativa



indica cuanto gasta ¢;Quince punto veinte? ;Qué es eso? ;Qué es
eso? (risas)

Guadalupe: Ese es el por ciento... y no los promedios, tan siquiera
Claudia: jAh! Entonces no dice cuanto gasta, la grafica, no dice. jUy!
Guadalupe: Tu dices que si, te dije que era no

Claudia borra la respuesta “quince punto veinte” que habia anotado y escribe “no se
puede”

Para ellas inicialmente no es claro el tipo de informacién que se desprende de un
porcentaje, al menos al empezar a analizar esta situacion. El 15.20% aporta algo sobre el
gasto en transporte: es un dato que se asigna unicamente a este rubro, no a los demas.
Quizas por eso la respuesta inmediata que dan es “si”. Pero una vez que la pregunta se

piensa con mas cuidado, no es evidente qué deja ver un porcentaje: “;qué es eso?”.
Después reconocen que no corresponde a la cantidad de dinero que se gasta: “ese es el

por ciento... y no los promedios, tan siquiera”, de ahi que cambien de opinién.

A nivel grupal surgen dudas similares. Algunos alumnos afirman categoéricamente
que si —15.20% expresa la cantidad de dinero que gastan las familias—, otros que no, y
otros se muestran dudosos. Josué€, para rebatir a los primeros, argumenta: “(la pregunta
del problema) esta pidiendo en dinero no esta pidiendo porcentaje”, es decir, puesto que
el dato que se tiene es un porcentaje, no se puede saber la cantidad de dinero que se
gasta, lo que es soportado por algunos, aunque cuando el maestro vuelve a preguntar:
“¢esta pidiendo dinero o es suficiente el porcentaje?” una alumna intenta conciliar: “las

dos cosas”.

Mas adelante, en la discusion sobre el inciso b), el maestro establece
implicitamente que observar las palabras con las que se formula un problema puede ser
un criterio para distinguir el tipo de informacién que se puede inferir: “;aqui esta pidiendo
dinero o no?”, después ratifica: “ahi no aparece la palabra dinero ;de acuerdo?”. En el
siguiente fragmento se muestra cémo, al retomar el inciso a), recupera este criterio e

insiste en él cuando una alumna se muestra dudosa:

Maestro: Regresemos a pelearnos con el inciso a) ;ahi piden pesos o
piden porcentaje?

Alumnos: jPesos!

Alumna: Pero también se podria...

Maestro: Pero también se podria. Pero en esta pregunta en especifico

pediran pesos?
Alumna: Pero aqui dice promedio



Maestro:

Alumno:

Maestro:

A ver, perdén, dime. Las gréficas permiten saber cuanto gastan,
en PROMEDIO. Porque dicen en promedio su compafiera dice
que es suficiente dar porcentajes, porque ahi dice por promedio

Siifi

¢De acuerdo? OK bueno

La duda de la estudiante va en oftra direccién: la palabra “promedio”

problematica, pues evoca al porcentaje. Es dificil establecer la diferencia: el promedio
vincula una cantidad absoluta comun a las diferentes familias, mientras que el porcentaje
representa una relacion entre el dinero total y el que se gasta en transporte, interior a una

familia hipotética.

Asi, se puede decir que no es evidente la tarea de distinguir qué indica un

porcentaje, qué un promedio y en qué ocasiones se puede conocer la cantidad de dinero.

C) En la comparacién de porcentajes que provienen de totales distintos

En la primera sesién el maestro hace una pregunta a los alumnos, que les exige comparar

dos porcentajes que provienen de totales distintos:

Maestro:

Alumnos:

Maestro:

Alumna:

Maestro:

Alumnos:

Maestro:

Romina:

Maestro:

Ivan:

(...) La clase alta destina veintiuno punto sesenta y cinco por
ciento de sus ingresos a alimentacion, y (...) las familias en
extrema pobreza destinan el cuarenta y ocho punto sesenta y
nueve por ciento de sus ingresos a alimentacion. ;Eso quiere
decir, escuchen bien la pregunta, eso quiere decir que éstos (las
familias en extrema pobreza) gastan mas que éstos (familias de
clase alta) en alimentos?

O sea que cuando éstos van al super si éste (extrema pobreza)
gasta mil pesos ¢éste (clase alta) solo gasta quinientos?

Si
¢Si? (como sorprendido) ¢;estan seguros?
jNooo!

¢Qué quiere decir entonces? (a una alumna) A ver ;qué quiere
decir?

Porque seria cien por ciento y cuarenta y ocho es este, como se
llama, es menos, y veintiuno por ciento es, no, es mas, y veintiuno
por ciento es menos

OK a ver, alla atras

Se supondria que casi casi gastarian lo mismo, pero por lo
economico, o sea, los ricos gastarian menos y los pobres mas
pero seria lo mismo porque... son diferentes... este, como se
llama...



Maestro:  ;Son diferentes qué?
Alumnos:  Propiedades, recursos
Maestro:  Aja

Ivan: (intenta terminar de explicar) Gastarian lo mismo pero de
diferentes (inaudible)

Maestro: O sea los ricos gastarian mil pesos y los pobres mil pesos
cada vez que van al super

Alumnos:  jNooo!

Josué: Se supone que por lo que, se supone que por lo que ganan los de
la clase alta y los de la clase baja, supongamos que los de clase
alta, ganan mil pesos y los de la clase ba... eh los de extrema
pobreza ganan doscientos, de esos doscientos ellos gastan ciento
cincuenta pongamos

Maestro:  Aja, vamos a ponerle. Que es mucho

Josué: Aja, y los ricos gastan este... quinientos pesos, maximo para el
supery eso

Maestro:  ;Escucharon lo que dijo su compariero?

Alumnos:  Siii (como cansados)

Maestro: ;O se los repito?

Alumnos:  Nooo

Varios alumnos responden que si gastan mas las familias en extrema pobreza®’.
La sorpresa del maestro parece provocar una modificacion de la respuesta: “jnoooo!”. No
obstante, Romina intenta recuperar la primera posicion: 48% es mayor que 21%. Es
posible que ella compare los dos porcentajes despegandose del contexto, y esté
implicitamente asumiendo que los dos totales son iguales, como cuando se compara 72
con 1/3 revisando unicamente las relaciones numéricas, pues aclara que “seria cien por
ciento”. También es posible que ella, o alguno de los compafieros que comparten su
respuesta, estén tratando a los porcentajes como absolutos, asumiendo que basta con
comparar 48 y 21, sin remitir al 100%. Cualquiera que sea el caso, el titubeo de Romina
(“cuarenta y ocho es este, como se llama...”) parece reflejar cierta inseguridad sobre la

sentencia que esta formulando.

7 Es dificil pensar que los estudiantes realmente consideran que las familias en extrema pobreza
pueden comprar mas alimentos que aquellas de clase alta. Su respuesta nos confirma que el
reactivo era ciertamente complejo para una primera exploracién, quizas por el hecho de implicar
porcentajes no enteros, por exigir una comparacion entre porcentajes provenientes de totales
distintos y porque, detras de estos porcentajes, implicitamente subyace un promedio. Es posible
que estas dificultades hayan tenido mas peso que el contexto.



Ivan intenta explicar que la comparacién de porcentajes, segun la cual “los ricos
gastarian menos y los pobres mas” puede revertirse si se toma en cuenta que, como
apuntan otros companeros, son diferentes “propiedades, recursos”, y concluye que en
realidad “casi casi gastarian lo mismo”. Finalmente Josué alcanza a precisar el
argumento, a partir de la comparacion entre los sueldos y los gastos en alimentos de dos

familias hipotéticas.

A partir de la participacion de Josué, el resto de los alumnos afirma que el
problema esta claro, no es necesario que se los expliquen de nuevo. Esta reaccion
puede deberse a que saben que la clase esta por terminar y ya quieren salir del salén,
pero también a que dan el problema por resuelto una vez que Josué ha elaborado una
explicacidn que parece satisfacer al maestro, aunque ellos no la entiendan. Con cierta
frecuencia hay en las sesiones momentos de silencio, en los cuales solamente Josué y
Guillermo dan muestras de querer participar. Es comun también que en las situaciones
en las que hay desacuerdo, ellos tengan la ultima palabra. En algunas ocasiones, es
posible que, en efecto, sean los uUnicos que tienen algo que aportar —es decir, la
situacién no es fuente de interacciones—, no obstante también da la impresién de que
el resto del grupo evita cierto esfuerzo sabiendo que se lo pueden delegar a Josué y
Guillermo, y ellos se hacen cargo. Al igual que en el caso de Claudia —mencionado
anteriormente— hay un rol asignado a estos dos compaferos, que ellos asumen

fuertemente: ellos son los que saben, y los que resuelven en nombre de todos.

D) Ante la pregunta: ;qué porcentajes conservan una figura?

Después del problema en el que se pide aplicar cuatro porcentajes (50%, 25%, 20% vy
5%) a la superficie de una bandera, en la tercera sesién se pide a los alumnos que
resuelvan el siguiente problema, primero por parejas y después de manera grupal:

“La bandera grande y la pequena tienen la misma forma que la mediana

pero son de otro tamano.

c) sQué porcentaje de la superficie de la bandera grande se tiene que pintar
de rojo? 3Y de azul? 2De verde? sDe
amarillo?

d) Marca en las tres banderas la parte que se debe pintar de cada color.”

Pequena

Mediana



Grande
Durante la puesta en comun Josué y Guillermo afirman que, de rojo, se debe pintar

el 50%, pues es la mitad:

Guillermo: ¢ Es cincuenta por ciento no?

Josueé: Es el cincuenta por ciento esa parte

Maestro: ¢Por qué dicen que es el cincuenta por ciento?

Josué: Porque es la mitad de lo, de toda la medida que es la bandera
Maestro: Pero ésta bandera es mas grande que ésta

Josue: Pero sigue siendo lo mismo

Alumnos: Siii

Josue: Porque se supone que, este, las dos miden diferente

Maestro: Las dos miden diferente ;estan de acuerdo?

Josué: Porque esta, esta pidiendo la misma parte que pintar, el

cincuenta por ciento es esta

Maestro: ¢ Pero entonces el cincuenta por ciento es esto (la parte roja de
la bandera mediana) y el cincuenta por ciento es esto (la parte
roja de la bandera grande)?

Guillermo: Si, pero nada mas que ahi es mas grande

Josue: Nada mas que la otra tiene un poco mas de proporcion en
metros y ya, y la ofra es mas grande

Ismael: Pero es, seria lo mismo

Josué: Pero es lo mismo

El maestro intenta introducir una duda: una bandera tiene mas superficie que otra,
¢como es posible que en ambas se coloree el mismo porcentaje? Ellos explican que, en
efecto, las dos miden diferente, pero en ambas banderas se “esta pidiendo la misma parte
que pintar”. Es decir, el porcentaje pintado de rojo se mantiene, “sigue siendo lo mismo”,
aunque cambie el tamano, la cantidad de metros: “nada mas que ahi es mas grande”. En la
construccion de su argumento dejan ver una idea clara del porcentaje (y de la fraccién que
le asocian) como razones invariantes, como una “misma parte” que permanece invariante
en una relaciéon entre cantidades que varian. Cabe observar que la conservacion del 50%
en las dos banderas aparece justificada en parte “porque es la mitad de lo, de toda la
medida que es la bandera”, quizas esto se debe a que la fraccidon evoca —con mas fuerza
que el porcentaje— precisamente una relacién parte-todo, relacion que ellos estan tratando
de explicitar ante el grupo. Finalmente, llama la atencion la introduccion del término

“proporcion” —que alude a la razén constante— en la frase: “la otra tiene un poco mas de



proporcion en metros y ya”. Analizada estrictamente, es inexacta, pues se incluye en una
sentencia que trata de dar cuenta de lo opuesto, es decir, aquello que crece. La formulacién
muestra entonces cierta dificultad para comunicar una idea que se intuye pero se inserta, en
un lugar desafortunado, una palabra que se ha escuchado y se sabe que tiene que ver con

la discusion.

Ahora bien, no todos comparten la explicacion de Josué y Guillermo. Cuando el
maestro pregunta qué porcentaje se pinta de azul, varios responden “jel veinticinco!”
“iigual todo!”, pero Romina plantea una idea distinta, que al parecer provoca la division

de la clase en dos grandes grupos:

Romina: Yo digo que es el cincuenta

Maestro:  Tu dices que es el cincuenta, OK. ;Por qué dices que de azul, que
es esto, es el cincuenta por ciento, por qué?

Romina:  Porque arriba dice que... que la bandera mediana, el azul por
ciento es de veinticinco

Maestro:  Este es el veinticinco por ciento ;no? en la bandera mediana

Romina:  Aja, entonces yo me basé que si es el veinticinco por ciento de la
mediana, seria el cincuenta por ciento de la grande

Romina esgrime el argumento opuesto: si crece el tamafio necesariamente debe
crecer el porcentaje. Aparece aqui una manifestacién de esta nocion concebida como
cantidad absoluta. Cabe preguntarse de qué manera ella distingue, en este problema,
entre 400m? y 100%, y qué utilidad le confiere a la segunda expresion si ambas evocan
una medida. Es probable, aunque no haya reparado en ello, que no le provoque conflicto
si las considera como tipos distintos de medidas, tal y como sucede cuando a un triangulo
se le puede asignar una medida para el area, otra para la altura, otra para el perimetro. Es
decir, trata al “porcentaje” y la “superficie” como si tuvieran el mismo estatuto, pero

indicaran rasgos distintos de una bandera, susceptibles de ser medidos.

Es interesante también que la alumna aumente el porcentaje al doble cuando aun
no se le ha dicho que la bandera grande mide 800 metros cuadrados. Asi, el
razonamiento no parece ser del tipo “a doble tamafio le corresponde doble porcentaje”, es

mas probable que la idea de duplicar solamente responda a la necesidad de amplificar.
Guillermo y Josué intentan objetar el planteamiento de Romina:

Maestro: Esto es el cincuenta por ciento de la grande, a ver ;qué opinan
los otros?

Alumnos: No... porque... maestro... yo...



Guillermo:

Maestro:

Guillermo:
Maestro:
Josue:
Maestro:
Guillermo:
Maestro:
Guillermo:
Maestro:

Josué:
Guillermo:
Maestro:

Guillermo:

Josué:
Maestro:
Alumnos:
Maestro:
Alumnos:
Maestro:
Alumno:
Josué:

Maestro:

Romina:

Maestro:

Josué:

Guillermo:

Entonces, a ver, que ponga las otras cantidades, supuestamente
del por ciento y va a ser mas

A ver, jah bueno! OK, tu compariera dice que esto es el
cincuenta por ciento, que esto (refiriéndose al area roja de la
bandera) es el cien por ciento

Ya se paso

¢ Qué esto que es? (el area verde en la bandera grande)
El cuarenta, seguin

El cuarenta por ciento

Y ahi (el amarillo en la bandera grande) segun es el diez
Y esto seria el diez por ciento ;no?

Pero ya se pasaria del cien por ciento

(a Romina) ¢Qué opinas de tu compariero que esto ya se pasa
del cien por ciento?

Se pasaria del porcentaje que debe de ser
Ya serian doscientos por ciento
¢ Y qué tiene que sean doscientos por ciento?

Y tendria que ser el cien por ciento como los demas, de
diferente... tamafio

Porque estamos pidiendo nada mas el cien

A ver ;qué es el cien por ciento?

jToda la banderal!

¢ O sea que no importa el tamafio?

Nooo...

Cien por ciento es todo

Va a ser lo mismo... siii.... aja

Siempre va a ser lo mismo aunque sea mas grande o mas chico

(a Romina) ;Qué opinas de eso? tus compafieros dicen que el
cien por ciento es todo, no importa el tamafno ;tu que opinas?
¢;Los otros que opinan? ;Perdén?

Que no

Que no, su companera dice que no, a ver, ustedes tienen que
decirme un argumento de manera que su compafiera diga: ya me
convencieron

¢Pero por qué no?

Porque si no, no cabria la pintura para todo lo demas



La validacion que proponen Guillermo y Josué es por absurdo: el total sera mas
del 100%. Varias veces insisten en que esto es imposible, y en ello se mantienen firmes:
100% es el porcentaje “que debe de ser”’. No obstante, el maestro intenta hacer ver que
detras de su argumento esta un supuesto que no necesariamente es compartido: “4y qué
tiene que sean doscientos por ciento?” En efecto, a los ojos de Romina, la explicaciéon de
Guillermo y Josué no rebate su respuesta, pues ella —y al parecer varios compaferos
mas— no asume como punto de partida que el 100% designa al total. Tanto a una como a
los otros les cuesta trabajo explicitar donde estriba su diferencia: ya no se trata de
discernir si a la parte de rojo se le asigna el 100% o el 50%, sino de determinar si el total
corresponde o0 no al 100% para, a partir de ahi, poder regular. Si bien el maestro se
esfuerza por hacer emerger este desacuerdo que subyace al objeto de la discusion (“a
ver, qué es el cien por ciento?”, “; 0 sea que no importa el tamafo?”) e incluso Guillermo,
por un segundo atisba sutiimente un elemento explicativo (“y tendria que ser el cien por
ciento como los demas, de diferente... tamafo”), quienes no estan de acuerdo con
Romina son categoricos: “siempre va a ser lo mismo aunque sea mas grande o mas
chico”. Incluso cuando ella insiste en “que no” ha sido convencida, Josué se sorprende:

“

pregunta “;pero por qué no?”, con un tono impaciente, incrédulo, como si no tuviera
cabida poner en cuestionamiento una relacion que él da por sentada. Y Guillermo intenta
hacer ver, de otra manera, lo que le parece una contradiccién: “si no, no cabria para todo
lo demas”. Es decir, sin tener que sumar todos los porcentajes, con la sola pintura roja se
agota la superficie de la bandera. No se da cuenta, sin embargo, de que nuevamente esta
utilizando como argumento precisamente lo que tiene que probar. De manera indirecta, la
discusion es tautoldgica. Puesto que esta disyuntiva esta detras del desacuerdo inicial, no es
vista con claridad. Es el maestro el que se encarga de ponerla de relieve:
Maestro: Vamos a tratar, déjenme decirles cual es el problema que hay
ahorita, que tu dices que el cien por ciento es todo sin importar

cual es el tamafio, y tus comparieras dicen que si el tamafio
aumenta, el total ya no es cien por ciento, va a ser mas

Romina: El doble, si

Maestro: O sea esta bandera grandotota ¢;tendria el doscientos por ciento?
Algunos asienten

Maestro: ¢ Y la bandera chiquita, cuanto tendria?

Alumnos:  jEl cincuenta!

Maestro: O sea, éste cincuenta por ciento

Romina: jAjal



Maestro: ¢Toda la bandera (chica) seria el cincuenta por ciento, toda la
bandera (mediana) seria el cien por ciento, y toda la bandera
(grande) seria el doscientos por ciento?

Alumnos:  jNoooooo! jsiiiii!

Los fragmentos anteriores muestran como una serie de argumentos no constituye
por si misma, de manera intrinseca, una demostracién: la validacion depende de los
conocimientos que se tienen y desde los cuales se miran y se juzgan los argumentos que
esgrimen los demas. En este sentido es que la validacion no es totalmente empirica: si
bien todos se enfrentan a las mismas tareas y escuchan las mismas participaciones, cada

sujeto las mira desde su conocimiento®.

De hecho, tanto la respuesta de Josué y Guillermo como la de Romina tienen
coherencia interna: la diferencia entre una y otra esta en que apelan implicitamente a

distintas acepciones del porcentaje.

Vale la pena hacer ahora un paréntesis para mostrar como la confrontacion grupal
que recién mostramos afecta las elaboraciones de Montserrat, quien se pregunta si “asi
como ahorita estan diciendo, asi, porcentajes muy grandes ;tiene que dar
cuatrocientos?”. Nos parece que intenta darle cabida a la participacion de Romina,
hacerse inteligible la propuesta de doblar los porcentajes. Para entender esto es
necesario recordar que Montserrat es particularmente susceptible a los aportes de sus
companeros. Es frecuente que a partir de las puestas en comun incorpore nuevas
relaciones que durante el trabajo por parejas no da signos de utilizar y que la llevan a
modificar los resultados producidos en este trabajo. Una de ellas —que no adopta en esta
discusion, sino en otra que toma lugar en la sesion anterior— es que la adicion de las
cantidades que resultan de aplicar los cuatro porcentajes a una medida de superficie debe
coincidir con dicha medida, en el caso de la bandera mediana, con 400 metros cuadrados.
Esta vez retoma la proposicion, con una pequefa modificacion: los sumandos no son
superficies sino porcentajes. Lo cual le permite mantener cierta congruencia con la idea

que sostienen Guillermo y Josué: la suma tiene que coincidir con el total, pero también

% Desde la Teoria de las Situaciones Didacticas, la relacion entre el sujeto y la problematica a la
que se enfrenta se entiende como una interaccion. Las decisiones del sujeto, el control y las
anticipaciones que ejerce sobre la situacion que se le plantea no son inherentes a las
caracteristicas de dicha situacion: también son producidas y limitadas por los instrumentos de
interpretacion de los que dispone el sujeto (Perrin-Glorian, 1994). De esta manera, la realidad con
la que el sujeto interactia es construida por éste, quien la modifica en la medida en que el
conocimiento que produce le permite construir nuevos observables: la situacién que se desarrolla
no es la misma para los distintos alumnos que participan de ella, quienes hacen distintas lecturas
de la informacién que la situacion les devuelve como resultado de sus acciones. (Sadovsky, 2003)



con la sentencia de Romina: los porcentajes pueden exceder al 100%. Es decir, al remitir
al total no con el 100% sino con 400, esta tratando de hacer empatar lo que en la
discusion se plantea como contradictorio: o se doblan los porcentajes o la suma de los
porcentajes es 100%. Y esta intentando también hacer esto bajo una forma de regulacion
que ella tiene muy asumida: la suma debe coincidir con el dato inicial. No se percata de
que esta intencidon de encajar las dos sentencias la lleva a mezclar medidas con
porcentajes. Lleva entonces al extremo la tendencia de recibir las aportaciones de sus

companeros como punto de partida para hacer elaboraciones propias.

Volviendo a la discusién que encabezan Romina por un lado, y Josué con
Guillermo por el otro, el profesor, siguiendo la recomendacién que se le hizo desde la
planeaciéon de la situacién —planeacion que no previé el debate anterior—, aporta la
siguiente informacion: el 100% es todo.

Maestro: OK. (Silencio) Hagan de cuenta que yo tengo una camisa que

cuesta doscientos pesos y me van a hacer el cincuenta por ciento
de descuento ;cuanto me va a costar?

Alumnos: iCien!

Maestro: Y luego, tengo un pantalon que me sale en quinientos pesos, y
me van a hacer también el cincuenta por ciento de descuento
Jecuanto me va a costar?

Alumnos: jDoscientos cincuenta!

Maestro: (se dirige a cuatro alumnas que intenta convencer) ;Estan de
acuerdo?

Alumnas: Si

A partir de este episodio, posteriormente el maestro, con la ayuda de algunos
alumnos, explica que “de los dos, el cincuenta por ciento no es el mismo”, depende “del
precio”, “de la cantidad inicial”’, es decir, el 50% varia aplicado a diferentes cantidades. De
ahi que el 100% también designa distintos numeros, pero siempre corresponde al total, y
en el caso que los ocupa, a “jtoda la bandera!”. Por lo tanto, los porcentajes de la bandera

mediana se conservan en la grande.

No obstante, al final de esta explicacién, Romina comenta en voz baja: “no me
convence”. Es de esperarse, principalmente porque no hubo una situacion disefiada
especialmente para que los alumnos establecieran la equivalencia entre el 100% y la
cantidad inicial, pues se consider6 que seria poco problematico. Por otro lado, cabe

observar que si bien el maestro intenta plantear un contraejemplo a la idea de que



distintos totales pueden ser asignados a distintos porcentajes®, mas bien desliza la
discusion hacia un terreno que no es la fuente de conflicto entre los estudiantes. Es decir,
las alumnas no tienen inconveniente en aceptar que el 50% de una cantidad depende de
ésta, asi que es variable. La dificultad aparece con el planteo reciproco, en el segundo
tipo de tareas. Si se transfiere del registro grafico al numérico el problema sobre el que se
llevé a cabo la discusion grupal, se obtiene un ejemplo como el siguiente: si 100 es el
50% (de 200) ¢qué porcentaje es 200? (pero no de 200, sino de 400). Es probable
entonces que la habilidad para distinguir entre un porcentaje y una cantidad absoluta

también dependa del tipo de tarea”.

Asi, son pocas las posibilidades que tiene Romina para recuperar Ila
institucionalizacion a la que se llega en la clase. No es asi para Montserrat, quien ahora
suma por un lado los porcentajes 50, 25, 20 y 5, y por otro lado 100, 50, 40 y 10, lo que
lleva a desechar dos respuestas: la que ella habia formulado antes de la discusién
grupal” y la de Romina. Ademas, se desdice de la propuesta que se analiza en parrafos
anteriores, en la que pretendia conjugar la contradiccién entre dos participaciones

distintas:

Observadora: (;Te acuerdas que hace rato me preguntaste, si sumando...?
(...)

Montserrat: Ay, pues yo pensé que asi era, que daba cuatrocientos, pensé
que asi era

Observadora: (Y ahora qué piensas?

Montserrat: Que esta correcto ahi, porque ya son mas, da cien, ya es la
mitad ;no? bueno, la cuarta parte, y asi

Observadora: Aja, OK, y aqui entonces, ;qué porcentaje tendria que ir
pintado de rojo en esta chiquita?

Montserrat: Los mismos ¢no? pero...
Observadora: ;Pero qué?
Montserrat: Mas chico ¢no?

Escribe “50%” sobre el rojo de las tres banderas y, en la bandera pequenfia, los
cuatro porcentajes correctos

% Apela a la experiencia de comprar productos en las tiendas: el porcentaje de descuento no
determina la cantidad que se descuenta.

0Y quizas también del porcentaje mismo: es probable que sea mas facil aceptar que el 50% es la
mitad que admitir que el 100% es el total, debido al caracter implicito con el que suele aparecer la
segunda identidad.

"I En un principio responde que los porcentajes son 20, 10, 8 y 2, obtenidos al quitar un cero a 200,
100, 80 y 20, los resultados de aplicar el 50%, 25%, 20% y 5% a 400.



Sin haberlo escuchado de sus companieros justifica que son “los mismos”, nomas
que el tamano es “mas chico”. Asi, al parecer no tiene dificultad para aceptar que el 100%

corresponde al total, después de que se institucionaliza.

Este ejemplo se puede vincular con una reflexion de Sadovsky (2005) que ya
comentamos antes: cuando un alumno no ha producido un procedimiento —o bien ha
formulado una respuesta a la que no se siente muy adherido— tiene mas capacidad para
retomar las aportaciones de sus compaferos que alguien que se encuentra demasiado
comprometido con su propia propuesta. No obstante, el caso de Montserrat, y también de
Margarita muestra que esto no sucede sin algunas complicaciones. Es verdad que ellas
retoman de sus pares la identificacion entre el 100% y el total, la verificacion de la
aplicacion de porcentajes a partir de la suma, la conservacion de los porcentajes entre
banderas de distintos tamafios y la asociacién del 50% con la mitad y del 25% con la
cuarta parte. Y esto les abre nuevas posibilidades para corregir sus errores y elaborar
procedimientos a los que quizads no podrian acceder por cuenta propia. No obstante,
también es frecuente que desechen sus propias respuestas con relativa facilidad, que
recuperen aportaciones erroneas de sus comparfieros —en ocasiones aparentemente sin
intentar filtrarlas—, que ciertas formulaciones sean inaccesibles para ellas, o bien que
intenten ajustar las participaciones de los otros para desdibujar las contradicciones que
encierran, sin notar que ello las lleva a una nueva contradiccion. Hay entonces un doble filo en
lo que, para quienes realizan una produccion débil durante el trabajo individual, se desata a

partir de la interaccion grupal.

E) En el segundo tipo de tareas, con registro grafico

En la ultima sesion se pide a los estudiantes que resuelvan por parejas el siguiente

problema:
“Varios agricultores decidieron usar una parte de sus terrenos para sembrar
una nueva variedad de maiz, la variedad A. Los siguientes rectangulos
representan los terrenos de cuatro de ellos y la parte gris en cada uno

representa lo sembrado con maiz A. Anota debajo de cada rectdngulo el
porcentaje de su terreno que sembrd cada uno con el maiz A.”

Gregorio Jacinto Manuel Juan




% % % %

Durante la discusion grupal se genera un desacuerdo en torno al terreno de
Manuel. Varios alumnos afirman que la parte sembrada corresponde al 50%. Guillermo
sostiene esta sentencia: “porque lo medimos y sale casi exactamente la mitad”, y Josué
precisa: “no casi, exactamente la mitad”. Gabriela en cambio considera que la regién gris

es designada por el 40%, y explica por qué:



Gabiriela: Porque el de veinte esta mas bajo (...), aja y el de cuarenta ya sube
poquito

Maestro: Sube poquito. Tu dijiste que el de Juan que es el veinte, tu
consideras que es el veinte, entonces el de Manuel seria otro tanto
¢;no? Cuarenta

Gabriela compara entonces la region gris del terreno de Juan con la de Manuel y
se rige por una regla que establece: a la mayor se le asigna un mayor porcentaje. Aunque
por los porcentajes que utiliza, 20 y 40, parece utilizar un cuantificador, a saber, el doble,
que es explicitado por el maestro. Es decir, no considera una relacion interna (parte-todo),
entre el area sembrada y el area total de un mismo terreno, sino una externa, entre las

regiones grises de dos terrenos diferentes.

Los dos argumentos parecen correctos, lo que imposibilita una toma rapida de
decision. Si bien hemos visto que Gabriela tiene una explicacidon que ayuda a sostener su
respuesta, no plantea una manera de rebatir la de Guillermo y Josué. En cambio, si se

formulan contra-argumentos a la propuesta de Gabriela:

Guillermo:  Pero... es que el de Manuel y el de Juan no son iguales

Josué: No miden lo mismo. Uno mide veinte por ciento y el otro mide el
cincuenta y no podemos sumar eso. Si los sumaramos los dos,
darian el setenta y cinco por ciento y no es... jel setenta!l

(...)

Josue: No puede ser porque no es la misma medida

Maestro: ¢No es la misma medida? ;De qué?

Josueé: De... es que, (...) el de Juan es mas grande que el de Manuel

Maestro: (...) ¢y eso qué tiene que ver?

Josué: Porque saca un cacho, pero que no tiene el de, como se llama, el
de Manuel, y eso es lo que influye para que no sea la misma
cantidad

Gabriela: No porque el de Juan mide un centimetro y el de Manuel mide dos

Guillermo y Josué cuestionan la comparacion que hace Gabriela sefialando que
“no puede ser porque no es la misma medida”, el terreno “de Juan es mas grande que el
de Manuel”, es decir, sélo seria valida si los dos terrenos fueran del mismo tamano. El
argumento —formulado con gran dificultad— de que no se pueden hacer comparaciones
entre porcentajes que corresponden a terrenos de distintos tamarfios, apela implicitamente
a la necesidad de considerar no solo las partes sembradas sino su relacion con los

terrenos completos, es decir, al porcentaje como expresién de una relacion y no de una



medida. Josué intenta hacer ver ademas que, como no es el caso de que los terrenos
coincidan, dicha comparacion conduce a un absurdo: se podria agregar el 50% del
terreno de Manuel al 20% del de Juan, y se tendria el 70% —no explicita de cual de los
dos terrenos—, lo que, segun él, es falso, aunque no explica por qué. Es extrafio que
parta del 50% y no del 40%, la respuesta que intenta invalidar. Si lo hubiera hecho habria
reforzado la respuesta de su oponente: al juntar las areas sembradas en el terreno de
Manuel y el de Juan se obtiene en efecto el 60% del segundo, y entonces si la primera
representara al 40% y la segunda al 20%, si podrian sumarse. Es decir, si los porcentajes
pudieran ser tratados como medidas, como lo hace Gabriela, se podrian sumar aun
cuando correspondieran a terrenos distintos. No obstante, esta elaboracion no cobra
relevancia en el otro planteamiento en el que ellos mismos insisten y que es recuperado
en la discusion: para que la respuesta de Gabriela sea certera, los terrenos deben tener la

misma medida.

De manera similar a lo que sucede en el problema analizado en el apartado
anterior, Gabriela deja ver que no recibe las aportaciones de Josué y Guillermo como
evidencia de un error suyo: vuelve a insistir, y esta vez trae a escena las medidas
exactas, en que “no (esta de acuerdo) porque el de Juan mide un centimetro y el de
Manuel mide dos”. Algo similar les ocurre a sus compaferos: no toman la pregunta del
profesor, “;y eso qué tiene que ver?” como una exigencia de justificar por qué no es
posible obtener un porcentaje a partir de otro si corresponden a partes de totales
distintos’?, sino como una peticion de explicar por qué los dos terrenos son de diferente
tamano: “Porque saca un cacho, pero que no tiene el de, como se llama, el de Manuel, y
eso es lo que influye para que no sea la misma cantidad”. Es decir, ambos mantienen su
posicién pero ignoran la critica que se les hace. Nuevamente es dificil notar que el
conflicto no esta sobre el razonamiento de cada uno, sino en una disyuntiva que esta
detras: ;se puede obtener un porcentaje a partir de otro si ambos aplican a totales
diferentes? Puesto que esta pregunta no se plantea con claridad, no emerge a la
discusién la siguiente consecuencia: si la respuesta es afirmativa, es decir, si a dos
porciones iguales de terrenos de distintos tamafios se les asignha un mismo porcentaje,
entonces éste no indica la relacion entre una parte y el total, funciona mas bien como una
cantidad de centimetros cuadrados. Asi, a la pregunta anterior subyace otra, que por

consiguiente aparece en un nivel aun mas implicito en la discusion: ¢ el total corresponde

2 Es decir, la relacion entre los porcentajes y las medidas que resultan de aplicarlos solamente es
proporcional si los totales de referencia son iguales.



o no al 100%? Quizas esto se habria observado comparando el terreno de Manuel con
el de Gregorio: al inicio de la discusién grupal parecia haber consenso en que el area
sembrada en el segundo corresponde al 50%, y, puesto que la de Manuel es el doble,

siguiendo el razonamiento de Gabriela, seria el 100%.

Eduardo encuentra otra manera de rebatir la respuesta de Gabriela, que después
hace emerger la necesidad de determinar si el 100% corresponde o no a la cantidad
inicial:

Maestro: (A Guillermo y Josué que levantan la mano) permitanme tantito,

quiero que sus companeros opinen ¢si? (a Eduardo) ;qué opinas
ta? ;Quién tiene razon, ellos o ellas, y por qué?

Eduardo: Ellos

Maestro: ¢Por qué? (silencio) ;Porque ellos siempre tienen la razén?
Eduardo: No
Maestro: Entonces, ;por qué? dime una razén, ;por qué?

Eduardo: Entonces si no es el cincuenta por... si dice ella que es el cuarenta
por ciento ;donde queda el cincuenta por ciento, de ese terreno?

Maestro: Dénde estaria el cincuenta por ciento, claro, si esto (la parte gris del
terreno de Manuel) fuera el cuarenta por ciento ;cuanto seria esto?
(la parte blanca en el mismo terreno)

Alan: jEl sesenta!

Maestro: El sesenta por ciento

Josué: Y no porque da lo mismo, la misma cantidad, es lo mismo, en la
hoja

Maestro: (a Gabriela) ¢Si estas de acuerdo? Si éste (sefialando la parte

sombreada) fuera el cuarenta por ciento, entonces éste (sefialando
la parte blanca) seria el sesenta por ciento, o no estas de acuerdo
Jtu qué opinas?

(Guillermo y Josué mantienen la mano levantada)

Gabriela responde que estan bien sus comparieros

Eduardo hace ver otra contradiccién que se deriva de la respuesta de Gabriela.
Esta observacion es quiza mas clara para los alumnos, pues le da mayor visibilidad a un
conflicto anterior, el cual en cierta medida sigue estando implicito: si se asume que el
100% representa al total, entonces la asignacion de porcentajes iguales a partes iguales
pero de distintos terrenos conduce a la asignacion de porcentajes diferentes a partes

iguales de un mismo terreno, lo cual es mas claramente cuestionable.



Cabe observar que, una vez que Gabriela establece su proposicion, practicamente
se retrae durante la discusion, es el maestro quien le sigue dando voz. Cuando finalmente
acepta que cometié una equivocacion, él intenta nuevamente darle cabida, recuperando,
a partir de Eduardo, una disyuntiva que esta detras de la discusion anterior:

Maestro: ¢No sera todo esto (todo el terreno de Manuel) el ochenta por

ciento?

Guillermo:  No

Maestro: ;Qué opinas? A ver, alla atréds ;qué opinas? ;Sera éste el
ochenta por ciento?

(...)

Isabel: Es el cien

Maestro: ¢ Todo es el cien?

Isabel: Aja

Maestro: ¢Estéan de acuerdo todos en que todo es el cien? (a un alumno) tu
dijiste que no ¢por qué no?

Silencio

Maestro: ¢ Qué opinan?

Guillermo: Es que, nosotros medimos todo el terreno de Manuel salen cuatro
centimetros...

Josué: Y en el de Juan salen cinco, es lo mismo que hicimos con lo de la

ropa que no podia ser el mismo porcentaje si la ropa media,
costaba mas

Maestro: Costaba diferente. OK, sus comparieros dicen que todo esto (el
terreno de Manuel) es cien por ciento y todo esto (el terreno de
Juan) es cien por ciento ;qué opinan ustedes, sera cierto 0 no
sera cierto?

Mario: Quieeenn... sabe
Maestro: Todo esto es cien por ciento, todo esto es cien por ciento ;qué
opinan?

Guillermo: Yo creo que ninguin entero puede ser mas que ochenta por ciento

Maestro: Su comparero dice que nada entero, nada completo, ningun
entero puede ser diferente del cien por ciento, ochenta por ciento
o...

Guillermo:  Aunque sea (inaudible) por ejemplo

Josué: Aunque sea lo doble, que le saque un cachito lo que sea, todo es
el cien por ciento



No obstante, no se vuelve a discutir sobre el tema. A pesar de las timidas dudas
de algunos (“quieeeen... sabe”), y también de las formulaciones confusas de Guillermo y
Josué (dicen que “no podia ser el mismo porcentaje si la ropa media, costaba mas” y que
“ningun entero puede ser mas que ochenta por ciento”, cuando al parecer quieren hacer
ver lo contrario, que aunque el precio varie el porcentaje se conserva y el entero nunca
equivale al 80%), cobra fuerza la insistencia de algunos alumnos sobre la
institucionalizacién a la que se habia llegado en la sesién anterior: el 100% designa al
total, “aunque sea lo doble, que le saque un cachito lo que sea”, y esto ya no debe
ponerse en duda. Cabe preguntarse si Gabriela y quienes apoyaban su respuesta han

sido convencidos.

Nos interesa mostrar ahora cémo la concepcidn del porcentaje como una relacion,
por un lado, y como medida, por el otro, que generaron una confrontacion entre distintas
personas a nivel grupal, pueden también convivir en un mismo sujeto, como en el caso de
Margarita, y en menor medida, de Montserrat. El primer terreno al que Margarita asigna
un porcentaje es el de Gregorio, el 50%, “porque es la mitad”. Ademas estima el 95% en
el de Jacinto, lo que justifica a partir de que “segun yo que aqui (sefalando todo el
terreno) mide cien (...), cien metros de terreno”. Como ya hemos mencionado, la
frecuencia con la que asigna al total, no el 100% sino 100 metros, lleva a pensar que en
realidad asocia el porcentaje a una medida, pero entonces como les adjudica la misma
medida a terrenos que tienen distinto tamafno? Mas adelante menciona, respecto al
terreno de Manuel, que “es cuarenta porque mide cuatro”. Es decir, mide el largo del
rectangulo y toma lo que encuentra muy directamente como un porcentaje. Ademas,
acepta el argumento que esgrime Gabriela en la confrontacién grupal: “yo digo que si esta
bien lo que dice Gaby (...) porque... aqui mide dos y aqui mide uno, y por eso... aqui (la
region gris) es cuarenta y aqui (la region blanca) es sesenta”. Asi, se adhiere a Gabriela a
pesar de que se contrapone a la equivalencia entre el 50% y %2 que ella misma habia
puesto en juego en el terreno de Gregorio, y a pesar también de un argumento que
Montserrat habia formulado anteriormente: “no estaba bien el cuarenta, porque aqui (la
region blanca) esta dibujado que es lo mismo, no puede ser que mida mas que aqui (la
region gris)”. Incluso asume explicitamente, sin reconocer la contradiccion, que dos
pedazos iguales de un mismo terreno son asignados a porcentajes diferentes. Aunque
quizas desde su punto de vista su planteamiento es pertinente, dada la sistematica
incoherencia que ella parece interpretar en las situaciones de porcentaje: si es posible

asignar una misma medida —100 metros— a terrenos de distintos tamafios, también es



l6gico asociar distintos porcentajes —asumidos como medidas— a franjas del mismo
tamano. No hay que olvidar que esto seria correcto si dichas franjas fueran tomadas de

distintos terrenos.

Con respecto a Montserrat, recordemos que ella no estuvo de acuerdo en asignar
el 40% a la region sembrada en el terreno de Manuel. No obstante, al discutir
posteriormente sobre el terreno de Gregorio, retoma el argumento que antes objeté:

Observadora: ;Y entonces éste (el de Gregorio) cuanto seria? (ellas tenian
marcado el 50%)

(...)
Montserrat: Yo creo que éste mide veinticinco o algo asi
Observadora:  ;Este?

Montserrat: Bueno es que, no sé, pero... yo pienso que aqui es la mitad
(el terreno de Gregorio es la mitad del de Manuel), porque...
ctodo esto es lo que él sembré no? Todo esto, si lo coloreas,
esto es lo que sembro, yo digo que es el veinticinco de lo que
él sembré

El cambio de opinién en Montserrat admite al menos dos interpretaciones: la primera
es que antes no estaba cuestionando el razonamiento de Gabriela, sino una de sus
consecuencias, a saber, la contradiccion entre el 40% y 60% asociados ambos a la mitad de
un mismo rectangulo. Puesto que en el caso de Gregorio este absurdo no sale a la luz, ella
misma recurre a una proposicion analoga a la de Gabriela. La segunda interpretacion es que
una vez mas se despega de sus propias elaboraciones para aceptar el argumento de

Margarita.

F) En el tercer tipo de tareas, con registro grafico
En la ultima sesién los estudiantes resuelven el siguiente problema:

“Las superficies sombreadas que se muestran a continuacion corresponden a
las partes en las que se sembrd maiz A en tres terrenos mds. Debajo de cada
una se indica el porcentaje del terreno total que fue sembrado con ese fipo
de maiz.
c) 3Qué terreno crees que es el mds pequeno? 3Cual crees que es
el mds grande?
d) Dibuja los terrenos completos y verifica tus anficipaciones.”
Antonio Manuela Andrés




20 % 25% 75 %

Durante la confrontacion grupal, alrededor de diez estudiantes levantan la mano
para hacer ver su anticipacion: el terreno de Andrés es el mas grande “porque se ve en el
dibujo”. Es decir, probablemente toman los porcentajes como medidas: 75 es mayor a 25
y 20, o bien, la parte sombreada en el terreno de Andrés es mayor a la de los dos

restantes.

No obstante, no todos estan convencidos. Margarita, por ejemplo, al trabajar en
pareja con Montserrat, muestra una tenue sorpresa, quizas al corroborar que las franjas
grises en los terrenos de Manuela y Antonio son del mismo tamafio pero corresponden a
distintos porcentajes: “si mide igual”’. Montserrat, aunque le apuesta al terreno de Andrés,
manifiesta ciertas dudas: “ay, pero las apariencias engafian (...) a lo mejor nos
equivocamos yo creo que va a ser este (el de Antonio) el mas grande y este (Andrés) el
mas chico... {no me crees Margarita?” Probablemente las dudas de Montserrat muestran
que ella empieza a adivinar una clausula del contrato didactico: lo que en un principio
parece facil después resulta no serlo. No obstante, un comentario posterior sugiere una
interpretacion distinta: al parecer se percata de que en un problema que habian resuelto
anteriormente (ver el inciso F) En el segundo tipo de tareas, con registro gréfico), los
porcentajes mayores no necesariamente corresponden al mayor terreno: ‘como aqui
(senalando el terreno de Juan en el problema anterior) estaba grande (el terreno) y... era,
era chico (el porcentaje)”. Aunque plantea la duda, quizas el no saber cdmo mostrar que el
orden de los tamarfos de los terrenos es inverso al de los porcentajes conocidos la hace

mantenerse en la primera respuesta.

Volviendo al momento de la discusién grupal, alrededor de ocho alumnos opinan
que el terreno mas grande es el de Antonio. Ante la reticencia que muestran para ofrecer
una explicaciébn —una nifia argumenta que es necesario “medirlo con la regla” pero
después no dice mas—, el profesor otorga la palabra a Guillermo y Josué:

Guillermo: Porque... si... el de veinte por ciento lo comparamos, ora si que

lo igualaramos al setenta y cinco por ciento que es eso... lo
doblaria por... ora si que mucho



Maestro:  ;Como le hago para aumentarlo al setenta y cinco?

Probablemente la intervencion de Guillermo es en este sentido: si el 20% del
terreno de Antonio se itera hasta recuperar el 75% —del mismo terreno—, resultaria
mucho mas grande que el 75% de Andrés. Llama la atencion el uso de “lo doblaria” en su
formulacion, para hacer ver, mas bien, que lo rebasaria. Es decir, nuevamente, la idea de

doblar parece muy ligada a la de aumentar. Después, él y Josué proponen otro

argumento:

Josué: Tan solo con las medidas que dan aqui. Si una mide un
centimetro y medio y la ofra mide un centimetro, tan solo por
eso0, 0 Si no, o mas facil...

Guillermo: Porque este es el setenta y cinco por ciento y es apenas el
veinte, casi lo iguala de...

Josué: De tamario

Guillermo: De tamario

Josue: Nada mas le tendriamos que aumentar un... pongamos un diez

por ciento y lo alcanzaria y ahi quedd la cosa y tendria espacio
para (inaudible)

Es decir, la diferencia en porcentajes es grande, uno es el 75% y el otro “es apenas el
veinte”, mientras que, por el contrario, la parte sombreada de Antonio “casi iguala de tamafio”
a la de Andrés. Asi, si se aumenta alrededor del 10% a la region sombreada del terreno de
Antonio, la parte pintada en los dos terrenos seria la misma, de donde la franja
correspondiente a un porcentaje cercano al 30% del terreno de Antonio es igual al 75% del de

Andrés.

Se han esgrimido hasta ahora dos argumentos reciprocos: 1) si se recupera el
mismo porcentaje en los dos terrenos, la porcion de terreno correspondiente serd mas
grande en el caso de Antonio, y 2) si se comparan dos franjas iguales, una de cada

terreno, el porcentaje correspondiente sera mayor en Andrés.

Mas adelante Guillermo menciona que la regién sombreada en el terreno de
Andrés “ya casi llega al cien por ciento y le falta un veinticinco por ciento”, con lo que
implicitamente alude a la condicion de porcentaje como relaciéon entre un numero y cien,
donde el 75, a diferencia de lo que muestra una medida, indica también la parte que falta,
el complemento. Cuando, a partir de esta intervencion, el profesor pregunta “por donde
estaria el cien por ciento” en cada uno de los dos terrenos, Guillermo y Josué estiman
que, en el caso de Andrés, el total debe estar s6lo un poco mas arriba de la parte

sombreada. Para el terreno de Antonio, Ana proporciona la siguiente explicacion:



Ana: (...) el veinte por ciento en este caso mide un centimetro...se
supone que es el cien por ciento, para llegar al cien faltan cuatro
centimetros entonces es mas largo

Maestro: jAh! o sea cuatro centimetros, cuatro veces esto...aqui iria uno,
luego iria otro, y luego, es mas, pasaria del pizarrén (mientras
habla va iterando cuatro veces la franja sombreada)

Ana: Aja
Maestro: ¢Entienden lo que dice su compariera?
Alumnos:  Siiii

Maestro: Sus companieras dicen: si este es el veinte por ciento entonces por
aca que es el doble ;cuanto seria?

Alumnos:  jCuarental

Maestro: ¢ Y por aca cuanto seria?
Alumnos:  jSesental

Maestro: ¢Y por aca cuanto seria?
Alumnos:  jjjComo el ochental!!

Maestro: El ochenta por ciento... y el cien por ciento seria hasta alla ;no?
Si éste (lo sombreado en el terreno de Andrés) es el setenta y
cinco aqui (senala la estimacion que hicieron del terreno total) es
el cien ;no? ;Cual de los dos terrenos es el mas grande?

Alumnos:  jjEl del veinte!! jEl veinte por ciento!

Ana muestra entonces que es necesario iterar el 20% que conocen del terreno
de Andrés hasta recuperar el 100%. Al parecer, esta accion convence a los alumnos
con mas fuerza que las observaciones que hasta entonces habian formulado Guillermo
y Josué. A pesar de que el argumento de Ana es similar a uno que Guillermo habia
propuesto —iterar el 20% de Antonio hasta obtener el 75% para compararlo con el de
Andrés— la claridad en su formulacion y el hecho de que el profesor la muestra
fisicamente, tomando medidas y superponiendo franjas, ayuda al resto de los
estudiantes a pasar de la comparacion de los porcentajes como si fueran numeros, a

la comparacion a partir de la recuperacién de los terrenos completos.

Después de esta confrontacion, Margarita y Montserrat recuperan el procedimiento
cuando una observadora les pide determinar los otros dos terrenos completos. En el
terreno de Manuela, “seria... asi como dijo pero serian nada mas tres (...) porque como
aqui ya tiene el veinticinco ya... pues ya”, y en el de Andrés, “seria... aqui nada mas dos

centimetros”, “porque se supone que es hada mas es veinticinco lo que falta”.



Hemos visto a lo largo de este apartado diferentes maneras en las que se
manifiestan conflictos, ya sea entre distintos estudiantes o en uno de ellos, a los que
subyace la necesidad de decidir entre el porcentaje interpretado como una medida, o

como una relacion.

La Teoria de las Situaciones Didacticas ofrece elementos para interpretar estos
errores altamente persistentes en las resoluciones de los alumnos, no en términos de
ignorancia, es decir, de ausencia de un conocimiento, sino mas bien, como conocimientos
que tienen un ambito de validez, funcionan correctamente en determinadas situaciones,
pero fuera de ese ambito se revelan como falsos o poco adaptados para abordar ciertos
problemas en toda su complejidad. La dificultad no esta dada ni por el conocimiento
anterior ni por el que se intenta construir, sino por la necesidad de transitar de uno a otro.
El error es entonces constitutivo de la construccion del conocimiento, esta en su
naturaleza: el aprendizaje se apoya en los conocimientos anteriores, pero también se
enfrenta a ellos. Asi, es imposible ensefar directamente un saber definitivo (Artigue, 1989;
Perrin-Glorian, 1994) En el caso que nos ocupa, podemos identificar las huellas de un
conocimiento que ha funcionado durante un largo tiempo: el de las cantidades, o bien, de
las medidas. Es posible entonces que el uso erréneo del porcentaje como absoluto sea

ineludible en la construccion de esta nocién como relacion’s.

No obstante, cabe preguntarse si la manera en que perdura dicha interpretacion
errénea del porcentaje aun en estudiantes de secundaria no es también consecuencia de
la ensefianza. Es decir, probablemente los alumnos no se han enfrentado a situaciones
que permitan poner en duda la concepcién erronea de dicha nocién con la suficiente
contundencia como para que pueda ser superada. De acuerdo con Duroux (citado en
Artigue, 1989), la desaparicion de un conocimiento erréneo no pasa unicamente por la
construccion de uno nuevo: es indispensable incorporar su rechazo en el nuevo saber.
Brousseau (1976, en Perrin-Glorian 1994) apunta al respecto:

El sentido de un conocimiento matematico no solo se define por la coleccién
de situaciones en las que este conocimiento se realiza en tanto teoria

3 Esta manera de interpretar el error forma parte del origen de la nocién de obstaculo
epistemoldgico. Cabe aclarar que en este trabajo no contamos con los elementos para determinar
si las cantidades absolutas constituyen o no un obstaculo para la construccion de las relativas: no
hemos mostrado con suficiente contundencia la recurrencia de los errores como para mostrar que
se agrupan alrededor de concepciones, tampoco hemos rastreado el origen histérico de estos
conocimientos para confrontarlos con las resoluciones de los alumnos. No podemos entonces
respondernos si realmente las cantidades absolutas son constitutivas de la construccién de las
relativas.



matematica..., no solo por la coleccidon de situaciones en las que el sujeto lo
ha encontrado como medio de resolucion, sino también por el conjunto de
concepciones, de elecciones anteriores que rechaza, los errores que evita, las
economias que procura, las formulaciones que retoma, etc. (p.112)

Es necesario entonces seguir estudiando las caracteristicas que deben satisfacer
las situaciones que podrian ayudar a cuestionar la concepcion del porcentaje como

absoluto y transformarla en una acepcién como relacion.

3.3 Comentario final

Las resoluciones de los alumnos que hemos analizado en este capitulo estan vinculadas
con el papel que jugo el profesor en el desarrollo de las sesiones y con las caracteristicas
de las propias situaciones —ademas de los conocimientos de los que disponian. A

continuacion intentaremos sintetizar algunas de estas relaciones™.

El rol del profesor

Al analizar los registros hemos priorizado las producciones de los alumnos, dejando de
lado el papel que jugé el profesor. No obstante, en varias ocasiones fue necesario tener
en cuenta las intervenciones de éste para explicar las elaboraciones de los estudiantes.
Por ejemplo, en algunos momentos el profesor imprimio cierta movilidad a las discusiones
al plantear contra-ejemplos o contra-argumentos, al mantener en la discusion las voces de
alumnos que se diluian, al hacer ver los conflictos que subyacian a las discusiones, al
formular de otra manera las participaciones de los alumnos, o sus propias preguntas,

haciendo ver nuevas relaciones.

Estas formas de participacion del maestro muestran que sus decisiones estuvieron
no soélo en funciéon de los alumnos, sino también de sus propios conocimientos
matematicos y, por otra parte, de las posibilidades y limites que ofrecia el disefio de las
situaciones didacticas. Nos detendremos un momento en esta ultima caracteristica: en
algunos de los fragmentos que hemos analizado queda la impresion de que el maestro
imprimia al curso de la sesién una orientacién poco fértil para el enriquecimiento del
conocimiento matematico que se estaba elaborando. No obstante, estas decisiones del
maestro respondian a ciertas caracteristicas del disefo, por ejemplo: ante la ausencia de
una situacion que permitiera establecer la identidad entre el 100% y el total fue necesario

que él aportara directamente esta informacion, a pesar de que hubo alumnos que no

4 En las conclusiones veremos una sintesis de algunos elementos de las concepciones sobre el
porcentaje que manifestaron los estudiantes.



fueron convencidos; el escaso trabajo previsto sobre las técnicas dio lugar a la manera en
que el profesor admitié el operador decimal a pesar de que éste era muy débilmente
sustentado; la dificultad que enfrentamos en el disefio respecto a la construccion de
dispositivos de validacion incidié en que el profesor sostuviera esta tarea en preguntas
que no necesariamente implican una verdadera devolucion a los alumnos de la necesidad
de justificar y que no ofrecen criterios para resolver los desacuerdos, como: “explicame

“

por qué”, “;qué opinan los otros?”, “;crees que esta bien, o no esta bien?”, “;de

acuerdo?” “;como saben que si sale?”’”.

Vemos entonces que las decisiones del profesor estan imbricadas tanto con las

actuaciones de los estudiantes como con las situaciones didacticas.
Algunos limites y posibilidades del disefio de la secuencia didactica

El analisis de la secuencia fue util en dos sentidos: por un lado, desde el punto de vista de
nuestra investigacion, pues pudimos estudiar los conocimientos de los que los alumnos ya
disponian sobre el porcentaje, de una manera distinta a lo que hicimos a partir de los
cuestionarios y entrevistas. Por otro lado, desde el punto de vista de la fertilidad de las
situaciones para el aprendizaje de los estudiantes, analizamos las caracteristicas de estas
situaciones que efectivamente abrieron posibilidades para el aprendizaje, y también las
que se mostraron insuficientes para ciertos alumnos, y para determinadas dificultades. A

continuacion resumimos estos dos aspectos.
Encuentros y desencuentros de interpretaciones del porcentaje

El analisis de la secuencia didactica nos permitié estudiar de qué manera los estudiantes
articulan las fracciones con los decimales y, en menor medida, con la proporcionalidad,

asi como las dificultades que encuentran en este proceso. Es decir, la aplicacion de la

> Cabe aclarar que, si bien las acciones del profesor no pueden entenderse sin mirar las
caracteristicas de las situaciones, tampoco podemos exagerar este planteamiento al punto de
pensar que cualquier decisién del maestro deberia estar contemplada en el analisis a priori: no
todo lo que sucede es provocado por las situaciones. Al respecto, Artigue (1995) sefiala una
dificultad tedrica y metodoldgica en la ingenieria didactica, que consiste en que, al no lograr una
apropiada consideracion del profesor, haciéndolo intervenir en el analisis previo “como si la
situacién lo determinara por completo como actor del sistema”, se afecta la validacion de la
metodologia, y mas aun, la propia construccion del objeto de estudio: “si el analisis a priori es
principalmente a-didactico y si una parte esencial de los procesos pertinentes se escapan a este
registro, ¢qué permite entonces validar o invalidar en realidad la confrontacién entre el analisis a
priori y a posteriori?, o aun mas: si para adaptarse a esta metodologia, las situaciones de
ingenieria estan por necesidad fuertemente restringidas, ¢;qué nos permiten tales situaciones
“captar” como fenédmenos didacticos?” (p.47)



secuencia didactica sobre el porcentaje nos brindd una ocasion para estudiar ciertos

aspectos de la problematica didactica de las tres nociones de manera conjunta.

La forma de hacerlo fue analizando las relaciones entre las caracteristicas de las
tareas que se plantearon a los alumnos, las técnicas que éstos pusieron en juego para
resolverlas y los recursos —implicitos o explicitos— de los que disponian —o que
necesitaban construir— para justificar y fortalecer sus procedimientos. Intentaremos

ahora resumir estas relaciones.

En un inicio, ante la tarea de aplicar el 50% o 25% a cantidades numéricas, el
operador fraccionario y el decimal eran vistos por algunos alumnos como tan distintos
uno del otro que no podian admitir que ambos pudieran ser correctos. Fue a partir de la
constatacion de que los dos procedimientos arrojan los mismos resultados que
empezaron a establecerse algunas relaciones, como, por ejemplo, multiplicar por 0.50 o
por 0.25 es lo mismo que obtener la mitad o la cuarta parte, respectivamente. Esto
resultd util para facilitar algunos calculos: es mas sencillo el uso de una fraccion unitaria

que una multiplicaciéon por un decimal.

Todas las técnicas que circularon en las confrontaciones grupales presentaron

algunos limites, que generalmente se resolvieron recurriendo a otro procedimiento:
- La dificultad para determinar la fraccion asociada al 20% llevo a algunos a estimar;

- La débil legitimidad depositada en la estimacion, la dificultad para comunicar una
variante de CP-i"® y para utilizar fracciones, propiciaron el uso del operador
decimal, que parecia de facil generalizacion, aunque estuviera dotado de poco

sentido;

- La no utilidad del operador decimal en el registro grafico provocé la recuperacion
de la fraccién en dicho registro (lo que propicid el traslado de esta técnica al

numerico);

- Al no identificar el origen del error producido por el uso del operador para calcular
el 5% (multiplicar por 0.5 y no por 0.05), los alumnos recurrieron al complemento

aditivo, caso particular de CP-i

Estos ejemplos muestran, por un lado, que las limitaciones en unas técnicas

favorecieron la emergencia de otras, pero por otro lado que con esta manera de salvar las

6 Consiste en establecer una relacion de proporcionalidad a partir de la identificacion de la
cantidad inicial con el 100%



dificultades de cada técnica —recurrir a un procedimiento distinto al que las originaba—, se
evitaba la necesidad de fortalecer precisamente la técnica en la que se presentaba el

problema.

A esto ultimo se debe en parte la facil aceptacion del operador decimal en el
registro numérico, dado su alcance, pero en detrimento del sentido. Ademas, en el
analisis a priori no consideramos el caracter tan implicito que jugarian las relaciones que
subyacen al uso de las fracciones (por ejemplo, no consideramos problematica la
emergencia de la pregunta ;qué parte de 100 es 207 para encontrar el 20%), tampoco
previmos que algunos estudiantes dispondrian Unicamente del operador decimal, por lo
que no pudieron utilizar el operador fraccionario para regular el caracter mecanico en el
uso del primero. Asi, las situaciones ofrecian pocas salidas en las discusiones grupales
ante tareas como determinar el 20% de una cantidad numérica, lo que facilité la

emergencia, débilmente justificada, del operador decimal y la inhibiciéon de otras técnicas.



Caracteristicas de las situaciones que hacen emerger la identidad entre el
porcentaje y la medida

Hemos visto a lo largo de este trabajo que una de las principales fuentes de dificultades
reside en la concepcion errénea del porcentaje como medida (es decir, como cantidad
absoluta), que los estudiantes manifestaron en diversas situaciones. En lo que sigue

destacamos algunas caracteristicas y regularidades de estas manifestaciones.
- El tipo de tareas

La interpretacidon del porcentaje como cantidad absoluta parece propiciarse con
mayor fuerza en las tareas de tipo 2 y 3 (encontrar la tasa o la cantidad inicial) que en la
tarea de tipo 1 (encontrar la cantidad que resulta de aplicar porcentajes), lo cual es
coherente con el hecho de que las tareas 2 y 3 son, como vimos en el cuestionario,
considerablemente mas complejas que la 1. Cabe senalar, no obstante, que dicha
correlacion se manifestd sobre todo en la aplicacion de la secuencia, no tanto en la de los
cuestionarios y las entrevistas y que, por lo tanto, pudieron haber intervenido también
otros factores, por ejemplo, el hecho de que las tareas 2 y 3 tuvieron mas presencia en la
secuencia didactica que en el cuestionario”’, o el hecho de que, en la secuencia tuvimos
poco acceso a las resoluciones de varios alumnos, quienes ademas practicamente no

participaban en las discusiones colectivas.
- Variacion en los totales que representan al 100%

Las situaciones en las que identificamos la interpretacion del porcentaje como
cantidad absoluta tienen una caracteristica comun que parece ser relevante: los totales
que sirven como referencia a los porcentajes varian: se compara un mismo rasgo en dos
universos distintos (situaciones que se comentaron en el inciso C), se pide conservar una
misma forma en figuras de diferentes tamanos (inciso D), la tarea es determinar la parte
iluminada en varios terrenos (inciso E) o recuperar tres totales conociendo una parte de
cada uno (inciso F). En todos los casos, la manifestacién del porcentaje como absoluto
aparece cuando los alumnos hacen comparaciones externas, es decir, entre dos totales
distintos, sin considerar la relacién interna, entre un total y una parte de él: si las familias
de clase alta gastan el 21% de sus ingresos en alimentos y las de extrema pobreza el
48%, los segundos gastan mas dinero en comida; si el 25% de una bandera esta pintado

de azul, en otra bandera con la misma forma pero del doble de tamano, la parte azul

7 Ademas, en el curso de las sesiones muy rapidamente se legitimé el uso del operador
fraccionario y decimal, lo que pudo haber contribuido a inhibir otros procedimientos



debe ser el 50%; si en un rectangulo una parte sombreada representa el 20% y mide 1
centimetro de alto, y en otro rectangulo de distinto tamafo la parte sombreada mide 2
centimetros, entonces ésta debe ser el 40%; si la parte sombreada es mayor en un

terreno que en otro, el terreno completo también debe serlo.
- La identificacién entre el 100% vy el total

En varias ocasiones se presentd, con mayor o menor grado de explicitacion, la
pregunta ¢ el 100% corresponde o no al total? Incluso hubo momentos en los que algunos
alumnos, si bien asumieron esta identidad explicitamente, en las maneras de resolver
tareas donde juega un papel implicito dejaron ver que todavia la ponian en duda. En el
analisis a priori supusimos que la asociacién del total con el 100% estaria dada, o en todo
caso que no seria problematica para los alumnos si el profesor se las proporcionaba
directamente’®. No obstante, el andlisis de la experiencia didactica deja ver lo contrario:
responder correctamente la pregunta el 100% corresponde al total? implica saber que el
porcentaje no es absoluto sino relativo. Proporcionar la respuesta a los alumnos, e incluso
el que ellos la plantearan explicitamente en algunos casos, no fue de ninguna manera
suficiente para que ellos establecieran el caracter relativo de la nocion. Es decir, no
parece posible partir de la asociacion entre el todo y el 100% para después construir al
porcentaje como una relacion, pues dicha identificacién supone precisamente la negacion
de la medida. El porcentaje como relativo y la identificacion entre el total y el 100% no son
entonces construcciones consecutivas —no se obtiene una a partir de la otra— sino

paralelas.

Las dificultades en estas construcciones se hicieron especialmente visibles a partir
de la segunda caracteristica de las situaciones de porcentaje que hemos mencionado:
cuando en la situacion hay varios totales en juego y no uno solo, es decir, cuando este dato
es variable, la relacién del total con el 100% se vuelve problematica, pues hace emerger
algunas propiedades que se contraponen a lo que sucede cuando se trabaja con
cantidades absolutas: a mayor tamafio no necesariamente le corresponde un mayor
porcentaje, distintas porciones (de diferentes totales) pueden asignarse a un mismo
porcentaje, o por el contrario, tamafos iguales (de totales distintos) pueden corresponder a

diferentes porcentajes, entre otras. Por lo tanto, la identificaciéon entre la cantidad inicial y el

8 Las técnicas no candnicas que los alumnos utilizaron con mayor frecuencia en el cuestionario y
las entrevistas implicaban una identificacion entre el 100% vy el total. En el caso de alumnos que
trataban al porcentaje como absoluto en el registro numérico, en el grafico si lograban considerar
que la superficie total era el 100%.



100% en estas situaciones exige fuertemente considerar el caracter de razén que subyace
al 100 (100 de 100, o 100/100).



La debilidad de los recursos de validacion: una consecuencia de abordar
directamente el porcentaje

Cuando nos enfrentamos a la tarea de disefiar e implementar la secuencia vislumbramos
dos opciones: la primera consistia en comenzar por el estudio de la proporcionalidad para
intentar albergar en éste al porcentaje, el cual cobraria entonces un sentido como razon,
en el marco de la resolucion de cierto tipo de problemas de proporcionalidad, por ejemplo,
de comparacion de razones. No obstante, esto hubiera implicado un proceso largo en el
que nos habria quedado escaso tiempo para el trabajo especifico con el porcentaje:
habriamos establecido un rico escenario para hacerlo entrar en escena pero no
habriamos tenido tiempo de trabajar sobre él. Asi que elegimos una segunda opcion, que
consistia en abordar directamente el porcentaje, apostando a que sobre la marcha
podriamos recuperar los conocimientos sobre esta nocidon que los estudiantes de

secundaria ya tendrian.

Esta decision implico ciertas ventajas y limitaciones sobre la primera opcion.
Anteriormente vimos las ventajas en términos de los fendmenos que la implementacion
nos permiti6 observar. Desde el punto de vista didactico, analizamos algunas
caracteristicas de las situaciones que se han mostrado relevantes. La principal limitacion
de la secuencia en cuanto a la fertilidad de las situaciones para el aprendizaje de los
estudiantes, reside en las escasas posibilidades que se abren para validar. Veamos por

qué.

Si bien se previeron diversos recursos para validar, la decision de abordar
directamente la nocion de porcentaje implicé plantear a los alumnos situaciones en las
que la verificacion implicaba ya ciertos conocimientos sobre el porcentaje mismo’®, los
cuales frecuentemente no estaban disponibles para los alumnos. Asi, quienes no

contaban con ellos no recibian la retroalimentacion esperada.

Las formas de verificacion que contemplamos en el analisis a priori fueron las
siguientes: constatar que la suma de los resultados de la aplicacion del 50%, 25%, 20% y
5% a una misma cantidad coincidiera con dicha cantidad; utilizar los resultados obtenidos
en el registro grafico para cuestionar la concepcién del porcentaje como absoluto en el
numeérico; contrastar el uso del operador fraccionario en lo grafico con el del operador
decimal en lo numérico para corregir los errores producidos por el segundo; y finalmente,

hacer confrontaciones grupales de las distintas resoluciones.

 Se formulan, por ejemplo, con la palabra “porcentaje”



Estas formas de validacion se llevaron a cabo —a veces de manera espontanea
por parte de los alumnos y otras veces propiciadas por el maestro— , aunque surgieron
dificultades como las siguientes: 1) si bien consideramos un acierto haber planteado
situaciones en las que no aparece un porcentaje aislado sino un conjunto de porcentajes
que sumen el 100%, pues esto permite verificar a partir de la propiedad de la coincidencia
de la cantidad inicial con la suma de las distintas aplicaciones, también observamos la
necesidad de acotar el uso de dicha propiedad, ya que frecuentemente fue usada no sélo
como una condicidon necesaria de la correcta aplicacién de porcentajes, sino también
como condicion suficiente; 2) el registro grafico no pudo erigirse como un medio de
verificaciéon debido a que la concepcidn del porcentaje como absoluto también se
manifesté en dicho registro y a que algunos alumnos dejaron ver que sus conocimientos
sobre el porcentaje estaban fuertemente atados al registro numérico y tenian pocos
recursos en el grafico, o bien le conferian a éste un caracter subvalorado frente al registro
numeérico; 3) el operador fraccionario fue utilizado por los estudiantes sin la puesta en
juego de elementos tecnoldogicos que permitieran ampliar su alcance, por lo que se
debilité su posibilidad de cuestionar o fortalecer al operador decimal; y 4) la interaccioén a
nivel grupal se dio a partir de ciertas formas que al parecer el grupo ya tenia establecidas,
varios alumnos eran poco visibles en los momentos de discusion y otros lo eran

demasiado.

En cuanto a esta ultima forma de verificacién, la de las interacciones grupales,
cabe destacar que en el disefio de la secuencia no prestamos la suficiente atencion a la
creacion de mecanismos de comunicacion que permitieran a varios estudiantes tener una
participacidn mas activa en las confrontaciones grupales y que ofrecieran al profesor
mayor posibilidad de lograr verdaderos consensos. Por ejemplo, quizas hubiera sido mas
fructifero devolver a los equipos algunas discusiones antes de llevarlas a cabo a nivel
grupal, poniendo a los estudiantes en el papel de evaluadores de los procedimientos de

los otros.

Esta tarea de construir una fértil gestién de las discusiones colectivas nos parece
un reto dificil: sabiendo que los alumnos cuentan con distintas maneras de mirar los
argumentos, no es nada sencillo lograr que observen, por ejemplo, lo que necesitan
probar a otros, lo que puede darse por sentado, los conflictos que estan detras de las

discusiones.



A pesar de las dificultades para construir dispositivos de validacion, cabe destacar
que, como vimos en el apartado anterior, las situaciones de la secuencia propiciaron de
manera especial —distinta a las situaciones que estudiamos a partir de la aplicacion del
cuestionario y las entrevistas— la manifestacién de la interpretacion del porcentaje como
cantidad absoluta. Los estudiantes pudieron enfrentar el hecho de que distintas cantidades
pueden ser asignadas a un mismo numero: en varias ocasiones emergio la pregunta ¢ el
100% corresponde o no al total? Asi, el conflicto se presenté de una manera clara a los
estudiantes, la dificultad estribd en que las situaciones ofrecian pocas posibilidades para

resolverlo.

En sintesis, la decisién de abordar directamente el porcentaje fue util desde el
punto de vista de nuestra investigacion, pues nos permitié distinguir las formas de
articulacion o desvinculacién entre las distintas nociones asociadas al porcentaje que
ponen en juego los estudiantes. Desde el punto de vista de la fertilidad de las situaciones,
por un lado, éstas tienen la virtud de hacer emerger el conflicto entre las cantidades
absolutas y las relativas, aunque por otro lado ofrecen escasos recursos para resolverlo,

debido a la debilidad en los dispositivos de validacién.



Conclusiones
Nuestro trabajo estuvo orientado por los propdsitos de configurar una radiografia de la
nocién de porcentaje, es decir, un analisis desde el punto de vista didactico de este
concepto y sus vinculos con otros, como punto de partida para explorar algunos
rasgos de los conocimientos de estudiantes relativos al porcentaje, poniendo atencion
en las relaciones entre estos conocimientos y las caracteristicas de las situaciones en
las que se ponen en juego. Puesto que cada capitulo muestra la complejidad del
porcentaje a partir de un angulo particular, algunas de las conclusiones de esta
investigacién son en realidad especificas de una de sus componentes y por lo tanto se

presentan en los comentarios del capitulo correspondiente.

En este espacio intentamos destacar dos aportes de nuestro trabajo al campo de
investigaciéon en didactica de las matematicas. En primer lugar hablamos del
componente social del proceso de aprendizaje en el aula, es decir, la manera en que la
elaboracion del conocimiento se entreteje con las formas de interaccidon que se
configuran en la clase. La perspectiva teérica que hemos asumido en este trabajo
constituye una mirada que posibilita este analisis, es decir, problematiza el conocimiento
matematico, y éste es considerado como la produccion de un grupo, por lo tanto se
inserta en el entramado de relaciones sociales que se configuran en el aula. Cabe
mencionar que esto se vuelve visible Unicamente a partir del analisis de la
implementacion de la secuencia didactica, lo que marca una clara diferencia entre las
formas de mirar los conocimientos manifestados por estudiantes cuando el
acercamiento se realiza a partir de un cuestionario y entrevistas, y cuando se lleva a
cabo analizando lo que ocurre en una clase de matematicas. En segundo lugar,
resumimos algunos rasgos de las interpretaciones que los alumnos mostraron sobre el
porcentaje, y las caracteristicas de las situaciones que inhiben o hacen emerger tales
concepciones. Consideramos que este punto aglutina algunos aspectos estudiados a lo

largo de toda la tesis.

La imbricacion entre las formas sociales y la fabricacion del
conocimiento

A lo largo del ultimo capitulo hemos presentado algunos episodios que muestran como el
conocimiento que se produce en la clase esta condicionado por —y a su vez, condiciona
a— el juego entre las maneras en que los estudiantes se presentan ante los demas y son

vistos por ellos. Algunos de los ejemplos mas claros fueron los siguientes: el descrédito



casi instantaneo hacia algunas participaciones que provienen de alumnos poco
reconocidos, generalmente mujeres; la tendencia del grupo a delegar en dos estudiantes
el trabajo de resoluciéon, comunicaciéon y validacion en las discusiones colectivas; la
propensién de ciertos alumnos que, ante las escasas herramientas con las que cuentan
para abordar una situacién, desvalorizan sus producciones, lo que los vuelve fuertemente
susceptibles a abandonarlas ante el primer cuestionamiento y a retomar las de los demas
sin analizarlas previamente, pero desde ese punto se vuelven capaces de hacer
elaboraciones propias; la timidez para presentar publicamente ciertas técnicas que se
consideran poco legitimas; la disposicidon para retomar proposiciones establecidas —pero
no justificadas— en las discusiones grupales, proposiciones que no obstante habian sido
rechazadas cuando fueron planteadas por uno o dos compaferos en el trabajo por
equipos; la legitimacion ante un companero del uso del operador decimal apelando a su

prestigio cuando hay inseguridad sobre una técnica distinta®.

Lo anterior implica que el posicionamiento social de cada alumno frente al resto del
grupo, —Yy también la forma de participacion que asume en la resolucion de una tarea—
inciden en la manera en que cada quien recupera las elaboraciones y las normas que
implicita o explicitamente se ponen en circulacién: éstas no transitan libremente pues los
miembros de la clase, ademas de juzgar su contenido matematico desde el conocimiento
del que disponen, también las someten a una valoracion social. En resumen, el grado de
presencia que cobran las producciones de los estudiantes, y la forma en que estas operan
en el trabajo posterior varian al interior de la clase. Y esto concierne tanto a las sentencias
que se van incorporando al cuerpo de conocimientos matematicos como a la
representaciéon interna que los alumnos se van configurando en relacion a la actividad
matematica, esto es, al conjunto de normas que conforman el contrato didactico. Por ello,
no podemos asumir que dicho contrato constituye un todo coherente, a partir del cual todos

los estudiantes interpretan y se relacionan con la actividad matematica de manera uniforme,

80 Cabe aclarar que estas formas de produccién de conocimiento no son independientes de las
caracteristicas de las situaciones didacticas. Al no haber dispositivos que promuevan, por ejemplo,
la validacién de las producciones como una tarea que involucra a todos los miembros del grupo y
que es necesaria para que las situaciones lleguen a buen término, esta actividad se vuelve una
demanda ajena, prescindible, y la clase echa mano de los recursos que le resultan mas inmediatos
para llevarla a cabo. Es decir, las formas de interaccién social responden a las posibilidades
abiertas por la situacion didactica: no es posible asignarles un caracter determinante a dichas
formas y establecer, por ejemplo, que no hay manera de lograr que los estudiantes se hagan cargo
de un trabajo de validacion. No obstante, tampoco seria certero asumir que la postura de los
estudiantes frente al trabajo matematico esta completamente determinada por la situacion. Por el
contrario, cualquier disefio tendra que insertarse en un complejo entramado de relaciones
establecidas entre los miembros de la clase.



independiente de la posicidn social que cada quien ocupa frente a la clase: las normas
socio-matematicas contenidas en el contrato no son compartidas por todos, y cuando lo
son, no se asumen con el mismo grado de adhesién. Son distribuidas diferencialmente al
interior de la clase, y por lo tanto también lo son las posibilidades de acceso al conocimiento

que ofrece una misma situacion.

Por ejemplo, en diferentes fragmentos de este trabajo hemos mostrado que no
todos los alumnos asumen con la misma contundencia el uso del operador decimal —es
decir, no todos asumen el papel de aplicar técnicas candnicas provistas de antemano—, o
la exigencia de argumentar a favor de lo que se propone, o por el contrario, el papel de
proveedores de respuestas que no requieren justificacion, o el hecho de que puede haber

distintos procedimientos correctos para un mismo problema.

Lo anterior no quiere decir que los significados contenidos en el contrato
didactico sean estrictamente individuales. Por el contrario, son una construccion
colectiva, pero ello no implica uniformidad ni coherencia: cada sujeto se posiciona

frente a ellos y los interpreta de una manera propia.

Consideramos que el caracter diversificado con el que los estudiantes asumen las
normas que rigen el contrato didactico, y sus implicaciones en cuanto a la diferenciacion
en las posibilidades de acceso al conocimiento que una situacién ofrece a los alumnos, si
bien se percibe en algunos trabajos, no se encuentra de manera explicita en las
definiciones de la nocién de contrato didactico. En ellas suele enfatizarse fuertemente su
caracter temporal, cambiante, sujeto a continuas rupturas y renegociaciones. No obstante,
durante el tiempo en el que funciona un contrato, pareciera ser un sistema —absoluto—

que incide de la misma manera en las elaboraciones de todos los alumnos.
Lo anterior puede estar vinculado a una advertencia que hace Sadovsky (2003):

Al plantear las interacciones basicas que se modelizan en la Teoria de
Situaciones, hemos considerado las del alumno con un medio y las del
docente con el alumno. Las interacciones entre los pares, aunque estan
presentes en casi todos los andlisis de distintos trabajos experimentales
realizados en el marco de la teoria, no estan desde nuestro punto de vista
suficientemente conceptualizadas (p.25)

Y agrega que las interpretaciones hechas a partir de las intervenciones de los
pares forman un continuo que puede ir desde un argumento de autoridad, asimilable a un
efecto del contrato didactico, hasta una retroaccién similar a las del medio, en el sentido

de que realmente modifican el sistema de decisiones del alumno, de tal suerte que no



pueden encasillarse en ninguna de las dos formas de interaccion contempladas en la
teoria. Nos parece que al no poder aprehender realmente las interacciones entre
alumnos, tampoco se vuelven observables sus efectos en la configuracion del contrato

didactico.

Concepciones de los estudiantes sobre el porcentaje

Presentamos primero una sintesis y algunas reflexiones sobre las concepciones de
porcentaje que pudimos identificar en el desempefio de los estudiantes, tanto a través del
cuestionario y las entrevistas, como de la experiencia de ingenieria didactica. Enseguida,
hacemos un comentario sobre posibles dificultades con nociones de matematicas

vinculadas estrechamente a la de porcentaje, pero que son anteriores a ésta.

Elementos de las concepciones sobre el porcentaje manifestadas por los
estudiantes

Una nocion matematica admite diversas interpretaciones, que pueden emerger de
distintas formas: cuando el sujeto las moviliza y las pone en funcionamiento de manera
implicita al actuar sobre una situacion, cuando las formula a través de la proposicion de
hipodtesis, cuando las valida y las vuelve explicitas a partir de los argumentos que esgrime
al tratar de convencer a los demas. (Artigue, 1989; Douady, 1980; en Artigue, 1989)

El significado que adquiere una nocion matematica esta estrechamente ligado a
las situaciones en las que funciona: cada concepcion pone de relieve algunos aspectos
del concepto mientras que deja otros de lado, y por lo tanto, estd mas adaptada a unas
situaciones que a otras. Asi, un sujeto que dispone de cierta concepcion es capaz de
resolver determinadas situaciones pero fracasa en otras que también implican a la nocion

en juego. (Brousseau, 1980b)

Desde otra perspectiva, Comin (2002) plantea que para identificar empiricamente
concepciones distintas de un mismo saber, es necesario que los procedimientos
contrapongan a dos grupos de estudiantes:

Empiricamente, una concepcion se manifiesta por un conjunto de respuestas
similares y coherentes dadas a un conjunto de preguntas, por un grupo de
alumnos suficientemente numeroso y suficientemente distinto de otros grupos
que proporcionan al mismo conjunto de preguntas respuestas también
similares y coherentes entre ellas pero diferentes de las primeras. (p. 141)

A continuacion presentamos algunos rasgos de las concepciones que los
estudiantes dejaron ver a partir de las resoluciones al cuestionario, entrevistas y su

participacién en las sesiones de la secuencia didactica. Cabe aclarar que: a) las



concepciones suelen tener un componente implicito, que no siempre se vuelve visible en
la accion del sujeto b) distintos alumnos manifiestan distintos grados de adhesion a una
misma concepcién y ¢) no contamos con suficientes datos para mostrar que un grupo
numeroso de alumnos proporciona respuestas coherentes a un conjunto amplio de
situaciones con ciertas caracteristicas, de tal manera que estas resoluciones se aglutinen
en concepciones claramente determinadas. Por lo anterior, no pretendemos
caracterizarlas absolutamente, sino Unicamente indicar aquellos elementos que las

situaciones hicieron emerger.

Definiciones del porcentaje

En el capitulo 1 establecimos a priori algunas concepciones del porcentaje, a partir de las
definiciones que puede admitir dependiendo —en parte— de la obra matematica desde la
que se mira esta nocion. Estas caracterizaciones del porcentaje nos han sido utiles para
interpretar el comportamiento de los estudiantes ante algunas situaciones, lo que no
significa que estemos planteando la existencia de una correspondencia exacta entre las
concepciones identificadas a priori con las que manifiestan los alumnos. El que un
estudiante apele a una definicion del porcentaje en sus resoluciones no implica que
domine con profundidad dicha definicion: puede utilizarla de manera implicita, en un

ambito restringido de tareas, o sin explicarse su funcionamiento.

En el analisis de la aplicacion del cuestionario, entrevistas y la secuencia didactica

encontramos las siguientes:
- El porcentaje como razén

Llama la atencion que practicamente esta ausente la interpretacién del porcentaje
como una razén de tipo «tantos de cada 100». Unicamente dos alumnos utilizaron la
técnica CC-i o CC-e, que son las que emplean esta razén, al aplicar porcentajes a
cantidades numéricas. Waldo incluso la explicité al mencionar que en un descuento del

25% “te quitan 25% por cada 100 de lo que debes pagar”.

- El porcentaje como relacion que asocia un total con el numero arbitrario
100

Para resolver los tres tipos de tareas basicos, algunos estudiantes utilizaron

técnicas que parten de una identificacion de la cantidad inicial con el 100%:

a) Todos los que emplearon reglas de tres, siempre acomodaron los datos asociando

la cantidad inicial con el 100%. De hecho, una de las fuentes de errores en el uso



de este procedimiento consistid precisamente en la dificultad para establecer las

relaciones entre los datos.

b) Los estudiantes que emplearon graficas circulares, partian designando a la cantidad
inicial con el 100% y con una superficie. Miriam, por ejemplo, hizo explicitas estas
relaciones al tratar de determinar cuanto hay que pagar por una grabadora que cuesta
$200 pero se ofrece al 30% de descuento: “el precio total de la grabadora es el 100%”,
“es como si fuera el precio de la grabadora, los 200, éste (sefalando la grafica circular
completa) es el precio de la grabadora”. Una vez establecidas estas relaciones, se
derivan dos relaciones de proporcionalidad: entre cantidades de superficie y
porcentajes, y entre cantidades numéricas y porcentajes. La segunda, que se ubica en

el registro numérico, fue dificil de utilizar.

c) El uso de la técnica CP-i comienza con la identificacion del total con el 100%, para
después emplear las razones internas de la relacion de proporcionalidad que se
desprende de la identidad anterior. EI empleo que hacen los estudiantes de estas
razones es diversificado, y generalmente se restringe a ciertas relaciones especificas:
algunos calculan mitades, dobles, sumas y después estiman, otros disminuyen los
porcentajes de n en n y de las cantidades de m en m y otros mas parten del calculo del
10%.

Los resultados de la secuencia didactica han mostrado que este conocimiento (“e/

100% es la cantidad total”) es importante y dificil de adquirir: al parecer, a la vez que es

condicién para poder desarrollar procedimientos diversos, correctos, es consecuencia de

entender cierta idea de razon como intrinseca al porcentaje.
- El porcentaje como un operador fraccionario

Al parecer, algunos alumnos vinculan a ciertos porcentajes como el 50%, 25%,
20% y 10% con la mitad, cuarta parte, quinta parte y décima parte, respectivamente, de la
cantidad inicial. Asi, en estas ocasiones el porcentaje es visto como fraccién, una parte
del total, lo que a veces explicitan al mencionar, por ejemplo, que el 25% “es la mitad de

la mitad”.

El uso de las fracciones se da en los tres tipos basicos de tareas —aunque mas
frecuentemente en la de aplicar porcentajes—, planteadas tanto en el registro grafico
como en el numérico, pero esta restringido a fracciones unitarias y en algunos casos a
fracciones del tipo 1/2". Cuando aparecen porcentajes como el 30%, estos alumnos

responden como si se tratara de una cantidad absoluta, dividen la cantidad inicial entre el



porcentaje, o bien recurren a estimaciones. Destaca el caso de Alan y Jonathan, quienes
al no identificar la fraccion asociada al 20% hacen una estimacion, pero proponen algunos
operadores, mas en tono de pregunta —de posibilidades a probar— que de certeza: “;la
mitad de la mitad?”, “la mitad a la cuarta parte”. Para ellos hay una diferencia drastica
entre el 50% y el 25% por un lado, y el 20% por otro: las fracciones asociadas a los
primeros parecen ser evidentes, mientras que la tercera es inasible. Probablemente esto
se debe a que el 20% no es calculable mediante mitades sucesivas y también al caracter
fuertemente implicito con el que se manejan las relaciones que hacen que el 50% vy el

25% se asocien a2y Va.

En algunos casos es claro que no todos apelan al porcentaje entendido como
fraccion. Por ejemplo, mientras que Alan y Jonathan usan las fracciones y de entrada se
niegan a admitir otro procedimiento —el operador decimal—, para Mario y Fabian es
exactamente al revés. Solo después de un tiempo, con sorpresa, observan una relacion,

al parecer nueva para ellos: “jah, pues era la mitad!”.

Dos condiciones parecen favorecer o dificultar la puesta en juego de la
interpretacion del porcentaje como fraccion, a saber, el tipo de fraccién, como ya hemos
mencionado, y también el tipo de registro: las fracciones cobraron presencia sobre todo
cuando las cantidades eran superficies —y no numeros—, pues ahi no habia una utilidad

inmediata de la técnica del operador decimal.
- El porcentaje como operador decimal

Esta definicion se refleja en las resoluciones de los alumnos que para calcular, por
ejemplo, el 50% de 400, multiplican 400 por 0.50. Esta técnica se utiliza con cantidades
numeéricas, y puede estar muy desvinculada de las resoluciones en el registro gréfico,
donde algunos estudiantes, ante la tarea de aplicar el 50%, 25%, 20% y 5% a una
superficie rectangular, no consideran las relaciones parte-todo entre cada porcentaje y el
total, mas bien hacen estimaciones, cuidando unicamente de preservar el orden de los

porcentajes.

Tenemos indicios de que el operador decimal es débilmente dotado de sentido por
quienes lo emplean: es evocado como una serie de operaciones inexplicables (“aqui se
dividia, y si no alcanzaba te daba un cero o algo asi”), se recupera a partir de busquedas
azarosas (“;svamos a sumar?”, “;podemos multiplicar?”, “le ponemos punto aca ;no?”), o
bien a partir de una generalizacion rapida, poco comprensible (si el 50% y el 25% se

asignan a 0.50 y 0.25, entonces el x% corresponde al operador 0.x), se utiliza en tareas



donde no es pertinente, entre otros. Es decir, el uso del operador no implica una
comprension de la compleja nocion de multiplicacion por decimales, mas bien parece ser
visto como un algoritmo muy similar al de la multiplicacién por naturales, por lo que quizas

también asumen al porcentaje como un natural, una medida.

No obstante, el operador decimal cobré una fuerte presencia en el registro
numeérico, a costa del sentido, debido por un lado a su aparente facilidad, y por otro a las

dificultades en la elaboracién y circulacion de otras técnicas.

Una definicion errénea

- El porcentaje como cantidad absoluta

Esta concepcion erronea del porcentaje —verlo como una medida, como una
cantidad absoluta y no como una relacion entre dos numeros o entre dos conjuntos de
numeros— se manifiesta en practicamente toda la diversidad de situaciones que
planteamos a los estudiantes: afirman que 40% es igual a $40 (incluso, dos alumnas
parecen conferir al signo % un significado no matematico, como una forma de indicar que
hay un descuento en los precios de mercancias), restan porcentajes a cantidades como si
ambos tuvieran el mismo estatuto, entre un descuento de $100 y uno de 25% eligen el de
$100, al comparar dos partes de distintas superficies asignan a la mas grande un
porcentaje mayor sin considerar la relacion entre cada parte y la superficie total
correspondiente —aun cuando esto lleve a asignar, en una misma superficie, porcentajes
distintos a partes iguales—, afirman que la cantidad asociada a un 48% es mas que la
asociada a un 21% sin considerar que los porcentajes provienen de dos totales de
referencia diferentes, en el lenguaje mezclan las cantidades absolutas con las relativas: el
total “son cien metros de terreno”. Algunos estudiantes manifiestan esta interpretacion del
porcentaje como cantidad absoluta practicamente en cualquier situacién, mientras que

otros lo hacen solamente en situaciones con determinadas caracteristicas.

Algunas de las caracteristicas de las situaciones que influyen en la emergencia de
esta interpretacion son: a) el tipo de registro: aunque tanto en el grafico como el numérico
se manifiesta un uso del porcentaje como absoluto, el primero parece propiciar en mayor
medida la idea de razén, b) el tipo de tareas: puesto que es mas dificil establecer las
relaciones entre los datos cuando se trata de determinar la tasa o la cantidad inicial que la
cantidad final, varios estudiantes resuelven satisfactoriamente las tareas de este ultimo
caso, mientras que en los dos primeros emplean recursos como sumar o restar un precio

a un porcentaje, c) el tipo de fraccion: hemos visto que con las fracciones unitarias o del



tipo 1/2" los estudiantes tienden a poner en juego la idea de razén con mas frecuencia
que con las otras fracciones, con las cuales, en cambio, es mas frecuente la idea de una
medida, d) el tipo de técnica utilizada: la fraccién parece favorecer la idea de porcentaje
como razon constante en mayor grado que el operador decimal, el cual mas bien propicia
la acepcion de esta nocidn como numero absoluto, e€) una caracteristica que permite
cuestionar al porcentaje como medida es la aplicacion de un porcentaje a varias

cantidades, pues hace emerger la pregunta ¢ el 100% es el total o no?

Restricciones en el uso del porcentaje a ciertos tipos de relacion

Encontramos en las respuestas de los alumnos algunos rasgos de sus concepciones que
no se pueden vincular directamente a alguna definicion del porcentaje pues no atafien al
nucleo del concepto, no lo caracterizan, mas bien evocan un aspecto especifico del
mismo, a saber, el tipo de relacion que puede describir un porcentaje. Estos elementos de
las concepciones se perciben en las formulaciones de los estudiantes a propdsito de un
reactivo del cuestionario que implica porcentajes mayores al 100% (¢;Cuél de las
siguientes frases no tiene sentido?: a) El pan cuesta ahora el 120% de lo que costaba el
afio pasado, b) En un afio, ya con los intereses, hay que pagar al banco el 120% de lo
que presto originalmente, c) EI 120% de los trabajadores de una fabrica son hombres).

Son los siguientes:

- El porcentaje en una relacion parte-todo

Quizas los alumnos que consideran que no puede existir un porcentaje mayor al
100% conciben a esta nocidén como una manera de expresar la parte que representa un
subconjunto del total, como plantea Miguel: “porque si es el 120% tendria que haber 200%
de todo y yo creo que el pan y las personas forman el 100% y no debe de pasarse”. Puesto
que el subconjunto es menor al total y éste constituye el 100%, el porcentaje debe ser

menor.
- El porcentaje como la transformacion de un conjunto

Hay estudiantes que parecen interpretar al porcentaje como un aumento o
disminuciéon en un conjunto. El x% es una cantidad que se agrega o0 se quita a una
cantidad inicial, como deja ver Fernanda: “no tiene sentido, tendria que ser asi como «el
pan ahora cuesta 120% mas de lo que costaba el afio pasado» o algo asi pero no tiene
l6gica’. Entre los alumnos que ven de esta manera al porcentaje, algunos admiten

porcentajes mayores al 100% y otros no lo hacen.



- El porcentaje como comparacion de dos cantidades

También aceptan que existen porcentajes superiores al 100% quienes lo
conciben como una manera de expresar una comparacion entre dos conjuntos ajenos
mediante una razén. En este caso ninguna de las cantidades se transforma,
simplemente se cuantifica la relacién que guarda una respecto de la otra: “a) esta bien
porque al 100 se le agrega el 20%, b) esta bien porque mas el impuesto da el 120%, c)

esta mal porque la fabrica es de el 100 por ciento”.

En diversos momentos hemos enfatizado que estos diferentes significados de la
nocién de porcentaje no separan a la poblacion de estudiantes en grupos disjuntos: un
mismo alumno puede manifestar la disposicion de distintas concepciones —aun cuando
sean contradictorias—, que pone en juego en diferentes situaciones. Ademas, las
concepciones que hemos caracterizado apelan a ciertos rasgos del porcentaje que en
ocasiones se imbrican: el uso de la fraccion puede facilitar la identificacion entre el total y
el 100% y el uso de la relacion de proporcionalidad que se deriva de tal identidad, o por el
contrario, el uso del operador decimal, por ser un algoritmo cuyo uso parece ser poco
significativo para los estudiantes y con reglas muy similares a las que rigen la operatoria
con numeros naturales, puede favorecer la interpretacion del porcentaje como cantidad

absoluta.

Cabe aclarar también que, si bien hemos establecido una pluralidad de
interpretaciones o puntos de vista alrededor del porcentaje, intentamos identificar algunas
relaciones entre estas interpretaciones y las caracteristicas de las situaciones en las que
se manifiestan, como punto de partida para poder entender, con mayor profundidad, las
formas de funcionamiento de las diferentes concepciones, la vinculacién entre su puesta
en juego y su construccion, las posibilidades de transito entre distintas interpretaciones
del porcentaje, las circunstancias bajo las cuales es posible su transformaciéon. Es ahi

donde, segun Artigue (1989), reside la fertilidad de la nocién de concepcion.

Las nociones de medida y de relacion en las matematicas de la educaciéon
basica

En el analisis de las resoluciones del cuestionario, entrevistas y de la secuencia didactica
aparece frecuentemente una interpretacion del porcentaje como una cantidad absoluta en

vez de relativa. Este error forma parte de una problematica mas amplia: la comprension

de la nocion de cantidad relativa, o de razén, la cual se manifiesta de multiples maneras



en el estudio de la aritmética basica. Antes o al mismo tiempo que el porcentaje, los
alumnos estudian los numeros naturales, los decimales, y las fracciones como
expresiones de cantidades primero y de relaciones entre cantidades después. Es bastante
conocido el hecho de que esta segunda acepcidon de los numeros —como relaciones, y en
particular como relaciones multiplicativas— es mas dificil de aprender y mas dificil de
ensenar, al grado que se registran frecuentes lagunas al respecto en los conocimientos de
los estudiantes, incluso cuando se trata de numeros naturales (Vergnaud, 1988; Block,
2001). Cuando los numeros son fracciones o decimales la dificultad se incrementa de
manera significativa. Como vimos en el Capitulo 1, la nocidon de multiplicacion por
racionales (fracciones o decimales) es muy compleja para los alumnos del nivel basico y

tiende a no ser comprendida.

Lo que nuestro estudio parece confirmar es que las dificultades anteriores se
siguen manifestando cuando la razén en juego asume la forma de un porcentaje, sobre
todo frente a las tareas que son ligeramente mas dificiles que aquella que consiste en
aplicar un porcentaje sencillo. Una pregunta es si el estudio del porcentaje —y de otras
nociones relativas como la probabilidad o las frecuencias relativas— en sexto grado de
primaria, y en primer grado de secundaria podria asumirse como una nueva oportunidad,

quiza la ultima, para enfrentar, en la escuela, estas dificultades.

Por otra parte, cabe hacer algunas observaciones acerca del grado en que las
distintas expresiones del porcentaje favorecen la concepcién del mismo como cantidad
absoluta. La expresion con un numero decimal es posiblemente la que mas favorece
dicha concepcién debido a su uso frecuente y casi exclusivo, como expresién de
medidas?®!. La expresion con un nimero seguido de la palabra “por ciento”, o del simbolo
correspondiente (%), pese a su uso extraescolar frecuente, parece confundirse con cierta
facilidad con el numero mismo. La identidad errénea entre el porcentaje y la medida
quiza se favorece por el hecho de que el cambio drastico a nivel conceptual entre una
nocion (medida, cantidad absoluta) y otra (razén, cantidad relativa) se representa, en la
escritura, por una diferencia poco tangible: el signo %. Es decir, dicho simbolo no
parece estar resumiendo la razén entre un numero y 100 ni la funcion que éste cumple

de referencia al total, relaciones que mas bien quedan ocultas.

81 Cabe notar que incluso en las resoluciones de los cuestionarios y en la secuencia que
implementamos, los decimales aparecen en un algoritmo que sirve para aplicar porcentajes. Este
algoritmo es muy parecido a la multiplicacion por naturales, y es utilizado por alumnos que
generalmente no comprenden su funcionamiento. No es dificil pensar entonces que quienes lo
emplean, no necesariamente distinguen que el decimal ha dejado de jugar el papel de una medida.



Finalmente, la expresién con una fraccion, sobre todo cuando se trata de las
fracciones mas simples, medios y cuartos, es la que probablemente mejor pone de relieve
el caracter de razdon del porcentaje, debido al hecho de que la interpretacion de las
fracciones como partes de unidad, cuya presencia en la escuela es importante, descansa
en la idea de relacion parte-todo (por ejemplo, al mencionar “la mitad de un terreno”, se
hace referencia a una cantidad especifica de terreno, pero también a una parte que

depende del todo que la incluye y que por lo tanto varia con éste).

Sin embargo las fracciones suelen ser mal comprendidas por los estudiantes
incluso en su papel de expresar medidas. Seria interesante saber entonces si el trabajo
con fracciones en vez de con porcentajes suscita el mismo tipo de errores que hemos
visto, por ejemplo, si al plantearles situaciones en las que los totales varian, como hicimos
en la secuencia, ocurriria que nuevamente se ponga en duda la idea de relacién (es decir,
que los alumnos propongan respuestas como “si en la bandera mediana son 3/5 de rojo,
en la grande deben ser 6/5”), o bien, si la dificultad de asociar el entero al 100% se

manifestaria también, como dificultad para asociar el entero a la unidad.

En resumen, cabe preguntarse si el uso de las fracciones —por estar vinculadas a
la relacion entre una parte y un todo— propicia en mayor grado la idea de la conservacion
de la razén que la expresién del porcentaje con un decimal o con el signo %, que evocan
con mas fuerza a una medida. Es decir, cabe preguntarse si las fracciones son

expresiones mas resistentes a la interpretacién del porcentaje como cantidad absoluta.

El analisis que hemos realizado de la nocién de porcentaje permite poner de
manifiesto cierta complejidad conceptual. Se trata de un saber multifacético vinculado con
algunas de las nociones mas complejas de la aritmética basica, la de razén y la de
operador multiplicativo, fraccionario y decimal, de las cuales hereda las problematicas

didacticas.

La complejidad didactica intrinseca al porcentaje —y las dificultades derivadas de su
ensefanza— son sin duda dos factores que han incidido en las numerosas dificultades que
pudimos destacar a partir del analisis del cuestionario, entrevistas y la secuencia didactica.
Es claro que la frecuente presencia de esta nocién en ambitos extraescolares no es
suficiente para el logro de una comprensién profunda, es necesaria una ensefianza

intencionada.

En particular, es necesario un trabajo sobre las técnicas que hemos identificado

que los estudiantes ponen en juego. La construccion de una tecnologia mas vasta



alrededor de estas técnicas podria ayudar a ampliar su alcance, a facilitar su circulacién, a
disminuir la busqueda azarosa de algoritmos, a darles nombre y visibilidad a algunos
procedimientos como la estimacién, que podria erigirse en un recurso esencial para
validar. Por otro lado, valdria la pena recuperar algunas caracteristicas de las situaciones
de porcentaje que, aun cuando implican algunas dificultades, se han revelado fértiles en
cierta medida: la aplicacion de varios porcentajes a una cantidad, de tal forma que agoten
el 100% para abrir la posibilidad de validar a partir de la coincidencia entre el total y la
suma de las aplicaciones; la recuperacién del registro grafico como un lugar en el que se
ponen en juego relaciones distintas al numérico; la aplicacion de un porcentaje a varios
totales, para favorecer la emergencia del conflicto entre cantidades absolutas y relativas;
el planteamiento de los tres tipos basicos de tareas, que obligan a establecer distintas

relaciones entre los datos.

En sintesis, nos parece que los resultados obtenidos en nuestra experimentacion
muestran la necesidad de disefiar una secuencia mas amplia, en la que tenga cabida una
mayor articulacion entre la proporcionalidad, las fracciones y los decimales. Es decir,
quizas seria pertinente sumergir el estudio del porcentaje en una problematica mas
amplia®, lo que implica retomar un trabajo sobre nociones que tienden a darse por vistas
en la primaria. Al mismo tiempo, para incorporar en el estudio de los niumeros —naturales,
fracciones, decimales— la expresion de una relacion y diferenciarla de la medida, podria
ser fructifero trabajar de manera conjunta con una familia de nociones relativas, como el

porcentaje, la probabilidad, las frecuencias relativas.

El trabajo sobre los tres ejes conceptuales —proporcionalidad, fracciones,
decimales— a partir de una familia de nociones relativas podria otorgar un sentido amplio
a dichas nociones, en particular al porcentaje, al mismo tiempo que los alumnos
afirmarian otros conocimientos basicos de aritmética, mas especificamente, podrian

integrar en ellos la idea de relacion con cierta profundidad.

8 Concediéndole un lugar especial al analisis de las razones y fracciones decimales —entre
las que se encuentra el porcentaje— dadas las facilidades en los calculos y su frecuente uso
en diversos contextos.



ANEXO 1
Analisis previo del cuestionario

En este documento se explican vy justifican las caracteristicas del cuestionario que fue
aplicado a dos grupos de estudiantes de segundo de secundaria —de 31 y 28 alumnos—
de la ciudad de México. El lugar que la aplicacion de este instrumento ocupa en el

conjunto del estudio sobre la nocién de porcentaje puede consultarse en la Introduccion.
Caracteristicas generales de los reactivos

El cuestionario contiene variantes sencillas de una gama de tareas relacionadas con la
nocion de porcentaje. La opcion por dichas variantes se debe a que consideramos que
el conocimiento sobre esta nocién es precario y que por lo tanto no tenia sentido
explorar tareas demasiado complejas. Se plantearon los tres principales tipos de tareas,
pero solo con respecto al primero (aplicar un porcentaje a una cantidad) —que es al que
probablemente se dedica mas tiempo en la escuela— se exploraron distintas variantes.
El cuestionario contiene también algunos reactivos que intentan dar cuenta de la

comprension la nocion de porcentaje como razon.

Algunos de los reactivos son adaptaciones de ciertos problemas que aparecen en
los libros de texto vigentes para primaria, los demas fueron disefiados a partir del analisis
de la problematica conceptual del porcentaje. A continuacion se describen de manera mas
detallada los criterios con los que se determiné la seleccion de cada una de las preguntas
que conforman el cuestionario, los tipos de errores esperados y los posibles

procedimientos de resolucion que podran identificarse a través de las entrevistas.
Caracteristicas particulares de los reactivos

Hemos dividido las preguntas en cuatro grupos:

e) Reactivos que corresponden a la tarea 1

f) Reactivos que corresponden a las tareas 2y 3

g) Reactivos que involucran a la nocién de razén

h) Reactivos que abordan otros aspectos del porcentaje

Veamos las caracteristicas de cada grupo:



a) Reactivos que corresponden a la tarea 1

Problema 3: “Juan, Pedro y Luis tienen un terreno cada uno. Juan cultiva
el 50% de su terreno, Pedro el 25% y Luis el 20%. Los tres rectangulos
que aparecen aqui representan los terrenos. llumina la parte que cultiva
cada uno.”

Juan Pedro Luis

A través de esta pregunta intentamos saber si los alumnos aplican el operador
fraccionario en los casos mas faciles, es decir, si identifican que el 50%, 25% y 20% de
una cantidad de superficie es la mitad, cuarta y quinta parte, respectivamente, de dicha
cantidad. Puede haber alumnos que iluminen bien los dos primeros rectangulos, utilizando
las fracciones correspondientes, pero que para iluminar el 20% se limiten a tomar una
porcion menor al 25%. Quizas encontremos también estudiantes que no identifiquen la
fraccion en ningun caso, y solo tendran cuidado de ordenar las porciones de terreno
respetando el orden de los porcentajes. Los rectangulos aparecen divididos en 10 partes
para poder distinguir entre los alumnos que utilizan la fraccion correspondiente y los que

hacen una estimacion, sin recurrir al operador fraccionario.

Problema 4: “En la tienda «Gigante» ofrecen una grabadora con el 30%
de descuento. Si su precio original es de $200 ;Cuanto cuesta la
grabadora ya con el descuento?”

La cantidad inicial es 200, por tanto quienes entienden al porcentaje como “tantos
de cada 100” podran resolverlo muy facilmente. Por lo tanto, es probable que quienes en
este reactivo opten por otro procedimiento, por ejemplo, aplicar el operador decimal,

desconozcan la interpretacién del porcentaje como “tantos de cada 100”.

Puede aparecer un error si el alumno no se fija en que se pregunta por el precio

rebajado y no por el descuento.

Problema 5: “En un examen de 50 preguntas, Leticia contesto
correctamente el 40% de las preguntas ¢;Cuantos aciertos tuvo
Leticia?”




La cantidad inicial es menor que 100, con lo cual, quienes ven al porcentaje como
la razén del tipo “tantos de cada 100” en sentido estricto y no como susceptible de
generar otras equivalentes no podran resolverla. Sin embargo, las relaciones internas de
la proporcionalidad entre cantidades son enteras y sencillas:

40 de 100
2 20 de 50 2

Otra manera de responder es utilizando la técnica CP-i, por ejemplo:
100% es 50
:10 10% es 5 10
x4 40% es 20 x4

Quizas ésta técnica aparezca con menor frecuencia que la anterior, pues, como se
menciona en el analisis de la problematica conceptual del porcentaje, es necesario
identificar la cantidad inicial con 100, y ademas las relaciones internas son mas complejas

en esta técnica que en la anterior.

Problema 6: “En un estudio de preferencias, de 128 personas que se

entrevistaron, el 25% declaré que la leche «La Vaquita» es mas rica.

¢Cuantos entrevistados prefieren «La Vaquita»?”

De nuevo, la definicion “tantos de cada 100” no puede ser tomada literalmente. Las
relaciones internas son dificiles, por lo que la resolucién se complica bastante y puede ser

fuente de errores si un alumno insiste en emplear la técnica CC-i. Por ejemplo:

100 25
5 20 5 5
:10 2 0.5 :10
X4 8 2 X4
+ 128 32 +

Ademas de que es necesario el transito por varios calculos intermedios, algunos

resultados parciales —en particular el valor unitario— no son enteros.

Sin embargo, el problema sera facil para quienes encuentre que el 25% es la
cuarta parte de la cantidad inicial, es decir, que identifiquen la relacion externa, o utilicen
CP-i. Es importante aclarar que el hecho de que algunos alumnos no empleen la razén

externa no implica que no la conozcan, es posible que estén muy acostumbrados a utilizar



las relaciones internas y no a decidir en cada caso cuales convienen mas. Las variaciones
que se dan en los problemas 2, 3 y 4 seran irrelevantes para quienes aplican el operador

multiplicativo decimal.

Problema 7: “En una empresa hay 250 trabajadores. EI 8% son
ingenieros. ;Cuantos ingenieros hay en la empresa?”

La correcta aplicacion del algoritmo que consiste en multiplicar por el numero
decimal correspondiente se analiza en esta pregunta, pues el porcentaje es menor a
10%, lo que hace posible que algunos alumnos multipliquen la cantidad inicial por .8 y
no por .08, con lo cual se obtendra el 80% en lugar del 8%. Esto significara que los
alumnos no ejercen control sobre sus resultados (o que la nocién de porcentaje no tiene

para ellos un sentido claro), al menos en este caso.

Aunque el problema se disefi¢ para indagar si el algoritmo se aplica o no de
manera correcta, los datos se eligieron de tal manera que quienes no lo apliquen puedan

emplear sin mucha dificultad la técnica CC-i:

100 8
X2 200 16 x2
2 50 4 2
+ 250 20 +

La técnica CP-i resulta en este caso mas complicada, pues es necesario calcular el
1%. Cabe observar que esto sucede en cualquier porcentaje menor al 10%, excepto por el
5%.

b) Reactivos que corresponden a las tareas 2y 3

Problema 9: “En una farmacia decidieron aumentar los precios de los
productos, todos en un mismo porcentaje. En la siguiente tabla se
muestran algunos precios antes del aumento y la cantidad que se
aumenté. ; Qué porcentaje de su precio se recargé a las mercancias?”

Precio original | Cantidad que se aumenté
$200 $40
$750 $150
$1200 $240

Este problema corresponde a la tarea 2. Se debe determinar qué porcentaje
representa 40 de 200, 150 de 750 y 240 de 1 200.



Quienes aplican el algoritmo para resolver la tarea 1, pero no conciben al
porcentaje como una razén del tipo “x de cada 100” ni identifican el operador fraccionario
cuando es sencillo, solo podran resolver este reactivo mediante estimaciones, es decir,
aplicando varios porcentajes a una de las cantidades iniciales de manera que los
resultados se aproximen sucesivamente a la cantidad final que aparece en el problema.
Algunos de estos alumnos quizas intentaran encontrar otro algoritmo para esta tarea, por

ejemplo, dividir los datos en lugar de multiplicarlos como en la tarea 1.

Las posibilidades de resolver la pregunta aumentan considerablemente para
quienes conciben al porcentaje como una razén del tipo “x de cada100”, pues la cantidad
inicial es multiplo de 100 y tanto las relaciones internas como la externa son muy

sencillas. Se pueden utilizar sin mucha dificultad las técnicas CC-i, CC-e 6 CP-i. Por

ejemplo:
CC-i CC-e CP-i
5
200 | 40 200 | 40 200 | 100%
2 100 20 :2 100 | 20 :10 20 | 10%  :10
5 x2 40 | 20% x2

Cabe observar también que basta con determinar el porcentaje una sola vez, a
partir de uno de los pares (precio, aumento), pues se supone que el porcentaje de
aumento es constante. Puede ocurrir que algunos alumnos no reparen en ello y se den a

la tarea de determinar los tres porcentajes.

Problema 10: “En una tienda de ropa, cuando una persona compra a

plazos le recargan el 5% al precio original de la prenda. Lorena compré

una blusa y el aumento fue de $25 ;Cual es el precio original de la

blusa?”

Este problema corresponde a la tarea 3. Es necesario calcular la cantidad original
sabiendo que el 5% es 25. Esperamos encontrar un desempefio similar en este reactivo al
del anterior, es decir, quienes utilizan el algoritmo en la tarea 1 y no le confieren un
sentido claro a la nocién de porcentaje, quizas tenderan a multiplicar o dividir los dos
datos tratando de encontrar un algoritmo, o aplicaran el 5% a varias cantidades buscando
que el resultado se aproxime a 25. Puesto que la cantidad inicial es multiplo de 100, sera
facil el empleo de la técnica CC-i para quienes el porcentaje es una razén del tipo “x de
cada 100”. Es muy poco probable que aparezca la técnica CC-e, pues la razon externa es
20. La técnica CP-i también es sencilla para quien establece una identidad entre el

100% y el total, pues las relaciones internas son enteras.



¢) Reactivos que involucran a la nocién de razén

Problema 1: “En una escuela, se pidi6é a los alumnos que cooperaran
para la fiesta de fin de cursos. Después se reporté la siguiente

informacién en el periédico mural:



Cooperacion

M 60 primaria

O 10 secundaria

Grupo Total de alumnos Total de cooperacion
6° primaria 150 $ 800
1° secundaria 60 $ 400

Juan dice que los de primero de secundaria son muy tacanos. Pedro no

esta de acuerdo con lo que dice Juan. ;Cual es tu opinién? ;Porqué?”

Esta es una tarea muy simple de comparacidon de razones que no concierne
explicitamente al porcentaje (nUmeros pequenos, contexto dinero, para comparar basta
con doblar los dos términos de una de las razones). Pretendemos que esta pregunta nos
ayude a tener indicios acerca de si algunas de las dificultades que se manifiesten en la
resolucion de problemas de porcentaje, estan relacionadas con dificultades en la

comprension de la nocién de razén misma.

Problema 2: “Si vas a una tienda, ; Qué preferirias, que te dieran el 25%

de descuento o que te descontaran $100 del total de tus compras?”

Aqui pretendemos evaluar si los estudiantes tienen en cuenta que el porcentaje es
un operador que al aplicarse a diferentes cantidades arroja resultados distintos, o bien si
lo conciben como una cantidad absoluta. Quienes respondan sin hacer calculos que
prefieren un descuento de $100, lo haran probablemente porque consideran al 25% como
un numero, comparable a 100, de hecho menor a 100. Es probable que algunos alumnos
elijan al azar un precio hipotético, calculen los dos descuentos posibles y respondan en
funcidn de los resultados obtenidos para ese caso particular. Esta resolucion sera mas
certera que la anterior, pues si bien estos estudiantes aun no tienen claro que un
porcentaje puede variar si se aplica a distintas cantidades, tampoco conciben al
porcentaje como una cantidad absoluta. Quizas otros alumnos responderan que prefieren
el 25%, lo cual, ya que 25 es menor a 100, significara que para ellos el porcentaje no es

una cantidad absoluta. Asi, ellos tal vez saben que al aplicar el 25% puede obtenerse una



cantidad grande, pero no se percatan de que el resultado también puede ser tan pequefio
como se quiera. Por este motivo, demostraran una mayor comprension del porcentaje
como razon los que contesten que la mejor opcién depende de la cantidad inicial. El mejor
desempeniio posible lo lograran quienes determinen el rango de valores de la cantidad inicial
para los que lo mas conveniente es el descuento de $100, y el rango en el que lo mejor es
obtener un descuento del 25%.

Problema 8: “Maria prepara una bebida con concentrado de naranja
“Florida 7” y un poco de agua. Vende el agua en vasos de tres tamanos:
chico, mediano y grande. En el dibujo la parte oscura representa el
concentrado y la parte blanca el agua.

chico

mediano

rande

¢En cudl vaso usa mas concentrado? ;En cual vaso el pogrcentaje de

concentrado es mayor? ;En cual vaso la bebida sabe mas a naranja?”

Este reactivo se plantea con la intencion de saber si los alumnos conciben al
porcentaje como una razon constante que se mantiene entre cantidades que varian. En
principio, las tres preguntas seran contestadas correctamente sélo por ese tipo de
estudiantes. Quienes no tienen esta acepcion del porcentaje, probablemente no
encontraran diferencias entre las dos primeras preguntas, asi que contestaran lo mismo
(“el vaso grande”) en las dos, pero si estan familiarizados con la nocion de razon,
afirmaran en la tercera pregunta que los tres vasos saben igual. En caso contrario, de
nuevo responderan que el vaso grande sabe mas a naranja porque tiene mas
concentrado, o que el vaso chico porque lleva menos agua. También es posible que éstos

alumnos resuelvan el reactivo de manera aleatoria, excepto por la primera pregunta.



d) Reactivos que abordan otros aspectos del porcentaje

Problema 11: “Indica cual(es) de las siguientes tres afirmaciones NO

puede(n) ser cierta(s):

a) El pan cuesta ahora el 120% de lo que costaba el afio pasado

b) En un ano, ya con los intereses, hay que pagar al banco el 120% de

lo que presto originalmente

c) El 120% de los trabajadores de una fabrica son hombres”
Este reactivo concierne a porcentajes mayores a 100, la idea es formarnos una primera
idea sobre si los estudiantes pueden distinguir en qué contextos estos porcentajes tienen
sentido y en cuales no. Quienes saben (aunque no de forma explicita) que el porcentaje a
veces se presenta en una relaciéon parte-todo y otras como una manera de comparar dos
cantidades, podran distinguir que s6lo en (c) un porcentaje mayor a 100 no tiene sentido,
pues la parte no puede ser mayor que el todo. En cambio, quienes consideren que un
porcentaje s6lo puede aparecer en una relacion parte-todo probablemente contestaran

que ninguna de las tres frases puede ser cierta.

Del conjunto de reactivos se pueden destacar dos tipos: por un lado los que
pueden resolverse a través de un algoritmo y por otro los que dificiimente se pueden
contestar sin una comprension del porcentaje como razén del tipo “x de cada 100”.
Pensamos que quienes no entienden al porcentaje en términos de una razon, tienen poca
probabilidad de resolver correctamente las tareas de los tipos 2 y 3: tendrian que hacerlo
por ensayo Y error, aplicando varios porcentajes a una misma cantidad o un porcentaje a
diferentes cantidades. Otra posibilidad, sélo para quienes el porcentaje tiene sentido como
operador fraccionario o decimal, es que apelen a manipulaciones con fracciones o los
decimales, lo cual supone un muy buen manejo de estas nociones. También es poco
probable que estos alumnos resuelvan exitosamente los reactivos 2 y 8, que

precisamente intentan dar cuenta de la acepcion del porcentaje como razon.

En cambio, los estudiantes que si manejan esta acepciéon del porcentaje,
probablemente estén mas proximos de tener acceso a una gama mas amplia de técnicas

para resolver las tareas 2 y 3, aquéllas que emplean procedimientos internos.



ANEXO 2
Analisis previo de la secuencia didactica
La ultima componente de nuestro estudio consiste en el disefio, implementacion y analisis
de una secuencia didactica que se llevo a cabo en cuatro sesiones® con una duracion de
50 minutos cada una, con un grupo de a lo mas 30 estudiantes de primer grado de una
secundaria publica de la ciudad de México. Elegimos dicho grado por ser en el que el
curriculo prescribe el porcentaje como uno de los contenidos de la asignatura de

matematicas.

Antes de exponer los propositos y el desarrollo de la secuencia que
implementaremos, la ubicaremos en un posible proyecto mas amplio de ingenieria
didactica dentro de la cual enmarcamos nuestra secuencia. Posteriormente describiremos

esta ultima.
Propdsitos para una secuencia amplia

A partir de los resultados obtenidos en la aplicacion del cuestionario y las entrevistas
consideramos que puede ser fructifero el disefio de una ingenieria didactica que gire en torno
a dos propositos generales: uno, propiciar una comprension del porcentaje como razoén
constante entre dos conjuntos de medidas y como fraccion que se aplica a cantidades, y dos,
propiciar el desarrollo de técnicas. Para lograr esto, nos planteamos tres propdsitos mas

especificos:
1. Vincular el registro gréafico con el numérico.

El reactivo mas sencillo del cuestionario resulté ser el que consiste en aplicar el
50%, 25% y 20% a superficies. A partir de las entrevistas podemos suponer que si bien
algunos quizas copiaron la respuesta de algun compafiero, otros relacionaron estos
porcentajes con los operadores 2, V4 y 1/5 respectivamente, aun algunos alumnos que al

aplicar a cantidades respondieron como si el porcentaje fuera una cantidad absoluta.

Estos resultados sugieren la necesidad de vincular ambos registros que en
ocasiones se manifiestan como procedentes de concepciones ajenas, aplicadas en
distintos contextos. Con esto, ademas de enriquecer ambas concepciones favoreciendo la

comprension del porcentaje como razon, la aplicacién de porcentajes a superficies puede

8 QOriginalmente habiamos pensado en tres sesiones, pero en el curso de la implementacion
hemos tomado ciertas decisiones que modificaron el disefio original de la secuencia.



ser un medio de verificacion de resultados aplicados a cantidades: aquello que es claro en

lo grafico puede poner en evidencia los errores en lo numérico.

2. Manejar las técnicas CP-i y CC-i: con operador entero y con operador no entero

mediante valores intermedios y con valor unitario.

Las dos técnicas ponen en juego de manera distinta las relaciones entre los datos,
el uso de CP-i implica la identificacion de la cantidad inicial con el 100% y el uso de CC-i
requiere concebir al porcentaje como una razén “tantos de cada 100", por lo que manejar

ambas técnicas implica una mayor comprensién de esta nocion.

Ademas, si bien cada técnica permite resolver todas las tareas de los tres tipos a
partir del valor unitario, existen tareas para las que la técnica CC-i es muy sencilla
mientras CP-i es muy complicada, y viceversa (ver capitulo 1, “Efectos de algunas
variables numéricas de las tareas en las técnicas asociadas”). Podria ser conveniente que

los alumnos aprendan a distinguir en qué casos una es mas pertinente que la otra.
3. Abordar los tres tipos basicos de tareas.

Ademas de la importancia de saber resolver estos tipos de tareas para poder
abordar situaciones no escolares, los resultados del cuestionario sugieren que no tienen el
mismo grado de complejidad: al parecer desconocer la cantidad inicial es mas dificil que
desconocer la tasa y esto es mas complejo que desconocer la cantidad final. Asi, resolver
los tres tipos de tareas puede implicar un conocimiento mas solido del porcentaje que solo

el tipo de tarea 1.

Consideramos pertinente trabajar estos propésitos en dos ejes que en principio

pueden funcionar de manera paralela y después integrarse:
e Razones

La nocién de porcentaje puede cobrar sentido como una manera de resolver una
situacion de comparacién de razones 0 una situacion en la que se requiere una razon
constante. También, el uso de la técnica CC-i implica concebir al porcentaje como una

razon y construir razones equivalentes.
e Técnica CP-i

En el cuestionario vimos que de las técnicas no canénicas, CP-i es la que aparecié
con mayor frecuencia. Sin embargo, se maneja de una manera rigida, limitando su

alcance. Algunos alumnos aplican dobles y mitades para después estimar, otros parten



del calculo del 10% y otros mantienen una variacion constante tanto en los porcentajes
como en las cantidades. Pero en la mayoria de los casos es clara la falta de flexibilidad en
el uso de esta técnica: quien parte del 10% no emplea el operador Y para calcular el 25%,

quien solo utiliza mitades y dobles so6lo puede encontrar el 10% estimando.

El trabajo con la técnica CP-i, ademas de permitir mejorar el dominio de la técnica
misma, puede constituir un medio para vincular el registro grafico con el numérico: el 100%
se identifica en lo grafico con una cantidad de superficie, por ejemplo, la superficie de un
rectangulo, y en lo numérico con una medida, con un nimero. La técnica CP-i aplicada
tanto a magnitudes (superficies) como a nimeros puede ayudar a establecer las siguientes

relaciones:

cantidad numérica inicial <> 1001/0 < cantidad de superficie inicial

partes de la cantidad numérica inicial <> x% <> partes de la superficie inicial

Es importante cuidar que los dos ejes no se conviertan en obstaculo uno para el
otro. El eje 1 apunta a la técnica CC-i, es decir, a la “razén local: x de cada 100" y el eje
2 a la técnica CP-i, la “razén global: x de 100”. Las dos técnicas corresponden a dos

concepciones distintas del porcentaje.

Propdsitos para la secuencia especifica

La concrecion de los propdésitos que planteamos anteriormente requiere de una secuencia
de situaciones considerablemente amplia. En la secuencia que estudiamos
empiricamente en este trabajo, decidimos no abordar el eje de razones, pues
consideramos que los alumnos de secundaria ya disponen de algunos conocimientos
sobre el porcentaje, por lo que —dado que contamos con pocas sesiones- decidimos
intentar recuperarlos al estudiar directamente esta nocién. Asi, abordamos solamente
algunos aspectos de los propésitos sefialados anteriormente, a saber:
1. Vinculacion del registro grafico con el numérico

La relacién entre ambos registros se trabaja unicamente con el tipo 1 de tareas.
En los otros dos tipos se plantean pocas tareas, situadas en uno de los dos registros
pero no en el otro. Asi, s6lo en las tareas de tipo 1, el registro grafico puede

constituirse en un medio de verificacion.



En los tres tipos de tareas conservamos el propésito de cuestionar la posible

concepcion del porcentaje como cantidad absoluta.



2. Manejo de la técnica CP-i

La vinculacién entre los dos tipos de registro favorece mas el uso de la técnica CP-i
que la de CC-i, pues en el contexto de una cantidad representada graficamente es mas facil
pensar en el porcentaje como una determinada parte del total que como “tantos de cada
100"

Por otro lado, si bien el uso de la técnica CP-i requiere la identificacion de la
cantidad inicial con el 100%, los resultados obtenidos en el cuestionario nos permiten
suponer que los alumnos disponen de este conocimiento, probablemente reforzado por
los usos extraescolares. El empleo de la técnica CP-i puede entonces apoyarse en el
aprovechamiento de este conocimiento previo de los alumnos.

Por lo anterior decidimos abordar unicamente una parte del eje “técnica CP-i” que
propusimos anteriormente, sin tocar el eje de “razones”.

Practicamente trabajamos solo con operadores enteros, y entre éstos, con los mas
sencillos, es decir, el 50, 25, 20, 10 y 5%, excepto en la primera sesidn, como veremos
mas adelante. Pensamos que la manipulacion de estos porcentajes puede aminorar la
rigidez sobre la que hemos hablado anteriormente en relacién al uso de la técnica, pues el
manejo de los operadores fraccionarios anteriores puede volver mas flexible el calculo de
mitades sucesivas, o del 10%, seguidos de una estimacion.

3. Resolucioén de los tres tipos basicos de tareas

Como ya hemos mencionado, los tipos de tareas 2 y 3 se estudian muy
brevemente. Nos enfocamos a dar lugar a que los alumnos establezcan por lo menos
algunas veces relaciones entre los datos distintas a las que se requieren en las tareas de
tipo 1 y a seguir favoreciendo la concepcion del porcentaje como cantidad relativa, no
absoluta. Dejamos de lado el desarrollo de las técnicas que resuelven estos dos tipos de
tareas.

Ademas de intentar concretar estos tres propodsitos, dedicamos la primera sesién al
desarrollo de una actividad de analisis de la informacion, con la intencion de hacernos una
idea sobre lo que los alumnos saben sobre el porcentaje, idea que complementara la
informacion que hemos encontrado a partir de la aplicacion del cuestionario y las
entrevistas. Este sondeo permite, a diferencia del cuestionario, la posibilidad para los
alumnos de elaborar algunas respuestas no de manera individual sino a partir de la
interaccion con los demas estudiantes, asi como la posibilidad de resolver algunas tareas
de manera oral y no siempre escrita, y por lo tanto de generar proposiciones menos

acabadas, sobre las que los autores pueden incluso estar indecisos. Pensamos que estas



dos condiciones nos permitiran obtener informacion nueva sobre los conocimientos de los
alumnos, complementaria a la que hemos logrado obtener mediante la aplicaciéon de un
cuestionario escrito.

Finalmente, esta primera sesion ofrece la posibilidad de reconfigurar las sesiones
siguientes a partir de la informacién que dispondremos sobre los conocimientos del grupo
de estudiantes especifico con el que se implementara la secuencia.

A continuacion hacemos un analisis mas detallado de cada una de las sesiones.

Sesioén 1: Analizando informacion...

Los propdsitos generales de la sesion son los siguientes:
e Propésito didactico:

Lograr, a partir de las interacciones entre los alumnos, cierto nivel de explicitacion
de sus concepciones sobre el porcentaje, y cierto grado de cuestionamiento de las

posibles concepciones erréneas, principalmente la del porcentaje como cantidad absoluta.
e Propdsito de investigacion:

Realizar un diagnostico que permita inferir en cierta medida los conocimientos de

los alumnos sobre la nocion del porcentaje.

Veamos ahora las tareas especificas de la sesion, asi como los propdsitos de cada
una de ellas y las respuestas posibles que esperamos de los alumnos. En cada problema
se dedicara un tiempo a la resolucion por parejas y otro a una discusion grupal.

Problema 1. 10 minutos de resolucion y 5 minutos de discusion grupal

e Proposito didactico:

Mostrar a los estudiantes que hay entre sus compafieros diferentes puntos de vista
sobre el porcentaje. La discusion en este problema podra servir para las posteriores, pero

aun no es momento de institucionalizar ni de tomar acuerdos.
o Propésito de investigacion:

Formarnos una primera idea de qué tan frecuentemente aparece la
concepcion del porcentaje como cantidad absoluta en los alumnos. También, del
numero de alumnos que disponen de alguna técnica para calcular porcentajes,

aunque aun no logremos identificar estas técnicas.



e Situacion:

“Relnete con un companero o companera. Contfesten las preguntas que se
plantean para cada ilustracion o, si no hay informacién suficiente para contestar,
anoten “no se puede saber”.

a) Segun el anuncio gcudnto dinero se

descuenta en la compra de una blusa? Todas las prendas con
2y enla compra del 30% de descnento
pantalén?

b) sLa cantidad de dinero que se

descuenta es la misma para todos los

productos o depende de lo que cueste
el producto?

c) Si el pantalon costara 200 pesos, sde
cudnto seria el descuento?

d) Sila blusa costara 50 pesos, sde
cudnto seria el descuento? 2

GRUPAL. Con la ayuda de su maestro, organicense para comparar sus respuestas
con las de sus companeros.”

e Posibles respuestas de los alumnos:

Quienes conciban al porcentaje como cantidad absoluta contestaran que el
descuento en todos los casos es de 30 pesos. Es posible que algunos alumnos, aun
sabiendo que el porcentaje no es una cantidad absoluta, se sientan desconcertados en el
inciso a) si para ellos resulta muy poco comun que se planteen preguntas que no se
pueden contestar, y por lo tanto se sientan impelidos a emitir alguna respuesta, aun

cuando no estén totalmente convencidos de su veracidad.

Otros alumnos, quizas contestaran en el inciso a) que el descuento es de $30, pero al
aplicar en c¢) y d) el mismo porcentaje a distintas cantidades proporcionaran respuestas
distintas. También es posible que otros estudiantes sepan que el descuento depende de la
cantidad inicial (podrian contestar en a) que “no se puede saber” y en b) que depende), pero
no dispongan de medios para calcular el 30% y por lo tanto no contesten c¢) y d) o cometan

errores.

Este problema no tiene una forma de verificacidon, no obstante no nos interesa
aun que los alumnos accedan a la respuesta correcta, sino que vean que el grupo

propone respuestas diferentes.



En resumen:

Alumnos para quienes el| Alumnos que saben que | Alumnos que saben
porcentaje es cantidad absoluta | el porcentaje depende de | aplicar porcentajes
la cantidad pero no
disponen de técnicas

Inciso a | Contestaran “30” Contestaran Idem izquierda
correctamente, excepto si
la necesidad de emitir una
respuesta es muy fuerte.

Incisob | Tenderan a decir que la| Contestaran “depende” Idem
cantidad que se descuenta es la
misma siempre, pero también
pueden decir que depende (sin
sentir que se contradicen)

Incisos c| Tenderan a repetir que se| No contestaran 30 pero| Responderan

yd descuentan 30 pesos, a no ser| usaran técnicas | correctamente, al
que los desconcierte que se | incorrectas. menos en el inciso c¢.
esté preguntando lo mismo dos
veces, en cuyo caso podrian
buscar otra respuesta, mas por
la necesidad de proporcionar
respuestas diferentes a las dos
preguntas que por una creencia
relativa al porcentaje.

Problema 2. 10 minutos de resolucion y 10 minutos de confrontacion

e Proposito didactico:

El contexto dificulta la posibilidad de sostener que el porcentaje es una cantidad
absoluta (ninguna familia gasta $6.80 en salud al afio), por lo que nos parece un medio

para cuestionar en cierta medida dicha concepcién.

Ademas, la discusion grupal puede favorecer que algunos alumnos escuchen de
sus compafieros ciertas propiedades del porcentaje, por ejemplo, que el 100%

corresponde al total y el 25% a la cuarta parte.
e Propdésito de investigacion:

Nos interesa darnos una idea del numero de alumnos que saben que el 50% es la
mitad, el 25% la cuarta parte, el 100% es el total, al menos en el registro grafico, pues en

la siguiente sesion contamos con que estos conocimientos ya se tienen.

Nuevamente, podremos ver con qué frecuencia aparece la interpretacion del
porcentaje como absoluto, y ademas, si algunos estudiantes que en el problema anterior

mostraron esta concepciéon cambian de opinién en este problema a partir del contexto.



e Situacion:

“Los datos de la siguiente grdfica se estimaron a partir de la informacién que
numerosas familias mexicanas proporcionaron en una encuesta realizada por el
INEGI en 1989. La encuesta se hizo sobre gastos al ano.

“"Ponderaciones en el Gasto de la familia Mexicana”

O Educaciony

Esparcimiento, B Restaurantes y
7.70% Sim. Y Otros

Serv. , 6.30%

O Transporte,
15.20%

B Salud y Cuidado
Personal, 6.80%

O Muebles,

O  Alimentos,
Bebidas y

Aparatos y
Enseres
Domésticos,

B Vivienda,
22.20%

Tabaco, 29.40%

0O Ropa, Calzado y
Accesorios,

5.70% 6.70%

c) sla grdfica permite saber cuanto dinero gastan, en promedio, las familias
mexicanas en fransporte?
Si tu respuesta es afirmativa, indica cuanto gasta:

d) sla grdfica permite saber en cual de los rubros que aparecen gastan mds las
familiase Si tu respuesta es afirmativa, indica en qué gastan mas:

e) sEl gasto en fransporte es mayor o menor que el gasto en ropa, calzado y
accesorios?

f)  3Qué rubro representa mds de la cuarta parte del gasto total? "

Posibles respuestas de los alumnos:

En la pregunta a), quizas algunos contestaran $15.20, respuesta que, debido al

contexto, esperamos sea facilmente rebatible por los propios compafrieros.

Nos parece que las preguntas b) y ¢) seran sencillas para cualquier alumno, sin

importar si concibe al porcentaje como cantidad absoluta o no, pues soélo tomaran el numero

mayor.

Finalmente, en el inciso d) so6lo acertaran quienes sepan que el 100%

corresponde al total y el 25% a la cuarta parte.

La forma de verificacién en esta ocasion esta dada por el contexto y por la

discusion grupal.



Problema 3. 5 minutos de resolucion en parejas y 10 de discusién grupal.
e Propésito didactico:

Nuevamente, el contexto posibilita cierto grado de cuestionamiento a la
concepcion del porcentaje como absoluto (¢ las familias en extrema pobreza gastan mas

en comida que las de clase alta?)

Otro propésito dificil de alcanzar es el de lograr una comprension por parte de los
alumnos de la noticia que se da en el problema. Esto exige que los alumnos tengan en
cuenta, al menos: 1) que se estd comparando la relacién de una parte con un total, no
de una parte aislada, 2) que hay diferentes totales y que pueden ser de distintos
tamanos (familias de clase alta, familias en extrema pobreza, etc.), y 3) que la grafica
del problema anterior resulta de un promedio de la situacién de esos diferentes totales,

pero no da cuenta de cada uno de ellos.
e Propésitos de investigacion:

1) Saber qué parte del grupo de alumnos que mostraron cierta comprension de la
nocién de porcentaje en los problemas 1y 2, es la que logra comprender las relaciones
implicadas en la informacion que se proporciona, considerando que, como se dijo antes,
ello constituye un indicador de un buen nivel de comprensién de la idea de razén parte

todo y, en particular, de que el porcentaje es una razén de ese tipo.

2) Saber si un numero significativo de alumnos puede representar sin dificultades

el 50% y 20% en una grafica.

El maestro planteara oralmente la primera parte del problema, escribiendo los
datos en el pizarrén. Pedira a los alumnos discutirlo en parejas durante 5 minutos para

después hacer una confrontacion grupal.
e Situacion:

“Los porcentajes de la grdafica anterior se obtuvieron promediando los gastos de
muchas personas. Cuando se separa la informacion por grupos de poblacion,
pueden aparecer porcentajes distintos a los del promedio. Por ejemplo, segin
datos del INEGI presentados en 2002, los hogares Mexicanos en extrema pobreza
invierten el 48.69% de sus ingresos en alimentos y bebidas (jcasi la mitad!) mientras
que en los hogares de clase alta destinan a ese mismo rubro 21.65%.

Naturalmente, lo anterior no significa que los hogares en extrema pobreza gasten
en alimentos mds dinero que los hogares de clase alta. Entonces, zqué significa?



Se podrian hacer dos grdficas como las anteriores, una para los hogares en
extrema pobreza y ofro para los de clase alta. Indica la porcion de la grafica que
corresponde al gasto en alimentos y bebidas en cada grdfica:

Gasto en
alimentos y

Familias en Familias de clase
extfrema alta

GRUPAL. Comparen sus respuestas con las de sus companeros.”

e Posibles respuestas de los alumnos:

Como hemos mencionado anteriormente, una comprension de lo que plantea este

problema parece dificil de alcanzar en este momento.

Es probable que la mayoria de los estudiantes no encuentre una manera de
responder a la pregunta, si bien algunos quiza puedan hacer las graficas que se piden a
partir del conocimiento de los dos operadores implicados, pero sin que por ello alcancen a

comprender la pregunta.

No obstante, esperamos que algunos estudiantes respondan correctamente y
puedan, en la discusidon, comunicar en parte las relaciones entre los datos

implicadas a sus compainieros.



Sesiones 2 y 3: Banderas
Puesto que los propositos generales de las dos sesiones son los mismos®*, los exponemos

ahora:
e Propésito didactico:

Constituir el registro grafico en un medio de verificacién para el numérico en las
tareas de tipo 1, y explicitar la técnica del operador fraccionario cuando éste es unitario
y sencillo: el 50% es la mitad, el 25% la cuarta parte, el 20% la quinta parte, el 10% la
décimay el 5% la mitad del 10%.

e Propdsito de investigacion:

Intentaremos contrarrestar la concepcion del porcentaje como cantidad absoluta
en el registro numérico, por un lado al hacerla entrar en conflicto con la concepciéon como
una fraccion del entero en el registro gréafico, y por otro lado al aplicar los mismos
porcentajes a varias superficies y cantidades: un mismo porcentaje aplicado a distintas
cantidades arroja distintos resultados. Aplicar a varias cantidades también ofrece la

posibilidad de corregir los errores que se cometen en una primera aplicacion.

Nos interesa discernir si a partir de lo anterior es posible que la concepcion del
porcentaje como una relacion entre una parte y un todo en ambos registros cuestione a la

concepcion erronea del porcentaje como cantidad absoluta.
Sesion 2.

Problema 1. 50 minutos
e Propésito didactico:

Que los alumnos apliquen varios porcentajes a una misma cantidad. La
solucion numérica se puede verificar en las superficies, si en este registro se obtiene
correctamente. Se aplican primero porcentajes a una cantidad y luego a una
superficie, para evitar que el calculo numérico se haga en funcién de lo que se ve en el

registro grafico, olvidando los porcentajes.

8 Qriginalmente las sesiones 2 y 3 estaban pensadas como una sola. Durante el curso de la
implementacion fue necesario dividirla en dos, debido a que el tiempo no fue suficiente.



e Propdésito de investigacion:

Dilucidar si las soluciones contradictorias en los dos registros pueden entrar en
conflicto para fortalecer la concepcion del porcentaje como parte de un entero. Comenzar

a establecer algunos operadores.

e Situacion:
“El dueno de un equipo de futbol mandd fabricar tres banderas gigantes, de
distinfos famanos, para colocarlas en el estadio.

a) Para hacer la mediana, se debe pintar el 50% de rojo, el 25% de azul, el 20%
de verde y el 5% de amarillo. Si toda la bandera tiene una superficie de 400
metros cuadrados, sQué drea tendrd cada color?

Area pintada de rojo

Area pintada de azul

Area pintada de verde

Area pintada de amarillo

b) Representa en el siguiente rectdngulo la parte que se debe pintar de cada
color

c) Los resultados que obtuviste en la pregunta a) szcorresponden bien con las
partes que coloreaste en b)? Si te parece que no, corrige tus resultados.”

e Posibles resoluciones de los alumnos:

Es probable que algunos estudiantes tengan claros los operadores fraccionarios

que corresponden al 50, 25 y 20%, y determinen el 5% por complemento.

También es posible que otros alumnos utilicen el operador decimal en el registro
numeérico, cometiendo un error al calcular el 5%, y el operador fraccionario en el grafico.
En este caso, la comparacion entre las resoluciones en los dos tipos de registro servira,
cuando las dos coincidan, para destacar que la representacion del porcentaje como una
parte del total permite obtener los mismos resultados que cuando se aplica el algoritmo, y

cuando no coincidan, para corregir los errores.



Otros quizas daran respuestas correctas en el registro grafico y responderan en el
numeérico como si se tratara de cantidades absolutas. En este caso, no pensamos que la
sola consigna del inciso c) sea suficiente para que los alumnos reparen en sus
contradicciones. Sera necesaria entonces la coordinacion por parte del maestro de una
discusion grupal, donde estas contradicciones se pongan de manifiesto, donde se
confronten distintos procedimientos y se intente lograr acuerdos sobre cuales son los
correctos. Quiza también sera necesario que el docente proporcione cierta informacion,
creemos que la minima seria el hecho de que el 100% corresponde al total, tanto grafico
como numeérico. En este caso, una nueva forma de verificacion en el registro numérico,
ademas del contraste con el grafico, esta en la necesidad de asegurarse de que la suma
de todas las aplicaciones coincida con la cantidad inicial, lo que no sucede si se toman los

porcentajes como absolutos.

Finalmente, puede haber estudiantes que no acierten en ninguno de los registros,
aunque prevemos que seran los menos. En este caso, la unica posibilidad de corregir los

errores radica en la interaccion con los pares y el docente.
Sesioén 3.

Al inicio de la sesion se planteara el problema 1 de la sesién anterior durante 5 minutos

como repaso para los alumnos.
Problema 2. 20 minutos
e Propésito didactico:

Que se haga explicito el hecho de que la cantidad o medida que resulta de aplicar un
mismo porcentaje a cantidades distintas varia en tamafo pero que se conserva la relacion
entre una parte y el total. En este caso la constancia de los porcentajes se relaciona con la
necesidad de conservar la forma (ambas proceden del mismo hecho: las banderas estan a

escala).
e Propésito de investigacion:

Identificar las dificultades que pueden surgir al pasar de un porcentaje a su

aplicacion, y de nuevo al porcentaje.

e Situacion:

“La bandera grande y la pequena tienen la misma forma que la mediana pero
son de otro famano.



a) sQué porcentaje de la superficie de la bandera grande se tiene que pintar
de rojo? 2Y de azul? s2De verde? sDe
amarillo?

b) Marca en las tres banderas la parte que se debe pintar de cada color.

Pequena

Mediana

Grande

GRUPAL. Con la ayuda de su maestro, organicense para comparar sus respuestas
con las de sus companerosss,*

e Posibles respuestas de los alumnos:

Nos parece que si un alumno acierta en el inciso a), es porque sabe que el
porcentaje siempre corresponde a una misma parte del total. Es decir, por ejemplo,

que el 50% siempre es la mitad.

Quizas otros alumnos propongan porcentajes mayores, por ejemplo el 100% de
rojo, el 50% de azul, el 40% de verde y el 10% de amarillo. Para no contradecirse,
afirmaran también que la superficie total representa al 200%, lo cual es congruente con la
creencia de que a mayor superficie corresponde un mayor porcentaje: como la bandera es
mas grande, el porcentaje total debe ser mayor al 100% que representa la bandera

pequefa.

Si la relacion entre los distintos porcentajes y el porcentaje total se mantiene,
entonces su respuesta no sera contradictoria con la del registro grafico, pues se
mantendra la forma de las tres banderas. En el caso contrario las respuestas en los dos
registros no seran consistentes, aunque esto no necesariamente sera notado por los

alumnos, para ello sera necesaria la confrontacién grupal. No obstante, es probable que

8 No pensamos que la idea de “amplificar” resulte dificil de entender para los alumnos, pero en
todo caso el profesor puede poner ejemplos cotidianos, como el de la relacién entre una fotografia
y el objeto original: “no puede quedar la cara mas ancha en relacion al cuerpo,...”



algunos alumnos tengan claro que el 100% representa la superficie total, y entonces la

pregunta b) les sirva para cuestionar su respuesta en a).

Esperamos que esta respuesta —asignar porcentajes mayores— sea rebatida por
los propios comparieros en la confrontacion grupal, pero si esto no sucede sera necesario
que el docente aporte algo de informacion: la superficie total corresponde al 100%.
Entonces podra hacer preguntas como ¢ hasta donde tiene que ir pintado de rojo para que
la figura se mantenga igual? ;Y si toda la bandera es el 100%, la parte roja a qué

porcentaje representa?

También es probable que ciertos estudiantes aumenten uno de los porcentajes y
después reduzcan los demas para ajustar el total al 100%, por ejemplo, diran que el 60%
debe ser rojo, el 20% azul, el 18% verde y el 2% amarillo. Esta propuesta es facil de

rebatir, pues no se conservaria la figura.

Problema 3. 15 minutos.
Los propdsitos coinciden con los del problema anterior: se trata de explicitar, ahora
en el registro numérico, que si bien los porcentajes se mantienen constantes, las

cantidades que resultan de su aplicacién varian.
e Situacion:

“La superficie de la bandera grande es de 800m2y la de la pequena es de 300m2.
Calcula y anota los datos que faltan en la tabla.

Bandera Grande | Bandera Bandera
mediana pequena
Rojo (%)
Azul (%)
Verde ( %)
Amarillo (%)
Total (%) 800m? 400m? 300m?

e Posibles respuestas de los alumnos:

No sera dificil determinar en la primera columna los porcentajes que corresponden
a cada color ni las aplicaciones en la bandera mediana, sélo deberan vaciar los datos que

ya se habran encontrado en los problemas anteriores.



En las banderas pequefia y grande, es probable que algunos alumnos utilicen los
operadores fraccionarios para calcular el 50, el 25 y el 20%, y que determinen el 5% por
complemento, o bien que empleen el operador fraccionario en el 50 y 25% vy distribuyan el

complemento entre el 20 y el 5% a partir de una estimacion.

Puesto que el area de la bandera grande es el doble de la de la mediana,
esperamos que algunos estudiantes simplemente doblen todos los resultados obtenidos
en la mediana. En cambio, esta estrategia resultara complicada si se pretende usar para
la bandera pequena, no obstante, quizas algunos alumnos la emplearan de forma
cualitativa: simplemente propondran cantidades mas pequefias que las que se obtuvieron

en la bandera mediana, cuidando que la suma sea 300.

Es posible también que algunos estudiantes recurran a la técnica del operador
decimal. En este caso, la confrontacion servira para revisar si sus resultados concuerdan

con los del problema anterior en el registro grafico.

Quizas otros alumnos se olviden de los porcentajes y traten de buscar numeros
que sean consistentes con las partes coloreadas de los rectangulos en el problema

anterior.

Finalmente, puede haber estudiantes que respondan como si el porcentaje fuera
absoluto, o bien intenten ajustar uno de los cuatro algoritmos basicos, de manera que los

resultados parezcan factibles.
En cualquier caso, la validacion puede realizarse a partir de lo siguiente:
o Utilizando el hecho de que la suma de todos los porcentajes debe dar el total.

o Contrastando el registro grafico con el numérico para hacer explicitas las

contradicciones en las resoluciones de los alumnos.

Problemas 4 y 5. 10 minutos
e Proposito didactico:
Que los alumnos logren explicitar la técnica del operador fraccionario para aplicar
porcentajes en algunos casos en que el operador es unitario

e Propdésito de investigacion:

Discernir si el conflicto que anteriormente se intentd provocar entre las
concepciones sobre el porcentaje que funcionan en los dos registros favorece el

establecimiento explicito del porcentaje como una relacién entre una parte y el total.



e Situacion:

4. "Para calcular el 5% de una cantidad, basta con dividirla entre 20. Si no usaste
este procedimiento para calcular las dreas que deben ir pintadas de amarrillo,
Usalo ahora para verificar tus resultados.

5. Explica al menos una forma de calcular los siguientes porcentajes:
el 50% de una cantidad

el 25% de una cantidad

el 20% de una cantidad

el 10% de una cantidad

GRUPAL. Compara tus resultados con los de tus companeros. Después, comenten
entre todos a qué se debe que, para calcular el 5% de una cantidad, baste con
dividir la cantidad entre 20"

e Posibles respuestas de los alumnos:

Esperamos que el procedimiento para obtener el 50, 25 y 20% de una cantidad no
resulten problematicos. Algunos alumnos quizas daran la respuesta automaticamente, a
partir de los problemas que hasta entonces habran resuelto. Otros quizas necesitaran
verificar cuantas veces cabe el porcentaje dado en el numero 100 para poder responder
(como 20 cabe cinco veces en 100, el 20% es la quinta parte de la cantidad inicial). En
estos tres porcentajes nos parece poco factible que surjan procedimientos correctos
distintos al uso del operador fraccionario. Si se da el caso, el profesor los retomara pero

destacara el del operador.

Para obtener el 10%, prevemos que algunos diran que dicho porcentaje
corresponde a la décima parte del total, y otros, que es la mitad del 20%. Esperamos que
en la confrontacion pueda mostrarse que la segunda implica la primera. Esperamos un

momento analogo en el caso del procedimiento para calcular el 5%.
Sesion 4: Terrenos Sembrados
o Propésito didactico:
Que los alumnos resuelvan los tipos de tareas 2 y 3 en el registro grafico. Nos
interesa propiciar que los alumnos comiencen a establecer las relaciones entre los datos

y, en menor medida, que trasladen sus hallazgos en el registro grafico hacia el numérico

para explicitar la técnica del operador fraccionario en el caso del 50%, 25% y 20%

e Proposito de investigacion:



Estudiar la posibilidad de que el registro grafico disminuya la complejidad que los
tipos de tareas 2 y 3 implican para los alumnos, y de que la resolucion de estas tareas
favorezca la interpretacion del porcentaje como una cantidad relativa.

Problema 1. 20 minutos

e Proposito didactico:

Que los alumnos resuelvan algunas tareas de tipo 2 en el registro gréafico: deberan
determinar, para varios rectangulos, el porcentaje que representa una parte sombreada.
Tanto los tamanos de las superficies como las partes sombreadas varian, pero elegimos

casos en los que, en una pareja de rectangulos:

se conserva el tamano del total pero la parte sombreada es distinta

- las superficies son de diferente tamano pero la parte sombreada representa en

ambas el mismo porcentaje

- la parte sombreada es del mismo tamano, pero representa diferentes porcentajes

pues las superficies totales no son iguales.
o Propésito de investigacion:

Estudiar la posibilidad de que las elecciones que describimos en el propodsito
didactico ayuden a contradecir la idea de que, en cualquier caso, un tamaio mayor
representa un porcentaje mayor, es decir, a comprender que el porcentaje cuantifica una

razon, no es una cantidad absoluta.

e Situacion:

“Varios agricultores decidieron usar una parte de sus terrenos para sembrar una
nueva variedad de maiz, la variedad A. Los siguientes rectangulos representan los
terrenos de cuatro de ellos y la parte gris en cada uno representa lo sembrado
con maiz A. Anota debajo de cada rectdngulo el porcentaje de su terreno que
sembrd cada uno con el maiz A.

Gregorio Jacinto Manuel Juan




_ % % % %

GRUPAL. Compara los resulfados que obtuviste con los de tus companeros”

e Posibles respuestas de los alumnos:

Esperamos que algunos alumnos, sobre todo quienes conciban al porcentaje como
cantidad absoluta, pero incluso otros que no habran mostrado esta concepcion en el
primer tipo de tareas, propongan porcentajes buscando conservar el orden de los tamafos
de las partes sombreadas. Por ejemplo, diran que en el terreno de Jacinto la region gris

representa el 80%, en el de Manuel el 50% y en los de Gregorio y Juan el 30%.

Una forma de cuestionar la respuesta “a mayor tamano, mayor porcentaje” consiste
en retomar el problema de las banderas resuelto en la sesion anterior: si se afirma que un
mayor tamano implica un mayor porcentaje, entonces el porcentaje que se pinta de rojo es

diferente en las tres banderas.

También puede haber alumnos que asignen a los totales distintos porcentajes.
Por ejemplo, dirdn que en el terreno de Jacinto la region gris representa el 75%, en el de
Manuel el 50% y en los de Gregorio y Juan el 25%, y que el terreno completo de Jacinto
y Manuel representan el 100%, el de Gregorio el 50% y el de Juan el 125%. En este
caso, estaran manejando los porcentajes como si fueran absolutos, practicamente como
si el signo % fuera equivalente a m? tanto en las partes sombreadas como en los
terrenos totales. El profesor tendra en este caso una dificultad para rebatir este
argumento, una posibilidad es hacer que escuchen las participaciones de sus
compafieros, y otra es retomar lo que ya habia sido acordado en la clase pasada: el

100% es el total, el porcentaje puede ser el mismo aunque los tamanos cambien.

Puesto que los operadores fraccionarios son unitarios en los terrenos de Gregorio,
Manuel y Juan, nos parece que sera considerablemente mas sencilla la resolucion en
estos casos que en el del terreno de Jacinto. Para determinar aquellos tres porcentajes,
prevemos que la estrategia mas frecuente sera la de ver cuantas veces cabe el area gris
en el area total. Por ejemplo, en el terreno de Juan, cabe cinco veces, luego cada parte

vale 20 pues el total vale 100, entonces la respuesta es 20%.

El porcentaje en el terreno de Jacinto puede ser determinado al menos de dos
maneras por los alumnos que hayan utilizado el procedimiento anterior para los tres

primeros porcentajes: la primera consiste en estimar un porcentaje mayor al 50% (por



ejemplo el 80%). En este caso, los companeros —o el profesor— podran hacer notar que
la estimacion se puede precisar verificando si el porcentaje complementario corresponde a
la parte blanca. Y esta es precisamente la segunda estrategia, calcular de entrada el
porcentaje que representa la parte blanca de la misma manera que en los otros casos se
habra hecho con la gris y después determinar ésta por complemento (la parte blanca cabe
cuatro veces en la superficie total, asi que representa el 25% y por lo tanto la gris es el
75%).



Problema 2. 20 minutos
e Propésito didactico:

Que los alumnos resuelvan la tarea de tipo 3 en el registro gréafico. Esta vez, a
partir del porcentaje que determina una parte de una superficie, tendran que

reconstruir la superficie total.
e Propésito de investigacion:

Distinguir aquello que puede influir en que este tipo de tareas sea mas complicado
para los alumnos que el anterior, y, nuevamente, indagar si la resolucion de esta tarea
favorece la interpretacion del porcentaje como cantidad relativa. Para esto, hemos cuidado
que el orden de los porcentajes no sea analogo al de las superficies totales, y que, en una
pareja de rectangulos, la parte sombreada sea la misma pero corresponda a distintos
porcentajes.

e Situacion:

“Las superficies sombreadas que se muestran a continuacién corresponden a las
partes en las que se sembrd maiz A en fres terrenos mds. Debajo de cada una se
indica el porcentaje del terreno total que fue sembrado con ese tipo de maiz.

a) sQué terreno crees que es el mds pequeno? 2Cual crees que es
el mds grande? (esta pregunta se planteard oralmente por
el profesor)

b) Dibuja los terrenos completos y verifica tus anticipaciones.”

Antonio Manuel Andrés

20 % 25 % 75 %

o Posibles respuestas de los alumnos:

Nos parece que puede resultar dificil de comprender la tarea que se les pide, es decir,
que los alumnos den por sentado que la cantidad inicial siempre es un dato conocido en un

problema.



También es probable que algunos estudiantes digan que hay un error en el
planteamiento del problema, pues un mismo pedazo no puede corresponder a distintos

porcentajes, como se plantea en los terrenos de Antonio y Manuel.

Si, en el momento de trabajo en parejas, el maestro identifica estas dificultades,
puede intentar aclarar la consigna de manera individual, cuidando de no resolverles el
problema, o bien, puede hacerlo de manera publica si considera que la explicacion

sera util para varios.

Quizas otros alumnos estimen los tres terrenos, cuidando que el orden de los
tamanos sea igual al orden de los porcentajes, es decir, que el terreno de Antonio sea
menor al de Manuel y éste, mas pequefio que el de Andrés, por ejemplo:

Antonio Manuel Andrés

Es posible que nuevamente haya alumnos que asignen al total un porcentaje
distinto de 100. El profesor puede entonces llevar este argumento al extremo: si no
acordamos que el total es siempre el 100%, la superficie total podria ser cualquiera, en las
tiendas un descuento del 50% no diria nada sobre cuanto se va a descontar, podria ser
mucho o muy poco. Si el porcentaje total puede tomar distintos valores se vuelve poco Uutil.

Asi que por convencion social, el 100% siempre representa al total.

No obstante, reconocemos que una debilidad del disefio de esta situacion es
precisamente que estamos suponiendo que los alumnos aceptan que el 100%
corresponde al total, pues las formas de verificacion se apoyaran en esta propiedad. Si los
alumnos no aceptan esta convencion, sera dificil lograr acuerdos en este problema y el

anterior.

El procedimiento correcto para encontrar los terrenos de Antonio y Manuel que
esperamos encontrar con mayor frecuencia consiste en iterar la parte sombreada el
numero necesario de veces, por ejemplo, en el terreno de Antonio, copiar cinco veces la

barrita gris:



Antonio
20%

20%

20%

20%

Puesto que los operadores implicados en estos dos terrenos son unitarios, quizas

sean mas sencillos que en el caso del ultimo terreno, el de Andrés.

Para determinar el terreno de Andrés, es posible que los alumnos construyan un
terreno mayor a los de Antonio y Manuel, (pues el 75% es mayor al 20 y 25%), por
ejemplo:

Antonio Manuel Andrés

Pero entonces resultara que el complemento sera mayor a la parte sombreada.
Asi que el maestro puede preguntar “; Pero porqué les quedé mas grande el 25% que el
75% en el terreno de Andrés?”.

Otros alumnos, al no encontrar un procedimiento cuantitativo, quizas propondran
una buena estimacion, cuidando de que la parte blanca quede bastante mas pequena
que la gris. Finalmente, tal vez alguien se percate de que lo que hay que encontrar es el
complemento de la parte sombreada, es decir el 25%, de que éste cabe tres veces en el
75%, y entonces divida el area gris en tres pedazos iguales para copiar uno de esos
pedazos una vez mas y tener el 100%:



Andrés

25%
25%
25%
25%

Cualquiera que sea la resolucion, una forma de verificar consiste en aplicar al total

del terreno propuesto por el alumno el porcentaje dado para comprobar si coincide con el
tamano de la parte sombreada, es decir, verificar el tipo de tarea 3 con su inversa, la tarea

de tipo 1.

Si los alumnos no externan la necesidad de verificar o la manera de hacerlo, lo

puede hacer el maestro.
Problema 3. 10 minutos
e Propésito didactico:

Que los alumnos logren explicitar la técnica del operador fraccionario para aplicar

porcentajes en algunos casos en que el operador es unitario.
e Propdsito de investigacion:

Discernir si es posible retomar algunos acuerdos tomados en el registro grafico

para trasladarlos al numérico.
e La situacién:

“Explica al menos una forma de calcular los siguientes porcentajes:
el 50% de una cantidad
el 25% de una cantidad
el 20% de una cantidad

el 10% de una cantidad

GRUPAL. Compara tus resultados con los de fus companeros.”
e Posibles respuestas de los alumnos:

Esperamos que el procedimiento para obtener el 50, 25 y 20% de una cantidad no
resulten problematicos. Algunos alumnos quizas daran la respuesta automaticamente, a
partir de los problemas que hasta entonces habran resuelto. Otros quizas necesitaran
verificar cuantas veces cabe el porcentaje dado en el numero 100 para poder responder

(como 20 cabe cinco veces en 100, el 20% es la quinta parte de la cantidad inicial).



Esto se puede comprobar a partir del registro grafico: viendo que el 50% cabe dos

veces en el total, el 25% cuatro y el 20% cinco.

Es posible que algunos alumnos no recurran a los problemas anteriores de esta
sesidn, sino a la sesion previa, y entonces recuperen la técnica del operador decimal. El
profesor puede aprovechar para mostrar la equivalencia entre ambos operadores, por

ejemplo, que es lo mismo multiplicar por 0.5 que tomar la mitad de una cantidad.

10%,

corresponde a la décima parte del total, y otros, que es la mitad del 20%. Esperamos que

Para obtener el prevemos que algunos diran que este porcentaje

en la confrontacién pueda mostrarse que la segunda implica la primera.
Problema 4.
e Propésito didactico:

Que los alumnos resuelvan los tres tipos de tareas en el registro numérico,

utilizando operadores unitarios.
e Propdésito de investigacion:

¢ Fueron suficientes las actividades anteriores para que los alumnos puedan
abordar casos simples de tareas 2 y 3 en el nivel numérico? En particular, las resoluciones
que desarrollaron en la actividad anterior al resolver las tareas del tipo 2 y 3 en el registro
grafico ¢constituyen un referente Util para comprender problemas similares en el registro
numérico? Esto podra observarse en i) expresiones que los alumnos usen
espontaneamente del tipo “es como en el ejercicio pasado...”, y ii) evocaciones similares

que el profesor haga para ayudar a algun alumno y que resulten utiles.

¢ Qué consecuencias se desprenden del tipo de dificultades que subsisten con

respecto a la secuencia, tanto a la parte realizada como a la parte por realizar?

e Sjtuacion:

“En la siguiente tabla aparecen datos de los terrenos de otfros cinco agricultores
que decidieron sembrar la variedad C de maiz. Calcula y anota los datos que
faltan.

Maria Ramoén | Alejandra Sergio Pepe
Area total 5 400m? 8 400 m2
Area sembrada 3200 m?2 1, 200 m2 2 100 m? 800 m?
Porcentaje del area 20% 50% 25% 10%
total que fue




\ sembrada | \ \ | \

GRUPAL. Compara los resultados que obtuviste con los de tus companeros. En el
problema 3, jalguien contesté que el terreno de Pepe mide 80 metros
cuadradose Comenten por qué esa respuesta no es factible.”

e Posibles respuestas de los alumnos:

Esperamos que la tarea de tipo 1 (Maria) resulte bastante sencilla, y que la

mayoria de los alumnos tomara la quinta parte de 5 400.

Para resolver la tarea de tipo 2 (Sergio) quizas encontraran la respuesta
mediante el procedimiento de ensayo error, aplicando a 8400 dos veces la mitad para
hallar el 50% y el 25% que coincidira con los 2 100 m?, o dividirdan 8 400 entre 2 100
para ver qué parte es el segundo del primero. Este buen comienzo puede no llegar a
buen término si comenten errores como, al obtener 4, confundir su sentido de “la
cuarta parte” con el 4% o contestar que el porcentaje es el 21% (que resulta
simplemente de quitar dos ceros a 2100), como sucedid en la aplicacion del
cuestionario. No obstante, no creemos que estos errores sean frecuentes. Para
encontrar la respuesta correcta por este camino, deben todavia saber que Y4 equivale
a 25%.

Finalmente, en las tareas de tipo 3 (Ramoén, Alejandra y Pepe) es probable que
iteren la cantidad final el nUmero de veces necesario —cuatro veces el 25% es igual al
total—, o bien que apliquen el porcentaje dado a la cantidad conocida, como si se tratara del

tipo 1 de tareas.

Es muy probable que el tiempo de la sesidon no sea suficiente para realizar este
problema, no obstante hemos decidido incluirlo para que lo resuelvan aquellos alumnos

que terminen los primeros tres problemas antes que sus comparieros.
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