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INTRODUCCION

Planteamiento del estudio
El presente estudio explora la ensenanza de la nocién de proporcionalidad en

secundaria desde la perspectiva de los conocimientos de los maestros sobre el tema y
sobre su didactica.

La proporcionalidad es una nocién que se encuentra incluida en los programas de
estudio de matematicas de primaria (de cuarto a sexto grado) (SEP, 1993), de-
secundaria (SEP, 2006b), y también se presenta en los de los niveles medio superior.
Constituye una nocién de aritmética que se encuentra presente en una gran cantidad
de situaci.ones de la vida cotidiana y en practicamente todas las disciplinas cientificas
incluyendo las del area de sociales (Fiol y Fortuny, 1990), e incluso en arte (pintura,
musica).

En el nivel basico, la proporcionalidad, guarda relaciones con otras nociones de
matematicas tales como, conversiones de unidades, figuras a escala, semejanza,
trigonometria, funciones, razén de cambio. Estas relaciones son importantes en la
comprension tanto de las relaciones de proporcionalidad como de las otras nociones.

No cobstante, diversos estudios, tanto cognitivos (Inhelden y Piaget, 1955; Hart,
1988, Noelting, 1981) como didacticos (Vergnaud, 1988; Bilock, 2001; Ramirez, 2004;
Mendoza; 2007; entre otros), han mostrado la existencia de dificuitades para resolver.
problemas de proporcionalidad y han dejado ver que éstas dificultades, asi como los
errores con fos que se manifiestan, en particular el error que consiste en utilizar
estrategias aditivas en lugar de muitiplicativas, pueden provenir tanto de una cuestion
de desarrollo del razonamiento proporcional, como de una ensefianza deficiente.

Con respecto a la ensefianza de la proporcionalidad, cabe destacar que ésta ha
sufrido grandes.cambios a lo largo de los afios, no sélo en el aspecto didactico, sino en
la manera en la que se reconstruye y define el saber matematico mismo. El tema ha
pasado de ser la culminacién de la aritmeética escolar, a estar ausente del curricuium,
para reaparecer con distintas caras. Ello, naturaimente, ha afectado al conocimiento
que los maestros de todos los niveles escolares tienen sobre el tema (Block, 2006).

'~ Es importante entonces saber cémo se sitla hoy en dia el tema de
proporcionalidad en el proyecto de ensefanza de las matematicas en la educacién
béasica y, en particular, cual es la perspectiva de los maestros. Los maestros son parte
de un sistema; que como tal, son responsables de llevar a cabo un proceso: la
ensenanza, en particular, de los contenidos. Ademas, son quienes tratan de alcanzar



los objetivos planteados en el programa, asi como en su forma de ensefar. No
obstante, es importante decir también'que los maestros son responsables de su
conocimiento solamente en parte, pues lo que ellos saben es también consecuencia de
lo que se les ha ensefiado. Por ello, el estudio de sus conocimientos debe tener muy
presente las condiciones institucionales en las que ha vivido, por decirlo de alguna
manera, el conocimiento en cuestion.

| Algunos motivos mas particulares del interés por el tema, ademas de los
mencionados, son: (1) que en México, y en particular en el DIE, se han llevado a cabo
estudios relativamente recientes sobre ia ensefianza de ia proporcionalidad en primaria
(Block, 2001, 2005; Ramirez, 2004), pero poco en secundaria (Mendoza, 2007) y nos
interesa extender el conocimiento de esta problematica a toda la educacion basica; (2)
que actualmente estamos atravesando por una reforma curricular (2006) en .
secundaria, por lo que la reflexion sobre lo que los maestros saben es oporfuna Y,
finalmente, (3) porque desde mi experiencia como maestra en el nivel secundaria me
he enfrentado con dificultades e interrogantes que, desde ese lugar, ha sido dificil para

mi resolver.
Por todo lo anterior, la ensefianza de la proporcionalidad me ha parecido un tema

relevante a estudiar desde los conocimientos de los maestros. Para ello, con mis
asesores, decidimos realizar un estudio basado en un analisis de los conocimientos,
del tema, de los maestros, a traves de un cuestionario el cual serd una ventana que

nos acercara a la problematica y nos. dard una visidon mds amplia acerca de la

ensefanza de la proporcionalidad.

Antecedentes
A continuacion presentamos aigunas investigaciones que han aportado al conocimiento

de 1a nocidn de proporcionalidad y su ensefianza.

Investigaciones de perspectiva cognitiva
Dichas investigaciones estuvieron basadas en las relaciones que intervienen para

resolver problemas de proporcionalidad. Entre las mas destacadas se encuentran:
Piaget, bajo su teoria psicogenética, estudio la proporcicnalidad utilizando una
situacion de dos variables linealmente independiente, concluyendo que su adduisicién
implicaba un proceso de desarrolio subordinado a ia construcciéon de determinadas
estructuras del pensamiento l6gico: idéntica, inversa, reciproca y correlativa. Su

coordinacion diferenciaria el pensamiento de un adolescente y un nifo. Es asi como



Piaget y sus colaboradores ubican a la proporcionalidad en el estadio formal,
alcanzandose alrededor de los 14 afios (Piaget en Block, 2001).

‘ No obstante, estudios posteriores (Karplus y Peterson, 1970) refutan el estadio
formal, presentando a un gran nimero de alumnos del Ultimo afio de secundaria y
algunos de universidad que no han logrado adquirir el razonamiento proporcional.

Es asi como se hizo necesario profundizar en las estrategias que realizaban los
alumnos y dejar de enfocarse en la estructura cognitiva general. Algunos estudios
sobresalientes al respecto fueron realizados por Karplus. (1977) y por Hart (1984). Ellos
hicieron una clasificacién de estrategias (en Fiol y Fortuny, 1990). ‘

Tourniare y Puios (1985) por su parte, también enfocaron sus trabajos en los
procedimientos que' emplean los alimnos (en Block, 2001). Tourniare sintetizé los
trabajos realizados hasta entonces clasificandolos, a los problemas y trabajos, en tres
grupos: fisicos (bafanza y proyeccion de sombras), de razon y proporcion (Mr. Tall and
Mr. Short) y, problemas de mezclas (Lemonade Puzzle).

Hart (1988) y Karplus (1983) reconocen que existen factores dentro de las tareas
que provocan el uso frecuente de las estrategias aditivas, por ejemplo. Hart también
reconoce el uso de estrategias espontaneas, las llama “building up®, las cuales
conservan la suma y ias razones internas (en Bilock, 2001).

Con el fin de corregir el uso de estrategias erréneas, como las aditivas, los
investigadores con-‘sideran que es necesario estudiar situaciones de ensefanza,
~ surgiendo entonces la perspectiva didactica.

Inve:stigaciones de perspectiva didactica
Estos trabajos buscan favorecer el aprendizaje y la ensefanza de la nocién de
proporcionalidad.

Vergnaud {(1988) propone el concepto ‘de “campo conceptual® de las estructuras
multiplicativas”, que define como “el conjunto de todas las situaciones qué pueden ser
analizadas como problemas de proporcidon simple o miultiple y para los cuales
usualmente se necesita multiplicar o dividir”.

Bosch (1994) realizd un analisis a la teoria de razones y proporciones en los

textos clasicos en donde mostré los cambios sufridos y las debilidades principalmente

' Dicha teoria afirma que un concepto no puede ser reducido a su definicién, al menos si se est
interesado en su aprendizaje y ensenanza, Dice que a través de las situaciones y de los problemas que se
pretenden resolver es como un concepto adquiere sentido para el nifio (Vergnaud, 1990).



en el nivel tedrico. También reconocid que el progreso de las técnicas e hizo una
diferenciacion entre los objetos ostensivos? y los no ostensivos.

Bolea y otros (2001) proponen un modelo dé'algebrizacién basado en grados de
algebrizacion de una organizacion matematica. Toman a la proporcionalidad de
magnitudes como la organizacion matematica a estudiar. Con ello pretenden dar
cuenta de los procesos transpositivos que afectan al proceso de algebrizacion.

Comin (2002) realizd un estudio de la evolucion de las condiciones de la
ense_ﬁanza de la proporcionalidad para comprender las razones de las dificultades que
tienen alumnos y maestros entorno a esta nocién. En él propdne un modelo en el que
esquematiza y organiza los conocimientos de la proporcionalidad en tres marcos: el de
las magnitudes, el de las magnitudes medidas y el de la variables numéricas.

Algunos estudios experimentales de esta misma perspectiva, realizadas en

diferentes paises:

Investigador(es) Pais Estudio consistié en:

El disefio y la aplicacibn de secuencias didacticas
Block, David México relativas a la nocién de razén, dirigidas a alumnos de
(2001) tercer a quinto grado de primaria. Posteriormente, se

realizo el analisis de resultados de una de éstas.

. Un andlisis cualitativo y cuantitativo con tres unidades:

SolarB., H., ¥ : . - . :
Zamorano. A Espafia el estudio de tres libros, aplicacion de un cuestionario a
5002 » o P dos grupos de primero ¥ segundo de secundaria y, una
( ) _ entrevista a dos expertos en matematicas.

Un programa de educacién para maestros en formacion
Monteiro, Cecilia dfa educacion bas_lca de matematicas, se exploraq las
(2003) Portugal dificuitades que tienen con los conceptos de razon y
proporcién, principalmente cuando ellos resuelven
problemas usando algoritmos. :

Un analisis didactico de una secuencia de clases
comunes acerca de Ila ensefianza de fa

Ramirez, : s
Maraqarita , México proporqlpnalldad, en un grupo de s_exto grgdo de
5 94 educacion primaria, de una escuela pablica, orientado
: acia la recuperacion de formas de trabajo especificas
(2004) hacia | ion de f de trabaj ifi

de un maestro en |la ensefanza de las matematicas.

2 Definido como ostensif del latin ostendere, que significa mostrar, presentar con insistencia, para referirse
a todo objeto que tienen una naturaleza sensible, una cierta materialidad, y que, de hecho, adquiere para
el sujeto humano una realidad perceptible (Bosch y Chevallard en Ramirez, 2004).
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Investigador(es) | - Pais Estudio consistid en:

Un experimenio de dos afos relacionado a Ia
ensenanza y aprendizaje de los nimeros racionales y

Adjiage, R. y proporcionalidad (sexto y séptimo). Se observaron dos
Pluvinage, F. Francia clases, donde una era conducida por un maestro y
(2007) usaban papel y lapiz y ia ofra clase fue basada en un

marco de trabajo, e hicieron un estudio de comparacion
de lo aprendido en las dos clases.

Ben-Chaim, D., _— Crear, implementar vy evaluar un modelo de ensefianza
Keret, Y.y Israel del razonamiento proporcional como parte de un
llany, B. S programa de educacién para maestros de matematicas
(2007) en formacion en israel.

Nuestro estudio; similarmente a otros aqui mencionados, esta centrado en los
maestros, particularmente en sus conocimientos acerca de la nocidén de
proporcionalidad. Solo que éste, ademas de explo.rar' sus conocimientos y dificultades
al momento de resolver diferentes problemas que involucran dicha nocion, explora —de
sus respuestas escritas- las caracteristicas que los maestros atribuyen a las relaciones
de proporcionalidad, es deci_r, por qué una relacién es, o no, de proporcionaiidad; los
vinculos que establecen con otros temas de matematicas; la comprension de algunos
concepltos relacionados con la proporcionalidad y; algunos conocimientos que 'tienen
sobre sus alumnos y su ensefianza. A grandes rasgos, deseamos que el estudio
considere un campo mas amplio de exploracién de la nocién de proporcionalidad. Esto
con el fin de construir un panorama mas claro que muestre los conocimientos con los

que los maestros cuentan actualmente, y posiblemente ensefien, de esta nocion.

Preguntas de investigacion
El presente estudio estd centrado en la ensenanza de la proporcionalidad desde los

conocimientos de los maestros. Se estudia la proporcionalidad directa que se planiea
en primer grado de secundaria (SEP, 2006b).
Esta investigacion es de caracter exploratorio y esta motivada por la siguiente

pregunta: _
¢;Como se ensefia hoy en dia la proporcionalidad?

Desde el punto de vista de “el sujeto” que se encarga, mas directamente, de llevar a

cabo la ensefianza, tenemos a los maestros como respuesta. Partiendo de estos



sujetos, nos centramos en estudiar sus conocimientos respecto a la proporcionalidad y

responder:

¢ Cudles son los conocimientos que los maestros tienen sobre la nocion de
proporcionalidad y algunos aspectos de su ensefianza?

Para ello nos planteamos los 5iguientes propositos:

e Explorar como resuelven los maestros algunos problemas de
proporcionalidad, las caracteristicas que les atfibuyen y como los
reconocen. ' '

« Explorar algunos conocimientos de los maestros relacionados con la
ensenanza de la proporcionalidad, en particuiar, el de los conocimientos de
los estudiantes.

+ Expiorar las técnicas gue los maestros dicen que usarian en su.ensefianza
para resolver problemas de proporcionalidad. '

« Explorar relaciones con otros temas de matematicas en donde interviene la

proporcionalidad que el maestro establece.

-Composicion de Ia tesis

La tesis esta compuésta por tres capitulos: ‘
El primer capitulo retine consideraciones matematicas, curriculares e historicas

sobre la proporcionalidad. En éste se expone las definiciones de proporcionalidad
sustentadas desde diferentes teorias, asi como la abordada desde una investigacion
educativa. También se aborda la importancia de la proporcionalidad por ser base para
el estudio y la comprension de otras nociones matematicas. Se resumen las anteriores
y actual reformas curriculares en México. Por Ultimo, plantean las herramientas tedricas
de trabajo: la proporcionalidad como situaciones (TSD) y como pfaxeologia (TAD).

El segundo capitulo es mas extenso. En é! se informa la construccidén del
cuestionario y su metddologia, y' se presentan los resultados obtenidos con la
aplicacién del cuestionario. "

En la primera parte, ademas de describir las finalidades, desarrolio, estructura y
caracteristicas del cuestionario, se incluye el analisis previo de los problemas y
ejercicios del instrumento. En éste se explican las razones por las que se eligieron

esos problemas y ejercicios asi como algunas respuestas que podian esperarse. A
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partir de los datos obtenidos, se crearon categorias de andlisis que se encuentran
también en este apartado.

En la seccion de resuftados, se presenta primero un panorama general tanto de
los problemas y ejercicios como de los argumentos escritos y, enseguida se analizan
de forma particular las técnicas y los argumentos mas frecuentes asi como las
principales dificultades. Al final se sintetizan los principales hallazgos de la resolucion
de problemas. ‘ ‘

Posteriormente, en la seccién de perfiles, se presentan dos clasificaciones de los
maestros: (1) segun su desempeﬁd en los apartados del cuestionario: resolucion de
problemas, identificacion del tipo de relacion y argumentacion; y (2) segln la tendencia
de procedimientos mas empleados por un mismo maestro. Con estas dos
clasificaciones se pretende encontrar relaciones entre el tipo de procedimientos que
usa y el desempenio en la resolucion del cuestionario. Tarhbién, se anaiizan relaciones
entre el desempefio y otras variables como formaciéon académica, experiencia, sexo y
edad. _

Finaimente, en el tercer capitulo se muestran algunas reflexiones finales de lo

constituyo este estudio, asi como las conclusiones y contribuciones del mismo.

11



CAPITULO |I. CONSIDERACIONES MATEMATICAS, CURRICULARES E
HISTORICAS SOBRE LA PROPORCIONALIDAD

1.1 Definiciones de la proporc_:ionalidad

La proporcionalidad es un tipo de reiacion entre dos magnitudes gque se puede
_caracterizar de muy diversas maneras, por ejemplio por el hecho de que los valores de
una de las magnitudes pueden determinarse a partir de los valores de la otra, mediante
la multiplicacion por un factor llamado constante de proporcionalidads. Sé trata de una
nocién matematica: antl:gua que ha sido ensehada desde tiempos remotos®, y cuya
presentaciéh se ha visto fuertemente modificada a través del tiempo, segln las teorias
matematicas en las que se ha sustentado y, también, segtin el enfoque.didéct_ico que
ha prevalecido en distintos momentos. Hoy en dia la proporcionalidad constituye un
concepto hibrido que ha inéorporado aportaciones de las diferentes teorias y, aunque
es importante en la educacién bésica, parece' ser caduco desde el punto de vista de los
matematicos (Ramirez, 2003: 5).

La proporcionalidad se presenta en numerosas situaciones de vida cotidiana, del
de los asuntos relacionados con el dinero (el comercio, los impuestos, etc.) y se
relaéiona con diversas areas, no séllo matematicas vy ciencias,' también areas como
arquitectura, ingenieria, artes, efc. podemos ver sus aplicaciones.
| Desde el punto de vista de la formaciéon matematica de los estudiantes del nivel
basico, la proporcionalidad constituye posiblemente el conocimiento de aritmética mas
complejo, y juega un papel importante en su desarrollo matematico integral para la
comprension de otros conceptos. _

Enseguida veremos elementos de la definicién de la proporcionalidad, desde dos
referentes, el de la teoria clasica: razones y proporciones, y el mas moderno: la teoria
de funciones. Podremos ver que las variantes actuales de la ensefianza de la

proporcionalidad en educacion bésica, si bien no se ubican en ninguno de estos

v

extremos, toman de cada uno distintos elementos.
Posteriormente, utilizaremos un esquema que presenta tres marcos de
modelizaciones escolares de la proporcionalidad, aporte de una investigacion que se

ubica en la didactica de las matematicas, y que ayuda a dilucidar con mas claridad las

distintas “capas” conceptuales que revisten a esta nocion.

® Esta es una forma de caracterizar las relaciones de proporcionalidad. También es una propiedad
necesaria y suficiente para las relaciones de proporcionalidad directa. Mas adelante mencionaremos el

resto de éstas.
* Desde los textos clasicos de aritmética del siglo XIX el capitulo de “Razones y Proporciones” constituia la

culminacion de la ensenanza de la aritmética.

13



Enseguida, daremos una mirada a la ensefanza de la proporcionalidad en los
textos actuales y, finaimente, haremos una breve caracterizacion de los tipos de tarea 'y

técnicas presentes en la ensefanza.

1) Teoria de las razones y proporciones

Los libros abordaban este tema describiendo los conceptos, definiciones, propiedades,
teoremas y corolarios de la teoria de razones y proporciones. Posteriormente,
introducian algunas situaciones® en las que intervenia la proporcibnalidade. Hemos
tomado como referencia los libros, un clasico de principio del siglo pasado, “Nociones
Elementales de Aritmética para el uso de las Escuelas de Instruccién Primaria
Elemental” (Anizar, 1911) y. un texto tradicional sumamente consultado en México por
profesores y 'formadores “Aritmética. Tedrico, practica” (Baldor, 1973).

Razén es el resultado de la comparacién entre dos cantidades homogéneas’, la
cantidad que se compara se llama antecedente, y aquella con quien se compara,
consecuente, las dos juntas se llaman féerminos de la razén, y el resultado de la
comparacion, relacion o exponénte. La razdn puede ser: aritmética o geométrica (Sélo
abordaremos la geométrica). ‘

Razon geomélrica o por cociente, es el cociente de dos cantidades homogéneas.
Se indica poniendo dos puntos entre el antecedente y el consecuente, o bien en forma

de quebrado, el antecedente como numerador, y el consecuente como denominador:

P a " L] ) L
a:b o ™ a es geométricamente a b

Proporcion es la igualdad de dos razones. Puede ser aritmética o geométrica,
donde la primera seria ila igualdad de dos razones aritméticas, y la segunda de dos
razones geomeétricas. Esta lltima se forma de la siguiente manera:

Proporcion geométrica: a:b:c:d “a es geométricamente a b, como ¢ es
geomeétricamente a d” _
El primero v cuarto término. de la proporcién se llaman extremos, y el segundo y -

tercero, medios.
Teorema. La propiedad fundamental de la proporcion 'geométrica es el

producto de los medios es igual al producto de los extremos.:

% Las situaciones que se presentaban eran: regla de compaiiia (repartimientos proporcionales), regla. de
interés, regla de descuento (porcentajes), regla de aligacién, regla falsa suposicion, problemas de mezc!as :
o aleaciones y de seguros (Anizar, 1911; Baldor, 1973).

En este estudio solo consideraremos a la proporcionalidad directa.

7 Se refiere a cantidades de la misma magnitud.
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Corolario. Uno de los extremos (o medio) es igual al producto de ios medios

(extremos), dividido por el otro extremo (medio).-

En toda proporcion geométrica se pueden efectuar las siguientes

transformaciones, sin afectar la proporcion (a: b::c:d )

Alternar, intercambiar los medios (a:c::b:d ) o los extremos (d:b::c:a).
Invertir, poner los medios en lugar de los extremos y viceversa (b:a::d:c).
Permutar, poner la primera razén por la segunda y viceversa(c:d:a:b).

Componer; .comparar la suma de antecedente y consecuente con unc de los
dos; esto es, con el antecedente o con el consecuente de cada razdn
(a-yb:b::c+'d:d). ’

Dividir, comparar la diferencia de antecedente y consecuente con uno de los
dos en cada una de las razones; esto es, con el antecedente o con el

consecuente de cadarazén (a-b:b:c~d:d).

Otras propiedades que se destacan en esta teoria para una proporcidon geomeétrica

(z=¢) son:

Multiplicar o dividir todos los términos (o los antecedentes, o los consecuentes,

o dos términos de una de las razones) por un mismo nimero:

o &M _gexm  sxm _ gam e s -
- Y bem  dem? a7 - N,
bxm — dxm® b+m  d=m : - 4 D e B yy
o &xm _gxm grm _ gim ; rLidtTrase
b d ' b d * 1 ) ‘
a c a __¢ i e g TR A L
© bxm T Gxm’ bem  dim’ b mari ACIONES BDJCATIVAS
{ipd W RS WA I s FEV A )
: : g il yo% A Y -TPD
o &m_g B8_cem ] CAMVESY “_"ff_r} .
bxm d' b d+m” o et o sy b

Etevar todos sus términos a una misma potencia: z—: = “5?-

Extraer una misma raiz a todos los términos: %‘% = % .

Se dice que dos magnitudes son directamente proporcionales cuando multiplicando o

dividiendo una de ellas por un nimero, la ofra queda multiplicada o dividida por el

mismo numero.

Una vez presentado el conjunto de conceptos, definiciones, teoremas y

propiedades, se presentaban las técnicas —principalmente la regla de tres simple-

necesarias para resolver los problemas que abordan |a proporcionalidad.
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La regla de lres es una técnica que sirve para encontrar un término desconocido,
que esté en proporcion geométrica con los términos dados. Se divide en simple y
compuesta. Se llama simple cuando hay tres términos conocidos y uno por conocer, y
compuesta cuando hay mas de tres términos conocidos Y uno por conocer.

La regla consiste primero en formar fa p}bporcién, haciendo ia primera razén con
las cantidades homogéneas conocidas, de modo que la relativa a la incognita esté
como consecuente, la segunda razén se forma con la homogénea de la incognita como
antecedente y la incégnita como consecuente. Posteriormente, se busca el cuarto
término aplicando el teorema fundamental de la proporcién. Ejemplo: si 4 libros cuestan

$8, ¢ cuanto costaran 157

Resolucion:
Cantidades Cantidades homogéneas: relativa a
homogéneas conacidas la_incognita e incognita
4 libros 8 pesos
15 libros X

Construccion de la proporcion:

X = 15’<8=@=30 pesos
4 4

= =

12 razon 2% razon

2) Teoria de funciones
Una funcién puede considerarse como una correspondencia de un conjunto X de

numeros reales x a un conjunio Y de nameros regles v, donde el ndmero y es uGnico
para cada valor especifico de x. El conjunto de todos los valores admisibles de x se
denomina dominio de la funcion, y el conjunto de todos los valores resultantes de y
recibe el nombre de contradominio (Leithold, 1998: 2).

Una funcién lineal, también llamada aplicacion lineal o transformacion lineal, es
~una funcién T entre dos espacios vectoriales® V y W sobre el-_ca.lmpo9 K, tal que

satisface lo siguiente:

® Un espacio vectorial scbre el campe K, es un conjunto X junto con dos operaciones +: X xX - X vy
e KxX — X que satisfacen las siguientes propiedades: 1) x+y=y+x,2) (x+y)+z=x+(y+z), 3)
Existe un elemento en X (. X = ¢ ) que denotaremos por 0, tal qgue x+0=0+x=0, ¥Yxe X, 4) vx e X,
existe un elemento en X que denctaremos por —x tal que x+{-x})=0, 5) ae{fex}=(af)ex, 6) Si
1eKdenota el neutro multiplicativo, entonces Tex=x, 7) (a + ﬁ)- x=aex+fex, 8)
ae(x+y)=aex+ pex (Grabinsky, 1998). :

® Ver mas en Hoffman, K. y Kunze, R (1973).
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1) T{u+v)=T({)+T({) isomorfismo aditivo

2) T(ku)=kT{u) isomorfismo multiplicativo
Dondeu,VEV.ykeK. -

Las funciones lineales definidas para el campo de los numeros reales p'ueden
definirse a partir de su ecuacién que es del tipo f(x)=kx, donde k es llamada
constante de proporcionaiida'd y, cuya representacion grafica corresponde a una linea

‘recta que pasa por el origen® ,
~Un error comin es denominar funcion lineal a las func;ones —en el campo de los

reales- del tipo: f(x)=kx+b por ser también su gréfica una linea recta o por tener una
- funcién lineal asociada f(x)=kx. Sin embargo, la linealidad estd asociada al
. isomorfismo aditivo y multiplicativo. La danominau_::ién correcta de este tipo de funciones

es funcion afin. ,
En el libro “Algebra fineal’ (Hoffman y Kunze, 1973), los autores intentan aclarar

la confusidn del término “funcidn lineal” cuando ésta actua en los reales, partiendo por
la definicion de que la imagen del elemento neutro del conjunto de partida es el
elemento neutro del conjunto de llegada, pero en este caso hablamos del mismo

elemento, 04 : f(04) =0, . Por tanto, correspondera a una linea recta que pasa por el

origen"

Como se ve, la teoria de las razones y la de las funciones constituyen referentes de la
proporcionalidad tan distintos entre si que pareciera que no tienen que ver uno con el
otro. Entre otras diferencias, destaca el hecho de que en primera las magnitudes

concretas estaban muy presentes -aunque se perdieran momentaneamente en las

" Teorema 1. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo F, sea {a'1. ey an} una base
ordenada de V. Sean W un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo F y £, ..., £, vectores cualesquiera .

de W. Entonces existe una Unica transformacion lineal de T de V en W tal que Taj=p;,  j=%...,n
Este teorema destaca que las funciones lineales son muy especiales, pues la definicién de funcién es muy
general y, siendo V y W espacios vectoriales (no nulos), existen una multitud de funciones de V en W

gHoffman y Kunze, 1973: 70)
' De acuerdo a la definicién, si T es una funcién (o transformacion) lineal de V en W, entonces T(0) = 0

7{(0)=T(0+0)=T(0)+T(0)

Supongase que V es el espacio vectorial R1. Una transformacion lineal de V en V es entonces un tipo
espec:al de funcién real en el gje real. En un curso de célculo es probable que se diga que tal funcion es
funcién lineal si su grafo es una recta. Una transformacion lineal de R' en R', de acuerdo con la definicion,
sera una funcion de R en R cuyo grafe es una recta que pasa por el origen...Tal fransformacion preserva
las combinaciones lineales; esto es, si 24, ..., @, sonvectoresde Vy ¢y, ..., ¢, son escalares, entonces

T{Cya1 + ... + Cpaty ) =T(Cyxy) +...+ T(cha, ) {Hoffman y Kunze, 1973: 68),
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intricadas reglas para manejar pfoporciones—, mientras que en la teorla de las
funciones lo que hay son nimeros abstracios, variables reales. No obstante, como
veremos un poco mas adelante, o que se encuentra hoy en dia en la ensefanza es
una diversidad de varianteé, cada una tomando de estos marcos distintos elementos.
Antes de asomarnos a la propuesta actual, presentamos una caracterizacion del objeto
“proporcionalidad”, hecha desde la investigacion en didactica de las matematicas, y

que resulta Gtil para interpretar, y para ubicar los conceptos y términos procedentes de

distintas épocas.

-3} Tratamiento didactico de las estructuras matematicas de la proporcionalidad:

el modelo general (Comin, 2002)
Eugéne Comin en su articulo “La ensefianza de la proporcionalidad en la escuela y el

‘colegio” describe a través de un esquema la organizacién escolar de la
proporcionalidad. En €l presenta tres marcos en los que se inscriben las diferentes

modelizaciones escolares de la proporcionalidad:

T \7—. R*x{u} —/fgi/" P

K

A A -
H 1 Y - v )
magnitudes _ magnitudes medidas variables numéricas
S J—— L. A
L i -
marco aritmético marco aigebraico o numérico

Csguema 1-1. Modelo general de las modelizaciones escolares de la proporcionalidad

» Marco de las magnitudes. Sélo se trabaja con cantidades de magnitud™ sin afudir
a algun valor de éstas. Para mostrar que dos magnitudes G y G son proporcionales
es necesario mostrar que toda razén de dos elementos de una mag'nitud es igual a

la razén de Ilos elementos correspondientes de la oftra magnitud:

12.Nos referiremos a: magnitud, como el nombre genérica de un tipo de magnitud; a cantidad de magnitud,
como la magnitud especifica de un objeto, por ejemplo, “la longitud de una mesa™; y a medida, como el
valor numerico asignado a la cantidad de magnitud proveniente de una aplicacién, por ejemplo, 1 metro.
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R(g..g9,)=R(g'>,g',), para cualquier g1 y g» de G. Las justificaciones para esta
universalidad son: expresar una ley fisica, una necesidad matematica o l6gica o
convencion social. Para determinar los elementos faltantes se consideran dos
hechos: uno, conocer la razén de dos elementos de una misma magnitud dada la
razén de los dos elementos correspondientes de la otra y, dos, el elemento
correspondiente a un elemento de una de'las magnitudes se obtiene con ayuda de
una proporcion en la que se conocen tres eleméntos, siendo el cuarto el elemento
buscado. '

+ Marco de las magnifudes medidas. Cantidades expresadas por parejas: medida y
unidad. Con las medidas (m,, my) se pueden formar razones entre dos magnitudes
(g1, 92) sin que tengan que ser homogéneas. Asi, las magnitudes son

‘proporcionales 5 - suUs medidas o son, -y viceversa,

R(g.. g,)=R(g>. 9% )<= '—:f- = Z’;—f Para averiguar si hay proporcionalidad se busca

que, para fodo par de medidas (m,, m';), existe un nimero tal que m',;=kxm; . E!
célculo de elementos faitantes se facilita por la existencia de la relacién numérica
y=kKx. '
e Marco de las variables numéricas o algebraicas. La proporcionalidad entre dos
conjuntos se verifica al establecer una correspondencia biunivoca entre estos
conjuntos, de forma que si la razon formada entre dos nimeros correspondientes
es constante, entonces se puede considerar que los conjuntos forman una funcion
lineal. Sdlo si los nimeros son positivos pueden considerarse medidas de dos
magnitudes proporcionales. En la practica, basta verificar si las razones internas se

conservan. El calculo de los valores faltantes también se facilita por la existencia de

la relacion numérica y = kx.

Asi, este esquema permite comprender a la proporcionalidad de manera dinamica,
como una relacién entre magnitudes, la cual puede ser modelada como una relacién

entre las medidas de las magnitudes, la cual, a su vez, puede ser modelada por el

concepto de funcidn lineal.
En los afios setentas, con el movimiento de las matematicas modernas, hubo

intentos por ensefiar en la escuela basica directamente el modelo algebraico. Hoy en

dia hay consenso en la necesidad de partir de las magnitudes:
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With “modern mathematics”, the question arose: Is it better to learn numbers
and operations before applying them to magnitudes, or to study magnitudes-
first in order to construct numerical concepts? Nowadays mathematics
education gives magnitudes a central place in learning, particularly in the
domain of ratio. But during the 70's, magnitudes were dropped from many
curricula, with regrettable consequences (Rouche, 1997: 41—43; y Brousseau,.
1986: 75-95, citados por Adjiage y Pluvinage, 2007).

Temarios
Los temarios, asf como los tipos de tareas™ proporcionan una forma mas de contrastar
los acercamientos a la proporcionalidad. En la tabla siguiente se muestran'dos listas de

temas, una del acercamiento clasico (Razones y Proporciones) y otra del actual.

Teoria CIaSIc;lB:;&z;.ni:%;;,mpormones Ensenanza actual (SEP, 2006b)

» Valor faltante . . Vaior faltante -

Regla de compafiia (repartimientos TR orrt? an t

proporcionales) ‘ epa J{nlen] 0S
» Regla de interés gfggg{'ClQna es

i . janza

: EZSII: g: g,?;;;’f-,?fo (porcentajes) s Factor de proporcionalidad
« Regla falsa suposicién . ;Lgl;'zglr;:?es
» Problemas de mezclas o aleaCIOﬁes . Cdmparacién de razones

Problemas de seguros
Tabta 1-1. Tipos de tareas donde interviene ia proporcionalidad

Podemos ver que, si bien algunos tipos de tareas se han conservado, en la ensefianza
actual ha disminuido el ndmero de aplicaciones practicas (desaparecieron del
curriculum de educacién basica temas como la regla de interés, de aligacion y de falsa
suposicidn), y en cambio hay cierta presencia de temas que se vinculan mas con otra

nociones de matematicas, tales como la semejanza, y la composicién de operadores.

1.2 Proporcionalidad como andamio en la con_struccién de otras nociones
matematicas _

El estudio de la proporcionalidad, ademéas de servirnos para comprender y manejar
diversas situaciones ‘'de la vida cotidiana y de otras disciplinas, su conocimiento
también nos ayuda a estudiar y comprender otras nociones matematicas, tanto en el
nivel basico como en el superior. Algunas de estas nociones son: escala, semejanza,

razon, fraccién, nimeros racionales, funcidn lineal y no lineal, medicién, probabilidad,

, '3 | a nocion de tarea o, mejor, tipo de tarea supone un objeto relativamente'preciso... son construcciones
institucionales, cuya reconstruccién en tal institucion, y por ejemplo en tal clase, es un problema completo,
que es el objeto mismo de la didactica (Chevallard, 1999).
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espacios vectoriales, etc. Por tanto, podemos decir que la proporcionalidad guarda
cierta relacion con todas estas nociones.

Vergnaud (1988) menciona que “un concepto simple regularmente no se
desarrolfa en forma aislada sinoc en relééién con otros conceplos a través de varios
tipos de problemas y con la ayuda de varias nomenclaturas y simbolismos”, por lo que
es conveniente estudiar tales nociones como campos conceptuales', y asi “entender
~las conexiones y saltos en la adquisicion de conocimiento por pan‘e de los estudiantes”,

Vergnaud hace referencia al campo conceptual de las estructuras mutltiplicativas
como a todas las situaciones que pueden ser analizadas como problemas de
proporcibnalidad simple o multiple. Y en donde conceptos como razén y fraccion,
incluidos en este campo, posteriormente serén sintetizados en el concepto de nimero
racional (Vergnaud en Block, 2005).

Asimismo, Brousseau al estudiar la ensefianza de los racionales, reconoce el
papel que tiene estudiar situaciones de proporcionalidad (en Block, 2005).

Block (2005) muestra, a través de secuencias didacticas —constituidas por
problemas de proporcionalidad-. la posibilidad de la construccion de las fracciones
como medida y como operador multiplicativo, a pértir de las razones. No obstante,
dejando ver [a complejidad que es su articulacién, y la necesidad de seguir estudiahdo
las secuencias didacticas. | ‘

Cabe destacar aqui, la perspectiva didactica de ia ensefianza de las matematicas
que hoy en dia es considerada, es decir, el papel que desempefia elementos como el
curriculum y los maestros dentro de la ensefanza de un concepto matematico, sin
referirnos a éste mismo. '

Finalmente, debemos reconocer el papel que tiene el estudio de la
proporcionalidad en la educacién basica, y no perder de vista sus vinculaciones al

momento de ensefiarla, pues éste es el puente hacia otras nociones, posiblemente

mas complejas.

1.3 La proporcionalidad en las diferentes reformas en México

La proporcionalidad en el pasado
En México, a lo largo de las Ultimas cinco décadas ha habido al menos tres reformas

curriculares en secundaria, las cuales seguramente han influido en las formas de

* Campo conceptual, definido como un conjunto de situaciones cuyo dominio requiere del manejo de
diferentes conceptos de naturaleza distinta {Vergnaud, 1988).
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ensefianza de la proporcionalidad™. Enseguida nos detendremos en las
transformaciones ocurridas en dichas reformas alrededor'del planteamiento de este
tema.

Ramirez (2004) menciona que alrededor de 1932, el uso de la técnica llamada
“regla de tres” habia desaparecido de los 'programas de la SEP, p'robablemente debido
a su caracter mecanico. Sin embargo, posteriormente, en la década de los sesenta la
regla de tres regresa, inscrita en la Teoria Clasica de razones y proporciones. La
propuesta de esta década se caracterizaba por la aplicacion de reglas, formulas y
definiciones en un gran nimero de problemas estereotipados (Block y Alvarez, 1999).

En los afios setentas, con la influencia europea, surgen las “mateméticas
modernas”. Uno de los objetivos de este enfoque era “iniciar al nifo en las
conceplualizaciones formales de la matematica y'de la manipulacién de situaciones,
expresiones y objetos” (SEP, 1972: ix, en Ramirez, 2004). Una de las modificaciones
mas notables en el tema de proporcionalidad con respecto al enfoque anterior fue la
desaparicién casi completa de los términos razones y proporciones y un nivel incipiente
de introduccion de las ideas de variacion o dependencia funcional (Ramirez, 2004;
Block, 2005). |

En la reforma de los novéntas influyen los primeros aportes de la investigacion en
didactica de las matematicas de filiacion constructivista. Se deja de lado la
interpretacién que enfatizaba las etapas de desarrollo cognitivo de los alumnos
(caracteristica de los programas del primer ciclo de primaria, de los ochenta), para
atender mas a los procesos de construccion del conocimientos especificos y, mas
especificamente, a las condiciones didacticas que pueden favorecer el apréndizaje de
las matematicas (Block y Alvarez, 1999). En esta propuesta se retoma nuevamente las
nociones de razén y proporcion, dentro de las matematicas concretas, aunque éstas se
abordan de manera distinta que en los anos sesenta: por una parte, ahora se incluyen
temas como procesos de comparacion, nociones de variacion (utilizacion de tablas),
variacién proporcional e identificacion de situaciones en las que sUbyaCe o no la
proporcionalidad (Ramirez, 2004), que antes no estaban y, por ofra parte, se promueve
un enfoque que busca abandonar el esquema “reglas, aplicaciones” a favor de
situaciones que permitan a los alumnos ir desarrollando poco a poco por algunas

reglas, a partir de la resolucién de problemas. El marco de referencia de las propuestas

'* El maestro no toma la innovacion taf cual y la sigue al pie de la letra. Rockwell y Mercado mencionan al
respecto: “La resolucién cotidiana de qué ensefar y como hacerlo supone no sélo la reproduccion, sino la
integracion y generacion de conocimientos por parte de quienes ejercen ese trabajo” (1990: 68).
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de esta década tiene una clara influencia de la Teoria de Ias Situaciones Did4cticas de
Brousseau (Brousseau, 1997) | -

Finalmente, en el 2006 surge una nueva reforma en secundaria, adn vigente, la
cual, en conﬁngidad con la de los noventas, enfatiza la importancia de que el
aprendizaje sea construido a través de probiemas, donde la intuicion e ideas previas
intervengan para buscar la solucién. Se favorece ademds, segtn los programas; el uso
de herramientas matematicas para ampliar, reformular ¢ rechazar estas ideas previas
(SEP, -2006:- 9), la busqueda de diferentes formas de resolver los problemés y a
formular argumentos que validen los resultados (SEP, 2006b: 11). ' -

Otro aspecto nuevo en los p.rogramas‘ vigentes es la explicitacion de
competencias matematicas, dentro de la evaluacidn de la asignatura®. Las
competencias que se plantean y definen son cuatro: plfanteamiento y resolucion de
problemas, consiste en identificar, plantear y resolver diferentes tipos de problemas o
situaciones; argumentacién, formular argumentos que les den sustento al
procedimiento y/o solucién encontrados, con base a las reglas del debate matematico;
comunicacién, expresar y representar informacidon matematica contenida en una
situacién del fendmeno, asi como la de interpretarla y, manejo de técnicas, usar
eficientemente los procedimientos y formas de representacion al efectuar calculos, con
o sin el apoyo de la tecnologia. Ademas, resalta no limitarse al uso mecénié:o de las
* operaciones aritméticas y algebraicas, sino que sean los alumnos capaces de elegir la

o las operaciones adecuadas (SEP, 2006b: 17-19)".

La proporcionalidad hoy en dia: un concepto hibrido

Como anteriormente mencionamos-la ensefianza de la proporcionalidad en educacién
basica hoy en dia no estd totalmente orientada a alguna de las teorias antes
abordadas, sino que es tratada, retomando algunas aportaciones tanto de la teoria
clasica de razones y proporciones como de la teoria de funciones. Por tanto, podemos
decir que la nocién de la proporcionalidad se define en la actualidad como un concepto

hibrido sustentado de teorias antiguas y modemnas, adaptadas a través de largos

'® Cabe destacar que lo nuevo es tnicamente la explicitacién de las competencias, pues éstas estaban
consideradas el enfoque anterior (SEP, 1993), pero no estaban expiicitadas en tanto “competencias”.

7 Aunque las competencias se presentan como innovacién de los programas del 2008, al menos en el
caso de mateméticas, éstas son las mismas que se venian desarrollando en los programas anteriores, de
los noventas (SEP, 1993), excepto que ahora se hacen explicitas (SEP, 2006a). Cabe sefialar que para los
maestros resuité confuse que esto no se dijera de esta manera, pues no pocos maestros pensaron que lo
de las competencias implicaba una ruptura con el enfoque anterior.
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procesos de transposicién didactica (Chevallard, 1992)"®. Se habla de variaciones
funcionales, pero se conservan técnicas como la regla de tres. Se estudian situaciones
de valor faitante, reparto proporcional, aplicacién sucesiva de factores constantes de
proporcionalidad, porcentajes y proporcionalidad inversa (SEP, 2006b).

Por otro lado, de acuerdo al plan de estudios, la proporcionalidéd se aborda como
subtema del eje™ manejo de la informacion, donde se resuelven problemas que
requieren analisis, organizacion, representacion e interpretaciéon de los datos (SEP,
2006b: 11). _ |

A continuacion presentaré algunas de las caracteristicas que asume la
proporcionalidad en la ensefianza actual en México, a través de una mirada a libros de
texto. Cuando sea pertinente destacaré los vinculos con las teorias de referencia.

Regularmente, en los libros de texto actuales de educacion basica® la nocidn de
proporcionalidad se introduce a través de una situacion problematica, por lo que
podemos decir que éstos ubican de entrada a la proporcionalidad en el marco de
magnitudes medibles de acuerdo al Esquema 1-1. Después de la situacion
problematica, se define algln concepto.

Enseguida presentamos un ejemplo tipico de introduccién de la nocion de
proporcionalidad. Como se podra observar, se propone la resolucién de un problema
en el que hay que buscar valores faltantes en el marco de una relacién muy familiar,
entre dos magnitudes, mercancias y su precio, lo que permife que los alumnos
resuelvan poniendo en obra de manera implicita propiedades de la proporcionalidad.

Después se propone una definicién que apela a la constante de proporciona!idad.

El dfa de su cumpleanos. Mawricio v sy hermana Jlevaron a su prima Pamela
a tornar heindo con sus amigas y amigos. Mauricio pagé $84.00 por los doce
helados para los nifios. Una joven, que iba detras de Mauricio én la fila, se
llevo cuatro helxdos per un total de $28.00.
Al poco rato llegaron a fa heladeria otros cince amigos de Pamela
;Cudnto le costaron a Maaricio los helados de Jos cinco que llegaron tarde?
;Cudinte le habrin cobrado por sut helado ¥ el de su hermana?

sCudles som los datos que tienes? $Qué cantidades quieres conocer?
;Como organizaste la informacion que fienes y la que te fala?

'8 Chevallard, en la obra citada, da cuenta, a través del concepto de “transposicion didactica” de ias
transformaciones que sufre un conocimiento al pasar de la esfera “sabia” {en este caso, la de los
matematicos), a la esfera de la ensefianza, transformaciones necesarias, pero muchas veces

incontroiadas, y con efectos sobre el sentido del conocimiento.
'® | os contenidos que se estudian en esta reforma estan estructurados en cinco bloques, que contienen

temas y subtemas crganizados dentro de tres ejes: sentido numérico y pensamiento algebraico, forma

espacio y medida y, manejo de la informacion (SEP, 2006b: 11).
20 36lo nos referiremos a libros de texto de primer grado de secundaria de la reforma 2006 en México. De

ser de otra manera se hara mencién.
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. LA -
sando existe relacion entre dos cantidades que pueden variar, es posible
seontrar v desersbir esa relacion.

Ln primer lugar, hay que averiguar si 2l awnentar una de las dos cantida-
=5, 12 olra también aumenta o si, por el conrrario, disminuye:

- En el caso d= los helados. es claro que micntras mas helados compres, més
wag a gastan Si compras menos helados, vas a gastar menos. Es decir, las
dos caniidadeys munenian o disminuven juntis.

Ciarddo las dos cantidades varian en la misma direccion, se dice gue [a rela-

cidn entre elias es directa. Si una cantidad aumenta. mientras 12 otra dis-

minuye, Ja relacion es inversa. No estudiaremos este 1iltimo tipo de
relaciones, sine hasta una de les fecciones finales del libro.-

#n segundo Tugar, se calculan los cocientes entre una cantidad y otra
Juaanda el cociente es constarde para todos los datos de que disponemos, se
& que Ia relacion enire tas cantidades es proporcional. Ese cociente se
Urma factor de proporcionalidad y nos permite caleular una cantidad, sies
e se conoce el valor de a otra

En el caso de [os helados, hay gue caleular los cocientes

Tomado del ibro de Waldegg (2007: 46 y 47).

Los conceptos que se abordan en la mayoria de los libros de texto son: variacion

directamente proporcional, constante de proporcionalidad, regla de ltres, Ia expresion

algebraica de la variacion proporcional. En la siguiente tabla mostramos los conceptos,

técnicas o actividades que abordan algunos libros de texto de primer grado de

secundaria:

Libros de texto de primer grado de secundaria

Esfinge Limusa SM Santillana Trillas
Conceptos abordados (Waldegg | (Almaguer | (Blocky (Mancera) (Escarefio
y ofros} v otros) Garcia) y Lopez)
Proporcion X
Regla de tres X X X X
Valor unitario X X X
Reparto proporcional X X
Propiedades de cantidades X
proporcionales
Variacion lineal X
Funciones lineales X
Expresién algebraica de variacion
proporcional o Regla de X X X X
correspondencia '
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Libros de texto de primer grado de secundaria

Conceptos abordados (ﬁfa?gg;g (/l\_llnr;:;iir (Bf)g( y Santiliana (E-!s.ggfesﬁo
y olros) y ofras) Garcia) (Mancera) y Lopez)

;/:::';?g: n(;:ol cantidades) directamente X X X X X

Constante o factor de proporcionalidad X X X X X

Crice o mcones e x | x| x
 Escala y semejanza X X

Factor de escala X

Producto de factores X

Otras rta:laciqnes que no son de ‘ - X

proporcionalidad

Tabla 1-2. Conceptos abordados en algunos libros de texto

Como se puedg observar, los conceptos razon y proporcién ya no son tratados ahora,
al menos en estos Ifbros de primer grado?'. La nocién de relacidn entre las magnitudes,
entendida como una variacion funcional, al igual que en Francia y que en otros paises
del mundo (Comin, 2002), ha tomado mayor énfasis. Lo mismo parece indicar el uso
mas frecuente de la constante de proporcibnélidad. concepto que en cambio esta
ausenté en la modelizacién clasica, la de la teoria de las razones y las proporciones.
Finalmente, la sustitucién de! término proporcionalidad, por el de proporcion es el mejor
ejemplo. En el libro “The llusion of Linearity” (De Bock, 2007: 3), los autores hacen una
diferencia entre los términos de proporcién y proporcionalidad: proporciéon es la

2 mientras el concepto de proporcionalidad

igualdad entre dos razones £=2%,

(linealidad) se refiere a la igualdad de una multitud de razones equivalentes,

A pesar de esta especie de “actualizacion” (no necesariamente planeada ni
controlada por alguna instancia) de los términos y conceptos de universo de la
proporcionalidad, técnicas como la regla de tres o el valor unitario siguen vigentes en la
ensefianza de Ié proporcionalidad, aunque en la manera de expresarlas o de
justificarlas también han ocurrido modificaciones mas o menos importantes. Por
ejemplo, para el caso de la regla de tres, los cocientes (antes llamados razones) que

forman a la proporcién, pueden ser ahora de magnitudes de distinta naturaleza:

%! A excepcion dei libro de Trillas, en el que aparece una vez el término proporcién (Escarefio y Lopez,
2007: 131).
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Tomado del libro de Almaguer y otros (2007: 43)

Por otro lado, las propiedades que caracterizan a las relaciones de proporcionalidad y
que se incluyen en los textos, varian de un texto a otro y se describen de diferentes
maneras. Por ejemplo, la propiedad de multiplicar o dividir los-dos términos de una de

las razones por un mismo nimero &2 = £ definida-en la teoria clasica, corresponde,

en la teoria de las funciones, al isomarfismo multiplicativd f(kx)=kf{(x). En la
ensefianza basica, la forma usual de hacer referencia a esta propiedad es como la
siguiente: “Si una cantidad aumenta dos veces, tres ve'ces_o_n'\_/eces, la cantidad
correspondiente también aumenta ese mismo namero de‘v_éces” (Block y Garcia, 2006:
'43). A esta propiedad también se le conoce también como consgrvéci_c’m de razones

internas. o _ ~ e e -
La propiedad “de componer”, que en la teoria dq las razonre_s_y_l:as.proporc_iones
permitia sumar los cdnse_cuentes a los ,antecedgnfes en la pr‘opOrci_én'a:b::c:d,
a+b:brc+did, o también permutar Ibs medios sin afectar la pr_orporcién, teniendo
entonces a+b:c+d:b:d, esa propiedad equivale, en la téorfa- de funciones al
isomorfismo aditivo f(x+y)=f(x)+f(y): a la suma de cualesquiera dos valores de
una magmtud Ie corresponde la suma de Ios valores correspondlentes de la otra
maghnitud. Esta propiedad pocas veces se hace explicita en la ensefianza de la
proporcionalidad, pese a que es muy utilizada en Ios procedlmrentos mformales.

La propledad fundamental de la proporc:on geometr:ca en una proporcién
geometnca a:b:c:d, el producto de los extremos es |guaf at producto de los medios
(Amzar 1911: 90)" es sustiturda ahora por los productos cruzados “Los productos
- cruzados de una ecuacion. de proporcionalidad £ =7 son equivalentes: ax=bc
(Escarefio y Lépez, 2007: 131)". En ésta tltima formulacién, la introduccién del término
“ecuacién’, pu'ede verse.como un indicador expresivo del cruce-de la proporcienalidad

~ con el aigebra.

El manejd del factor o constante de proporcionalidad (razéh externa) es ahora,
como se dije arriba, un elemento clave en el trabajo- con relaciones 'de
propo_rcionalidad. Aunque formalmente puede decirse que el factor de proporcionalidad
coincide con el valor unitario; el primero alude a una variacién funcional, mientras qué
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el valor unitario constituye una relacion entre dos cantidades, utilizada con

frecuentemente en una técnica de mismo nombre para resolver un problema particular.

. Podemos afitmar entonces que si dos cantidades son directamens.
te proporcionales, la ray itre_ellas es un numero fijo o
canstanie, y]es independiente del valor que tomen las canud:sde‘; A ese

valar se le denomina consiante de proporcionafidad. -

Can el valor unitaric:
- para saber cudnto
cuestan 7 commelos,
se encuentra el costo
de 1 y ¢f rasultado s
multiplica por 7

- Tomado de Escarefio y Lépez (2007: 47 y 131)

Como puede observarse, en el ambito de la ensefianza, la proporcionalidad constituye
una noéién'complejé Cjue', en la actualidad, parece desdibuj‘arse al distanciarse de las
dos principales teorias de referencia. Si bien los programas oficiales marcan pautas
generales, los libros de texto dejan ver que_gxiste.un amplio margen de libertad en
cuanto a las déﬁniciones que se escogen, Ias 'pmpiedadés, la nomenclatura, las
aplicaciones, los vinculos con ofros contenidos. El origen de esta indefinicién se
_remonta probablemente al hecho de que ia proporcionalidad dej6é de ser hace mucho
tiempo un conocimiento vivo en la disciplina matematicas, mientras que sigue siendo

fundamentai en la ensefianza (Block, 2001).

1.4 Herramientas de trabajof la proporcronahdad como situaciones y como
praxeologla _ ‘
A continuacién mencionaremos los aportes de la Teoria de Situaciones Didacticas
(TSD Brousseau) y la Teorla Antropologlca de lo DidActico (TAD, Chevallard) vy,
algunas razones que describen por qué nos sirven como referentes tedricos para
problematizar la ensefianza de la proporcionalidad en §ecundaria. -
La' TSD de Guy' Brousseau pretende fodeiizar y contrastar empiricamente los
fenomenos didacticos que surgen en el ambito de: un sistema didactico a partir de Ia
| problematizaciéon y cuestionamiento de-un “conocimiento mateméatico ensefiadd”. En
las aportaciones de Brousseau se menciona que: saber matem_éticas no significa
solamente aprender definiciones y teoremas y reconocer donde utilizarlas, sino hay

que hacerlas, so6lo se hacen matematicas cuando nos ocupamos de problemas

(Chevallard, Bosch y Gascon, 1997).

28



Es asi como esta teoria de corte constructivista esperé que el alumno, en toda
actividad cientifica, intervehga, formule, pruebe, construya modelos, use lenguajes,
construya conceptos, aplique teorias, y que ademas intercambie ideas con otros
compaiieros. Para lograr esto, es necesario que el maestro realice ciertas tareas, entre
las que destaca: proponer a-los alumnos situaciones que ellos puedan vivir y en las-
cuales los concocimienfos apareceran como la solucién optima a los problemas

propuestos, solucién que el alumno puede construir (Chevaﬂard,' Bosch y Gascon,
1997). 7 '

Un aporte de la TSD al estudio de los proceéos de aprendizaje de las
matematicas en el contexto escolar, es la inclusion de un cuarto elemento en el clésico
triangulo didactico “maestro, alumno y saber’: el medio (“milieu”). En la teoria de .

Brousseau se refiere al medio (milieu) como:

“todos aquellos objetos con los que los alumnos tienen una familiaridad
matematica tal que pueden manipularios con foda seguridad y cuyas
propiedades les parecen incuestionables, como lo son las clases de
matematicas, los libros de texto, etc., y que con éstos se contextualiza la
matematica ensenada” (Chevallard, Bosch y Gascon 1997: 217).

Basandonos en lo anterior, tomamos a la TSD porque caraéteriza el conocimiento
matematico desde el punto de vista de las situaciones en las que funciona y ofrece
heframientas para analizarlas:

e Presenta y trata el conocimiento matematico expresado en situaciones.

« Diferentes situaciones que ponen en juego un mismo conocimiento matematico
de maneras diferentes resaltando caracteristicas particulares (situacion
fundamental) |

» Manipulacion de las variables didacticas. Son las variables que el docente puede
fijar. La eleccion de valores diferentes en una misma situacién puede provocar
cambios en el conocimiento éptimo, es decir, que para algunos valores de esas
variables existe al menos una estrategia 6ptima (desde el punto de vista de s\u
costo en disefio, fiabilidad, costo de aprendizaje, etc.) y uno o varios

conocimientos que le corresponden (Brousseau, 2007: 32).
Por su parte, la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), acentla la idea de que el

objeto de ia Didactica de las Matematicas es el estudio de la actividad r_natemética, suUs

distintos componentes, asi como sus condiciones de produccion y reproduccion.
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La TAD postula que toda actividad matematica institucional® puede modelizarse
mediante la nocion de praxeologia (u organizacion) matematica (Chevallard, 1999). La
estructura de organizacion matematica o praxeologia se compone de: tareas, técnicas
(bloque practico-técnico: praxis), tecnologias y teorias (bloque tecnoldgico-tedrico:
logos) (Chevallard, Bosch y Gascén, 1997). ‘ | ' -

Las tareas se refieren al conjunto de tareas o problemas en el que interviene un
conocimiento. Las técnicas son las maneras en que se realizan las tareas al
resolverlas. Las fecnologias son referidas al discurso racional de la técnica utilizada, su
objetivo es rusticar su uso. Finalmente, las teorias se refieren al discurso racional que
justifica a las tecnologias. l.as teorias representan el nivel mas superior de justificacion.
No obstante, éstas pueden fluctuar, tal como ha ocurrido a lo largo de la historia
(Chevaltard, 1999).

Asi pues, de la TAD retomamos:

e El concepto de praxeologia u organizacién matematica para caracterizar la
proporcionalidad en términos de su praxis y logos.

e Transposicion didactica?®. En el sentido de cémo actla en las organizaciones
matematicas para que el conocimiento, en este caso la proporcionalidad, pueda

ser ensefado.

% Actividad matemdtica institucional es aquella que se lleva a cabo en una institucion de ensefanza

£Chevallard, 1999).
3 Transposicion didactica se refiere a la transformacion que se hace del saber cientifico o “saber sabio” de

una disciplina a un saber posible de ser ensefiado {Chevallard, 1992).
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CAPITULO il. EL CUESTIONARIO, LA METODOLOG!’A Y LOS RESULTADOS

2.1 El cuestionario y la metodologia

Finalidades del cuestionario

El cuestionario fue el instrumento que usamos para acefcarnos a los conocimientos
que tienen los maestros sobre el tema de proporcionalidad y sus puntos de vista
acerca de su ensefianza. Tiene como propdsito poner de manifiesto los conocimientos
de- los maestros tanto practicos como teédricos en el contexto de la solucién de
problemas y ejercicios que involucran a la proporcionalidad, y . algunas ideas
' relacionadas con la ensefianza del tema: los procedimientos v las dificultades de los
alumnos al resoclver problemas de proporéionaiidad.

Rodriguez y colaboradores (1999) sefialan que el cuestionario suele asociarse a
la investigacion cuantitativa, pero que puede ser una técnica de recogida de datos
" importante en la investigacién cualitativa, como es el caso de nuestro proyecto,
siempre que se fomen en cuenta ciertas exigencias para Ssu elaboracié'n y
-administracién, entre las que destaca la de usarlo como un procedimiento de
exploracion de ideas y creencias generales de algun aspecto de.la realidad. Con el
cuestionario que utilizamaos pretendemos justamente explorar los conocimientos de los
maestros acerca de la nocién de proporcionalidad, en el sentido de tener una mirada
general sobre éstos, que perrhita identificar sus principales caracteristicas, fortalezas y
debilidades. Los resultados buscan complementar lo que se puedén obtener a través
de otras vias de estudio, - entrevistas individuales, obsen_/acién de clases, analisis de
curriculum- imprescindibles para tener una idea mas completa de los conocimientos
de los maestros. |

- Dos ventajas de la aplicacion del cuestionario son, por una parte, que permite
recoger informacién de un grupo relativamente numeroso en forma rapida y, ademas,

que al ser autoadministrado y anénimo, da confianza al participante a contestar sin

temor a consecuencias.

Desarrollo del cuestionario
La elaboracién del cuestionario estuvo compuesta por tres etapas principales: la

construccion, la retroalimentacion y el piloteo.
En la etapa de construccion se seleccionaron los tipos de problemas y gjercicios
relacionados con la proporcionalidad y, las variables que estarian involucradas en los

problemas. Para la seleccién se consideraron los tipos de problemas planteados tanto
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en el programa de estudios de matematicas 2006 de primer grado de secundaria (SEP,
2006b, ver tabla siguiente), como en otros estudios afines (Comin, 2000; Block, 2006;
Monteiro, 2003). Algunos problemas y ejercicios fueron retomados (integramente o con

algunos ajustes) de estos estudios.

Tipo de problemas

Bloque 1 |« Valor faltante (datos y factor de proporcidn
son enteros) '
Reparto proporcional
Bloque 2 | e Valor faltante (operadores decimales y
fraccionarios)
» Aplicacion sucesiva de factores constantes
de proporcionalidad
Bloque3 |« Valor faltante utilizando procedimientos
: expertos (valor unitario, constante de
proporcionalidad y regla de tres)
» Porcentajes
o De una cantidad
o De una cantidad con respecto a otra
o Cantidad original

Tabla 2-1. Tipos de problemas planteados en el programa de estudios 2006

Decidimos soélo trabajar con la proporcionalidad directa, a fin de delimitar la extension
del trabajo, pero también decidimos abarcar cierta diversidad de tipos de problemas
(valor faltante, comparacién de de razones, reparto proporcional, entre otros) Los
valores que dimos a las variables fueron sencilloé: en su mayoria nimeros enteros o
fracciones unitarias simples. Se buscd también que los valores escogidos favorecieran
ciertas técnicas, para verificar si éstas eran conocidas por los maesiros. También
incluimos dos problemas en donde la relacidn no es de proporcionalidad con la
finalidad de averiguar si los maestros, ademas de resolverios, los reconocian
explicitamente. '

Con la finalidad de acercarmnos al conocimiento de los maestros sobre la
diversidad de procedimientos © fécnicas de resolucidn de problemas de
proporcionalidad, en todos los problemas se solicitaron varios p'rocedimienfos de
~ resolucion (en el formato que se entregd se puso espacio para tres).

Una vez teniendo el conjunto de problemas, ocho en total, elaboramos cinco
preguntas comunes, las cuales se responderian después de resolver cada uno, con la
finalidad de explorar dos aspectos mas: unro, en qué grado los maestros podian
explicitar y justificar si las magnitudes eran o no proporcionales y, el segundo, para

conocer sus puntos de vista sobre la resolucion posible de los alumnos de primaria.
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El cuestionario que se entregd a los maestros participantes incluyé también una
presentacién general en la que se explicé brevemente el interés de la investigacion
sobre el tema, y un apartado para que los maestros pusieran algunos datos
personales, en el cual se omitié el nombre. Este apartado fue para caracterizar a la '
poblacion participante en términos de estudios y experiencia y pafa descartar o
confirmar correlaciones entre los resultados y algunas caracteristicas de este tipo.

Posteriormente, el cuestionario completo se retroalimentd con los comentarios
de especialistas tanto en el ambito didactico-pedagdgico como en el cognoscitivo®. De

'sus observaciones se prdcedié a corregir y ajustar el cuestionario hasta tener la
versién para la prueba ;ﬁiloto.

Adelantamos desde aqui que el nivel de dificuliad de los problemas fue en
general bajo pues no era nuestro prOpésito inicial determinar el grado de dificultad de
los pro'blemas que los maestros lograrian resolver, sino, partiendo de que los podrian
resolver, conocer la diversidad de formas de resolucién que podrian prever, asi como
la ideniificacién explicita del tipo de relacion en juego (proporcionalidad o no) y las
formas de justificacion. No obstante, la premisa de Ia facilidad relativa de los problemas
fue parcialmente desmentida, pues hubo maestros que si tuvieron dificultad en la
resolucion. -

La prueba piloto se aplicé con dos maestros de primer grado de la secundaria
“Diego Rivera” en Guadalupe, Nuevo Leon. De aqui, se volvieron a hacer pequefios

ajustes hasta tener la version final {ver Anexo A).

Estructura y caracteristicas del cuestionario

El cuestionario que disefamos explora tres tipos de conocimientos de los maestros
" sobre la proporcionalidad. Por un parte, retomando las categorias de la TAD que
introdujimos antes, (seccion 1.4) estan los conocimientos del bloque técnico-practico
(tareas y técnicas), y los del bloque tecnolbgico-tedrico (justificaciones). Ademas,
estan los conocimientos refativos a la ensefianza de la proporcionalidad (conocimientos

de alumnos, de situaciones didacticas, etc.)

2 Los dos directores de tesis; dos maestras en ciencias, participantes del seminario de didactica de las
matematicas de! DIE; tres especialistas en matematicas y areas afines y varios compaferos estudiantes

de diferentes areas.
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La estructura del cuestiohario se conformé de la siguiente manera:

-

Cuestionario
Datos generales del
maestro participante
! |
Parte 1 Parte 2
I g
[ | .
Resolucion de Preguntas por Resolucién de
problemas problema ejercicios

Procedimientos

Solucion

] Bloque técnico-practico

Blogue tecnolégico-tedrico

Conocimientos relativos a la
ensefanza

Esquema 2-1. Estructura del cuestionario

A continuacion presentamos las caracteristicas de los ocho problemas planteados en el

cuestionario:
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" Valor implicito.
% No aplica

P_1 P2 P3 P_4 P_5 P_6 P7 P_8
Tipo de reIacic’mI Proporcionalidad | Proporcionalidad %?:Jgrlsgggﬁj;f Afin Proporcionalidad Aditiva Proporcionalidad Proporcionalidad
. - Comparacién Reparto Valor Escalas Reconocimiento
Tipo de problema | Valor faltante | Valor faltante de razones Valor faltante proporcional faltante sucesivas de escala
Masa en . . Longitud en Cooperacion Edad de . .
Magnitudes kilogramos y - Ca{'t'dad de Nomeroy kilometros y en pesos y Luisa y de Longitudes de | Longiludes de los
. . délares y costo de , los lados de la lados de los
relacionadas piezas de 6505 salchichas costo del nimero de su fotoarafi cuadrados
dulces P viaje canicas hermana grafia
- Valores Valores '
: Valores Valores Valores enteros: enteros: -Valores Escalas _ Valor entero y
Tipo de datos enteros: enteros: enteros: 2,5, 8,10, 20. 60 80 enteros: fraccionarias: decimal;
- 2,6y 81 6,10y 72 8, 10,26y 35 11,15,5217, 39 o0 Y | 8,10y 16 Ty 3y 42
y ,
A . Enteros: Fracci o Nominal:
. Entero: Entero: Nominal: Entero: Entero: racclonario. it
Tipo de resultado . 12 para Anay . 1 Si (incluye
243 dulces 120 pesos Paguete 1 47 pesos 48 para Jorge 18 afios | 3 justificacion)
. ) Fraccionario:
, . Fraccionario. : :
Factor interno Entsero. 5 6166 NAZ " NA Ty 206 NA NA Ent1€r0.
3
02y 08 :
ngg;::‘:‘i;’:f’ ° | Fraccionario: Entero: Decimales: NA Fraccionario: NA Fraccionario: Fraccionario:
¢ co ge 40.5 12 3.25y 3.50 2606 1yl 148 L
proporcionalidad 5 2 4 5
L Fraccionario: Entero: Decimales: Entero: Fraccionario: Fraccionario:
Valor unitarlo 405 12 3.25y 3.50 4 166 606 NA NA 146 §
Banderazo Diferencia
Otros datos NA NA NA fijo: NA de edades: NA, NA
7 pesos J 8 afos L
Tabla 2-2. Caracteristicas de los problemas del cuestionario
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Analisis Previo
Veamos ahora el andlisis previo de cada problema y ejercicio del cuestionario.
Parte 1

- Los problemas

Problema 1. En 2 kilogramos de dulces qué compré Carlos hay 81 piezas,
¢cudntas piezas habra en 6 kilogramos de los mismos dulces?

Problema 2. En la mafana, José fue a una casa de cambio de divisas y recibié
72 pesos a cambio de sus 6 dolares. ;Cuantos pesos recibira si por Ia tarde
desea cambiar 10 ddlares con la misma tasa de cambio?

Los problemas de valor faltante como el 1 y 2 estan contemplados en el primer bloque
del programa de estudios de matematicas del primer grado (SEP, 2006b); fueron
planteados de forma que, en el problema 1, la razén interna fuera un niimero entero,
pero no la externa; y en el problema 2, ocurriera lo contrario. Esto con el propédsito de
favorecer a los procedimientos’ que involucran al factor intemo y externo,
respectivamente, y comprobar si los maestros los toman en cuenta al momento de

proponer procedimientos posibles para resolver los problemas.

Problema 3. Maria hara una flesta para sus alumnos. Ha pensado dar de
comer hot dog. Asi que Maria va al supermercado a comprar salchichas. Al
flegar se da cuenta que hay dos presentaciones de la misma marca: un
paquete de 8 saichichas que cuesta 26 pesos y otro de 10 a 35 pesos, ¢Cual
paquete le es mas conveniente comprar? '

El problema 3 trata de comparar dos razones y elegir la mas conveniente de acuerdo al
costo. Decidimos que las razones tanto interna como externa no fueran nimeros
enteros, para asi darle un poco de dificultad tratandose con decimales proximos.

Los procedimientos posibles son diversos: comparar valores unitarios u otros
valores comunes como por ejemplo, comparar el costo de 40 salchichas en ambas
presentaciones; para hacer esas comparaciones pueden decidir usar técnicas simples
como la conservacion de las razones internas, o procedimientos formales como la regla
de tres |
_ Si bien este tipo de problema no aparece en el programa de primero de

secundaria actual, si aparece tanto en el nuevo programa de sexio de primaria (SEP,
2009), como en el de segundo se secundaria (SEP, 20086: 80). Mas alla de ello,
consideramos importante incluiflo pues constituye un problema tipico de

proporcionalidad.
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Problema 4. En la siguiente tabla se muestra la distancia recorrida en
kilometros y el cosfo en pesos de cuatro viajes que realizé un taxista durante

la mafiana:
Distancia (km) Costo ($)
2 : 15
5 27
8 39
I 11 51

Si por fa tarde realiza un viaje de 10 kildmelros y el banderazo es de 7 pesos
¢ouanto cobrara el taxista? : .

El probfema 4 aborda una relacion afin (y=mx+5b), no proporcional. Con este -
problema pretendemos averiguar si los maestros distinguen este tipo de relaciéon, muy
cercana a la de la proporcionalidad (en ambos se conservan las diferencias), de la
relacién de proporcionalidad, independientemente' de que sepan responder
correctamente al problema. El valor del banderazo se hizo explicito, ya que nuestra
intencion no era ver si los maestros lo podian identificar ese valor desde los datos de la
tabla, sino si, sabiendo eso, reconocian {(en el apartado de preguntas) si Ilas
magnitudes en juego eran o no proporcionales. Ciertamente, con ese dato, el problema
es considerablemente menos dificil desde el punto de vista de la resolucion.

Estos problemas tampoco son considerados explicitamente en el programa de
estudios de primerc de secundaria. No obstante, en el apartado de “conocimientos y
habilidades” se sefiala que un objetivo es “identificar y resolver situaciones de
proporcionalidad directa del tipo “valor faltante” en diversos contextos...” (SEP,
2006b: 30), de donde se infiere que, para que la accién de identificar se Heve a cabo,
es necesario presentar a los estudiantes situaciones que no son de proporcionalidad.
El programa deberia sef mas claro en este punto, pues soélo se refiere a problemas que
abordan la proporcionalidad, y no a otro tipo de relaciones que puedan. ser

contrastadas con éstas.

Problema 5. Ana y Jorge compraron 60 canicas. Ana cooperd con 80 pesos y
Jorge 20 pescs. Si desean repartirselas de acuerdo a lo que cooperaron.
¢ Cudntas canicas le tocan a cada uno?

El problema 5 involucra un reparto proporcional. Este: tipo de problemas si es
considerado en el programa de estudios (SEP, 2006b). Para este caso los datos se

establecieron de forma que, favorecieran a las razones internas (£ y 1) a pesar de ser -
fraccionarias, pues una de eflas es una fraccion unitaria simple y la otra un multiplo de

‘elia.
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Problema 6. Luisa tiene ocho afios. Su hermana tiene lo doble. ; Cuantos afios
tendra la hermana cuando Luisa cumpla 10 afios?

Este problema tampoco implica una relacion proporcional, ni esta en el programa de
estudios (SEP, 2006b). Trata una relacién aditiva (y = x + b). Pretendemos, al igual que
en el problema 4, ver si los maestros reconocen, al momento de resolver y de
idehtiﬁcar, que se trata de .un caso de relacion que no es de proporcionalidad.
Probablemente el uso de la palabra “lo doble” provogue cierta confusién. Sin embargo,

podremos ver qué tanto es tomado en cuenta el contexto que esta en juego.

Problema 7. Una fotografia se reduce con una escala de —;- vy enseguida se
reduce nuevamente con una escala de }. s Cudl es la reduccion total que
sufre la folografia original? _
Este tipo de problema -escalas sucesivas- si esta incluido en el programa de estudios

(SEP, 2008b). Las escalas son fracciones sencillas, por lo tanto, la operacién en juego

no es dificil, lo que puede serlo es saber cual es la operacidn pertinente.

Problema 8. ;El cuadrado B es un agrandamienfo a escala del cuadrado A?

3cm

4.2 om .B

Este problema® implica un conocimiento sobre la escala: las medidas de los lados de
cualquier par de cuadrados son proporcionales entre si. Pretendemos averiguar si los
maestros contestan utilizando la definicion anterior o si necesitan comprobar la
existencia de la proporcionalidad recurriendo a las medidas proporcicnadas. Otros dos
aspectos que también nos interesa observar son: si el factor escala (al no ser entero} y,

la posicién del cuadrado A (al encontrarse rotada), son elementos para descartar el

agrandamiento o la escala.

% Adaptacion del probiema tomado de la tesis de Eugéne Comin (2000) Proportionnalité et fonction
iinéaire. Caracléres, causes et effets didactiques des évolutions et des réformes dans fa scolarité

obligatoire.
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Las preguntas

Ademas de los procedim_iehtos de resolucién, cada problema viene seguido de cinco
preguntas (comunes en los ocho problemas), algunas abiertas, otras cerradas.

Las primeras dos preguntas estan asociadas al conocimiento del blogue tecnolégico-

tedrico.

x.1 ;Cudles son las magnitudes® que se relacionan en este problema?
x.2 ; Considera que esas magnitudes son proporcionales? S/N Justifique su respuesta:

La intencion de estas pregtjntés es dar cuenta si los maestros pueden reconocer
cuando dos magnhitudes son o no proborcionales y por gué. La priméra,pregunta
basicamente nos sirve para saber si los maestros pueden identificar cuales son las
mégnitudes en juego. De la segunda pregunta nos interesan las justificaciones que den
para que dos magnitudesasean proporcionales. Nos preguntamos en qué medida

logran hacer referencia no solamente a las propiedades necesarias, sino también a las

que son suficientes.
Las dltimas tres preguntas refieren al conocimiento sobre los alumnos y su

ensefianza:

x.3 En su opinion, ;jcomo clasificaria este problema para los alumnos de primer
grado de secundaria? .
a) Facil
b} Regular
¢) Dificil

x.4 En su opinidn, ¢;qué procedimiento de los que usted registré ulilizaria la
mayoria de los alumnos de primer grado para resolver este problema?
a) Procedimiento 1
b) Procedimiento 2
c) Procedimiento 3
d} No'lo contestaria
e) Oftro, explique
Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted plfanted mas de un procedimiento, conteste lo siguients:
x.5 Si esfuviera en el salén de clases y tuviera que resolver este problema con
los alumnos ;qué procedimiento les ensenaria? Y jpor que?

% 36lo en el problema 3 en lugar de preguntar por las magnitudes, preguntamos por valores.
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Parte 2
En esta segunda parte se abordan principalmente los aspectos del bloque tecnoldgico

tedrico de la proporcionalidad.

Ejercicio 1%

Este ejercicio aborda el uso de términos relacionados con ia proporcionalidad, a través
de un gjemplo. Los maestros deben indicar si cada una de las afirmaciones que estan

después de la tabla y que hacen referencia a ésta, es correcta o no.

Cantidad de plumas Costo
6 24
9 36
12 48

1.1) La tabla es de proporcionalidad:
 1.2) Los conjuntos {6, 9,12} y {24, 36, 48} son proporcionales®:
1.3} Los nameros 6 y 24 son proporcionales:
1.4} Los niimeros 6 y 9 son proporcionales:
1.5) El coeficiente de proporcionalidad es 4:
1.6) El coeficiente de proporcionalidad es 1.5:
1.7) El coeficiente de proporcionalidad es 0.25:
1.8) 24 es miitiplo de 6:
1.9) 9 es mdltiplo de 6:
1.70) 1.5 es ef cocientede 9 y 6:

Se tfrata de cernir en qué medida los profesores conocen términos del &mbito de la
proporcionali'dad, o relacionados con éstos, y que se ha visto que han tendido a perder
su significado preciso, por gjemplo, que dos nimeros no pueden ser proporcionales,
independientemente de que uno sea muitiplo de otro®. También se explora el grado de
precision de ciertas nociones, por ejemplo, que en una relacion de dos magnitudes

proporcionales existen dos coeficientes de proporcionalidad (X=2Y; Y=>X).

Ejercicio 2 .
En este ejercicio fos maestros deben identificar, de un conjunto de propiedades, cuales
- son propiedades de las relaciones de proporcionalidad directa y, de las que si lo son,
cudles son necesarias y cuales suﬁcientes. Las propiedades son las sigufentes:

2.1) Cuando crecen los valores de la magnitud 1, crecen los de Ia magnitud 2.

2.2) Cuando un valor de la magnitud 1 crece n veces (el doble, el triple, efc.),
tarnbién lo hace ef valor correspondiente en la magnitud 2.

2 Retomado de [a tesis de Eugéne Comin (2000).
2 Esta proposicion es usual. No obstante presenta cierta ambigiiedad, pues los elementos de un conjunto

no son elementos ordenados. .
% Estudios previos, nacionales y extranjeros, han reportado esta pérdida de sentido de los términos, a la

que hemos hecho referencia varias veces, por ejemplo, Block, 2006; Comin, 2002.
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2.3) |
valores de la magnitud 2.

2.4)
2.5)

El valor unitario es constante. ‘

Todos Jos valores de una de las magniludes se pueden

2.6) |

magnitud.

A Ja suma de dos valores de fa magnitud 1, le corresponde la suma de los

obtener

SUMANDO UNA MISMA CANTIDAD a los valores de la ofra mabnitud.

Todos los valores de una de fas magnitudes se puedeln obtener
MULTIPLICANDO por UN MISMO FACTOR los valores de la otra

Con este ejercicio pretendemos reafirmar una vez mas (después de ‘Ias justificaciones

de las preguntas x.2) que tan claro es para los maestros cuando u

r’Ia relacion puede

ser de propoi'cionaiidad y, la diferencia entre propiedades necesarias y suficientes.

Ejercicio 3 |
Este se integré en dos partes: en una, se les pregunta por las

frecuentes que tienen los alumnos para resolver problemas de

dificuitades _més

proporcionalidad

(conocimiento acerca de alufnnos) y; en la otra, se trata de identific‘ar {de una lista)

otros temas de matematicas que tengan relacién con la proporcionalid
que (conocimiento tecnoldgico tedrico).
Con la pregunta de las dificultades intentamos explorar cual es |

ad y explicar por

a persbectiva de

los maestros sobre los problemas de aprendizaje de la proporciohalidad. Mientras que

con la otra parte pretendemos ver si la proporcionalidad es consciente

con ofros temas, ademas de aquéllos explicitos en el programa de est

mente vinculada

udios. Todos los

- temas de la lista se relacionan de cierta forma con la proporcionalidad.

Al maestro se le

pide gue diga si el tema se relaciona o no con la proporcionalidad y que lo argumente,

Veamos a continuacion las relaciones:

1) Figuras a escala. Las dimensiones de la figura original y las de | ‘

son proporcionales.

2)

Volimenes. En los prismas rectangulares, el volumen es igual

a representacion

|
|
|
al producto de

. tres dimensiones, largo, ancho y altura y por lo tanto es proporcior‘ial a cualguiera

de ellas, cuando las otras dos son constantes (por ejempio, es pr‘oporcionai ala

altura cuando la base es constante). Esta situacion es un caso de lo que se
conoce como “proporcionalidad mditiple”. Segun Vergnaud (>>:‘ ), una buena

comprension de la nocién de volumen supone una comprension de“ este aspecto.

3)

(del mismo o diferente sistema), para ello se utilizan los factores

Conversiones de unidades. Cambio de unidades de una magnitud a otra unidad

de conversion
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que son relaciones de equivalencia entre una unidad y otra (Wilson y Buffa,
2003). Estos factores son también factores de proporcionales.

4) Pi (1). Una de las constantes (irracional) mas importantes en matematicas,
3.141592... formada por la relacion entre la longitud de una circunferencia y su
didmetro. Por fanto, cualeéquiera dos circunferencias y sus respectivos didmetros
son proporcionales. |

5) Funciones de la forma y = kx. Representacion analitica de las relaciones de
proporcionalidad. k es la constante de proporcionalidad y, las magnitudes
descritas por las variables x y y son proporcionales,

6) Probabilidad. Frecuencia con que se obtiene un resultado al realizar un
experimento aleatorio del que se conoce todos los resultados posibles,‘ bajo
condiciones suficientemente eétables: razén entre casos favorables y casos
posibles (Jeffrey, 1992). Si los casos favorables y los casos posibles de dos
eventos forman razones equivalentes, entonces la probabilidad de que ocurra

esos eventos es la misma. _
7) Semejanza. Dos objetos son semejantes si tienen la misma forma, aunque no el

mismo tamano. Dos poh’gohos son semejantes si sus angulos correspondientes
son iguales vy las longitudes de sus lados correspondientes son proporcionales.

8) Trigonometria. Estudia las relaciones entre los angulos y los lados de los
triangulos. Las relaciones trigonométricas de todos tridangulos rectangulos con un
mismo angulo agudo son equivalentes, ya que los triangulos son semejantes y
por tanto, las longitudes de sus lados son proborcionales.

9) Nameros racionales. Los vinculos de los racionales con la proporcionalidad son
diversos. Por una parte, hay vinculos formales como el hecho de que en las
fracciones equivalenfes, los numeradoreé son proporcionales a los
denominadores. Un poco mas interesante es el hecho de que, en una relaciéon de
proporcionali_dad, las razones que se forman tomando un elemento de un
conjunto y el que el correéponde en ej otro conjunto, son equivalentes y

constituyen un nimero racional, que es a la vez la constante de proporcionalidad.

Otro vinculo importante desde el punto de vista didactico, derivado de lo anterior, es el
siguiente: multiplicar una medida m por un numero fraccionario b/a puede definirse

como asociar a la medida m la medida que le corresponde en la relacién de

proporcionalidad que a a /e asocia b.
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a—b SO

m—2xm
El potencial didactico de esta construccién de la nocidén de multiplicaciéon por
racionales fue demostrado en un trabajo de Brousseau sobre los decimales.
(Brousséau, 1981). Por supuesto, no se espera que los maestros conozcan esta

construccién en particular.

Descripcioén de los participantes

Los maestros que contestaron el cuestionario fueron convocados el dia 6 de junio de
2008, con el apoyo de SE-NL®', a participar voluntariamente a un taller’? llamado
“Reflexiones sobre la ensenanza de la proporcionalidad en la escuela secundaria”. En
la primera parte de este taller se aplicé el cuestionario a 63 maestros del estado de
Nuevo Ledn, los cuales reunian las caracteristicas de ser docente de matematicas en
escuelas secundarias publicas o privadas del estado y estar impartiendo clases en el
periodo 2007-2008, preferentemente en primer grado®™. Otras caracteristicas de los

maestros fueron las siguienies:

Experiencia como maestra/o i
Sexo Edad - Sélo en Estudio maximo
Aftos . Total matemdaticas
Mujeres 33 | 23-31 6 |1-10 14 407 | o en Pducaeen 29
Hombres 30 |32-40 16 | 1120 21 13 N o st 21
41-49 29 | 21.30 21 N 8 Carrera Universitaria 13
50-59 12 | 31-40 4 0
NC* 3 2
Total 63 . 63 63 63 63

Tabla 2-3. Caracteristicas de los maestros participantes

Nuestro conjunto de participantes ¢ muestra es de tipo no probabilistica y esta
conformada mediante criterios de conveniencia metodoidgica. Es representativa sélo

en el sentido de que los participantes son maestros que no tienen caracteristicas

31 -, Secretaria de Educacion de Nuevo Ledn.
*2 Dirigido por Dr. David Block y asistido por la Dra, Teresa Guerra y Rocio Balderas (tesante).

3 18 de los 63 maestros pamupantes no impartian primer grado en ese periodo.
Esta columna hace referencia al nimero de maestros.
¥ No contestaron.
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pariiculares que los pongan en ventaja o0 desventaja con respecto al resto de la
poblacion. Ahora, de acuerdo a la clasificacion de muestreo no probabilistico de Patton
(1990), podemos ubicar nuestra muestra en el tipo “por combinacion o mezcia de
propositos”, el cual establece que la estrategia de muestreo debe éeleccionarse de
modo que encaje o sea congruente con el propdsito del estudio, los recursos
disponibles, las preguntas a indagar y fas dificultades a encarar. Esto aplica tanto a la

estrategia de muestrec como al tamano de la muestra.

Recoleccion y tratamientos de datos

E! tiempo asignado para la aplicacion del cuestionario fue de aproximadamente tres
horas. Conforme los maestros terminaban de contéstar. los cuestionarios fueron
foliados del 1 al 63. Sdlo a nueve® maestros se les recogio el cuestionario cuando se
agotod el tiempo destinado, sin que hubieran terminado de contestar.

Posteriormente se comenzd el proceso de tratamiento de los datos, los cuales
fueron capturados‘en Excel. Esto con la finalidad de generar tablas y graficas de
frecuencias de algunas respuestas. Los datos procedentes de preguntas cerradas y de
fas preguntas abiertas fueron codificados. A las primeras s6lo se les asigné un cédigo a
cada opcién; mientras que para las segundas®, construimos categorias a partir de lo

encontrado en los cuestionarios, las codificamos y [as clasificamos.

Categorias de los problemas
La elaboracion de las categorias de las resoluciones de los probiemas consistio en

clasificar Jos diferentes procedimientos usados en cada problema. Para ello, se reviso,
por problema, los procedimientos propuestos por cada maestro y se fue construyendo
el repertorio de procedimientos usados. Después, se homogenizaron las categorias de
manera que solo fuviéramos una lista para los ocho problemas, sin que fuera necesario

encontrarias todas en cada problema. Las categorias conformadas por tipos de

procedimientos fueron las siguientes:

1. Regla de Tres (RT). Este procedimiento distingue tres variantes:
e Igualdad de dos razones. Consiste en arreglar los valores dados como una
igualdad de dos razones. A partir de aqui, el valor faltante es igual al producto

de los valores cruzados dividido por el valor restante. Ejemplo: prbblema 1.

= Algunos de ellos no fueron tomados en cuenta en los gjercicios 2 y 3 (Folios: 55 ~ 63).
% | os ocho problemas y sus justificaciones (x.2).
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é/ﬂ = X=M6_)'=243
X 2 .

e Aplicacion de operaciones: multiplicar y dividir. Los valores pueden ser
arreglados en dos columnas y dos filas de acuerdo a las magnitudes que
intervienen en el problema vy a los valores correspondientes. Posteriormente, se
multiplican los valores que estdn cruzados y, después se divide por el valor

restante.

kilogramos piezés (8 1)(6)

2 81 = X= =243
S‘/X 2 :

¢ Notacion clasica. Se utiliza la notacion clasica de las razones:
2:81:6:x
Esto se iee: “dos es a ochenta y uno, como seis es a x”. La posicién del 81y 6
se le llama medios, y la posicion del 2 y x, extremos. Enseguida se aplica la

Propiedad Fundamental de las Proporciones: “el producto de sus extremos es

igual al producto de sus medios”:
2:81:6:x
(2fx)=(81X6)

x=8U6) _ 543
2 . .

2. Valor Unitario (VU). Las variantes distinguidas aqui fueron:

e« Dividir y muitiplicar (o dividir dos veces). Consiste en realizar dos
operaciones aritméticas: dividir y muttiplicar o, dividir dos veces {como es el
.c.aso del problema 5). Dividir primero dos valores correspondientes® conocidos
para calcular el valor por cada unidad. Después, multiplicar ese valor obtenido

por el tercer valor dado o, dividir el tercer valor por ese valor obtenido. Veamos

los dos casos:

% |es llamamos valores comespondientes a los valores numéricos de dos magnitudes que estan
relacionadas. Por ejempio, 3 plumas cuestan 15 pesos. Los valores correspondientes serian 3'y 15.

45



Dividir y multiplicar Dividir dos veces

Ejemplo: problema 1 Ejemplo: problema 5
kilogramos | piezas - canicas | costo
2 . 81 Ana ? 80
6 ? Jorge ? 20
Total 60 100
40.5 405
2i 81 . x B ‘ 1.66 12
010 243.0 603100 1.66)20.00
0 400 0340
400 008

Notas: (1) Es posible que en este procedimiento también se incluyan algunos

casos de Factor Externo® que no sean suficientemente explicitos en Ia

resolucion.
(2) Aqui también se incluyen las sumas iteradas del valor unitario, es decir,

dividen para obtener el valor unitario y posteriormente, en lugar de multiplicar,

suman.

« Dividir e iterar. En este procedimiento a partir del valor unitario se itera de uno

en uno hasta tener el valor deseado. Veamos el problema 1:

kilogramos piezas
31
40.5
81
121.5
162
202.5
243

oo slw|rn|=]n

e VU con valores intérmedios multiplos®. También se parte de la unidad, pero

luego se itera de dos en dos o de algin otro muitiplo hasta encontrar el valor

deseado:

3 Mas adelante se describe.
% 36lo se presentd en el problema 2 (cambio de moneda).
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12 Dolares | Pesos : X 2
. r 1 12 1 . ’/'“\‘
6)72 x2( 2 24 D x2 Dolares | 1 | 2 [ 3] 4] 5] 10
12 4 48 $ 12+ 24 136 |48 |60 | 120
0 6 72 A
8 96 . x2
10 120

« VU con combinacion lineal®. Después de encontrar el valor unitario se utiliza

la propiedad del isomorfismo aditivo:

12 12 pESOS doélares
672 x4 72 6
12 48 48 4
0 120 10

« Razén de cambio®'. Se calculan las diferencias entre los valores de cada
magnitud y se dividen entre si, obteniendo la pendiente ¢ fa razdén de cambio de
una magnitud con respecto a la otra, es decir, el aﬁmento o decremento de una
magnitud por cada unidad que fa otra aumenta. Después, se calcula [a
diferencia entre el valor correspondiente del valor faltante y cualquier otro valor
conocido de la misma magnitud. Esa diferencia se multiplica por la razén
calculada y finalmente, esta cantidad se suma o resta de acuerdo a ia

diferencia, es decir, si aumentd, entonces se suma, pero si disminuyé, entonces

se resta.
Ejemplo: problema 4
distancia costo _ .
5—2=3{ ;5') ;g }27_15=12 5 %:4 pesos/km
11-5=6+4 8 39 ~51-27=24 24 _4 pesos/km
Disminuye 1 km{ : ; 591 } Disminuye 4(1) = 4. ° |
2> 51-4=47

40 Solo se presenté en el problema 2 (cambic de moneda)
41 S6lo se presentd en el problema 4 (taxi).
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Nota: Implicitamente se hace lo siguiente: dado que f(x,)=kx,+b 'y

f(x,)=kx, + b, entonces f(x,)-f(x,)=k(x, - x,), y por lo tanto k = %("‘—)‘-:—(:)Q .

Luego, conociendo k, tienen varias maneras de calcular las imég’ehes, una es

la que se explica arriba.

3. Procedimientos internos (Pl)

48

= Factor interno. Consiste en encontrar el factor implicado entre dos vaiores de

una misma magnitud. Después, el valor ain no involucrado se multiplica por

ese factor.

Ejemplo: problerna 5

canicas costo

( )(60) =12 l: Total 6;0 100:]( )

Jorge

(4)(12)= 4805 "ana ? 80 <« (%)

» Valores intermedios multiplos. Se utiliza un vaior o valores intermedios entre
los valores conocidos de una misma magnitud. Estos valores intermedios son
miultiplos de uno de los valores conocidos.

Ejemplo problema 1:

kilogramos piezas
2 a1
4 162

6 243

« Combinacién lineal. Se utiliza la propiedad f(a+b)=f(a)+f(b) isomorfismo
aditivo, frecuentemente combinada con el uso de valores intermedios (que por

cierto, corresponde a la propiedad del isomorfismo multiplicativo: f{kx) = kf(x)).

Ejemplo: problema 5

canicas costo

Total 60 - 100
30 50
48 { 15 25 } +
3 5
Ana ? 80
Jorge ? 20



« teracion de las dos magnitudes. Este es un caso particular del anterior. Aqui
los valores correspondientes de cada magnitud se suman consigo mismo

repetidamente hasta coincidir con el tercer valor. Ejemplo: Problema 1.

kilogramos piezas

2 81
+ -{ 2 81 }243
2 81

6 ?

Nota: Puede ser que sblo se sumen los valores de la magnitud faltante.

4. Procedimientos Algebraicos (PA)

e Variable como incognita. En este procedimiento se declara una variable y a
pariir de ella se plantea una expresién algebraica de acuerdo al problema y se
iguala a otra expresion. Posteriormente, se resuelve para la variable y ésta se
utiliza para encontrar la solucién.

Ejemplo: problema 5

canicas costo

Total 60 100
_ Jorge x 20
x+4x=60 4 219 ~ _~ RG]
5x =60
60
X = -'é—
Jorge > x=12

X=12 = Ana-> 4x=4(12) =48

En este caso, la variable s6lo puede tomar un valor especifico®.

» Grafica. Se ubican los valores relacionados en el plano cartesiano como un
punto, colocando las magnitudes en cada eje, y se toma también el origen
como otro punto de referencia hara luego prolongar la recta hasta que alcanzar
al tercer valor conocido. Posteriormente, para encontrar la solucion se utilizan
rectas paralelas a los ejes, de tal forma que crucen por la recta del tercer valor y

la recta prolongada. Ejempio: problema1.

*? Usos de la variable: como incdgnita, como nimero general y como relacion funcional (Trigueros, Ursini y
Lozano, 1999). ’
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piezas

243-F-mmmmemmm oo

162

81-r---

kilogramos

[
1
L]
t
1
[)
2 6

¢ Funcion lineal o afin. En este procedimiento se plantea el problema mediante
una ecuacién que define una funcion lineal o una funcién afin. Las magnitudes
involucradas son asignadas a una variable, que pueden ser: x para la variable
independiente, y y parala variabie'depend'lente.- '
ofuncién lineal: y=kx. En este caso las magnitudes, x y ¥ son
proporcionales y k es la constante de proporcionalidad. Ejemplo: problema 1.
y=405x
si x=6, y=40.5()
y =243
ofuncion afin: y=kx+b. En este caso las magnitudes {x y y) NO son
proporcionales y k es la razdén de cambio de la variable dependiente (y) por

unidad de incremento de [a variable independiente (x). Ejemplo: problema 4.

y=4x+7

si x=10, y=4(10)+7
y=40+7
'y=47

5. Comparacion de Fracciones® (CF). Este procedimiento es especifico de los
problemas de comparacién de razones. En los casos que se identificaron, ia

Vcompar'acién se hizo utilizando los productos cruzados. Ejemplo: problema 3.

260 < 280
26, 35
8 10

3 Solo se presentd en problema 3.
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6. Basqueda de un Término Comuan®

(BTC). Este procedimiento también es

especifico de los problemas de comparacidon de razones y aparece en el

problema 3. Se iteran los términos de uno en uno a partir del namero de

salchichas de cada paquete o por paquete, en ambas magnitudes. Se localiza
donde el costo o el niimero de salchichas coincidan, y se compara el nimero de

salchichas o el costo, respectivamente, para decidir cual paguete conviene mas.

Ejemplo: problema 3.

salchichas - costo

salchichas costo A - 10 35
8 26 11 38.50
9 29.25 12 42
10 32.50
11 35.75 Mismeo costo, / 14 49 .
12 39 cormparar el # 15 52.50
13 4225 de salchichas 16 5'6
(14 45.501 : 17 59.50
15 48.75 - 18 63
16 52
: : Mismo # de ;g 6?,'050
- ; salchichas, .
24 78 comparar el : :
32 104 costo 30 105
(40 130 ] [20 140 |

7. Factor Externo® (FE). Consiste en encontrar el factor involucrado entre las dos

magnitudes, es decir, el factor que nos permite encontrar los valores de una

maghnitud a partir de los valores de ia otra cuando se multiplica por ese factor.

Posteriormente, para encontrar el valor desconocido, se multiplica el valor

correspondiente por el factor encontrado. Este factor también se le conoce como

constante de proporcionalidad o valor unitario.

Nota: Solamente se consideraran aqui procedimientos en los que es muy claro el

factor externo.

@
I

Luisa hermana
16
10 ' b ¢
I - x
(2)(10) =

* 56lo se presentd en problema 3. :
“S S6lo en el problema 6 se encontro el factor explicitamente, pero ia soiucmn es incorrecta.
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8. Aditivo® (Ad). Consiste en reconocer la constante aditiva, o bien, en conservar
las diferencias. |

+8

Luisa Hermana ' “Luisa Hermana
8 16

_ 8 16
10 y w2y, . LJ1B+2=18
L # ' :
10+8=18

Nota: Este procedimiento aparece como procedimiento incorrecto en problemas de

_proporcionalidad.

9. Producto de Escalas* (PE). Se multiplican las escalas sucesivas.
1 1 1

x .
2 4 8
10. Suma de Escalas® (SE). Se suman las escalas sucesivas.
1 1 _4+2 6 _3

2 4 8 8 4.
11. Asignacién de Medidas Arbitrarias (AMA). Consiste en resolver el problema
asignando medidas que cumplan con las condiciones del problema vy,
posteriormente lo generalizan. Ver el ejemplo de Utilizacion de Dibujo, pero sélo

considerar la asignacion de las medidas, sin las divisiones del segmento.

12. Utilizacién de Dibujo™ (UD). Consiste en usar un dibujo el cual represente fa

fotografia (problema 7) y dividirla segin la escala.

8 Procedimiento s6lo usado en el problema 6. Este los llevé a fa solucion correcta.

47 55lo del probiema 7.

8 36l0 del problema 7. Procedimiento eroneo.

“9 Soio del problema 7.
%9 Séfo del problema 7.
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Nota: Algunos maestros que usaron este procedimiento dividen el area de la

fotografia. Ver detalles mas adelante.

13. Definicién de Cuadrado® (DC). Los lados de todo cuadrado son proporcionales

a los de cualquier otro cuadrado.
14. Otros (Ot). En esta categoria incluimos procedimientos que aparecen una sola

Vez 0 con poca frecuencia y en su mayoria son erréneos.

- Categorias para las justificaciones
Para la elaboracién de categorias de las preguntas abiertas —justificaciones de la

presencia | de la proporcionalidad-, primero fue necesario ftranscribir todas las
respuestas de los maestros y leerlas de acuerdo a cada problema. Posteriormente,
identificar las justificaciones semejantes y agruparlas en una categoria. Por dltimo, se
volvié a dar lectura de las justificaciones ya agrupadas para asegurar la consistencia

en la asignacion de categorias. Las categorias para las justificaciones fueron las

siguientes:

1. Argumentos congruentes o correctos
« Propiedades extramatematicas. Hacen referencia a las caracteristicas fisicas
de los objetos que conforman las magnitudes que estan en juego, o bien, a
* pracesos o actividades establecidos por la sociedad. Ejemplos: son del mismo

tamafio, mismo peso, etc. o, en el comercio, los costos por articulos,

" Sélo del problema 8.
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generalmente se mantienen, los salarios de los empleados tienen un monto fijo
por dia, efc.

» Propiedades necesarias y suficientes. Caracteristicas que aseguran la
presencia de la proporcionalidad. Por ejemplo: la constancia de la razén externa
o del valor unitario entre dos magnitudes, la linea recta que pasa por el origen
como representacion grafica de dos magnitudes, la conservacion de las
razones internas, la iguaidad de los productos cruzados, etc.

» Técnica de resolver. Hacen referencia a alguna técnica o procedimiento de
resolucién para las relaciones de proporcionalidad. Por ejemplo: el uso de la
regla de tres.

Argumentos incorrectos
e Propiedades necesarias pero no suficientes. Caracteristicas verdaderas

para las relaciones de proporcionalidad, perc que no determinan la
proporcionalidad por si solas. Por ejemplo: al aumentar (o disminuir) una de las
magnitudes, la otra aumenta (o disminuye).

e Argumentos incompletos, implicitos o circulares. Argumentos vagos Yy
pocos precisos de las relaciones de proporcionalidad. Utilizacion de palabras
como: proporcién, proporcionales, proporcionalmente, proporcionados, etd. para
justificar precisamente la proporcionaﬁdad.

+ Argumentos falsos. Expresan ideas falsas del modelo matematico de la
proporcionalidad o del contexto de ia situacién. Por ejemplo: * atribuir
proporcionalidad a una relacion afin o a una aditiva.

e Enunciacién de datos, no se entiende, contesta otra cosa.

Argumentos en blanco

Estrategias para el andlisis
Una vez capturada la base de datos de acuerdo a las categorias antes descritas, se

procedid al analisis. Decidimos abordar el andlisis en seis secciones:

54 .

La resolucion de los problemas

Reconocimiento de la proporcionalidad y su argumentacion

El uso de los términos relacionados con fa proporcionalidad

El conocimiento de los vinculos de la proporcionalidad con ofros temas de

matematicas



- Dificultades mas frecuentes de los alumnos para resolver problemas de

proporcionalidad
- Perfiles de los maestros
El tratamiento nos permite arializar los datos en dos niveles, de forma cuantitativa y

cualitativamente. Cada seccidn introduce un panorama general de los resultados, en el
que se plantea el aspecto cuantitativo (tablas de frecuencias absolutas y porcentuales).
Posteriormente, se presentan ejemplos de cada categoria encontrada en cada
problema, pregunta, -justificacion o ejercicio del cuestionario, con los cuales
pretendemos explicar e interpretar algunos de los conocimientos ~tanto practicos como
- tedricos- que los maestros tienen acerca de la proporcionalidad, asi como también
aquellos referentes a sus alumnos y su ensefianza.
Veamos a continuacién el analisis de cada seccién.

2.2 La resolucidn de los problemas _
En esta seccidn presentaremos primero algunas tendencias generales de los
resultados obtenidos en la resolucién de los ocho problemas, posteriormente, nos

centraremos en algunas problematicas que se ponen de manifiesto en cada problema.

2.2.1 Resultados generales
. Coémo contestaron los problemas los maestros?
El nivel de dificultad que alcanzé cada problema en el grupo de maestros participantes

permite separar los ocho problemas en dos grupos: cinco problemas, del 1 al 5, fueron
resueitos practicamente sin dificultad por los maestros (enfre 85 y 100 por ciento de

éxito); y tres, 6, 7 y 8, resultaron dificiles (menos de 65 por ciento de éxito).

100 96.8 937 92,1

873

100 4

80 -

m..

40

Porcentaje

20 1

P_2 P_1 P_3 P_5 P_4 P8
Nimero de problema
Grafica 2-1, Porcentaje de aciertos en cada problerna (n = 63)
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En Ia siguiente tabla mostramos estos resultados por problema: :

P2 P1 P3 P5 P4 P8~ P6: PT-

Solucién correcta 63 61 59 58 55 . 40... :35.. 32..
Porcentaje de.corractos 100 96.8 93.7 921 B7.3 .63.5 7 556 50.8"

Solucién incorrecta 0 2 3 2 6 M 27 26

No Contestaron 0 0 1 '3 2 120010 B

Tabla 2-4. Soluciones para cada problema en orden descendente de aciertos(n = 63)

Cabe adelantar también que en los problemas faciles (del 1 al 5) la mayoria de las

soluciones incorrectas fueron debidas a errores aritméticos o errores por responder

algo que no éra requerido®, mientras que en los Ultimos tres problemas, los mas

dificiles (del 6 al 8), las soluciones incorrectas fueron producto del uso de un

procedimiento inadecuado derivado de un conocimiento erréneo, a excepcion de dos

casos de errores aritméticos. |
Con respedto al grupo de maestros, el criterio “tuvo solucion correcta al problema

o no” permite identificar tres grupos: '

. Alto: 30 por ciento resolvieron bien los ocho problemas.

+ Medio: 63 por ciento comenten entre 1 y 3 errores u omisiones, es decir, tienden a

resolver bien los problemas faciles y a lo mas dos de los dificiles®.
» ' Bajo: 7 por ciento cometen mas de tres errores u omisiones,-!os cuales suelen

cometerse en los problemas dificiles, aunque también en los faciles.

3% (2)

tres correctos 2% (1)

dos cerrectos

2% (1)
cuatro correctos 30% (19)

todos correctos

24% (15)
cinco correctos

Alto (todos correctos)

Medio (5 a 7 comectos)

B Bajo (2 a 4 comectos)

' N
17% (11) g
seis corectos 22% (14)

siete correctos

Gréfica 2-2. Soluciones dei cuestionario (n = 63)

%2 por ejemplo, uno de estos errores en el problema 3 (hot dogs) consiste en responder dando el costo de

saichicha de cada paquete cuando se pide el paquete mas conveniente.
%3 Saivo dos maestros que resolvieron bien los tres dificiles, pero cometieron un error en los faciles.
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Esta distribucion proporciona una primera idea, desde el punto de vista de la obtencién
de resultados correctos o no, de los niveles de desempefo def grupo. Mas adelante
veremos que, frente a otros criterios, estos porcentajes cambian.

Veamos ahora la diversidad de los tipos de procedimienio que los maestros

consideran, todavia en términas cuantitativos.

' (,Cuantos procedimientos por problema propu5|eron los maestros?
Para cada problema se pidié a los maestros que imaginaran dlferentes maneras en que "
se podia resolver cada problema (hasta tres por problema).

En [a siguiente tabla presentamos la cantidad de maestros que propusieron tres,

- dos o un procedimiento o ninguno y la media para cada problema.

P1 P2 P4 PS5 P3 P6 P7 P38

Tres procedimientos 39 34 13 10 8 6 2 2
Dos procedimientos 20 25 24 30 26 26 23 8

Porcentaje (Subtotal de
mids de un procedimiento} a7 93.7 ‘ 58.7 63.5 54.0 50.8 9.7 15.9

Un procedimiento 4 4 25 22 28 30 34 38
Porcentaje de u

°p Coce me,emg 6.3 6.3 | 307 348 444 47.6 54.0 60.3

Ninguno 0 0 1 1 1 1 4 15

Media 26 25 1.8 1.8 1.7 1.6 1.4 1.0

Tabla 2-5. Nimero de procedimientos propuestos por problema (n = 63)

Los problemas estdn ordenados de | mayor a menor media de procedimientos
propuestos. Puede observarse que los problemas faciles (1 y 2) son también en los
que se proponen mayor numero de procedimientos, y por tanto se espei'a mayor
diversidad, mientras que los dificiles (problemas 6,7 y 8) tienden a tener menos.

Seguramente las diferencias de un problema a otro en la cantidad de
procedimientos propuestos pof los maestros se deben a caracterféticas de los mismos
problemas. Es expficable, por ejemplo, que para resolver problemas de valor faltante,
que son los problemas de proporcionalidad mas frecuentes y conocidos. los maestros
conozcan ﬁna mayor diversidad de procedimientos que para encontrar la resultante de
la composicion de dos escalas, situacion que es poco frecuente.

Por otra parte, excepto para los dos problemas mas faciles (1 y 2), y sin contar el
problema 8 que se presta poco para plantear varios procedimientos, los maestros que
muestran conocer mas de un procedimiento de resolucion por problema son airededor

de la mitad del grupo, entre el 40 y 63 por cienfo.
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A continuacion haremos un andlisis cualitativo de las resoluciones de los
maestros. Mas all4 de ciertos pardmetros comunes (porcentaje de respuestas
correctas y numero de procedimientos), en los distintos problemas destacaremos
distintos aspectos de las resoluciones. En los cinco problemas faciles (el 1 y 2 de valor
faltante, el 3 de comparacion de razones, el 4 que no es de proporcionalidad pues
pone en juego una relacion afin, y el 5 de reparto 'proporcionaf). centraremos el analisis
en el tipo de procedimientos de resolucién desplegados por los maestros.
Observaremos la presencia de tres tendencias: fuerte incidencia de dos procedimientos
que podemos llamar “clasicos”, la regla de fres y el valor unitario; presencia menor de
los procedimientos que llamamos “internos” y que suelen ser menos formales, mas
intuitivos. Finalmente, presencia pequefa, péro claramente dibujada de procedimientos
que integran herramientas del algebra. ‘

Posteriormente, al analizar los tres problemas dificiles (el 6, 7 y 8), centraremos ia
atencién en los tipes de errores que tendieron a corrieterse. para identificar algunos de

los limites de los conocimientos sobre proporcionalidad en el grupo.

2.2.2 Resultados por problema
Analizaremos las resolucicnes a los problemas en el orden que se presentaron en la

Tabla 2-4, de mayor nimero de soluciones correctas a menor.

Los problemas mas faciles: 1y 2

Problema 2 (100% de aciertos; media de procedimientos: 2.5)
" En la mariana, José fue a una casa de cambio de divisas y recibié 72
pesos a cambio de sus 6 dolares. ¢ Cuantos pesos recibira si por la larde
desea cambiar 10 dblares con la misma tasa de cambio?
Problema 1 (96.8% de aciertos; media de procedimientos: 2.6)
En 2 kilogramos de dulces que compro Carlos hay 81 piezas, ;cuéantas -
piezas habra.en 6 kilogramos de los mismos dulces? '
Los valores dados son numeros enteros en ambos problemas, pero la razén externa es
entera en el prbblema 2 (12 pesos por délar) ‘y no entera en el 1 (40.5 piezas por
kilogramo). En cambio, en el problema 1 hay una razén interna entera (entre 2 y 6
kilogramos), lo cual favorecer el uso de un factor interno entero (tres).
Estos problemas tuvieron también las medias mas altas respecto al nimero de
procedimientos propuestos por los .rrilaestros (Tabla 2-5), donde més‘ de la mitad
propusieron tres procedimientos, un poco mas del 30 por ciento plantearon dos vy,
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menos del 10 por ciento, uno. Asi estos problemas fueron los mas faciles para este
grupo de maestros.

La mayoria de los maestros considerd que estos problemas serian faciles
también para los alumnos de primer grado de secundaria y, que éstos usarian el Valor
Unitario (VU) en el problema 2 y, Procedimientos Internos (Pl) en el problema 1
(aunque pocos repararon ekplicitamente en la posibilidad de que los alumnos utilizaran
el factor interno “por 3"). Por otra parte, la mayoria de los maestros dijo que si ellos
tuvieran que ensefiar a resolver.estos problemas usarian la Regla de Tres (RT), pues
la cons{deran practica, directa, facil de usar y entender, aplicable a muchos casos,
entre otras razones.

Los procedimientos con los que los maestros resolvieron son basicamente dos:

Valor Unitario y Regla de Tres. Veamos cual fue su distribucién en cada problema:

PROBLEMA 2 -
, _}Pc1 Pec2 Pc 3 Frecuencia . Porcentaje
1. Valor Unitario : 23 41 19 83 53.2
2. Regla de Tres 36 15 12 63 40.4
3. Procedimientos Internos 0 2 0 2 1.3
4. Procedimientos Algebraicos 1 1 3 5 3.2
5. No se entiende/No se sabe 3 0 0 3 19
Procedimientos en Blanco 0 4 29 33 '
Total | 63 63 63 189 100.0

Tabla 2-6. Frecuencias de los procedimientos usados eh el problema 2

PROBLEMA 1
] Pc1 Pc2 Pc3 Frecuencia Porcentaje"
1. Regla de Tres : 46 12 9 67 41.6
2. Valor Unitario 10 23 11 44 27.4
3. Procedimientos Internos 7 23 14 44 27.3
4. Procedimientos Algebraicos 0 1 5 6 3.6
Procedimientos en Blanco 0 4 24 28
Total 63 63 63 189 100.0

Tabla 2-7. Frecuencias de los procedimientos usados en el problema 1

‘_' Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cifra puede no coincidir con el
ndmero de maestro que utilizé dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro.
El porcentaje mostrado no toma en cuenta a los Procedimientos en Blanco.
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El hécho de que en el problema 1 la razoén interna es entera y pequefia, mientras que
en el 2 no es entera fue percibido por un nimero considerable de maestros, pues
mientras en el problema 2 solamente dos plantearon Procedimientos Internos, en el
problema 1 lo hicieron 36> maestros. La mayoria de los maestros dijo que sus
alumnds podrian usar ese procedimiento en el problema 1. Sin embargo, sélo un
maestro hizo exp!ici{o que €l lo ensefaria en clase, lo cual tal vez confirma que no lo
consideran importante, como ha sido reportado en otros éstudios (Biock, 2006).

Hay otras. diferencias entre las resoluciones a los dos problemas, pero éstas
parecen menos significativas, por ejemplo, mientras que Valor Unitarioc es ‘el
procedimientc mas usado en el problema 2, Regla de Tres Ioles en el 1. Esta situacion
se invierte para el segundo procedimiento mas usado.

Veamos ahora algunos ejemplos de los procedimientos y de sus variantes.

Regla de Tres (RT) ‘

La mayoria de los maestros eligié este procedimiento como su priniera opcion: 36 en el
pfoblema 2 y 46 en el problema 1. Considerando las tres opciones de procedimiento
solicitadas, en e! problema 2 la RT fue el segundo procedimiento mas frecuente, usada
por 54 maestros, siete de los cuales la repitieron dos o tres veces. En el problema 1,
fue el procedimiento mas utilizado con 57 maestros, de los cuales seis la usaron dos
veces y dos en las tres opciones. El hecho de que algunos maestros repitieran el
procedimiento con pequenias variantés en dos o tres opciones explica que la frecuencia
total de usos de RT sea mas alta que el nimero de profesores que la usaron. |

La siguiente grafica muestra la distribucion del total de los maestros con respecto

al uso de la RT para los dos problemas:

Total de maestros = 63
P_2 P_1

- 51
en
ambos

3 en ninguno

Gréfica 2-3. Uso de la RT en los problemas 2 y 1

5 En la Tabla 2-7 aparece 44. Sin embargo, esta cifra incluye ocho repeticiones, las cuales pueden
corresponder a variantes del procedimiento.
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El procedimiento de RT se presento en tres variantes cuya diferencia basicamente se
centrd en la nomenclatura utilizada. Sin embargo, para algunos maestros éstas fueron
“las diferentes maneras en que se podian resolver los problemas”, esto es, no las
consideraron como un mismo procedimiento: la Regla de Tres.

Veamos un ejemplo en el que una maestra utilizé las tres variantes para resolver

el problema 1:

| igualdad de dos razones multiplicar y dividir ' notacién'élésica
<N “2kg - 81p B x
2kg /9_'2& 6kg — x ' 2/N81
81p X .
6,K0)81 8
(81p)6 Ké) 486 X = _(_M X = _2&(81 p)
X = = =243 p 2 k4 259

2K 2 S - x=3(81p)=243 p

Folio 58
Tabia 2-8. Variantes de la RT en e problema 1

En la primera, la maestra acomodd los valores dados como una iguaidad de dos
razones expresadas con fracciones®. Posteriormente, representd al valor faltante con
la letra x, y lo expresé como la multiplicacién de los valores cruzados en la igualdad,
dividida por el tercer vaior.

En la segunda variante, la maestra no expresd las razones con fracciones,
simplemente acomodo los valores de dos en dos, como en una relacién entre las dos
magnitudes, y los separa con un guién. Luego, reaIiZa lo mismo que en la primera
variante.

En la tercera variante, la maestra expresd los datos con los puntos que se
usaban para ekpresar una razon hace afios (hasta década de lo_é sesenta) en la teoria
de razonés y propbrciones. Sin embargo, tampoco se apega totalmente a la formalidad
de ese tiempo, nuevamente establece razones entre valores de magnitudes distintas.

PP

% No lo hizo de la manera en que se acostumbraba a hacerlo en la Teoria de ias razones y las
proporciones, ya que en la primera razén vemos que mezclé las magnitudes y, de acuerdo a la teoria
mencionada, las razones solo podian ser entre magnitudes de la misma naturaleza (Anizar, 1911).
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Las primeras dos variantes fueron las mas frecuentes tanto en los prob!emés 1y
2 como en el resto.

Considerando estos dos problemas muy simples de valor faltante, destaca que
RT constituye un procedimiento privilegiado para el grupo de maestros, junto con el del

VU. /

Valor Unitario (VU)
Este procedimiento presentd dos variantes en el problema 1, y cuatro en el 2, las

cuales fueron reconocidas como si se trataran de diferentes procedimientos, porlo que
varios maestros propusieron mas de una. '

En el problema 2, el VU fue el mas utilizado, se presenté en 83 ocasiones por 58
maestros: seis repitieron la misma variante en dos de las opciones, y 19 propusieron
dos de las cuatro variantes. .

En el problema 1 el VU fue menos frecuente, probablemente porque no es entero,
en total, 37 maestros lo emplearon: uno repitid una variante, y seis usaron ambas
variantes. Casi todos los maestros que usaron el VU en el problema 1, también lo
hicieron en el problema 2: '

Total de maestros = 63
P 2 P 1

36
en
ambos

4 en ninguno

Grafica 2-4. Uso del VU en los problemas 2 y 1
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El problema 2 presentd cuatro variantes. Veamos un ejemplo de cada variante:

dividir y multiplicar dividir e iterar
DOLARES $
12 1 12
2 24
6)72 12x10=120 3 36 12
12 4 48 6)72
5 60 12
0 6 72 -
7 84 0
8 86
9. 108
10 120
Folio 2 Folio 62
VU con valores intermedios multiplos VU con combinacion lineal
Pesos dolares
Dolares | Pesos '
' 1 12 o 2 + 6
12 5 24 48 4
6)72. 4 48 120 10
6 72
12
8 96 . . -
0 10 190 1 dolar equivale a 12 pesos
por 4 dolares se reciben
12
Dolares 1 2 34 4 5 1 30 % 4
3 12124136 | 48|60 [ 120 -
: ' 48 pesos
- Folios 54y 6 Folio 59

Tabla 2-9. Variantes del VU en el problema 2

‘En las cuatro variantes se encontr6 la cantidad de pesos por cada délar, ia cual pudo
- calcularse a través de una divisién. Posteriormente, en el primer ejemplo, la maestra
multiplicé el valor encontrado por el tercer valor dado, mientras que los maestros del
segundo y tercer ejemplo organizaron las magnitudes y los valores correspondientes
en.una tabla (recurso didactico} e, iteraron hasta tener el valor requerido. La
diferencia entre estos dos fue que, unos iteraron de uno en uno, mientras que los otros
usaron miltiplos de dos o de cinco. Enel ultlmo ejemplo, una vez teniendo la unidad, la
utiliza para encontrar la cantidad de pesos equwalente a los délares faltantes para
completar los diez. _

L.os nueve maestros‘qu'e utilizan las dltimas dos variantes, ademas de pasar por
la unidad, hacen usc de las propiedades multiplicativa y aditiva: “al doble de una
magnitud le toca el doble de la otra, al triple el triple, etc.” y “a la suma de cualesquiera
dos valores de una magnitud le corresponde la suma de los valores correspondientes
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de la otra magnitud”, por lo que puede decirse que los Procedimientos Internos estan
presentes, aunque subordinados al VU al no ser entera la razén interna.

. Asi, en estos dos problemas iniciales, el procedimiento de Valor Unitario, con su
diversidad de variantes aparece como una opcion para la resolucion de problemas de

valor faltante, casi tan importante como Regla de Tres, con la ventaja didactica de ser

mas inteligible.

Procedimientos Internos (Pl)
En Procedimientos Internos (Pi) hemos ubicado cuatro variantes: factor interno,

iteracion de dos magnitudes, vaiores intermedios miltiplos y combinacion lineal. Las
primeras tres fueron usadas en el problema 1, y las Gltimas dos en e! problema 2.

En general, como ya se dijo, los Pl fueron mas usados en el problema 1 que en el
2, seguramente poi'que la razdn interna en el primero es entera y en el segundo no lo
es. En el problema 1 (2 kg > 8.1 dulces, 6 kg = ?7), 36 maestros usaron alguna(s)
variante(s) de PI casi siémpre la del factor interno “por 3°, mientras que en ei problema
2, en donde la razén interna ya no es entera, sélo dos maestros utilizaron una de las

dos variantes correspondientes.
Las variantes usadas en el problema 1 fueron las siguientes:

factor interno valores intermedios | iteracion de dos

maltiplos magnitudes
Otra seria muitiplicar 81x 3

. . kg piezas 2 =841
piezas porque 6 es el triple de 2. 2 81 —>=a1
4 162 2 =81
6 243 6 ka = 243 Dulces
Foiio 11 Folio 48 - Folio 52

Tabla 2-10. Variantes de Pl en el probiema 1

En el problema 2 (6 délares > $72, 10 ddlares 2> ?), sélo dos maestros usaron Pl de
una forma particular sin.recurrir al valor unitaric (0 no en primera instancia, ver las

variantes de VU). Estos hicieron lo siguiente:
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valores intermedios multiplos combinacién lineal
$24 324 $24 .
A . délares  pesos
3 gg \ ,/ cada 2 dolares recibe $24 6 72
)72 6 =72 2 72
12 5 veces 2 = 120 pesos 1 12
0 24 - 10 120
x5 .
120 N
Folio 20 Folio 43

Tabla 2-11. Variantes de Pl en el problema 2

En el primer caso, esta maestra usa el valor intermedio “2 délares”, el cual divide tanto
a seis como a 10 délares.

En el otro ejemplo se muestra un particular uso del procedimiento de combinacién
lineal: si pasa por el valor de la unidad, pero no en pFimera instancia. El maestro
obtuvo primero mitades (3 délares y 36 pesos); pbsteriormente, terceras partes (1 doélar
y 12 pesos); finaimente, sumo Ibs valores correspondientes a 6, 3 y 1 délar, obteniendo |
fa cantidad de pesos. El objetivo de este maestro parecid ho estar centrado en el valor
unitario, su uso fue necesario posiblemente hasta el momento en que se dio cuenta
que le hacia falta un délar mas para completar los 10.

. Mas alla de estos dos casos, la mayoria de los maestros recurrié al VU pues la
razén interma —formada por 6 y 10 dolares- no es entera. El divisor comun (2) diferente
a la unidad, practicamente no fue considerado.

En resumen, es claro que los datos del problema 1 determinaron un incremento
en el nimero de PL | ,

Con este problema queriamos ver si los maestros consideraban al factor interno
(variante 1 de Pl) como una manera de resolver sencilla y rapida. Pese al incremento
sefalado, la respuesta no es positiva pues solamente 20 de los 63 maestros
identificaron y usaron el factor 3, y gasi siempre como segunda opcion. Es decir, 43 de
63 maestros, casi el 70 por ciento, no reportan el uso del factor “por 3" como
procedimiento posible, y 27°® maestros ~poco mas del 40 por ciento- no reportan como
posible ninguno de las variantes agrupadas en la categoria de “Procedimientos
Internos”. Se trata de maestros que probablemente tienden a considerar Unicamente

los procedimientos més formales, como la Regla de Tres. El porcentaje de estos

% | as variantes de Procedimientos Intemos fueron usadas por 36 maestros. El resto, 27 son los que no
usaron ninguna de las del grupo. :

v
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maestros es suficientemente elevado como para considerar que esta exclusion de

procedimientos menos formales constituye una tendencia.

Procedimientos Algebraicos (PA) _

Los ‘procedimientos de esta categoria tuvieron una frecuencia baja en los dos
problemas. En ambos, sdlo cinco™ maestros usaron alguna(s) variante(s) de la
categoria de Procedimientos Algebraicos (PA). Las variantes que ubicamos en PA
fueron: funcién lineal, variable como incégnita® y grafica. Veamos un ejemplo de cada

una aplicadas en el problema 2:

funciénlineal | variable como incégnita | grafica
6k=72 120
108 4
y = 2, k=12 s
6 g g 7
. 80
y="12x k=12 ‘ gg B E—
y =12(10) = 10k= 4R R I
y=120 10(12)=120 123456783810
. Ddélares
%
Folio 9 - Folio 26 Folic 6

Tabla 2-12. Variantes de PA en el problema 2

A pesar de que en los dos primeros ejemplos se empled variables, decidimos
distinguirlos uno del ofro, ya que se usan de dos maneras distintas: en la segunda
variante, variable como incégnita, el maestro expresd una ecuacién, donde la variable
(k), es una incognita que puede tomar un valor especifico; mientras que, en funcién
lineal, el maestro expresd una ecuacion en donde se tiene dos variables en relacion
- funcional, es decir, una de las variables puede tomar cualquier valor {(independiente) y
a partir de éste, encontrar el valor de la otra (dependiente) (Trigueros, Ursini y Lozano,
1999). _

En la variante llamada grafica, las variables ~dolares y pesos- también fueron
usadas como una relacion funcional, sélo que aqui los valores que pueden tomar son 7
representados por cada punto de ia li’n_ea recta. El uso de este procedimiento implica
saber que la grafica de una relacién como la de este problema, es una linea recta.

Cabe senalar que, la mayoria de los maestros que utilizé la variante grafica, tanto

- en éste como en otros problemas, no necesariamente encontré la solucién a partir de

%7 Tres de éstos las usaron en ambos problemas. :
% variable como incégnita, de acuerdo a la clasificacién de los usos de la variable (Ursini, Trigueros,

~ 2005).
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la grafica misma, como se describe en las categorias para los problemas (seccién 2.1).
Lo que la mayoria hizo fue resolver primero con algin método aritmético y Iuego,
ubicar los puntos en el plano y.trazar la recta. Sin embargo, consideramos que este
procedimiento es distinguibie de los aritméticos porque, como ya lo dijimos antes, estos
maestros identifican la relacion funcional que hay en el problema, y saben que se
representa graficamente a través de una linea recta (estrictamente, que pasa por el
origen). También es probable que conozcan el método grafico que describimos

anteriormente pero quizd, por cuestiones de material®® o tiempo, recurrieron a-usar

ofros recursos.

En Resumen
En estos dos primerds problemas de valor faltante, sencillos por los datos en juego y

por las magnitudes,. los procedimientos privilegiados por los maestros fueron el de
Regla de Tres y el de Valor Unitario, éste Gitimo, con una diversidad de variantes. En el
problema 1, con una razén interna entera y sencilla, si bien hubo un incremento en la
frecuencia de Procedimientos Internos (Pl), éste no fue .grande. Destaca que. un
porcentaje importante de maestros no consideran a dichos procedimientos.

Es probable que tanto el procedimiento de Regla de Tres como el de Valor
Unitario, hayan tendido a ser mas usados que las de Procedimientos Internos, debido a
que los primeros son mas aplicables a un amplio repertorio de problemas, sin importar
el tipo de datos (enteros, decimales, racionales, etc.), lo que los ‘convierte " en
procedimientos mas generales. No obstante, los Procedimientos Internos tienen

importancia desde el punto de vista de los procesos de aprendizaje de los alumnos
(Vergnaud, 1988; Block, 2001; Hart, 1988).

% Para tener una mejor aproximacion en el método grafico, generalmente se utiliza papel cuadriculado y
regla. . .
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Problema 3 ‘
Maria hara una fiesta para sus alumnos. Ha pensado dar de comer hot

dog. Asi que Maria va al supermercado a comprar salchichas. Al llegar

se da cuenta que hay dos presentaciones de la misma marca: un

paquete de 8 salchichas que cuesta 26 pesos y otro de 10 a 35 pesos,

¢ Cudl paquete le es mas conveniente comprar?

Este problema es de comparacion de dos razones. Las magnitudes qué se relacionan
son el numero de salchichas y el costo en pesos. Los cuatro valores dados son
numeros enteros, pero las razones, tanto interna como externa, no lo son®.

La mayor parte de los maestros considerd que la dificultad de este problema seria
regular para los alumnos de primero de secundaria y que nuevamente aplicarian el
Valor Unitario para resolverlo. También dijeron que usarian ese procedimiento si
tuvieran que ensenarlo en cilase, ya que éste resulia ser un procedimiento sencillo y
facil de entender. |

Sélo un maestro no contesto el problema y tres no respondieron cofrectamente a
la solucién del problema. Uno de ellos no da solucién al problema, es decir, no
responde a la pregunta. sino da como solucion el costo por salchicha de cada paquete.
Los otros dos aplicaron procedimientos inadecuados dando asi una solucién errénea.

La diversidad de procedimientos propuestos en este problema fue mucho menor
a la de los problemas 1 y 2. Sélo ocho maestros propusieron tres procedimientos, pero
cinco de ellos repitieron alguno. _ i

‘El inico procedimiento usado por casi todos fue el Valor Unitario (VU). Le sigue
muy lejos, la Blsqueda de un Término Comin (BTC) y la Comparacion de Fracciones
(CF). l.a Regla de Tres (RT), si bien no fue un procedimiento principal, aparecio en 18
ocasiones integrada a otros procedimientos, en particular, como una de las maneras
para calcular el VU, o para calcular los precios correspondientes a un nGmero comun

de salchichas. Los procedimientos quedaron distribuidos de la siguiente manera:

% Como se vio en el andlisis previo del cuestionario, en el problema no se da a entender que el numero de
hot dogs que se requerird, lo que representa una imprecision. Para que valga ia pena comparar las
razones o0 valores unitarios (si solamente se fueran a hacer 7 hot dogs no convendria el paquete de 6,
aunque el precio por salchicha fuera menor), seria necesario aclarar el que el nimero de hot dogs que se
va a ser es relativamente grande. No obstante, los maestros asumieron el dato implicito, siguiendo en
cierta forma el estereotipo de los problemas escolares.
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PROBLEMA 3

Pc_1 Pc_2 Pc_3 | Frecuencia® Porcentaje’
1. Valor Unitario 55 10 5 70 68.6
2. Bisqueda Término Comin 2 13 0 15 147
3. Comparacion de Fracciones 3 8 2 13 12.7
4. No se entiende/No se sabe 2 2 0 4 3.9
Procedimientos en Blanco 1 30 56 87
Total 63 63 63 189 100.0

Tabla 2-13. Frecuencias de los procedimientos usados en el problema 3

Valor Unitario (VU)
En'la tabla podemos ver que cerca de un 70 por ciento del total de procedimientos

propuestos corresponden para el VU, el cual fue usado por 59 maestros: 11 lo usaron

en dos ocasiones, la segunda con alguna variante con respecto a la primera. Casi

todos los que lo usaron, lo hicieron como primera opcion. A continuacion presentamos

las variantes:

| variante 1

3.25
8 526
20
40
0

La variante 1 fue la mas utilizada, en ésta simplemente la maestra dividi6 el costo entre
el nimero de salchichas de cada paquete y, comparé los valores unitarios para elegir
el mas barato. En la variante 2 (nueve maestros en total), aplicaron la Regla de Tres
(RT) para encontrar el valor para la unidad. Y'la variante 3 (usada por dos maestros),
partieron de! nimero de salchichas de cada paquete (8 y 10) y calcularon el costo de

variante 2
35 =] 26
10)35 1 X
50
0 10 | 35
1 X
Folic 5

Folio 54

variante 3
Paquete |
1 2 {31 451671 8
3.25 | 65 13 26
L S
Paquete ||
1 213la4 5 6718191 10 ]
3.5 - 17.5 35
\\ .
Folio 8

Tabla 2-14. Variantes del VU en &l problema 3

algunos divisores de 8 y 10, hasta llegar a la unidad (es un procedimiento que integra

algo de valores infermedios muiltiplos).

-* Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cifra puede no coincidir con el
niirmero de maestro que utilizé dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro,
- . =
El porcentaje mostrado no toma en cuenta a los Procedimientos en Blanco.
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Bisqueda de un Término Comtin (BTC)
El procedimiento de BTC tuvo una frecuencia baja: fue utilizado por 13 maestros. Este
procedimiento es especifico para problemas de comparacion de razones, por lo que

solo se presentd en este problema. Se presentd en cuatro variantes que se

ejemplifican a continuacion:

variante 1 variante 2
Paq. 1 Paq. 2
piezas % piezas _ $
8 26 10 35 .

16 52 20 70 10 de 8 = 260
32 104 40 40 :

28 | w2 8 de 10 = 280

Podra observar que al momento
de coincidir en ambas tablas

80 piezas con costos diferentes.
Le conviene mas el paq. de 8

piezas.,
Folio 6 Folio 47
variante 3 variante 4 '
(130) 10 - 35 8~ 26
ol 2L )it 8- x 10— x
24
00 (3
35  10)280 8)260
; 140 x 8 080 20
10-35 25x40 —_—
40 - x 7400 10 ﬁ 400 280 40
40 :
0
00
Folio 40 Folio 21

Tabla 2-15. Variantes de BTC en el problema 3

En el ejemplo de la brimera variante, el maestro hizo dos tablés de valores, una para
“cada paquete y compard para una misma cantidad de piezas. Algunos maestros
tomaron en cuenta el nimero de salchichas por paquete, como el del ejemplo
presentado; y otros en cambio, obtuvieron reI costo por 2 salchichas, de cuélquier
paquete, y posteribrmente, tabularon de dos en dos —sin que fuera necesario- hasta

tener la cantidad de salchichas del otro paquete, y entonces compararon.
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La variante 2 fue mas directa, la mé'estra simplemente calculé el costo de 10
paquetes de 8 salchichas y el costo de 8 paquetes de 10, teniendo asi la misma
cantidad de salchichas, y comparo los costos.

En las variantés 3 vy 4 se utiliz6 —por seis maestros- la RT. En la variante 3 el
maestro la empled para encontrar el costo de una misma cantidad de saichichas
(término comun) para-ambos paquetes. En la variante 4, otro maestro la utilizé para
calcular el costo del nimero de salchichas del paquete A, con los datos del paquete B
y viceversa. Si el valor encontrado con la RT (28) es mayor al costo real del paquete A
(26), significa que el paquete B, es mas caro. En caso contrario, éeria el mas
conveniente. Cabe observar que no hacia falta realizar los dos casos de esta variante

como se hizo en el ejempio, basta probarlo para uno.

Comparacion de Fracciones (CF)
Otro procedimiento usado con poca frecuencia fue el de Comparacién de Fracciones

(CF). Este procedirhiento solo aparecio en este probléma, con dos variantes:

variante 1 variante 2
NPl 8s=$26 250

8 10 10s =335 = -

35
(26)10)  (35X8)
260 < 280 35 La proporcion es
‘ x8 mayor con 8
280 salchichas
Folio 28 Folio 20

Tabla 2-16. Variantes de CF en el problema 3

En la variante' 1, el maestro comparé las razones que expresan el costo por cada
salchicha. Posteriormente, para comparar las fracciones, usoé los productos cruzados y
determiné que convenia el paquete 1, puesto que el producto fue menor {lo que pudo
haberse interpretado como que el costo por unidad de salchicha era menor). De los 12
maestros que emplearon fracciones, la mitad de ellos usé la variante 1 sin problema
alguno, _

Por otro iédo, en la variante 2, las razones que se compararon expresaban la
cantidad de salchicha por cada peso. La maestra de este ejemplo, nuevamente aplicé
product'os cruzados y determind que el producto mayor era el que convenia. Es

probable que lo anterior se haya interpretado correctamente, como que se recibiria
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mayor porcién de salchicha por un peso. El ejémplo que se muestra en la tabla, fue el
unico caso —de seis maestros que usaron esta variante- que hizo explicito lo anterior.

Un maestro da una respuesta incorrecta debido a una incomprensioén de las
razones involucradas en la variante 2: al comparar los productos cruzados, eligié al
menbr, probablernente pofqué tenia presente que el péduete mas conveniente era el
de menor costo, sin darse cuenta de que colocar las razones como en la variante 2,
tenian otro sentido.

Otros maestros que también usaron la variante 2, eligieron el producto mayor,
pero no dieron explicacién o se contradijeron. Por ejempld, uno de ellos encerrd al
producto mayor (280) y escribié debajo de éste “mas cara”, haciendo evidente que la
razédn correspondiente (8/26) era la del paquete mas caro, por lo que no podria, segin
sus conclusiones, ser el mas conveniente. Sin embargo, da la respuesta correcta
diciendo que el paquete de 26 pesos con 8 salchichas es el mejor.

En otros casos parecid que no supieron concluir, pues después de realizar los
productos cruzados, simplemente no eligieron ninguno, quizd porque les fue dificil
interpretar las razones expresadas con las fracciones o porque se contradecian con la
solucion de algln procedimiento anterior —-como el VU- del cual se sentfan mas seguro.

En Resumén-
Este problema dio lugar a dos procedimientos exclusives de esta situacion (BTC y CF).

Sin embargo, no fueron éstos los mas utilizados, pues el VU, tuvo la mayor frecuencia.
La RT, a pesar de no haber sido un procedimiento principal, fue usada por 18
maestros, quienes la incluyeron como parte de fos procedimientos VU y BTC.

También destaguemos que la razén de “salchichas sobre peso”, dio lugar a dudas

para determinar el paquete mas conveniente.

Problema 5

Ana y Jorge compraron 60 canicas. Ana cooperé con 80 pesos y Jorge

20 pesos. Si desean repartirselas de acuerdo a lo que cooperaron.

¢ Cuantas canicas le tocan a cada uno?
Este problema es de reparto proporcional, las magnitudes relacionadas son el nimero
de canicas y el costo de ellas. Los valores dados son nUmeros enteros, pero las
razones internas (entre cantidades de canicas o entre cantidades de dinero) no

siempre son enteras (100 canicas es 5 veces 20, 80 canicas es 4 veces 20 canicas,

72



pero, por ejemplo, 80 canicas es 4/5 de 100 canicas), la razén externa (entre canicas y
dinero) tampoco es entera. _

De acuerdo a la opinion de 1a mayoria de los maestros, este problema seria dificil
de resolver para los alumnos de primero de secundaria, y quienes lo hicieran, usarian
la Regla de Tres (RT), mismo procedimiento que dijeron que utilizarian si tuvieran que
explicarlo en clase. Algunas de sus razones fueron,' nuevamente, que la RT es sencilla,
exacta, segura, facil de enténder 0 que es practica y directa, cosa que los alumnos
buscan. ‘ , _ _

Tres maestros no dieron la solucion al problema, aunque dos de ellos inféntardn
propoher algun procedimiento. Otros dos maestros respondieron incorrectamente: uno
debido a un 'error aritmético y otro a un mal andlisis. Un poco mas del 60 por ciento
propuso al menos dos procedimientos. La cantidad de procedimientos propuestos en
este problema fue ligeramente mas alta que en el problema 3.

Los diferentes procedimientos que encontramos estan distribuidos de la siguiente

manera:
PROBLEMA 5
Pc 1 Pc_2 Pc_3 | Frecuencia  Porcentaje”
1. Regla de Tres 31 13 3 47 42.0
2. Procedimientos Internos 13 14 6 33 - 29.5
3. Valor Unitario : 14 12 2 28 25.0
4. Procedimiento Algebraico 1 1 0 2 1.8
5. No se entiende/No se sabe 2 0 0 2 1.8
Procedimiento en Blanco 2 23 52 77
Total 83 63 63 189 100.0

Tabla 2-17. Frecuencias de los procedimientos usados en ef problema 5

Podemos ver que los procedimientos RT, Pl'y VU tuvieron las frecuencias mas altas.

Regla de Tres (RT)
La RT fue el procedimiento mas usado en este problema y casi la mitad de los

maestros la usé como primera opcién. Tres maestros la usaron en dos opciones y uno
en las tres, por lo que en fotal, 42 maestros emplearon este procedimiento. Veamos un

ejemplo de las variantes que aparecieron:

" Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cifra puede no coincidir con el
namero de maestro que utilizé dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro.
*" El porcentaje mostrade no toma en cuenta a los Procedimientos en Blanco.

.
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variante 1 variante 2
canicas - J-5%20 Costo total = 100p
60 A -3%80 Canicas = 60c
60  x 60  x p ¢
== — = 10060 (80)60)
0 100 80 80 — x 100 8c Ana
1209 12 4809 _ 48
1 ' 1 100 - 60 (20)60) ‘12 S
-x ———=12c |
20— x 100 orge
Folio 18 ' Folio 23
variante 3 : variante 4
m e apon. | toea
$80 - x Ana 8 80% 48
) Jorge | 20 20% 12
$100: 60 Total | 100 | 900% | 60
60— 100% 60 — 100%
60) X — 80% x —20%
$80 (60
x="%ig0 - (8)60)=480 | 4509 1200
X = X=—-
100 100
Folio 58 Folio 50

Tabla 2-18. Variantes de la RT en el problema 5.

Las primeras tres variantes® de la RT utilizaron los datos dados de las magnitudes
relacionadas (canicas y costo), y sélo se diferenciaron en el acomodo de los datos®.
Una maestra utilizd las tres variantes como tres formas de resolver el problema 5.

También lo hizo en los problemas 1y 2.
En la varianie 4 se utilizd la cantidad de canicas dadas y el porcentaje

correspondiénte a la cooperacion que cada uno hizo, procedimiento facilitado por el
hecho de que los aportes que cooperaron coinciden numéricamente con el porcentaje
correspondiente. .Dos maestros aplicaron la RT dos veces en un mismo prbéedimiento:
primero, para obtener el porcentaje que representa cada cooperacion; y segundo, para

calcular la cantidad de canicas usando el porcentaje aportado obtenido. -

B ) as primeras tres variantes de la RT en este problema fueron las mismas encontradas en los problemas

1y2. ) .
82 1) Iguaidad de dos razones expresadas con fracciones, 2) Relacién de dos magnitudes expresada con

guiones, y 3) Ef uso de los dos puntos para expresar las razones.
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Procedimientos Internos (Pl)
Los procedimientos de la categoria Pl también fueron usados con frecuencia en este

problema: 28 maestros usaron factor interno, valores intermedios multiplos y

combinacién lineal.
El factor interno fue la variante mas empleada de PI, 23 maestros lo usaron: tres

repitieron en dos ocasiones. Esta variante se presenté de dos formas:

factor interno con fracciones factor interno decimal

St 60 canicas cuestan $100 Costo total: 100 pesos
i total de canicas: 60
>Ana puso £ del dinero y Jorge *
o ' porcentaje aportado por Ana: 80%
~>1.a quinta parte de 60 son 12 porcentaje aportado por Jorge: 20%

2> Ana 4x12 = 48 y Jorge 1x12 = 12
el 80% de 60 es

0.8-60 = 48 canicas_.

12
_ sﬁo- el 20% de 60 es _
00 _ 0.2-60 =12 canicas

Folio 42 Folio 27

Tabla 2-19. Ejemplos del factor intermo de Pl en el problema 5

En el uso del factor interno fraccionario se presento un error. Una maestra escribié que
Jorge aportdé una cuarta parte. Posteriormente, calculé la cuarta parte del total de las
canicas (60/4 = 15), y expresd que las canicas correspondientes para Jorge eran 15. El
error estuvo en que la cuarta parte es con respecto a la cantidad de canicas de Ana y

no con respecto al total de canicas.
El factor interno decimal fue mas usado por los maestros que el fraccionario:- 10

usaron las fracciones y 15% usaron decimales.

& Dos de estos maestros también usaron et factor interno con fracciones.
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Las otras variantes de PI, valores intermedios mditiplos y combinacién_lineal,
fueron usados con menor frecuencia: cinco utilizaron el primero y solo dos el segundo.

Enseguida mostramos un ejemplo de cada una:

valores intermedios miitiplos combinacioén lineal
' 60
pesos 1 20 | 40 ] 60 ] 80 ] 100 / \ _100 60
canicas | 12 724 ) 36 | 48 ] 60 50 30— 30
50 25 15
. 1 5 3
Ana 48 canicas 30 18—18
, 30 80 . 48— 48
Jorge 12 canicas
{ ¥
25 25
4 A 60
15 15 . —48
: 12
Folio 23 Folio 12

Tabla 2-20. Otras variantes de Pl en ef problema 5

En el primer ejemplo, el maestro organiz6 una tabla en la que mostro el numero de
canicas por cada 20 pesos (probablemente dividié el total de canicas entre 5). De ésta
- tomé lo correspondiente para 20 y 80 pesos, que fue el aporte de cada persona.

En el segundo ejemplo, el maestro organizé una tfabla de valores en donde
estableci6 la mitad y la cuarta parte del costo total y de canicas. También, calculd que
para 5 pesos corresponden 3 canicas, (probablemente tomando la quinta parte de 25 y
15). Luego es probable que sumara 25y 5 pesos y, 15 y 3 canicas, para obtener que a
30 pesos le correspondan 18 canicas. Después, sumé 50 y 30 pesos, y sus
correspondientes, 30 y 18 canicas. Por dltimo, resté las 48 canicas al total, 60, y obtuvo

las canicas para quien cooperé 20 pesos.
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Valor Unitario (VU) _
Este procedimiento también fue frecuente: 28 maestros lo propusieron y no se

presentaron repeticiones. Las variantes presentadas fueron las siguientes:

variante 1 variante 2
1.6 12.5 50
60) 100 1.6)200 16)800 canicas 60
40 40 0o costo 100 pesos
.40 80
i o 0 . ,
costo x canicas =50 - .B pesos x canica
12 48 100
1662000 166)8000
0340 1360
018 032 _
Ana (80)(.6) = 48 canicas
12 - 48 Jorge (20)(.6) = 12 canicas
166620000 166680000 :
03340 14160
0008 0832
Folio 18 : Folio 23

Tabla 2-21. Variantes del VU en el problema 5

Los maestros que usaron la primera variante (21 maestros) caicularon el costo por

cada canica, mientras que en la segunda (siete maestros) calcularon la cantidad de

canica que se completa por cada peso.
En el ejemplo de la variante 1, la maestra dividio los 100 pesos (costo total) entre

60 canicas (total de canicas). Es probabie que al encontrar un cociente periédico
(1.66 ), haya decidido tomar solo la primera décima de la solucién (1.6). Luego, para
conocer la cantidad de canicas que le tocan a cada persona, dividié 20 y 80 pesos
entre‘1.6. Sin embargo, parece que se dio cuenta que la solucién no es exacta, pués
los resultados suman 62.5 en lugar de 60, el total de canicas a repartir. Por tanto,
volvié 'a dividir ambos aportes, pero ahora entre 1.66, y aunque, sdlo calculd hasta la |
parte entera (12 y 48 canicas), parece que esta le fue suficiente, pues ahora si le
sumaban el total. Finalmente, por alguna razén probd con 1.666.

En la variante 2 del VU (Tabla 2-21), la cantidad de canicas por peso fue mas
sencilla, 0.6, un decimal finito y de solo décimas. En el ejemplo podemos ver que
después, multiplicé 0.6 por la cooperacién de cada persona, obteniendo la cantidad de

canicas que le corresponden a cada uno.
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Cabe desfacar que el maestro de este ejemplo, considerd el 0.6 —cantidad de
canica por cada peso- como el valor de cada canica, y escribio “0.6 pesos x canica”.
Parece que no se dio cuenta de que no fue ese el valor unitario que obtuvo. Al igual

que él, otros también hicieron explicita esta confusion, por ejemplo:

“gastaron $100 en las 60 canicas cada canica vale .60” {Folio 4)

“costo por canica = 0.6 pesos” (Folio 27)

A pesar de que la variante 2 del VU parecic’: ser mas sencilla —en cuanto a la
manipuiacion de los resultados- que la variante 1, 21 de 28 maestros usaron la variante
1 y sdlo 7 aplicaron la segunda. Esto se debié quizd a que atencién solo estaba
centrada en el valor por canica, sin importar que éste fuera un nimero complicado, o

tal vez por evitar el aparente sin sentido de hablar del valor de una porcion de canica.

Procedimientos Algebraicos (PA)
Sélo dos maestros propusieron este procedimiento. A continuacién presentamos un
ejemplo que en realidad es un interesante caso de procedimiento mixto que recurre a

la nocion de razédn clasica y se vale de herramientas algebraicas:

Procedimiento Algebraico
‘80 8 4
— === 4:1
20 2 1
0 5x =60 12 12
5160 = %0— 4 -
48 12
10 x=12
0
Folio 13

Tabla 2-22. Ejemplo de PA en el problema 5

La maestra calculd la razén interna que habia entre las cantidades qu_é cooperaron Ana
y Jorge {4 a 1). Posteriormente, escribié la ecuacion “5x = 60 ”, probablemente
haciendo referencia a la suma de 4x y X, expresiones que representan la relacién que
guardan la cooperacién de Ana y Jorge, respectivar_nente, y que se conserva para la
reparticion de las cénicas, por eso estd igualada al total de canicas. Despejé y encontro

el valor de la incégnita (x =12) y luego multiplicé el valor encontrado por cuatro, para

Anay, por uno para Jorge.
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En Resumen
En este problema la RT, al igual que en los problemas 1 y 2, tuvo una frecuencia alta,

mientras que los Pl (factor interno, valores intermedios multiplos y combinacién lineal)
solo fueron utilizados por 28 maestros. Asi, 35 maestros (56 'por ciento) no
‘consideraron las relaciones entre las cantidades que cooperaron cada uno y el costo
total. De esos 35, 16 tampoco usaron Pl en el problema 1 (dulces).

Cabe destacar el uso frecuente de los porcentajes dentro de los procedimientos

RT y PI (factor interno). En éste Gltimo se résalta mas el uso del factor en su forma -
decimal (0.8 y 0.2) que en la fraccionaria (£ y 1).

El VU también estm}o presente, pero al igual que en el problema 3, hubo
confusiones con respecto al significado de las dos razones posibles (pesos/canica o

canicas/peso).

Problema 4

En la siguiente tabla se muestra la distancia recorrida en kilémetros y el
costo en pesos de cuatro viajes que realizé un taxista durante la mafana:

Distancia (km) | Costo {§)
2 : 15
S5 27
8 38
11 51

Si por la tarde real:za un viaje de 10 kilémetros y eI banderazo es de 7
pesos, ¢cuanto cobrara el taxista?

Las magnitudes que se relacionan en este problema son la distancia recorrida y el
costo por el viaje. Todos los datos proporcionados, incluyendo la razén de cambio®
(implicita) entre ambas magnitudes, son nameros enteros; y los valores relacionados
forman una funcion afin®. El “banderazo” podia calcularse con los datos que se dan,
sin embargo, ésie _sé proporciona, con lo cual se facilita el problema.

Los profesores consideraron que seria un problema dificil para los alumnos de
primer grado de secundaria, que los alumnos resolverian el problema con alguna
variante del Valor Unitario y que ese mismo procedimiento es el que ellos ensefiarian.

Un total de 55 maestros de 63 respondieron correctamente el problema, seis

incorrectamente y dos no contestaron. De los seis maestros que contestaron

* La razén de cambio se define como el aumento o decremento de una magnitud por cada unidad de

aumento de la otra magnitud.
8 |_a funcion afin es aquella que tiene laforma y =kx+b,con b= 0.
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incorrectamente: dos cometieron errores aritméticos y solamente cuatro usaron
procedimientos inadecuados para resolver el problema (lo resolvieron como si hubiera
proporcionalidad). Por otra parte, los maestros que no contestaron el problema
intentaron realizar algin procedimiento, pero no concluyeron una respuesta.

La cantidad de procedimientos propuestos fue relativamente baja pues de los 55
que contestaron bien, solamente 37 maestros propusieron dos o tres procedimientosﬁs
los demas se limitaron a un solo®.

En la siguiehte tabla se presentan los procedimientos. Debido a que en este
problema los errores empiezan a ser mas frecuentes, en la tabla se destacan los

ndmeros de procedimientos correctos e incorrectos en cada fipo:

PROBLEMA 4
Pc 1 Pc_2 Pc_3 Frecuencia | Porcentaje
" C | C |
1. Valor Unitario 39 17 4 53 7 46.9 8.2
2. Procedimientos Algebraicos 13 10 9 32 0 283 0
3. Reglade Tres 6 4 1 10 1 8.8 0.9
4, Procedimiento Interno 1 1 0 1 1 0.9 0.9
5. No se entiende/No se sabe -3 5 0 7 1. 6.2 09
Procedimientos en Blanco 1 26 49 76
63 63 63 189 100.0
Tabla 2-23. Frecuencias de los procedimientos en el probiema 4
Valor Unitario (VU)

En total, 48 maestros usaron e! VU en este problema: 42 respondieron correctamente,
cinco incorrectos y uno no concluyé. '
Los maestros que respondieron correctamente procedieron de dos formas
(variantes):
e Algunos restaron el banderazo y luego dividieron y multiplicaron (como en
los problemas 1y 2), finalmente sumaron el banderazo (39 maestros), y
« Algunos dejaron el bandérazo y recurrieron'a la razén de cambio: ca!cu!aron
el costo por kildmetro (valor unitario) a fraves de los incrementos de los

valores de cada magnitud en la tabla, y luego los dividieron (costo sobre

% Aunque algunos de éstos eran repetidos.
La mayaoria recurio a los procedimientos de Valor Unitario.
" Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cnfra puede no coincidir con el
numero de maestro gue utilizd dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro
" E porcentaje mostrado no toma en cuenta a los Procedlmrentos en Blanco.

~
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distancié), después se mulliplicd por el valor pedido y se sumé el banderazo (8

maestros®®).

Veamos un ejemplo de la razén de cambio (variante 2):

razoén de cambio

Distancia | Costo
(km) (%)
3( 2 15 D12
5 27
3¢ n ~35 ..)12
3G 17 51|

Observar que aumenta de 3 km en 3 km
y el costo es de 12 en 12, por lo que 1
km cuesta $4 mas 7 del banderazo.

Folio 15

Tabla 2-24. Ejemplo de razén de cambio del VU en el problema 4

De los cinco maestros que usaron VU y respondieron incorrectamente, dos de ellos
cometieron efrrores aritméticos, los otros tres no tomaron en cuenta el vaior del

banderazo en un inicio, es decir, no o restaron antes de dividir el costo y la distancia. .

Aqui presentamos dos de los casos:

no restaron el banderazo
' 54 54 54 km| §
5)27 x10 + 7 ;_ 71'55
20 54 61 .
0 2 2565 No sale
5 [37.5
Folio 55 . :
Folio 36

Tabla 2-25. Errores del VU en ef problema 4

En los ejemplos anteriores se obtienen valores uniiarios distintos debido a que los
maestros tomaron sélo un par de valores de la tabla para calcularios (5 kildmetros y 27
pesos en el primero, 2 y 15 en el segundo). Luego, el maestro del primer ejemplo
multiplicé por 10, y sumé los siete pesos del banderazo. La maestra del otro ejemplo,
realizd una tabla de valores en la que escribié los costos correspondientes a los

primeros cinco kilbmetros, tomando 7.5 pesos por kilémetro. Posteriormente, al lado de

8 Cinco de ellos propusieron ambas formas.
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la tabla escribié “No sale”, con lo que probablemente deja ver que observé que el
resultado que ella obtuvo para 5 kilébmetros (37.5) fue distinto del que se proporciona
en el problema (27). Finalmente, con ese procedimiento no llegé a una respuesta.
‘Cabe destacar que en el pﬁmer ejemplo, a pesar de que el banderazo no se tomo
en cuenta antes de dividir el costo entre los kildmetros, éste si fue considerado al final.
Hubo ofro caso en que una maestra realiz todas las divisiones para cada par de
valores en la tabla, dandose cuenta que los cocientes no eran iguales. Este hecho
probablemente fa desconcerto, por lo que dejé el espacio de la respuesta en blanco,

cosa que no sucedié para quienes usaron un sélo par de valores.

Procedimientos Algebraicos (PA)

En este problema encontramos las variantes: funcién afin, ofros procedimientos
algebraicos y grafica. Los procedimientos de esta categoria fueron usados por 25
maestros, principalmente la variante de funcién afin, la cual fue empleada por 18
maestros, de los cuales cuatro repitieron en dos ocasiones. Las otras dos variantes

fueron menos utilizadas: cinco®™ maestros para el otros procedimientos algebraicos

(uno repitio) y cuatro™ para grafica.

funcidn afin otros procedimientos Qra'fica
' algebraicos - . )
Construir una grafica
Distancia Costo {Sin costo
{km) %) banderazo 15=2x+7 60~
2 15-7 |8 15-7 = 2x B O e ,
5 27 -7 | 20 8 | e niniiainh it taintedy v,
8 39-7 | 32 E=X ‘ 40— . ' .:
1 51-7 |44 1o x ot : :, .:
' ' 20 — ‘ : i :
y=4x+7 ‘ km =4 . ! A
y= 4(1 O)+ 7 10x4+7 =47 t:narlclerazcn.'(TJ —' : l: :I :I :'
x4+7 = . L R
y=40+7 1T T T T T km
y =47 ' : | | 2 4 6 8 10 112
Haciendo fa grafica con precision
obtenemos el valor de 47 en este
! caso podrian marcar 46 o 47.
Falio 7 Folio 60 ' Folio 59

Tabla 2-26. Variantes de PA en el prdb!ema 4

5 Uno de éstos también propuso la funcién afin.
0 Uno de éstos también propuso la funcién afin.
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La maestra del primer ejemplo, resté el banderazo a todos los costos de la tabla y
probablemente de esos valores obtuvo implicitamente el costo por kilémetro. Luego,
escribi6 la funcién afin, y sustituyd en ella el valor que le bedia el problema.

Para el segundo ejemplo, [a maestra estableci6 uné ecuacion usando un par de
valores de la tabla dada, donde la incognita (x) representaba el costo por kilbmetro
recorrido. Después, despejé la incognita y encontrd el valor desbonocido. Finalmente,
multiplico el valor encontrado y el valor requerido y luego, le sumo el banderazo.

- El 'tel;cer ejemplo, correspondiente a la variante de gré‘ﬁca,' ‘el maestro-ubico los
valores de la tabla en un plano cartesiano, tomando como variable i_ndependi'énte ala
distancia en kilometros y, como variable dependiente al costo en pesos. También
marcé la o_rd-enada al origen y explicitd que corresponde al “banderazo”. Luego, trazé
una linea recta. Finalmente, con la .ayuda de rectas paralelas a los ejes, localizé la

ordenada correspondiente al valor requerido, 10 kildmetros.
El maestro de este ejemplo hizo una nota al final, diciendo que, podria ser que se

diera otra respuesta, diferente a la exacta. Esto debido a ila precision con que se hizo Ia
grafica. En otras palabras, dio a entender que este procedimiento te puede levar a una

aproximacion de la solucion.
Es destacable que en esta categoria de procedimientos, todos fueron correctos. '
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Regla de Tres (RT)
En este problema, a diferencia de otros, la RT fue poco propuesta: sélo nueve
maestros la usaron y uno de ellos lo propuso en sus tres opciones’'. Las variantes que

se presenfaron fueron: -

restaron el banderazo razon de cambio
= Revisamos que _
Distancia osto i0
(km) %) 'i;f,ff;ﬁ,’;gf 2 | Por cada aumento de 3 km de
3 (@) 5-7 lg © distancia el costo es de $12,
. 5 (4) 27-7 |20 aqui se presenta la siguiente
8 (4) 39_7 32 constante:
114 51-7 |44 | : s 10 40 $40
— = 3120 7
. ¥ 12 x $7
Primero 2km /{,1 0 km : 00  $47
eliminamos "37’8— X
de [a tabla
al$ Iqs $7 del banderazo
. _ (88)10 4h1)
2 bt
X = %0 = $40 + $7banderazo
= $47
Folio 58 Folio 22

Tabla 2-27. Variantes de la RT en e problema 4

Para la primera variante, la RT se aplicé usando un par de valores de la tabla, donde
- previamente se le restd el banderazo al costo total. Mientras que, en la segunda
variante utilizé los incrementos de ambas magnitudes para aplicar la RT.

Notemos que el maestro del primer ejemplo sefialé en una nota que hay que
verificar si la relacion es proporcional. Es probable que se refiera a la distancia y al
costo por kilémetros recorridos, y no al costo total.

{Uno de los seis maestros que cor_ntestarbn incorrectamente este problema uso la

RT. Esto fue lo que hizo:

" También en los problemas 1, 2 y 5 este maestro usd la RT en sus tres opciones.

84



erroren RT
54
>-27 5 2?3 7
10 -x I
20 61
0
Folio 55

Tabla 2-28. Error de la RT en el problema 4

Este maestro aplicé RT con dos valores correspondientes de la tabla, pero. sin
considerar gue el banderazd.estaba incluido. Sin embargo, no significa que el maestro
no tomara en cuenta el costo fijo del banderazo, ya que al final sumé ese valor. Es
destacable que sclamente un maestro haya aplicado mecanicamente la Regla de Tres

en este primer problema que no es de proporcionalidad.

Procedimientos Internos (Pl)
Valores intermedios muitiplos fue la Unica variante de Pl que encontramos en este

problema. Su frecuencia fue muy baja, soélo se presentd dos veces y una de ellas llegé

a una solucion incorrecta:

valores intermedios miltiplos | error

‘45 2-8 2=15

4-16  4=30

-7 6 — 24 8 =60

8 832 10 =75
10 — 40 :

+ banderazo

Folio 13 Folio 52

Tabla 2-29. Ejempias de valores intermedios muiitiplos de Pl en el problema 4

La maestra del primer ejemplo restd el banderazo, y después tabuld de dos en dos la
distancia en kilébmetros hasta llegar a 10 kildometros y de ocho en ocho el costo por

kilometros recorridos. Luego, expresé que se suma el banderazo. ‘
En el segundo ejemplo, el maestro tomé el, primer par de valores de la tabla, y sin

restar el banderazo, lo duplicé dos veces, y luego, probablemente calculé el costo de

10 kilémetros, sumando los costos respectivos de 2 y 8 kilometros.
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En Resumen ,

En este primer problema que no es de proporcionalidad, cuatro de los seis maestros
que contestaron equivocadamente, no restaron el banderazo al inicio, es decir,
procedieron como si las magnitudes de la tabla representaran una relacion de
proporcionalidad. Sin em_bargo, tres de estos cinco si sumaron el banderazo al final, o
sea, si tenian presente ese valor. Esto tal vez signifique que estos maestros
interpretaron que los costos de la tabla no incluian el banderazo. Podemos decir
entonces que la mayoria de los maestros reconocié el papel que jugaba el costo fijo del
banderazo, y lo consideré a la hora de resoiver, pues 53 de los 55 maestros que
contestaron correctamente realizaron la resta en el inicio,

Veamos ahora los resultados en el grupo de problemas dificiles.

Problema 8
¢ El cuadrado B es un agrandamiento a escala del cuadrado A?

3cm
42cm{ © B

Respuesta: Si/ No
Justifique su respuesta:
Este problema puede contestarse sin necesidad de realizar calculos numéricos, como
lo hicieron algunos maestros.

Las magnitudes relacionadas son las longitudes de los lados de ambos
cuadrados. Tanto las medidas en centimetros de los lados del cuadrado B como el
factor de escala son nimeros no enteros.

La mayoria de los maesiros consideré que la dificuitad para resolver este
problema seria regular para los alumnos de primero de secundaria y que aplicarian el
Valor Unitario para contestarlo. También dijeron que ellos usarian el .mismo '
procedimiento si tuvieran que ensefiarlo en clase. ‘ |

Para las respuestas correctas sélo consideramos quienes contestaron “si” a la.

pregunta. El siguiente esquema muestra el conjunto de tipos de respuesta que dieron

los maestros:
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Contestaron la pregunta (S/N) NO contestaron ié primera pregunta

-'(51 maestros) (12 maestros)}
. | ]
7 | } I }
Afirman que S| hay escala  Afirman que NO hay escala Hacen algin ~ NO hacen nada
(40) (1) procedimiento ()

B ; (5)

Justifican NO justifican Justifican NO justifican
(37 (3) - (9} (2)

v v
Justifican con calculos Justifican con ambas formas
(31) o (3) '
l
+
Afirmaciones correctas Afirmaciones incorrectas
(28) (3)

Esguema 2-2. Distribucion de los maestros de acuerdo a su respuesta en el problema 8

En total, fueron 40 maestros (63 por ciento) los que afirmaron que ef cuadrado B era un
agrandamiento a escala del cuadrado A, mientras que otros 11 lo negaron y 12 no

respondieron. Cinco de estos ultimos 12 intentaron hacer algtin procedimiento, pero no

lograron responder.

Los que dicen que Si hay escala

Evocan a la Definicion de Cuadrado
De los 40 maestros que afirmaron que habia escala entre los dos cuadrados, sélo tres

no justificaron su respuesta y, de los 37 restantes solo tres maestros aludieron a la

Definicion de Cuadrado, sin hacer ningtin célculo:

“Si, porque son cuadrados, figuras regulares. Son proporcionales por definicion
(Folio 24)

“Si, porque ambos son cuadrados y Jlas medidas de todos sus lados
correspondientes son proporcionales” (Folio 42)

“Si, porque se agranda en igual proporcién fodos los fados” (Folio 29)

”

Esta es la justificacion mas adecuada para este problema, es independiente de las
medidas que tengan los lados de los cuadrados, ya que los lados de cualesquiera dos
cuadrados siempre seran proporcionales por tener sus cuatro lados iguales, y por tanto

no se requiere de un procedimiento numeérico.

Evocan a la Definicién de Cuadrado y hacen calcufos
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Otros tres maestros justificaron su afirmacion recurriendo a la definicion, pero ademas,

calcularon {a razén en juego:

"Si, ya que ambas son simplemente cuadrados y la medida de B tiene un
incremento de 1.4 en relacion de fa primera” (Folio 39)

. “Si, se puede encontrar una constante de proporcionalidad entre los lados de
cualquier pareja de cuadrados” (Folio 54)

“Si, no necesariamente sus medidas deben estar en numeros enteros” (Folio 10)

" Justifican con calculos™
Los 31 maestros restantes justificaron la afirmacién de la escala haciendo alusién a

algin célculo obtenido de un procedimiento. Tres de ellos aplicaron procedimientos

‘incorrectos, y por tanto dieron afirmaciones incorrectas. Veamos cada caso.

Afirmaciones comrectas
La mayoria de los 28 maestros que justificaron correctamente, aludié en su argumento

a larazon 1.4. Veamos alguncs ejemplos:
“Si, porque larazdénes 1 2 1.4" (Fofio 34)
“Si, porque cada lado se multiplicé x 1.4” (Folio 15)

“Si, porque todos los lados aumentaron en la misma proporcion con el factor
1.4” (Folio 12)

“Si, la figura B es 1.4 veces mas grande” (Folio 17)
“Si, mantiene una constante de proporcionalidad de 1.4 (Folio 26)
Estos maestros parecen no darse cuenta de que no importa cuanto valga el factor

constante, o de que en este caso no es necesario calcularlo para saber que existe. Los

procedimientos que utilizaron fueron:

Valor Unitario (VU) Regla de Tres (RT) _ Procedimiento Algebraico” (PA)
3-100
14 42-x
3142 42:3 ' (3)fx)=4.2 3 l;
0 5 140 4.2 )4.
_— X=—=
3 i420 3 12
~1emdeAes1.4cm : ‘ N o
deB 12 ox= 1.4 .
Falio 54 Folio 17 ' Folio 20

Tabla 2-30. Ejemplos de VU, RT y PAen el broblema 8

2 Es probable que estos maestros fueran inducidos por el formato del cuestionario, ya que al igual que los
demas problemas contaba los tres espacios para los procedimientos propuestos.
3 En este problema solo se presentd el caso en donde la variable juega el pape! de incdgnita.
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El VU fue el procedimiento que mas se uso para justificar la escala de los cuadrados:
23 maestros lo usaron (tres lo usaron en dos ocasiones). La RT y PA fueron usados
por dos maestros en cada caso.

El maestro del segundo ejemplo anterior, relacioné los 3 centimetros con 100,
probab]emente refiiéndose al 100 por ciento, o sea, a la figura original. Con esa
relacion aplicd RT para 4.2 centimetros y obtuvo 140, justificando que si era un
agrandamiento a escala porque “/a figura es 1.4 veces mas grande”.

.Otros del mismo grupo sélo justifiéaron expresando la escala en forma de razén
' (7/5), el porcentaje de aumento (40 por ciento) o de alguna otra forma. Por ejemplo:

“Si, porque ef cuadrado B recibe un aumento de 40% con respecto al original”
(Folio 28)
“Si, porque al dividir la medida del lado del cuadrado B por la medida del lado A

y el cociente sea mayor a 1 nos indica que es un agrandamiento” (Folio 43)
En la primera, el maestro senald el porcentaje de aumento del cuadrado B. Nétese que
" a diferencia de quienes hablaron del aumento en centimetros (mas adelante los
veremos), esta forma de expresar el aumento es correcta. En la segunda se explica por
qué la transformacion es un agrandamiento, en lugar de decir si un cuadrado es escala
de! otro. Tiene en comin con los anteriores el hecho de que no se da cuenta de que
hay proporcionalidad independientemente de la caracteristica que observa.
Otros (Ot)
En este apartado ubicamos tres procedimientos distintos a los de la mayoria. Veamos
el de un maestro que cuantifico las razones que guardan los lados de un cuadrado con

respecto a los de otro, con porcentajes.

3.9 4.2

3.
3 3.3 . 6

130% 140%

100% 110% 120%

Folio 23

Tabla 3-31. Ejemplo de Otros {Ot) en afirmacicnes comrectas en el problema 8

El maestro del ejemplo tomé la longitud de! cuadrado A como el 100 por ciento e infirié
la relacion “0.3. centimetros equivaie al 10 por ciento”. Después, dibujé una secuencia
de cuadrados —uno cada vez mayor al otro- y escribié el aumento correspondiente: de
0.3 a 0.3 centimetros, la longitud vy; de 10 en 10, el porcentaje. Finalmente, llegd a que

la longitud del cuadrado B es 40 por ciento mayor que el A.
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Afirmaciones incorrectas
Tres maestros contestaron correctamente que si habia escala entre los dos cuadrados

del problema, sin embargo, justificaron mediante una propiedad incorrecta, la
Diferencia Constante. Afirmaron que la escala existia, ya que los lados del cuadrado B
habfan aumentado lo mismo, aludiendo probablemente a la diferencia entre las

longitudes de los cuadrados A y B: 1 2. Estos fueron sus argumentos:

“Si, porque todos los lados aumentaran lo mismo. Sigue siendo un cuadrado”
(Folio 47) '

“Si, su tamafio aumentd 12/10 en relacion al original”  (Folio 50}

Un maestro no argumentd, solamente restd las longitudes de los lados de los
cuadrados. '

En este caso, los maestros estan atribuyendo una ¢aracteristica erronea al
concepto de escala, es decir, consideran que si la diferencia de longitudes de los lados

de un cuadrado se conserva, entonces las figuras estan a escala.

Los que dicen que NO hay escala
Once maestros negaron la existencia de escala entre los cuadrados presentados en el

problema, de los cuales dos no dieron justificacion'a su respuesta.

Tres maestros calcularon la diferencia de las longitudes de los lados de los
cuadrados '(Diferencia Constante), igual que lo hicieron los maestros anteriores, sélo
que éstos concluyefon gue no h‘ay escala ¢Esperarian que la diferencia fuera un

numero entero? Uno de ellos realizd lo siguiente:

Visualmente NO
Justificé: 7
“No, esta desproporcionado.

Se ve el dibujo como si fuera
fo doble”

‘ Folio 33
Tabla 2-32. Ejemplo de Diferencia Constante en ef probiema 8

Parece que esta maestra no tomdé en cuenta el calculo (resta) que hizo para contestar,
o no solamente, pues luego expresd “visualmente NO” (recordemos que los cuadrados
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se presentaron dibujados en posiciones distintas), basando su juicio en la percepcion y

no en los datos que se le brindaron.
En Ofros (Ot) —casos aislados-, parece que la escala fue confundida o

relacionada con el area de las figuras:

- 42 . AreaA=gcn’
T -3 Area B = 17.64 cm?
3em 3cm | 3cm — o
“ 4.2 cm)| ] 12
C 3cm | 3em x 4
' -4.8
No porque si el cuadro “A” vaie 3 cm. el 1.2 4.2
cuadro “B" tendria un valor de 12 cm. . x12  x 42 17.64
24 84 -9
i g2 168 6.64
Justifico: 144 17.64
“No, porque no van los datos de acuerdo
al valor de cada cuadrado” Justifico:
*No, porque no se conserva la misma
diferencia”
Folio 52 Folio 46

Tabla 2-33. Ejemplos de Otros (Ot) en los que dicen que NO hay escala en el problema 8

En el primer caso, el maestro escribid que el valor del segundo cuadrado tenia que ser

12, cuando segun la representacion que hizo al cuadrado B, la longitud del lado seria 6

centimetros. Quiza confundio la longitud del cuadrado A, 3 centimetros, con su drea lo

que o lleva a decir que el cuadrado B formado por cuatro cuadrados A, mediria 12. De

acuerdo a la particidn grafica que hace, parece que piensa que el factor escala solo
puede ser un numero entero. Si decir 12 fue un error y lo que debié ser era 6

centimetros, de cualquier forma la idea serfa la misma.

En segundo caso, la maestra calculé la diferencia de las longitudes de los

cuadrados y la elevé al cuadrado: (B —A)2 . Luego, la comparé con la diferencia de las
areas (cuadrado de la longitud) de ambos cuadrados: B”-A?. Como ambas

diferencias no son iguales (no consideré que nunca van a serlo’), concluyé que no _

estan a escala. Por eso en la justificacion escribié: “Porque no se conserva la misma

diferencia’. _
Finalmente, sélo dos mencionan que no hay proporcionalidad, posiblemente debido a

que el factor de escala no es un nimero entero:

" (B-AF =B2-24B+ A% =B%— A% para A, B=#0.
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“No aumenta en las mismas proporciones” (Folio 9)

“No hay proporcién, la escala no es correclta”™ (Folio 32)

£l siguiente es dificil de comprender:
“No, creo que las escalas son entre magnifudes distintas” (Fofio 13)

Como en este caso se tratd de dos longitudes, para la maestra que hizo la Gltima

justificacion, ;eso significo que no se trata de un agrandamiento?

En Resumen
Este problema no resultd sencillo; 29 maestros de 63 o bien no contestaron a la

pregunta, o contestaron incorrectamente, o lo hicieron correctamente, pero atribuyeron
una idea errénea al concepto de escala, al afirmar que dos cuadrados estan a escala si
la diferencia de sus lados, son una misma cantidad.

Cabe destacar también, que a excepcién de tres maestros, los 60 restantes no

consideraron el hecho de que, los lados de todos los cuadrados son proporcionales, y

por tanto, siempre estaran a escala.

Problema 6
Luisa tiene ocho afios. Su hermana tiene lo doble. ;Cuantos afios

tendra la hermana cuando Luisa cumpla 10 arfios?

Este también es un problema de valor faltante pero, a diferencia de los problemas 1y
2, existe una constante aditiva (entera) entre ambas magnitﬁdes por lo que la relacidon
no es de proporcionalidad. Las magnitudes que se relacionan son las edades de Luisa
y de su hermana.

Casi la mitad de los maestros opind que este problema resultaria facil para los
alumnos de primer grado de secundaria. Sin embargo, para los mismos maestros
resultd ser un problema diﬁéil, pues sélo 35 respondieron correctamente, 27
contestaron_incorrectamente y uno no respondié. Un poco mas de la mitad de los
maestl"os'prdpuso dos o tres procedimientos aUnque ta mayoria repitié alguno. Sélo-un
maestro no realizé ningun procedimiento. ' |

Los maestros que se dan cuenta de que Ia relacion es aditiva consideraron que el
procedimiento que sus alumnos usarian y con el que ellos ensefiarian seria el Aditivo
(Ad). Por su parte, los maestros que trataron el problema como si fuera de
proporcionalidad, consideraron que tanto los alumnos como ellos empiearian al Factor

Externo (FE).
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Los que reconocen la refacion aditiva .
Los 35 maestros que respondieron correctamente utilizaron los siguientes

procedimientos:

PROBLEMA 6 - Procedimientos Correctos (Aditivos)

Pc.1 Pc_2 Pc_3 | Frecuencia Porcentaje
1. Aditivo ‘ 27 13 2 42 73.7
2. Procedimientos Algebraicos 8 5 1 14 2486
3. No se entiende/No se sabe 0 o - T 1 1.8
Procedimientos en Blanco o 17 31 , 48
Total . 35 35 35 105 100.0

Tabla 2-34. Frecuencias de los procedimientos correctos en el problema 6

El procedimiento mas frecuente fue el Aditivo (Ad). Un total de 28 maestros lo
emplearon, 12 de eilos en dos ocasiones y uno en tres. A continuacién presentamos

las variantes del procedimiento:

variante 1 variante 2 - variante 3
: Hoy | Tiempo | Futuro 1 2
r Actual 4 L
Lugsa He ;T:Sana - 2 5 10 ‘ ual | A50 | Afos
: .| [ Hermana 16 2 18 Luisa 8 9 10
10 18 " Hermana 16 17 18
! Relacién | doble el
Lelleva 8 anos la doble
hermana a Luisa
.10+ 8 .
Folio 48 : Folio 28 ' Folio 23

Tabla 2-35. Variantes de Aditivo (Ad) en el problema 6

En el ejemplo de la variante 1, la maestra sumé ios ocho anos que le lleva la hermana -
a L.uisa, ya que esta diferencia siempre sera la misma (constante aditiva). En las otras
variantes, se sumaron los afios franscurridos, s6lo que en la variante 2, el maestro
sumé los dos afios, y en la variante 3, sumé de uno en uno. Cabe destacar el
comentario que hizo el maestro de la variante 2: €l escribid que la relacion que habia

entre las edades, después de los dos afios transcurridos ya no era el doble.

" Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro, Por tanto, esta cifra puede no coincidir con el
numero de maestro que utilizd dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro.
o . .

El porcentaje mostrado no toma en cuenta a los Procedimientos en Blanco.
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De los 14 Procedimientos Algebraicos {(PA): nueve son de la variante funcion

afin; cuatro de variable como incognita y; uno mas de grafica. Los primeros realizaron

to siguiente:

funcion afin

Hermana = x

Luisa=L
x=L+8
x=10+38
x=18

. Folio 57
Tabla 2-36. Ejemplo de funcidn afin de PA en procedimientos cormrectos en el problema 6

En el ejemplo, el maestro establecid, mediante una ecuacion, la relacion entre las
edades de las dos hermanas: la diferencia de edades siempre seria la misma.
Para otros procedimientos algebraicos ocurrid algo similar, sélo que aqui se

establecié una nica variable, y no una relacion funcional como en la funcién afin.

Veamos dos ejemplos:

| variable como incégnita
Luisa =8 = x Luisa x hermana 2x
Hna=16=x+8 X=8 2x=16
hermana 2x + 2
Six=10 18
Hna=10+8=18 ‘ Folio 60
Folio 24 ‘

Tabla 3-37. Ejemplos de variable como incdgnita de PA en procedimientos correctos en el problema 6

En el primer ejemplo se tuvo también la consideracion de que la diferencia de edades

de las hermanas siempre seria la misma.
Mientras que en el segundo, la maestra hace una anotacién ambigua: anota la

edad de una hermana como el doble que la edad de |a otra, usando la letra x, lo cual
sugiere que esa relacién es constante, pero la aplica al caso especifico en el que una
tiene 8 y la otra 16. Para expresar lo que ocurre dos afios después, mantiene esa

notacién ambigua: 2x + 2. Asi, si bien la maestra logra dar ia respuesta correcta, hace

expresiones algebraicas incorrectas.
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La variante de grafica s6lo aparecié en una ocasion:

grafica

——

L

Anos de,vida

10.—/

-t T 1

2008 200% 2010 2011

Folio 23

Tabla 2-38. Ejemplo de grafica de PA en procedirﬁientos correctos en el problema 6

El maestro grafico el tiempo transcurrido en afos, contra la edad de las hermanas. La

linea de abajo corresponde a la edad de Luisa y la de arriba a la edad de la hermana.

La constancia de la diferencia de las edades se expresa en el hecho de que las lineas

son paralelas.

Los que trataron el problema como si fuera de proporcionalidad

De los 63 maestros, soéloc uno no contestd este problema y 27 contestaron

incorrectamente, debido a que procedieron como si se tratara de una relacion de

proporciconalidad. En la siguiente tabla mostramos los procedimientos que usaron:

PROBLEMA 6 — Procedimientos Incorrectos {Multiplicativos)

Pc1 Pc 2 Pc 3 Frecuencia Porcentaje”

1. Factor Externo 14 6 1 21 48.8

2. Regla de Tres _ 8 4 0 12 27.9

3. Procedimientos Algebraicos 2 3 1 "6 14.0

4. Procedimiento Interno 2 1 0 7.0

5. No se entiende/No se sabe 1 -0 0 1 23
Procedimientos en Blanco 1 14 26 41

Total 28 28 28 84 100.0

. Tabla 2-39. Frecuencias de los procedimientos incomrectos en el problema 6

" Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cifra puede no coincidir con el
nimero de maestro que utifizd dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro.
¥ . : - -

El porcentaje mostrado no toma en cuenta a los Procedimientos en Blanco.
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El procedimiento de Factor Externo (FE) fue propuesto por 20 maestros, uno de ellos

repitié en dos de sus opciones. Estos fueron algunos ejemplos del procedimiento:

variante 1

Razonamiento: si tiene lo
doble soio multiplica la edad
de Luisa por 2 y obtenga ia
edad de su hermana.

Folio 51

variante 2

Si Luisa tiene 8 afos y su
hermana tiene el dobie;
entonces su hermana tiene
16 afios.

Para cuando Luisa tenga 10
afos su hermana seguira
teniendo el doble de edad;
entonces su hermana tendra
20 afos.

Folio 27

variante 3

Luisa = 8 afhos
hermana = 16 afos

Luisa = 10 afos
. hermana = 20 afos

por cada ano que tenga Luisa
su hermana tendra 2 veces
mas :

Folio 20

Tabla 2-40. Variantes de FE en el problema 6

La maestra del ejemplo 1, parece considerar que cuando se habla del doble se
multiplica por dos. Por otra parte, los ejemplos 2 y 3 son mas explicitos en su
explicacidon —incorrecta. Sin embargo, éstas no les fueron suficientes para reflexionar

su respuesta, y darse cuenta de su error.

La Regla de Tres (RT) la utilizaron 11 maestros —uno repitiendo el procedimiento.

variante 1 variante 2 _
8 _10 16 20 _ 20
6 x %10 8)160 8-16 8)160
- 10 = 00 _
160 00 20 anos
0 0
Xx=20 * Siempre va a tener el doble.
Folio 22 Folic 4

Tabla 2-41. Varniantes de la RT en el problema 6

Las variantes de Procedimientos Algebraicos (PA), funcion lineal y variable como
incognita fueron usados por cinco maestros: tres para la primera y dos para la

segunda.
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funcién lineal variable como incognita

Luisa x X = edad de Luisa
Hermana y 2x = edad de la hermana
y=2x Luisa tiene 10
y=2{10) hermana tiene 2(10) = 20
y=20 '
Folio 11 "~ Folio 38

Tabla 2-42. Variantes de PA en procedimientos incorrectos en el problema 6
En ambos ejemplos, los maestros consideraron que en todo momento la edad de la

hermana seria el doble de la edad de Luisa.

Por tltimo, tres maestros usaron una variante de Procedimientos Internos (Pl):

valores intermedios mlltiplos:

Tabla de proporcionalidad | Hermana | Luisa
4 2
8 4
12 6
16 8
20 10

Folio 11

Tabla 2-43. Ejemplo de vailores intermedios multiplos de Pl en el probiema 6

 La maestra sefialé que la tabla es de proporcionalidad, pues en todo momento ella

considerd que |a hermana tendria el doble de edad de Luisa.

En Resumen
Este problema - fue dificil de resolver para este grupo de maestros. El haberlo

considerado un problema facil para sus alumnos de primer grado de secundaria se
debid a la misma interpretacion incorrecta del problema. En total, 27 de 63 maestros
respondieron incorrectamente. Esto probablemente refleja un uso no reflexivo de
ciertos procedimientos: el hecho de que la mayoria de los problemas que se estaban
resolviendo fueran de proporcionalidad, aunado al uso en el texto de la palabra “el
doble”, los llevé a inferir, que éste también es de proporcionalidad™. Otros parecen

> puede decirse cjue ios maestros estarian respondiendo guiandose por indicios del contrato didactico
(Brousseau, 2007} '
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haber considerado realmente que la edad de la hermana siempre seria el doble de la
edad de Luisa, tal como algunos ejemplos mostrados arriba lo expresan.

Estas resoluciones dejan ver cierta fragilidad en el conocimiento que tienen los
maestros que las hicieron, acerca de la proporcionalidad, pues ante una variante
bastante simple muestran no poder discriminar cuando es pertinente .emplear las
técnicas, que sin embargo dominan.

Por otro lado, cabe ade!antar que de los 35 maestros que contestaron
correctamentie no todos reconocieron que se frataba de un problema cuyas magnitudes
no estan relacionadas proporcionalmente, es decir, cuando se les pregunt6é que si las
magnitudes en juego estaban relacionadas proporcionalmente, algunos dijeron que si.

Mas adelante abordaremos esto.

Problema 7

Una fotografia se reduce con una escala de | y enseguida se reduce

nuevamente con una escala de 1. ;Cuél es la reduccion total que sufre

la fotografia original?
Este problema es de escalas sucesivas, las magnitudes que se relacibnan son las
longitudes de la fotografia antes y después de la reduccion. No se proporcionan las
medidas de las longitudes, el problema esta en identificar el factor de escala resuitante,
. despugs de las dos reducciones expresadas mediante dos fracciones unitarias simples.

De los 63 maestros, 58 contestaron el problema y de los cinco restantes sélo uno
hizo un procedimiento, peroc no respondié. De los que contestaron, sélo 32 —
aproximadamente 50 por ciento del total- lo hicieron correctamente, por lo que resuito
ser el problema mas dificil. .

La cantidad de procedimientos fue baja y la variedad de los mismos también.
Sadlo 25 maestros propusieron dos o fres procedimientos, mieniras que los demas se
limitaron. a realizar uno. Cabe destacar que aunque encontramos poca . vanedad de
procedlmlentos todos fueron excluswos de este problema

La mayoria de los maestros considerd que el nivel de dificuliad de este problema ‘
_péra alumnos de primer grado de secundaria seria “regular’, y que éstos usarian el
dibujo como procedimiento. Asi mismo ia mayoria de los maestros dijo que si tuviera
que ensefiar a resolver ese problema, usaria el dibujo como procedimiento, aunque

algunos sefalaron que después les ensefarian el procedimiento del producto de

‘escalas:
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“El primero (refiriéndose al dibujo) porque el apoyo del esquema ayuda a /a
comprension de lo que sucede y posteriormente el numero 2 (producto de
escalas) para generalizar situaciones similares” (Folio 28)

“El 1 primero (dibujo) para que lo observen graficamente y después busguen una
generalizacion mediante el procedimiento 2 (producto de escalas)” (Folio 37)

“El procedimiento 2 (dibujo) y reafirmaria con la aplicacion concreta de fa
primera {producto de escalas)” (Folio 39)
Estos maestros consideran que la resolucién a través del dibujo es mas sencilla y clara
para los alumnos. Sin embargo, también dicen que es lmportante legar al producto de

las escalas, es decir, alcanzar cierta generalidad.

Los que respondieron correctamente
Veames los procedimientos que usaron los 32 maestros que contestaron

correctamente:

PROBLEMA 7 - Soluciones Correctas

. Pc.1 Pc2 Pc 3| Frecuencia Porcentaje
1. Producto de Escalas 17 9 1 27 51.9

2. Utilizacién de Dibujo {confusion '
longitud/superficie) 9 7 0 . - 16 308

3. Asignacién de Medidas Arbitrarias | 6 2 1 9 17.3

Procedimientos en Blanco ] 14 30 44

Total ) 32 32 32 a6 100.0

Tabla 2-44. Frecuencias de los procedimientos de las soluciones correctas en el problema 7

El procedimiento mas frecuente fue el Producto de Escalas (PE), el cual fue
propuesto por 26 maestros (uno lo usé en dos ocasiones). Una maestra, por ejemplo

hizo lo siguiente:

1
8

N

1
-
2
Obtener la cuarta parte de un medio

Folio 7
Tabla 2-45. Ejemplo de PE en el problema 7

" Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cifra puede no caincidir con el
nimero de maestro que utilizd dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro.
El porcentaje mostrado no toma en cuenta a los Procedimientos en Blanco.
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La mayoria de los maestros se limitd a realizar la operacién aritmética. Sin embargo,
hubo algunos que dividieron un medio por cuatro, y aplicaron productos cruzados,

como es el caso de este maestro:

1)(& =
2 1
Folio 40

Tabla 2-46. Otro ejemplo de PE en el prablema 7
De cualquier forma los incluimos dentro del procedimiento Producto de Escalas (PE).

El procedimiento de Utilizacion de Dibujo (UD), contestando correctamente, fue

propuesto por 15 maestros. Elios hicieron lo siguiente:

variante 1 variante 2

i 174
1 172 P Reduccion % 4

Folio 60

, Folio 12
Tabla 2-47. Variantes de UD (confusitn longitud/superficie) en el problema 7

Con ambas variantes los maestros flegaron a que la reduccion a escaia de la fotografia
era un octavo. Sin embargo, en ambas consideraron a la reduccion de escala como la
division —de la superficie de la fotografia- en partes iguales, como si reducir una figura

con una escala ¥z fuera equivalente a dividir su superficie a la mitad.
No es claro si los profesores que hacen esto utilizan la representacién como un

apoyo visual para obtener una fraccion de fraccidn, en cuye caso no hay error, aungue,
por tratarse de escalas el procedimiento resulta confuso, o si realmente los profesores

considéran que reducir a escala 1/n y partir la superficie entre n es lo mismo, en cuyo

caso hay un error conceptual en juego.
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El procedimiento de Asignacion de Medidas Arbitrarias (AMA), contestado

correctamente, fue propuesto por nueve maestros. Veamos dos ejemplos:

variante 1 A variante 2
Ya Va
10 Escala Foto
‘5 1 §cm
16 Ve 4cm
g 1.25 | 7 T 1em
N

Es un octavo

8 8 ]
1.25)1000  2}16 —» =
8

000

Folic 54
Folie 31

Tabla 2-48. Variantes de AMA en ei problema 7

En este procedimiento los maestros le asignaron valores arbitrarios a las longitudes de
la fotografia. Posteriormente, redujeron las longitudes a la mitad y luego, a la cuarta
parte. Finalmente, determinaron la razén que guarda la longitud de fa dltima con

respecto a la original.

Los que respondieron incorrectamente
En tofal, 26 maestros contestaron Iincorrectamente el problema y cinco no

respondieron. Los procedimientos que usaron se consignan en la tabla siguiente:

PROBLEMA 7 — Soluciones Incorrectas

Pc 1 Pc 2 Pc 3| Frecuencia  Porcentaje”

1. Suma de Escalas 14 1 0 15 441

2. Otros Incorrectos 7 1 0 ‘ 235

o Wlaaciin deDlodo Gonfusion | 5 5o | s

4. Producto de Escalas 0 1 0 1 29

5. Asignacion de Medidas Arbitrarias - 0 1 0 1 29

6. No se entiende/No se sabe |1 3 1 0 4 _ 11.8
Procedimientos en Blanco 4 24 31 59

Total ' 31 31 31 a3 100.0

Tabia 2-49. Frecuencias de los procedimientos de las soluciones incorrectas en el problema 7

" Esta cantidad incluye las tres opciones para cada maestro. Por tanto, esta cifra puede no coincidir con et
qﬂmero de maestro que utilizé dicho procedimiento, ya que puede incluir repeticiones de un maestro.
El porcentaje mostrado no toma en cuenta a ios Procedimientos en Blanco.
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Cabe destacar que algunocs procedimientos de los anteriores —UD, PE y AMA-, también
fueron empleados por maestros que respondieron correctamente, pero ahora se aplicod

o incluy6 una idea equivocada.
El procedimiento Suma de Escalas (SE) fue usado por 14 maestros, de los

cuales uno lo empledé en dos ocasiones. Este prdcedimiento se aplico de la siguiente

manera:
variante 1 : variante 2
442 6 (3 1 _s0%
—_— = — = - 2
8 8
1 - 259 I
4 75% del tamano original
Fofio 1 ‘ " Folio 63

Tabia 2-50. Variantes de SE en el problema 7

Los maestros que usan este procedimienio NO se fijaron en que la escala que les
resulta reduce menos que cualquiera de las dos escalas de la composicién. Esto se
debe a que ;no comprendieron la idea de las dos aplicaciones sucesivas? O bien, ¢no

estan habituados a revisar la factibilidad de sus resultados?

En Otros Incorrectos (Ot) clasificamos los de siete maestros:

variante 1 variante 2 variante 3
1. 1 Primera reduccién: %
i1 = 4-2 = 2_ 1 2 8 Segunda reduccion:
2 8 8 4
%_%=81_62=% 8 lél—i-=2 VECces
2 4 2
Folio 16 .
. Folio 51 _ Folio 27

Tabia 2-51. Variantes de Ot en el problema 7 -

De los cinco maestros que recurrieron a Utilizacién de Dibujo (UD) cometiendo algin
error, dos maestros si reconocieron a la reducciéon de escala como la reduccion de las

longitudes de la fotografia, pero al final consideraron la razén que guardan las &reas:
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Haciendo un :. : E ;
dibujpoconuna 1 o :' ':
hoja de papel original 1 . : Lk ] i
(dibujar o doblar) _ e 8 !
' 1 V2 ‘
Reduccion total % por lo tanto
por lado 8 en total
1 1 1
—_—— = —
8 8 64
Falio 59

Tabla 2-52. Ejemplo de UD {confusién longitud/superficie) en el problema 7 -

Otra maestra, en este mismo procedimiento, UD, entendié a la reduccion de escala

como la sustraccién de cierta parte de la fotografia:

Uso del grafico, para razonar

% %

Folioc 51
Tabla 2-53. Otro ejempio de UD {confusidn longitud/superficie) en el problema 7

Esta maestra concluyd que la fotografia se redujo a tres octavos, pues es el resultado
después de restar [a mitad de la superficie de la fotografia (parte sombreada) y un
cuarto de la mitad. Los otros dos maestros que contestaron incorreétamente también
tomaron la escala como la divisién del area de la fotografia.

Estos procedimientos dejah ver la existencia de confusién con respecto a qué
magnitud se aplican las escalas, superficie 0 longitud, y, posiblemente también con
respecto a la nocion de semejanza, intﬁnseca a la escala y no respetada en los

procedimientos que dividen las superficie.
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Un maestro incluyé una idea incorrecta al usar el Producto de Escalas (PE). E

realiz6 lo siguiente:

Multiplicando las j_(l 1
proporciones 214, 8
como se tratadeun darea —x —1- = —3_
88 64
Folio 59

Tabla 2-54. Otro ejemplo de PE en el problema 7

4

Después de calcular la escala de reduccidn total correspondiente a los lados de la
fotografia, calculd el factor en que se reduce el area. Al parecer, este maesiro
considera que un factor de escala aplica a las superficies y no a los lados.

El maestro que se equivocd en el procedimiento de Asignacion de Medidas
Arbitrarias (AMA) realiz6 algo similar a la variante 1 de la Tabla 2-50. Sin ‘embargo, al
igual que el maestro del ejemplo de la Tabla 2-54, también aludié a comparar las areas

de la fotografia original y de la reduccion:

200 1400
700
200 25

x 25 64
—== 40000 ., 625740000

125 625 <00

5 ﬁfo

625 00

Folio g

Tabla 2-55. Otro ejempio de AMA en el problema 7

En Resumen
Este fue el problema con menos respuestas correctas (32 de 63).

Las dificultades mas frecuentes enfre los 31 maestros gque cometieron errores
fueron 1) la creencia de que la compuesta de dos escalas es la suma de éstas y 2) la
confusién con respecto a la magnitud, longitud o superficie, a la que se aplica la escala.

Con respecto a esto Gltimo, cabe sefalar que incluso entre quienes resolvieron bien se
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manifestd esta confusién en-cierto grado: 17°° dejaron entrever, por fos dibujos que
usaron, una idea errénea de lo que significa la escala de una figura. Consideraron a la
escala ¥z como la parte de una superficie que resulta de ser dividida a la mitad.

Cabe destacar que de los 15 maestros, que resolvieron el problema apoyéndose
en un dibujo (UD)} con una idea errénea de escala, 12 dijeron que si tuvieran que
resolver ese problema en clase, usarian -ese procedimiento (UD), por ser sencillo de
explicar y de entender. Es claro que ellos mismos no son conscientes de la dificuitad y
del error que cometen. - - | _ _ -

Finalmente, hay que destacar que, si bien fueron el 49.2 por ciento de maestros
los que respondieron incorrectamente, si consideramos a los que respondieron bien,
pero en el procedimiento mostraron confusion éntre longitud y superficie, entonces

tendriamos a casi el 70 por ciento de los maestros con dificultad en este problema.

Comentario ‘
Desde el punto de vista de la resolucion a los ocho problemas podemos decir que:

En los cinco problemas “faciles”, se manifiesta un dominio por parte del grupo de '
uno (o mas de uno) de tres categorias de procedimientos para resolver problemas de
valor faltante tipicos: la mayoritaria, con los procedimientos clasicos de Regla de Tres y
de Valor Unitario; menos frecuente, los procedimientos que recurren a relaciones
Internas, mas intuitivos pero menos formales y, finalmente, los que recurren a
Procedimientos Algebraicos. _ '

Por su parte, los tres problemas “dificiles” ponen en evidencia limites en el
conocimiento de la proporcionalidad en al menos la mitad del grupo de maestros, y
esto independientemente de los tipos de procedimientbs usados en los anteriores
(clasicos, intuitivos, algebraicos):

o Dificultad para distinguir un problema que no es de proporcionalidad de uno gue
sf lo es. De la coleccion de 8 problemas, en dos casos no habia relaciones de
proporcionalidad, en el problema 4, de la tarifa de un taxi, la relacion es afin, y
en el problema 6, sobre las edades de dos personas, en el que la relacion es
aditiva. Si bien en el primero solamente cuatro maestros dieron un tratamiento
de proporcionalidad, en el segundo fueron 27, probablemente influidos por el
uso del término “el doble” en la redaccidn del problema. Ciertamente, esta

78 15 maestros resolvieron con UD y dos con PE. Estos dos Gitimos también hicieron un dibujo.
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dificultad puede estar mas relacionada con la forma en que los maestros leen
los problemas, que con la nocion de proporcionalidad.

‘ En la segunda parte de este cuestionario veremos que, cuando se pregunta
explicitamente a los maestro si hay o no proporc:onahdad el nimero de errores

" aumenta considerablemente, es decir, varios pueden resolver bien pero sin
saber si eso que hacen corresponde o no a una relacion de proporcionalidad.

e Dificultad con la nocién de escala. Llama la atencién que en los dos problemas
(7 vy 8) en los que el contexto es la escala de figuras geométricas, varios
maestros manifestaron no tener claro a qué magnitud se aplican los factores de
escala, si a la longitudes o al area. Por otra parte, el hecho de que el factor
entre las medidas de las longitudes no fuese entero parece haber hecho dudar
a varios maestros de que hubiese escala. |

e Dificuftad con fa nocién de composicion de factores de escala. Aunque el
contexto de la escala parece ser poco conﬁprendido por los maestros, es
posible suponer que, mas alld de esa dificultad, la aplicacion de manera
sucesiva dos factores de proporcionalidad les resulta desconocida. Esto es
hasta cierto puntc grave si se considera que la aplicacion sucesiva de factores
de proporcionalidad es una de las fuentes de significado (o uno de los campos

de aplicacién) de la nocién de multiplicacién.

Se vislumbran otras dificultades que en la segunda parte se expresaradn mas

claramente, en particular, [a de considerar que proporcionalidad se caracteriza por una

constante aditiva.

2.3 Reconocimiento de la proporcionalidad y su argumentacion

Panorama General
Mediante- el cuestionario aplicado exploramos, -ademas del conocimiento de

procedimientoé de - resolucion, c_onocimientos tedricos sobre la proporcionalidad, en
particular, el de sus propiedades —necesarias y suficientes-, el de los términos y las’
representaciones, asi como el de temas de matematicas relacionados con la nocion.

En este apartado abordaremos la identificacion de la proporcionalidad en una
relacion de magnitudes. Para cada problema del cuestionario, una vez que los

maestros proponian formas de resolverlo, se les preguntaba acerca de las magnitudes

que estaban involucradas y si €stas eran proporcionaies:
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¢ Cuales son las magnitudes que se relacionan en este problema?

;Considera que esas magnitudes son proporcionales? S/N Justifique su
respuesta

La primera pregunta permitio tener un referente en la inferpretacion de las respuestas a
la segunda pregunta, de la cual nos interesa resaltar las argumentaciones de
existencia o inexistencia de la proporcionalidad. _ |

La sola identificacion por parte de ios maestros de la presencia o ausencia de una
relacién de proporcionalidéd no‘ garantizé6 una justificacién correcta: la mayoria
identificd correctamente la presencia o ausencia de la proporcionalidad en 4 a 6
problemas; y en'los argumentos, solamente justificé correctamente de 1 a 3 problemas,

o bien, no justificé. La siguiente grafica ilustra lo mencionado:

Maestros que respondieron corectamente de 0 a 8 probiemas en cada caso

25

20

20
/\1<

g 4
E —e—|dentifican la

8 11 proparcionalidad
g2 10 \q‘ —=-— Argumentan

§ congruentemente
=z ‘ 53

5 3
4 4 1
o 3 0
0 ; . 0

Ningdn 1 2 3 4 5 6 7 - 8
acierto

Nimero de problemas respondidos correctamente

Grafica 2-5. Distribucion del total de maestros de acuerdo al nimero de problemas respondidos
correctamente en la Identificacion de ia proporcionalidad y en los Argumenios

Podemos ver también que ningdn maestro identificé correctamente si hay o no
proporcionalidad en los ocho problemas, asi como tampoco nadie argumentd
congruentemente mas de seis problemas. '

La siguiente tabla muestra dos cosas: por una parte, deja ver que los problemas
en los que los maestros fallaron mas al identificar si habia o no proporcionalidad fueron
aquéllos en los que no la habia (al parecer, la mayoria tendi6 a céntestar siempre que

habia proporcionalidad). Por otra parte, la tabla deja ver qué los maestros tienen
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grandes dificultades para argumentar su respuesta: en los dos problemas faciles, el 1y
el 2, resueltos correctamente por casi todos, menos del 45 por ciento (26 y 28
maestros de 63 respectivamente) logré argumentar correctamente. En los demas

problemas, Io hizo entre el tres y el 31 por ciento de los maestros.

Identifican correctamente Argumentan

la presencia o ausencia Ambas
_ de la proporcionalidad congruentemente
P_1 (si hay) 61 26 26
P_2 (si hay) 60 28 28

P

P_5 (si hay)

P8 (no hay

P_7 (si hay) 35 P 2

P_8 (si hay) 37 18 18

Tabla 2-56. Maestros que respondieron correctamente la identificacién de la proporcionalidad, los
argumentos y ambas en cada problema (n = 63)

Los argumentos se clasificaron en funcion de Ia congruencia que mantuvieron con lo
que se contestd a la pregunta de si hay o no proporcionalidad. Se consideraron
correctos cuando lo afirmado era correcto de acuerdo al modelo de propdrcionalidad y
al contexto de la situacidn. Asi por ejemplo, un maestro contesté que en las
magnitudes del problema 4 (tarifa de taxi, con "banderazo”) si habia broporcionalidad,
lo cual es incorrecto, pero en {a justificacidon hizo explicito que esto era asi si no se
toma en cuenta el banderazo, sino sélo el costo por kildmetro, dando asi un argumento
congruente. La situacidon anterior sélo se presentd en los problemas 3 y 4. Por esta
razoén, en estos problemas existe una diferencia entre la cantidad de argumentos
congruentes y los que contestaron correctamente ambas tareas (identificar si hay o no

proporcionalidad y justificar), y no misma cantidad como en los demas problemas.

108



Finalmente, de un total de 504 argumentos solicitados (uno por problema: ocho

por cada uno de los 63 maestros) se obtuvo el siguiente resuitado:

24.6% {124) ‘ 25.4% (128)
argumentos argumentos
en blanco congruentes o
correctos

e TUE

uv
Ao N

. y AT 4 ey S i

. L -y -A:—-,li.-f-.u-.n‘\_“} oy _’,» "

50% (252) ! ! 1R hf A ESJ J A !‘ =
argumentos SN “'_".“.'f,__‘;“jﬂ N )

" incorrectos

Grafica 2-6. Distribucion de los argumentos de los ocho problemas

Estas cifras quedan muy por debajo de las alcanzadas en la resoiucién de los
problemas, en donde si-bien solamente el 30 por cfento de los maestros pudo
resolverios todos (Grafica 2-2), el 90 por ciento 'pudo resolver al menos cinco de ios
ocho problemas (Tabla 2-4). Esta situécién expresa con claridad qﬁe es en el
conocimiento explicito de las propiedades de la proporcionalidad en donde estan las
principales debilidades. Retomando el concepto de praxeologia (Chevallard, 1999), el

principal problema esta en el bloque tecnoldgico tedrico.
A continuacién analizaremos las argumentaciones hechas por los maestros.

Analisis de argumentos congruentes o correctos _

Dentro de esta categoria ubicamos a todos los argumentos que, para el caso de
afirar la existencia de proporcionalidad, enunciaran alguna propiedad
extramatematica que explique la proporcionalidad, o alguna propiedad necesaria y
suficiente de la propofcionalidad, o inclusc explicaciones que hacen referencia a
alguna forma de resolver (aunque estrictamente esto no es un argumento). Para el

caso de negar que las magnitudes fueran proporcionales, se consideraron como

congruentes aquéllos que expresan la faita de alguna de las propiedades antes dichas.

Ademas, se incluyeron aquellas justificaciones en las que, a pesar de no ser correcta la

identificacién de fa proporcionalidad, la argumentacion es congruente.
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Las propiedades extramatematicas de la proporcionalidad son aquélias que
explican su presencia, destacando caracteristicas fisicas de los objetos o procesos del

mundo real, aunque siempre subyace una propiedad matematica. Por ejemplo:

“Si, porque se supone que es el mismao peso por pieza y aumenta en las mismas
proporciones” (Problema 1, Folio 9)

“Si, porque existe una fasa de cambio deferminada mediante la cual podemos

establecer cuantos pesos le corresponden x cantidad de ddlares” (Problema 2,

Folio 42) )

En el primer ejemplo el maestro afirmd que “aumenta en las mismas proporciones”
debido a que los dulces tienen el mismo peso (refiriéndose a masa). Esta es una
caracteristica fisica de la composicién de los dulces, es decir, que al tratarse de un
mismo tipo de dulces (como se menciona en el problema 1), uno supone gque éstos
tienen el mismo tamafio (volumen) y la misma masa, pues estan hechos de los mismos
ingredientes.

En el segundo ejemplo, el maestro hizo referencia a un proceso de la vida
cotidiana. El justificé la presencia de la proporcionalidad en el problema 2, porque la
tasa de cambio simplemente estaba determinada, o sea, no variaba, por tanto'podia
conocer el cambio en pesos de cualquier cantidad de délares. Probablemente este
maestro asocid su respuesta con la experiencia en el mundo real. .

Como se puede ver, la referencia a factores del mundo extramatematico supone
también una referencia implicita a una propiedad de la proporcionalidad (valor unitario
constante).

Las propiedades necesarias y suficientes que usaron los maestros para
afirmar la presencia o ausencia de la proporcionalidad en sus argumentos fueron:

e La constancia (o no) de la razén externa:

“Por cada dos kilos, hay 81 dulces y por cada 2 kilos que aumente, asi Jo haran
los dulces (81 piezas)” (Problema 1, Folio 24)

e Mismo que el anterior, pero. refiriéndose -especificamente a la
‘constancia del valor unitario: o ' :

“Hay una relacion constante entre pesos por dolar” (Problema 2, Folio 27)

“Los precios por salchicha en ¢/paq son diferentes” (Prablema 3, Falio 34)

s Grafica, linea recta que pasa por el origen (aunque este argumento es
incompleto):

“Buenc aunque el aumento es lineal y en las mismas proporciones segun me
dijeron tiene que empezar de 0 la grafica para ser proporcionalidad” (Problema
4, Folio 9)

. o La conservacion de ias razones internas:
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“.. si se duplica los kilos se duplican las piezas, si se lriplican los kilos se -
tripfican las piezas” (Problema 1, Folio 31)

» La igualdad de los productos cruzados:

“No hay proporciéh, puesto que los productos cruzados no coinciden” (Problema
3, Folio 22)

Otros argumentos clasificados como congruentes fueron los que justificaron mediante

alguna forma o técnica de resolver:

“Para obtener la respuesta tiene que encontrar que 6 es ef triple de 2 entonces
 tiene que buscar el rnple de dulces” (Problema 1, Folio 48)

- “Se puede dividir 72 pesos entre los 6 délares y se obtiene que cada dolar es de
12 pesos, misma proporcion para la segunda razén" (Problema 2, Folio 6)

"Por que se puede resolver por la regla de tres simple” (Problema 5, Folio 44)

En el dltimo ejemplo, el maestro parece suponer que la téchica que aplico, determind la
proporcionalidad, cuando en realidad es el hecho de que hay proporcionalidad lo que
determina a la técnica. Sin embargo, también puede tratarse de una dificultad de

il

redaccion.

Analisis de argumentos incorrectos
La categoria de argumentos incorrectos se dividid en cuatro subcategorias:

.propiedades necesarias -pero no suficientes; argumentos incompletos, implicitos o
circulares; argumentos falsos y; enunciacidén de datos u otra cosa fuera de contexto.

" En la subcategoria de propiedades necesarias pero no suficientes se
conformd de 71 argumentos (14.1 pof ciento de total de los argumentos), los cuales
fueron hechos por 28 maestros. |

Las propiedades necesarias pero no suficientes son aquéllas caracteristicas que
los maestros destacaron de una relacién de dos magnitudes para justificar la existencia
de la proporcionalidad que, a pesar de ser ciertas, no son suficientes para determinar
la presencia de la proporcionalidad. Por ejemplo: |

» El comportamiento de las magnitudes, cuando una de ellas aumenta o
disminuye, la otra también:

“Si, porque a mayor kg mas unidades y viceversa” (Problema 1, Folio 34)
« La condicién de unicidad en la relacion: _

"“Si, para cada valor‘gxiste una (nica respuesta” (2, Folio 17)

» La representacién grafica de una relacion de proporcionalidad:

“Si, porque si lo grafico es una linea recta” (Problema 4, Folio 7)
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 La existencia de una relacién entre las magnitudes que estén en juego
en la situacion:

“Si, porque tienen una relacién entre si” (Problema 5, Folio 4)
¢ Por ser una funcion:
“Si, porque es una funcion” (6, Folio 23)

Todas estas propiedades son ciertas y ocurren para cualquier relacién de
proporcionalidad. Sin embargo, cualquiera de éstas puede suceder sin que exista la

relacion de proporcionalidad, es decir, estas propiedades no aseguran la relacién de
proporcionalidad. Por ejempilo:
« En una relacion donde las magnitudes se comportan de forma
exponencial (y=2*), se cumple la primera propiedad descrita arriba
“cuando x aumenta, y aumenta y viceversa”. No obstante, la relacion no

es de proporcionalidad.

e Asi también, en una relacion descrita por y = x°, se cumple ia condicién
de unicidad, asi como la de ser una funcién, pero esto no la convierte en

una relacion de proporcionalidad.

¢ L a grafica de una linea recta cualquiera no representa a las relaciones de
proporcionalidad. Las funciones afines (y=mx+b) no son de
proporcionalidad, y sin embargo su gréﬁca‘ es una linea recta. Solo las
rectas que pasan por el origen y cuya pendiente sea mayor que cero, son

de proporcionalidad.

¢ En los tres contragjemplos, se plantean relaciones entre las magnitudes,

representadas por x y ¥, ¥y en ningun caso es de proporcionalidad.

En la subcategoria de argumentos incompletos, implicitos o circulares se tuvo un
total de 73 argumentos (14.5 por ciento del total de argumentos) escritos por 39
maestros. Se trata de aquéllos argumentos que se distinguieron por cierta vaguedad en
su forma de justificar. Algunos se limitaron a escribir caracteristicas poco preciéas dela
relacion de proporcionalidad, considerando quiza, que ic demas fuera obvio. Otros,
redundaron utilizando palabras como: proporcion, proporcionales, proporcionalmente,
proporcionados, etc., también como si estas palabras dieran respuesta a la cuestion de
justificar por que dos magnitudes son o no de proporcionalidad.

Estos son algunos ejemplos de argumentos incompletos o implicitos:
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e Las siguientes hacen referencia a una idea de constancia, de
uniformidad, pero no precisan que tipo de constancia esta en juego:

“Si, porque existe una constante” {Problemna 1, Folio 40)

“Si, porque la relacion de ambas va_cambiando_constantemente” (Problermna 2,
Fofio 51)
“No, ya que no aumentan de iqual manera” (Problema 3, Folio 28)

“No, porque no es crecimiento uniforme complelo” (Problema 4, Folic 24)

“Si, porque varian igual” (Problema 6, Folio 13)

s la snguaente hace referencia a los principios de la proporcuonahdad sin
decnr cuales son estos.

“Si, ya que cumple con sus principios” (Problema 8, Fofio 26)

Estas justificaciones pueden ser interpretadas de varias formas, ya que no esta claro,
ni explicito que los cambios constantes o aumentos iguales, signifiquen que por cierta
cantidad de aumento de una magnitud, la otra aumentara otra cierta cantidad, y esa
razén de crecimiento siempre sera la misma. Podria ser interpretado simplemente

como aumento de cantidades iguales para ambas magnitudes, sin importar los valores
iniciales.

Otros argumentos de esta misma subcategoria fueron aquéllos que pueden
considerarse circulares: '

“Si, fa cantidad de kilos es proporcional a /as piezas” (Problema 1, Folio 10)

“Si, porque va aumentando en forma proporcignal” (Problema 2, Folip 37)

“No, no va en proporcion el precio de la salchicha” (Problema 3, Folio 48)

“Si, ya que va variando la tabla constantermente es decir es fa misma proporcion
(Problema 4, Folio 51)

“Si, la reparticion es proporcional al porcentaje de la proporcion que aporto cada
una” (Problema 5, Folio 50)

“Si, porque fa edad de una es proporcionalidad a la edad de /a otra” (Problema 6,
Folio 50)

“Si, siempre se reducira en properciones” (Problema 7, Folio 20)
“Si, la medida del dibujo va a ser proporcional a fa escala” (Problema 8, Folio 15)

n

- Estos maestros utilizan los términos subrayados probablemente sin darse cuenta que
eso mismo que escriben es parte de lo que se les pide que expliquen. El término de
proporcionalidad, a la vez que es utilizado de manera ambigua, parece ser considerado
como algo transparente en'si mismo, como expresando algo que cuyo significado es -
conocido por todos, y de lo cual podemos hablar sin ambigledad alguna. No
descartamos que algunos, al referirse a “proporcional”, piensen en la propiedad

necesaria “a mas, mas”.
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Por ofro lado, en la subcategoria de argumentos falsos se agruparon 61

argumentos (12.1 por ciento del fotal de argumentos), los cuales fueron escritos por 37

maestros.

Los argumentos falsos fueron aquéllos que 'expresaron ideas incorrectas acerca
" del modelo matematico que define la proporcionalidad o acerca del contexto de la
situacion. | | |

Algunos maestros atribuyeron la existencia de proporcionalidad a rasgos
particulares que caracterizan la situacién, pero no al modelo matematico de la
proporcionalidad, por ejemplo:

“Si, visto desde mi dptica de maestra si porque el nimero de salchichas en los 2
paquetes son pares” (Problema 3, Folio 63) ' _

“Si, ya que va de una escala mayor a una menor” (Problema 7, Folio 1)

"No, porque no se da una escala exacta” (Problema 8, Folio 5)

Estos sdlo son rasgos particulares que caracterizan la situacion, pero no al modelo

matematico de la proporcionalidad.
Otros argumentos en los que el error es de naturaleza muy distinta fueron

encontrados en el problema 4, sobre fa tarifa del taxi, en el que estd en juego una
funcion afin:

“Si, porque son producto de una funcion lineal y=mx+b" (Problema 4, Folio 39)

“Si son proporcionales, ya que en cada caso el costo por km. no varia (4 pesos),
pero hay que considerar que hay un costo fijo (banderazo)” (Froblema 4, Folio 8)

“Si, siempre cobra el mismo precio el kilometro al total de agrega 7 de
banderazo” (Problema 4, Folio 47)

A diferencia de los ejemplos anteriores, estos argumentos caracterizan bien la
situacion e identifican bien el modelo matematico implicito, el de la funcidon afin. Sin
- embargo se equivocan al atribuir las caracteristicas de dicho modelo matematico
(funcién afin) al de proporcionalidad. _

Enel “problema 6, el de las edades de las hermanas, se encontraron dos fipos de
errores: los que, como en el caso anterior, identifican bien la relacion en juego, en este
caso la constante aditiva, y se equivocan al asociar esa relacion con el mbqlelo de ia
proporcionalidad y, por otra parte, los que se equivocan al ver en la situacién de las

edades una constante multiplicativé,‘ fa cual relacionan con el modelo de Ia

propbrcionalidad.

114



Ejemplos del primer tipo de errores son los siguientes:
*Si, la edad de la hermana siempre va 8 afios arriba” (Problema 6, Folio 34)
"Siempre va tener 8 afics mas” (Problema 6, Folio 47)

"Siempre le va a llevar 8 arios mas” (Problema 6, Folio 48)

-Los maestros reconocen que la diferencia de edades entre las hermanas siempre sera
de ocho afos (conSténte aditiva). Sin embargo, afirmaron que las magnitudes eran
proporcionales, es decir, atribuyeron que la existencia de una constante aditiva
entre dos magnitudes origina a una relacién proporcional. '
 Ejemplos del segundo tipo de errores son los siguientés:
“Si, porque siempre tendra ef doble” (Problema 6, Folio 1)

“Si, slempre existira una-relacion de 2:1” (Problema 6, Folio 27)
“Si, por cada ano que cumpla Luisa cumplira 27 (Problema 6, Folio 44)

Estos argumentos a pesar .de ser correctos -los dos primeros- para el modelo
matematico de la proporcionalidad, en este caso no lo son, ya que se contraponen
al contexto de la situaciéon. Recordemos que el problema 6 trataba de una relacién
aditiva.

Estos maestros respondieron que las magnitudes si eran de proporcionalidad, sin
tener presente lo que esto representaba de acuerdo al contexto del problema, es decir,'
algunos (como los primeros dos ejemplbs), quiza extrapolaron la situacion real a un
modelo matematico -errbneo-, trabajaron con él, y no regresaron a la situacion para dar
sentido. Otros mas graves, como el tercer ejemplo, si volvieron a la situacién e hicieron
explicita su solucién —falsa-, y adn asi no se percataron de la solucidn ilégica que
estaban dando. ‘

Estos ejemplos probablemente ocurrieron por la falta de atencion al contexto
posiblemente provocada por la automatizacion o mecanizacién de las técnicas y
formulas que se vuelven parte de los recursos para solucionar ciertos problemas. Sin
embargo, esto no disminuye la gravedad del error suscitado.

~ En el problema 7 (escalas sucesivas), encontramos otros argumentos falsos que
en este caso estuvieron ligados, nuevamente, a la confusa idea que hubo entre la
escala de una figura y la reduccién de area que ésta provoca:

“No, porque al reducir la escala, se reduce en mayor proporcion la foto. original
(Prablema 7, Folio 29)

“No, el tamario de la fofografia o el érea cada vez es mucho menor, no es la
mitad del tamafio anterior, aunque el lado cada vez se reduce a la mitad”
(Problema 7, Folio 59)

"
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Estos maestros muestran la ambigiiedad que tienen del concepto de escala, como ya
lo habiamos visto en apartados anteriores, aunque aqui esta explicita la- confusion.
Ellos escribieron que las magnitudes relacionadas en el problema (longitudes de la
fotografia) no pueden-ser proporcionales, pues' el comportamiento del area de la
fotografia al reducirse no es igual que al de las longitudes, como si tuviera que ser éste
el mismo para que se cumpla la proporcionalidad.

En Resumen _
Esta parte del cuestionario pone en evidencia en donde se encuentran los principales -

puntos débiles del conocimiento de un nimero importante de maestros: en el bloque
tecnoloégico tedrico de la nocidén de proporcionalidad, especificamente en las
propiedades que caracterizan a esta relacién, lo cual se confirmard enseguida.
Ademds, se pone de manifiesto una dificultad que va mas alld de esta nocidn

especifica al tener que ver con la capacidad de identificar y de construir un argumento

matematico.

Ejercicio 2”7: Propiedades necesarias y suficientes de las relaciones de
proporcionalidad ' '

En el ejercicio 2 de la segunda parte del cuestionario se abordd, esta vez de manera
explicita, el tema de las propiedades'dé las relaciones de proporcionalidad. El ejercicio
consistid en reconocer, para cada una de las seis propiedades descritas: 1) si la
" propiedad es de una relacion de proporcionalidad, 2) si la propiedad es necesaria para

que haya proporcionalidad y 3) si es suficiente (ver Anexo B). Ejemplo:

2.1.1 ;i Es una propiedad de las relaciones de proporclonaitdad’?
osSf ONO ONOSE
2.1) Cuando crecen !qs 2.1.2 ;Es una propiedad necesaria?
valores de la magnitud 1, o Si ONO 0 NO SE
crecen los de la magnitud 2. 2.1.3 (;E§ una propiedad suficiente?
oSl _ONO  ONOSE

Las otras propiedades descritas en el ejercicio fueron las siguientes:

2.2) Cuando un valor de la magnitud 1 crece n veces (el doble, el triple, etc.), también lo
hace el valor correspondiente en la magnitud 2.

2.3) A la suma de dos valores de la magnitud 1, le corresponde la suma de los valores
de la magnitud 2,

7 Para este gjercicio se tomé en cuenta a 56 maestros, ya que siete dejaron todo el gjercicio en blanco.
Probablemente esto se haya debido a falta de tiempo, pues de acuerdo a la lista de orden de entrega del
cuestionario, éstos se encuentran en las Utimas posiciones.
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2.4) El valor unitario es constante.

2.5) Todos los valores de una de las magnitudes se pueden obtener SUMANDO UNA
MISMA CANTIDAD a los valores de |a otra magnitud. .

2.6) Todos los valores de una de las magnitudes se pueden obtener MULTIF’LICANDO
por UN MISMO FACTOR los valores de la ofra magnitud.

En la siguiente tabla se exponen los resultados:

. Propiedad . Prop_1 Prop_2 Pl’op ' Prop_6
1) P: propiedad de relaciones : i ‘
de proporcionalidad PN PNyS PNyS -
2) N: necesaria  3) $: suficiente
Por lo menos la respuesta a la 53 52 49
pregunta 1 es correcta.
Las 3 respuestas son cofrectas 16 . 15 27
La primera respuesta es
. 1 1 3
incorrecta
Respuestas incongruentes 2 2 1
Dicen que no saben (enlos 3 0 0 y
incisos)
En blanco 0 1 2

Tabla 2-57. Resultados det ejercicio 2 del cuestionario (n = 56)

Respuestas a la primera pregunta: ;Es una propiedad de las relaciones de
proporcionalidad? ,
De las seis propiedades, |a tercera y la quinta fueron las mas dificiles, pues menos de
fa mitad lograron reconocer si esas ‘prop_iedades eran o no de las relaciones de
proporcionalidad. La mayoria de quienes contestaron correctamente en el caso de
estas dos propiedades, también lo hicieron en el caso de la 1, 2 y 6, lo que confirma la
mayor dificultad de las primeras.

Los errores en la tercera propiedad quiza se hayan debido a que no se entendio
la redaccion de ésta: “A la suma de dos valores de la magnitud 1, le corresponde la
suma de los valores de fa magnitud 2”, a pesar del esquema que se incluyé como

apoyo para diferenciar entre valores y magnitudes:

Magnitud 1 Magnitud 2
Y A S o
valores de la __ . F it uiialalini il Sl H b—__valores dea
magnitud 1 ax, i o Py magnitud 2
valores /

correspondientes
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Por ofro lado, llama la atencién que aproximadamente la tercera parte de los maestros
considerd que la propiedad 5: “Todos los valores de una de las magnitudes se pueden
obtener SUMANDO UNA MISMA CANTIDAD a los valores de la ofra magnitud"’,l_
perteneciera a las relaciones de proporcionalidad, en otras palabras,
consideraron que las funciones afines con razén de cambio igual a uno:

y=x+b son de proporcionalidad. De esos 22 maestros que afirmaron lo
anterior, 13 también lo hicieron en el problema 6 -el de las edades de las

hermanas- el cual aborda una funcidn de este tipo y=x+8, pero los otros

nueve, no. Esto Ultimo no es necesariamente una incongruencia, pues los
marcos en los que se formulanA‘Ias preguntas son compietamente distintos, en
un caso se trata de resolver un problema concreto poniendo en juego
implicitamente propiedades, en el otro se trata de la formulacién explicita de
una propiedad. ‘

L.as respuestas a las tres preguntas ;Es una propiedad de las relaciones de

proporcionalidad? ¢ Es una propiedad necesaria? ; Es suficiente?
La segunda linea de la tabla 2-57 muestra el nimero de maestros que respondieron

correctamente a_las fres preguntas. Puede verse que este numero disminuye

fuertemente en comparacion con los que contestaron bien la primera pregunta.
Las nociones de “propiedad necesaria” y “propiedad suficiente”, como veremos,
resultaron confusas para la mayoria de los maestros.

Reconocer que la propiedad 1 ("a mas, mas”) s6lo es una propiedad necesaria,
pero no suficiente en las relaciones de proporcionalidad parecio ser un problema para
los maestros, esto ya lo habjamos observado en la parte anterior, en la cjue numerosos
maestros argumentaron la proporcionalidad mediante dicha propiedad.

En la propiedad 2 (“al doble, el doble; al triple...”), la dificultad fue en reconocer
que ademds de ser necesaria, es suficiente. Lo mismo sucedié en la propiedad 3

(isomorfismo aditivo). No obstante, esto ocurrié menos para las propiedades 4 y 6, las

cuales hacen referencia al wvalor unitario y a la constante multiplicativa,

respectivamente. Quiza esto indica que, hoy en dia, estas Ultimas propiedades son
mdas conocidas que las otras, las cuales aluden a las relaciones internas y estan

vincuiadas con procedimientos de resclucion menos formales, mas intuitivos.
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Esta minoria de maestros pone de manifiesto que hay poca 'comprensién. de lo
que significan las nociones de “propiedad necesaria” y “propiedad suficiente”. Entre el
12 y 58 por ciento del total de los maestros no lograron responder correctamente a la
segunda y tercera pregunta (a la vez), a pesar de haberlo hecho en la primera. Pocos
de éstos contestaron 'que‘ no sabian o dejaron en blanco esas dos pregun'tas. Los
demas probablemente contestaron sin estar seguros o simplemente eligieron al azar.

Otro resultado que acusa la misma incomprension de la que hablamos, son las

contradicciones que encontramos: -
» Entre las tres preguntas a una misma propiedad {Incongruentes):

Algunos dicen que ia propiedad descrita NO pertenece a las relaciones
de proporcionalidad. Sin embargo, afirman que es una propiedad
necesaria o suficiente.

» En una misma pregunta, para dos propiedades descritas:

Por ejemplo, las propiedades 5 y 6, son “opuestas”, es decir, hablan de
un mismo patrén de comportamiento, pero la primera alude a una
constante aditiva, mientras la segunda a una multiplicativa. Sin
embargo, encontramos que 19 maestros reconocen a ambas como
propiedades de las relaciones de proporcionalidad.

Otro ejemplo es el de las propiedades 4 y 6. Ambas aluden a un valor
coincidente: valor unitario y constante de proporcionalidad. Hubo 10
maestros que reconocieron a una como propiedad de las reiaciones de
proporcionalidad y a [a otra no. ' '

En Resumen
Se confirman dos errores conceptuales recurrentes:

e pensar quela constanfe aditiva corresponde a proporcionalidad y;

e pensar que la propiedad de “‘a mas, mas” es suficiente.

Ademas, se manifiestan otros problemas:

e no reconocer explicitamente la propiedad del isomorfismo aditivo, a pesar de ser

tan utilizada implicitamente;

.+ no comprender las nociones de necesario y suficiente.

119



2.4 El uso de los términos relacionados con la proporcionalidad: Ejercicio 1

Ya hemos visto, al analizar los argumentos de los rﬁaestros, que existe una dificultad
para expresar las propiedades de la proporcionalidad. Esta dificultad esta vinculada
con miuitiples causas, desde un desconocimiento de las propledades un
desconocimiento -de lo que es un argumento una d:fcultad de redaccion y de
estructura del texto, hasta un uso a veces inadecuado de los términos.

En el ejercicio 1 de la segunda parte del cuestionario se explord el conocimiento
de los maestros respecio de algunos términos en uso que se relacionan con la
proporcionalidad (no necesariamente correctos’). Los términos tratados fueron: tabla
proporcional, conjuntos proporcionales, numeros proporcionales, coeficiente de
proporcionalidad, mdiltiplo y cociente. Estos términos se presentaron en proposiciones
que hacian referencia a una relacion proporcional de dos magnitudes. Los maestros

debian decir si las proposiciones eran verdaderas, falsas o si no sabian.

Cantidad de plumas Costo
6 . 24
9 36
12 48

1.1) La tabla es de proporcionalidad:

1.2) Los conjuntos {6, 9,12} y {24, 36, 48} son proporcionales’™
1.3} Los ndmeros 6 y 24 son proporcionales:

1.4) Los ntimeros 6 y 9 son proporcionales:

1.5) El coeficiente de proporcionalidad es 4.

1.6) El coeficiente de proporcionalidad es 1.5:

1.7) El coeficiente de proporcionalidad es 0.25:

1.8) 24 es multiplo de 6:

1.9) 9 es muliiplo de 6:

1.10)1.5 es el cociente de 9 y 6:

Este ejercicio, en comparacion con el anterior fue més facil de contestar para los
maestros, pues mas del 75 por ciento de ellos respondid con un maximo de tres

errores. Los resultados de cada proposicion las podemos ver en la siguiente {abla:

"8 por ejemplo: nimeros proporcionales.
7 Esta proposicion es usual. No obstante presenta cierta ambigiiedad, pues los elementos de un conjunto

no son elementos ordenados.
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1 2 3 4 5 6 9 10
Vv v . F F v F F v
Correctos 60 54 .7 - 32 56 54 - 53 45
Incorrectos 1 5 - b4t 27 5 . 5 7 12
No saben - 0 1 S0 0 L 0 3
En Blanco 0 1 0 1 0 T 1 1

Tabla 2-58. Resultados del ejercicio 1 del cuestionario (n = 61)

Al parecer las tinicas proposiciones que no fueron més faciles de responder fueronia 3
| y la 7. En la proposicién 3 se pregunta si un -par de: nimeros pueden ser
proporcicnales, ante lo cual la mayoh’a contesté verdadero. Cabe observar que 29 de
estos maestros, en el inciso 4, en el que se pregunta lo mismo pero con otro par de
numeros, contestan ahora negativamente. Parece que la distincion de respuesta de los
29 maestros gue respondieron verdadera a la proposicién 3, pero falsa a la 4, radico en
-el tipo de nUmeros: en el primer par, un nimero es multiplo de otro (6 y 24); en el
segundo no lo es (6 y 9). Estos maestros probablemente consideran que el significado
de la palabra “proporcional” es similar al de “mdltiplo”, es decir, como si fueran
sinénimos, sin tener en cuenta que -dos nimeros no pueden ser proporcionales, ya que
para ello se necesitan al menos cuatro valores de dos magnitudes. Cabe destacar
ademas que, en las proposiciones 8 y 9, las cuales abordan los mismos nimeros que
en las proposiciones 3 y 4, pero con el término “multiplo” en lugar de “ntimeros
proporcionales”, los mismos maestros, a excepcion de tres, contestan igual que enla 3
y 4.

Por otro lado, podemos ver la consistencia entre las proposiciones 3 y 8, quienes
tomaron como igual “proporcional” y “multiple”, la diferencia es poca (8). Sin embargo,
para .las proposiciones 4 y 9 no sucedié lo mismo, 23 maestros respondieron
correctamente la proposicion 9 (9 no es multiplo de 6), pero incorrectamente la 4, es
decir, afirmaron que 6 y 9 son proporcionales, por lo que estos maestros no consideran
como sindnimos a los términos involucrados.

La propbsicic'm 7 también tuvo una cantidad alta de errores. Esta, al igual que 1a 5
y 6, abordé el término de “coeficiente de proporcionalidad”, aunque los errores sélo se
encontraron en la 7. Los maestros lograron reconocer al factor que obtiene el costo a
partir del nimero de plumas, el cual es un nimero entero, 4 (proposicion 5); también
Iogi'aron rechazar al 1.5 como coeficiente de proporcionalidad (prdposicién 6), pues

éste es un factor interno en la tabla; sin embargo, el factor 0.25, que logra pasar del
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costo al nimero de plumas, no fue identificado como coeficiente de proporcionalidad
(proposicion 7).

Quiza este error se debié a que los maestros creen que sdlo existe un coeficiente
de proporcionalidad, y éste ya habia sido identificado. Otra causa adicional podria ser

fa‘naturaleza del coeficiente, es decir, que entre un nimero entero y uno decimai, eflos

- eligen el entero. También el ordenamiento de las magnitudes en la tabla pudo influir, es

o

decir, en una tabia casi siempre (o siempre} se coloca en la izquierda a los valores de
la magnitud independiente, en este caso al nimero de plumas y, en la derecha a los de
la dependiente, el costo. Viéndola de esta manera, los maestros tal vez solo centraron
su atencidn en el costo, y por tanto, sélo en el coeficiente de proporcionalidad que les

hace obtener el costo.

En Resumen
La nocion de muitiplo se integra de maneras diversas con la de proporcionalidad,

dando lugar a diferentes equivocos. El error mas llano es el que atribuye la propiedad
de proporcionalidad a dos nimeros cuando uno es mitiplo del otro. Otro error surge

de la consideracion de que hay proporcionalidad si el factor de proporcionalidad es

~entero {y por lo tanto los valores de un conjunto son muitipio de los del otro). Y

finalmente, quienes no suponen esta Gitima restriccion y admiten que el factor puede
ser no entero, se confunden también al aplicar el adjetivo proporcional a la relacion

entre sdlo dos ndmeros.

25 FEi conoc:mlento de los vinculos de la proporcionalidad con otros femas de

matematicas: Ejercicio 3%
De una lista de temas de matematicas, se les pidié a los maestros que eligieran a

aquéllos que creyeran que tenia alguna relacidon con la proporcionalidad y que
explicaran por qué. Los temas de la lista fueron: figuras a escala, volimenes,
conversiones de unidades, pi (n), funciones de -la forma y=kx, probabilidad,
semejanza, trigonometria y niimeros racionales. Todos ellos de alguna forma estan
vinculados con la proporcionalidad (ver Parte 2 del Analisis Previo). Sin embérgo, los

maestros eligieron con mas frecuencia a unos que a otro.s:'

¥ Para este ejercicio no se tomé en cuenta a siete maestros, ya que éstos dejaron todo en blanco.
Probablemente esto se haya debido a falta de tiempo, pues de acuerdo a la lista de orden de entrega del
cuestionario, ésios se encuentran en las dltimas posiciones. .
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Grafica 2-7. Nimero de maestros que relacionan cada tema con la proporcionalidad (n = 56)

Los temas que mas vincularon con la proporcionalidad fuerdn figuras a escala,
conversiones de unidades y funcién de la forma y =kx. Lo hicieron al menos dos
terceras partes de los maestros. '
Con respecto al tema de “Escala” hay algunas cuestiones que llaman la atencién. Por
una parte, parece légico que alcance una frecuencia alta de vinculacion con la
proporcionalidad, pues la relacion con estos temas es directa y explicita en los
programas de estudio (SEP, 2006b). Es comun encontrar ejemplos de figuras a escala
cuando se trata el tema de proporcionaiidad. Sin embargo, como vimos en la seccién
2.2.2, al analizar las resoiuciones a los problemas sobre la escala (7 y 8) hay
co_nfusiones, una con respecfo a la magnitud a la que se aplica la transformacion,
longitudes, o superficie, otra con respecto a si el factor de proporcionalidad debe ser
entero o no. Por lo visto, estas confusiones conviven con la certeza de que la escala‘es
un tema que se relaciona con la proporcionalidad. ' |
Por otra parte, entre los temas aparecen en este ejercicio, varios estan muy
relacionados con la escala: la semejanza (dos figuras semejantes son también dos
figuras a escala una de la otra), la trigdnometria (las constantes trigonométricas surgen
de las razones internas que se conservan, entre pares de lados de tr]éngulos
rectangulos semejantes) y la nocién de pi, la cual es otra razén interna invariante en el
conjunto de circulos. El hecho de que en estos otros temas [a frecuencia de vinculacién
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con la proporcionalidad baje significativamente, parece poner de manifiesto una cierta
fragmentacion, o atomizacion, de los conocimientos matematicos del profesor.

Con respecto a los argumentos que usaron para justificar la relacion de escala
con la proporcionalidad, la mayoria siguen siendo débiles y poco precisos.

» Figuras a escala
“se multiplican o dividen un mismo niumero” (Folio 9)

“existe un valor constante de reduccién o aumento” (Folio 27)
“si incrementa la magnitud de la figura aumenta su proporcién” (Folio 35)
“fodos sus lados aumentan lo mismo” (Folio 47} '
“al incrementar la magnitud de una fig. hay proporcion” (Fol::o 60)
Los pocos argumentos que justifican la vinculacién con Pi son mas precisos.

e Pi
“es la relacion constante (razén) que existe entre la magnitud del diametro

¥ su perimetro” (Folio 8)
“siempre cabe el mismo numerc de veces el radio en el circulo” (Folio 9)

“nor la relacién que tiene con la circunferencia y su radio®” (Folio 28)

Los profesores también tienden a vincular la proporcionalidad con el tema de
conversiones de unidades. Sus argumentos son ambiguos:

» Conversiones de unidades
- “al saber el valor tiene que multiplicar para convertir” (Folio 3)

“porque siempre a una unidad fe corresponde solo una de la otra” (Folio 7)
“establece la formula de conversion de un sistema a otro” (Folio 8)

‘hay una constante” (Folio 26)

Consideramos que es muy positivo que los maestros si reconozcan que existe un
vinculo entre la proporcionalidad con la funcion lineal, pues éstos constituyen dos
temas clave en secundaria cuyo vinculo concierne al transito de la aritmética al
algebra. El reconocimiento de -este vinculo no significa que pueda instrumentarse en
una secuencia didactica, pero es un punto de partida. Los argumentos nﬁev_amente son
del mismo tenor, incompletOs,'impIicito__s o aluden a propiedades necesarias, pero no .
suficientes de las relaciones de proporcionalidad. '

e Funcion de Ia forma y = kx . :

“para cada valor de fa x incrementan de el valor de fa y” (Folio 17)
“se establece una igualdad” (Folio 20)

“a mayor es el valor de la variable sera mayor el resultado” (Folio 38)

8 ) os dos tltimos ejemplos hacen referencia al radio en lugar del diametro.
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Finalmente, pocos maestros muestran un conocimiento de las vinculaciones entre Ia
proporcionalidad y los nUmeros racionales o la proporcionalidad y la probabilidad.

Pocos o ninguno de los argumentos dados en estos temas fueron correctos. Ejemplos:

¢ NUumeros racionales
“fracciones equivalentes” (Folic 21)

“las proporciones son razones y se representan con racionales” (Fofio 37)

En probabilidad no se encontraron argumentos correctos. -

.En Resumen
Los maestros conectan la proporcionalidad con la escala, pese a que varios

manifiestan cierta incdmprensic’m de esa relacidn, similarmente ocurre para la
conversién de unidades y la nocién de funcién.

Paradédjicamente, tienden a no fnanifestar conexiones con la semejanza, con al
trigonometria y con la nocion de pi. Tampoco con los racionales y con la probabilidad.

Este fesulta_do sugiere'que la nocion de proporcionalidad tiende a ser vista como
aislada en el curriculum, lo que sin duda le resta funcionalidad, v 'éontinuidad, en el
estudio de los otros temas. Este fenémeno, el de la atbmizacién del conocimiento,
lamentablemente, va mas alld del tema que aqui nos ocupa, constftuyendo una
_caracteristica del conocimiento matematico que se ensefia en secundaria.

Finalmente, podemos apreciar de lo anterior, que no sélo les resulté dificil a los
maestros identificar los temas que se vinculan con la proporcionalidad, sino que

ademas, aquéllos que lograron hacerlo, les fue muy complicado expresar por escrito la

relacion entre éstos.

2.6 Dificultades mas frecuentes de los alumnos para resoiver problemas de

proporcionalidad .
" En la primera parte del Ejercicio 3, se preguntd a los maestros acerca de las

dificultades mas frecuentes que tienen los alumnos cuando resuelven problemas de

proporcionalidad. Ubicamos las respuestas que dieron los maestros en cinco tipos de

dificultades:
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Tipo de

dificultades Descripcion

Dest Se refieren a la dificuliad de:
estrezas y + establecer relaciones entre magnitudes o entre nimeros,
conocimientos . R
* plantear las proporciones: acomodo de los datos,
sobre la
« ysarla regla de tres, ‘
[ ]

proporcionalidad . . . .
(19 maestros) encentrar el factor de proporcionalidad (sobre todo si es decimal o
fraccion),

Se refieren a la falta de:
razonamiento légico,

D e
estrezas y comprension lectora,

capacidades

alisi
generales anﬂ :"S
{17 maestros) refiexion,
interpretacion,

comprension de los conceptos.

Se refieren a: .

Dest = realizar operaciones aritméticas: multiplicar y dividir (principalmente
estrezas y decimales y fracciones),

capacidades de

matematicas * plantear I.a ecuaci.c’) rl_, .

(13 maestros) s saber gue procedimiento aplicar,
¢ usar diferentes formas de resolver,
» resolver problemas razonados (aplicaciones).
Los alumnos:

s no les gusta pensar,
Personales e no les gusta las cosas complejas, prefieren las practicas,
(respecto a los = muestran indiferencia, falta de interés,
alumnos) » son distraidos y se les olvida las cosas,
(8 maestros) « no les parece que es til,
« prefieren mecanizar,
= son practicos, metadicos.

Se refirié a:

De ensefianza (s6lo | » la falta de explicacion de los procedimientos v,

fueron mencionados | = la inseguridad del maestro para abordar el tema (por falta de
por tres maestros) preparacion de la clase o de conocimiento),

(3 maestros) « el cambio en la forma de trabajar de la primaria a la secundaria,

s no vieron con profundidad el tema. ‘

Sociales (poco Se refieren a. :
. P s |a necesidad de hacer los temas mas cotidianos a la vida de los
mencionados) alumnos :

1

2 maestros . \ .
( ) s el medio socioecondmico de los alumnos,

Tabla 2-59. Tipos de dificuitades de los alumnas {n = 55)
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Algunos maestros mencionaron mas de.un tipo®. Parece que los maestros consideran
que la principal causa de las dificultades de los alumnos, al resolver problemas de
proporcionalidad, se deben a cuestionés especificas def tema o de la disciplina, es
decir, al manejo de los procedimientos que se usan para resolver estos problemas, asi
como también a las operaciones basicas.

Pocos maestros atribuyen las dificultades de .Ios alumnos en el tema de la
proporcionalidad a factores totalmente externos a los procesos de aprendizaje y de
_ensefanza (factores sociales), lo cual es’ positivo, aunque -no son tan .pdc_:os (17)
quienes las atribuyen a deficiencias propias del alumno, con lo cual restan

responsabilidad a la ensefianza.
Varios maestros atribuyen las dificultades a deficiencias en destrezas

matematicas generales, como el dominio de las operaciones. Se ha observado ya en
otros estudios (Ramirez, 2004) que esta atribucion puede ser errénea, y puede reflejar
la dificultad de los profesores para identificar las dificultades especificas en el tema.

| Algunos profesores si hicieron referencia a dificultades en aspectos especificos
de la proporcionalidad. Estos refieren a las técnicas (regla de tres) o a-pasos de éstas
(acomodo de datos). Un maestro destaca la dificultad de usar el factor de
‘proporcionalidad. Cabe observar que ninguno de los maestros identifica la dificultad
fundamental, en el tema de la proporcionalidad, que consiste en aplicar una constante
multiplicativa y no aditiva.

Finalmente, solamente tres maestros hace alusion a la ensefianza y al papel que

juega el maestro en el aprendizaje de los alumnos.

'

2.7 Perfiles .
Hemos presentado los resultados del cuestionario centrando la atencién en el

desempefio de los maestros frente a cada uno de los problemas o ejercicios que lo
conformaron. Ahora presentaremos un analisis enfocado en el desempefio de los

maestros considerando algunos resultados del cuestionario en conjunto.

2.7.1 Relaciones entre resolver, explicitar el tipo de relacién y argumentar
Hablaremos aqui del desempefio de los maestros basandonos en tres apartados: la
resolucién de los ocho problemas, la identificacion del tipo de relacion (proporcional o

no proporcional) presentada en cada problema y, la argumentacion de éstas dltimas.

82 Ocho maestros no respondieron a la pregunta, por lo que, en total fueron 55 maestros los que
respondieron. Sin embargo, algunos hicieron mencion a mas de un tipo de dificultades, por eso suman 62.
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Elegimos estos tres apartados por dos razones: 1) los tres apartados estan dentro
de la primera parte del cuestionario —los problemas-, la cual fue contestada por casi
todos los maestros, a diferencia de los tres ejercicios de la parte dos, 2) los tres
apartados abordaron diferentes aspectos de la proporcionalidad, la resolucién de
diferentes situaciones (praxis), el reconocimiento de estas relaciones en las situaciones
y la argumentacion de por qué son o no relaciones de proporcionalidad (fogos).

La resoluciéﬁ de los ocha problemas parecié ser el apartado mas séncillo para los
maestros, pues de los 63 maestros, 19 obtuvieron todos los problemas correctos. En
cambio, en los otros dos apartados ninguno alcanzé el méximo (ochol) de respuestas
correctas. En la siguiente grafica mostramos el nimero de maestros que obtuvieron la

mayor cantidad de respuestas correctas en cada uno de los apartados:

8 Soluciones
correctas
{19 maestros}

7 ldentificaciones de 6 Argumentos de
proporcionalidad proporcionalidad
correctas correctos
(6 maestros) (3 maestros)

Grafica 2-8. Maestros con la mayor cantidad de respuestas correctas en cada apartado

Podemos darnos cuenta que ningln maestro obtuvo el maximo de respuestas
correctas en los tres apartados. Quienes respondieron los ocho problemas
correctamente no necesariamente les fue bien al identificar las relaciones de
proporcionalidad y menos al argumentar. LLos maestros que identificaron correctamente
las relaciones proporcionales (0 no pfoporcionales) en siete ocasiones les fue bien en
la resolucion de los problemas (a lo més dos errores), pero no en la argumentacion®.
Por ofro lado, los tres maestros que argumentaron correctamente en seis ocasiones,
les fue bien tanto en las soluciones (a lo mas dos errores) como en la identificacién del

tipo de relacién (a lo mas tres errores). Estos datos confirman la tendencia observada

en el grupo en generalt:

8 Tuvieronde 1 a 4 argumentos correctos, a excepcion de uno gue obtuvo 6 argumentos correctos.
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No garantiza identificar

Los que resuelven bien > bien la relacién. ni
los problemas L’
: _ argumentar bien
. . : es ien |
Los que identifican el N R; ob?:r:;’:;] b':rr:) zi
tipo de relacion P » PO
argumentan bien
Los que argumentan > Resuelven y argumentan
bien o bien

Cuadro 2-1. Tendencias del grupo' en los aparfados

El hecho de que resolver bien los problemas no implica poder identificar el tipo de
relacidon en juego se confirma con el siguiente dato: de los 23 maestros que resolvieron
correctamente los problemas mas dificiles, el 6 y 7 (y por lo tanto también los demas),
11 afirmaron que las magnitudes det problema 6 (edades) eran proporcionales.

Para tener otro acercamiento al desempefio de todos los maestros en los tres
apartados a la‘vez, y no en uno sdélo, ordenamos a los maestros de acuerdo a un
puntaje obtenido de la suma de respuestas correctas de los tres apartados, tomando
en cuenta la dificuitad de cada apartado, esto es, asignando el valor de uno por cada
solucién correcta, dos por cada identificacion correcta y tres por cada argumento
correcto. En la siguiente grafica presentamos los resultados encontrados:

Alto (30-38)
8 maestros, 13%

Bajo (8-18}
20 maestros, 32%

Regular (19-29)
35 maestros, 55%

Gréafica 2-9. Desempefio de los maestros en los tres apartados (n = 63)

Podemos ver que soélo ocho maestros'presentaron un nivel de desempefio alto,
~considerando los tres apartados: tres maestras y cinco maestros. No encontramos
ninguna correlacién significativa con su perfil académico: édaqles entre 25 y 50 afos
(tres menores de 32 y cinco mayocres de 40); experiencia menor de 10 afios como

maestras(os) de matematicas en secundaria (s6lo uno tenia 19 ahos de servicio),
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aungue como maestras(os) en general, cuatro de ellos tenian mas de 20 afos de
servicio; siete egresados de la Normal Superior, cuatro de ellos tenian ademas, la
maesitria en Educacién Superidr de la misma Normal y, uno con estudios universitarios;
la mayoria ha impartido clases en niveles inferiores, s6lo un maestro ha dado clases en
bachillerato. o | - T B

El error mas frecuente entre estos maestros de desempeiio alto fue al identificar
el tipo de relacion en el problema 4 (taxi), cinco maestros afirmaron que si era de
proporcionalidad, cuando se trataba de una funcién afin.

Los maestros ubicados en el grupo de Regular cometieron errores principalmente
en las soluciones de los problemas 6 (edades) y 7 (escalas sucesivas) y, en identificar
el tipo de relacion en los problemas 4 (taxi) y 6 (edades). Mientras que sus argumentos
. correctos (la mayoria entre 1 y 3) los hicieron principaimente en los problemas mas

faciles: 1 (dulces) y 2 (cambio de délares).
La diferencia entre los maestros regulares y los de mas bajo desempefio radicd

en la cantidad de argumentos correctos, ya que en los otros apartados cometieron
errores en los mismos problemas. De los 20 maestros con desempeifio mas bajo, 13 no

argumentaron correctamente ningtin problema.

2.7.2 Relaciones entre los procedimientos utilizados y el desempenio logrado

Algunos maestros mostraron cierta tendencia en la eleccién de sus procedimientos al
resolver cada problema. Claro, estamos hablando de aguellos procedimientos que
fueron aplicables en mas de un problema. La siguiente tabla nos muestra el nimero de
problemas en donde se usé cada unc de estos procedimientos y, el nimero de

problemas en que se usoé ese procedimiento por un mismo maestro:

Cantidad de problemas
donde se encontro el
procedimiento en un

mismo maestro

Cantidad de problemas
donde se encontrd el
procedimiento

Regla de Tres o 78 506
Valor Unitario 6 . 566
Procedimientos Algebraicos 6 364
Procedimientos Internos 5 » 3 (maximo por maestro)

Tabla'2-60. Procedimientos mas frecuentes

8 Estamos contando al problema 3, aunque en ia tabla de procedimientos éste formd parte de otro
procedimiento.
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Diremos que un maestro tiene una perfil de procedimiento determinado, por ejemplo,
algebraico, cuando utilizé dicho procedimiento la cantidad de veces (sin consid'erar las
repeticiones) que indica la tabla anterior (tercera columna). De esta forma, agrupamos
a los maestros de acuerdo al procedimiento de uso mas frecuente. Esto con la ﬁnaiidad
de identificar tendencias en el tipo de procedimiento utilizado y también de encontrar
‘correspondencias entre el desempefio y el perﬁl'del maestro. Con este criterio, casi el
70 por ciento de los maestros - tendieron por alguno(s) de estos perfiles. Veamos

cuantos maestros corresponden a cada perfil:

Intermos Regla de Tres
3 problemas 5 6 6 problemas
(7 maestros) (14 maestros)

Valor Unitario
5 6 6 problemas
(30 maestros)

Algebraicos
3 6 4 problemas
{5 maestros)

Gréfica 2-10. Perfiles de los maestros de acuerdo a fos procedimientos usados (n = 44)

El perfil de Valor Unitario (VU) fue el mas popular entre los maestros. En los ofros, los
grupos de maestros fueron pequefios, a pesar de ser aplicables a casi el mismo
nimero de problemas que el VU, Es interesante observar que si bien la regla de tres es -
frecuente, lo es menos que el valor unitario. El valor unitario constituye un
procedimiento mas comprensible que la regla de tres y fue promovido con mas fuerza
probablemente de la reforma de Ioé afos setentas. .

Aproximadamente la n‘ﬁtad de los maestros usaron el VU en la mayoria de los
problemas en los que se podia aplicar. Cinco® tuvieron un desempeﬁo' alto (de
acuerdo al puntaje) en los tres apartados antes tratados, 17 regular y, ocho bajo.

De los maestros que usaron frecuentemente la Regla de Tres (RT), sélo uno®
tuvo desempefio alto; ocho, regular y cinco, bajo. Los maestros con este perfil tienden
a usar otros procedimientos, pues 8 de 14 también tienen otro perfil. Mientras gue la
mayoria de los de VU sdlo tienen ese perfil. | | o

De los 14 maestros con perfil de regla de tres, siete contestaron incorrectamente

el problema 6 (edades) debido a que aplicaron dicha regla, y uno mas lo hizo en el

®% |_os cinco maestros pertenecen sélo al perfil de VU.
8 Este pertenece sdio al perfil de RT.
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problema 4 (taxi). Por otro lado, seis de los siete maestros que se respondieron
incorrectamente el problema 6 (edades), también lo hicieron en el problema 7 (escalas
sucesivas). Esto probablemente se haya debido a que el conocimiento que tienen
acerca del factor de proporcionalidad es restringido, al igual que su conocimiento de las
diferentes situaciones en las que se presenta la proporcionalidad. £l conocimiento de
estos seis maestros podria estar restringido a la regla de tres.

La mayoria de los maestros del perfil Procedimientos Internos (Pl) tuvo un
desempeiio regular, s6lo uno tuvo desempefio bajo y, al igual que los maestros del
perfil RT, éstos también consideran otros procedimientos. Presentaron errores en las
soluciones de los problemas 6 y 7 (edades y escalas sucesivas). En el problema 4
(taxi), a pesar de que todos resolvieron correctamente, sélo uno reconocié que no se
trataba de una relacion proporcional, los demas consideraron a la funcién afin como
proporcional. En el problema 6 (edades), cinco maestros también dijeron que las
magnitudes en juego eran proporcionales, afirmando asi que las relaciones aditivas
son proporcionales.

Finalmente, de los cinco maestros del perfil Procedimientos Algebraicos (PA),
dos® tuvieron un desempefio alto; dos, regular y uno, bajo. Los maestros de este perfil
no tienden a considerar otros procedimientos. Presentaron algunos errores en el
problema 7 (escalas sucesivas) principalmente.

En las siguientes graficas cruzamos el desempeiio y el perfil de los maestros.
Aclaramos que los datos no soﬁ lo suficientemente numerosos para poder establecer si
las relaciones son significativas. Estos cruces quedan entonces como simples
motivaciones para buscar posibles relaciones en otros estudios. _ '

En la primera grafica se resume lo descrito anteriormente (énfasis en el perfil).

Mientras que en la segunda, podemos ver a qué perfil pertenecen los maestros de

acuerdo a los niveles de desempeno:

. %7 L os dos maestros pertenecen sélo al perfil PA.
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Grafica 2-11. Relaciones entre el desempefio y el perfil de los maestros (n = 44%)

Podemos observar que los maestros con desempefio alto consideraron al Valor
Unitario (VU) entre sus procedimientos, pues la mayoria de ellos tuvieron ese perfil. Sin
embargo, el perfil Algebraico (A) tuvo la razon mas alta de maestros con aito
desempefio (2 de 5). Mientras que el perfil Regla de Tres (RT) tuvo la razon mas
grande de maestros con bajo desempeiio (5 de 14), al parecer los maestros de alto

desempeiio no tienden a usar{recuentemente la RT.

2.7.3 Se insinua correlacion con la edad ,
De acuerdo a las edades de los maestros hicimos fres intervalos y observamos el

“desempefio de cada uno:

Intervalos | Cantidad de Desempefio de los

de edades | maestros maestros .
Alto Regular Bajo

23 - 34 8 3 > 3

35-46 30 4 20 6

Total 63 8 35 20

Tabla 2-61. Intervalos de edades y desempefo de maestros (n = 63}

Tres de los ocho maestros —casi el 40 por ciento- que se encuentran en el intervalo de
edad mas joven tuvieron un desempefio alio. En los otros dos intervalos de edad se
tuvo respectivamente el 13 y 4 por ciento de los maestros con desempefio aito. Aunque
el 40 por ciento también sucedié para el desempefio bajo en el intervalo mas joven,
paréce que hubo una distribucion mas equilibrada que en los otros intervalos de

edades. En el intervalo de 35 a 46 afios, la mayoria tuvo un desempefio regular y, en el

8 | as cantidades de fas graficas no suman los 44 debido a que hubo maestros con dos o tres perfiles (ver
Grafica 2-10).
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intervalo de 47 a 59 afos, la mayoria tuvo un desempefio entre regular y bajo. Por
tanto, se insintia que el bajo desempefio esta ligado a mayor edad de los maestros. De
confirmarse este dato, se descartaria la hipétesis de que los maestros de méyor edad,
por haber tenido, con mas probabilidad que los jovenes, conocimiento de la teoria
clésica de las razones y las proporciones, habrian logrado mayor capacidad de

argumentar la proporcionalidad.
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CAPITULO Ill. COMENTARIOS FINALES Y CONCLUSIONES

A continuacidon presentamos una sintesis de los resultados de la investigacion,
hacemos una reflexibn sobre las limitacioneé de la metodologia y sobre las
prolongaciones posibles del estudio, y terminamos con un comentario sobre las

posibles derivaciones de los resultados en el ambito de la formacion de maestros.

3.1 Conclusiones
Primero sintetizaremos lo que el estudio permite saber acerca de los conocimientos de

los maestros sobre la proporcionalidad y su didactica. Posteriormente, hacemos

referencia-a cuestiones mas generales, como la capacidad de argumentar.

Los conocimientos de los maestros acerca de la proporcionalidad

Se manifestd un claro contraste entre los conocimientos que se sitdan en ef bloque
técnico practico (Chevallard, 1999), esto es, en el nivel de las tareas, relativamente
sencillas, y de las técnicas, en el cual la mayoria de los maestros logrdo un desempeio
bueno, y los conocimientos del bloque tecnoloégico tedrico, conformado principalmente
por las justificaciones de las técnicas, las propiedades explicitas que caracterizan a la.
proporcionalidad, conocimientos en los cuales los maestros demos{raroh deficiencias
importanies.

Conocimientos del bloque técnico practico
El conocimiento de diversas técnicas o procedimientos para resolver los problemas del

cuestionario parecid ser dominado al menos para los problemas faciles. El uso de
ostensivos didacticos (Bosch, 1994) como las tablas (principalmente), esquemas o
dibujos fue frecuente en los problemas™, aunque fueron presentados —por algunos
maestros-, en calidad de tipos de procedimiento cuando en realidad se trata de una
variante?® de un procedimiento, que muchas veces ya habian empleado.

Los problemas del 1 al 5: valor faltante, comparaciéon de razones y reparto
proporcional resultaron ser los mas “faciles”. Al menos un 87 por ciento de los
maestros respondid correctamente y mas de la mitad propuso mas de un
procedimiento para resolver en cada uno de estos problemas.

Los problemas del 6-8, valor faltante que implicaba una relacion aditiva,

composicion de escalas sucesivas y reconocimiento de escala fueron los mas dificiles:

8 En algunos problemas mas que en otros.
% A excepcion del probiema 7, en donde el dibujo si se trata de un procedimiento particular.
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menos del 65 por ciento de los maestros contesté correctamente y, menos de la mitad
propuso mas de un procedimiento para resolver en cada uno de estos problemas.

Con respecto a las técnicas, la Regla de Tres y Valor Unitario fueron los
procedimientos mas utilizados y mencionados en la resolucion de los problemas, aiun
en los casos en que las variables didacticas favorecian a otros procedimientos, como el
uso de razones internas. Llama la atencion la persistencia de la centenaria regla de
tres, pese a que su marco natural, la teoria clasica de las razones y las proporciones
se ha desvanecido del 'panorama curricular desde hace ya mas de 50 afios. Se
asoman, con poca presencia, ofras técnicas que incorporan elementos matematicos

mas modernos, en particular, ciertos usos de la nocién de funcion lineal.

Las principales dificultades que se presentaron en los problemas dificiles fueron:

e Dificultad para distinguir un problema que no es de proporcionalidad de uno que si
lo es. En el problema. 6 (sobre las edades), casi la mitad de los maestros
respondieron incorrectamente, pues lo consideraron de proporcionalidad. Algunos
de quienes respondieron correctamente {13 de 35)' dijeron que las magnitudes en
juego si estaban relacionadas proporcionaimente, atribuyendo la caracteristica de
constante aditiva a las relaciones de proporcionalidad.

Al resolver el problema 4 (tarifa taxi), si bien la mayoria de los maestros resolvid
bien, identificando [a cantidad fija que determina que la relacién sea afin, solamente
diez reconocieron que no se trata de una relacién de proporcionalidad.

« Dificultad con la nocion de escala. En los problemas 7 y 8, varios maestros
manifestaron no tener claro a qué magnitud se aplican los factores de escala, siala
longitudes o al area. Por ejemplo, en el problema 7, consideraron a la escala %
como la parte de una superficie que resulta de ser dividida a la mitad. En el
problema 8, también afirmaron que dos cuadrados estan a escala si las diferencias
de iongitud entre los lados de uno con respecto a los del ofro, son iguales y; otros
pocos, parecieron tener dificultades con el hecho de que el factor entre las medidas
de las longitudes no fuese entero. .

o Dificultad con la nocidn de composicion de factores de escala. Consideraron que la
composicién de escalas es ia suma es éstas. Mas alla de la dificultad con la nocidn

de escala, parece que la aplicacion de factores sucesivos es desconocida.
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Conocimientos del blogue tecnolégico teérico
Encontramos errores en los argumentos escritos de los maestros para justificar Ia

presencia 0 ausencia de la proporcionalidad en las situaciones planteadas en ei
cuestionario. Los principales etrores fueron [a consideracion de que: '
« . la constante aditiva caracteriza a la proporcionalidad;

la propiedad de “a mas, mas” es suficiente para que haya proporcionalidad:;

» las relaciones afines o la constante aditiva caracterizan a la proporcionalidad;
*. puede haber prbporcionaii_dad entre dos numeros 'y esto ocurre cuando unc es

~multiplo de otro;
* sdlo hay proporcionalidad entre dos conjuntos si el factor multiplicativo es entero,

Ademas, tienden a no reconocer explicitamente al isomorfismo aditivo como propiedad
de la proporcionalidad, a pesar de ser tan utilizada implicitamente,

Otro aspecto que puede ubicarse en eéte biogue tecnolégico tedrico, es el de las
conexiones entre temas: los maestros manifestaron. establecer escasas conexiones de
la proporcionalidad con otros temas, lo que sugiere que la nocién de proporcionalidad
tiende a ser vista como aislada en el curriculum, restandole asi funcionalidad, y
" continuidad, en el estudio de los otros temas. Este aislamiento se inscribe en una
tendencia escolar a la atomizacién del contenido que ya ha sido observada por
numerosos investigadores (Bosch, 1994; Bolea, 2001; Block, 2001; Comin, 2002;
Ramirez, 2004; De Bock, 2007). '

Finalmente, un resultado inesperado que llamé fuertemente nﬁestra atencion fue
fa dificultad que manifestaron los maestros para argumentar por escrito. La mayoria no
pudo justificar su respuesta a la pregunté ipor qué dice que hay o no
proporcionalidad? Respondian sin dar una causa, o de forma incompleta, dejando
implicita una parte del argumento, o mediante argumentos circulares o ambiguos. Se
vio también que las nociones de “necesario”, “suficiente”, “necesario y suficiente” no
eran comprendidas. La dificultad de redaccién tampoco los ayuda. Esta situacion es
preocupante. Dé hecho, un aspecto innovador de la reforma 2006 para la evaluacion
de la asignatura es la introduccion de competencias, donde la comunicacion
(incli.iyendo la escrita) y la argumentacién forman parte, junto con la resolucion de

problemas y el manejo de técnicas (SEP, 2006b).
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Indicios de alqunas correlaciones

Si bien no hicimos un analisis estadistico, pudimos observar indicios de correlaciones,

o de ausencia de las mismas.
o Correiaciones entre tareas:
| o Resolver bien los problemas, no garantiza‘ identificar bien la relacidn ni
argumentar bien.
o ldentificar el tipo de relacion, imblica en cierto grado resclver bien los problemas
pero no implica argumentar bien. '
o Quien argumenta bien, tiene tendencia a resolver e identificar bien.

Es decir, la tarea mas compleja, cuyo logro que parece implicar al de las demas, es
la de la argdmentacién.
‘« Correlaciones entre desempefio y otras variables asociadas a los maestros:

Los maestros con mejor desempefio® no mostraron correlacién alguna segin su
perfil académico (estudios), ni con su predileccién por cierto procedimiento. Sin
embargo, al agrupar a los maestros en tres intervalos de edades (ver Tabla 2-61),
encontramos que de los ocho maestros pertenecientes al grupo mas joven, tres
habian tenido un desempefio élto, mientras que mas de la mitad de los maestros
con desempefo bajo, pertenecieron al grupo de maestros mas grandes de edad.
;Acaso esto significa que los maestros jévenes estan mejor preparados para las
tareas de la proporcionalidad que los de mas edad? Habria que estudiarlo con una
poblacién mayor. Nos inclinamos por pensar que esa tendencia no se verificaria,

pues la ensefianza de la proporcionalidad ha tendido a desdibujarse del curriculum

a lo largo de las sucesivas reformas.

Los conocimientos de los maestros acerca de sus alumnos y su ensefianza

Los maestros tendieron a considerar que sus alumnos usarian los mismos
procedimientos ellos usaron'-para resolver los problemas, los cuales a su vez son los
mismos gue dijeron les ensenarian. Es deé:ir, esperan de los alumnos un |
comportamiento similar al suyo. Sefalemos también que con cierta frecuencia ocurrio
que el grado de dificultad que los maestros dijeron que sus alumnos tendrian con los

problemas, se vio contrariado por el propio desempefio de los maestroé, pues éstos

1 £n la resolucion de Ios problemas, la identificacion del tipo de relacion (proporcional o no proporcional)
presentada en cada problema v, la argumentacion.

138



. fallaban en problemas que consideraban faciles para los alumnos, debido a las
dificultades de ias que al parecer no son consciéntes.

Por otra parte, atribuyen las dificultades que tienen los alumnos al resolver
problemas de proporcionalidad principalmente a cuestiones de aprendizaje del alumno,
no tanto de ensefanza. . ' _

Estos tres aspectos que los maestros perciben de sus alumnos nos hace pensar
que la reflexion de las practicas escolares es una actividad poco explotada entre .ios

maestros.

3.2 Limitaciones metodolégicas y prolongaciones posibles. _
En esta investigacion nos propusimos explorar, analizar y dar cuenta de los
conocimientos que los maestros tienen respecto a la nocion de proporcionalidad y a
algunos aspectos de su ensenanza. Los resultados que el estudio aporta son
necesariamente parciales en la medida en que proceden de la aplicacion de un soélo
instrumento, el cuestionario, por lo que deben ser complementados coh resultados que
'se obtengan con ofros acercamientos metodolégicos, en particular, mediante
entrevistas individuales a profesores, mediante la observacién directa de clases y
mediante el analisis curricular de las propues:tas de ensefanza (que aqui Unicamente
esbozamos).

También podria valer la pena realizar una segunda aplicacion del cuestiohario
(con aigunas adaptaciones}, con una poblacién mayor, de manera que mediante un
tratamiento estadistico adecuado, se pu{dieraln revisar algunos de los resultados que
aqui hemos encontrado. 7

Cabe sefalar que, en esta misma investigacion, pusimos en juego un dispositivo
complementario al cuestionario individual que mostré funcionar bien: una vez
contestado y recogido el cuestionario, se pidié a los profesores participantes que, en
pequefios grupos, comentaran . las respuestas que habian dado a algunas de las
preguntas. Esta técnica, parecida a la de la entrevista colectiva, dio lugar a numerosas
reflexiones por parte de los profesores, quienes al argumentar sus puntos de vista, o al
intentar cuestionar los de sus compafieros, dejaron ver aspectos mas profundos, o mas
sutiles de sus conocimientos. Lamentablemente, la necésidad de acotar el tiempo de

realizacién del presente estudio, nos impidié incorporar la informacién recabada de esa

manera.
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Asimismo, queremos sefalar que, aln con las revisiones y el piloteo del
cuestionario, al analizar los datos recabados seguimos encontrando algunas
deficiencias, sobre todo redacciones insuficientemente claras. Estos problemas fueron
indicados en su momento, en el capituio Il.

o Finalmente, la experiencia de la investigacion nOSMéIt’Jg'i'rié posibles modificaciones
al instrumento de investigacion que aplicamos. Por ejemplo, un detalle importante a
considerar es, la longitud del cuestionario en relacion a la cantidad total de
participantes. En nuestro caso el cuestionario fue aplicado en el contexto de un taller,
‘en el que después de contestarlo se hicieron unas actividades que secuenciaban lo
tratado en el cuestionario. El tiempo promedio esperado (obtenido del piloteo) suele
extenderse mas cuando el grupo es numeroso —COmo nos Ocurrié-, y quienes
contestan mas rapido suelen inquietarse al esperar al resto. Quiza en un estudio
posterior sea mas conveniente considerar un cuestionario mas corto para un grupo
cuantioso o, trabajar con un grupo' mas pequefio si deseamos‘ analizar casos

particulares, probablemente con una entrevista.

3.3 Derivaciones para la formacién de maestros
-No obstante sus limitaciones metodoldgicas, los resultados del estudio ponen de
manifiesto un problema significativo en la formacion matematica y didactica de los
maestros de secundaria. Se logré mostrar, con bastante claridad, gue es en el bloque
tecnolégico tedrico en donde estan las limitaciones mas graves. Junto con ello, se
destaco la necesidad imperiosa de una mayor practica matematica que permita mejorar
la capacidad de argumentacion de los maestros, ademas de la necesidad de mejorar la
redacciéon en general. En este sentido, los resultados de este estudio constituyen,
pensamos, una referencia atil para la planeabién de cursos o materiales didacticos,
tanto en la formacion de maestros como en los talleres de actualizacién de los mismos.
Sefialemos finalmente que si existe un pequefio- grupo de maestros (13 por .
| “ciento) con un nivel alto: resolvieron bien fos problemas, mostraron conocer en general
‘mas de .un procedimiento, pueden identificar cuando una relacién es de
proporcionalida'd y cuando no y, sobre todo, pueden argumentarlo bien, mosirando
tener un conocimiento explicito de las propiedades de la proporcionalidad. Maestros
con estas caracteristicas deberian ser identificados para participar en procesos de

formacion de sus pares.
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ANEXQOS
A. Cuestionario

Centro de Investigacion y de Estudios AvanZados
Unidad Monterrey

Cuestionario para maestros | _

Este es un cuestionario en el que se tratan algunos aspectos de ia Proporcionalidad,
tema que se revisa en el programa de matematicas de primer grado para secundaria.
El proposito es recolectar informacién sobre los conocimientos que los maestros tienen
acerca del tema asi como de la ensefanza del mismo. ‘

Las respuestas de varios profesores a este cuestionario seran analizadas dentro de
un proyecto de tesis. El proyecto también incluye: analisis de programas y de libros de
texto. De esta manera, se espera obtener informacion acerca de la ensefianza de la
Proporcionalidad en secundaria.

Hay temas de mateméticas que, por distintas razones, han perdido presencia en los
programas escolares. Por éjemplo,’ la raiz cuadrada o la geometria euclidiana. También
es el caso del tema de “Razones y Proporciones” el cual, si bien no desaparecié de los
programas, ha ido cambiando mucho a lo largo de Ias. reformas curriculares. Para
empezar, ya no se le llama “Razones y Proporciones® sino “Relaciones de
Proporcionalidad”. Los cambios han sido tantos que hoy en dia se sabe poco acerca de
cémo se ensefa realmente el tema, de [as dificultades de los maestros para ensefarlo
y de los alumnos para aprenderlo.

La informacién que se obtenga podria ser Util tanto para el desarrollo de programas
de estudio de mateméticas'de secundaria, como para el desarrollo de cursos: para
maestros.

Sus respuestas seran tratadas de manera andnima y confidencial s6lo con fines de
investigacion.

De antemano muchas gracias por su colaborécién.
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Por favor proporcione los siguientes datos:

Edad: | 1 Hombre O Mujer

Afios de experiencia: '

Instituciones de Educacion Superior en qué ha estudiado: o Estudios
concluidos: ‘

a) oSi ONO
b) | asi oNo
c) 0Si ONO

NOmero de afios como profesor de matematicas de secundaria:

Si ha impartido clases en otros niveles, indique en cudles:

En los dltimos tres anos, ¢ ha tomado algun curso de actualizacién de matematicas? De ser
asi, escriba titulo y fecha:

Funciones que realiza en la institucién donde trabaja:

Grado(s) en que imparte clase:
Ntmero de grupos que atiende:

Si usted es profesor de primer grado de secundaria, conteste; ; Cual libro de texto utiliza?
(editorial)

PARTE 1
Por favor conteste los siguientes problemas y preguntas de manera individual y con

la mayor extension posible, es decir, imagine todas las maneras en que se puede
resolver cada problema y explicitelas en los espacios de procedimiento (1, 2 y 3). Es

valido hacer 1, 2 & 3 procedimientos.
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Problema 1

En 2 kilogramos de dulces que compré Carlos hay 81 piezas, jcuantas piezas habra

en 6 kilogramos de los mismos dulces?

Procedimiento 1

Procedimiento 2

Procedimiento 3

Solucién del problema: I
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1.1

¢ Cuales son las magnitudes que se relacionan en este problema?

1.2

¢ Considera que esas magnitudes son proporcionales? I I |

Justifigue su respuesta:

1.3

En su opinién, ;como clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de
secundaria?

a) Facil
b) Regular
c) Dificil

1.4

En su opinidn, ¢qué procedimiento de los que usted registrd utilizaria la mayoria de los .
alumnos de primer grado para resolver este problema?

a) Procedimiento 1
b) -Procedimiento 2
c) Procedimiento 3
d} No lo contestaria.
e) Otro, e'xplique

Cualguiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted planteé mas de un procedimiento, conteste lo siguientez

1.5

Si estuviera en el saldn de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos

- iqué procedimiento les ensefaria? Y ;por qué?
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Probilema 2

En la manana, José fue a una casa de cambio de divisas y recibié 72 pesos a cambio .
de sus 6 dodlares. ;Cuantos pesos recibira si por la tarde desea cambiar 10 doblares

con la misma tasa de cambio?

Procedimiento 1

Procedimiento 2

Procedimiento 3

Solucién del problema: J
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2.1

2.2

¢ Cuales son las magnitudes que se relacionan en este problema?

¢ Considera que esas magnitudes son proporcionales? I l

Justifique su respuesta:

2.3

En su opinién, icomo clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de
secundaria?

a) Facil
b) Regular
c) Dificil

2.4

En su opinidn, ¢qué procedimiento de los que usted reqistré utilizaria la mayoria de los
alumnos de primer grado para resolver este problema?

a} Procedimiento 1 ‘
b) Procedimiento 2
c) Procedimiento 3
d) No lo contestaria

e} Ofro, expiique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

" Sj usted 'ptanteé mas de un procedimiento, conteste lo S§guiéntei

2.5

Si estuviera en ef salén de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos
£qué procedimiento les ensenaria? Y ;por qué?

146




P_rq_biema_iil

Maria hara una fiesta para sus alumnos. Ha pensado dar de comer hot dog. Asi que
Maria va al supermercado a comprar saichichas. Al llegar se da cuenta que hay dos
presentaciones de ia misma marca: un paquete de 8 salchichas que cuesta 26 pesos y

otro de 10 a 35 pesos, ;Cual paquete le es mas conveniente comprar?

Procedimiento 1

Procedimiento 2

Procedimiento 3

Solucion del problema: |
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3.1

¢ Cuales son los cuatro valores que estan en juego en este problema?

3.2

Considerando estos cuatro valores, ¢ puede decirse que esas
magnitudes son proporcionales? ‘

Justifique su respuesta:

3.3

En su opinion, ¢como clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de
secundaria?

a) Facil
b) Regular
c) Dificil

3.4

En su opinion, ;qué procedimiento de los que usted registro utilizaria la mayoria de los
alumnos de primer grado para resolver este problema?

a) Procedimiento 1

b) Procedimiento 2
¢) Procedimiento 3
d) Nolo contestaria

e) Oftro, explique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted planted mas de un procedimiento, conteste lo éigdiente:

3.5

Si estuviera en el salon de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos
/.qué procedimiento les ensefiaria? Y ¢por que?
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Problema 4

En la siguiente tabla se muestra la distancia recorrida en kildmetros y el costo en pesos

de cuatro viajes que realizé un taxista durante la mafiana:

Distancia (km}) Costo ($)
2 15
5 27
8 39
11 51

Si por la tarde realiza un viaje de 10 kilometros y el banderazo es de 7 pesos, ;jcuanto

cobrara el taxista?

Procedimiento 1

Procedimiento 2

Procedimiento 3

Solucién del problema: l :
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4.1

¢Cuales son las magnitudes que se refacionan en este problema?

4.2

¢ Considera que esas magnitudes son proporcionales? I !

Justifigue su respuesta:

4.3

En su opinién, ;como clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de
secundaria?

a) Facil
b) Regular
c) Dificil

4.4

En su opinién, ¢qué procedimiento de los que usted registré utilizaria la. mayoria de los
alumnos de primer grado para resoiver este problema?

a) Procedimiento 1.
b) Procedimiento 2
¢) Procedimiento 3
d) No lo contestaria

e) Otro, explique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique: -

Si usted planted mas de un brot:edimieht'o' conteste lo siguiente:

4.5

Si estuviera en eI salén de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos
¢qué procedimiento les ensefiaria? Y ; por qué?
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Problema 5

Ana y Jorge compraron 60 canicas. Ana cooperd con 80 pesos y Jorge 20 pesos. Si

desean repartirselas de acuerdo a lo que cooperaron. ;Cuantas canicas le tocan a

cada uno?

Procedimientd 1

Procedimiento 2

Procedimiento 3

Solucién del problema:

151



9.1.

¢ Cudles son las magnitudes que se relacionan en este problema?

5.2

; Considera que esas magnitudes son proporcionales? _ l I

Justifiqgue su respuesta:

5.3

En su opinion, ;como clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de
secundaria?

a) Facil
b) Regular
c) Dificil

5.4

En su opinién, ;qué procedimiento de los que usted registré utilizaria la mayoria de los
alumnos de primer grado para resolver este problema? .

a) Procedimiento 1

b) Procedimiento 2
c) Procedimiento 3
d) Nolo qontestaria

e) Oftro, explique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted planteé mas de un procedimiento, conteste lo siguiente:

9.5

‘Si estuviera en el salén de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos

& qué procedimiento les ensefiaria? Y ¢ por qué?
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Problema 6

Luisa tiene ocho afios. Su hermana tiene lo doble. ;Cuantos anos tendra la hermana

cuando Luisa cumpla 10 afos?

Procedimiento 1

Procedimiento 2

Procedimiento 3

Solucién del problema: I
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6.1

¢ Cuales son las magnitudes que se relacionan en este problema?

6.2

¢ Considera que esas magnitudes son proporcionaies? I l

Justifique su respuesta:

6.3

En su opinidn, jcomo clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de
secundaria?

a) Facil
b} Regular
¢) Dificil

6.4

En su opinién, ¢qué procedimiento de los que usted registré utilizaria la mayoria de los
alumnos de primer grado para resolver este problema?

" a) Procedimiento 1

b) Procedimiento 2
¢} Procedimiento 3
d) No lo contestaria

e} Ofro, explique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted plante6 mas de un procedirhientb, conteste lo siguiente:

6.5

Si estuviera en el saion de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos
2 qué procedimiento les ensefiaria? Y ;por qué?
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Problema 7

Una fotografia se reduce con una escala de { y enseguida se reduce nuevamente con

una escala de ;. (Cual es la reduccion total que sufre la fotografia originai?

Procedimiento 1

- ‘ i
Procedimiento 2 i :
‘ i ‘ .

i H

LwRETIGACIONES BRUCATIVAL]

j CINVRESTAY-IPM ¥

Procedimiento 3

Solucién del problema: I
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7.1

7.2

7.3

¢ Cudles son las magnitudes que se refacionan en este problema?

¢ Considera que esas magnitudes son proporcionales? I I

Justifique su respuesta:

En su opinién, como clasificaria este problema para los alumnos de primér grado de
secundaria?

a) Facil
h) Regular
c) Dificil

7.4

En su opinion, squé procedimiento de los que usted registrd utilizaria {a mayoria de los
alumnos de primer grado para resoiver este problema?

a) Procedimiento 1
b) " Procedimiento 2
c) Procedimiento 3
d) No lo contestaria

e) Oftro, explique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted pianted mas de un procedimiento, conteste lo siguiente:

7.5

Si estuviera en el salon de clases y tuviera que resolver este problema con los alumnos
&qué procedimiento les ensefiaria? Y ;por qué?
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Problema 8

¢ El cuadrado B es un agrandamiento a escala del cuadrado A?

3cm

4.2 cm| . B
Procedimiento 1
Procedimiento 2
Procedimiento 3
' Sl NO
Réspuesta: l

Justifique su respuesta:
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¢ Cudles son las magnitudes que se relacionan en este problema?

8.1

i Considera que esas magnitudes son proporcionates? I I l

8 " 2 Justifique su respuesta:

En su opinion, ¢como clasificaria este problema para los alumnos de primer grado de

8 - 3 secundaria?
a) Facil
b) Regular
c) Dificil

En su opinién, ¢qué procedimiento de los que usted registrd utilizaria la mayoria de los
8 - 4 alumnos de primer grado para resolver este problema?

a) Procedimiento 1
b) Procedimiento 2
¢) Procedimiento 3
d) No lo contestaria

e) Oftro, explique

Cualquiera que sea su respuesta, justifique:

Si usted planted mas de un procedimiento, conteste lo siguiente:

Si estuviera en el saldn de clases y tuviera que resoiver este problema con los alumnos
8 5 £,qué procedimiento les ensefaria? Y 4 por qué?
u .
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PARTE 2

Ejercicio 1

Cantidad de plumas Costo

6 24

9 36

12 48
De acuerdo con la tabla, conteste si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

Vvl E ! Noei l
1.1 La tabla es de proporcionalidad:
1.2)  Los conjuntos {6, 9,12} y {24, 36, 48} son
proporcionales:

1.3)  Los nimeros & y 24 son proporcionales:
1.4) Los nimeros 6 y 9 son proporcionales:
1.5)  El coeficiente de proporcionalidad es 4:
1.6) El coeficiente de proporcionalidad es 1.5:
1.7) E! coeficiente de proporcionalidad es 0.25
1.8) 24 es muliiplo de 6;
1.9) 9 es multiplo de 6:
1.10) 1.5 es el cociente de 9y 6:
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Ejercicio 2

En la tabla pequeiia que aparece a continuacidn se representa una relacion entre los valores de
dos magnitudes. En la tabla grande que aparece después se enuncian algunas de las
propiedades que puede tener una relacion. Marque con una palomita la respuesta que crea
usted correcta para una relacion de proporcionalidad directa.

Magnitud 1 Magnitud 2
" d [ _//':::-xl-‘-i ’.‘yl‘-‘!_'-—\ i d l
valoresde la ___- il ik Bkl =1 = valores de la
magnitud 1 r ax, i Py \magnitud 2

valores /
comrespondientes

Propiedades
S - '2.1.1 ¢Es una propiedad de las relaciones de proparcionalidad?
08l ONO ONOSE
2.1) Cuz-fndo crecen los valares de la 2.1.2 ;Es una propiedad necesaria?
magnitud 1, crecen los de la P '
maanitud 2 ‘ 03l ONO I NO SE
9 . 2.1.3 ¢ Es una propiedad suficiente?
OSi ONO  ONOSE
1221 ¢Es una propiedad de las relaciones de proporcionalidad?
2.2) Cuando un valor de la magnitud a sl ONO O NO SE
1 crece n veces (el doble, el triple, | 2.2.2 ;Es una propiedad necesaria?
etc.), también lo hace el valor o sl O NO ONO SE
correspondiente en la magnitud 2. { 2.2.3 ¢Es una propiedad suficiente?
' ' O Si 0O NO ONO SE
: 2.3.1 g,'Es una propiedad de las rqlaciones de proporcionalidad?
2.3) Alasuma de dos valores de la osi ONO = ONOSE
magnitud 1, le corresponde {a 2.3.2 ¢ Es una propiedad necesarig?
suma de los valores de la oSl ONO ONOSE
magnitud 2. 2.3.3 ¢ Es una propiedad suficiente?
oSl ONO ONO SE
241 g,'E‘s una propieda'd' de las relaciones de propdréionalidad?
osi ONO ONOSE
o 2.4.2 ;Es una propiedad necesaria?
2.4} El valor unitario es constante. 0 Si 0 NO O NO SE
2.4.3 ¢ Es una propiedad suficiente?
0Si ONO DONOSE
2.5) Todos los valores de una de las 2.5,1D¢§is una E;j)l}g;gedad ge;qu_sé%amones de proporcionalidad?
magnitudes se pueden .obtener 2.5.2 ; Es una propiedad necesaria?
SUMANDO UNA MISMA f .
CANTIDAD a los valores de la DSl CNO ONO SE
+ tud 2.5.3 ¢ Es una propiedad suficiente?
| otra magnitud. nsl _ONO  ONOSE
- ) 2.8.1 sEs una propiedad de las relaciones de proporcionalidad?
2.6) Todos los valores de una de las a'si 0ONO 0 NO SE

maghitudes se pueden obtener

2.6.2 ; Es una propiedad necesaria?

MULTIPLICANDG por UN MISMO :
nsSl ONO . ONOSE

FACT.?? los valores de la otra 2.6.3 g,E§ una propiedad suﬁcientg?

magnitud. 0Sl ONO [ONOSE
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Ejercicio 3

3.1} En su experiencia como profesor de matematicas, ¢scuales son las dificultades mas
frecuentes que tienen los alumnos para resolver problemas de proporcionalidad? Describalo

con precision.

3.2) De ia siguiente lista de temas de matematicas, seleccione todos aquéllos que crea que se
relacionan con el concepto de proporcionalidad. Explique con precisidn en qué consiste la
relacion para cada uno de los temas elegidos:

3.2.1) U Figuras a escala, ¢Por qué?

3.2.2) [JVolimenes, ¢Porqué?

3.2.3) [ Conversiones de unidades, ;Por qué?

3.2.4) U Pi, ¢Porqué?

3.2.5) (JFunciones de laforma y =kx, ;Porqué?

3.2.6) [ Probabilidad, ¢Por qué?

3.2.7) LUl Semejanza, ¢Por qué?

3.2.8) [ Trigonometria, ¢Por qué?

3.2.9) [J Numeros racionales, ;Por qué?

MUCHAS GRACIAS POR SU COLABORACION
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B. Condiciones necesarias y suficientes
Si dos proposiciones A y B estan relacionadas de forma que una determina a la oira,

se dice que existe una condicidn. En idgica, existen dos tipos de condiciones:

* Condiciones necesarias. Decir que A es necesaria para B, significa que B sdlo

Qy_qg_g ser verdadera si A lo es, es decir, B no puede ocurrir a menos que A sea
verdadera. Por ejemplo: dos magnitudes son proporcionales (B) si existe una
relacion biunivoca entre las dos magnitudes (A): Por tanto, la relacién biunivoca
es una condicién necesaria para las magnitudes proporcionales.

Condiciones suficientes. Decir que A es suficiente para B, significa que siempre
que A ocurra, B también lo hara, o bien, A no puede ocurrir sin que B ocurra. Por
ejemplo: dos magnitudes son proporcionales {B) si existe una constante tal gue
‘para cada valor de una de las magnitudes al multiplicarse con esa constante es
igual a los valores correspondientes de la ofra magnitud (A). Por tanto, la
existencia de una constante que tenga ese comportamiento es una condicion

suficiente para determinar proporcionalidad entre dos magnitudes.

Notemos que el primer ejemplo no podria ser una condicién suficiente ya que, existen

relaciones biunivocas que no corresponden a las proporcionales, por ejemplo, las

funciones afines o las exponenciales. Por otra parte, el segundo ejemplo, también

resulta ser una condicién necesaria, pues la proporcionalidad de dos magnitudes es

verdadera si existe una constante multiplicativa. En este caso se dice gue la existencia

de la constante multiplicativa es una condiciéon necesaria y suficiente para que dos

magnitudes sean proporcionales.

lLas condiciones necesarias y suficientes para que dos magnitudes sean

proporcionales son:
+ La existencia de una constante tal que al multiplicarse por cada valor de una de

las magnitudeé sea igual cada valor correspondiente de la otra magnitud (factor
de proporcionalidad). S

Para los mdltiplos de un valor de una magnitud corresponden los mismos
multiplos de la otra, es decir, al aumentar al doble una magnitud, la otra también
lo hace al doble; al triple, el triple; a la n veces, n veces; etc. (conservacién de

razones internas o isomorfismo multiplicativo).

e A la suma de cualesquiera dos valores de una magnitud le corresponde la suma
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* |os productos cruzados de una proporcion formadas por cualesquiera dos pares

de valores son equivalentes (teorema fundamental de las proporciones

geomeétricas).
¢ El valor unitario para cada par de valores es el mismo (valor unitario constante). .
» La representacion grafica de las magnitudes es una linea recta que pasa por ef

origen.

La existencia de cualquiera de éstas determina la proporcionalidad entre dos:

magnitudes y el resto de las condiciones.
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