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Resumen

Esta tesis aborda el problema de observadores con restablecimiento de la condición

inicial aplicados a un cierto tipo de sistemas dinámicos que cuentan con esquemas
híbridos de medición. Usualmente al trabajar con reactores químicos se cuenta

con mediciones continuas y discretas, en base a esto se presenta el diseño de dos

observadores que emplean tanto las mediciones continuas como las mediciones

discretas para estimar los estados no medibles pero observables.

Primero se desarrolla un observador continuo con actualización discreta de la condi

ción inicial, el cual restablece su condición inicial en cada periodo de muestreo y

actualiza sus estados constantemente a partir de las mediciones continuas. Este

observador es aplicado a un modelo de digestión anaeróbica. Una vez probado su

desempeño, se aprovechan los estados observados para aplicar un control Unear

lizante entrada-salida, que tiene como objetivo mantener las salidas del sistema en

una referencia constante.

El observador continuo así diseñado es un observador local, ya que las ganancias
son calculadas a partir de la linealización del sistema en estudio. Por esta razón, se

propone el diseño de un observador difuso con actualización discreta de la condición

inicial, que es un observador global en la región donde la representación difusa es

válida. El observador difuso es aplicado al mismo modelo de digestión anaeróbica;

para el cual la representación difusa se obtiene usando la metodología propuesta

por Takagi-Sugeno. De la misma manera se diseñan leyes de control linealizante

utilizando los estados de este observador difuso.

Los resultados obtenidos en simulación usando los parámetros del modelo de di

gestión anaeróbica reportados en trabajos previos, sugieren la validez del enfoque

aquí presentado.



Abstract

This thesis is related to the problem of observers with resetting of the initial

condition applied to a certain kind of dynamical systems that have measurement

hybrid schemes. Usually, the chemical reactors monitoring involves continuous

and discretes measurements, for this reason is presented two observers that use

continuous and discretes measurements to estimate unmeasurable but observable

states.

First, a continuous observer with resetting of the initial condition is developed.

This observer updates its states each sampled instants due to a suitable initial

condition reset policy. This observer is applied to an anaerobic digestión model.

Once the observer performance is garanteed, an input-output linearizating control

is designed on the basis of the observer states to forcé the system to track a constant

reference.

The continuous observer with initial condition discrete reset was designed in this

way is a local observer, since the gains are calculated from the linearization of

the system under study, therfore, intends to design a fuzzy observer with resettinf

of the initial condition, which is a global observer in the región where the fuzzy

representation is valid. The fuzzy observer is applied to the same anaerobic diges
tión model; in order to get the fuzzy representation, the methodology proposed

by Takagi-Sugeno is used. Since the good performance of the observer has been

proved , input-output linearization control laws are designed using fuzzy observer

states.

The simulation results using the parameters of anaerobic digestión model reported
in previous works, suggest the validity of the approach presented here.
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Capítulo 1

Introducción

Para aplicar cualquier estrategia de control en general es necesario tener información de las

principales variables del proceso. Esto puede llevarse a cabo colocando sensores adecuados

[2]; sin embargo, aunque en muchos casos las mediciones continuas son fácilmente obtenidas,

por ejemplo, la temperatura o el pH, debido a razones económicas o técnicas que consumen

demasiado tiempo, otras variables importantes pueden ser sólo medidas intermitentemente,
o incluso pueden no estar disponibles. Por esta razón, es deseable que las variables de estado

no medidas puedan ser estimadas a partir de mediciones disponibles [19]. Para tratar con

este problema, muchas soluciones han sido propuestas, tales como el bien conocido filtro de

Kalman clásico y el observador de Luenberger [22]; ambos con enfoques continuos y discretos.

La razón de la popularidad de estos observadores es que son fáciles de implementar debido

a que el algoritmo puede ser derivado directamente del modelo en espacio de estados. Sin

embargo, estos observadores de estados no son necesariamente fáciles de implementar cuando

datos continuos y discretos se deben combinar. En esta dirección, en [23] se ha propuesto un

filtro de Kalman extendido, el cual actualiza algunos parámetros del observador cada tiempo
en que el dato muestreado está disponible. Usando funciones de Lyapunov, en [17] y [21] se

han diseñado controladores que involucran mediciones continuas y discretas retardadas. En

[18] también se usan mediciones discretas para diseñar algoritmos de control difuso continuos.

Tomando como base esta idea, en el presente trabajo se propone un observador continuo y

un observador difuso que se actualizan constantemente a partir de las mediciones continuas

y también resintonizan sus estados cada instante de muestreo cuando la medición discreta

está disponible.

Actualmente, la operación, monitoreo y control de procesos biológicos son de gran interés,
debido a la importancia industrial de este tipo de sistemas, ya que están relacionados con

la producción de insumos para la industria farmacéutica y de alimentos, además de su apli
cación al tratamiento de efluentes contaminados. A causa de la necesidad de preservar el

ambiente, de normas ambientales más esctrictas y de factores económicos, los procesos bio

lógicos aplicados a la depuración de aguas residuales representan una valiosa alternativa.

Extensas investigaciones sobre el tema se han desarrollado [8]; su utilización se fundamen-

9



10 Capítulo 1. Introducción

ta en aprovechar la capacidad de los microorganismos para degradar, acumular, adsorber,
precipitar o volatilizar una gran variedad de contaminantes presentes en aguas o efluentes.

Los procesos biológicos de tratamiento de aguas residuales son más eficientes y llaman más la

atención por su buen desempeño que los métodos nsicoquímicos tradicionales, pero al mismo

tiempo resultan más complejos, ya que conducen a la necesidad de instrumentación, control y
automatización más eficaces. Sin embargo, la naturaleza intrínseca de los procesos biológicos

y la falta de mediciones en línea rápidas y confiables de las principales variables de operación,
como velocidades de respiración de microorganismos, velocidades de consumo de sustrato,

concentraciones de biomasa, metabolitos producidos, etc., ha ocasionado un problema para

lograr la correcta operación de este tipo de procesos. Por este motivo, los observadores de

estado son una herramienta poderosa en la determinación de estados no medibles.

1.1. Justificación

Cuando se trabaja con reactores químicos comúnmente se dispone de mediciones continuas,
como la temperatura y el pH, las cuales son obtenidas colocando sensores adecuados; además

de mediciones discretas, por ejemplo las mediciones de concentración comúnmente se real

izan en laboratorio. Las variables que no pueden ser medidas, es posible estimarlas utilizando

observadores de estado. En el caso en que con las mediciones continuas el sistema sea obser

vable, es senciUo diseñar un observador de estados continuo. Por otro lado, cuando el sistema

es completamente observable con las mediciones discretas, se puede diseñar un observador

discreto, la desventaja de dicho observador es que sólo se tiene la dinámica del sistema en

instantes de muestreo; además, para obtener una versión discreta, es necesario tener bien

definida la entrada a fin de colocar un retenedor apropiado, por lo que variaciones ines

peradas de la entrada entre periodos de muestreo, pueden producir faUas en el observador

discreto.

En el caso en que el sistema no sea observable con la medición continua, se pueden aprovechar

ambas mediciones para obtener un sistema completamente observable; es por esta razón que
se propone el diseño de un observador continuo con actualización discreta de la condición

inicial (ADCI), que actuaUza sus estados constantemente a partir de las mediciones continuas;
además se modifican los valores de los estados en cada instante en que se dispone de una

medición discreta, de tal forma que estos observadores proveen estimaciones continuas tanto

de los estados medidos de manera continua, como de los obtenidos de modo discreto, así

como de todos los no medidos pero observables.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo consiste en garantizar el monitoreo eficiente de una clase

de sistemas dinámicos que utiUzan esquemas híbridos de medición, a través de observadores
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de estado que aprovechen tanto las mediciones continuas como las discretas.

A partir de estos observadores se pretende construir leyes de control que utflizen los estados

observados para seguir trayectorias deseadas.

Los objetivos particulares son:

1. Completar la teoría sobre observadores continuos con actualización discreta de la condición

inicial desarrollada en [9], para sistemas continuos con mediciones continuas y discretas.

2. Diseñar un observador continuo difuso con actuaüzación discreta de la condición inicial

que aproveche tanto las mediciones continuas como las mediciones discretas.

3. Probar el desempeño de ambos observadores en el modelo de un reactor de digestión

anaeróbica.

4. Apücar leyes de control basadas en la teoría de linealización entrada-salida, para llevar

las saUdas del sistema del digestor anaeróbico a una referencia deseada.

1.3. Organización de la tesis

Este trabajo consta de 5 capítulos. El capítulo 2 presenta los antecedentes teóricos necesarios

para el desarroUó de esta tesis. Se muestra el estado del arte de los observadores continuos

con actualización discreta de la condición inicial (observador continuo ADCI); la teoría para
construir un modelo difuso que servirá para obtener el modelo difuso del sistema en estudio;

además de la teoría sobre observadores difusos que será el fundamento para el diseño del

observador difuso con actualización discreta de la condición inicial (observador difuso ADCI).

Asimismo, se presenta la teoría sobre la linealización entrada-salida que es el fundamento

de las leyes de control diseñadas. En los capítulos 3 y 4 se diseñan un observador continuo

ADCI y un observador difuso ADCI respectivamente, para sistemas continuos con mediciones

continuas y discretas, los cuales luego son apUcados al modelo de un digestor anaeróbico.

En base a estos observadores, se diseñan leyes de control para Uevar las saUdas del digestor
anaeróbico a una referencia deseada, aprovechando las variables observadas. Finalmente en

el capítulo 5 se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.
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Capítulo 2

Antecedentes

2.1. Sistemas con actualización de la condición inicial

Cuando se estudia la evolución dinámica de un sistema, en general se considera que las

condiciones iniciales se fijan en un tiempo dado, a partir del cual la dinámica evoluciona

übremente o dependiendo de entradas externas; sin embargo, existen casos donde es conve

niente actualizar la condición inicial cada cierto periodo de tiempo (Figura 2.1). Un caso

particular es actualizar la condición inicial en intervalos de tiempo regulares. En el caso de

mediciones discretas, el intervalo de actualización puede coincidir con el periodo de muestreo.

Éste es el concepto que se utiliza en esta tesis, para el diseño de los observadores propuestos.
A fin de ilustrar el concepto, se presentan dos ejemplos sencillos.

Actualiza

-.■•indició

ción de la

n inicial

u(l)
B ,n «'«i

1
*

aá .

c
y<0

-y^
J

.ten

1
SI ■__

Figura 2.1: Sistema con actuaUzación de las condiciones iniciales.
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14 Capítulo 2. Antecedentes

Considérese el sistema

X (t) = -X (i)

5

4

3

2

1

0
0 2 4 6 8 10 12 14

Tiempo

Figura 2.2: Sistema estable con actualización de la condición inicial.

En la Figura 2.2 se muestra el comportamiento del sistema colocando la condición inicial

en x (0) = 5. Se puede ver que el sistema es estable; actualizando la condición inicial del

integrador cada determinado tiempo de manera monótona decreciente, en este caso cada 2

seg, se observa que el estado presenta saltos debido a la actualización de la condición inicial,
sin embargo, la evolución del sistema converge a cero.

Por otro lado, considérese el sistema

X (t) = X (t)

que tiene un punto de equilibrio x = 0, inestable. Claramente la dinámica de este sistema

tiende a tomar valores grandes en el tiempo.

No obstante, si se actualizan las condiciones iniciales del integrador, es posible lograr que las

actualizaciones de las condiciones iniciales fuercen al sistema a estabüizarse.

Estos ejemplos sencülos permiten comprender el fundamento de los observadores con actua

lización de la condición micial que serrín presentados en este trabajo. La ventaja de esta

actualización de las condiciones iniciales, radica en que se garantiza la convergencia del

observador, a pesar de la inestabilidad del sistema. En la siguiente sección se presenta un

observador desarroUado en [9] para comprender más a detalle estos observadores.

I
,-,.__.

Sistema con actualización

de la condición inicial.

\ *■
'
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x10°

Figura 2.3: Simulación del sistema inestable.

Figura 2.4: Sistema inestable con actualización de la condición inicial.
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2.2. Fundamentos sobre observadores con actualización

discreta de la condición inicial (ADCI)

En [9] se presenta el diseño de un observador continuo ADCI para sistemas continuos con

mediciones discretas, el cual se actualiza cada periodo de muestreo, con base en esto en el

capítulo 3 se diseña una estructura similar para un observador continuo ADCI para sistemas

continuos con mediciones continuas y discretas. La idea fundamental de los observadores

continuos ADCI se muestra en esta sección y sólo para probar su desempeño se presenta un

ejemplo sencillo.

2.2.1. Observador continuo ADCI para sistemas continuos con

mediciones discretas

Considérese el sistema lineal

x(t) = Ax(t) + Bu(t) V_e[0,oo) (2.1)

y (kó) = Cx (kó) k = 1
, 2, .3, ... , (2.2)

donde x €. Rn, u e Rm, y y eW son los vectores de estados, entradas y saüdas, respectiva

mente. En este caso las salidas son obtenidas cada periodo de muestro 6 .

La forma usual para estimar los estados desconocidos del sistema (2.1) a partir de la salida

(2.2) consiste en discretizarlo y diseñar un observador discreto; sin embargo, el observador

así obtenido sólo provee información en cada periodo de muestreo. Además, para obtener

una versión discreta de (2.1) es necesario tener bien definida la entrada, a fin de colocar un

retenedor apropiado (por ejemplo, un retenedor de orden cero o un retenedor exponencial).
Entonces variaciones inesperadas en la entrada entre los periodos de muestreo, pueden pro
ducir fallas en el observador discreto. De esta forma, para obtener información del sistema

aún entre periodos de muestreo, en [9] se diseñó un observador continuo que no impone

restricciones en el tipo de entrada entre cada periodo de muestreo empleando observadores

con actualización de la condición inicial. El observador está dado por

i(t) = Az(t) + Bu(t) Mt^kó (2.3a)

z(kó+) = z(kó)-G[y(k6)-Cz(k5)] t = kó (2.3b)

donde z € W1 son los estados del observador y z (kó+) denota los estados del observador

actualizados cada instante de muestreo. Éste es un observador continuo que actualiza sus es

tados cada instante de muestreo. El siguiente lema establece las condiciones para la existencia

de dicho observador [9].

Lema 2.1 Considérese el sistema (2.1)-(2.2) y supóngase que el par (eAS, C) es observable,

entonces un observador de la forma (2.3a)-(2.3b) con una ganancia G tal que la matriz

(I + GC) eAS es Schur, garantiza que lím.-,,» [x (í)
— z (t)\ = 0.
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Prueba. Definiendo

£ (í) = x (t) -z(t), and £ (kó+) = x (kó)
-

z (kó+) ,

donde £ (t) representa el error continuo y £ (kó+) es el error actualizado cada periodo de

muestreo. Nótese que x (kó+) = x (kó) debido a que el sistema (2.1) es continuo. Ahora

¿(t) = A£(t) VíjéJW

£(kó+) = (I + GC)£(kó) t

Resolviendo (2.3d) para t 6 [kó+, (k +í)ó], se sigue que

Z(k + l) = Adt(k6+),

donde Ad = eAS. De (2.3e) y (2.3f) se obtiene que

kó.

(2.3d)

(2.3e)

(2.3f)

t((k + l)ó+) = (I + GC)t(k + Í)
= (I + GC)M{kó+),

si el par (Ad, CAd) es observable, la matriz G puede ser calculada de tal manera que _4_ +

GCAd es Schur y el error £ (kó+) convergerá a cero, por lo tanto Um*-. __ [a; (kó)
— z (kó+}] —

0; entonces para kó <t< (k + 1) ó la solución z (t) converge a x (t), esto es lím [x (t)
-

z (t)] =
t—K_C

0.

Por otra parte, para probar que el par (Ad, CA__) es observable si el par (/!_, C) es observable,
considérese su matriz de observabiUdad

O

(CAd\

donde A¿ G

\CA_)

l, entonces usando el teorema de Cayley-Hamüton [14]

A_ = a0I + _____ +
* - • + an_iAnd'1,

la matriz de observabilidad se convierte en

/

o =

CAd

CA2d

\a0C + aiCAd + ■■■ + a^iCA^J

Debido a que Ad es obtenida a través de la discretización de la matriz A entonces ao ^ 0 y
O tiene rango completo si el par (Ad, C) es observable. ■
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y_k5)

Figura 2.5: Observador continuo ADCI para sistemas con mediciones discretas.

Observación 2.1 La principal característica del observador (2.3a)-(2.3b) (ver Figura 2.5)
radica en que la información de los estados entre periodo de muestreo está disponible en

cualquier tiempo y no es necesario tener preestablecido el comportamiento dinámico de la

entrada. La ecuación (2.3a) puede ser vista como un observador continuo a lazo abierto

entre los periodos de muestreo y cuyos estados, de acuerdo a (2.3b), son resintonizados cada

periodo de muestreo, ya que la condición inicial del Í7degrador es actualizada cada que se

dispone de la medición discreta.

A continuación se presenta un ejemplo senciUo de un observador para este tipo de sistemas.

2.2.2. Ejemplo del observador continuo ADCI

Considérese el sistema

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y{kó) = Cx(kó)

donde
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(xi(t)\
I O 1

J
\ /1\

x= \ x2(t) ,
A=\ O O | , C=(l O 0), _?= O

,

la salida es obtenida cada periodo de muestreo ó. Ya que el sistema es observable, se puede
diseñar un observador de la forma (2.3), para el cual se calcula

(0,6160
-0,7240 0,2698 \

-0,3206 -0,0251 0,1897

-0,7587 -2,5967 -0,4595 /

asigando los polos (0,2 0,25 ± 0,2¿) para la matriz (/ + GC) Ad, se calcula G,

( -0,9723 \

G = -0,6197

V 2,6644 /

Para simular el observador se define una entrada senoidal (u — sen (2r.t)) y se utilizan las

condiciones iniciales

x(0) = (1,433 0,8 -1,221)T

z(0) = (1,433 0 0)T

Se puede apreciar en la Figura 2.6, que la ventaja del observador continuo ADCI radica

en que entre cada periodo de muestreo se puede reproducir el comportamiento del sistema,
evitando así la utilización de retenedores exponenciales.

2.3. Fundamentos sobre la construcción del modelo difuso

En este trabajo se presentan desarrollos basados en el modelo difuso Takagi-Sugeno, por este

motivo, a continuación se muestran los fundamentos para construir este modelo.

2.3.1. Modelo difuso Takagi-Sugeno

El modelo difuso propuesto por Takagi-Sugeno [24] es descrito por reglas difusas SI EN

TONCES las cuales representan relaciones locales Uneales entrada-salida de un sistema no
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Figura 2.6: Simulación del observador continuo ADCI para sistemas continuos conmediciones

discretas.

lineal. La principal característica del modelo difuso Takagi-Sugeno es que expresa la dinámi

ca local de cada impücación difusa (regla) por un sistema Uneal. El modelo difuso global
del sistema se consigue mediante la mezcla de subsistemas Uneales. La i-ésima regla para un

sistema difuso Takagi-Sugeno (T-S) continuo es de la forma

SI
__ (t) es Mn y

• • •

y ^p (t) es M,-p

ENTONCES í x

fl
~

jíx$ + BiU^
¿=1,2, ..., r

\ y(t) = C_x(t)

Donde A/y son los conjuntos difusos y r es el número de reglas; x(t) 6 R™, u(t) e Rm

y y(t) E _-' son los vectores de estados, entradas y saüdas del sistema, respectivamente.

Ai e I-"1", Bi e W"0771, y d e R,in; zx (t) , ..., zv (t) son conocidas como variables premisas

que pueden ser funciones de las variables de estado, disturbios externos y/o tiempo.

Dado un par de (x (i) ,
u (t)) las salidas finales del sistemas difuso son inferidas como sigue

j:wi(z(t)){Aix(t) + Biu(t)}

x(t) =
í=i

= Y,hi(z(t)){Aix(t) + Biu(t)} .

i=i
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donde

J2Wi(z(t))CiX(t) r

y (0 = ^—r = Y,hi (* (*)) CiX (t) ,

£>.(*(*)) »=1

¿=1

= (t) = [zi(t) z2(t)---zp(t)],

wi(z(t)) = Í[Ml](zj(t)),

hi(z(t)) =

¿> (**(*))'

para toda í. El término A/y (_:_,■ (í)) es el grado de membresía de z_ (t) en A/y.

Para construir modelos difusos existen dos enfoques; identificación usando datos entrada-

salida y derivación del modelo difuso a partir de las ecuaciones del sistema no lineal (ver
Figura 2.7). En esta sección se trabaja con el segundo enfoque.

Sistema no lineal

linealización usando

dalos entrada-salida
Modelo físico

Modelo difuso

(Modelo difuso Takagi-Sugeno)

Sistema no lineal

Figura 2.7: Construcción del modelo difuso Takagi-Sugeno.



22 Capítulo 2. Antecedentes

2.3.2. Sector no lineal

La idea de usar el sector no Uneal para construir un modelo difuso apareció por primera vez

en [16]. El sector no Uneal está basado en el siguiente concepto.

Considérese un sistema no lineal simple x(t) = f(x(t)), donde /(O) = 0. El objetivo es

encontrar un sector global tal que x(t) = f(x(t)) e [a-- a2]x(t). La, Figura 2.8 ilustra

el enfoque del sector no Uneal. Este enfoque garantiza una construcción del modelo difuso

exacto. Sin embargo, algunas veces es difícil encontrar un sector global para sistemas no

lineales generales. En estos casos, se consideran sectores no Uneales locales. Esto es razonable

debido a que las variables de sistemas físicos están siempre acotadas. La Figura 2.9 muestra

el sector no lineal local, donde dos Uneas se convierten en el sector no lineal local bajo

-d < x (t) < d. El modelo difuso exactamente representa el sistema no lineal en la región

"local", esto es, -d < x (t) < d [24].

/ ÍJMt))

Figura 2.8: Sector no lineal global

2.4. Diseño de observadores difusos

En problemas de control de la vida real, es frecuente que la información completa de los

estados de mi sistema no está siempre disponible. En tal caso, es necesario recurrir a métodos

de retroalimentación de la saüda tales como diseños basados en observadores de estado. Esta

sección presenta metodologías de diseño de observadores
difusos involucrando estimación de

estados para modelos difusos Takagi-Sugeno.
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Figura 2.9: Sector no lineal local.

Como en todo diseño de un observador, los observadores difusos requieren satisfacer

x (t)
—

x (t) —» 0 cuando t —* oo

donde x (t) denota el vector de estados estimados para un observador difuso. Esta condición

garantiza que el error de estado estable entre x (t) y x (t) converge a 0. La estructura del

observador difuso es la siguiente

Regla del observador i

Si zi (t) es A/ii y ... y zp (t) es A/ip

Entonces

i (t) = A_x (t) + BiU (t) + Ki (y (t)
-

y (t))

y(t) = Clx(t) t = l,2,...,r

2.4.1. Diseño de sistemas aumentados

A continuación se muestra el diseño basado en desigualdades matriciales lineales (LMI) para
sistemas aumentados conteniendo controlador y observador difuso, para el caso en que las

variables premisas Zi (t) , .... zv (t) no dependen de las variables de estado estimadas por el

observador difuso.
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El observador difuso para este caso se representa como

x(t) =

y(t)

EU Vi (* (0) {AiX (t) + B.u (.) + IU (y (t)
-

y (,))}

£-__«*(*(*))
r

J2 ^ (z (t)) {Ax (t) + BiU (t) + Ki (y (t)
-

y (.))} ,

r

Y,hi{z(t))Cix(t).

(2.7)

¿=i

El diseño del observador difuso consiste en determinar las ganancias locales Ki.

El controlador difuso toma la forma

«m- -H**-^ (*(*))*#(«) _ vu-^Pím()~
—

EÜM^))- ""tr
(2.8)

Combinando el controlador difuso (2.8) y el observador difuso (2.7) y denotando e (í) =

x(t)
—

x (t), se obtiene la siguiente representación del sistema

r r

¿=i ¿=i

r r

1=1 j=l

Por lo tanto, los sistemas aumentados .se representan como sigue

*<- (*) =ÉÉ fti (* (*)) ^ (-^ («)) G«*¿- (í)
¿=1 j=l

^ /- (z (t)) ht (z (t)) Gttxa (t) + 2£J> (* (*)) >. (* (*)) % **» (í) , (2.9)
i=l i<ji=l

donde

xa (t) =
x(t)

e(t)
i G%j —

__¿
-

BiFj BíFj
0 A - K_C_
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Teorema 2.1 El equilibrio del sistema aumentado (2.9) es globalmente asintóticamente es

table si existe una matriz común definida positiva P tal que

GlP + PGu < 0,

{^^f P + P (^y^) < 0 i<j s.a.h.nh^tp.

Prueba. Ver [24]. ■
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Capítulo 3

Observador ADCI para sistenras

continuos con mediciones continuas y

discretas

Cuando se trabaja con reactores químicos típicamente se dispone de mediciones conti

nuas tales como la temperatura y el pH, además de mediciones discretas; por ejemplo las

mediciones de concentración comúnmente se realizan en laboratorio, debido a que los equipos

de medición en Unea son muy costosos. En este caso las mediciones son muestreadas con in

tervalos de tiempo usualmente grandes [10]. Por esta razón, para resolver el problema de

control es deseable utiUzar estimadores de estados a partir de las mediciones continuas y

discretas. En este trabajo se pretende utilizar observadores con actualización discreta de la

condición inicial (ADCI), que se actualizan constantemente a partir de las mediciones conti

nuas; además se modifican los valores de los estados en cada instante en que se dispone de

una medición discreta, de tal forma que estos observadores proveen estimaciones continuas

de los estados medidos de forma continua, de los obtenidos de manera discreta y de todos

los no medidos pero observables [9].

3.1. Planteamiento del problema

Considérese el sistema dinámico

x(t) = f(x(t),u(t)) Vt e[0,oo) (3.1a)

yx(t) = Cxx(t) Víe[0,oc) (3.1b)

y2(kó) = C2x(kó) fc = 1,2,3,... (3.1c)

y su linealización dada por

27
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i (t) = Ax (t) + Bu (t)

donde

dx
x=0u=0

Ou
_=0u=0 \C2J

_ e K", 11 6 Rm y¡/i £ R91. y2 6 R92 son los vectores de estados, entradas y saUdas del

sistema dinámico, respectivamente. Las salidas están divididas en continuas (y_) y discretas

(y2), con periodo de muestreo ó. Para este sistema se desea diseñar un observador continuo,

el cual use tanto las mediciones continuas como las mediciones discretas, a fin de tener

información continua sobre todo el vector de estados. La siguiente hipótesis es necesaria

para el diseño del observador.

Hipótesis 3.1 El par (A, C) es observable.

Nótese que no se requiere que los pares (A, C_) y (A, __) relacionados con las mediciones

continuas y discretas, sean observables. Esto es, la matriz de observabilidad de estos pares

podría no tener rango pleno.

En la siguiente sección se presenta un observador continuo para el sistema 3.1, el cual

restablece su condición inicial cada periodo de muestreo y actuaUza sus estados constan-

tamente a partir de la medición continua.

3.2. Diseño de un observador ADCI para sistemas con

tinuos con mediciones continuas y discretas

Cuando se dispone de mediciones continuas y discretas, es posible diseñar un observador de

estados aprovechando las mediciones continuas, sin embargo, usando las mediciones discretas

es pceible diseñar un observador con actualización discreta de la condición inicial (ADCI)
el cual incluye ambas mediciones continuas y discretas, como se describe en la sección 2.2.1.

El siguiente teorema establece este resultado.

Teorema 3.1 Considérese el sistema (3.1), el cual tiene un conjunto de 7nediciones conti

nuas (3.1b) y un conjunto de medicio7ies discretas (3.1c) con periodo de muestreo ó. Se

calcula la matriz G2 de tal manera que (I + G2C) Ad es Schur, con Ad = eAS Entonces,

un observador para el sistema (3.1), el cual utiliza las mediciones continuas y también se

actualiza cada periodo de muestreo es dado por

C(t) = f(C(t),u(t)) Ví^fcí (3.2a)

C(/W+) = (í(kS) + G2(CC{kS)-y(k6)), t = kó, fe = 1,2,3,... (.3.2b)
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donde C 6 R" son los estados del observador y £ (kó+) son los valores actualizados cada

periodo de muestreo y

•«-(588)
Este observador garantiza que, en una vecindad del origen, el error entre los estados del

sistema y los estados del observador tiende asintóticamente a cero, i.e. lím [x(t)
—

C(t)] = 0.
t—»oo

Prueba. Considérese la aproximación Uneal de ambos, el .sistema (3.1a) y el observador

(3.2a)

x(t) = Ax (í) + Bw (í) + A (x (.),_(.)) Vi e [0,oo)

C(í) = AC (í) + Bu (t) + A(C (t) ,
u (t)) Vi 6 [0, oo)

Definiendo el error

e(t) = x(t)-C(t)

e(kó) = x(feá)-C(H)

su aproximación dinámica lineal alrededor de e = 0 es

é(t) = Ae(t) + g(0,t) Vi ¿ kó (3.3)

e(kó+) = (I + G2C)e(kó) + g(0,kó) t = kó, fc = 1,2,3, ... (3.4)

Si se considera que g (0, t) = 0 y g (0, fed") = 0, los errores (3.3) y (3.4) toman la forma

é(t) = Ae(t) Vt^kó (3.5)

e(kó+) = (I + G2C)e(kó) t = kó, fe = 1,2, .3,...

Ahora tomando la función de Lyapunov de la forma

V(kó) = \\e(kó)\\

AV(kó) = \\e(kó+)\\
-

\\e(kó)\\ = ||(/ + G_C)e(A¿)||
-

||e(fe-5)||

A^(feí)<[|(/ + G2C)||||e(feá)||-||e(fe¿)||

Ay(feá)<(||/-||-l)||e(fe«.)||,

donde||__|| = ||(/ + G2C)||.

Debido a que (I+G2C)Ad es Schur, se satisface que \\K\\ < 1. por lo t._nto AV (kó) es decre
ciente y la dinámica del error discreto es estable y asegura que límj._>00 [x (fea)

—

£ (kó)] = 0.
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Por otro lado, definiendo t — kó + 0, 0 E [0, ó) y to — kó, entonces la solución de la ecuación

(3.5) es

e(t) = eA^^e(t0),

o bien,
e (feo + 0) = eAee (kó) .

Dado que 0 es una señal acotada, debido a que es una señal de tipo diente de sierra, entonces

\\eA9\\ < M < oo

de donde

|| e (fe*. +0)|| < A/ 1| e (fea) ||, (3.6)

dado que e (kó) tiende a cero, entonces por continuidad se tiene que ||e (fea + <?)|| también

tiende a cero y se garantiza que lím.-,,» [x (í)
—

(," (t)] = 0. ■

Observación 3.1 La ecuación (3.2a) puede ser vista como un observador continuo a lazo

abierto entre los periodos de muestreo, cuyas condiciones iniciales son actualizadas cada

periodo de muestreo de acuerdo a (3.2b).

Nótese que la ecuación (3.2a) no cuenta con el término de retroalimentación del error de

seguimiento continuo a lazo cerrado, ya que no es necesario para la convergencia del obser

vador (3.2). Sin embargo, es posible aumentar la velocidad de convergencia de los estados

que son observables a partir de la salida j/i, agregando el término de retroalimentación del

error de seguimiento. Este resultado se ilustra en el siguiente corolario.

Corolario 3.1 Supóngase que existe una transformación T E Rnxn, tal que la aproximación

lineal del sistema (3.1a)-(3.1b) se descompone en

z(t) = Az(t) + Bu(t) (3.7)

l/i (í) = Ciz(t)

donde

- = r_ = (*). _=.__*-._(£ ;J
B = TB = ( |* ) Ci = CiT-1 = (Cn 0)

Zi e R™, z2 e R"2, y el par (Au,Cn) es completamente observable. En este caso un obser

vador parcial para zx puede ser diseñado de tal manera que dada una matriz Gu, (An —

GnGn) es Hurwitz. Aplicando la transformación inversa, el observador propuesto es.

C(t) = f (C (í) ,
u (t))

- Gi (GiC (í)
-

j/i (í)) ,



3.2. Diseño de un observadorADCIpara sistemas continuos con mediciones continuas y discretas^!

donde

GX=T '(t)

Entonces el observador con actualización discreta de la condición inicial (ADCI) que incor

pora la retroalimentación del error de seguimiento continuo es

C(í) = f(at),u(t))-Gi(CiC(t)-yi(t)) Vi ¿ kó (3.8a)

<;(kó+) = ((kó) + G2(C<;(kó)-y(kó)), t = kó, fe = 1,2,3,... (3.8b)

donde

y(kó) ( vi(ks) \
V K-(W) )

Los observadores (3.2) y (3.8) pueden ser considerados como observadores híbridos debido

a que incorporan dinámicas continuas y eventos discretos, los cuales modifican la parte

continua (ver Figura 3.1).

own Observador

Discreto

_f_____.__4j

.
«-Ot») rV

,

*

"\j
4

tte-fek»

la periodo
ntrw»

x%

/

nm/'obwwKíoe
Coníinuo

_t) _^
<-*-

►

1
i

e "LA
\_JrJ

•Xt)
• Planta

1 y<f
y-<W)

i-*-

Figura 3.1: Observador continuo ADCI para sistemas continuos con mediciones continuas y

discretas.
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3.3. Caso de estudio: digestor anaeróbico

La concentración y actividad de las poblaciones humanéis están en constante crecimiento a

nivel mundial. Estas tienen como consecuencia la producción de una importante cantidad de

desechos Uquidos, sóUdos y gaseosos, que son capaces, de no existir tratamiento, de alterar

su entorno poniendo en peligro la permanencia del hombre. El agua, necesaria para toda

forma de vida, es particularmente sensible a la contaminación en la medida en que todos los

efluentes, tratados o no, se reúnen tarde o temprano en los ríos y océanos. En los últimos

años, las leyes ambientales se han endurecido y se ha hecho obügatorio el tratamiento de

las aguas residuales de hogares e industrias [2], [13]. Debido a esto se reavivó el interés

por la investigación y desarroUó de tratamientos eficientes y confiables. Es así como los

procesos de control de tratamiento de aguas residuales han recibido una gran importancia;

especialmente los procesos anaeróbicos están siendo ampliamente considerados como una

alternativa para el tratamiento de aguas residuales debido a su alta capacidad para degradar
sustratos difíciles y concentrados (residuos de plantas, desechos animales, aguas residuales

de industrias alimenticias), además que producen menores cantidades de materia orgánica

que los procesos aerobios y requieren menor energía (en algunos casos ésta puede incluso

ser producida usando la combustión del metano [5], [20]). A pesar de estas ventajas, las

plantas de tratamiento anaeróbico aún son muy raras a escala industrial, probablemente

porque se sabe que se vuelven fácilmente inestables bajo algunas circunstancias, tales como

variaciones en las condiciones de operación del proceso. Sin embargo, esta desventaja puede
ser superada Uevando a cabo un procedimiento de monitoreo que permita la actuación estable

del tratamiento de aguas residuales en línea por medio de un control a lazo cerrado. Para

lograr el diseño de este control, frecuentemente son usados observadores de estados, ya que
debido a razones económicas la instrumentación es usualmente escasa y costosa a escala

industrial.

3.3.1. Modelo del digestor anaeróbico

La digestión anaeróbica consiste en una serie de procesos biológicos que toma lugar en

ausencia de oxígeno y por medio de la cual la materia orgánica (expresada como la demanda

química de oxígeno, DQO) es descompuesta y convertida en biogas, una mezcla principal
mente de dióxido de carbono y metano, biomasa microbiana y materia orgánica residual.

Existen muchos modelos dinámicos para describir procesos anaeróbicos [1], [6], [7]. Sin em

bargo, los modelos que describen con detaUe todos los procesos responsables de la digestión
anaeróbica son generalmente difíciles para usar en los propósitos de control. Es por esta razón

que se considera un modelo macroscópico del proceso anaeróbico desarrollado y validado en

[51. Se asume que las poblaciones bacterianas pueden ser divididas en dos principales gru

pos de características homogéneas, y que la digestión anaeróbica puede ser descrita por dos

estapas. En el primer paso (acidogénesis), la bacteria acidogénica (__i) consume el sustrato

orgánico (Si) y produce dióxido de carbono y ácidos grasos volátiles (S2). La población de

la bacteria metanogénica (__2) usa, en un segundo paso (metanogénesis), los ácidos grasos
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Figura 3.2: Esquematización del proceso de digestión anaerobia.

volátiles y el sustrato orgánico para crecer, y producir dióxido de carbono y metano. Si el

sistema funciona adecuadamente, los ácidos grasos volátiles son destruidos tan rápidamente
como son formados. Si esto no es así, los ácidos grasos volátUes se acumulan, disminuye el

pH y se produce la inhibición de la acción de las bacterias metanogénicas (Figura 3.2).

Las bacterias acidogénicas y metanogénicas intervienen en las siguientes reacciones biológi
cas:

Acidogénesis (con velocidad de reacción í_
= fi_(Si)Xi):

kiSi ^Xi+ k2S2 + hC02

Metanogénesis (con velocidad de reacción r2
= p.2(S2)X2):

k3S2 ^X2 + hC02 + k6CH4

El balance de masa para un reactor continuo de tanque agitado (CSTR) es directamente

obtenido
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Xi = (fii(Si)
-

aD)Xx (3.9a)

Si = -kitii(Si)Xi + (SUn-Si)D (3.9b)

X2 = (fi2(S2)
-

aD)X2 (3.9c)

S2 = -k3p2(S2)X2 + k2p1(S1)Xi + (S2in-S2)D (3.9d)

donde X\. X2, <S_, S2, son las concentraciones de bacteria acidogénica (kg/m3), bacteria

metanogénica (kg/m3), demanda química de oxígeno (DQO, kg/m3) y ácidos grasos volátiles

(AGV, mol/m3) respectivamente, D es la tasa de dilución (d_1), definida por la relación D =

Q/V, donde Q es el flujo de alimentación (m3/d) y V el volumen del digestor (m3), Sun y S2in

son las concentraciones del sustrato orgánico efluente y de los ácidos grasos volátües (AGV)
de entrada, respectivamente. Las fe¿s son coeficientes pseudo-estequiométricos asociadas a las

bioreacciones. El parámetro a E (0, 1] representa la fracción de biomasa que no es retenida

en el digestor, si se establece a — 1
, corresponde a la dinámica de un reactor de lecho fijo

ideal, mientras que para a — 0 corresponde a un reactor continuo de tanque agitado ideal

(CSTR) [12]. Las velocidades de crecimiento bacteriano Pi(S_) y p2(S2), son funciones no

lineales dadas por las cinéticas de Monod y Haldane respectivamente [11],

c

M-S-) =

MmáxlQ , y
- (3.10)

Di + Asi

s,
th(S_t) =

Mm_x2 ~, T_. (3.11)
S2 + KS2 + (ft)

donde /íimáx, Ksi, .^máx- Ksi y Kn son la velocidad máxima de crecimiento bacteriano

y la constante de saturación media asociada con el sustrato Si, la velocidad máxima de

crecimiento bacteriano en ausencia de inhibición, y las constantes de saturación e inhibición

asociadas al sustrato S2, respectivamente. Los valores de los parámetros y las concentraciones

de entrada usadas en las simulaciones están Ustadas en las Tablas 3.1 y 3.2.

Ahora se analizan los valores en estado estable de las variables del modelo (3.9), a fin de ser

usados más tarde en la linealización del mismo. En [12] se presenta un extenso anáfisis de

los estados estables del sistema. Nótese que el sistema tiene una estructura en cascada lo

cual hace su análisis y uso más sencillo.

Estado estacionario

Condición de operación inestable

En este caso el cultivo de bacterias dentro del digestor .se mantiene inactivo o muerto, lo

cual implica que ___

= 0 y X2 = 0 para toda i > 0. Bajo estas condiciones el estado estable

alcanzado para el proceso de la digestión anaeróbica (3.9) es dado por la concentración de

entrada (i.e. S\ = Sun y S_ = S2in, ver Tabla 3.3). Esto significa que los agentes contami

nantes dentro del agua residual no han sido removidos por el digestor. Como consecuencia,

esta condición de operación es indeseable y debe ser evitada a toda costa [20].
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Tabla 3.1: Parámetros del digestor anaeróbico.

Parámetro Valor

/Váxl Ud"1

Mmáx2 0,69 d_1

A-fil 4,95 kg DQO/m3

Ks2 9,28mol AGV/ m3

Kn 20mol AGV/m3

feí 6.6 kgDQO/kg_íi
fe2 7.8 mol AGV/kgJ_i
k3 611.2 molAGV/kg__2
a 0.5 (adimensional)

Tabla 3.2: Concentraciones de entrada para el digestor anaeróbico.

Sustrato Valor

Slin

S2in

20 kg DQO/m3
100 mol AGV/m3

Condición normal de operación

Bajo esta condición la concentración de la biomasa permanece activa y la estabilidad de los

lodos se conserva (i.e. Xi,X2 > 0 para toda i > 0). Esto físicamente significa que parte de

los agentes contaminantes que entran al digestor son consumidos por el cultivo bacteriano

(i.e. (Sim
—

Si) > 0 y (S2in —

S2) > 0). Los puntos de equiUbrio para el modelo del digestor
anaeróbico (3.9) son mostrados en la Tabla 3.3, donde se puede ver que sólo el punto 4 tiene

significado físico y es un estado deseado [20].

Tabla 3.3: Puntos de equilibrio del digestor anaeróbico.

x. *í st s2
Pl 6 0 ülin 5_m

P2 0
(s2-„-.s_)

_A*-* Slin ver ecuación 3.16

P3 (S_in-S_)
aki

0
rs aD'
Ksi

_._,-<__..

<_* , *_(*9_<n-S_)
°2 + k_

P4
(•Sl.n--Ó_)

ak\

(S2inSl)+ah_X_
«*3

_-- aD'
^S**

■,-_.,-«-_..
ver ecuación 3.16
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A continuación se muestra el cálculo del punto de equiUbrio 4, que es utilizado en el diseño

del observador.

A partir de las ecuaciones (3.9a) y(3.9c) en estado estable y sin considerar el estado estable

indeseable __i , X2 = 0 se obtiene

l¿x(Si) = aD, (3.12)

p2(S2) = aD. (3.13)

Si Pmtei > aD, implica de la ecuación (3.10) que Sf, el valor en estado estable de S_, es

igual a

SJ = KSi
—

-. (3.14)
Mmáxl-»^

Los posibles estados estables para S2 son soluciones de la ecuación (3.13). La función rtí_(S2)
comienza creciendo a partir de cero, Uega a un máximo, y decrece a cero. Entonces, la

ecuación (3.13) admite dos soluciones (que pueden reducirse a una) sólo si

aD < máx [/¿-.(S2)] •

Esto implica, con la expresión (3.11) de p,2, que

/ímáx2 VK¡2
D<

<* VK__ + 2y/Ks¡

Entonces, los posibles estados estables para 52 son soluciones de la siguiente ecuación, de

ducida de las ecuaciones (3.11) y (3.13)

Sj
K¡2Ifc+O-W *+*»-*■ (3-15)

Tomando la máxima solución para el estado estable de S2

*~^{o-_s?W('- __?)'-«(_„)} <»«>

Usando la ecuación (3.9b) y (3.12), se obtiene

x; = fflazfi-. (3.í7)
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De las ecuaciones (3.9d), (3.12), (3.13) y (3.17), se tiene el valor para __2

**2
(S2,n-S; + afe2X*)

afe3

3.3.2. Diseño del observador ADCI

Si consideramos que la concentración de AGV (S2) es una medición continua, mientras la

concentración de DQO (Si) puede sólo ser adquirida periódicamente [20], el observador de

sarroUado en la sección previa puede ser aplicado a la dinámica del sistema (3.9) escribiéndolo

en la forma

x(í)

Hi(Si)Xi

-fei/_i(Si)A.i

p.2(S2)X2

-k^sjXi + hp^sjXi

(3.18)

donde

yi(í) = (0001 )x(í)
y2(kó) = (0100) x(fe¿)

x(í) =

yu(t)

( xx\
Si

x2

\S2 }

D (i). El sistema (3.18) puede ser representado como

r_fCx\_(0 0 0 1 \

U~\C2)~\0 1 o oy'

x(í) = f(x) + g(x)u(t). (3.19)

Para calcular el observador con actualización de la condición inicial (3.2) es necesario li-

neaUzar el sistema (3.19) alrededor de una vecindad del punto de equüibrio 4 (ver Tabla

3.3), [12], [20], entonces el sistema toma la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

donde

__

=

dx dx
,
B = g(x)\x=0

J x=0,u=0

son la aproximación matricial lineal alrededor del punto de equiUbrio de interés (ver [12]
para el detaUe del anáUsis de estado estable). En este caso, la matriz de observabUidad para
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el par (A,C_), tiene rango 4, i.e. usando S2 y Si es posible estimar los cuatro estados del

sistema.

Considerando un periodo de muestreo _

= 1 día y los parámetros listados en las Tablas 3.1

y 3.2, es fácil verificar que A, B y Ad toman los valores

A =

B =

Ad =

/ 0 0,6559

-2,3318 -5,0356

0 0

\ 2,7558 5,1161

/ -2,7173 \
17,9345

-0,1819

\ 90,0000 /

/ 0,7756 0,1067

-0,3795 -0,04,38

0

0

0

-215,9386

0 \
0

0,0059

-4,.3.395 /

0

0

0

0

0,0008 0,0013 0,7878 0,0011

\ 0,0,347 0,0047 -41,3525 -0,0432 /

El observador (3.2) se diseña a fin de cumpfir con el Teorema 3.1, además se agrega el

término de retroalimentación del error de seguimiento continuo, para aumentar la velocidad

de convergencia de los estados observados a partir de la salida continua, como se muestra en
el Corolario 3.1, las ganancias son calculadas usando técnicas LQR, obteniendo

Gi

0,0001 \
0,0097

-0,9941

16,8560 /

G2 =

0,0009 0,4119 \

-0,0004 -0,2022

0 0,0005

0 -0,0004 /

A fin de ilustrar el desempeño del observador (3.8), se realizan algunas simulaciones; las
condiciones iniciales y las concentraciones de entrada son enUstadas en las Tablas 3.2 y 3.4

mientras que la velocidad de dilución fue considerada como una señal senoidal variante en el

tiempo alrededor del valor nominal (u (i) = 1 + sen(t)). Para verificar si la incorporación de
la medición discreta al observador continuo reduce el tiempo de convergencia, el observador
ADCI (3.2) fue comparado con un observador continuo idéntico a (3.2a) sin el uso de (3.2b)
(lo que equivale, para este observador, a que la ganancia G2 fue tomada como cero).

La Figura 3.3 muestra el comportamiento dinámico del observador ADCI, la actualización

discreta de las condiciones iniciales claramente es visible en la figura, donde a tiempo i = 1

día hay un salto en la estimación de la biomasa acidogénica. Como se puede ver, los estados

del ob.serv.ador convergen en aproximadamente tres días.

En contraste, el observador continuo, (Figura 3.4) converge en aproximadamente doce días.

i.e. cuatro veces más lento que el observador ADCI. Comparando ambos observadores es

fácil ver que el observador ADCI obtiene una velocidad de convergencia más rápida.
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Figura 3.3: Simulación del observador continuo ADCI.
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(dias)

Figura 3.4: Simulación del observador continuo.



3.3. Caso de estudio: digestor anaeróbico 41

Tabla 3.4: Condiciones iniciales utüizadas en las simulación del observador continuo ADCI.

Variable de estado __x (0) S_ (0) __2(0) S2 (0)

kg/m3 kg/m3 kg/m3 mol/m3
Planta

Observador

1,4.33

0,5

0,1

0,3

0,2

0,1

0,4

1

'i
°

-2

10

e2
0

-10

0.1

-0.1

' •*,
'

error del observador continuo

1 1 (

U---->
\ /

/
"

10

Tiempo

(dias)

15 20

Figura 3.5: Comparación entre los errores del observador continuo y del observador ADCI.

En la Figura 3.5 se comparan los errores de seguimiento del observador continuo ADCI y el

observador continuo; se puede ver que las actualizaciones de las condiciones iniciales en el

integrador del observador continuo ADCI, aumentan la velocidad de convergencia de dicho

observador.

3.3.3. Diseño del controlador por linealización entrada-salida

Considérese el modelo del digestor anaeróbico (3.9), donde las salidas son
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Vi
= hi (x) = 52

2/2
= h2 (x) = Si

x(t)=[ Xi Si X2 S2 ]T u(t) = D(t).

Siguiendo el procedimiento mostrado en [15], calculando las derivadas de las salidas yi y y2,

se obtiene

yi
= -k3p2(S2)X2 + k2Hi(Si)Xi + (S2m-S2)u(t)

2/2
= -feiMSi)Xi + (Si.>.-Si)«(í).

El sistema tiene grado relativo 1 tanto para la salida yi como para la salida y2.

Considerando por el momento que todos los estados del sistema se tienen disponibles (esta
suposición se eüminará más tarde), con respecto a la saüda y-*, el sistema es linealizable

entrada-salida, ya que la ley de control

ui (i) =^-yni (3
V<~-2in

—

&2)

reduce el mapeo entrada-saüda a

2/1
=

-_•

Con respecto a la salida y2, el sistema también es Unealizable entrada-salida utilizando la

ley de control

M()__1g)^_, (,21)

que reduce el mapeo entrada-salida a

2/2
=

*_■•

Tomando vx y v2 como

Vl
= -Kl (S2

-

S2ref) •

t_
= —K_\ (Sl

-

Siref) ,
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para que las saüdas yi y y2 alcancen las referencias deseadas S2re¡ y Siref, respectivamente.

Como se puede ver de las anteriores leyes de control, para alcanzar las referencias deseadas,
es necesario tener disponibles todos los estados del sistema. Si éste no es el caso, entonces se

puede utilizar la estructura del observador ADCI (3.2) presentado anteriormente, es decir,

se utilizan los estados observados para aplicar las leyes de control propuestas.

Tomando ventaja del observador (3.2), ya aplicado al modelo del digestor anaeróbico, .se

simula el sistema (3.9) con las entradas de control (3.20) y (3.21). En la Tabla 3.5 se enlistan

los parámetros utüizados en la simulaciones.

Tabla 3.5: Parámetros para simular las leyes de control, utilizando los estados del observador

continuo ADCI.

Parámetro Valor

Ki 12 (adimensional)

K2 2 (adimensiona)

S2ref 10kgAGV/m3
Slref 2,5kgZ.Q0/m3

_-
b .

i
°*

L°*4
le

p0.3
■5*
1 0.2
O

55
0.1

0 (

U 10

Si
_S 5

S*"
3
a
e

•-> 0

0 (

ü
a

X"
3_.

3|
SÍ" 2

i
s

0
(

i
6

) 5 10 15

Tiempo

(dia.)

2 ) 5 10

Tiempo

(dias)

15 2

fV
a

■o -_ 4

■O _)

_■_
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|«. 2
0*
y
a

u
0
i) 5 10 15
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2 ) 5
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(

10

empo

lias)

15 2

Figura 3.6: Sistema con control linealizante para llevar la salida y2 a la referencia deseada.
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1.4

1.2

1

o

1-Q 0.8

«■
_.

g
<■» 0.6

f-

0.4

0.2

"0 5 10 15 20

Tiempo
(dtes)

Figura 3.7: Entrada de control para llevar la saüda y2 a la referencia deseada.

La Figura 3.6 muestra el sistema cuando se le apüca el control lineaUzante entrada-salida «_,
se ve que la salida yi alcanza la referencia que es de 10 kg/m3. En la Figura 3.7 se presenta
la señal de control (tasa de dilución) que es necesaria para alcanzar dicha referencia.

En la Figura 3.8 se ve la dinámica del sistema cuando se le aplica el control linealizante

entrada-salida
__,

se observa que la salida y2 alcanza la referencia preestablecida de 2.5

kg/m3. La Figura 3.9 muestra la señal de control (tasa de düución) que fue necesaria para
alcanzar dicha referencia.
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o
o*
a

18
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■

f
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Referencia
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Figura 3.8: Sistema con control linealizante para Uevar la saUda y¡ a la referencia deseada.

Figura 3.9: Entrada de control para llevar la salida yi a la referencia deseada.
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3.4. Conclusiones

En el presente capítulo se diseñó un observador que actualiza los estados utilizando mediciones

continuas y discretas. A pesar de que éste es un observador local, debido a que las ganancias
fueron calculadas usando la aproximación Uneal del sistema no Uneal original, su aplicación
a un modelo de digestión anaeróbica presenta un excelente desempeño y estabilidad, obte

niendo una mejora en la velocidad de convergencia en comparación con un observador que

sólo usa la información continua. La velocidad de convergencia fue aumentada por la actua

lización de la condición inicial del observador cada periodo de tiempo en que se dispone de la

medición discreta. Si comparamos el tiempo de residencia del reactor de digestión anaeróbi

ca, el cual es aproximadamente 30 días, con el tiempo que tardó en converger el observador,
se puede concluir que el desempeño del observador es bueno. Aprovechando los estados ob

servados se diseñó un controlador lineaUzante entrada-salida, que permitió Uevar las salidas

del digestor anaeróbico a mía referencia deseada.



Capítulo 4

Observador difuso ADCI para

sistemas continuos con mediciones

continuas y discretas

A pesar del buen desempeño que presentó el observador continuo ADCI diseñado en la

sección 3.2, éste es un observador local, ya que las ganancias fueron calculadas a partir de

la linealización del sistema original. Para lograr construir un observador que sea global, se

propone diseñar un observador difuso con actualización discreta de la condición inicial, el

cual es global en la región donde es válida la representación difusa del sistema.

4.1. Planteamiento del problema

Considérese el sistema dinámico

x(í) = f(x(t),u(t)) Víe[0,oo) (4.1a)

yi(í) = Cix(t) Ví€[0,oo) (4.1b)

y2(kó) = C2x(kó) fe = 1,2,3,... (4.1c)

donde x E W. u E Rm y yi E Rqi
, y2 E R92 son los vectores de estados, entradas y salidas del

sistema dinámico, respectivamente. Las salidas están divididas en continuas (yi), y discretas

(2/2) con periodo de muestreo ó.

El sistema 4. 1 puede ser transformado a su representación difusa

47
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x(t) = ]Tm.(z)__.x(í) + ^m¿(._)-3i_.(í) (4.2a)
i=i ¿=i

yi(í) = Cix(í) (4.2b)

y2(kó) = C2x(kó) (4.2c)

donde _€M"es el vector de estados, _ E M.m es el vector de entradas, yi E R91 es el vector

de saüdas continuas, mientras y2 E W2 es el vector de salidas discretas, el cual es medido

cada periodo de muestreo ó, m,, i = 1, . . . ,r son las funciones de membresía y z son las

variables premisas.

En la siguiente sección se presenta el diseño de un observador difuso para el sistema 4.2,
el cual restablece su condición inicial en cada periodo de muestreo y actuaüza sus estados

constantemente a partir de las mediciones continuas.

4.2. Diseño del observador difuso ADCI para sistemas

continuos con mediciones continuéis y discretas

Aprovechando las mediciones continuas y discretas del sistema (4.2), se diseña un observador
difuso con actualización discreta de la condición inicial (ADCI), análogo al que se construyó
en la sección 3.2. El siguiente teorema establece e.ste resultado.

Teorema 4.1 Considérese el sistema difuso

t r

x(t) = '^2mi(z)Aix(t) + '^2mi(z)Biu(t)
i=l t=l

yi(í) = Cix(í)

y2(kó) = C2x(kó)

donde x E Rn es el vector de estados, u E __m es el vector de entradas, yi E R91 es el vector

de salidas conti7iuas, mientras y2 E R92 es el vector de salidas discretas el cual es medido

cada periodo de muestreo ó; m,-, i = 1, . . . ,r son las funciones de membresía y z son las

variables premisas.

Dada la existencia de las matrices Q > 0 y R y la constante 7, las cuales resuelven las

desigualdades matriciales lineales

0<(Q-(P + 7°)I Q + RC\

Q^[ Q + CTRJ Q ) (42d)

yol < Q (4.2e)
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AjQ +QAi<1[l + a{Aj + Ai)], i = l,...,r (4.2f)

donde

o > JSMzI, (4.2g)

r

a>£|Amáx(/*lf + -*li)| (42h)
¿=i

¡3 > O es una constante arbitraria, entonces definiendo la matriz Gd = Q~lR, el observador
está dado por

r r

k(t) = £m.(,.)-_¿ (i) + Y/ni(z)BiU(t), t¿kÓ, (4.2ia)
¿=i ¿=i

£(fe+á) = í(fc-5)-G_[y(feá)-(7í(fe(.)], (4.2ib)

donde

•«-(SS?)
¿.síe observador actualiza el vector de estados £ (k+ó) cada periodo de muestreo, usa cons

tantemente las mediciones continuas y garantiza que límt-^-o [x (i) —

£ (i)] = 0.

Prueba. Debido a que x (k+ó) = x (feí), el error de observación, e = x
-

£, tiene la dinámica

é(í) = ^m.(_)_líe(í), í^fc-5, (4.10)
t=i

e(fe+<.) = (I + GdC)e(kó).

Dada la matriz P > 0, definiendo la función de Lyapunov

V(e)=eTPe,

se tiene que

f^jt[V(e(t))]dt = V(e(t)) -V{e {k+6))

= / 5>¿eT (A) (PA + AfP) e (A) dA. (4.11)
Jk+S

i=i

Considerando ahora que existe una constante 7, que puede ser incluso positiva, tal que

P_4¿ + _4fP<7/, V. = l,2,...,r (4.12)
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se calcula

V (e (t)) -V(e (k+6)) < 7/ / eT (t) e (t) dt. (4.13)
Jk+S

Considérese en el instante de muestreo

V (e (k+ó))
- V (e (kó)) = eT (k+ó) Pe (k+ó)

- eT (kó) Pe (kó) ,

entonces con (4.11) se llega a

V (e (t)) -V(e (kó)) < 7 / eT(t)e (t) dt + eT (k+ó) Pe (k+ó)
- eT (kó) Pe (kó) .

Jk+S

Además, debido a que ||e (í)|| = eT (t) e (i), entonces

"

l|eWH' =

1=1
dt
\\e(t)f = ^ieT(X)(At + Af)e(X).

Definiendo a como en (4.2h) í a > ¿ |Amáx (Af + A_) | ] ,
entonces

■|||e(í)||2<a||e(í)||2

y ||e (i) ||2 < ||e (k+ó) ||2 exp (a (i - k+ó)). Entonces la integral en (4.13) satisface la desigual
dad

f e^(X)e(X)dX<eXp{a(t-k+S))-1\\e(k+ó)f
Jk+S a

11 \ /11

Cuando t = (fe + 1) ó esta desigualdad se vuelve

r(*+l)á

/ -r(A)e(A)<-A<<.||e(fe+<.)||'

donde cr se describe por (4.2g). En este punto, (4.13) puede escribir.se como

V (e ((fe + 1) ó)) -V(e (kó)) = eT (kó) \(I + GdC)T (7-7/ + P) (I + GdC) - P e (kó) .

La función de Lyapunov por lo tanto es decreciente en cada periodo de muestreo si, dada
una constante positiva /. , se satisface que

(/ + GdC)T (jal + P)(I + GdC) -P< -01. (4.14)
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garantizando que lím*-,» [x (fea) - (_ (kó)] = O.Definiendo Q = jol + P > 0 y Q > fal, la

cual es la LMI (4.2e), P es definida positiva. Adicionalmente, (4.14) es equivalente a

(/ + GdC)T Q (I + GdC)
- Q < - (j3 + 7-t) /,

lo cual produce la LMI (4.2d) usando el complemento de Schur, donde R = QG. Finalmente

debido a la hipótesis (4.12), en términos de Q esta desigualdad se vuelve (4.2f).

Por otra parte, es posible mostrar que la solución de la ecuación (4.10) se puede escribir

como

e(kó + 0) = F (e (kÓ) , 0) donde \F (e (kó) , 0) \ < e

y F (0, 9) — 0, por lo que se asegura que Um.t-.oo [x (i)
—

<_ (i)] = 0. ■

La ecuación (4.2ia) puede ser vista como un observador continuo a lazo abierto entre los

periodos de muestreo, cuyas condiciones iniciales son actualizadas cada periodo de muestreo

de acuerdo a (4.2ib).

Nótese que la ecuación (4.2ia) no cuenta con el término de retroaUmentación del error

de seguimiento continuo a lazo cerrado, ya que no es necesario para la convergencia del

observador (4.2i). Sin embargo, es posible aumentar la velocidad de convergencia de los

estados que son observables a partir de la salida yi, agregando el término de retroalimentación

del error de seguimiento continuo, como se ilustra en el siguiente corolario.

Corolario 4.1 Supóngase que existe una transformación T, tal que el par (Ai,C_) con i =

1, . . . , r, puede ser expresado como sigue

A_ = TAiT-l = ( A.lu ,° ). Ci = C_T-x = (Cu
\ **^21,t *^22,¿ /

0)

donde cada par {A_\¿_C\\) es completamente observable. Considérese también que existen

matrices definidas positivas P > 0 y Q > 0, y r matrices Ni, las cuales son la solución de

las siguientes desigualdades matriciales lineales

-Q + (C^Ñ? + ÑtCn)
-

(ATlltP + P_V-) > 0 (4.15)

Dada la existencia de las matrices Q > 0 y R y la constante 7, las cuales resuelven las

desigualdades matriciales lineales

°<-(%?r¿' Q+<r) <*»>

-rol < Q (4.17)

ifQ + gÁ<7[/ + ^(*Af + Ái)] i = l,...,r (4.18)
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donde

exp (aó)
— 1

tr > .

a

r

a>J2\xmáx(Á[ + Á.)\
i=l

Ái=Ai-GiCi

o.^- (*%'*■) i = 1,.. . ,r

¡3 > O es una constante arbitraria, entonces definiendo la matriz Gd = Q~1R, el observador
es dado por

T r

k(t) = ^(^^W + ^iW^W-GWtCieW-yiW] (4.19a)
1=1 i=í

£ (k+ó) = Í{kó)-Gd[y2(kó)-C^(kó)], (4.19b)

donde G (t) = £m. (z (t)) Gi y
¿=i

y(kó)
_ ( y-(M) \~

\ V*(kó) )

4.3. C-eiso de estudio: digestor anaeróbico

El modelo de estudio es el mismo del digestor anaeróbico que se estudió en el capítulo 3

como ya se mencionó, es un modelo ampüamente usado para describir el proceso de digestión
anaeróbica, debido a su simpUcidad y capacidad para representar la dinámica de varios

bioreactores continuos de digestión anaeróbica (por ejemplo, continuo de tanque agitado, de
lecho fijo, de lecho expandido, de lecho fiuidizado).

4.3.1. Obtención de la representación difusa del modelo de di

gestión anaeróbica

Para llevar a cabo el diseño del observador difuso, es necesario obtener una representación
difusa del modelo de digestión anaeróbica

Xi = (vi(Si)
-

aD)Xi (4.20a)

45*1 = -feiAíi(Si)__i + (Si¿n-5i)£» (4.20b)

__2
= (fi2(S2)

-

aD)X2 (4.20c)

5'2 = -k3ii2{S2)X2 + k2fil(Si)Xi + (S2tn-S2)D (4.20d)
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donde Xi, X2, Si, S2, son las concentraciones de bacteria acidogénica, bacteria metanogénica,

demanda química de oxígeno (DQO) y ácidos grasos volátiles (AGV) respectivamente, D es la

velocidad de düución, definida por la relación D = Q/V, donde Q es el flujo de alimentación

y V el volumen del digestor, Sun y S2in son las concentraciones del sustrato orgánico efluente

y de los AGV de entrada, respectivamente. Las fejS son coeficientes pseudo-estequiométricos
asociadas a las bioreacciones. El parámetro a E (0, 1] representa la fracción de biomasa que

no es retenida en el digestor, si se establece a = 1, corresponde a la dinámica de un reactor

de lecho fijo ideal, mientras que para a = 0 corresponde a un reactor continuo de tanque

agitado ideal (CSTR) [12]. Las velocidades de crecimiento bacteriano A*i(Si) y /_2(S2), son

funciones no Uneales dadas por las cinéticas de Monod y Haldane respectivamente [11]

A**-i (Si) =

Mm_xi"5 , jj-
•

¿i + K-sn

^2 (S2) =

/ímáx2 7 T_'

S2 + KS2+x[^)
donde Mi máx* Ksi, /-_m_x- K$2 y K¡2 son la velocidad máxima de crecimiento bacteriano

y la constante de saturación media asociada con el sustrato Si, la velocidad máxima de

crecimiento bacteriano en ausencia de inhibición, y las constantes de saturación e inhibición

asociadas al sustrato S2, respectivamente. Los valores de los parámetros del modelo están

listados en el Tabla 3.1.

Definiendo las variables premisas como

zi(t) = D

Z2(t) =

z3 (t) =

Si

Si + Ksi

S2

* + *«+(_fc)

donde D (t) , Si (t) y S2 están acotados, i.e.

2

0 < D2<D<Di

0 <

«^sYTkTx^'
0 < 62 < -?—

: -_
< bi

S2 + KS2 + (0

Con estas cotas se garantiza la observabilidad del sistema difuso. Entonces el sistema no

lineal (4.20) es reescrito como
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Xi = (PmáxiZ2
~

azi)Xi (4.21a)

Si = -hp^i^Xi
- Sizi + Sunzi (4.21b)

X2 =

Mmáx2^3
-

azi)X2 (4.21c)

S2 = ~k3pií_&y,2Z3X2 + k2p,mé_<1Z2Xi-S_.Zi + S2inZi (4.21d)

Los valores máximos y mínimos de zx (i) , z2 (i) y z3 (i) son

máx zi (i) = Di mín Zi (t) = D2

máx z2 (t) =

cx mín z2 (t) = c2

máx 23 (i) = ¿i mín.-3(í) = &2

entonces _i (i) , z2 (t) y z3 (t) pueden ser escritas como

Zi(t) = ^E_(Zl(t))D_
t=i

Z2(t)

2

= ^.NiM))*
¿=i

zz(t)

2

= '£Mi(z3(t))bi
i=l

(4.22)

(4.23)

(4.24)

donde Ei (zx (i)) , iV¿ (z2 (t)) y Mi (z3 (i)) son las funciones de membresía y son igual a

«. , ns\
-dt)~D2 p

. ,.-,,
_

Di~zi(t)

*<*<*)) - ^f- ^(*w)-^_^

UtUizando (4.22), (4.23) y (4.24) se construye el modelo difuso Takagi-Sugeno para el modelo

del digestor anaeróbico (4.20), obteniendo
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Xi

Si

x2

s2

2 2 2

EEX> (*» o) N- (**> (*)) m* (__ (i)) x
¿=i j=i *=i

/

V

/ MmáxiCj -"A O

"-lA*máxlcj

O

V k2V-máxlcj

O O \

A o o

0 ^máx26fc
~

aA O

0 -fc3Mmáx2í>fc -A /

/ 0 \\
SlinA

O

V S2Í„A / /

donde

2 2 2

io = XX_CE*^ ('))^ (Z2 (*)) M* (*3 w) x {^*x (*) + ^*}
,=i j*=i k=i

¿(*) = £>. (*(*)) *{¿> (O + #;}
,=i

yx(í) = Cix(í)

y2(kó) = C2x(fc(.)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

x(í) — [X1S1X2, S2]

p
= k + 2(j-l)+4(i-l)

m) = Et(zi(t))Nj(z2(t))Mk(z3(t))

K
= Atjk, B* = Bijk

Ci = (000 1), C2=(0 100)

La ecuación 4.25 significa que el modelo difuso tiene las siguientes 8 reglas

Regla 1: Si
__ (i) es grande y z2 (t) es grande y z3 (t) es grande

entonces x (i) = A\x (t) + B\

Regla 2: Si x:i (i) es grande y z2 (t) es grande y z3 (t) es pequeño

entonces x (i) = A2x (t) + B\

Regla 3: Si Zi (t) es grande y ,2 (i) es pequeño y Z3 (i) es grande

entonces x (i) = A¡x (t) + B¿
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Regla 4: Si zx (i) es grande y z2 (t) es pequeño y z3 (i) es pequeño

entonces x (i) = A\x (t) + B\

Regla 5: Si zx (t) es pequeño y z2 (i) es grande y z3 (i) es grande

entonces x (i) = A%x (t) + B%

Regla 6: Si zx (i) es pequeño y z2 (t) es grande y z3 (i) es pequeño

entonces x (i) = AgX (¿) + Bl

Regla 7: Si zx (t) es pequeño y z2 (t) es pequeño y z3 (t) es grande

entonces x (i) = A£x (i) + By

Regla 8: Si Zi (i) es pequeño y z2 (i) es pequeño y z3 (t) es pequeño

entonces x (i) = AgX (i) + __*|

Aquí, zi (i) , z2 (t) y z3 (t) son variables premisas y las matrices A\ a Ag y B{ a _3g toman

los valores

A\ = Am

/-máxl-i-aA 0 0 0

-fclMmáxlCl "A 0 0

0 0 pmá3í2bi-aDi 0

fc2/V__lCl 0 -fc3Mmáx26l "A

■Br = An

0

SlinA

0

S.inA

a; = Ai 12

MmáxiCi-aA
—

^lMmáxlcl
0

*_A*má_lCl

0 0 0

-Di 0 0

0 Mmáx2&2
~ «A 0

0 -fc3Mmáx262 "A

B% = B112

0

SlinA
0

S2inDi

Al = A121 =

A4 = A122

M-__xi^-"A 0 0 0

-fci/WiC2 -A o o

0 0 .tmáx2&l-aA 0

fc2MmáxlC2 0 -fe3Mmáx2bl -A

/**___-!<* "«A 0 0 0

-klPmixlC2 -A o 0

0 0 .W2&2-aA 0

**2.WlC2 0 -fc3/imáx2i,2 ~A

0

) ^3 "- A21
SlinA

0

_

S2inDi

0

Bl-= A22
SlinA

0

S2tnDi
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At = A2ii =

a; = A212 =

Ay = A22I =

Ag = A222 =

M,náxici-aA 0 0 0

-fclMmáxlcl -A 0 O

0 ° -*-máx2*>l
~

"A 0

fc2MmáxlCl ° -fe3M*1__x2tl "A

/ímáxiCl-aA 0 0 0

-•^lMmáxlCl "A 0 0

0 0 /*m¿x2&2-*A 0

fc2/Wlcl 0 -fe3Mmáx2&2 ~A

Mraáxl^-aA 0 0 0

-*lMmáxlC2 "A 0 0

0 ° Aímáx2&i-aA 0

^Mmáxl-*-- 0 -fe3Mmáx2ftl ~A

MmáxlC2-"A 0 0 0

-fclMmáxlC2 "A 0 0

0 0 /v^
- aZ.2 0

hUménlC-l 0 -k3Pmáx202 ~A

0

, B8* =5 An
SünA

0

S2inD2

0

A* == A12
SiinA

0

_

S2_nD2

0

,
_. 7

== A21
SlinA

0

_

S2inA

0

58* == A22
SlinA

0

S2inD2

Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran las funciones de membresía.

.E^zrft)) E*(z,(t)>

Figura 4.1: Funciones de membresía A (¿i (í)) y E2 (zi (i)).
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N_te(W

Figura 4.2: Funciones de membresía _Vi (z2 (t)) y N2 (z2 (t)).

¡vh(z,(t)) M((z..(t))

Figura 4.3: Funciones de membresía Mi (z3 (i)) y M2 (z3 (i)).

Para obtener los valores numéricos de las matrices A* y B*, se definen los máximos y

mínimos de las variables premisas para deUmitar el sector no Uneal donde será valida la

representación difusa del sistema

máx Zi (t)

máx z_ (i)

A = L15

3

Cl
3 + Ksi

máx z3 (t) = bi
25

»+^«+ {t§j

mínzi(í) = A = 1,0

1,5
mínz2(í) = c2

mín z3 (i) = 62 =

1,5 + Asi
0,05

0,05 + Ks2 + (my

De los anteriores máximas y mínimos se puede ver que 1,0 < D < 1,15, 1,5 < Si < 3 y

0,05 < S2 < 25, los cuales son los rangos recomendados de operación de estas variables en

el reactor de digestión aneróbico [4]. Entonces los valores numéricos de las matrices A* y B*
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son obtenidos sustituyendo los parámetros del digestor anaeróbico ¿¿máxi, ."-114x2, a> ki, ¿2,

fe3, Sün y S^n enUstados en las Tablas 3.1 y 3.2, y los máximos __>i, Ci y &i, y los mínimos

A, c2 y 62.

4.3.2. Diseño del observador difuso ADCI

Una vez obtenida la representación difusa del sistema no Uneal (4.25), se diseña el observador

difuso ADCI de acuerdo al Corolario 4.1, a fin de aumentar la velocidad de convergencia de

los estados observados a partir de la medición continua.

Primero, es necesario obtener la matriz de transformación T, tal que los pares (Ahí,Ai)
sean completamente observables.

Así las matrices Ai y A toman la forma

A = TAT-1 = ( A^
°

) , Cx = CiT-1 = (Ai 0)

Tomando An¿ y Cn se resuelven las desigualdades matriciales Uneales (4.15) para encontrar
r

las matrices P y Ni, y así calcinar la ganancia G (t) = J2mi (z (-O)A-
i=l

Además se resuelven las desigualdades matriciales lineales (4.16), (4.17) y (4.18) de donde

se obtienen las matrices Qy R, para calcular la ganancia G_ = Q_1R, obteniendo

Gd

-0,0.305 0,4027

0,0005 -0,9998

0,0043 0,0049

-1,0092 -0,0048

Con el objetivo de Uustrar el desempeño del observador (4.19), se llevan a cabo simulaciones;
las condiciones iniciales son enlistadas en la Tabla 4.1, mientras que la velocidad de dUución

fue considerada una señal senoidal variante en el tiempo dentro del sector de no linealidad

considerado (u (t) = 1,05 + 0,55 (sin (0,5í))).

La Figura (4.4) muestra el comportamiento dinámico del observador difuso ADCI, la actua

lización discreta es claramente visible en la figura, en la cual a tiempo t — 1 día hay una

discontinuidad en la estimación de los estados del sistema. Como se puede ver los estados

del observador convergen en aproximandamente tres días.

En la Figura 4.5 se presenta el error de seguimiento del observador difuso ADCI; se ve que

las actualizaciones de las condiciones iniciales aumentan la velocidad de convergencia del

observador.
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-g a
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a 15
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Observador

I
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Figura 4.4: Simulación de observador difuso ADCI.
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Tabla 4.1: Condiciones iniciales utilizadas en las simulación del observador difuso ADCI.

Variable de estado __i (0) Sj(0) X2 (0) S2 (0)

kg/m3 kg/m3 kg/m3 mol/m3
Planta 1,4.33 0,1 0,2 0,4

Observador 0,5 0,3 0,1 1

4.3.3. Diseño del controlador por linealización entrada-salida

Considérese el modelo del digestor anaeróbico (3.9d), donde las saUdas son

í/i
= h (x) = S2

y2
= h_ (x) = Si

x(í) = [ Xi Si X2 S2 f u(t) = D(t).

Siguiendo el procedimiento mostrado en [15], calculando las derivadas de las saüdas yi y 2/2-

se obtiene

Vi
= -k3p2(S2)X2 + k2Pi(S_)Xi + (S2in-S2)u(t)

m
= -kiPi(Si)Xi + (Siin-Si)u(t)

El sistema tiene grado relativo 1 tanto para la salida yi como para la salida y2-

Considerando por el momento que todos los estados del sistema se tienen disponibles (esta

suposición se eliminará más tarde), con respecto a la saUda yi el sistema es lineaüzable

entrada-salida, ya que la ley de control

,,-.
k3p2(S2)X2- p,(Si)k2Xi + Vi

ui (i) = t^ w\ > (4-28)
\J2tn

~

¿2.

reduce el mapeo entrada-saUda a

Vi
=

ih.

Con respecto a la salida y2 el sistema también es linealizable entrada-salida, utilizando la

ley de control
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ei °

e2 o

-2

0.1

e3 o

-0.1

20

-20

I I ,

\AT
-
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Figura 4.5: Error del observador difuso ADCI.

Ui(t)

que reduce el mapeo entrada-salida a

Tomando Vi y v2 como

feí^gQ-Yi +v2

(Sü„
~ Sl)

2/2
=

v2.

(4.29)

Vi
— —Kl (S2

—

S2ref) ,

v2
= -K2 (Si —

S_re/) ,

para que las salidas yi y y2 alcancen las referencias deseadas S2ref y Sire/, respectivamente.

Como se puede ver de las anteriores leyes de control, para alcanzar las referencias deseadas,

es necesario tener disponibles todos los estados del sistema. Si éste no es el caso, entonces se
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puede utiüzar la estructura del observador ADCI (3.2) presentado anteriormente, es decir,
se utilizan los estados observados para aplicar las leyes de control propuestas.

Tomando ventaja del observador difuso (4.2i) ya aplicado al modelo del digestor anaeróbico,
se simula el sistema (3.9b) con las entradas de control (4.28) y (4.29). En la Tabla (4.2) se
enlistan los parámetros utilizados en la simulaciones.

Tabla 4.2: Parámetros para simular las leyes de control, utilizando los estados del observador

difuso ADCI.

Parámetro Valor

Ki 2 (adimensional)
K2 12 (adimensiona)

S2ref 20kgAG*y/m3
O Iref 2,5kgDQO/m3

10

Tiempo

O
O
Q

6

IS1
e***--.

£<_ 2

10

Tiempo

(días)

15

>

<

p•o o

_

E

20

30

20

10

*,r
<_>■ 4

-

Referencia

10

Tiempo

(días)

15 20

Figura 4.6: Sistema con control linealizante para llevar la salida y2 a la referencia deseada.

La Figura 4.6 muestra el sistema cuando se le aplica el control linealizante entrada-sahda

ui, se observa que la salida yi alcanza la referencia que es de 20 kg/m3 En la Figura 4.7 se

presenta la señal de control (tasa de dilución) que es necesaria para alcanzar dicha referencia.
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Figura 4.7: Entrada de control para llevar la salida yi a la referencia deseada.
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Figura 4.8: Sistema con control linealizante para llevar la salida yi a la referencia deseada.
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La Figura 4.8 presenta la dinámica del sistema cuando se le apUca el control linealizante

entrada-salida u2, se observa que la saUda y2 alcanza la referencia preestablecida de 2.5

kg/m3. La Figura 4.9 muestra la señal de control (tasa de dilución) necesaria para alcanzar
dicha referencia.

1.4

1.2

1

_T~ 0.8
"= *»

5 _!
94 3

« <a 0.6
■

0.4

0.2

0
0 5 10 15 20

Tiempo

(di»)

Figura 4.9: Entrada de control para Uevar la salida yi a la referencia deseada.

4.4. Conclusiones

En este capítulo se presentó un observador difuso que actualiza constantemente sus estados a

partir de las mediciones continuas y restablece su condición inicial cada periodo de muestreo.

Éste es un observador válido en la región donde se obtiene la representación difusa del

sistema no lineal. Su aplicación a un modelo de digestión anaeróbica presenta excelente

desempeño y estabilidad, tomando en cuenta que el tiempo de residencia del reactor de

digestión anaeróbica es de 30 días y que la velocidad de convergencia del observador fue

alrededor de 3 días. La actuaUzación de la condición inicial del observador cada periodo de

tiempo en que se dispone de la medición discreta, aumenta la velocidad de convergencia de

dicho observador. El control Uneaüzante entrada-salida diseñado, permitió llevar las salidas

del sistema a valores preestablecidos deseados.
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Capítulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

Este trabajo propone esquemas de observación para sistemas dinámicos que cuentan con

mediciones continuas y discretas. Actualmente existen versiones discretas y continuas de

observadores de estado, sin embargo, estos observadores no pueden ser fácilmente imple

mentados cuando información continua y discreta debe ser considerada. Por esta razón, la

principal aportación de este trabajo es el diseño de dos observadores con actualización dis

creta de la condición inicial (ADCI), los cuales se actualizan constantemente a partir de las

mediciones continuas y también restablecen sus estados cada instante de muestreo cuando la

medición discreta está disponible. La característica primordial de estos observadores radica

en que la información de los estados entre periodo de muestreo está disponible a cualquier

tiempo y no es necesario tener el comportamiento preestablecido de la entrada, garantizando

además la convergencia entre el observador y los estados del sistema en cada periodo de

muestreo y también entre los periodos de muestreo.

Primero se propuso un observador continuo con actualización discreta de la condición inicial,

el cual fue aplicado a un modelo de digestión anaeróbica no Uneal, tomando en cuenta que

el tiempo de residencia del reactor de digestión anaeróbica es de 30 días, y la velocidad

de convergencia del observador propuesto es de 3 días, se concluye que el desempeño de

dicho observador es bueno y cumple con las necesidades de observación de los estados para

garantizar un monitoreo eficiente del proceso. La actualización de la condición inicial del

observador cada periodo de tiempo en que se dispone de la medición discreta, aumenta la

velocidad de convergencia de dicho observador. La desventaja de este observador es que

es local, ya que las ganancias necesarias para su diseño, fueron calculadas a partir de la

linealización del sistema, por lo que el observador es válido en una pequeña región alrededor

del punto de operación.

Con el fin de conseguir un observador que sea global, se propone el diseño de un observador

difuso con actuaüzación discreta de la condición inicial, el cual se obtiene a partir de la
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representación difusa del modelo no lineal. Dicho observador fue apUcado a un modelo de

digestión anaeróbica no lineal; para lo cual fue necesario obtener la representación difusa

del modelo y para eUo se utiüzó la metodología propuesta por Takagi-Sugeno. Igualmente
este observador presentó un excelente desempeño, ya que su velocidad de convergencia fue

alrededor de 3 días, que comparado con el tiempo de residencia, cumple con las necesidades

de observación del modelo en estudio. La actualización de la condición inicial del observador

cada periodo de tiempo en que se dispone de la medición discreta, aumenta la velocidad

de convergencia de dicho observador. La ventaja de este observador difuso con respecto al

observador continuo, es que es un observador global, el cual es válido en toda la región donde

la representación difusa del modelo fue obtenida.

Para garantizar la estabUidad operacional del digestor anaeróbico es necesario mantener al

gunas variables del proce.so en valores predeterminados; para lograr este objetivo se diseñaron

leyes de control lineaUzante entrada-salida, que permiten mantener las salidas del sistema

en una referencia constante deseada; tomando el cuenta el buen desempeño obtenido de los

observadores, los estados observados son utiUzados en estas leyes de control.

5.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se propone:

Diseñar un observador conmodos deslizantes con actualización discreta de la condición inicial

que sea robusto ante variaciones paramétricas.

Diseñar esquemas de control que garanticen la estabiUdad operacional del sistema de di

gestión anaeróbica y que sean robustos ante disturbios y variaciones paramétricas.

Probar el desempeño de los observadores y controladores propuestos en un reactor de di

gestión anaeróbica real.
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Abstract: Classical observers are constructed on the basis of the nature of the measurement

signáis, namely, a continuous observer requires continuous output measurements. In this work,

a novel observer which estimates continuous states when continuous and discrete measurements

are available is presented. By resetting the initial condition of the observer at each sample

instant, the convergence of the continuous states is guaranteed. The application to the the

estimation of substrate and biomass concentrations in an anaerobic wastewater treatment

process in which continuous and discrete measurements usually appear. shows the feasibility
of the proposed scheme

Keywords: jump observer. anaerobic digestión, discrete measurements

1. INTRODUCTION

Because of the increasing complexity and necessity for

safety of industrial processes, efficient monitoring, decisión

and control systems are becoming more an more impor
tant. This is particularly true in the case of bioprocesses
where the state of the live organisms of the system must

be closely monitored. Extensive surveys have been pub
lished on this topic (Dochain, 2008). Furthermore, the last

two decades have seen an increasing interest in improv

ing the operation of bioprocesses by applying advanced

control schemes. In particular, biological waste treatment

process, more efficient that the traditional physicochemical
methods but at the same time more complex, cali for a

consistent good performance.which leads to a needing for

more efficient instrumentation, control and automation.

To apply any control strategy it is necessary to measure

the process main variables, this can be performed placing
sensors (Alcaraz-González and González-Álvarez, 2007),
however, although in many cases continuous measurements

are easily available, for example the temperature or pH,

due to economical reasons or consuming time techniques,

other key variables can be only measured intermittently,

or even not measured at all. For this reason the non mea

surable state variables should be estimated from available

measurements (Meleiro and Filho, 2000). To deal with

these problems. many solutions have been proposed in the

past such as the well known classical Kalman filters and

Luenberger observers (Ray, 1980) in both, continuous and

discrete approaches. On of the reasons for the popularity
of these estimators is that they are easy to implement since

the algorithm can be derived directly from the state space

*

Partially Supported by PROMEP under proyect 103.5/08/2919

and CONACYT under grant 43658.

model. However, these state observers can not be easily im

plemented when both continuous and discrete information

must be considered. In this direction Scali et al. (1997)
have proposed an extended Kalman filter which update
some observer parameters each time that the sampled
date ís available. Using Lyapunov functions . Liu et al.

(2008) and Muñoz de la Peña and Christofides (2008) have

designed controllers that involve continuous and discrete

retarded measurements. Nguang and Shi (200.3) also use

discrete measurements to design continuous fuzzy control

algorithms. Based on this idea in this work it is proposed
a continuous observer to be continuously updated from

the continuous measurements and also retune the states

each at each instant when the discrete measurement are

available.

This work is organized as follows. A review of jump
observers is presented in section 2, then in section 3 the

observational problem is formulated, while the proposed
solution is developed in section 4. In section 5 we analyze
the dynamic behavior through numerical simulations for

an anaerobic digestión system. Finally we cióse the paper
with some concluding remarks.

2. BASIC FACTS OF JUMP OBSERVERS

Consider the linear system

x(t) = Ax(t) + Bu(t) Víe[0,oo) (i)

y(k6) = Cx(k5) fc= 1,2,3,..., (2)
where x € R", u 6 Rm, and y e R« are the state, input
and output vectors, respectively. In this case the outputs
are obtained at each sampling time 8.

The usual way to estimate the unknown states of system

(1) from output (2) consists in discretizing the system



and design a discrete observer. However, the observer

thus obtained provides only information at each sampling

period. Additionally, to obtain a discrete versión of (l)
it is necessary to have a well defined input in order to

place the appropriate holder (for example a zero holder

or a exponential holder), henee unexpected input varia

tions during intersampling periods may produce discrete

observer failures (García-Sandoval, 2006). For this reason,
an interesting problem would be to construct an observer

given by

i(t) = Az(t) + Bu(t) Vt#fcá (3)

z (k6+) = z (kS) - G [y (kS) - Cz {kS)] t = kó (4)

where z 6 Rn are the observer states and z (k$*~) denotes
the updated observer states at each sampling instant. This

is a continuous observer which updates ¡ts states at each

sampling instant. The next lemma establishes conditions

for the existence of such observer.

Lemma 1. Consider system (l)-(2) and suppose the pair

(e***, C) is observable, then an observer ofthe form (3)-(4)
with the matrix gain G such that matrix (/ + GC) eAS is

Schur, guaranteeing that lim*__o [te (t)
— z (í)] = 0.

Proof. See Appendix.

Remark 2. The main feature of observer (3)-(4) remains
in the fact that the intersampling state information is

available at any time and it is not necessary to have a

pie-established dynamic behavior for the input. Equation

(3) can be seen as an continuous open loop observer in the

intersampling period and whose states, according to (4),
are reseted at sampling period.

3. PROBLEM FORMULATION

Vte[0,oo) (5a)

Vte[0,oo) (5b)

k= 1,2,3,... (5c)

€ R", y2 € MP are the

Consider the dynamic system

_(í) = /(z(t),u(t))

yi(t) = ClX(t)

y2(kS) = C2x(kS)

where x € R". u € Rm and y*.

state, input and output vectors for the dynamic system,

respectively. The outputs are divided into continuous (yi),
and discrete (y_) with sampling time S. For this system it

is desirable to design a continuous observer which uses

both discrete and continuous measurements, in order to

have continuous information about the full vector state.

The following assumption is instrumental for the observer

design.

Assumption 3. Defining

A =
dx

and B =

x=0,_
du

as the linear matrices for system (5), it is assumed that

the pair (A, C). with

-(§)
is observable but, the pairs (/4,C_) and (A, C_) related

with continuous and discrete measurements. are not nec

essarily completely observable. That is, the observability
matrix of these pairs may not have full rank.

In the following section it is presented a continuous ob

server for system (5), which is the main result ofthis work.

4. OBSERVER DESIGN

Assume that there is a transformation T e R"*", such that

the linear approximation of system (5a)-(5b) becomes

i = Az(t) + Bu(t)

y_=Cxz{t)

(6)

where

-*■"(:;)• Á = TAT .im(An o \

\A2i An)

B = TB C_ = dT-1 = (Cn 0)

z_ t Rni, z_ e R"a, and the pair (A_\,C__) is completely
observable. In this case a partial observer for Z\ can be

designed in such way that given a matrix Gn, (__n —

G\\C\\) is Hurwitz. Applying the inverse transformation,
the proposed observer is,

<(«) = / fcW ,
u (t)) - Gi (Cit, (t)

-

y_ (í))
where

=T-(G0»)
This is a partial observer which only make use of continu

ous measurements (5b), however. using discrete measure
ments it is possible to design a jump observer as described

in section 2, which include both continuous and discrete

measurement. The following theorem states this result.

Theorem 4- Consider the system (5), which has a set

of continuous measurements (5b) and a set of discrete

measurements (5c) with sampling time S. Furthermore

consider that there is a transformation T € Rnxn which

transforms the linear approximation of system (5a)-(5b)
to its observable canonical form (6), while the matrix

Gj = T_1 (Gjj 0) ,
is calculated in such a way that

(An — 'jiiCii) xs Hurwitz and the matrix G2 is such that

(/ + G2G).4_ is Schur, with Ad = ¿-¿-GW Then. an

observer for system (5), which takes continuous measure

ments and is also updated each sampling period is given

by

C (*) = /« (0.«W) vt*fcá (7a)

-G_(C_<_(t)-y_(t)),

C(fcá+) =(.(*.■->) t = kS, (7b)

+G2{CC(kS)-y(kS)), _

= 1,2,3,...

where <_ € R" are the observer states and C {k&+) are its

updated valúes at each sampling time and

»m-(£83)-
This observer guarantees that, in a neighborhood of the

origin, the error between the system and the observer

states tends asymptotically to zero, i.e. lim [x(t) — C(í)] =
í—.OO

0.

Proof. First, consider the linear approximations of both,

system (5a) and observer (7a)



x(t) = Ax(t) + Bu(t) Vt e[0,oo) (8)

C(t) = (A- Gid) d{t)+Bu (t) +Gm (i) (9)

additionally. consider that there is a matrix T that trans

forms the system (8) and its output (5b) to its observable

canonical form (6), i.e.

z = Tx = col (21,22),

í = TC = col(É_,.2),

where zi and £j are the observable modes of x and £. Then

for the observable subsystems of 2 and £ defining the error

ei(t) = 2i(í) — íi(í)> whose dynamic is

ei(í) = (44ii-GuC11)ei(í).
Since Gn is such that (An —Gi_C__) is Hurwitz, ei(í)
tends asymptotically to zero. On the other hand, using
discrete measurements, y(kS), a jump observer (7) which
allows the updating of the continuous dynamic observer

states in every sampling period it is designed, taking

advantage of the discrete information. Defining now the

error

n(t)=3>(t)-((t)

r¡(kS+)=x(kS)-ri(kS+)
its linear dynamic approximation around 17

= 0 is

*7(t) = (A-G1Gi)j7(t) Vt^fe-5

j,(k6+) = (I + G2C)Ti(kS) í = fc<5, fc= 1,2,3,...

As described in Lemma 1, these dynamics are stable if the

pair (Ad,C) with A¿ = e^A~ClC^s is observable and the

gain G2 is such that the matrix (/ + G2C)A¿ is Schur,

thereby ensuring that lim*¡___ [x (kS) — £ (kó)] = 0 and

thus limt_oo [x (t) — C (i)] = 0, which proves the theorem.

Observer (7) can be seen as a hybrid observer since

incorpórate continuous dynamics ( 7a) and a discrete

event (7b) which modify the continuous part. It should

be also noted that the calculation of the observer part for

continuous measurements is independent of the discrete

observer part, however, the total discrete observer depends

on the gain Gi.

5. STUDY CASE

Last years, the environmental laws have been tight-

ened and ít has became mandatory treating wastewater

from industries as well households (Alcaraz-González and

González-Álvarez. 2007; Huntington, 1998). Because of

this, the wastewater treatment control processes have re

ceived great importance, especially anaerobic processes are

being widely considered as an altemative for the treatment

of wastewater because it produces smaller quantities of

organic matter and also yields a high-energy gas (Méndez-
Acosta et al., 2008). To achieve the control of these

processes, state observers are frequently used, however

for economical reasons some key variables can just be

measured using long sampling times, while others may be

measured more often. For this reason, a jump observer is

proposed as presented in theorem 4.

There exists many dynamic models to describe anaerobic

process (Andrews, 1968; Batstone et al., 2002; Bernard

et al., 2006). However, to apply the proposed observer, a

macroscopic model of the anaerobic process developed and

validated by Bernard et al. (2001) it is considered,

*i-<fttoO-a¿>)_-i (10a)

8_ = -klrt_ (Sl)X1 + (S_,-„ - Sj )D (10b)

X2 = (_u_-{S2)-aD)X2 (10c)

S2 = -k3Vt2(S2)X2 + ki^SJXi

+(%*, - S2)D (lOd)

where X\, X2, Si, S2, are respectively the concentrations

of acidogenic bacteria, methanogenic bacteria, Chemical

Oxygen Demand (COD) and Volatile Fatty Acids (VFA),
D is the dilution rate, defined by the ratio D = Q/V,
where Q is the feeding flow and V the digester volume, Su„
and 4_2in are respectively the concentrations of influent

organic substrate and of influent VFA. The kiS are pseudo-
stoichiometric coefficients associated to the bioreactions.

Parameter a € (0, 1] represents the fraction of the biomass
which is not retained in the digester (Hess and Bernard.

2008). The bacterial growth rates /*i(Si) and /_2(-S_)- are
nonlinear functions given respectively by the Monod and

Haldane kinetics (Henze and Harremoes, 1983)

MSi)^.*.^2^
. /o. 52

where ¡ix max, Kg%, í*2-*»x* -*S**S2 and Kj2 are the máximum
bacterial growth rate and the half-saturation constant

associated to the substrate S\, the máximum bacterial

growth rate in the absence of inhibition. and the sat

uration and inhibition constants associated to substrate

4?2, respectively. The valúes of parameters and the input
concentrations used for simulations are listed in Tables 1

and 2.

Ifwe consider that VFA concentration (S2) is a continuous
measurement while the COD concentration (Si) can just
be periodically acquired (in fact in real operations, VFA
concentration can be obtained up to every hour or less

(Méndez-Acosta et al., 2008), henee it can be considered

continuous compared with the resident time and the COD

Table 1. Model Parameters (Alcaraz-González
et al., 2003)

Parameter Valué

~¡H 1.2d->

Mn__-*t 0.69 d~-

Ksi 495 kg COD/m3
/-__ 9.28 mol VFA/ m3

Kt_ 20 mol VFA/ m3

fci 6.6 kgCOD/kg A",
ki 7.8 mol VFA/kgXi
*3 611.2 mol VFA/ kg*.
a 0 5 (addimentional)

Table 2. Input Concentrations

Substrate Valué

S^ 20 Kg COD/m*

■%-■,, 100 mol VFA/m3



concentration that could be measured even just once a

day), the jump observer developed in the previous section
can be then applied to the dynamic system (10) writing it
in the form

Tibie 3. Initial conditions for simulations runs.

¿(t) =

/.(■Sl)*l \
-kWl(S1)Xl
n,(s2)x2 i (")

V -k3n_(s2)x_ + k2iil(Si)x1 J

\s2i„-s2J

yi(í) = (0 0 0 l)-r(í)

y2.J.t-) = (0 1 OO)i(feS)

*"'-(l)'c-(§)-(S"5)'
and u (t) = D (í). System (11) can be represented as

x(t) = f(x)-rg(x)u(t). (12)

Tb calcúlate the jump observer (7) is necessary to linearize
the system (12) around a neighborhood of equilibrium
points (Hess and Bernard, 2008; Méndez-Acosta et al.,

2008) so the system has the form

where

x(t) = Ax(t) + _?*-(<•) + j(x, u)
where

A =
dx dx

B=9(*)lx_o
J x=0,u=0

are the linear approximation matrices around the steady
state [see (Hess and Bernard, 2008) for a detailed steady
state analysis], In this case, the observability matrices for

pairs (A,C_), (A,C2) and (A,C) have ranks 4, 2 and 4,

respectively, i.e. using S2 it is possible to estimate the four

states, while using S- it is just possible to estimate the

acidogenic part of the system. This is obvious since system

(10) has a cascade dynamic form between acidogenic and

methanogenic dynamics.

Considering a sampling time (ó) equal to 1 and parameters

listed in Tables 1 and 2, it is easy to verify that A, B and

Aj take the valúes

A =

B =

Ad =

0 0.7900

-1.8756 -5.7825

0

,
2.2166

-2.7976
^

18.4640

-0.1413

,
90.0000

,

'

0.8033

-0.2719

0.0003

. 0.1556

0

6.1622

0 0 \

0 0

0 0.0015

-173.6936 -1.4701/

0.1145 0 0 •

-0.0349 0 0

0.0008 0.9186 0.0007

0.3069 -87.2825 0.1798,

Using LQR techniques to calcúlate observer gains, ob
server (7) is designed in order to fulfill theorem 4. obtaining

State variable

Plant

Observer

-fi(O)

kg/m3
1.433

0.5

S_(0)
Wm3

__(0)

kg/".3
•5.(0)

mol/m3

0.1

0.3

0.2

0.1

0.4

1

G, =

'

-0.0005 \

0.0115

-0.9985

.
17.2429 /

G2 =

'

0.0007 0.3923 <

-0.0002 -0.1330

0 0.0003

0 -0.0002 ,

5.1 Simulation Results

In order to illustrate the performance of observer (7), some
numerical simulations were carried out. Initial conditions

and input concentrations for these simulations are listed in
Table 3 and 2, while dilution rate was considered as a time

varying sinusoidal signal around the nominal valué. To

verify if the incorporation of the discrete measurement to

the continuous observer reduces convergence time, hybrid
observer (7) was compared with a continuous observer

identical to (7a) without the use of (7b) (or equivalently,
for this observer G2 was settled equal to zero). Figure
1 shows the dynamic behavior of hybrid observer, the

discrete actualization is clearly visible in Figure la where

at time t = 1 d there is a jump on the acidogenic biomass
estimation. As can be seen. observer states converges

after approximately tree days. In contrast, the continuous
observer (see Figure 2) converges in approximately twelve

days, i.e. four times slower than the hybrid observer.

Comparing both observers it easy to see that the hybrid
observer obtained a faster convergence rate.

6. CONCLUSIONS

An nonlinear observer which updates the states using con
tinuous and discrete measurements was presented. Despite
this is a local observer, since observer gain matrices were
calculated using the linear approximation of the original
nonlinear system, its application to an anaerobic digestión
model presents an excellent performance and stability,

obtaining an improvement in convergence rate in com

parison with an observer which only uses the continuous

information. As future work, the authors are considering
to extend this theory to the case where there exists para

metric variations in the original plant, as well as the use of

these observers to the control of systems with continuous

and discrete measurements.

(Chapter head:)*
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Appendix A. APPENDDC

Proof. [Lemma 1] Let us define

í (i) = x (t) -z(t), and í (kS+) = x (kS) - z (kS+) ,

where £(t) represents the continuous error and f (fcá+)
is the updated error for each sampling period. Note that

x (kó*) = x(fcá) since system (1) is continuous. Now

É<i)-j-e(-) v. ¿m (a.i)

£ (*£+) = (7 + GC) É(fc<$) t = kó. (A.2)

Solving (A.1) for t € [kó+ , (fc + 1)5], it follows that

S(k+l) = Ad£(kó+), (A.3)

where A_ = e*4*. From (A.2) and (A.3) it is obtained

?((fc+l).
+

) = (/ + GC)e(fc + l)

= {I + GC)Ad£(kó+),
and thus, if the pair (Ad,CAd) is observable, then a

matrix G can be calculated such that A¿ + GCAd is

Schur and the error £ (kó+) will converge to zero, henee

lim*--,-, [x {kó) - z (kó+)] = 0; then for kó < t <

(k+l) ó the solution z(t) converges to x(t), that is

lim [x (t) —

z (í)l = 0. On the other hand, to prove that
í—»«>

the pair (Ad,CAd) is observable if the pair (Ad,C) is

observable, consider its observability matrix

¡CAi\
<_> =

CÁ\

\CAV

where Ad 6 R"xn, then using the Hamilton-Cailey theo

rem (Kailath. 1980)

A_\ = aol + a_Ad + ■-- + o-.-,/.;-1,
and the observability matrix becomes
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