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Resumen

El siguiente trabajo de tesis realizado presenta un controlador no lineal para la dinamica de un
cuadrotor con carga suspendida. Para dicho controlador se toma en cuenta dos enfoques, tanto la
posicion de la carga como la orientacién de la misma, para asi generar dos algoritmos de control
que logren minimizar el error de orientacién de la carga. A su vez, se busca que el controlador sea

completo, tomando en cuenta las diferentes dinamicas presentes en el sistema.

Abstract

The following thesis presents a non-linear controller for the dynamics of a quadrotor with suspended
load. For this controller, two approaches are taken into account, both the position of the load and
its orientation, in order to generate two control algorithms that manage to minimize the load
orientation error. At the same time, the controller is intended to be complete, taking into account

the different dynamics present in the system.
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Capitulo 1
Introducciéon

La idea clave de este trabajo consiste en el estudio del sistema de cuadrotor con carga suspendida,
desde su punto de vista no lineal, para que desde la dindmica conocida se pueda plantear un algo-
ritmo de control lo suficientemente robusto, tal que en un vuelo pueda compensar perturbaciones
exogenas al sistema sin alterar su dinamica. De igual forma, y a diferencia de la extensa linea de
controladores encontrados en la literatura, cuya metodologia consiste en dividir las dinamicas y
dejar un controlador ya establecido, en este trabajo se busca un modelo, por medio del backstep-

ping, tal que se inicie desde las posiciones de las cargas hasta la orientaciéon del cuadrotor.

La finalidad de esto radica en que, la retroalimentacién por medio del proceso de backstepping,
aunado a su corroboraciéon por medio de funciones de Lyapunov, brinda mayor robustez al sistema
estudiado, al igual que resulta con mayor visibilidad la interconexion de los sistemas que integran

al cuadrotor.
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1.1 Estado del Arte

No resulta nuevo el uso de vehiculos aéreos no tripulados (VANT) en nuestro dia a dia, sean estos
usos desde recreativos: como la fotografia o video, hasta situaciones mas especializadas y con fines
de investigacién y desarrollo tecnologico tales como monitorizar la calidad del aire [4], traslado de

cargas en areas urbanas[3], agricultura de precisién [5], entre otros més.

Existen diferentes tipos de VANT que van desde vehiculos de gran tamano y peso, hasta micro-
vehiculos, como ejemplo los de 1.1. También es posible clasificarlos por vehiculos de ala fija o de
ala rotatoria, siendo los de ala rotatoria el de mayor enfoque, ya que este posee ventajas sobre los
de ala fija, como mejor maniobrabilidad, despeje y aterrizaje de forma vertical, capacidad de girar

sobre su propio eje, bajo costo y tamano pequeno.

(a) (b)

Figura 1.1: Diferencias entre un VANT de gran tamafio utilizado en operaciones militares como el
1.1a el cual es un MQ-9A Reaper y un VANT de uso recreativo como el DJI Mini 3 Pro 1.1b

La busqueda de soluciones para estas tareas ha logrado el desarrollo de sistemas mas robustos
con la integracion de sistemas de visiéon abordo, mejoras en el consumo energético para mayor
tiempo de vuelo, mejoras en los sensores que posee, asi como una mejor relacién de empuje-peso.
Sin embargo, estas herramientas no logran disipar el hecho de que se sigue teniendo que trabajar

con un sistema no lineal, subactuado y de naturaleza inherentemente inestable.

Desde la perspectiva académica se tiene que, al momento de hablar del transporte de carga utili-
zando VANTS como el cuadrotor, se encuentra en la literatura la solucién de este problema desde
puntos de vista lineales o no lineales, a la par que diferentes técnicas de control se implementan,
aunque dentro de esto se encuentran dos consideraciones importantes, las cuales parten de que
la velocidad del cuadrotor a la cual se hace el recorrido y las oscilaciones de la carga son metas

opuestas [1].
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Por lo tanto se tienen dos estrategias de control a seguir, siendo estas
o Técnicas de control basadas en el seguimiento de la trayectoria deseada para la carga.
« Diseno de trayectorias éptimas, donde se atentie las oscilaciones de la carga

Donde se pueden ver que trabajos como [3][18] donde se enfocan en que la posicién de la carga
cumpla con la trayectoria deseada. A su vez, trabajos como [15][14] realizan un proceso denominado
como programacion dinamica, donde para mitigar las oscilaciones de la carga se optimiza la
trayectoria a seguir de la carga, siendo estas libres de oscilacién, también trabajos como el de [17]
[19] se enfocan en métodos de optimizacién para disenar la trayectoria a seguir. De igual forma
se tienen enfoques como en [6] donde suprimen las oscilaciones de la carga durante el vuelo, dada

una trayectoria predeterminada

También se puede tomar trabajos como [8] donde si bien no se trata explicitamente de VANT
con carga suspendida, si se divide las dindmicas es posible tomar el posicionamiento de la carga
con el cuadrotor a una analogia de una grua. De igual forma se tiene el trabajo de [7], donde el
objetivo de control es mantener el péndulo inverso por encima del cuadrotor, mientras se sigue una
trayectoria, también trabajos como [2] que presentan el cldsico problema del carro con péndulo,
donde se puede tomar como analogia el objetivo de control, afadiendo una variable de control que

seria la altura del cuadrotor.
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1.2 Planteamiento del Problema

Tras revisar la literatura que se tomo como antesala para este trabajo, se vuelve notorio los dife-
rentes aspectos que los autores toman para la resolucién del mismo. A pesar de ya existir varios
trabajos que toman la no linealidad del mismo para su resoluciéon, la mayoria de estos trabajos
toman la accién de control cuando ya existe una tension en el cuadrotor, ya sea que omiten o

tienen un control aparte para el despeje.

El enfoque para este trabajo, inspirado en el de [3], se basara en que el modelo maneja diferentes
dindmicas durante el vuelo. Desde su despeje, el vuelo con la carga, la subida y bajada de la carga

durante la trayectoria y el descenso del cuadrotor con la carga.

1.2.1 Despegue del cuadrotor

Siendo el primer enfoque del problema presente, este se define de acuerdo a la figura, que mientras
el cuadrotor no se encuentre a una altura mayor a la distancia del cable L, la dinamica de la carga

no afectara a la dinamica del cuadrotor. Matematicamente, esto se define como
1 Xqo = Xpoll < L (1.1)
En este punto, es facil ver que la tensién del cable T, = 0.
1.2.2 Vuelo del cuadrotor
El vuelo del cuadrotor se define cuando la condicién (1.1) pasa a
1 XQy — X1oll = L (1.2)

Es en este momento cuando la tension del cable T, > 0 afecta la dinamica de la carga, al igual

que la dinadmica del cuadrotor.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

El objetivo del trabajo de tesis es el de disenar y realizar un esquema de control para el problema
de transporte de una carga suspendida por un cuadrirrotor considerando una longitud de cable
variante.

Metodologia

Se plantea disenar, realizar y evaluar experimentalmente un esquema para el problema de trans-
porte de una carga suspendida por un cuadrirrotor considerando una longitud de cable variante.

El trabajo de tesis se realizara siguiendo las siguientes etapas
o Familiarizacion con la operacién del cuadrirotor que se usara
» Obtencién y validacion del modelo cuatrirotor con carga suspendida y cable variante

e Diseno del esquema de control para el problema de transporte considerado y evaluacion del

mismo por medio de simulaciones numéricas

o Incorporacién del sistema de transportacion de carga en el cuadrirrotor con longitud de cable

variante.

o Realizacién del esquema de control y evaluacién del mismo en la plataforma experimental.
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1.4 Estructura de la Tesis

En el capitulo 2 se presenta primero, cada una de las dinamicas que interfieren dentro del sistema.

Desde el cuadrotor y la carga, hasta las dos dinamicas acopladas

En el capitulo 3 se presentan conceptos claves en el diseno del controlador, como la pasividad, el
backstepping y los regimenes deslizantes. Esto da paso al disefio del controlador para diferentes
opciones de vuelo, asi como dos perspectivas para solucién del problema, uno con la dindmica de

la posicién y otro con la dindmica de la orientacion de la carga.
En el capitulo 4 se presentan los resultados de las simulaciones numéricas del sistema de control.

En el capitulo 5 se da una breve descripciéon de la plataforma experimental utilizada, asi como la

aplicacion de los esquemas de control en la misma.

En el capitulo 6 se dan conclusiones con respecto al tema, asi como posibles trabajos futuros.
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Capitulo 2

Modelado Matematico

Para comprender el problema a tratar en este trabajo, es importante dividir las diferentes dinamicas
que actian en el sistema. Esto permite un verdadero entendimiento del problema y ayuda a tener

una idea clara y concisa de la solucion.
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2.1 Modelado del cuadrotor sin Carga

Se empieza el modelado del sistema por el punto mas importante; el cuadrotor. Los cuadrotores
son generalmente modelados como cuerpos rigidos con seis grados de libertad, tres para descri-
bir la posicién en el espacio y tres para describir la orientaciéon del cuadrotor. Supéngase que de
acuerdo a la figura 2.1, se tiene definido el marco X,;Y;Z;, orientado de acuerdo a la convencién
Norte-Este-Abajo (NED, por sus siglas en inglés),como el marco de referencia inercial. A su vez,
pegado al centro de masa del cuadrotor se tiene al marco de referencia X,Y,Z;, el cual describe el

movimiento relativo al marco de referencia inercial.

Figura 2.1: Descripciéon de los marcos de referencia presentes en el modelo del cuadrotor

Esta relacion de marcos se describe como un elemento del grupo especial Euclidiano (SE (3)), que
consiste en el par (R,X,) € SE(3), donde R € SO (3) es la matriz de rotacién que describe la

orientacion del cuerpo rigido y X, € R? es un vector que describe la posicion del cuerpo.

Bajo este esquema, es facil expresar la matriz de rotacion R, a través de los angulos de Euler en

la secuencia de rotacién Z — Y — X como

CyCh  CySeSyp — SyCyp CySeCy + SySe¢
R (@) - SwCo  SpSeSey — CyCy  SypSeCh — CypS¢ (2.1)

—Sp CoS¢ CoCy

Con la notacién definida de la siguiente forma s,, = sin (¢), s, = sin (¢), sy = sin (#), ¢, = cos (¥),

T
cp = cos (p), cg = cos () y © = [ o 0 ] y corresponde a los dngulos de alabeo, cabeceo y

guinada, respectivamente.

12 of 70



Control de un Vehiculo Aereo Transportando una carga con Cable de Longitud Variable &

T
La velocidad lineal del cuadrotor v® = [ Uy Uy U, ] expresada en el marco M, se puede también

expresar en términos del marco M; de la siguiente forma

Xo=R(,0,9)0" (2.2)

T
De igual forma, es posible expresar las velocidades angulares del cuadrotor w? = [ p q r ] del

marco M, en el marco M; con la siguiente transformacion

1 sin¢gtanf cos¢tan6

O=10 cos ¢ —sin ¢ wP
sin ¢ cos ¢
0 cos 6 cosf
=W (,0)w"

(2.3)

Es posible entonces describir las velocidades del cuadrotor con el siguiente esquema, denominado

como la matriz jacobiana, dada por

_ [ R(&0,%) 0 vP (2.4)
0 W (¢,0) b '

Xq
S

Las ecuaciones dinamicas del cuadrotor se pueden obtener utilizando la segunda ley de Newton o
el formalismo de Euler-Lagrange, en el caso del cuadrotor sin carga resulta mas sencillo el primer
método. Las ecuaciones de movimiento que describen la dindmica del cuadrotor en el marco M, se

presentan como

[ melaxs 0 _ (2.5)

0 ya

oP WP x mgoP
+

wP WP x TwP

Donde la matriz Z = diag (Z,4,Zy,, Z..) es la matriz de inercia rotacional y my representa la masa
del cuadrotor. f* representa las fuerzas externas aplicadas al cuadrotor en el marco M,. Debido
a que la posicién y velocidad del cuadrotor se obtienen dentro del marco M; resulta de mayor
utilidad una ecuaciéon dinamica representada desde este marco, ya que resulta mas sencilla, como
se muestra en la ecuacién (2.6), sin embargo, al momento de hablar de la dindmica rotacional
del cuadrotor resulta mas sencilla expresarlas desde el marco M, como se muestra también en el

conjunto de ecuaciones de (2.6)
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mQXQ —mggz; = fl
T + Wb x Tw® = 7°

(2.6)

Resulta importante aclarar la relaciéon que existe entre las fuerzas de entrada del modelo y las
velocidades rotacionales de los motores del cuadrotor. Los motores de un cuadrotor rotan con una

velocidad angular w; que provoca un empuje vertical denominado 7; donde i = {1, ...,4}.

El empuje de cada uno de los rotores del cuadrotor se relaciona con la velocidad angular como
T; = bw?, donde b es conocido como el factor de empuje. La suma de estos cuatro empujes en
direccién contraria con el eje z del marco M, determinan la fuerza de entrada del cuadrotor como
f= Zle T;. Las fuerzas externas y torques que actian en el cuadrotor en el marco M, se pueden

expresar como

(2.7)

El empuje total y los torques se relacionan con las velocidades angulares de cada rotor de la

siguiente forma

f b b b b w?
T | _ | Lb —Lb —Lb Lb w3 (2.8)
T, Lb Lb —Lb —Lb w3
T, —-d d —-d d wi

Donde d es el factor de arrastre y L es la distancia del rotor hacia el centro de masa del cuadrotor.
Para obtener las fuerzas en el marco M; que actiian sobre el cuadrotor es facil expresarlas de la

siguiente forma

f =R (¢,0,9)F (2.9)

Sustituyendo entonces (2.9) en (2.5) es posible reescribir el sistema como

14 of 70



Control de un Vehiculo Aereo Transportando una carga con Cable de Longitud Variable

ccccccccc

moXg —mages = R (¢,0,1)

T + W x Twb = 7°

Y despejando la dindmica de la misma se obtiene lo siguiente

Tg = _miQ (cos 1 sin 6 cos ¢ + sin ¢ sin ¢)
o = _miQ (sint) sin @ cos ¢ — cos 1 sin @)

Zog=9— miQ(COSQCOSgb)

. Iy, — L. 1
L
Gg=———"pr+—r,
Iyy Iyy Y
) P [yy 1
A S

(2.10)

(2.11)

Estas ecuaciones describen la dinamica traslacional y rotacional del cuadrotor dentro de sus res-

pectivos marcos de referencia. A la par, se puede ver que el sistema para su estabilizacién requiere

primero de los angulos de orientacion, antes que la posicién.
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2.2 Modelado de la Carga

El péndulo esférico es una union rigida que puede rotar desde un punto inercial fijo en la union,
conocido como pivote. Normalmente, el origen del marco euclidiano es en el lugar del punto inercial
fijo. Dado esto, cada punto material del péndulo se encuentra restringido a moverse en una esfera

centrada en el punto inercial fijo.

El vector de direcciéon ¢ € S? denota el espacio de configuracién del péndulo. Dado que el espacio
de configuraciéon es dos, se expresa que los grados de libertad de las rotaciones del péndulo son

dos. La figura 2.2 denota un esquema de la configuracién del péndulo.

f."

__________

m

Figura 2.2: Esquema de configuracion del péndulo esférico

Se supone entonces una funcién del tiempo tal que t — ¢ € S? que representa el movimiento
rotacional del péndulo esférico. Dado que ¢ € S? se sabe que la derivada ¢ € T,S? es un vector
tangente de S? en ¢ € S?, por lo tanto ¢ es ortogonal a ¢, implicando que (¢ - ¢) = 0. Entonces,

existe una funcién dependiente del tiempo t — w € R? de la forma

g=wXxgq (2.12)

O también escrita como
¢=25(w)q (2.13)

Cabe recalcar que, al igual que (¢- ¢) = 0, (w- q) = 0. Esto es debido a que w € R? puede ser

descompuesto en la suma de dos vectores, uno con direccién a ¢ y otro que es ortogonal.

Se tiene entonces que la ecuacién (2.12) describe el cambio que tiene ¢ € T, S? en términos de la

funcién vectorial w € R3, el cual se refiere a la velocidad angular del péndulo esférico.

Entonces, la dindmica del péndulo se puede ver como la evolucién de (g, ) € TS? o como (¢, w) €
S? x R3. Si se supone que la longitud del péndulo esférico, denotada como L, define la posicién del

péndulo en Lg € R? y el vector de velocidad de traslacién como Lqg € R?.
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Si bien esta descripcion resulta util para ver desde un punto de vista mas general la dinamica del
sistema dentro de un espacio de configuracion dado, el enfoque tratado en este trabajo se dara por
los angulos de orientacion de la carga suspendida, modelada como el péndulo esférico, para esto

se toma a consideracion lo siguiente.
Sease q un vector parametrizado, como se puede ver en [13][14][16][15] de la siguiente forma

q =R (V2) R, <7y) €3

Donde

cosy, 0 sin-y,

Ry (v) = 0 L0
| —siny, 0 cosvy, |
(10 0 ]

R,(v)=1]0 cosvy, —siny,

| 0 sinq,  cos7,

T
63:|:0 0 1i|

(2.14)
quedando esta como
sin ()
q= | —cos(yy)sin(7s) (2.15)
o8 (7z) cos ()
La dinamica del péndulo esta dada como
i=S(w)a (2.16)
Donde
0 —wWs W9
S(w)=| ws 0 —w
— W3 w1 0

Pero de igual forma se tiene que
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donde

0 cos ()
= | —cos(7) cos(vy,) sin(ys) sin(y,)
—cos () sin (7z) —cos (7,) sin ()

dq
0 (VasVy)

Pero como no se encuentra una matriz de rango completo se procede a utilizar el siguiente razo-

namiento

S(w)qu[%]

9, ('Vya 717) Ve
dq " (0)q = g T g Yy
6(7@;:'71) 8(7@/7’71) a(%ﬁ%ﬁ) Yz

T -1 T .
( 0 % > M Sy | "
a(%}fﬁ) a(’yyufyz) a(’yya%v) Y

[ Yy ] _ [ 1 sin(v,)tan(y,) cos(7,) tan(y,) 11"
Vo 0 cos (Vz) sin (7;)

(2.17)

Con este procedimiento es posible definir la dindmica de los &ngulos de oscilacién de la carga, para

el desarrollo de la estrategia de control.

Durante la descripcion de la dindamica de la carga, se han utilizado ¢ y w como las velocidades
angulares de la misma, sin embargo, estas describen diferentes espacios de configuracién para el
sistema, razon por la cual es posible definir con el modelado por Euler Lagrange dos sistemas

dindmicos validos para el sistema.

2.2.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange para los términos de (g, )

Sea la funcién del Lagrangiano L : T'S? — R! que describe las diferencias entre la energfa cinética

y la energia potencial como

) 1 T
L(g,d) = 5maL? (¢ q) —mugles q (2.18)

Y siguiendo el formalismo se tiene entonces que la dindmica que describe al péndulo esférico se
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obtiene como
mp LG +mpL? (¢ ¢) q+ mpgL (Isxs — qq") es = 0 (2.19)

Estas ecuaciones describe el Lagrangiano para la dindmica del sistema en términos de (g, q) € T'S?

2.2.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange para los términos de (¢, w)

De igual forma, es posible obtener las ecuaciones del modelo dindmico en términos de la velocidad
angular del péndulo esférico w € T,;S? en el formalismo de Euler-Lagrange, las cuales satisfacen
(2.16), siendo el lagrangiano expresado como

1
L(q,w) = §mLL2 (w'w) —mpgLes q (2.20)

y el modelo dindmico obtenido como
mp L 4+ mpgLS (q) e3 =0 (2.21)

Este conjunto de ecuaciones describe la dindmica del péndulo esférico en términos de (¢, w) € T.S?,
De igual forma se presenta que tomando las ecuaciones (2.17) es posible definir la dindmica de los

angulos como

Fy =r, ¢ (V2) + L, s (Ve) + (wi, ¢ (v2) — wi, s (V) Ve

Ve = sz“‘((_sz c (796) +wr, s (’7:0)) (1 + tan ('73/)2)) "Vy_‘_(_sz c (’796) + wLy S (%c) + 7@/796) tan (Vy)
(2.22)
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2.3 Modelado del cuadrotor con Carga Suspendida

Antes de empezar con el andlisis cinematico y dinamico del sistema debe de aclararse ciertas

suposiciones para el modelo, las cuales se alistan a continuacion

» El cable que conecta la carga con el cuadrotor es rigido y su masa es despreciable.
« La masa conectada al cable se modela como una masa puntual.

o El punto de conexion entre el cable y el cuadrotor coincide con el centro de masa del cua-

drotor.

Figura 2.3: Descripcion de los marcos de referencia presentes en el modelo del cuadrotor con carga
suspendida

Al igual que con los ejemplos anteriores y de acuerdo a la figura 2.3, las posiciones del cuadrotor

y de la carga se dan desde el marco M; y existen Xgo € R® y Xp € R?, siendo este el vector de
T

posicién de la carga, definido como Xp = | zp yp zp

La orientacion de la carga suspendida se puede representar a través de dos angulos de oscilacién
Yz ¥ 7y, como se presenta en la figura 2.2, para esto, se adjunta un marco de referencia M, con
respecto al punto de unién del cable con el cuadrotor, en el marco M, del mismo. Estos angulos

de oscilacién se describen como matrices de rotacién en el marco M; a través del eje y (R, (7)) ¥

el eje x (R; (72))

Existe una relaciéon cinematica entre Xg y Xp dada por la ecuacion

Xq=Xq
Xp=Xq+IRGR, (7)) Ry (1) €3
(2.23)
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Donde

1
RZ=10
0

S = O
= O O

representa la orientacién del marco M, con respecto al marco M,,.

Es posible determinar la cinematica inversa de esta relacion, no tanto para alguna validacién del
sistema, sino para la validacion experimental més adelante, tanto de los angulos de oscilacion del
sistema como de la longitud del cable. La posiciéon de la masa suspendida entonces se encuentra

dada por

Tp = xg + lsin (%)
Yyp =Yg — [ sin (713) COS (7@/)
Zp = 29 + [ cos (’Yg;) COS ('Vy)

(2.24)

Resolviendo este sistema de ecuaciones se sabe entonces que

vy = tan™" (—‘TP - xQ)

Zp — 2Q

e = sin”! <—yp 7 yQ)

(2.25)
Donde

= \/(l‘P —20)" + (2p — 20)" + (yp — yo)” (2.26)

Es facil ahora agrupar las variables del sistema en coordenadas generalizadas, ya que las ecuaciones
(2.23) muestran un mapeo de la forma g : { — R? y el vector de estados queda representado

CcOomo
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.
Cz[xcg Yo 2@ W Ve ¢ 0 w]

Y su derivada queda como
: . . . . . 7 A H T
(=4 to % % % 60 0|

Es posible entonces obtener la cinemdtica de velocidad diferenciando el mapeo g de (2.23) con

respecto a ¢ quedando la siguiente expresion, separada en la dinamica de traslacién y rotacional

(a0 [1 00 0 0 1. -
T
jo 010 0 0 ©
. Yo
i | _ 001 0 0 . .27
Tp 1 00 0 [ cos () ,Q
Up 0 1 0 —lcos(yz)cos(yy) Isin(y,)sin(yy) %
| Zp | | 0 0 1 —lcos(yy)sin(y:) —lcos(y,)sin(y) | - T
Donde _ .
1 00 0 0
010 0 0
0 01 0 0
J1(Q) = (2.28)
100 0 [ cos (7y,)
0 1 0 —lcos(vs)cos(yy) 1sin(y,)sin(yy)
| 0 0 1 —lcos(yy)sin(yz) —lcos(yz)sin(yy) |
Y la dindmica rotacional queda como
gz5 1 singtanf cos¢tanf
O =10 cos ¢ —sin ¢ q (2.29)
o U ot
Donde
1 singtanf cos¢tand
Jo(()=10 coso —sin ¢
U ot
quedando entonces la matriz Jacobiana como
J 0
Jo=|" (2.30)
0 J(¢)

Esta matriz sirve como mapeo de las posiciones X y Xp a las variables presentadas en (.

Se utiliza el principio de Euler-Lagrange para derivar las ecuaciones dinamicas del sistema, primero
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se determinan las energias cinéticas y potenciales del sistema. La energia cinética del sistema puede

ser dividido en dos componentes, uno de traslacién (Tj,.qs) y otro de rotacion (T.q).

1, 1 o, 1 L, 1 ., 1 ., 1 .
Tiras = §meEQ + émQyQ + §szQ + §mPZL'P + Empyp + émpzp
T, zl(wb)TIwb

rot 9

De forma mads compacta se tiene entonces que
1., . 1., . 1,

Usando la matriz jacobiana mostrada en (2.30), es posible reescribir la energia cinética del sistema

CcOo1mo

. 1.
T (¢¢) = 5¢T T M (0)¢ (2.31)
Y la energia potencial V' (q) del sistema queda como

V(¢) = mqgzg + mpg (2g + L cosy, cos ;) (2.32)

Con las expresiones para la energia cinética y potencial del sistema es facil escribir el Lagrangiano
como L <C ,C) =T (C ,() — V' (¢) y resolviendo la formulaciéon de Euler-Lagrange de (2.33) se

pueden obtener las ecuaciones para el sistema en la forma de (2.34)

d [oL oL
% [a_<:| - 8_§ - fe:vt (233)
MQ)E+C(6C) E+9(0) = o (2.34)

De la ecuacién presentada en (2.34) resulta facil desprender las ecuaciones dindmicas del sistema

CcOo1mo

= M0 (B = (¢.€) €= 0.(0)
= (. bt
(2.35)
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Donde se tiene que

— = (eysed + spsg) + TEs(v)

— i (syseg — cipsd) — T s(v2)e(y)
—Lc(@)c(0) + Zec(ya)e(y) + g
é" — wLy c (fym) + sz § (’737) + (sz c (7&7) - wLy S (71)) ry:t
i, + ((—wr, ¢ () +wi, s (7)) (1+ tan (,)%)) 4y + (=tr, ¢ (ve) +1r, s (72) + A¥e) tan (7,)
Iyyl;cjzz qr+ 1Tz
Izry*ylyy

1
L . P4+ 1 T

(2.36)
Existe un término de interconexion entre la dinamica de la carga y la dinamica del cuadrotor con
el cual se pueden realizar las simplificaciones como en [18][17], quedando el sistema dindmico visto

desde la perspectiva de la carga.
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3.1 Conceptos Preliminares

3.1.1 Pasividad

Los sistemas pasivos, son aquellos que se caracterizan por almacenar menos energia que la que se

les suministra. Un sistema pasivo disipa toda la energia adquirida.

Sistemas Pasivos

Se empieza por mostrar conceptos basicos de disipacion y pasividad. Se empieza considerando el

siguiente sistema no lineal descrito por

&= f(r)+g(r)u
y = h(z)
(3.1)

Y la funcién de suministro
w:R™xR™ — R (3.2)

donde x € R™, u,y € R™ y w es una funcién real denominada como razén de suministro, siendo un
homélogo del concepto de potencia de entrada y la cual, para cualquier u € R™ y para toda 2" =
z (0) € R", se tiene una salida y (t) = h (® (¢, 2° u)) para la cual se tiene que w (t) = w (u (t) ,y (t))

cumple con

t
/ lw(t)|dt <oo Vt>0
0

entonces existe una funcién S () donde S (0) = 0 y que cumple con

S(x) 20 S(l‘(T))—S(I(O))S/Otlw(t)ldt

siendo entonces S () denominada como funcién de almacenamiento. Esta desigualdad expresa que
la energia almacenada en el sistema en un tiempo ¢ es a lo mucho igual a la suma de la energia
administrada junto con la energia almacenada en un tiempo ¢t = 0, o mejor dicho, no existe creacién

de energia dentro del sistema dentro de un intervalo de tiempo [0, ¢].
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Esto indica que el sistema tiene un almacenamiento disponible que se puede describir como

Su0) = sw (- [ w1 it

Siendo este la mayor cantidad de energia que el sistema puede extraer dadas ciertas condiciones

iniciales. Ya que esta también es una funcién de almacenamiento, resulta obvio que S, () < S ()

Ahora si se tiene que el sistema cuenta con una razén de suministro dada por w (u,y) = u' y se
puede afirmar que este es pasivo si tiene una funcion de almacenamiento que cumpla con S, (0) =0

al igual que S, (z) > 0

Los conceptos de pasividad y disipacién no requieren que la funciéon de almacenamiento sea definida
positiva, en realidad basta con que sean semi-definidas positivas. Como resultado puede pasar que
estados del sistema que no sean observables generen que x = 0 sea un punto de inestabilidad.
Para que las funciones de disipacion impliquen estabilidad en el sentido de Lyapunov es necesario

deshacerse de estas condiciones.

Teorema 1 (Estabilidad con funciones de Lyapunov semi definidas positivas) Sea x =
0 un punto de equilibrio para & = f (z) y V (x) sea una funcién semidefinida positiva C* tal que
V (z) < 0. Sea Z el mayor conjunto positivo e invariable dentro de {x|V (x) = 0}. Entonces, si

x =0 es una condicion de estabilidad asintotica para 7, resulta que x es estable.

Definicién 1 (Observabilidad y Detectabilidad del estado cero) Considérese el sistema (3.1)
con & = f(x,0), y = h(x,0) y con Z € R™ siendo el conjunto invariante mds grande dentro de
{z € R"|y = h(x,0) = 0}. Se tiene entonces que (3.1) es estado cero detectable (ZSD, por sus
siglas en inglés) si x = 0 resulta en un punto condicional y asintética-mente estable para 7. Si

Z = {0} se dice que (3.1) es estado cero observable (ZSO, por sus siglas en inglés).

La definicién previa resulta en la conexién entre la pasividad y la estabilidad, a pesar de que
la funcién de almacenamiento sea solo semi definida positiva. La demostracién de la definicién
anterior queda si

S(z)=0— h(z,0)=0 (3.3)

Como S (x) > 0 para cualquier z, S () < u'y = u" h(z,u) y también debe ser positiva para
toda u cuando S (x) = 0. Como h (u, z) es C! en u es posible descomponer a y como y = h (z,u) =
h(z,0) + j (x,u) u obteniendo que ¥z € {z|S (z) = 0}

0<Sx)<u hiz,0)+u"j (z,u)u (3.4)
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Para que (3.4) se cumpla para cualquier u, h (z,0) = 0 cuando S (z) = 0. Esto da como resultado
que el conjunto invariante mas largo posible en Z de & = f (x,0) inmerso en {z|S (z) = 0} estd
también en {x|h (z,0) = 0}. Dado el teorema y la definicién previa, es posible ver que z = 0 es un

punto estable para el sistema.
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Sistemas en cascada

Como parte del estudio de los sistemas pasivos se tienen los sistemas en cascada, los cuales reflejan
subsistemas con estructuras dindmicas que en conjunto describen la dinamica general del sistema.
En los sistemas en cascada no solo es necesario identificar los subsistemas que los comprenden, si

no también como existe la conexién entre ellos.

Figura 3.1: Diagrama a bloques de un sistema en cascada

Para un sistema en cascada simple 3.1 se tiene el siguiente conjunto de ecuaciones

i=f(z8), zeR™
§=Af+ Bu, £€R™
(3.5)

donde f (z,€) es C'y f(0,0) = 0 donde el equilibrio se encuentra en (z,£) = (0,0) y a su vez,
solo se encuentra una sefial de entrada en ellos, en el subsistema &. El término de interconexién se
propone como

¢ (’Z?é) = f(Z,g) - f(Z,O)
donde

z=f(z0)

se supone globalmente estable o globalmente asintotica mente estable y el subsistema & se asume

que se puede estabilizar. Con esto, el sistema en cascada se pueda reescribir como

i=f(E)+v (28, f(2)=/(20)
§ = A¢ + Bu
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Donde se tiene una salida de la forma y = C&. Esta configuracién resulta bastante til, siempre y
cuando se mantenga, ya que de un lado la estabilidad del subsistema en z debe ser uniforme en
el subsistema £. De igual forma, para el subsistema & es necesario que exista una ley de control
que alcance una estabilidad asintotica en & = 0, y que sea uniforme en z. Esto es porque si 2 es
asintotica mente estable y la tasa de crecimiento del término de interconexion es lineal, esta no
afectara como entre la dinamica de £ en dicho término, sin embargo, si el término de interconexion

aumenta mas rapido que la convergencia de la dindmica de z es posible que esta afecte a la tltima.

Proposiciéon 1 (Estabilidad Asintética) Siz = 0 resulta en un punto de equilibrio estable para
Z, entonces, el control de realimentacion dado por w =k (§), el cual logra que & = 0 sea un punto

de equilibrio estable para & de igual manera -logra también estabilidad asintdtica para (z,€) = (0,0)

La estabilizacion del sistema 3.6 requiere de asumir ciertas suposiciones sobre estabilidad y esta-
bilizacién en los subsistemas que lo constituyen a la par que imponer restricciones al momento de

ver el crecimiento del término de interconexion.

Proposiciéon 2 (Restriccién de crecimiento del término de interconexién) El término de
interconezion v (z,€) tiene un crecimiento lineal en z ya que existen dos funciones € (x), € ()

derivables en & = 0 tal que

19 (2, &) [ < ex ([IEND []2]] + €2 (€) (3.7)
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3.1.2 Backstepping

El Backstepping consiste en una metodologia de control recursiva, la cual liga una funciéon de
control por Lyapunov con el diseno de un control por realimentacién y garantiza una estabilidad

globalmente asintética.

Para el diseno e implementacién de esta técnica, se considera el siguiente sistema de control como
oc=F(o)+g(o)n (3.8)

W= (3.9)

Donde X = (0,7) € R™™! es el vector de estados y v € R es la sefial de control con la cual
X (t) — 0 mientras t — 00. A su vez, se asume el conocimiento de F' y g y que estas son

funciones suaves en R".

Se asume que 7 cumple como una entrada de control virtual suave tal que n = W (o), la cual

cumple con ¥ (0) = 0 y es asintética mente estable para el sistema
cg=F(o)+g(o)¥(o) (3.10)

Supéngase el conocimiento de una funcién de Lyapunov Vi (o) tal que la siguiente desigualdad se

cumpla

% [F'(0) +g(0) ¥ (0)] < =W (o) (3.11)

Donde W (o) es definida positiva en R™.

cd="F(o)+g(c)¥(o)+g(o)[n—V(o) (3.12)
n=v (3.13)
Sea ahora, con un cambio de variable

y=n—"Y(o) (3.14)

La salida y se muestra como el error entre el estado n y el control auxiliar ¥ (o). Ahora la funcién

de diseno en el esquema de backstepping es encontrar v tal que y (t) — 0 mientras ¢ — oo

Reescribiendo el sistema en coordenadas del error se tiene entonces que

c=F(o)+g(o)V(o)+g(o)y (3.15)
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y=v—V(0) (3.16)
Como F,g y ¥ son conocidas y se puede expresar ¥ como

_ov

¥ () = L (F (o) + 9 (o) (3.17)
En donde
u=uv— (o) (3.18)
Quedando el sistema como
c=F(o)+g(o)V(o)+g(o)y (3.19)
y=u (3.20)

Este conjunto de ecuaciones muestra una ventaja en comparacion con el mostrado en las ecuaciones

(3.8),(3.9) y es que, si la entrada es cero, para (3.15) este es asintéticamente estable.

Ahora, se define una funcién de Lyapunov para todo el sistema, incluyendo la dindamica del error.

Sea entonces )
Ve =Vi(o) + 507 (3.21)

En donde V (0,7) es una funcién definida positiva en R, ya que V; (o) > 0 para todo o € R®
y Vi(o) =0 <— o = 0 Si se calcula la derivada de V' tomando (3.19) y (3.20) se tiene que la

desigualdad (3.11) se cumple, anadiendo de ambos lados el término %—‘;1 g(o)y

_on oVi
V=G F@) 1902 @)]+ G a(0)y+y (v =¥ (0)

—W (o) + %—‘;9 (@)y +yu

(3.22)
Donde u queda definida como

"= %—Zl (0)—ky (k> 0) (3.23)

Y sustituyendola en la funcién de Lyapunov previa se tiene que
V< —W (o) — ky? (3.24)
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Y con las sustituciones adecuadas se tiene entonces que la ley de control por Backstepping queda

definida como

:fg_i’[F(aHg(a)n]_%_‘;g(a)_k[a_\y(a)} (k > 0) (3.25)

v=u+o

Lo ultimo puede ser resumido en el siguiente teorema

Teorema 2 (Teorema de Backstepping) Considérese el sistema de control (3.8) definido en
R, con funciones vectoriales suaves F y g con F(0) =0 y g(0) = 0. Sea n = ¥ (c) una ley
de realimentacion estabilizante para el sistema (3.9), donde W (0) = 0. Supongase la funcion de

Lyapunov Vi (o) tal que
oV

do

donde W (o) es definida positiva en R. Entonces, la ley control

[F(0) + g (o) ¥ (0)] < =W (o)

V=t o= [F o)+ glo)n) — G te(0) ~klo = V(@) (h>0)

logra estabilizar el equilibrio (o,n) = (0,0) del sistema (3.8) con la funcion de Lyapunov

Vo) =Vi(o) + 31— ¥ (o))
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3.1.3 Regimenes Deslizantes

Dentro del control moderno se han desarrollado diferentes técnicas para la regulacion y estabilidad
de sistemas dinamicos no lineales, siendo una de las mas estudiadas y de mayor eleccion: los
regimenes deslizantes. Mas cuando se requiere lidiar con dindmicas no modeladas o incertidumbres
exégenas. Para este trabajo, se empezara con una explicacion de los regimenes deslizantes de forma

normal, para después saltar a los de orden superior, mostrando las diferencias de estos.

Para empezar, se considera el sistema dindmico en variables de estado de la forma (3.1), donde h (x)
y g (z) son funciones no lineales caracterizadas por los estados del sistema y g () > go >0 Vuz.La
finalidad de esta metodologia de control radica en diseniar una senal de realimentacién basada en
los mismos estados del sistema, en especifico la salida h (z) en comparacién con una senal deseada

Y4, con la consigna de estabilizar al origen de los mismos.

Para esto, supéngase que se puede restringir el movimiento de las variables de estado, definidas

por el error como Z;_1 = h (x) — y4 a una superficie de deslizamiento definida como

S=oc (.Qﬁ,t) = a1 i‘(ifl) + .ﬁi’z =0 (326)

X1

I

\K(

Figura 3.2: Diagrama tipico de la superficie de deslizamiento

donde ¢ = r — 1 siendo r el grado realtivo del sistema. La dindmica de esta superficie estd dada
por T = ay Z;, donde si a; > 0, garantiza que z; (t) tienda a cero mientras ¢ tiende al infinito. Es

facil ver que para S los parametros de h (x) y g () son externos.
Si derivamos la superficie de deslizamiento del sistema tenemos como resultado lo siguiente
S:@l-%(i—l) + 3= a1 7 —ygt+h(z)+g(x)u

Se propone entonces una funciéon de Lyapunov para S con la cual se satisface la estabilidad de la
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superficie de deslizamiento, siendo esta
1
V=_g?
2

con su derivada como
V=288=S(ard 1 +&) =5 (ar2; +h(z) +g(z)u)
Para la senal de control, resulta ttil dividir esta misma en dos partes, definidas como
U = Ueg + Un, (3.27)

donde

e U : resulta el control equivalente, el cual se define la resolver la funcién de Lyapunov,

quedando este como

B _h (23) + a;x;
fea = 9 ()

e u, : es la senal de control discontinuo, la cual fuerza al sistema a mantenerse dentro de la

superficie de deslizamiento, siendo esta senal definida como

Uy, = —K sgn (S)

Al aplicar esta metodologia se tiene que la trayectoria definida converge a la superficie S = 0 en un
tiempo finito y una vez que llega a esta, se mantiene o se desliza sobre la superficie y la dinamica

del sistema queda confinada al modelo reducido por x;(i,l) = a1Z(;—1), como se puede ver en 3.2

Este método resulta eficaz, sin embargo, estd sujeto a que el sistema sea como maximo C! y
presenta defectos en cuestion con su implementacion fisica debido a las posibles imperfecciones en
los dispositivos de conmutacion (chattering). Para eliminar este problema se puede reemplazar la

funcién signo con una funcién de saturacién, quedando la senal de control discontinua reescrita

(5)
U, = —Ksat| —
€

Y, ly| <1
sgn (y), |yl >1

CcOo1mo

donde

sat (y) =
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3.2 Controlador No Lineal

3.2.1 Control de Posiciéon de la carga

Xa
SESE

©

Control T.
X de r TD |
Posicién
"3q Control de i
Orientacioén {X' @)}
My,

Q)

Figura 3.3: Diagrama a bloques para el control de posicion y orientacion del cuadrotor

Control de Altura

Se empieza por mostrar el sistema basado en errores del control de altura.

z z
21 = ZJ, _pLd

s f T mql 9 3
= . =L _— Iy
Zy = Zp — Dy, AL L lwel[* g5 + 9 — b1,

Se define ahora la superficie de deslizamiento como

Sz=52+0121+02/§1

Se deriva la superficie de deslizamiento, dando como resultado

S, =29+ 129 + 221

Y sustituyendo Z tenemos

. . . f mql . . .
S, =Fod it i =———q r3q3 — —> llwell? g5 + g —Pr, t a1z +
mr mr
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Ahora, aplicando la funcién de Lyapunov se tiene

V.

[S3 )

N | —

Donde su derivada es

. Z ~ ~ f mql .z - ~
V.=d.s.=s.(+tab+ci)= (—m—qT T3 qs — m—QIIwL||2q3 +9—Pi, + it ek
T T

Donde f queda definida como

mr mgl . - 5 ; :
= — <_ o [wr|Pgs + g — 7, + 1% + 21 — e sign ($Z>>
q 7343 mr

Quedando entonces la funcién de Lyapunov como

V., = —k, sign (s.) <0

Y ahora, sustituyendo f al sistema dindmico basado en los errores tenemos que

21 = %2

Zo = —C123 — 221 — K, sgn (s,)

Controlen X y Y

Ahora, para el control del sistema en las posiciones X y Y se tiene el siguiente sistema, en coor-
denadas del error como

~ T
Ty =2L —Pr,

~ . .x
To = T1 :IL—pLd

Ty =21 =2 —Pr, =

mol .
——q g — 2w | g — P,
mr mr

N
=
Il

YL — P%d

<

U2 =9 = YL — Py,
P _3\: e ] . T le 2 .y
Yo =101 =19L—Pr, = ———¢ raqz—m—THwLH g2 — D1,

S

(3.28)
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Donde se puede tomar como nuestra sefial auxiliar el parametro de ¢' 75 ¢;, ya que f se encuentra

definido, siendo este ahora la entrada de control para X y Y, teniendo entonces

f le

Ty =11 =iy —pr, = —m—TUa: - m—THwLHZCh — DI,
Yo =1 =i —Pr, = —m—Tuy - m—i||wL||QQ2 -7y,

Definiendo las superficies de deslizamiento como
Sy :j2+63j1+04/ [fl
Sy:3§2+05ﬂ1+06/ U1

Y derivandolas

f Tan

. 3 ~ ~ . 2 .z ~ ~
¢ = Ty + c3Tg + 4Ty — k18p = ———uy, — ——||wi||" @1 — P, + c3Ta + cady
mr mr
. L ~ ~ ]{I - f le 2 .y ~ ~
Sy = Yo + csY2 + col1 — kasy = ———u, — ——||wr|[" @2 — Py, + 592 + c6Yn
d
mr mr

Se proponen las funciones de Lyapunov para el sistema como

1
Ve =55
2 X
L,
Vy = §Sy
quedando sus derivadas como
"/x = Sxé:c

) f mol - ~ ~
V, = s, (——uz e lwill? qn — PF, + c3F + cadiy
mr mr

% = SySy
- / mql . _ _

De donde se pueden definir las senales de control virtual u, y u, como
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m - _ mgl . .
Uy = TT <c3x2 + 4Ty — m—QT||wL||2q1 — P, — Ka Sign (sx))

m N _ mol . .
Uy = TT <c5y2 + CeYr — m—inLH2 P —i—p‘}{d — Ry Stgn (Sy))

Y realimentando las senales de control u, y u, nos queda los sistemas dindmicos en funcién del

error como

~ X

T1 =7L — Pr,
~ A .
Ty =T1 =71 — P,

2 - . . ~ ~ .
To =1 =1, — pLd = —C3T2 — C4T1 — Ky SIGN (Sz)

U = yL — Dy,
o =ih =L — DY,
o =1 =i — P}, = —Csl2 — CeT1 — Ky sign (sy)

(3.29)

Teniendo ahora las senales de control u,, u,, u, y siguiendo entonces la metodologia en [9] se tiene
que las seniales u, y u, obtenidas pueden determinar los 4ngulos de orientaciéon del cuadrotor si se

define lo siguiente como

Uy = —— (Cp Se Cyp + S S
x my ¢ 96 Ly @ 2P

Uy = 2 (cp 808y — 5 Cyp)
mr

(3.30)
Y despejando los angulos de ¢ y 6 se tiene que
¢g = sin~! (mT (Cp Uy — Sy ux)) (3.31)
Uy
0y = sin~* < s (cy g + Sy uy)> (3.32)
Uz Cy
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3.2.2 Control de Orientacion de la Carga

L Control T
o] deAltura T
24,24 Yo Vy ]
X, X
y,,y —  Control Control de Control de
. de — VxaVyq Orientacion de la — ¢q,0q4 — Orientacion del  f—— M,
Xd»Xq Posicion Carga Quadrotor
YarYa —
€a,$a
Control de la
dindmica rotacional |,
TT ~ &= Xq del qus:rrosor yla Txr Ty
© 8
&) (& q
Mp
[¢] elf
—

Figura 3.4: Diagrama a bloques para el control de posicién y orientacion del cuadrotor, basado en
la orientacién de la carga

Ahora se considera la orientaciéon de la carga con respecto al cuadrotor. Las ecuaciones anteriores

siguen siendo validas, sin embargo, ahora se vera el modelo del error de la siguiente forma.

Si se realimenta la sefial de control f al sistema, se tiene que este, adopta la forma de

~ X
ZElszL—pLd
~ A .z
Ty =1 =2 — P,

Zo=101=—(c1Z2+ 251 +g— P;, + ks sign(s.)) tan (v,) — ir,

U1 =y — Y,
g2 =1 = 1 — Py,
Uo = U1 = (0152 + 2+ g —pr, + ke Sign(sz)) tan (y,) — &1,
(3.33)

Donde «, se definira como la siguiente funcion auxiliar

a, = (0152 +cZy + g — P, + ke sign(sz))
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Se proponen las siguientes funciones de Lyapunov como

V. Cq L.
j:5$%+§x§

Ce 1_
L5259%+§y§

Y sus derivadas como

Vi = c41iy + Toly
Vi = &y (T + ca)
= Ty (—a, tan (vy) — 1, + car)
donde podemos tomar en cuenta como entrada de control virtual a 7, quedando entonces

—flde + 03.%2 + C43~31
a

tan (%!d) =

con lo cual la funcién de Lyapunov queda de la siguiente forma

: ~2
Vi=—c375, <0
Y la dinamica del sistema se describe de la siguiente manera como

Fy = —a. tan (7,,) — d, + o (tan () — tan (3,))

y el error de orientacion de la carga como

Yy = tan (7,) — tan ()

quedando el sistema en el plano X Z como

T9 = —au, tan (Vya) — T, + 02y

y con la sefial de control virtual, queda este como

To = —C3Tg — C4T1 + Q7Y

De la misma forma se realiza el andlisis en Y Z teniendo que la derivada de la funcién de Lyapunov

queda como

V;; = CGglgl + 3723;/2
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Vi = G2 (2 + co71)
= ¥o (o, tan (V) — ¥z, + c6lh)

donde se toma en cuenta como salida de control virtual a v, y se define esta como

Zde — C5Y2 — Cel1
O{Z

tan (y,,) =

Con lo cual la funcién de Lyapunov nos queda como

%Z —c505 <0

Y la dindmica del sistema que queda se describe de la siguiente manera como

:&2 = Q, tan <7$d) - yLd + oy (tan (%ﬁ) — tan (%ﬂi))

y el error de orientacion de la carga como

’?x = tan (71:) — tan (%ﬁd)

quedando el sistema en el plano Y Z como

ij = —Cs5U2 — Y1 + Yy

Ahora se toman los errores en los angulos, para realizar el control del sistema.

Yy = tan (%/d) — tan ('Vy)
Fr = tan (7,) — tan (y.,)

Donde las derivadas de los errores se presentan como

Yy = Yy (1 + tan? (Vyd)) — Yy (1 + tan’ (73;))

Yo = Fag (14 tan® (1)) = A, (1 + tan® (1,,))

En donde %, y %, se definen como

ﬁ/y = wr, COS (71) +wr, sin (7x>

Yo = wr, + (—wr, cos(v,) +wy, sin(7y,)) tan (v,)
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Con las segundas derivadas de los angulos de oscilacién de la carga quedando como

;).’y = wLy COS (’71> + sz sin (790) + (sz COs (’Yz) — wr, sin (7:):)) Yz

Ny = Wr, + ((—sz cos (Vz) + wg, sin ('yx)) (1 + tan ('yy)Q)) Yy
T (<, €08 (1) + tig, sin () + 4y tan ()

Y donde la dindmica de orientacion de la carga se presenta como

, tan (€)
= L — lw? ) il NP A
wr, (mTa mqlwy,, cos () ol cos (7)

tan (&)

[ = z [ 2 T
W, (mTa melwy,_ cos (v )) ol 08 (1)

Y entran las funciones auxiliares como

tan (e) = tan (v, — 0)

tan (§) = tan (v, — ¢)

Y al igual que con el control de posicion se definen las funciones de Lyapunov y sus derivadas como

1, 1.,
V’Yy = §K’Yy 'Vy + 5%/
Vi = BV Yy T Vo ly
Vi, =% ('~Vy + ’fw%)

Vvy = ’LVy (wLy COs (%6) + sz sin (’7:1:) + (sz COS (%6) — wr, sin (%&)) 'ch + K’Wy’?y)

Donde nuestra senal de control quedara a cargo de €, quedando esta como

—mg 1 cos () (wLZ sin () + (wLZ cos (7z) — wy, sin (%)) Yo + Ky Yy + /i;yy";}/y)

tan (e4) =
cos (Vz) <mTaz — mgqlw}  cos ('yy)>

quedando ahora la funcién de Lyapunov como
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. <y
‘/S’Yy = _"i”fy’yy
De igual caso para la superficie de deslizamiento de 7, se tiene que

1 5, 1.
Vi = 9 T2+ 5%%

V'Yz = Ky :Vx:ya: + :Yx:Yx
V% = 5/:1: (:Yx + H'YI:YI + H"y’;}/x)

Y con la senal de control como

—mqlcos (1) (+)
mea, — lew%x cos (%))

tan (§4) = (

siendo en este caso (x) definida como

(%) = ((—sz cos (7z) + wg, sin (fyz)) (1 + tan (fyy)z)) Yy

+ (_sz cos (Ve) + wr, sin (Ve) + ’Vy%c) tan (7?;) + KoY + '“57”;796

Con lo cual la funcién de Lyapunov queda de la forma

. B 19

De este paso en adelante existen dos vertientes, obtener el angulo deseado para el control de

orientacion que a continuacion se explica. Teniendo la siguiente funciéon como

tan (e) = tan (v, — 0)

De donde, con respecto a la dinamica de la carga, se puede escoger #; como

mql cos () (IbLy + Ky + ’iﬁy’?y)

(mTozZ — mglw}  cos (w))

04 = 7, + arctan

Y de igual forma se puede realizar el despeje para encontrar el valor de ¢4 como

tan (&) = tan (7, — ¢)
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mal cos () (W, + ke, Fe + K, Ve
$q = Yz + arctan Q (72) ( Lag 2 ok Yo ) )
(mTCVz — lesz coS ('Y:c))

También es posible seguir con el backstepping y encontrar los momentos a los cuales el cuadrotor

debe ser sometido para su estabilizacion.

Figura 3.5: Vista de los angulos auxiliares para el control, donde 3.5a representa a € y 3.5b repre-

senta &

Para esto tomaremos los angulos € y & de las ecuaciones dinamicas de la velocidad angular de la

carga, generando entonces un error como:

_ tan (€) tan (eg)
= . — molw? ) + < . — molw? ) _
wLy (mTOé mQ wLy cos ('73/) mQ I cos (f}/y) mro mQ wLy cos ('Yy) mQ I cos (,yy)

tan (§q)

tan
¢ +4+ (mTaz — lew%z CcOs (’Ym)) m

. - z l 2 T
wy, (mTa melwy, cos (7. )) ol 05 (1)

x

donde es posible obtener los siguientes errores:

€ = tan (€) + tan (€g)

= tan (§) + tan (&q)

A

Donde sus derivadas quedan como

€=¢(1+tan’(€)) +éq (1 + tan® (eq))

£ =¢(1+tan® (€)) + & (1 + tan’ (&)
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€ =¢(1+tan’(¢)) +2¢ tan (¢) (1 + tan® (€)) + & (1 + tan® (eq)) + 2¢3 tan (e4) (1 + tan® (eq))

€= £ (1+tan (&) + & (1 + tan® (&)

gz £ (1 + tan? (f)) + 262 tan (&) (1 + tan? (5)) + &4 (1 + tan? (£d)) + 253 tan (&4) (1 + tan? (gd))

Y sabemos que la dindmica de € y £ se pueden representar de la siguiente manera.

e=3—0="9—q

ezvy—ﬁzvy—qzvy—z—@
Yy

§=Y% — 0= —0D
f:%—ﬁb:%c—p:%;—l.—ﬂc

De donde se pueden reescribir las senales 7, y 7, para lograr la estabilidad del sistema como

Z,, (ﬁy + B + K€ + K/E’é)
T, =
Y (1 + tan? (¢))

Donde
Be = 2¢* tan (€) (1 + tan® (€)) + &4 (1 + tan® (eq)) + 2€5 tan (eq) (1 + tan® (eq))
Y de igual forma se tiene que

Ixx (I)/w + B& + "{ﬁg + Hgé)
(1 + tan® (€))

Ty =

Donde

Be = 2% tan (€) (1 + tan? (€)) + & (1 + tan® (&) + 263 tan (&) (1 + tan? (&)

Y se puede ver que la dinamica de los sistemas queda como

€ = —K € — K€ (3.34)
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€ = —rel — et (3.35)
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3.2.3 Control de Orientacion del cuadrotor

La base de este esquema de control se encuentra presente en el trabajo de [12][11][10]. El uso de
este recae en que respeta el espacio de configuracién del cuadrotor SO (3), aparte de que se ha
probado que, si se plantea un esquema de control para la posicion del sistema, es posible extrapolar
para obtener una orientacién deseada, asi como proponer los dngulos de orientacién deseados para

generar una orientacion deseada.

Supéngase que existe una trayectoria Ry (t) € SO (3) dada mediante el control de dindmica tras-

lacional, y donde las ecuaciones cinemdticas de orientacién se expresan como 0y = R Ry.

Esta matriz de rotacion se puede determinar desde el control de posicién disenado en la seccion
3.2.1 o desde el control de orientacién de la carga definido en la secciéon 3.2.2. Independiente del

esquema de control, la matriz de rotaciéon deseada queda como

CpaClq  Cpa5045¢q — S1paCoa  C1pg504Coqy + StpgSea
R (@d> - S9YaC8s  Sv350a5¢q — CuaCoy  S1paS04Coq — CipgSoy (3'36>
— 350, C45¢4 C04Cpq

Se define primero una funcién de error para la orientacion del cuadrotor de la forma que

':SO3)x SO(3) — R (3.37)
Siendo esta
R=R] R (3.38)
1
(R, Rq) = Straza [I — RJR] (3.39)

La funcién de navegacion propuesta en (3.39) se encuentra definida positiva cuando R = Ry, donde
el angulo de rotacién entre matrices es menor que 180°. A su vez se define un error de orientacién
dado como R € R? de la siguiente forma
5_ 1ot T v
R = 3 (R; R— R' Ry) (3.40)
Siendo ." : 50 (3) — R? el mapeo inverso de . y un error en la velocidad angular como Q € R?,

dadas dos trayectorias (R, Q) y (Rg,2q), se define la diferencia entre estas como
Q=Q-R"RQ;=Q—-R"Qy (3.41)

Con
Q= (R;Rd)v (3.42)
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Y teniendo la dinamica basada en errores para el control como

R = RO
Q=g [—QJQ n Tb} —RTO,+ QRO
(3.43)

Donde la finalidad es encontrar una ley de control 7, tal que cumpla con

m=QJQ+ J [RTQd —QRTQy — kpk — k:QQ] (3.44)

3.3 Resultado de las simulaciones

Para verificar el comportamiento de las estrategias de control no lineal presentadas, se realizaron
las simulaciones con el seguimiento de trayectoria. A continuacién se presentan los parametros

utilizados para la simulacion, basado en el modelo utilizado en la plataforma experimental.

Constante | Valor | Unidad
mQ 1 kg
m, 0.146 kg
Lo 0.04352 | kg - m?
Ly, 0.04352 | kg - m?
T.. 0.06777 | kg - m?

| 0.6 m
g 9.81 m/s?

Cuadro 3.1: Parametros del sistema

Teniendo los parametros definidos, de igual forma se dan de alta las condiciones iniciales del sistema
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como

24 (0) = =0.6 2z, (0) = —0.0490
z,(0)  x,(0) = 0.1042
Y, (0) 1y, (0) = —0.2135

_27T T

17 T 18
b=0 6=0 =0

Ve

Y a la par se define la trayectoria deseada como

- 1T
00 —1.2 t>0
- T
11 —1.4J t > 50
Xd = = -
0 -1 -1 t > 150
- :T
\ 1 1 —1.1 t > 250

donde para todo tiempo t € [t;, /] se tiene que g =0

(3.45)
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3.3.1 Implementando el controlador de posiciéon para la carga

Se tiene para el control basado solo en la posicién de la carga las siguientes ganancias

Constante | Valor | Constante | Valor
C1 6.33 Co 10.0278
C3 0.62960 Cy 0.0991
Cs 0.62960 Ce 0.0991
kgr 1.68 ko 0.48
Ky 3.3529 Ky 20
Ky 20

Cuadro 3.2: Parametros del Controlador basado en el cuatrirotor

Estas ganancias generan como resultado las siguientes gréaficas, donde tras varias simulaciones se
llega a que, proponer la superficie de deslizamiento como un polinomio de Hurwitz ayuda al sistema

a una mejor convergencia y a reducir la ganancia para la funcién discontinua.

El método de eleccién para las ganancias fue presentado de la siguiente forma, teniendo en cuenta

la superficie de deslizamiento como
Si =7 4 GF + Cim /i (3.46)
Donde si aplicamos la Transformada de Laplace, se tiene que
S, = s°X +¢; sX + cHlX (3.47)
Donde las ganancias ¢; y ¢;11 pueden ser igualadas a
Si=s"+20w,s+w? (3.48)

y obtenemos la siguiente equivalencia si tomamos ( = 1

c1 = 2wy,
2
Cit1 = Wy,

(3.49)
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Asi definiendo las constantes ¢; podemos ver los polos del sistema, obtenemos que

1 /
S; — 5 (:i: CZ2 - 4Ci+1 - Ci) (350)

Con lo cual nos cercioramos que los polos del sistema se encuentran en el semiplano izquierdo del

plano complejo, asegurando que el sistema es estable.

3.3.2 Implementando el controlador basado en la carga

Xq

1 1 1 ! 1 If A R
Xd

0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 3.6: Seguimiento de la trayectoria en el eje X con el control basado en la posicion de la
carga

| | I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 3.7: Seguimiento de la trayectoria en el eje Y con el control basado en la posicion de la
carga
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Zz
2.5 r\ ?lq :
Zd
2z

I

Figura 3.8: Seguimiento de la trayectoria en el eje Z con el control basado en la posicion de la
carga

0.4

S_XI

0.2

-02

04l

-0.6

-0.8

Figura 3.9: Convergencia de la superficie de deslizamiento para X
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Sy

Figura 3.10: Convergencia de la superficie de deslizamiento para Y

Sz

S_XI

Figura 3.11: Convergencia de la superficie de deslizamiento para Z

Los resultados de las simulaciones demuestran que desde el controlador basado en la posicién de
la carga se tiene una buena convergencia del sistema a la trayectoria deseada. Al igual, tras varios
ajustes para las ganancias de los regimenes deslizantes concluimos en que la realimentacion es
buena, tiene que ir a la mano de la ganancia de la funcién discontinua. Entre mas grandes eran
las ganancias de la sefial discontinua, mas se podia relajar la retroalimentacion, sin embargo se
debe de tomar en cuenta que los polos no se acerquen a cero, ya que esto genera inestabilidad.
Para el control de Orientacién, se hace un homologo a un controlador PD, donde Kg y kg son
equivalentes a las ganancias proporcionales y derivativas. De esta forma se dieron ajustes primero a
la proporcional para lograr el punto de equilibrio deseado, después las derivativas fueron ajustadas

después para que el la estabilizacion sea suave
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4.1 Descripcion de la plataforma experimental

La plataforma de experimentacién utilizada para este trabajo cuenta con un sistema de vision
Optitrak, el cual proporciona la posicion del cuadrotor y el angulo de guinada. Este envia los
datos por medio de USB a la computadora en tierra, donde es a través del software Motive que se
obtiene el estimado de las posiciones y se envian estos por medio de una aplicacién desarrollada en
Visual C++ a través de un enrutador inalambrico por WiFi. El sistema montado en el cuadrotor
recibe este paquete de datos por medio de los médulos Wi-Fly, los cudles transmiten por medio del
protocolo de comunicacién serial UART la informacion recibida al Procesador Digital de Senales
(DSP). Con la informacién que recibe el sistema del Optitrack como de la IMU, el DSP calcula
el control de posicion y orientacion del vehiculo, de ahi se calcula el empuje necesario para cada
uno de los rotores y estos se convierten en sefiales PWM que son enviados a cada uno de los
controladores electronicos de velocidad (ESC), los cuales accionan cada uno de los motores sin
escobillas del cuadrotor. Se tiene un segundo médulo WiFly montado en el cuadrotor, el cual se
encarga de enviar los datos medidos por los sensores del cuadrotor al enrutador inalambrico, en
donde con una aplicacion desarrollada en Visual C++ es posible ilustrar, analizar e interpretar los

datos de cada experimento.

POSICION

£ ﬁ\
EMP\UJ.K R USB
©

o S
‘LO
WiFi P o

Figura 4.1: Esquema para la implementacion de vuelo del cuadrotor

Ethernet

El cuadrotor utilizado para la experimentacion en este trabajo fue desarrollado en el departamento
de Ingenieria Eléctrica en la Seccién de Mecatrénica. La estructura mecanica del mismo esta

basada en el DJI Flame Wheel ARF Kit F450, el cual cuenta con una robustez en el material asi
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como con un marco de PCB 1til para la conexion de ESC y las baterias. El sistema de cadmaras
Optitrak que se utiliz6 para la experimentacion del sistema fue tanto el ubicado en el laboratorio de
Ingenieria Eléctrica de la Seccién de Mecatronica, asi como en el Laboratorio de Drones ubicado
en el Instituto Tecnolégico Autéonomo de México. La diferencia de estos dos laboratorios fue la
cantidad de cdmaras utilizadas, siendo en el primero un total de doce y en el segundo un total
de cuatro. Los detalles de los componentes eléctricos y electronicos utilizados en el cuadrotor, asi

como del Optitrak se encuentran en las siguientes tablas.

Dispoitivo Caracteristicas
DSP Texas Instruments TMMS320F28335 Alimentacion: 1.3V-3.3V
CPU: 32bits en Arquitectura Harvard
RAM: 4Mbytes
ROM: 128Kbytes
PWM: 12 canales
ADC: 16 canales
3DM-GX4-25 Sistema de referencia
para el direccionamiento de la orientacién
Alimentacion: 3.2V a 36V
Comunicacién: USB 2.0
y RS232 (desde 9600bps a 921600 bps).

WiFly RN-XV Interfase de comunicacién entre
WiFi y UART
EMAX MT2213 Motor sin escobillas para cuadrotor

KV: 935 RPM/V

Cuadro 4.1: Dispositivos eléctricos montados en el cuadrotor.

Dispositivo Caracteristicas
Flex 13 Sensor de imagen
con una resoluciéon de 1280x1024
y una frecuencia de 120Hz
con conexién USB 2.0
OptiHub v2 Cuenta con 6 puertos USB,
alimentacion de 12V a 3.8A y
tasa de transferencias de 480Mbps

Cuadro 4.2: Sistema de vision Optitrack
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4.2 Sintonizacion del controlador

Al momento de realizar las pruebas con el cuadrotor y la carga, se empezd probando el controlador
sin tomar en cuenta la carga, pero si con la misma metodologia descrita en este trabajo de inves-
tigacion, esto para considerar la parte en la que la dindmica de la carga no afecta al cuadrotor y
para verificar si los regimenes deslizantes quedaron propuestos de una manera en la que puedan

suprimir los efectos de la carga en el dron.

Para esto, se propusieron las ganancias del controlador de forma que mostraran un polinomio de
Hurwitz, tal como en las simulaciones. Sin embargo, tras varias pruebas donde se lograba un des-
peje, mas no una estabilidad en la orientacion del cuadrotor se toma la decisiéon de desconectar
el control de posiciéon XY asi como la parte discontinua del controlador para poder acomodar las

ganancias del sistema.

Es aqui donde el sistema queda simplemente con el control de altura y el de orientacion, y se deja
de lado la idea de dejar el polinomio de Hurwitz. Se empieza con el control para la orientacion,
donde este es posible pensarlo como un PD no lineal, donde las ganancias kr v kq son homologas
a las ganancias PD, Primero se aproxima kg a un valor con el cual el sistema se mantenga en una
orientacion deseada, llegando a este se realiza un ajuste a kg, para evitar oscilaciones del sistema

mientras se mantiene la orientacion deseada.

Ya teniendo una orientacién deseada con las ganancias propuestas se procede a darle un ajuste
fino al control de altura, ya que si bien este lograba el despeje del cuadrotor, no era posible llegar
a la altura deseada, razén por la cual se anadié un termino integral al control de altura, con el

cual se logra la altura deseada.

Ya que las ganancias del control de altura, también corresponden a la superficie de deslizamiento
propuesta para el sistema, se procede a conectar los regimenes deslizantes al control, con la con-
signa de que si estos se encuentran presentes, es posible disminuir los valores de la realimentacién

de estados y dejar que quién determine la convergencia del sistema sea el termino discontinuo.

Ya teniendo el control de altura y el de orientacién listo, se procede a conectar el control de posi-
cion XY, que si bien, este alterard la dindmica del control de orientacién, se prueba con ganancias
minimas. De igual forma que con el control de altura, el sistema logra mantenerse en un punto fijo,
sin embargo comienza a divergir, motivo por el cual se decide anadir, al igual que en el control de
altura, una accién integral que ayude a la dinamica del sistema a llegar a la senal de referencia.

A continuacién se presentan las graficas del ultimo vuelo donde se logra que el sistema despegue

solo al igual que se mantengan sin intervencién alguna, en una orientacion deseada.
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4.2.1 Despegue

Posicién del Quadrotor en el eje £ en metros

Posicion del Quadrotor en el eje ¥ en metros

-0.01 —E
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Cuadro 4.3: Ganancias del sistema sin tomar en cuenta la carga
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Figura 4.2: Desplazamiento del cuadrotor en los ejes XY
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Altura del Quadrotor en el eje z en metros

Orientacion del angulo v en grados

Figura 4.3: Desplazamiento del cuadrotor en el eje Z en 4.3a y angulo de guinada del cuadrotor
en (4.3b)
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Figura 4.4: Orientacion de los angulos ¢ y # medido en grados, durante el vuelo

4.2.2 Seguimiento de Trayectoria

A continuacion se muestran las graficas correspondientes al vuelo del sistema con direccién a un
punto fijo. Se decide por el uso de funciones suaves, para, de igual forma evaluar que el sistema

pueda seguir una trayectoria suave. La trayectoria suave con la que contamos se define como
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Figura 4.5: Desplazamiento del cuadrotor en los ejes XY
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Altura del Quadrotor en el eje z en metros
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Figura 4.6: Desplazamiento del cuadrotor en el eje Z en 4.6a y angulo de guinada del cuadrotor

en (4.6b)

63 of 70



Control de un Vehiculo Aereo Transportando una carga con Cable de Longitud Variable &

A

Orientacién del angulo 6 en grados

o
(3]
-
o
-
(5]

Time [s]

N
(5]

15

10

Orientacion del angulo 3 en grados

o
(3]
-
o
-
(3]

Time [s]

(b)

Figura 4.7: Orientacién de los angulos ¢ y # medido en grados, durante el vuelo
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Capitulo 5
Conclusiones

El algoritmo de control aqui buscado sufrié varios cambios durante su desarrollo, desde la btsqueda
de un sistema basado en regimenes deslizantes de orden superior para lograr la estabilizacion
asintotica del sistema dinamico, asi como la posibilidad de extender por medio de la pasividad y
el backstepping la técnica de control tomando como punto inicial la posicién de la carga, hasta

llegar a la orientacion del cuadrotor.

Problemas como las diferencias en la convergencia de las dinamicas debido al hecho de probar el
sistema de control dentro de un simulador que maneja la dindmica de forma discreta, hasta haber
logrado la estabilizaciéon en uno de los planos, sin embargo tener la divergencia del sistema en el
otro plano, fueron areas de oportunidad que prolongaron la culminacién de este proyecto de forma

correcta y completa. De igual forma, se deja planteado el esquema para la resolucion de este como

una coyuntura para su revision y correccion, para después probar su efectividad en un sistema

dindmico real. De igual forma, el estudio de este tema da como conclusiones que:

« El sistema dindmico puede tener de igual forma una solucién si se considera que el desacopla-
miento de dindmicas genera que la del cuadrotor sea tan suave que no genere perturbaciones
a la carga o viceversa, ya que mediante las simulaciones y las pruebas experimentales se logra
ver que, la orientacién del cuadrotor poco afecta a la posicion de la carga, salvo que existan

desplazamientos abruptos es notorio que existe perturbaciones a la carga.

o Asi como se pueden desacoplar las dinamicas, seria de gran utilidad un sistema de control
que considere las salidas planas del sistema para realizar, durante un vuelo, una alternancia

en los controladores, dependiendo de la tarea que se realice.

o Se presenta una forma diferente de ver el problema, sin recurrir a descomponer fuerzas y
a que, las senales de control del sistema, a pesar de extenderse dos grados de libertad, se

mantengan como las de un cuadrotor normal.
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Como trabajo a futuro se puede retomar el esquema de control para buscar su error al momento de
la implementacion, corregirlo y lograr hacer pruebas con él. De ser exitoso, podria implementarse
este controlador a sistemas con vision, siendo este el instrumento que mida la posicion de la carga

con respecto al cuadrotor.
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