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Resumen

La presente tesis se controló la distancia intermolecular de una molécula diáto-

mica mediante un pulso láser, cuya energı́a fue optimizada, ası́ como sus proba-

bilidades de transición. Esto se logró aplicando un algoritmo analı́tico y fácil de

implementar. En particular, se eligió el reciente método Bonilla–Bonilla [1] para

diseñar el control óptimo del sistema cuántico en cuestión. El método Bonilla–

Bonilla ofrece tres ventajas respecto del método de Rabitz: Para empezar, permite

la escritura de una representación de estado de las cantidades estadı́sticas; es decir,

se trabaja con ecuaciones ordinarias y reales. En segundo lugar, el tratamiento de

cantidades estadı́sticas en forma de representación de estado, permite la aplicación

de la teorı́a convencional de control óptimo. Esto implica que su implementación

numérica no necesita algoritmos sofisticados, sino que la solución puede obtenerse

mediante una paqueterı́a común de simulación, como SIMULINK.

III



Abstract

In this thesis, the intermolecular distance of a diatomic molecule was controlled

using a laser pulse, whose energy was optimized, as well as its transition probabili-

ties. This was achieved by applying an analytical and easy-to-implement algorithm.

In particular, the recent Bonilla–Bonilla [1] method was chosen to design the opti-

mal control of the quantum system in question. The Bonilla–Bonilla method offers

three advantages over the Rabitz method: To begin with, it allows the writing of

a state representation of the statistical quantities; That is, you work with ordinary

and real equations. Secondly, the treatment of statistical quantities in the form of

state representation allows the application of conventional optimal control theory.

This implies that its numerical implementation does not require sophisticated al-

gorithms, but rather that the solution can be obtained using a common simulation

package, such as SIMULINK.
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Objetivo

En el presente trabajo, se busca aplicar el método Bonilla–Bonilla para contro-

lar la distancia interatómica de una molécula diatómica, mediante el uso de un

pulso láser optimizando su energı́a
∫ T

0
u2(t)dt, k > 0, ası́ como la probabilidad

de transición molecular. En particular, se considerará que la molécula está aislada

(sin interacción con el medio ambiente), y la interacción interatómica se modelará

mediante el potencial de Morse [2] que, posteriormente, se aproximará a un osci-

lador armónico. En cuanto a la interacción entre la molécula y el láser, se usará

(como es habitual) la aproximación semiclásica del dipolo eléctrico, ası́ como la

función de Mecke
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Índice de tablas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XII

Abreviaturas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1. Introducción 1

2. Estados cuánticos 5
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Capı́tulo 1

Introducción

Desde su aparición en 1960, los láseres han sido empleados como “pares de

tijeras operando a escala molecular” [4] debido a que su frecuencia (de Terahertz a

miles de Terahertz) está en el rango necesario para ocasionar transiciones energéti-

cas de los sistemas moleculares. Esto permitió la utilización del láser como agente

de reacciones quı́micas, al romper o manipular enlaces quı́micos [2]. Esto tiene

una gran repercusión en el desarrollo actual de la industria quı́mica y farmacéutica

[5; 6], ya que economiza el desarrollo de productos. En efecto, la reacción quı́mi-

ca se ocasiona ahora mediante un agente fı́sico (el láser), en lugar de uno quı́mico

(insumos quı́micos). Además, esto reduce el impacto ambiental al evitar la pro-

ducción de desechos quı́micos secundarios. En el ámbito teórico, se busca diseñar

señales láser, de manera óptima, para dirigir moléculas a objetivos especı́ficos,

o para manipular la distancia intermolecular, en escalas de tiempo ultrarrápidas

(de femtosegundos a picosegundos) [2]. Las señales láser deben optimizarse pa-

ra lograr un empleo de mı́nima energı́a durante cada operación molecular. Esto

corresponde a una búsqueda de un control óptimo.
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La aplicación de la teorı́a de control óptimo a sistemas cuánticos se centra en la

minimización simultánea de una funcional J que involucra el estado x y el control

del sistema ẋ = f(x, u) [3]. Esto tiene varias implementaciones, en particular dos:

Por un lado, se puede efectuar el control de un sistema cuántico mediante la mani-

pulación de la estructura algebraica asociada al sistema cuántico, ver por ejemplo

[7]. Por otro lado, existe un estándar que inició el grupo de investigación de Rabitz

en 1988 [8]. Se basa en la aplicación de la teorı́a de control óptimo directamente a

la ecuación de Schrödinger. Esto se logra mediante algoritmos numéricos e iterati-

vos, como en dinámica molecular, donde obtención de soluciones analı́ticas no es

trivial, y generalmente se limita a casos de simetrı́as especiales. Cabe destacar que

en la metodologı́a de Rabitz [8; 9; 10; 11] se trabaja con una ecuación diferencial

parcial que requiere la solución de ecuaciones no lineales acopladas [10]. Ahora

bien, recientemente surgió un método alternativo para controlar sistemas cuánti-

cos, evitando el tratamiento directo de la ecuación de Schrödinger [1]. El método

Bonilla–Bonilla se basa en la incorporación de las cantidades estadı́sticas del sis-

tema cuántico en el estado; de esta manera, se logra la implementación analı́tica

del control sobre el sistema cuántico, haciendo uso de la representación de estado

convencional.

Como se afirma en el prefacio del libro de Polderman & Willems [12], el co-

razón del enfoque del comportamiento es “la noción de un sistema dinámico como

un conjunto de trayectorias temporales, una familia de señales variantes en el tiem-

po, que adquieren valores en un espacio de señal adecuado”.

Esto permite una mejor comprensión de las trayectorias solución del sistema en

estudio, y de la propiedad estructural de alcanzabilidad. También permite analizar

la convergencia entre trayectorias solución del sistema.
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En este trabajo de tesis, se obtienen dos representaciones para describir la dinámi-

ca de los valores medios. La primera representación es un modelo dinámico lineal,

invariante en el tiempo. La segunda representación es una partición mediante mo-

delos lineales, invariantes en el tiempo. El enfoque del comportamiento es la he-

rramienta adecuada para estudiar las convergencias entre ambas representaciones.

Una vez establecida la convergencia entre ambos modelos, se procede a la apli-

cación de técnicas clásicas de control óptimo diseñadas para los sistemas lineales

invariantes en el tiempo.

Dado que para el caso de los sistemas cuánticos es muy importante no solo deter-

minar la trayectoria del estado, sino también la trayectoria de entrada, entonces la

alcanzabilidad del comportamiento es el concepto de alcanzabilidad más preciso

para este tipo de sistemas

En este contexto, en el presente trabajo, se busca aplicar el método Bonilla–

Bonilla para controlar la distancia interatómica de una molécula diatómica, me-

diante el uso de un pulso láser optimizando su energı́a
∫ T

0
u2(t)dt, k > 0, ası́

como la probabilidad de transición molecular. En particular, se considerará que

la molécula está aislada (sin interacción con el medio ambiente), y la interacción

interatómica se modelará mediante el potencial de Morse [2] que, posteriormente,

se aproximará a un oscilador armónico. En cuanto a la interacción entre la molécu-

la y el láser, se usará (como es habitual) la aproximación semiclásica del dipolo

eléctrico, ası́ como la función de Mecke [2]. Es importante volver a señalar que la

aplicación del método Bonilla–Bonilla, por un lado, provee un tratamiento analı́ti-

co y, por otro lado, evita el problema de los métodos numéricos sofisticados que

requieren un análisis extensivo sobre la convergencia.

Para lograr el objetivo antes marcado, la presente tesis está organizada de la
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siguiente manera: En primer lugar, en el Capı́tulo 2, se presentan las herramien-

tas matemáticas básicas de los sistemas cuánticos que se utilizaron en la tesis.

En particular en la Sección 2.1 se revisa el concepto de estado cuántico, para no

confundirlo con el estado de control. En la Sección 2.2 se presenta brevemente

el concepto de operadores cuánticos y en la Sección 2.3, se describen los estados

coherentes que se utilizarán. Después, en el Capı́tulo 3, se justificará y presentará

el modelo matemático del sistema (la molécula diatómica). En las Secciones 3.1,

3.2 y 3.3, se presenta la dinámica del sistema, de los promedios y el de las incer-

tidumbres ası́ como la correlación, respectivamente. En la sección 3.4, se muestra

la representación de estado del sistema en consideración. En cuanto al Capı́tulo 4,

se hará un breve recordatorio sobre la técnica de control óptimo que se utilizó: El

regulador cuadrático lineal. A lo largo de este capı́tulo se mostrará la solución a un

problema de optimización básico, ver Sección 4.2.1. En las Secciones 4.2.2 y 4.2.3

detallaremos los diferentes casos de frontera. En la sección 4.2.4, se presentan los

resultados de la simulación. Ahora bien, en el Capı́tulo 5, teniendo en cuenta los

capı́tulos pasados, se planteará el problema de control óptimo para el sistema an-

tes descrito bajo el método de Bonilla–Bonilla. En la Sección 5.1 se presenta el

problema de optimización a tratar; posteriormente, en la Sección 5.2, se realizan

las representaciones de estado incrementales del sistema. En la Sección 5.4, se ob-

tiene la solución incremental. En las Secciones 5.5 y 5.6, se calcularon el estado

de frontera fijo y libre. En la Sección 5.7, se incorpora el concepto de resonan-

cia en el sistema. Posteriormente, en el Capı́tulo 6, se abordan las simulaciones y

resultados obtenidos en la tesis. En la Sección 6.1, se enlistan los parámetros del

sistema; mientras que en la Sección 6.2 se muestran los resultados de la simulación.

Finalmente, en el Capı́tulo 7, se presentan las conclusiones.
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Capı́tulo 2

Estados cuánticos

Contenido: Se presentan las herramientas matemáti-

cas básicas de los sistemas cuánticos.

2.1. Definición

A raı́z de los experimentos sobre la interacción entre materia y radiación (cuerpo

negro, espectros quı́micos, efecto fotoeléctrico, entre otros [13]), se descubrió que

los sistemas microscópicos no pueden ser descritos mediante fı́sica clásica. En

su lugar, se desarrolló la fı́sica cuántica que describe la información experimental

relacionada con los sistemas microscópicos, como bien lo describió el mismo Niels

Bohr:

The entire formalism is to be considered as a tool for deriving predictions, of

definite or statistical character, as regards information obtainable under experi-

mental conditions described in classical terms [· · · ] under well-defined experi-
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mental conditions.[14]

El formalismo completo debe considerarse como una herramienta para derivar

predicciones, de carácter definido o estadı́stico, en lo que respecta a la informa-

ción obtenible bajo condiciones experimentales descritas en términos clásicos [· ·

· ] bajo condiciones experimentales bien definidas..[14]

Dicho de otra manera, la fı́sica cuántica no estudia el objeto microscópico en sı́,

sino que describe la información experimental asociada a éste. Por esta razón, se

introdujo el concepto de estado cuántico1 |ψ(t)⟩, como sigue: El estado cuántico

|ψ(t)⟩ es un objeto matemático que contiene toda la información experimental

extraı́ble de un sistema microscópico, para todo instante de tiempo t. Se puede

probar que el estado cuántico es un vector perteneciente a un espacio de Hilbert

[15].

Como se indicó anteriormente, los sistemas microscópicos carecen de una descrip-

ción determinista. Por este motivo, se necesita adoptar un enfoque probabilı́stico

en fı́sica cuántica. Esto significa que, en general, las mediciones hechas sobre el

sistema tendrán un resultado indeterminado; por lo cual, sólo se puede hablar de

la probabilidad de detectar, por ejemplo, un valor de energı́a.

Sea un sistema microscópico cuya preparación experimental esté descrita en

términos de mediciones de energı́a E0, E1, · · · . El estado cuántico que describe la

preparación experimental de ese sistema está dado por

|ψ(t)⟩ = c0(t)|0⟩+ c1(t)|1⟩+ · · ·+ ck(t)|k⟩+ · · · , (2.1)

con c0(t), c1(t), · · · ∈ C.
1No confundir con el estado empleado en el contexto de teorı́a de control.
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La suma de estados indica la posible detección de los respectivos valores. Dicho

de otra manera, si sumamos los estados2 |0⟩, |1⟩, · · · significa que es posible de-

tectar los valores de energı́a E0, E1, · · · . La probabilidad de detección P (Ek) de

la energı́a Ek está dada por el coeficiente ck, ver (2.1), de la siguiente manera

PEk
(t) = |ck(t)|2. (2.2)

Por otro lado, como se mencionó anteriormente, los estados cuánticos son vec-

tores pertenecientes a un espacio de Hilbert. Por esta razón se puede definir un

producto escalar. Para dos estados |ψ1(t)⟩ y |ψ2(t)⟩ su producto escalar está dado

por el producto ⟨ψ1(t)|ψ2(t)⟩ ∈ C, para más detalles sobre las propiedades del

producto escalar ver [16]. En particular, para los estados relacionados con detec-

ciones de cantidades medibles, como energı́a, entre otros,

⟨k1|k2⟩ = δk1,k2 (2.3)

donde δk1,k2 = 1 siempre y cuando k1 = k2, de otra manera el resultado es cero.

Esto nos permite reescribir la probabilidad de detección de valores observables. En

efecto, partiendo de (2.1) y tomando en cuenta (2.3), podemos escribir PEk
(t) =

|ck(t)|2 =
∣∣⟨k|ψ(t)⟩∣∣2.

Es importante notar que se puede demostrar [16] que la probabilidad de detectar

una preparación experimental descrita por un estado cuántico |α2(t)⟩, dado que el

sistema se preparó experimentalmente de acuerdo al estado cuántico |α1(t)⟩ está

dada por
2En la literatura a estos estados de energı́a bien definida se les conoce como “estados estacio-

narios”.
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P|α1⟩7→|α2⟩ =
∣∣⟨α1(t)|α2(t)⟩

∣∣2 . (2.4)

A esta probabilidad se le conoce como “probabilidad de transición” entre los esta-

dos |α1(t)⟩ y |α2(t)⟩.

2.2. Observables

En la Sección anterior, se describió al sistema microscópico en función de posi-

bles eventos y sus respectivas probabilidades. Ahora bien, recordemos que la fı́sica

cuántica se basa en la descripción experimental de un sistema microscópico; por

lo cual, se necesita expresar los promedios de las mediciones realizadas sobre el

sistema. Para ello, necesitamos un objeto matemático que esté relacionado con los

medidores de cantidades fı́sicas observables (energı́a, posición, momento, entre

otros) que llamaremos observable3. Sea una cantidad fı́sica observable A, el ob-

servable Â es el objeto matemático que contiene toda la información extraı́ble del

medidor de dicha cantidad; es decir, los valores medibles con sus respectivas uni-

dades, a0, a1, · · · . Cabe destacar que el observable de energı́a tiene la peculiaridad

de escribirse Ĥ por razones históricas. Se puede probar que los observables cuánti-

cos son transformaciones lineales hermı́ticas sobre el espacio de Hilbert [16]. A

estas transformaciones lineales también se les llama operadores.

En el contexto de la información experimental relacionada con los medidores,

necesitamos expresar el promedio, que corresponden a la mejor estimación de

una medición. Sea un sistema preparado experimentalmente de acuerdo al esta-
3Es importante recalcar que el término observable en cuántica se refiere al medidor de una

cantidad experimentalmente observable; no confundir con el concepto de observabilidad en teorı́a
de control.
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do cuántico |ψ(t)⟩. Al medir un observable Â, los valores posibles son a0, a1, · · · ,

con probabilidades de ocurrencia Pa0 , Pa1 , · · · respectivamente. El promedio ⟨Â⟩

de la medición está dado por ⟨Â⟩ =
∑

k akPak . Tomando en cuenta la manera de

calcular las probabilidades de detección (2.2), se puede demostrar que el promedio

del observable Â dado que el sistema tiene un estado cuántico |ψ(t)⟩ está dado por

[16],

⟨Â⟩ = ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩. (2.5)

Como se indicó en la cita de Bohr, los sistemas microscópicos están descritos me-

diante medidores clásicos. Por lo cual, una condición para fijar la estructura ma-

temática de los sistemas cuánticos se conoce como principio de correspondencia:

El promedio de las ecuaciones dinámicas clásicas son válidas para los sistemas

cuánticos. Se puede probar que esta condición se satisface si y sólo si los opera-

dores de posición X̂ y momento P̂ no conmutan de la siguiente manera X̂P̂ =

P̂X̂ + iℏI. Esto se puede reescribir utilizando el conmutador [X̂, P̂] .= X̂P̂− P̂X̂;

con lo cual [X̂, P̂] = iℏI.

Por otro lado, debemos recordar que hay una indeterminación inherente en

las mediciones de los sistemas cuánticos. Por ello, es imposible determinar con

infinita precisión los valores de posición y momento de manera simultánea. Esto

se conoce como la desigualdad de Heisenberg. Esta relación indica de qué manera

se relacionan las incertidumbres4 de las mediciones de posición σX y momento

σP

4La incertidumbre es la mejor estimación de la dispersión de los valores detectados en una
medición.
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σXσP ≥ ℏ
2
. (2.6)

Dicho de otra manera, las preparaciones experimentales, indicadas por el estado

cuántico, están limitadas por la desigualdad de Heisenberg, donde el mı́nimo del

producto de incertidumbres es ℏ
2
.

2.3. Estados coherentes

Sea un oscilador armónico de masam y frecuencia natural ω0. Clásicamente su

energı́a total está dada por E = 1
2m
p2 + 1

2
mω2

0x
2. Por el principio de cuantización,

el operador de energı́a, también conocido como Hamiltoniano en la literatura, se

expresa de la siguiente forma,

Ĥ =
1

2m
P̂2 +

1

2
mw2

0X̂
2. (2.7)

Como se mencionó en la Sección anterior, el principio de correspondencia in-

dica que el promedio de las ecuaciones dinámicas clásicas son válidas para los

sistemas cuánticos. Por lo tanto, para un oscilador armónico cuántico, el compor-

tamiento,Bosc−ar, de los promedios de posición ⟨X̂⟩ y momento ⟨P̂⟩, esta definido

por:

 d
dt

mw2
0

− 1
m

d
dt


⟨P̂⟩
⟨X̂⟩

 = 0. (2.8)

Estamos interesados en las soluciones suaves (funciones infinitamente diferencia-

bles) no triviales de (2.8), que satisfacen el mı́nimo de la desigualdad de Heisen-
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berg, (2.6), esto es:5

Bosc−ar
.
=


(
⟨P̂ ⟩ , ⟨X̂⟩

)
∈ C∞

(
R,R2

) ∣∣∣
 d

dt
mw2

0

− 1
m

d
dt


⟨P̂ ⟩
⟨X̂⟩

 = 0 & σxσp =
ℏ
2


(2.9)

2.3.1. Caracterización de los estados coherentes

Para el caso de un oscilador armónico, existen operadores de descenso, â, y

de ascenso, â†, cuyos efectos son â|n⟩ =
√
n|n − 1⟩ y â†|n⟩ =

√
n+ 1|n + 1⟩,

respectivamente. Los operadores de posición X̂ y momento P̂ se pueden expresar

mediante los operadores de descenso, â, y de ascenso, â†, de la siguiente manera

[16]:

 X̂ =
√

2ℏ
mw0

â+â†

2

P̂ =
√
2ℏmw0

â−â†

2i .
(2.10)

Un estado coherente, |α⟩, para el caso de un oscilador armónico, corresponde

a la siguiente superposición de estados estacionarios
{
|n⟩
}

|α(t)⟩ = exp

(
−1

2

∣∣α(t)∣∣2) ∞∑
n=1

αn(t)√
n!

|n⟩ , (2.11)

con α(t) ∈ C.

Recordemos que el estado coherente |α(t)⟩ reproduce el comportamiento no trivial

de (5.2)
5Dado que se está restringiendo a funciones suaves, las soluciones débiles y fuertes de (2.8)

coinciden (cf. teorema 2.3.11 de [12])
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⟨P̂⟩
⟨X̂⟩

 =

−mw0A sin(w0t+ ϕ)

A cos(w0t+ ϕ)

 , (2.12)

donde A (̸= 0 ) es la amplitud y ϕ es el desfasamiento de la oscilación promedios.

Equivalentemente, podemos expresar el promedio de la posición ⟨X̂⟩ mediante

exponenciales complejas,

⟨X̂⟩ = A
exp(iϕ) exp(iw0t) + exp(−iϕ) exp(−iw0t)

2
. (2.13)

Alternativamente, de (2.10) y (2.5), el promedio de la posición ⟨X̂⟩ también se

puede expresar como:

⟨X̂⟩ =
√

2ℏ
mw0

⟨α(t)|̂a|α(t)⟩+ ⟨α(t)|̂a†|α(t)⟩
2

. (2.14)

Con el fin de calcular la probabilidad de transición entre dos estados cohe-

rentes, es necesario expresar primero α(t) en términos de los parámetros del fasor

(A,w0, ϕ). Tomando en cuenta las dos expresiones para el promedio de la posición

(2.13) y (2.14), se deduce que,

 A exp(iϕ) exp(iw0t) =
√

2ℏ
mw0

⟨α(t)|̂a|α(t)⟩

A exp(−iϕ) exp(−iw0t) =
√

2ℏ
mw0

⟨α(t)|̂a†|α(t)⟩ .
(2.15)

Para satisfacer (2.15), ⟨α(t)|̂a|α(t)⟩ = α(t) ∈ C. Esto quiere decir que el estado

coherente |α(t)⟩ es un vector propio unitario del operador â:

â |α(t)⟩ = α(t) |α(t)⟩ , ⟨α(t)|α(t)⟩ = 1. (2.16)
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De esta manera, la variable α(t) y los parámetros del fasor (A,w0, ϕ), están rela-

cionados como sigue:

α(t) =

√
mw0

2ℏ
A exp(iϕ) exp(iw0t), (2.17)

lo cual puede reescribirse como

α(t) = α(0) exp(iw0t), (2.18)

con

α(0) =

√
mw0

2ℏ
A exp(iϕ). (2.19)

2.3.2. Producto de dos estados coherentes

Para el cálculo de la probabilidad de transición entre dos estados coherentes

|α1(t)⟩ y |α2(t)⟩, también necesitamos determinar el producto de ambos estados.

Al ser estados coherentes, sus estados se expresan de la siguiente manera,

|α1(t)⟩ = exp

(
−1

2
|α1|2

) ∞∑
k1=1

αk1
1√
k1!

|k1⟩ , (2.20)

|α2(t)⟩ = exp

(
−1

2
|α2|2

) ∞∑
k2=1

αk2
2√
k2!

|k2⟩ . (2.21)

Recordemos que las variables α1(t) y α2(t) están dadas por

α1(t) =

√
mw0

2ℏ
A1 exp

(
i (w0t+ ϕ1)

)
, (2.22)
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α2(t) =

√
mw0

2ℏ
A2 exp

(
i (w0t+ ϕ2)

)
. (2.23)

El producto de ambos estados coherentes (2.20) y (2.21) corresponde a,

〈
α1(t)|α2(t)

〉
= exp

(
−1

2
|α2|2

)
exp

(
−1

2
|α1|2

) ∞∑
k1=1

∞∑
k2=1

(α∗
1)

k1(α2)
k2

√
k1!

√
k2!

⟨k1|k2⟩ .

(2.24)

Dado que |k1⟩ y |k2⟩ son estados cuánticos de energı́a bien definida, entonces son

ortonormales, i.e. ⟨k1|k2⟩ = δk1,k2 . Por lo cual,

〈
α1(t)|α2(t)

〉
= exp

(
−1

2
|α2|2

)
exp

(
−1

2
|α1|2

) ∞∑
k=1

(α∗
1α2)

k

k!

= exp

(
−1

2
|α2|2

)
exp

(
−1

2
|α1|2

)
exp(α∗

1α2).

(2.25)

Es decir,

〈
α1(t)|α2(t)

〉
= exp

(
−1

2

(
|α2|2 − 2α∗

1α2 + |α1|2
))

. (2.26)

2.3.3. Probabilidad de transición

Sean dos trayectorias,

⟨P̂1⟩

⟨X̂1⟩

 y

⟨P̂2⟩

⟨X̂2⟩

 soluciones no triviales de (2.26).

El diagrama de fase de cada solución sigue las trayectorias elı́pticas mostradas en

la Figura 2.1, ver (2.12). Cada trayectoria, solución de (2.26), está determinada por

el fasor (A,w0, ϕ) que determina los estados coherentes asociados.
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Figura 2.1: Diagrama fase de los promedios de un estado coherente

Como se mencionó en la Sección anterior, la probabilidad de transición entre

los estados |α1(t)⟩ y |α2(t)⟩, está dada por (2.4). Si tomamos en cuenta el producto

(2.26), entonces, la probabilidad de transición entre dos estados coherentes es,

P|α1⟩7→|α2⟩ = exp

(
−
(
|α2|2

)
−
(
α1α

∗
2 + α∗

1α2 + |α1|2
))

= exp

(
−
(
|α2|2 − 2Re (α∗

1α2)
)
+ |α1|2

)
.

(2.27)

Esto se puede reescribir mediante las tripletas (A1, w0, ϕ1) y (A2, w0, ϕ2) tomando

en cuenta (2.22) y (2.23).

P|α1⟩7→|α2⟩ = exp

(
−mw0

2ℏ
(
A2

2 − 2A1A2 cos(ϕ2 − ϕ1) + A2
1

))
. (2.28)
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Capı́tulo 3

Modelo matemático

Contenido: Se obtienen dos representaciones de esta-

do desacopladas (valores medios e incertidumbres) de

la molécula diatómica caracterizada mediante el po-

tencial de Morse, sometida a la acción de un pulso

láser.

Consideremos una molécula diatómica de masa reducida1 m, cuyo único grado

de libertad es la distancia interatómica q. La interacción interatómica está descrita

por el potencial de Morse [2],

V0(q) = D0

(
exp

(
−β (q − q0)

)
− 1
)2

−D0, (3.1)

1Para una molécula de dos átomos de masas m1 y m2, la masa reducida m de la molécula es
1
m = 1

m1
+ 1

m2
. La masa reducida de la molécula puede entenderse como la masa aparente del

sistema atómico.
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donde q0 = 1,821 [a0], es la distancia interatómica de equilibrio, β = 1,189/kx

[m−1] siendo el factor de escalamiento kx = 0,5291 × 10−10 [m/a0] y D0 =

0,1994ke [J ] donde su factor de escalamiento es ke = 4,359×10−18. Cabe destacar

que los coeficientes D0 y β están relacionados, respectivamente, con la profundi-

dad y el ancho del potencial de Morse. La energı́a total de la molécula está dada

entonces por E0 = 1
2m
p2 + V0(q) donde m = 2,823× 10−26 [kg] es la masa redu-

cida. La molécula considerada estará sometida a la acción externa de un láser. Por

simplicidad se utilizó la aproximación semiclásica. Esto implica que la interacción

del láser linealmente polarizado con la molécula de momento dipolar eléctrico µ,

está dada por

Vext(q, t) = −ϵ(t)µ(q) (3.2)

con ϵ(t), el campo eléctrico producido por el láser. En lo que resta del trabajo, se

supondrá un momento dipolar eléctrico está dado

µ(q) = µ0q exp

(
− q

q∗

)
(3.3)

donde µ0 = 3,088ke [J ] y q∗ = 0,6 [a0].

Al cuantizar este sistema, a la posición q, al momento p y a la energı́a E se les

asocia sus respectivos operadores Q̂, P̂ y Ĥ, con la condición de no conmutatividad

[Q̂, P̂] = iℏI. El Hamiltoniano total de la molécula está dado entonces por,

Ĥ(t) =
1

2m
P̂2 + V (Q̂, t), (3.4)

donde V (Q̂, t) es la contribución de la interacción interna de la molécula V0(Q̂) y

el potencial ejercido por el agente externo Vext(Q̂, t), es decir,
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V (Q̂, t) = V0(Q̂) + Vext(Q̂, t). (3.5)

Explı́citamente,

V0(Q̂) = D0

(
exp

(
−β
(
Q̂− q01

))
− 1

)2

−D01, (3.6)

Vext(Q̂, t) = −ϵ(t)µ(Q̂), (3.7)

µ(Q̂) = µ0Q̂ exp

(
− Q̂
q∗

)
. (3.8)

Recordar que el objetivo es tratar la dinámica de este sistema cuántico mediante

el uso de teorı́a de control. Para facilitar este fin, aproximaremos V (Q̂, t) mediante

una serie de Taylor truncada a segundo orden, alrededor de Q̂0. Por lo cual,

V (Q̂, t) = V0(t)1 +
∞∑
i=1

Vi(t)X̂
i ≈ V0(t)1 + V1(t)X̂ +

1

2
V2(t)X̂

2, (3.9)

donde X̂ .
= Q̂− q01.

La expresión del coeficiente V0(t) es

V0(t) = V (Q̂, t)
∣∣∣
Q̂=q0

= V0(t) = −(D0 + ϵ(t)µ0 q0 exp(− q0
x∗

)). (3.10)

En lo que respecta V1(t), su expresión está dada por,
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V1(t) =
∂

∂Q̂
V (Q̂, t)

∣∣∣
Q̂=q0

= −2βD0(exp(−β(Q̂− q01))

−1) exp(−β(Q̂− q01))− ϵ(t)µ0

(
1− Q̂

q∗

)
exp

(
−Q̂
q∗

)∣∣∣
Q̂=q0

,

V1(t) = −ϵ(t)µ0

(
1− q0

q∗

)
exp

(
−q0
q∗

)
.

(3.11)

Dicho de otra manera,

V1(t) = ϵ(t)V1, (3.12)

donde

V1 = µ0

(
q0
q∗

− 1

)
exp

(
−q0
q∗

)
. (3.13)

Finalmente, V2(t) está dada por,

V2(t) =
∂

∂Q̂2
V (Q̂, t)

∣∣∣
Q̂=q0

=

= 2β2D0 exp(−β(Q̂− q01))(2 exp(−β(Q̂− q01))− 1) + ϵ(t)

(
µ0

q∗

)
exp

(
− Q̂
q∗

)

+ϵ(t)

(
µ0

q∗

)(
1− Q̂

q∗

)
exp

(
− Q̂
q∗

)∣∣∣
Q̂=q0

,

= 2β2D0 − ϵ(t)

(
µ0

q∗

)(
2− q0

q∗

)
exp

(
−q0
q∗

)
.

(3.14)

Lo cual se puede reescribir como,
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V2(t) = 2β2D0 − ϵ(t)V2, (3.15)

con

V2 =

(
µ0

q∗

)(
q0
q∗

− 2

)
exp

(
−q0
q∗

)
. (3.16)

De esta manera, se está aproximando a segundo orden el potencial de Morse y

el momento dipolar eléctrico, como se ilustra en las Figuras 3.1 y 3.2, respectiva-

mente.

Figura 3.1: Potencial de morse para una molécula diatómica
El potencial de Morse (curva negra) caracteriza una molécula diatómica. Este pro-
blema de dos cuerpos se puede reducir a un sistema unidimensional de masa redu-
cida m. Este potencial puede aproximarse en la vecindad del punto de equilibrio
(punto rojo) mediante un oscilador armónico (curva azul).
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Figura 3.2: Momento dipolar eléctrico de la molécula diatómica
En este trabajo se asume que el momento dipolar de la molécula diatómica se des-
cribe mediante (3.5) y se ilustra con la curva negra. Recuerde que el momento
dipolar eléctrico se puede entender como una “inercia eléctrica” para un dipolo
eléctrico. En una vecindad del punto de equilibrio (punto rojo) del momento dipo-
lar, se puede aproximar mediante una parábola.

3.1. Dinámica del sistema

Como se explicó en el Capı́tulo anterior, el estado cuántico |ψ(t)⟩ describe la

preparación experimental del sistema. De aquı́ en adelante se supondrá que el sis-

tema está unı́vocamente descrito por una sola preparación experimental; es decir,

el sistema tiene solamente un estado cuántico |ψ(t)⟩ asociado2. En este caso, la

dinámica de |ψ(t)⟩ se rige por la ecuación de Schrödinger:

d

dt
|ψ(t)⟩ = −i

1

ℏ
Ĥ(t)|ψ(t)⟩, |ψ(0)⟩ = |ψ0⟩, (3.17)

donde Ĥ(t) corresponde al Hamiltoniano total del sistema. Para obtener una repre-
2Los sistemas que tienen asociados un solo estado cuántico, se dice que están en un “estado

puro”. A diferencia de los sistemas que no tienen una preparación experimental bien determinada,
por lo cual tendrán varios estados cuánticos asociados; en este caso, se dice que el sistema está en
un “estado mezcla”.

21



sentación de estado del sistema cuántico se trabajo con los momentos estadı́sticos

del sistema, en particular, los promedios, las incertidumbres y las correlaciones

de posición y momento. Por este motivo, necesitamos la ecuación dinámica de

cualquier promedio.

El teorema de Ehrenfest es un teorema empleado en mecánica cuántica [17] que

relaciona la derivada temporal del promedio de un observable, con el promedio de

su conmutador con el operador Hamiltoniano,

d

dt
⟨Â⟩ =

〈[Â, Ĥ]
iℏ

〉
+ ⟨∂Â

∂t
⟩ , (3.18)

donde Ĥ es el operador Hamiltoniano asociado a la molécula (3.4).

Recuerde que para dos operadores Â y B̂, su conmutador
[
Â, B̂

]
está dado por,

[
Â, B̂

]
= ÂB̂− B̂Â. (3.19)

Tome en cuenta que los operadores de posición y momento, X̂ y P̂, satisfacen el

siguiente conmutador
(
cf. [E − 29] [c1] §IIE,2.a

)
[
X̂, P̂

]
= iℏ1. (3.20)

De la definición de conmutador (3.19), si tomamos en cuenta el conmutador (3.20),

entonces, podemos deducir las siguientes expresiones:

[
P̂, X̂n

]
= −iℏnX̂n−1,

[
P̂, P̂X̂

]
=
[
P̂, X̂P̂

]
= −iℏP̂, (3.21)

[
X̂, P̂n

]
= iℏnP̂n−1,

[
X̂, X̂P̂

]
=
[
X̂, P̂X̂

]
= iℏX̂. (3.22)
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Cabe destacar que los estados propios de los operadores, X̂ y P̂, se denotan,

respectivamente, por |x⟩ y |p⟩, por lo cual se obtienen las siguientes ecuaciones de

valores propios:


X̂ |x⟩ = x |x⟩ , ⟨x| X̂ = x ⟨x|

P̂ |p⟩ = p |p⟩ , ⟨p| P̂ = p ⟨p|

(3.23)

Por otro lado se sabe que cuando dos operadores satisfacen el conmutador

(3.20), la matriz exponencial, exp
(

iδP̂
ℏ

)
tiene por efecto una traslación en la po-

sición,

⟨x| exp

(
iδP̂
ℏ

)
|ψ⟩ = ψ(x+ δ), (3.24)

donde ψ(x + δ) = ⟨x+ δ|ψ⟩. Además , dado que, 0 < δ ≪ 1 entonces la matriz

puede ser linealizada:

exp

(
iδP̂
ℏ

)
= 1 +

iδP̂
ℏ

+O(δ2). (3.25)

Entonces, sustituyendo (3.25) en (3.24), se tiene a primer orden en δ:

ψ(x) +
iδ
ℏ
⟨x|P̂|ψ⟩ = ψ(x+ δ) +O(δ2), (3.26)

dondeψ(x) = ⟨x|ψ⟩. Despejando
〈
x|P̂|ψ

〉
y tomando el limite, δ → 0, se obtiene:

〈
x|P̂|ψ

〉
= −iℏ lim

δ→0

ψ(x+ δ)− ψ(x)

δ
+ lim

δ→0
O(δ) = −iℏ

∂

∂x
ψ (3.27)
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En las secciones siguiente, aplicaremos la ecuación dinámica (3.18) para los

promedios, las incertidumbres y la correlación.

3.2. Dinámica de los promedios ⟨X̂⟩ y ⟨P̂⟩

Dado que los observables de posición X̂ y momento P̂ no dependen explı́cita-

mente del tiempo t; entonces ∂X̂
∂t

= 0 y ∂P̂
∂t

= 0. Al aplicar la expresión (3.18), la

dinámica del promedio de la posición ⟨X̂⟩ está dada por,

d

dt
⟨X̂⟩ = − i

ℏ

〈 [
X̂, Ĥ

] 〉
= − i

ℏ

〈[
X̂,

1

2m
P̂2 + V

(
X̂, t
)]〉

= − i

2mℏ

〈 [
X̂, P̂2

] 〉
= − 2i2ℏ

2mℏ
⟨P̂⟩ , (3.28)

por lo cual,

d

dt
⟨X̂⟩ = 1

m
⟨P̂⟩ . (3.29)

En lo que concierne al promedio del momento ⟨P̂⟩, procedemos análogamente,
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d

dt
⟨P̂⟩ = − i

ℏ

〈 [
P̂, Ĥ

] 〉
= − i

ℏ

〈[
P̂,

1

2m
P̂2 + V (X̂, t)

]〉

= − i

ℏ

〈 [
P̂, V (X̂, t)

] 〉
= − i

ℏ

〈[
P̂, V0(t)I+ V1(t)X̂ +

1

2
V2(t)X̂

2

]〉
= − i

ℏ

(
V1(t)

〈 [
P̂, X̂

] 〉
+

1

2
V2(t)

〈 [
P̂, X̂2

] 〉)
= +

i2ℏ
ℏ
V1(t) + 2

i2

ℏ
ℏ
1

2
V2(t) ⟨X̂⟩ , (3.30)

es decir,

d

dt
⟨P̂⟩ = −V2(t) ⟨X̂⟩ − V1(t). (3.31)

Tomando en cuenta (3.12) y (3.15), la dinámica del promedio del momento toma

la siguiente forma,

d

dt
⟨P̂⟩ =

(
−2β2D0 + ϵ(t)V 2

)
⟨X̂⟩ − ϵ(t)V1. (3.32)

3.3. Dinámica de las incertidumbres σX y σP , y la

correlación σXP

Ahora se procede a calcular la dinámica de la incertidumbre de posición σX
y momento σP , ası́ como la correlación entre posición y momento σXP . Tome en

cuenta que, por definición
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σ2
P (t) = ⟨P̂2⟩ (t)− ⟨P̂⟩

2
(t), (3.33)

σ2
X(t) = ⟨X̂2⟩ (t)− ⟨X̂⟩

2
(t), (3.34)

σXP (t) =
〈(X̂P̂ + P̂X̂

)
2

〉
− ⟨X̂⟩ ⟨P̂⟩ . (3.35)

(a) Incertidumbre del momento σP . Para el cálculo de la incertidumbre, primero

debemos determinar el promedio del cuadrado del momento ⟨P̂2⟩ aplicando la

expresión (3.18).

d

dt
⟨P̂2⟩ = −i i

ℏ

〈[
P̂2,

1

2m
P̂2 + V (X̂, t)

]〉
= − i

ℏ

〈[
P̂2, V1(t)X̂ +

1

2
V2(t)X̂

2

]〉
,

= − i

ℏ
V1(t)

〈 [
P̂2, X̂

] 〉
− i

ℏ
1

2
V2(t)

〈 [
P̂2, X̂

]
X̂− X̂

[
X̂, P̂2

] 〉
,

=
i

ℏ
iℏ2V1(t) ⟨P̂⟩ −

i

ℏ
1

2
V2(t) (−iℏ2)

〈
P̂X̂ + X̂P̂

〉
, (3.36)

d

dt
⟨P̂2⟩ = −2V1(t) ⟨P̂⟩ − 2V2(t)

〈(P̂X̂ + X̂P̂
)

2

〉
. (3.37)

Para calcular la dinámica de la incertidumbre σP , recordemos su definición (3.33).

Al tomar en cuenta (3.37), la derivada del promedio del momento (3.31), ası́ como

la definición de la correlación (3.35), se obtiene:
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d

dt
σ2
P (t) =

d

dt
⟨P̂2⟩ − 2 ⟨P̂⟩ d

dt
⟨P̂⟩

= −2V1(t) ⟨P̂⟩ − 2V2(t)
〈(P̂X̂ + X̂P̂

)
2

〉
− 2 ⟨P̂⟩

(
−V2(t) ⟨X̂⟩ − V1(t)

)
= −2V2(t)

〈
(
P̂X̂ + X̂P̂

)
2

〉
− ⟨P̂⟩ ⟨X̂⟩

 . (3.38)

Es decir,

d

dt
σ2
P (t) = −2V2(t)σXP (t). (3.39)

Al recordar la expresión (3.15) del coeficiente V2(t), la ecuación dinámica toma la

siguiente forma:

d

dt
σ2
P (t) = −2

(
2β2D0 − ϵ(t)V2

)
σXP (t). (3.40)

(b) Incertidumbre de la posición σX . Para el cálculo de la incertidumbre, primero

debemos determinar el promedio del cuadrado de la posición ⟨X̂2⟩ aplicando la

expresión (3.18).
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d

dt
⟨X̂2⟩ = − i

ℏ

〈[
X̂2,

1

2m
P̂2 + V

(
X̂, t
)]〉

= − i

ℏ
1

2m

〈 [
X̂2, P̂2

] 〉
= − i

ℏ
1

2m

〈
X̂
[
X̂, P̂2

]
+
[
X̂, P̂2

]
X̂
〉

= − i

ℏ
1

2m
(iℏ2)

〈
X̂P̂ + P̂X̂

〉
. (3.41)

Dicho de otra manera,

d

dt

〈
X̂2
〉
=

2

m


〈
X̂P̂ + P̂X̂

〉
2

 . (3.42)

Para calcular la dinámica de la incertidumbre σX , recordemos su definición (3.34).

Al tomar en cuenta (3.42), la derivada del promedio de la posición (3.29), ası́ como

la definición de la correlación (3.35), se obtiene:

d

dt
σ2
X(t) =

d

dt
⟨X̂2⟩ − 2 ⟨X̂⟩ d

dt
⟨X̂⟩

=
2

m


〈
X̂P̂ + P̂X̂

〉
2

− 2 ⟨X̂⟩ 1

m
⟨P̂⟩

d

dt
σ2
X(t) =

2

m
σXP (t). (3.43)

(c) Correlación σXP entre la posición y el momento. Para el cálculo de la corre-

lación, primero debemos determinar el promedio de los productos entre posición

y momento ⟨X̂P̂⟩, ⟨P̂X̂⟩ y ⟨X̂⟩⟨P̂⟩ aplicando la expresión (3.18). Empecemos con-
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siderando ⟨X̂P̂⟩.

d

dt
⟨X̂P̂⟩ = − i

ℏ

〈[
X̂P̂,

1

2m
P̂2 + V (X̂, t)

]〉
= − i

ℏ
1

2m

〈 [
X̂P̂, P̂2

] 〉
− i

ℏ
V1(t)

〈 [
X̂P̂, X̂

] 〉
− i

ℏ
1

2
V2(t)

〈 [
X̂P̂, X̂2

] 〉
= − i

ℏ
1

2m

〈 [
X̂P̂, P̂

]
P̂ + P̂

[
X̂P̂, P̂

] 〉
− i

ℏ
V1(t)(−iℏ) ⟨X̂⟩

− i

ℏ
1

2
V2(t)

〈 [
P̂X̂, X̂

]
X̂ + X̂

[
P̂ X̂, X̂

] 〉
= − i

ℏ
1

2m
(iℏ)2 ⟨P̂2⟩ − V1(t) ⟨X̂⟩ −

i

ℏ
1

2
V2(t)(−iℏ)2 ⟨X̂2⟩ . (3.44)

Por lo cual,

d

dt
⟨X̂P̂⟩ = 1

m
⟨P̂⟩

2
− V1(t) ⟨X̂⟩ − V2(t) ⟨X̂⟩

2
. (3.45)

Procedamos análogamente con el producto ⟨P̂X̂⟩.

d

dt
⟨P̂X̂⟩ = − i

ℏ

〈[
P̂X̂,

1

2m
P̂2 + V (X̂, t)

]〉
= − i

ℏ
1

2m

〈 [
P̂X̂, P̂2

] 〉
− 1

ℏ
V1(t)

〈 [
P̂X̂, X̂

] 〉
− i

ℏ
1

2
V2(t)

〈 [
P̂X̂, X̂2

] 〉
= − i

ℏ
1

2m

〈 [
P̂X̂, P̂

]
P̂ + P̂

[
P̂X̂, P̂

] 〉
− i

ℏ
V1(t)(−iℏ) ⟨X̂⟩

− i

ℏ
1

2
V2(t)

〈 [
P̂X̂, X̂

]
X̂ + X̂

[
P̂X̂, X̂

] 〉
= − i

ℏ
1

2m
(iℏ)2 ⟨P̂⟩ − V1(t) ⟨X̂⟩ −

i

ℏ
1

2
V2(t)(−iℏ)2 ⟨X̂2⟩ , (3.46)

entonces,

29



d

dt
⟨P̂X̂⟩ = 1

m
⟨P̂⟩ − V1(t) ⟨X̂⟩ − V2(t) ⟨X̂⟩

2
. (3.47)

Finalmente, determinemos el producto ⟨X̂⟩⟨P̂⟩, tomando las expresiones de la de-

rivada del promedio de posición (3.29) y momento (3.31).

d

dt

(
⟨X̂⟩ ⟨P̂⟩

)
= ⟨X̂⟩ d

dt
⟨P̂⟩+

(
d

dt
⟨X̂⟩
)
⟨P̂⟩

= ⟨X̂⟩
(
−V2(t) ⟨X̂⟩ − V1(t)

)
+

(
1

m
⟨P̂⟩
)
⟨P̂⟩ , (3.48)

y tras reacomodar términos,

d

dt

(
⟨X̂⟩ ⟨P̂⟩

)
= −V2(t) ⟨X̂⟩

2
− V1(t) ⟨X̂⟩+

1

m
⟨P̂⟩

2
. (3.49)

Ahora, de la definición de correlación σXP (3.35), expresaremos su derivada

temporal. Para ello, tomemos la derivadas antes calculadas (3.45), (3.47) y (3.49).

Tras sustituir dichas expresiones en la derivada de σXP , obtenemos:

d

dt
σXP (t) =

1

m
⟨P̂2⟩ − V1(t) ⟨X̂⟩ − V2(t) ⟨X̂2⟩

−
(

1

m
⟨P̂⟩

2
− V1(t) ⟨X̂⟩ − V2(t) ⟨X̂⟩

2
)
,

(3.50)

tomando en cuenta la definición de la incertidumbre de momento (3.33) y posición

(3.34),

d

dt
σXP (t) =

1

m
σ2
P (t)−

(
2β2D0 − ϵ(t)V 2

)
σ2
X(t). (3.51)
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3.4. Representaciones de estado

3.4.1. Representación de estado de los promedios ⟨X̂⟩ y ⟨P̂⟩

Dadas las ecuaciones dinámicas del promedio de la posición (3.29) y momento

(3.32), se tiene la siguiente representación de estado.

d

dt
−→x =

(
A0 + A1u(t)

)−→x +Bu(t), (3.52)

donde la ley de control u(t) y el estado −→x son, respectivamente,

u(t) = −ϵ(t), −→x =

⟨P̂⟩
⟨X̂⟩

 , (3.53)

y las matrices A0, A1 y B0 están dadas como sigue,

A0 =

 0 −mw2
0

1
m

0

 , A1 =

0 −mw2
1

0 0

 , B0 =

b0
0

 , (3.54)

con,

w0 = β

√
2
D0

m
, w1 =

√
V 2

m
, b0 = V 1. (3.55)

La representación de estado (3.52) define el siguiente comportamiento del vec-

tor de promedios, −→x =
[
⟨P̂⟩ ⟨X̂⟩

]T
, dada una condición inicial, −→x (0) = −→x 0 ∈

R2, y un tiempo finito, T ∈ R+,
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Bi/s

(−→x 0, T
) .
=
{(

u,−→x
)
∈ C∞

(
[0, T ] ,R× R2

)
|

dada u(·) ∈ C∞
(
[0, T ] ,R

)
∃ una trayectoria suave,

−→x (·) ∈ C∞
(
[0, T ] ,R2

)
,−→x (0) = −→x 0, solución de (3.52)

} (3.56)

3.4.2. Representación de estado de las incertidumbres, σ2X y σ2P
y la correlación σXP

Tomando en cuenta la dinámica de la incertidumbre de posición (3.40) y mo-

mento (3.43), ası́ como la correlación entre posición y momento (3.51); entonces,

directamente se obtiene la siguiente representación de estado.

d

dt
−→x σ =

(
Aσ0 + Aσ1u(t)

)−→x σ, (3.57)

donde el estado −→x σ está dado por,

−→x σ =


σ2
P

σ2
X

σXP

 , (3.58)

y las matrices A0, A1 y B0 están dada como sigue

Aσ0 =


0 0 −2mw2

0

0 0 2
m

1
m

−mw2
0 0

 , Aσ1 =


0 0 −2mw2

1

0 0 0

0 −mw2
1 0

 . (3.59)
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La representación de estado (3.57) define el siguiente comportamiento del vec-

tor de incertidumbres,−→x σ =
[
σ2
p σ2

x σxp

]T
, dada una condición inicial,−→x σ(0) =

−→x σ,0 ∈ R3, y un tiempo finito, T ∈ R+,

Bσ

(−→x σ0 , T
) .
=
{(

u,−→x σ

)
∈ C∞

(
[0, T ] ,R× R3

)
|

dada u(·) ∈ C∞
(
[0, T ] ,R

)
∃ una trayectoria suave,

−→x σ(·) ∈ C∞
(
[0, T ] ,R3

)
,−→x σ(0) =

−→x σ0 , solución de (3.57)
} (3.60)

Se asumirán condiciones iniciales coherentes descorrelacionadas,−→x σ0 =

[
( ℏ
2)

2

σ2
x0

σ2
x0 0

]T
,

siendo σx0 ∈ R+, una condición inicial dada.
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Capı́tulo 4

Regulador cuadrático lineal: tiempo

finito

Contenido: Se realiza un ejemplo académico aplican-

do el regulador cuadrático lineal

4.1. Problema de control optimo

Sea un sistema dinámico representado por la ecuación diferencial

d

dt
−→x (t) = f(−→x , u, t), (4.1)

con un estado −→x (t) ∈ Rn y una entrada de control u(t)∈ R. Se desea resolver el

siguiente problema:
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Problema. Alcanzar una referencia −→xf , en tiempo finito, T , minimizando la

siguiente funcional del costo

J =
1

2

(−→x (T )−−→x f

)T
S
(−→x (T )−−→x f

)
+

1

2

∫ t

0

u2(τ)dτ, (4.2)

donde S es una matriz simétrica positiva semi definida.

Este es un problema clásico de control óptimo. Su resolución está descrita detalla-

damente en [3]. En la Tabla 4.1, se resumen los pasos para el tratamiento de este

problema.

A. Modelo del sistema d
dt
−→x = f(−→x , u, t), t ≥ 0 −→x (0) = −→x 0

B. Funcional J = ϕ(x(T ), T ) +
∫ T

0
L(x, u, t)dt

C. Función Hamiltoniano del controlador óptimo H(−→x , u, t) = L(−→x , u, t) +
−→
ζ T−→f (−→x , u, t)

D. Ecuación de estado d
dt
−→x = ∂H

∂ζ
=

−→
f , t ≥ 0

E. Ecuación de coestado − d
dt

−→
ζ = ∂H

∂x
= ∂

−→
f T

∂x

−→
ζ + ∂L

∂x

F. Condición estacionaria 0 = ∂H
∂u

= ∂L
∂u

+ ∂
−→
f T

∂u

−→
ζ

G. Condiciones de frontera −→x0, dado
(
−→
ϕx −

−→
ζ )
∣∣
T
dx(T ) + (ϕt +H)

∣∣
T
dT = 0

Tabla 4.1: Pasos para implementar un controlador óptimo no lineal continuo con
función de estado fijo final, Tabla 3.2-1 extraı́da de [3].

A fin de ilustrar el procedimiento de minimización, descrito en la Tabla 4.1, en la

siguiente Sección estudiaremos un ejemplo académico.

35



4.2. Ejemplo académico extraı́do de [3]

Considérese un cuarto a temperatura θ(t) [◦C] interactuando térmicamente con

el medio ambiente que se encuentra a temperatura θ0. En el interior del cuarto, se

encuentra una fuente de calor u(t) [J ]. Se desea incrementar la temperatura del

cuarto, partiendo de una temperatura inicial θ0 hasta una temperatura final θ0+θ∗ =

10 [◦C], en un tiempo finito T = 10 [s], utilizando mı́nima energı́a, ver Figura 4.1.

La dinámica del sistema está regida por la ley de enfriamiento de Newton:

Figura 4.1: Representación esquemática del cuarto a temperatura θ(t) con una
fuente de calor u(t).

d

dt
x = −ax+ bu, (4.3)

donde x = θ − θ0 denota la diferencia de temperaturas entre el cuarto y el medio

ambiente; a [s−1] es la constante de transferencia de calor y b [◦C/Js] es la ga-

nancia de transferencia de calor. Recordando (4.1), notamos que para la ecuación

(4.3), f(x, u) = −ax+ bu y x(0) = 0.

Se consideran los siguientes dos casos:
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Caso (1) Estado de frontera fija. Para este caso se considera la siguiente funcio-

nal de costo:

J1 =
1

2

∫ T

0

u2(t)dt, (4.4)

y se quiere obtener

x(T ) = x∗, (4.5)

donde x∗ = θ∗ − θ0.

Caso (2) Estado de frontera libre. Para este caso, se considera la siguiente fun-

cional de costo:

J2 =
1

2
s
(
x(T )− x∗

)2
+

1

2

∫ T

0

u2(t)dt, (4.6)

donde s es un parámetro de ponderación positivo.

4.2.1. Ley de Control Óptimo

A continuación se explica en que consisten los pasos de la Tabla 4.1, para la

resolución del problema de control óptimo planteado al principio de este Capı́tulo.

(C) Función Hamiltoniana H . Para los casos (1) y (2), el Lagrangiano está dado

por L(u, t) =
(
1
2

)
u2(t); por lo que la función Hamiltoniana es (ver Tabla 4.1 paso

C y (4.3))

H(x, u, t) =
1

2
u2 + ζ (ax+ bu) , (4.7)
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donde ζ es el coestado.

(E) Ecuación del coestado ζ . El coestado está representado por la siguiente ecua-

ción (ver (E),(4.7) y (C)):

d

dt
ζ = aζ. (4.8)

De (4.8) se sigue que las trayectorias solución de (4.8) están dadas por: 1

ζ(T ) = exp (−a(T − t))ζ(T ) (4.9)

donde ζ(T ) en el estado frontera del coestado.

(G) ley de control óptima. La ley de control óptima, u∗, se determina de la condi-

ción estacionaria (F). En efecto, tomando en cuenta la función Hamiltoniana (4.7)

y la dinámica del sistema (4.3) en (F), se sigue que:

u∗ + bζ = 0. (4.10)

Al sustituir el coestado (4.9) en (4.10), la ley de control óptima toma la siguiente

forma:

u∗ = −b exp(−a(T − t))ζ(T ). (4.11)

Para finalizar con la determinación de la ley de control óptima, se necesita inferir

la condición final del coestado ζ(T ). A continuación, se describirá la manera de

determinar ζ(T ) para los casos (1) y (2).
1Note que el Lagrangiano no depende explı́citamente de x, por lo cual ∂L/∂x = 0.
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4.2.2. Caso (1) estado de frontera fija

Sustituyendo la ley de control óptima (4.11) en el sistema representado por la

ecuación de estado (4.3), se obtiene la siguiente trayectoria solución:

x(t) = exp(−at)x(0) +
∫ t

0

exp(−a(t− τ))bu∗(τ)dτ

= exp(−at)x(0)−
∫ t

0

exp(−a(t− τ))b2 exp(−a(T − τ))ζ(T )dτ

= exp(−at)x(0)− b2
∫ t

0

exp(−a(T + t− 2τ))dτζ(T )

= exp(−at)x(0)− b2

2a

(
exp(−a(T − t))− exp(−a(T + t))

)
ζ(T ),

x(t) = exp(−at)x(0)− b2

a
exp(−aT ) sinh (at)ζ(T ). (4.12)

Dado que se tiene el estado de frontera fija x(T ) = x∗, entonces la trayectoria

solución (4.12) implica la siguiente condición final del coestado:

ζ(T ) = −
a
(
x∗ − exp(−aT )x(0)

)
b2 sinh (aT )

exp(aT ). (4.13)

Al tomar en cuenta la expresión de u∗ (4.11) y la condición final del coestado

(4.13), la ley de control óptima para el coestado de frontera fija es:

u∗ =
a
(
x∗ − exp(−aT )x(0)

)
b sinh (aT )

exp(at), t ∈ [0, T ]. (4.14)
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4.2.3. Caso (2) estado de frontera libre

Para el caso de un estado de frontera libre, el estado de frontera del coestado,

ζ(T ), se determina con la ayuda de la condición de frontera (C). De la funcional

de costo (4.6), se tiene que la función ϕ del criterio (B) de la tabla 4.1 es:

ϕ =
1

2
s
(
x(T )− x∗

)2
. (4.15)

Por lo que:

ϕx

∣∣∣
t=T

=
∂

∂x(T )
ϕ = s

(
x(T )− x∗

)
. (4.16)

Al sustituir (4.16) en la condición de frontera (G), se obtiene:2

s
(
x(T )− x∗

)
− ζ(T ) = 0. (4.17)

Una vez que se sustituye la condición final del coestado (4.17) en la trayectoria

solución (4.12), se deduce que:

ζ(T )

s
+ x∗ = exp(−aT )x(0)− b2

a
exp(−aT ) sinh (aT )ζ(T ), (4.18)

es decir la condición final del coestado toma la siguiente forma ,

ζ(T ) =
−
(
x∗ − exp(aT )x(0)

)
a exp(aT )

(a
s
exp(aT ) + b2 sinh (aT ))

. (4.19)

Sustituyendo la condición final del coestado (4.19) en u∗ (4.11), la ley de control
2Dado que el tiempo final es fijo, entonces dT=0 .
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óptima para el coestado de frontera libre es:

u∗ =

(
x∗ − e−aTx(0)

)
aeat(

a
bs

)
eaT + b sinh(aT )

. (4.20)

Cabe destacar que si comparamos la ley de control óptima u∗ y la condición

final del coestado ζ(T ), respectivamente, para el caso (1) (ver (4.20) y (4.19))

y el caso (2) (ver (4.14) y (4.13)), podemos observar que cuando s → ∞, se

obtiene el caso (1), es decir, estado de frontera fija. También, debemos notar que

lim
s→∞

x(T ) = x∗.
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4.2.4. Resultados de simulación

Caso (1) estado de frontera fija. Sea el sistema descrito en la Sección 4.2.

El diagrama a bloques de la dinámica asociada se presenta en la Figura 4.2. Ası́

mismo, el bloque interno de la acción de control u se muestra esquemáticamente

en la Figura 4.3.

Figura 4.2: Diagrama SIMULINK del sistema (4.3), sujeto a la funcional (4.4),
dado el control óptimo (4.14).

Figura 4.3: Diagrama SIMULINK del bloque correspondiente a la acción de con-
trol óptima (4.14).

Cabe señalar que el comportamiento de θ(t) fue el esperado, ver Figura 4.6, ya que

después de 10 [s], llegó a 10 [◦C], como se planteó al principio de la Sección 4.2.
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Además, se observó que la funcional de costo J se comporta de manera exponen-

cial, como se ilustra en la Figura 4.7. Por último, la ley de control óptima u∗, se

presenta en la Figura 4.8.
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Caso (2) estado de frontera libre. Continuamos considerando el sistema descrito

en la Sección 4.2. No obstante, tratamos ahora el caso del estado con frontera libre.

El diagrama a bloques de la dinámica asociada se presenta en la Figura 4.4. Ası́

mismo, el bloque interno de la acción de control u se muestra esquemáticamente

en la Figura 4.5.

Figura 4.4: Diagrama SIMULINK del sistema (4.3), sujeto a la funcional (4.4),
dado el control óptimo (4.14).

Figura 4.5: Diagrama SIMULINK del bloque correspondiente a la acción de con-
trol óptima (4.20).

Cabe señalar que, para el caso del estado de frontera libre, el comportamiento

depende del valor del coeficiente de ponderación s. En particular, simulamos el
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comportamiento de θ(t), la funcional de costo J y la ley de control óptima u∗,

respectivamente, para s = 10 (ver Figuras 4.6, 4.7 y 4.8). Es importante mencionar

que cuanto mayor es el valor del coeficiente de ponderación, más parecido es el

comportamiento del caso (1) al del caso (2).
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Figura 4.6: Temperatura θ(t), en función del tiempo t ∈ [0, 10].

Figura 4.7: Funcional de costo J (4.4), en función del tiempo t ∈ [0, 10]

Figura 4.8: Acción de control u∗ (4.20), en función del tiempo t ∈ [0, 10].
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Capı́tulo 5

Problema de control óptimo para

una molécula diatómica

Contenido: Se adapto la metodologı́a descrita en el

Capı́tulo 4. Especı́ficamente, se encontró la ley de con-

trol óptima para el caso de frontera fija y libre

5.1. Problema de optimización:

Esquema de función de onda

Sea una molécula diatómica de masa reducida,m, sometida a la acción externa de

un campo eléctrico, ϵ(t), siendo su único grado de libertad la distancia interatómi-

ca, x = q − q0. La dinámica del estado cuántico, |ψ(t)⟩, de la molécula obedece

a la ecuación de Schrödinger (3.17). El Hamiltoniano total, Ĥ(t), está dado por
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(3.4). El potencial total (3.5) está compuesto por el potencial interno de la molécu-

la, V0(x), descrito por el potencial de Morse (3.1); mientras que la interacción

externa depende del momento dipolar eléctrico, µ(x), dado por (3.3).

Bajo estas condiciones la ecuación de Schrödinger (3.17) en la representación

(base) de la posición, x, toma la siguiente forma:1

 iℏ ∂
∂t
ψ(x, t) =

(
H0 +H1u(t)

)
ψ(x, t),

donde: H0 = − ℏ2
2m

∂2

∂x2 + V0(x) y H1 = µ(x).
(5.1)

con ψ(x, t) .
= ⟨x|ψ(t)⟩ la función de onda de la molécula diatómica, y u(t) =

−ϵ(t). Se desea resolver el siguiente problema de optimización.

Problema 1 Minimizar la probabilidad de transición de (2.24) entre la función

de onda coherente inicial, ψ(x, T ), y una trayectoria de oscilación deseada, ψf ,

ası́ como la energı́a del campo eléctrico aplicado, ϵ(t), en tiempo finito, T . Esto

es, minimizar la funcional

J0
(
ψ(x, T ), ϵ(t)

)
= −s

∣∣⟨ψ(x, T )|ψf⟩
∣∣2 + ∫ T

0

ϵ2(t)dt (5.2)

Sujeta a la restricción
(
ψ(x, T ), ϵ(t)

)
∈ Bsch

(
ψ0(x), T

)
. Donde s es una con-

tante positiva, y Bsch es el comportamiento definido para la trayectoria inicial
1Cuando se aplica ⟨x| a la ecuación de Schrödinger (3.17) en el lado derecho, se obtiene (re-

cordar (3.4) y ver ecuaciones (3.23) y (3.27)):

⟨x|Ĥ|ψ(t)⟩ = 1

2m
⟨x|P̂2|ψ(t)⟩+ ⟨x|V (Q̂, t)|ψ(t)⟩

=
(−ih)2

2m

∂2

∂x2
⟨x|ψ(t)⟩+ V (x, t) ⟨x|ψ(t)⟩ .
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ψ(x, 0) = ψ0(x) ∈ L2 (R,C) y el tiempo finito, T ∈ R+:2

Bsch(ψ0(x), T )
.
=
{(

ψ(x, t), ϵ(t)
)
∈ L2

(
R× [0, T ] ,C

)
× C∞ (R,R) |

dada ϵ(t) ∈ C∞
(
[0, T ] ,R

)
∃ una trayectoria suave normalizable,

ψ(x, t) ∈ L2

(
R× [0, T ] ,

)
, ψ(x, 0) = ψ0(x), solución suave de (5.1)

} (5.3)

Se asumirá una trayectoria inicial gausiana,

ψ0(x) =
1√
2π

exp

(
−1

2

(
(x−m)

σ

)2
)
exp

(
i ⟨P̂⟩0

x

ℏ

)
(5.4)

El problema 1 es un problema clásico de optimización, cuya solución es obtenida

mediante algoritmos iterativos. Estos procedimientos de solución presentan pro-

blemas de convergencia debido a que el sistema está representado por la ecuación

diferencial parcial de variable compleja (5.1). En la literatura se encuentran varios

trabajos tratando de asegurar su convergencia y de mejorar su rapidez de conver-

gencia (ver, por ejemplo, [18; 19; 10; 20]).

En el Capitulo 6 del libro de [7], las variables complejas se expresan explı́ci-

tamente en su parte real y compleja, para obtener un sistema aumentado de varia-

bles reales. De esta manera, se pueden aplicar métodos clásicos de optimización

de variables reales, y ası́ obtener condiciones necesarias de optimalidad. Pero, su

resolución reposa en métodos numéricos que necesitan resolver, en cada iteración,

la ecuación diferencial parcial (5.1), de variable compleja, ψ(x, t). En la Sección

6.6 de [7], en notas y referencias, se hace hincapié sobre la existencia de varias

2Una función f(t) es normalizable si
∫∞
−∞

∥∥f(t)∥∥2 <∞, esto es si f(t) ∈ L2
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cuestiones matemáticas sin resolver, concernientes con la convergencia, la rapidez

de convergencia, y el conjunto de puntos limites.

5.2. Problema de optimización:

Esquema de valores medios

En esta Sección se reformula el problema de optimización 1, en términos de la

representación de estado de valores medios (3.52), de acuerdo al reciente méto-

do Bonilla–Bonilla [1]. Como veremos más adelante, este método nos permitirá

encontrar una solución explicita de la acción de control, u(t) y, además, evita pro-

blemas de convergencia en la simulación numérica. Para ello, se procede de la

siguiente manera:

(1) Se hace una partición finita, 0 = T0 < T1 < T2, · · · , TN−1 < TN =

T , del horizonte de tiempo finito [0, T ]. En cada subintervalo [Tk−1 Tk],

k ∈ {1, · · · , N}, se obtiene una descripción de estado lineal invariante en

el tiempo.

(2) El criterio de optimización (5.2) es expresado en términos de los valores me-

dios, ⟨X̂⟩ y ⟨P̂⟩, en cada uno de los subintervalos [Tk−1 Tk] , k ∈ {1, · · · , N}.

(3) La solución explı́cita es obtenida con la ayuda de la Tabla 4.1, siguiendo los

pasos del ejemplo académico de la Sección 4.2.

El problema de optimización 1, está restringido a las trayectorias (ver (5.3)):
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(
ψ(x, t), ϵ(t)

)
∈ Bsch

(
ψ0(x), T

)
.

Si se asume la trayectoria inicial gaussiana (5.4) y un potencial cuadrático (cf.

(3.9)) entonces la trayectoria solución de (5.1) será una función gaussiana despla-

zándose en el tiempo (ver por ejemplo el Capitulo 2 de [21]); la cual está com-

pletamente caracterizada por sus dos primeros momentos estadı́sticos: su valor

medio y su variancia. Esto implica que los comportamientos, Bsch

(
ψ0(x), T

)
y

Bi/s

(−→x0, T) ⋃ Bσ

(−→x σ0, T
)
, están mutuamente implicados (ver (5.3), (3.56) y

(3.60)). La ventaja que ofrece Bi/s

(−→x0, T) ⋃ Bσ

(−→x σ0, T
)

es el tratamiento de

ecuaciones diferenciales ordinarias; a diferencia de Bsch(ψ0(x), T ), que trabaja

con ecuaciones diferenciales parciales. Ahora bien, las representaciones de estado

(3.52) y (3.57) son lineales variantes en el tiempo. Por lo cual, no se tienen las

soluciones clásicas de las matrices exponenciales.

Para simplificar el tratamiento matricial, se realiza la siguiente partición, si-

métrica de N puntos, del horizonte de tiempo [0, T ]:

0 = T0 < T1 < · · · < Tk−1 < Tk < · · · < TN = T ;

Tk = k∆, k ∈ {1, · · · , N} , ∆ = T/N.
(5.5)

Definamos, ahora, los modelos incrementales, k ∈ {1, · · · , N},

d

dτk

−→x k(τk) = Ak
−→x k(τk) +Bu(τk),

−→x k(0) =
−→x k0, τk ∈ [0,∆], (5.6)

d

dτk

−→x σk(σk) = Aσk
−→x σk(σk),

−→x σk(0) =
−→x σk0

, τk ∈ [0,∆], (5.7)
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donde τk = t− Tk−1, −→x 10 =
−→x 0, −→x k0 =

−→x k−1(Tk−1), k ∈ {2, · · · , N}, −→x σ10 =

−→x σ0, −→x σk0 =
−→x σk−1(Tk−1), k ∈ {2, · · · , N} y, además,

Ak = A0 + ukA1, Aσk = Aσ0 + ukAσ1, uk =
1

∆

∫ Tk−1

Tk−2

u(t)dt, u1 = 0. (5.8)

Compárese con las representaciones de estado para los promedios (3.52) y las in-

certidumbres (3.57), con sus respectivas matrices (3.54) y (3.59).

De esta manera, se obtienen los siguientes comportamientos incrementales,

k ∈ {1, · · · , N},

Bi/sk

(−→x k0, Tk
) .
=
{
(u,−→x k) ∈ C∞

(
[Tk−1 Tk] ,R× R2

)
|

dadau(·) ∈ C∞
(
[Tk−1, Tk] ,R

)
∃ una trayectoria suave,

−→x k(·) ∈ C∞
(
[Tk−1, Tk] ,R2

)
,−→x k(Tk−1) =

−→x k0, solución de (5.6)
}
,

(5.9)

Bσk

(−→x σk0, Tk
) .
=
{
(u,−→x σk) ∈ C∞

(
[Tk−1 Tk] ,R× R3

)
|

dadau(·) ∈ C∞
(
[Tk−1, Tk] ,R

)
∃ una trayectoria suave,

−→x σk(·) ∈ C∞
(
[Tk−1, Tk] ,R3

)
,−→x σk(Tk−1) =

−→x σk0, solución de (5.7)
}
.

(5.10)
Por continuidad de los comportamientos, se satisface (ver Figura 5.1):


lim
N→∞

N⋃
k=1

Bi/sk

(−→x k0, Tk
)
= Bi/s(

−→x 0, T ),

lim
N→∞

N⋃
k=1

Bσk

(−→x σk0, Tk
)
= Bσ(

−→x σ0, T ).

(5.11)
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Es decir, dados −→x (0) = −→x 0 ∈ R2, −→x σ(0) = −→x σ0 ∈ R3, T > 0, u(·) ∈

C∞
(
[0, T ] ,R

)
, para un δ > 0 ∃ Nδ ∈ Z+:

1

T

∫ T

0


∥∥∥∥∥∥−→x −

Nδ⋃
k=1

−→x k

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥−→x σ −

Nδ⋃
k=1

−→x σk

∥∥∥∥∥∥
 dt < δ (5.12)

donde
(
u,−→x

)
∈ Bi/s

(−→x 0, T
)
,
(
u,−→x σ

)
∈ Bσ

(−→x σ0, T
)
,
(
u,−→x k

)
∈ Bi/sk(−→x σk0, Tk

)
, k ∈ {1, · · · , Nδ} (u,−→x ) ∈ Bσ,k.

≈
6

Bi/s

(−→x 0, T
) ⋃

Bσ

(−→x σ0, T
)

Bsch

(
ψ0(x), T

)
· ψ0(x): Gaussiana

· V (X̂, t): Cuadrático

· ψ(x, t): Coherente

(
N⋃
k=1

Bi/s k

(−→x k0, Tk
)) ⋃ ( N⋃

k=1

Bσ k

(−→x σk0, Tk
))

N → ∞

Figura 5.1: Equivalencia entre los comportamientos Bsch y Bi/s

⋃
Bσ. Conver-

gencia de los comportamientos

(
N⋃
k=1

Bi/s k(
−→x k0, Tk)

)⋃( N⋃
k=1

Bσk(
−→x σk0, Tk)

)
hacia el comportamiento Bi/s

⋃
Bσ, cuando N → ∞.

5.3. Criterios incrementales

En el problema de optimización, se está minimizando el criterio (5.2) sujeto a la

restricción
(
ψ(x, t), ϵ(t)

)
∈ Bsch(ψ0(x), T ). En base a la discusión de la Sección

anterior, ahora nos vamos a restringir a los intervalos [Tk−1, Tk], k ∈ {1, · · · , N}.

Para esto, se tiene que traducir la funcional de costo (5.2) en términos de los
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sistemas incrementales (5.6) que definen los comportamientos (5.9), para cada

k ∈ {1, · · · , N}. Por el principio de optimización de Bellman, vamos a consi-

derar los siguientes N problemas de optimización (ver (5.2), (5.6) y (5.8)).

Problema 2 . Minimizar la funcional

Jk(
−→x k(∆), u; ∆) = −s Φ(−→x k(∆)) +

∫ ∆

0

u2(τ)dτ, (5.13)

donde s ∈ R+ y (ver (2.28)) :

Φ(−→x k(∆)) = exp

(
−mwk

2ℏ
(
A2

2k − 2A1kA2k cos (ϕ2k − ϕ1k) + A2
1k

))
, (5.14)

restringida al comportamientoBi/s k(
−→x k0, Tk), representado por (ver (5.6) y (5.8)):

d

dτk

−→x k(τk) =
(
A0 + ukA1

)−→x k(τk) +Bu(τk) ,
−→x k(0) =

−→x k0, (5.15)

donde 3 τk = t − Tk−1 ∈ [0,∆].−→x k0 = −→x k−1(Tk−1), w
2
k = det

(
A0 + ukA1

)
,

k ∈ {1, · · · , N}.

Dado que se está trabajando con estados coherentes, se tienen (ver (2.12), (3.53)

y (3.54)):
3Recordar que −→x 0(T0)

.
= −→x 0.
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⟨X̂k⟩2 = A2k cos (wkτk + ϕ2k), ⟨P̂k⟩2 = −mwkA2k sin (wkτk + ϕ2k),

⟨X̂k⟩1 = A1k cos (wkτk + ϕ1k), ⟨P̂k⟩1 = −mwkA1k sin (wkτk + ϕ1k).
(5.16)

Entonces:

A
2
2k = ⟨X̂2⟩

2

2 +
⟨P̂2⟩

2

2

(mwk)2
= −→x T

k (∆)M2
k
−→x k(∆),

A2
1k = ⟨X̂1⟩

2

2 +
⟨P̂1⟩

2

2

(mwk)2
= −→x T

kf (∆)M2
k
−→x kf ,

(5.17)

Mk =

1/(mwk) 0

0 1

 , (5.18)

donde −→x k(∆) es la trayectoria solución de (5.15) evaluada en τk = ∆ y −→x kf es

el estado deseado en τk = ∆ .

Sustituyendo (5.17) en (5.14), se obtiene:

Φπ(
−→x k(∆)) = exp

(
−mwk

2ℏ

(∥∥Mk
−→x k(∆)

∥∥+ ∥∥Mk
−→x kf

∥∥)2) , (5.19)

por conveniencia se seleccionó la diferencia de fases ϕ2k − ϕ1k = π.

Notando ahora que:

∥∥Mk
−→x k(∆)−Mk

−→x kf

∥∥ ≤
∥∥Mk

−→x k(∆)
∥∥+ ∥∥Mk

−→x kf

∥∥ ,
∥∥Mk

−→x k(∆)−Mk
−→x kf

∥∥2 ≤ (∥∥Mk
−→x k(∆)

∥∥+ ∥∥Mk
−→x kf

∥∥)2 ,
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−
∥∥Mk

−→x k(∆)−Mk
−→x kf

∥∥2 ≥ −
(∥∥Mk

−→x k(∆)
∥∥+ ∥∥Mk

−→x kf

∥∥)2 ,

exp

(
−mwk

2ℏ
∥∥MK

−→x k(∆)−Mk
−→x kf

∥∥2)
≥ exp

(
−mwk

2ℏ

(∥∥MK
−→x k(∆) +Mk

−→x kf

∥∥)2) ,

Φ̃(−→x k(∆)) ≥ Φπ(
−→x k(∆)). (5.20)

Ahora, se propone el siguiente problema de optimización alterno:

Problema 3 . Minimizar la funcional

J̃k
(−→x k(∆), u; ∆

)
= −sΦ̃k(

−→x k(∆)) +

∫ ∆

0

u2(τk)dτk, (5.21)

donde s ∈ R+ y

Φ̃k(
−→x k(∆)) = exp(−mwk

2ℏ
(−→x k(∆)−−→x kf )M

2
k (
−→x k(∆)−−→x kf )), (5.22)

restringido al comportamiento Bi/s k(
−→x k0, Tk) representado por (5.15).

Note que, en el problema 3, se está minimizando la cota superior de la funcional

del problema 2, con ϕ2k − ϕ1k = π (ver (5.22), (5.20) y (5.19)).
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5.4. Solución incremental

En esta Sección se tratará el problema de optimización 3. Este problema se re-

suelve siguiendo los pasos del ejemplo académico de la Sección 4.2. Por tal motivo,

a continuación detallaremos los pasos en cuestión:

A. Modelo del sistema. El modelo del sistema está dado, para cada k ∈ {1, · · ·

N}, por la siguiente representación de estado (ver (5.15), (5.8), (3.54) y (3.55) ):

d

dτk

−→x k(τk) = Ak
−→x k(τk) +Bu(τk),

−→x k(0) =
−→x k0, τk ∈ [0,∆] (5.23)

donde



Ak = A0 + ukA1, uk =
1
∆

∫ Tk−1

Tk−2
u(t)dt, u0 = 0,

A0 =

 0 a12

a21 0

 , A1 =

0 a12

0 0

 , B =

b0
0

 .
(5.24)

El polinomio caracterı́stico de (5.23)-(5.24) es:

πk(s) = det(sI− Ak) = s2 + w2
k, (5.25)

donde

w2
k = detAk = w2

0 + ukw
2
1, w2

0 = −a21a12, w2
1 = −a21a12. (5.26)
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Note también que

A
2

1 = 0, A1B = 0, AkB = A0B. (5.27)

De (5.24) y (5.27) se sigue que el par (Ak, B) es controlable si y solamente si el

par (A0, B) es controlable. En efecto,

C(Ak,B)
.
= [B AkB] = [B A0B]

.
= C(A0,B), (5.28)

det C(A0,B) = det

b0 0

0 b0a21

 = det

b0 0

0 b0/m

 =
b20
m

=

(
V1

)2
m

̸= 0. (5.29)

Por el teorema de Cayley–Hamilton, se tiene que (ver (5.25)):

exp(Akτk) = cos(wkτk)I+
1

wk

sin(wkτk)Ak. (5.30)

De (5.30) y (5.28), se sigue que la solución de (5.23) es

−→x k(τk) = exp(Akτk)
−→x k0 + C(A0,B)

∫ τk

0

 cos(wk(τk − τ))

1
wk

sin(wk(τk − τ))

u(τ)dτ. (5.31)

B. Funcional. La funcional del criterio a minimizar, está definido, para cada

k ∈ {1, · · · , N}, por (5.21), (5.22) y (5.19) .
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C. Función Hamiltoniana. De (5.21) y (5.23), se obtiene, para cada k ∈ {1, · · · , N},

la siguiente función Hamiltoniana:

Hk(
−→x k, u, τk) = u2(τk) +

−→
ζ T

k

(
Ak

−→x k(τk) +Bu(τk)
)
. (5.32)

D. Ecuación de estado. Aplicando a (5.32) el operador ∂/∂
−→
ζ k, se obtiene, para

cada k ∈ {1, · · · , N}, la representación de estado (5.23).

E. Ecuación de coestado. Aplicando a (5.32) el operador ∂/∂−→x k, se obtiene,

para cada k ∈ {1, · · · , N}, la siguiente ecuación de coestado:

d

dτk

−→
ζk = −AT

k

−→
ζ k,

−→
ζ k(∆) =

−→
ζ k∆, τk ∈ [0,∆]. (5.33)

De (5.30), se sigue que la solución de (5.33) es

−→
ζ k(τk) =

(
cos(wk(τk −∆))I− 1

wk

sin(wk(τk −∆))AT
k

)
−→
ζ k∆. (5.34)

F. Condición estacionaria. Aplicando a (5.32) el operador ∂/∂u, se obtiene

para cada k ∈ {1, · · · , N}, la siguiente ley de control óptima (ver(5.34) y (5.28)):

u∗(τk) = −1

2
BT−→ζ k(τk)

= −1

2

[
cos(wk(τk −∆))− 1

wk

sin(wk(τk −∆))

]
CT
(A0,B)

−→
ζ k∆, (5.35)
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u∗(τk) = −1

2

[
cos(wk(∆− τk))

1

wk

sin(wk(∆− τk))

]
CT
(A0,B)

−→
ζ k∆.

(5.36)

Al aplicar la ley de control óptima (5.36) a (5.31), se obtiene, para τk = ∆,

−→x k(∆) = exp(Ak∆)−→x k0 + C(A0,B)

∫ ∆

0

 cos(wk(∆− τ))

1
wk

sin(wk(∆− τ))

u∗(τ)dτ, (5.37)

−→x k(∆) = exp(Ak∆)−→x k0 −
1

2
C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0,B)

−→
ζ k∆. (5.38)

Al denotar τ ′ = ∆− τ , el Gramiano está dado por

Gk(∆) =

∫ ∆

0

 cos(wkτ
′)

1
wk

sin(wkτ
′)

[cos(wkτ
′) 1

wk
sin(wkτ

′)

]
dτ ′, (5.39)

lo cual se puede reescribir como

Gk(∆) =

g1k(∆) g2k(∆)

g2k(∆) g3k(∆)

 , (5.40)

donde,
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
g1k(∆) = ∆

2
+ sin(2wk∆)

4wk
,

g2k(∆) = 1
2w2

k
sin2(wk∆) = 1

4w2
k
(1− cos(2wk∆)),

g3k(∆) = 1
w2

k

(
∆
2
− sin(2wk∆)

4wk

)
.

(5.41)

Calculemos ahora, el determinante del Gramiano.

detGk(∆) =
1

w2
k

((
∆

2

)2

− sin2(2wk∆)

(4wk)2

)
− 1

(4w2
k)

2

(
1− cos(2wk∆)

)2

=

(
∆

2wk

)2
(
1− sin2(2wk∆) + 1− 2 cos(2wk∆) + cos2(2wk∆)

(2wk∆)2

)

=

(
∆

2wk

)2(
1− 2(1− cos(2wk∆))

(2wk∆)2

)
,

detGk(∆) =

(
∆

2wk

)2
(
1−

(
sin(wk∆)

wk∆

)2
)
> 0 ∀∆ > 0. (5.42)

Para completar la definición de la ley de control óptimo (5.36), se necesita

determinar el valor de frontera del coestado,
−→
ζ K∆ .
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5.5. Caso (1) estado de frontera fija

Para este caso, el valor de frontera del coestado,
−→
ζ k∆, se determina al sustituir

la ley de control óptimo (5.36) en la solución del sistema (5.31), con τk = ∆ y
−→x k(∆) = −→x kf (cf. Sección 4.2.2). Entonces de (5.38), se obtiene:

−→x kf = exp(Ak∆)−→x k0 −
1

2
C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0.B)

−→
ζ k∆. (5.43)

Recordando (5.29) y (5.42), se sigue

−→
ζ k∆ = 2

(
C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0,B)

)−1 (
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
. (5.44)

De (5.44) y (5.36), se deduce la siguiente ley de control óptimo:

u∗(τk) = −
[
cos(wk(∆− τk))

1
wk

sin(wk(∆− τk))

]
(
C(A0,B)Gk(∆)

)−1 (
exp(AK∆)−→x k0 −−→x kf

)
,

= −

(
cos(wk(∆− τk))

[
1 0

]
+ sin(wk(∆− τk))

[
1 1/wk

])
G−1

K (∆)C−1
(A0,B)

(
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
,

= −
(
f1k cos(wk(∆− τk)) + f2k sin(wk(∆− τk))

)
,

u∗(τk) = −fk sin(wk(∆− τk) + θfk), τk ∈ [Tk−1, Tk] , (5.45)

donde,
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

f1k
f2k

 =

1 0

0 1/wk

G−1
k (∆)C−1

(A0,B)

(
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
,

fk =
√
f 2
1k + f 2

2k,

θfk = tan−1(f1k/f2k).

(5.46)

5.6. Caso (2) estado de frontera libre

Para este caso, el valor de frontera del coestado,
−→
ζ k∆, se obtiene aplicando la

condición de frontera, paso (G) de la Tabla 4.1, con dT = 0 (cf. Sección 4.2.3).

Es decir (ver (5.21) y (5.22)):

0 =
−→
ζ k(∆)− ∂

∂−→x k(∆)

(
−sΦ̃k(

−→x k(∆))
)
,

−→
ζ k(∆) = −s ∂

∂−→x k(∆)
exp

(
−mwk

2ℏ
(−→x k(∆)−−→x kf

)T
M2

k

(−→x k(∆)−−→x kf

))
,

−→
ζ k(∆) =

mwk

ℏ
sM2

k

(−→x k(∆)−−→x kf

)
Φ̃k(

−→x k(∆)). (5.47)

Para resolver (5.47) se asumirá que la partición es suficientemente fina, tal que

Φ̃k ≈ Φ̃k−1, (5.48)

con Φ̃0 = 1. Entonces, de (5.47), (5.48) y (5.38), se deduce:
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(
mwk

ℏ
sΦ̃k−1

)−1−→
ζ k∆ =M2

k

(
exp(Ak∆)−→x k0 −

1

2
C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0,B)

−→
ζ (k∆) −−→x kf

)
,

((
mwk

ℏ
sΦ̃k−1

)−1

M−2
k +

1

2
C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0,B)

)
−→
ζ k∆ =

(
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
.

Puesto que la matriz del lado izquierdo es positiva definida, se tiene entonces la

siguiente condición de frontera del coestado

−→
ζ k∆ = 2

((
mwk

2ℏ
sΦ̃k−1

)−1

M−2
k + C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0,B)

)−1 (
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
.

(5.49)

Note que cuando s→ ∞, (5.49) toma la forma (5.44). Al sustituir (5.49) en (5.36),

se deduce la siguiente ley de control óptima:

u∗(τk) = −
[
cos(wk(∆− τk))

1
wk

sin(wk(∆− τk))

]
CT
(A,B)((

mwk

2ℏ
sΦ̃k−1

)−1

M−2
k + C(A0,B)GKCT

(A0,B)

)−1 (
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
,

u∗(τk) = −

(
cos(wk(∆− τk))

[
1 0

])
+ sin(wk(∆− τk))

[
1 1/wk

](
sk Φ̃k−1

)
CT
(A0,B)

X−1
k (exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf ), (5.50)
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donde,

Xk =M−2
k + (sk Φ̃k−1)C(A0,B)GK(∆)CT

(A0,B)

sk =
mwk

2ℏ s
. (5.51)

Es decir,

u∗(τk) = −
(
ℓ1k cos(wk(∆− τk)) + ℓ2k sin(wk(∆− τk))

)
,

u∗(τk) = −ℓk sin(wk(∆− τk) + θℓk), τk ∈ [Tk−1, Tk], (5.52)

donde,



ℓ1k
ℓ2k

 =

1 0

0 1/wk

 CT
(A0,B)

(
skΦ̃k−1

)
X−1

k

(
exp(A0∆)−→x k0 −−→x kf

)
,

ℓk =
√
ℓ21k + ℓ22k,

θℓk = tan−1(ℓ1k/ℓ2k).

(5.53)

De (5.53) y (5.51), se deduce que cuando s→ ∞, (5.52), toma la forma (5.45),

ver (5.46). Sustituyendo (5.49) en (5.38), se tiene que el estado de frontera alcan-

zado con la ley de control óptimo, (5.52)-(5.53), será (recordar (5.51)):

−→x k(∆) = exp(Ak∆)−→x k0 − C(A0,B)Gk(∆)CT
(A0,B)((

skΦ̃k−1

)−1

M−2
k + C(A0,B)Gk(∆)CT

(A0,B)

)−1 (
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
,
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−→x k(∆) = exp(Ak∆)−→x k0 − C(A0,B)Gk(∆)CT
(A0,B)(

skΦ̃k−1

)
X−1

k

(
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x kf

)
,

lo cual toma la siguiente forma,

−→x k(∆) = exp(Ak∆)−→x k0 − C(A0,B)Gk(∆)

1 0

0 wk


ℓ1k
ℓ2k

 . (5.54)

De (5.54), (5.53) y (5.51), se deduce que cuando s→ ∞, entonces
−→x k(∆) → −→x kf .

5.7. Resonancia

Los sistemas bajo consideración están dados por las representaciones de estado

(ver (5.15), (5.8), (3.54) y (5.28)),


d

dτk

−→x k(τk) = Ak
−→x k(τk) +Bu(τk),

−→x k(0) =
−→x k0, τk ∈ [0,∆]

y (τk) = C−→x k(τk)
(5.55)

donde
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

Ak =

 0 −mw2
k

1/m 0

 , B =

b0
0

 C =

[
0 1

]
,

uk =
1

∆

∫ Tk−1

Tk−2

u(t)dt, w2
k = w2

0 + ukw
2
1 τk ∈ [0,∆],

(5.56)

con condiciones iniciales −→x 10 =
−→x 0, −→x k0 =

−→x k−1(Tk−1), k ∈ {2, · · · , N} y un

control inicial u0 = 0.

Las leyes de control óptimo encontradas fueron:

1. Caso estado de frontera fija (ver (5.45)),

u∗(τk) = −fk sin(wk(∆− τk) + θfk). (5.57)

2. Caso estado de frontera libre (ver (5.52)),

u∗(τk) = −ℓk sin(wk(∆− τk) + θℓk). (5.58)

Si se iguala el incremento ∆ de las particiones al periodo de la frecuencia

natural de oscilación de la molécula diatómica,

∆ = 2π/w0, (5.59)

entonces se tendrá (ver (5.59), (5.57), (5.58) y (5.56)):4

4ρk ∈ {fk, ℓk} y θk ∈
{
θfk, θℓk

}
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uk =
1

∆

∫ Tk−1

Tk−2

u(t)dt =
−1

∆
ρk

∫ ∆

0

sin(
2π

∆
(∆− t) + θk)dt = 0. (5.60)

Lo cual implica (ver (5.56), (5.18), (5.22), (5.39), (5.40), (5.57) y (5.58) )



w2
k = w2

0, Mk =M0, Φ̃k = Φ̃0, Gk(∆) = G0(∆)

Ak = A0 =

 0 −mw2
0

1/m 0

 ,
u∗(τk) = −ρk sin(w0(∆− τk) + θk), ρk ≥ 0

(5.61)

Note que para el caso del estado de frontera fija (ρk, θk) = (fk, θfk); mientras que

para el caso del estado de frontera libre (ρk, θk) = (ℓk, θℓk).

Esto significa que la ley de control óptima proporciona acciones de control que

están en resonancia con el sistema. En efecto, de la representación de estado (5.55),

se sigue la siguiente función de transferencia (ver también la Figura 5.2):

[h]F0(s) = C(sI− A0)
−1B =

b0/m

s2 + w2
0

. (5.62)

Del diagrama de Bode, ver Figura 5.2, se infiere trivialmente que cuando se excita

el sistema con una sinusoide sintonizada con la frecuencia de resonancia, el estado

permanente de la salida tiende a infinito.

Aquı́ es interesante vislumbrar la manera en qué la salida tiende a infinito. La

matriz exponencial de (5.55) y (5.56) (con wk = w0) toma la siguiente forma:

exp(A0t) = cos(w0t)I+
1

w0

sin(w0t)A0, (5.63)
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Figura 5.2: Diagrama de Bode de la función de transferencia (5.62).

por lo que, para t = N∆, con N ∈ N, se tiene (ver (5.55), (5.56), (5.59), (5.63) y

(5.61)):

−→x (N∆) = exp(A0N∆)−→x 0 +

∫ N∆

0

expA0(N∆− τ)Bu∗(τ)dτ

−→x (N∆) = −→x 0+

∫ (2N)π/w0

0

(
cos(w0(N∆− τ))B +

1

w0

sin(w0(N∆− τ))A0B

)
u∗(τ)dτ

−→x (N∆)−→x 0−C(A0,B)

N∑
k=1

ρk·
∫ 2kπ/w0

2(k−1)π/w0

 cos(w0(N∆− τ))

(1/w0) sin(w0(N∆− τ))

 sin(w0(∆−τ)+θk)dτ
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−→x (N∆) = −→x 0 − C(A0,B)

N∑
k=1

1

2
ρk

∫ 2kπ/w0

2(k−1)

 sin(w0(1−N)∆ + θk)− sin(2w0τ − w0(1 +N)∆− θk)

π/w0(cos(w0(1−N)∆ + θk)− cos(2w0τ − w0(1 +N)∆− θk))

 dτ

−→x (N∆) = −→x 0 − C(A0,B)

N∑
k=1

1

2
ρk τ sin(w0(1−N)∆ + θk) +

1
2w0

cos(2w0τ − w0(1 +N)∆− θk)

1
w0
(τ cos(w0(1−N)∆ + θk)− 1

2w0
sin(2w0τ − w0(1 +N)∆− θk))

 ∣∣∣∣∣
2kπ/w0

2(k−1)π/w0

Por lo cual, el estado −→x y la salida y están dadas por

−→x (N∆) = −→x 0 − C(A0,B)

N∑
k=1

(π/w2
0)ρk

w0 sin(w0(1−N)∆ + θk)

cos(w0(1−N)∆ + θk)


y(N∆) = C−→x 0 − CC(A0,B)

N∑
k=1

(π/w2
0)ρk

w0 sin(w0(1−N)∆ + θk)

cos(w0(1−N)∆ + θk)

 (5.64)

Tomando en cuenta (5.56), (5.61) y (5.59), podemos expresar la salida de la si-

guiente manera:

y(N∆) = C−→x 0 −
∆b0
2m

N∑
k=1

cos(θk)ρk. (5.65)
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Observación 1 Si existe ϵ > 0 tal que 1 ≥ − cos(θk) ≥ 1 − ϵ > 0 ∀ k ∈

{1, · · · , N} y ρk > 0 casi en todas partes, entonces

ĺım
N→∞

y(N∆) → ∞. (5.66)

Observación 2 Bajo las mismas condiciones de la Observación 1, sea ρ0 > 0 tal

que:
N∑
k=1

ρk = Nρ0, (5.67)

entonces

0 < ρ0 ≤
1

N

(
2m

(1− ϵ)∆b0

)(
y(N∆)− C−→x 0

)
. (5.68)

Esto implica que el promedio de la acción de control, ρ0, se puede hacer tan pe-

queño como se desee, mediante la modulación del numero de intervalos, N, de la

partición del intervalo de control [0, T ], sintonizadas con la frecuencia de reso-

nancia w0, ∆
.
= 2π/w0.
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Capı́tulo 6

Simulaciones

Contenido: Se presentan simulaciones

En este Capı́tulo se muestran los resultados de aplicar la teorı́a de control ópti-

mo al método Bonilla–Bonilla [1] para la molécula diatómica descrita en el Capı́tu-

lo 3, en los casos de estado de frontera fija (5.45)-(5.46) y estado de frontera libre

(5.52)-(5.53).

6.1. Sistema

El sistema involucrado en esta simulación, corresponde a la molécula diatómi-

ca descrita en el Capı́tulo 3. Para poder simular la dinámica de la distancia in-

termolecular y su momento asociado, ası́ como sus incertidumbres, necesitamos

manejar un escalamiento apropiado para las unidades involucradas. En la Tabla

6.1, se muestran los escalamientos empleados en la simulación.
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Magnitud fı́sica Factor de escala Valor Unidad
masa km 1,6600× 10−27 kg/amu

longitud kx 5,2910× 10−11 m/a0
tiempo kt 1× 10−15 s/fs
energı́a ke 4,3590× 10−18 J/EH

momento kp = kmkx/kt 8,7831× 10−23 (kg ·m/s)/(amu · a0/fs)
constante de Planck h 1,0540× 10−34 J · s

ℏ = h/2π ℏe = h(kt/(kmk
2
x)) 0.0227 amu · a20 · fs−1

∆ 2π/w0 8.4128 fs

Tabla 6.1: Constantes y factores de escala empleados en la simulación.

Nótese que, para el escalamiento en la simulación, se emplearon unidades atómi-

cas, como amu, a0, EH , fs. En primer lugar, el amu (de las siglas en inglés “ato-

mic mass unit”) es una constante fı́sica que se utiliza para expresar masas atómicas

y masas moleculares, se define como la doceava parte de la masa de un átomo libre

de carbono–12. En segundo lugar, la unidad a0 es el radio de Bohr; por definición,

corresponde al radio promedio mas pequeño del átomo de hidrógeno con energı́a

bien definida. En tercer lugar, la unidad EH , llamada energı́a de Hartree, es apro-

ximadamente el doble de la energı́a de ionización del estado base del átomo de

hidrógeno. Finalmente, los tiempos caracterı́sticos de los procesos atómicos son

del orden de femtosegundos, denotados por fs.

En cuanto a los parámetros que caracterizan al sistema, se presentan a conti-

nuación, en la Tabla 6.2.
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Nombre Variable Valor Unidades
Profundidad del potencial D0 0,1994ke J

de Morse
Ancho del potencial β 1,189/kx m−1

de Morse
Constante del momento µ0 3,088ke J

dipolar eléctrico
Masa del Oxigeno mO 15,999 amu

Masa del Hidrógeno mH 1,0078 amu
Masa reducida m 0,9481 amu

Frecuencia natural w0 = β
√

2D0

(mkm)
kt 7,4686× 1014 rad · s−1

escalada
Posición del máximo valor q∗ 0,6 a0

del momento dipolar eléctrico
Distancia intermolecular inicial q0 1.821 a0

qkm q∗kx 3,1746× 10−11 m
Coeficiente lineal

del potencial externo
(ver ecuación (3.13)) V1 = µ0(

q0
q∗
− 1) exp (− q0

q∗
) 1,3169× 10−18 J

Coeficiente cuadrático
del potencial externo
(ver ecuación (3.16)) V2 =

(
µ0

q∗ kq

)(
q0
q∗
− 2
)
exp

(
− q0

q∗

)
2,1098× 10−08 J ·m−1

a12 (ver (3.54) y (3.55)) −(mkm)w
2
0(kt kX/kp) −0,5288 amu · fs−2

a12 (ver (3.54) y (3.55)) −V 2 (kt/kP ) −0,2402 a20 · amu · fs−2

a21 (ver (3.54) y (3.55))
(

1
mkm

)(
kt,kP
kx

)
1,0548 amu−1

b0 (ver (3.54) y (3.55)) V 1

(
kt

kp kx

)
0,2834 a20 · amu · fs−2

w2
1 (ver (3.54) y (3.55)) −a21a12 0,2534 a0 · rad2 · fs−2

Tabla 6.2: Parámetros del sistema diatómico.

Tomando en cuenta los factores de escala y constantes fı́sicas de las respectivas

Tablas 6.1 y 6.2, se puede escribir la representación de estado de los promedios

(3.52) con sus respectivas matrices (3.54). De igual manera, se puede escribir la
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representación de estado de las incertidumbres (3.57) con sus respectivas matrices

(3.59). Las matrices involucradas (incluyendo la matriz de controlabilidad C(Ak,B))

toman entonces la siguiente forma numérica:

A0 =

 0 −0,5288

1,0548 0

 , A1 =

0 −0,2834

0 0

 , B0 =

0,2834
0

 ,

Aσ0 =


0 0 −1,0577

0 0 2,1095

1,0548 −0,5288 0

 , Aσ1 =


0 0 −0,4804

0 0 0

0 −0,2402 0

 ,

C(Ak,B)
.
= [B AkB] =

0,2834 0

0 0,2989

 .
(6.1)

En este Capı́tulo, simularemos llevar a la molécula de la condición inicial, q0 =

1,821 [a0] a la condición final q1 = 1,9108 [a0], como se indica a continuación:

x0 = q0 − q0 = 0 [a0]

x1 = q1 − q0 = 0,1698 [a0] (6.2)

Tome en cuenta que estamos empleando la aproximación armónica para el poten-

cial molecular (ver Figura 6.1), ası́ como el momento dipolar eléctrico (ver Figura

6.2).
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q0

D0

Figura 6.1: Potencial molecular de Morse (lı́nea negra) aproximado por un oscila-
dor armónico (lı́nea punteada azul), alrededor del punto de equilibrio (punto rojo).
La región de validez de la aproximación armónica se indica mediante lı́neas pun-
teadas grises. Para la región, por ejemplo, indicada por las lı́neas punteadas verdes,
el oscilador armónico deja de ser una buena aproximación.

µ0q∗e−1

q∗ q0

Figura 6.2: Momento dipolar eléctrico de la molécula (lı́nea negra), aproximado
por un oscilador armónico (lı́nea punteada azul), alrededor del punto de equilibrio
(punto rojo) de la molécula. La región de validez de la aproximación armónica
se indica mediante lı́neas punteadas grises. Para la región, por ejemplo, indica-
da por las lı́neas punteadas verdes, el oscilador armónico deja de ser una buena
aproximación.
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Las condiciones iniciales de las incertidumbres se seleccionan para satisfacer el

mı́nimo de la desigualdad de Heisenberg:

σ2
X0 = 0,015625[a20], σ2

P0 =

(
ℏ
2

)2/
σ2
X0. (6.3)

Se van a considerar las siguientes tres particiones para el horizonte de tiempo finito

(ver el principio de la Sección 5.2):

N1 = 1, N2 = 10, N3 = 100, (6.4)

siendo la duración de cada partición (cf. (5.59)),

∆ = 2π/w0 = 8,4128 [fs]. (6.5)

De esta manera, se tienen los siguientes horizontes finitos,

T1 = N1∆ = 8,4128 [fs], T2 = N2∆ = 84,128 [fs], T3 = N3∆ = 841,28 [fs].

(6.6)

En cuanto a las referencias a seguir, están dadas por (ℓ ∈ {1, 2, 3}):


rX(k) = x0 +

x1

2

(
1− cos(kπ

/
Nℓ)

)
, k ∈ {1, · · · , Nℓ}

rP (k) =
mπx1

2Nℓ∆
sin(kπ/Nℓ), k ∈ {1, · · · , Nℓ}

(6.7)

En las Figuras 6.3 (a), (c), (e) se muestran las diferentes particiones para la referen-

cia rX . En cuanto a las Figuras 6.3 (b), (d), (f) se muestran las diferentes particiones
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para la referencia rP .

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 6.3: Referencia rX para las particiones (a) N1 = 1 (c) N2 = 10 (e) N3 =
100. Referencia rP para las particiones (b) N1 = 1 (d) N2 = 10 (f) N3 = 100.

6.1.1. Cálculo de la ley de control óptimo para el caso (1) estado

de frontera fija

La ley de control se calcula de manera recursiva, como se muestra a continua-

ción:
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Paso 1. Se inicializan las variables como sigue (ver Tabla (6.2))

u0 = 0 , w0 = 7,4686× 1014, u1 = 0, w1 = 0,7469, x1 = 0, p1 = 0 ,

A0 =

 0 −0,5288

1,0548 0

, A1 =

0 −0,2402

0 0

, ∆ = 8,4128 ,

−→x 10 = 0,1698

0
0

, u1 = 0, −→x 0 =

0
0

, w2
1 = 0,2534,

C(Ak,B)
.
= [B AkB] =

0,2834 0

0 0,2989

, k = 0.

Paso 2. Se realizan los cálculos siguientes, donde k = k + 1.

Calculando la frecuencia (ver (5.26) y (5.52))

wk =
√
w2

0 + ukw
2
1,

siendo el sistema

Ak = A0 + ukA1.

De esta manera, la matriz exponencial es (ver (5.27) y (5.30)):

exp(Ak∆) = cos(wk∆)

1 0

0 1

+

(
1

wk

)
sin(wk∆)Ak,

donde las componentes del Gramiano (5.40) son,

Gk(∆) = 2wk

g1k g2k

g2k g3k

 .
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Cabe mencionar que las componentes del Gramiano se calculan de la siguiente

manera (ver (5.41)),

g1k = wk∆+
sin(2wk∆)

2
,

g2k =
(sin(wk∆))2

wk

,

g3k =
(∆− (sin(2wk∆))

(2wk)
)

wk

.

Además, el estado de frontera (ver (6.7)) es:

−→x fk =

rP (k)
rX(k)

 .
Los parámetros de la ley de control (5.45) son los siguientes (ver (5.46) y recordar

(5.42)),



f1k
f2k

 =

1 0

0 1/wk

G−1
k (∆)C−1

(A0,B)

(
exp(Ak∆)−→x k0 −−→x fk

)
,

fk =
√
f 2
1k + f 2

2k,

θfk = tan−1(f1k/f2k).

Paso 3. Actualización de variables (ver (5.51), (5.45) y (5.8)):

u(t) = f1 cos(w(∆− t))− f2 sin(w(∆− t)),
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uk+1 =
1

∆

∫ ∆

0

u(t) dt,

uk+1 = −
(

1

wk∆

)
(f1k sin(wk∆) + f2k(1− cos(wk∆))),

−→x (k+1)0 =
−→x kf .

Paso 4. Si k < Nℓ, ir al paso 2.

Paso 5. Fin del algoritmo.

A continuación se muestran los resultados obtenidos para las diferentes parti-

ciones, N1 = 1, N2 = 10 y N3 = 100, ver respectivamente Figuras 6.4, 6.5, 6.6.

81



(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.4: Parámetros para el diseño del control, para N1 = 1, (a) wk (b) uk vs.
−w2

0/w
2
1 (c) fk (d) θfk.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.5: Parámetros para el diseño del control, para N2 = 10, (a) wk (b) uk vs.
−w2

0/w
2
1 (c) fk (d) θfk.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.6: Parámetros para el diseño del control, paraN3 = 100, (a) wk (b) uk vs.
−w2

0/w
2
1 (c) fk (d) θfk.

De las figuras 6.4 (c), 6.5 (c) y 6.6 (c) se nota que para N = 1, N = 10 y

N = 100, respectivamente, la máxima amplitud de la ley de control es fk = 0,1,

fk = 0,015 y fk = 0,0015. Esto concuerda con la discusión de la Sección 5.7.

6.1.2. Cálculo de la ley de control óptimo para el caso (2) estado

libre

La ley de control se calcula de manera recursiva, como se muestra a continua-

ción:

Paso 1 Se inicializan las variables como sigue (ver Tabla (6.2))

u0 = 0 , w0 = 7,4686× 1014, u1 = 0, w1 = 0,7469, x1 = 0, p1 = 0 ,
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A0 =

 0 −0,5288

1,0548 0

, A1 =

0 −0,2402

0 0

, ∆ = 8,4128 ,

−→x 10 = 0,1698

0
0

, u1 = 0, −→x 0 =

0
0

, w2
1 = 0,2534,

C(Ak,B)
.
= [B AkB] =

0,2834 0

0 0,2989

, k = 0, sk = 1, k {∈ 1, · · · , Nℓ},

Φ̃0 = 1.

De igual manera, inicializamos las siguientes variables,

Φ̃k(
−→x k(∆)) = exp(−mwk

2ℏ
(−→x k(∆)−−→x kf )M

2
k (
−→x k(∆)−−→x kf )),

Φ̃k ≈ Φ̃k−1,

Xk =M−2
k + (sk Φ̃k−1)C(A0,B)GK(∆)CT

(A0,B)

sk =
mwk

2ℏ s
.

Paso 2. Se realizan los cálculos siguientes, donde k = k + 1.

Calculando la frecuencia (ver (5.26) y (5.52))

wk =
√
w2

0 + ukw
2
1,

siendo el sistema

Ak = A0 + ukA1.
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De esta manera, la matriz exponencial está numéricamente dada por (ver (5.27) y

(5.30)):

exp(Ak∆) = cos(wk∆)

1 0

0 1

+

(
1

wk

)
sin(wk∆)Ak,

donde las componentes del Gramiano (5.40),

Gk(∆) = 2wk

g1k g2k

g2k g3k


Cabe mencionar que las componentes del Gramiano se calculan de la siguiente

manera (ver (5.41)),

g1k = wk∆+
sin(2wk∆)

2
,

g2k =
(sin(wk∆))2

wk

,

g3k =
(∆− (sin(2wk∆))

(2wk)
)

wk

.

Además, el estado final (ver (6.7)) es:

−→x ℓk =

rP (k)
rX(k)

 .
Los parámetros de la ley de control (5.53) son (ver (5.51) y (5.18)),
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Mk =

1/(mwk) 0

0 1

 ,
Xk =M−2

k + (sk Φ̃k−1)C(A0,B)GK(∆)CT
(A0,B),



ℓ1k
ℓ2k

 =

1 0

0 1/wk

 CT
(A0,B)

(
skΦ̃k−1

)
X−1

k

(
exp(A0∆)−→x k0 −−→x ℓk

)
,

ℓk =
√
ℓ21k + ℓ22k,

θℓk = tan−1(ℓ1k/ℓ2k).

Paso 3. Actualización de variables (ver (5.51), (5.45) y (5.8)):

u(t) = ℓ1 cos(w(∆− T ))− ℓ2 sin(w(∆− T )),

uk+1 =
1

∆

∫ ∆

0

u(t) dt,

uk+1 = −
(

1

wk∆

)
(ℓ1k sin(wk∆) + ℓ2k(1− cos(wk∆))),

−→x (k+1)0 = exp(Ak∆)−→x k0 − C(A0,B)Gk(∆)

1 0

0 wk


ℓ1k
ℓ2k

 ,
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Mk+1 =

1/(mwk) 0

0 1

 ,
Φ̃k = exp(−mwk

2ℏ
(−→x k(∆)−−→x kℓ)M

2
k (
−→x k(∆)−−→x kℓ)).

Paso 4. Si k < Nℓ, ir al paso 2.

Paso 5. Fin del algoritmo.

A continuación se muestran los resultados obtenidos para las diferentes parti-

ciones, N1 = 1, N2 = 10 y N3 = 100, ver respectivamente Figuras 6.7, 6.8, 6.9.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.7: Parámetros para el diseño del control, para N1 = 1, (a) wk (b) uk vs.
−w2

0/w
2
1 (c) ℓk (d) θfk.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.8: Parámetros para el diseño del control, para N2 = 10, (a) wk (b) uk vs.
−w2

0/w
2
1 (c) ℓk (d) θfk.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.9: Parámetros para el diseño del control, paraN3 = 100, (a) wk (b) uk vs.
−w2

0/w
2
1 (c) ℓk (d) θfk.
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De las Figuras 6.7 (c), 6.8 (c), 6.9 (c) se nota que para N = 1, N = 10 y

N = 100, respectivamente, la máxima amplitud de la ley de control es fk = 0,06,

fk = 0,015 y fk = 0,0015, lo cual concuerda con la discusión de la Sección 5.7.

6.2. Simulación

Tomando en cuenta la Sección anterior, se implementó la simulación en SIMU-

LINK. A continuación se presentan los comportamientos del sistema, ası́ como la

ley de control óptimo y la funcional asociada. Esto se hace para cada caso incre-

mental tratado anteriormente N = 1, N = 10 y N = 100.
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6.2.1. Simulación, caso (1) estado de frontera fija

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N1 = 1

Figura 6.10: (a) valor medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento ⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias rx, rp, ver (6.7) (e) ley
de control óptimo u∗ (5.45) (f) funcional de la energı́a del láser, ver (5.13).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N2 = 10

Figura 6.11: (a) valor medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento ⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias rx, rp, ver (6.7) (e) ley
de control óptimo u∗ (5.45) (f) funcional de la energı́a del láser, ver (5.13).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N3 = 100

Figura 6.12: (a) valor medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento ⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias rx, rp, ver (6.7) (e) ley
de control óptimo u∗ (5.45) (f) funcional de la energı́a del láser, ver (5.13).
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6.2.2. Simulación, caso (2) estado de frontera libre

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N1 = 1

Figura 6.13: (a) valor medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento ⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias rx, rp, ver (6.7) (e) ley
de control óptimo u∗ (5.52) (f) funcional de la energı́a del láser, ver (5.13).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N2 = 10

Figura 6.14: (a) valor medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento ⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias rx, rp, ver (6.7) (e) ley
de control óptimo u∗ (5.52) (f) funcional de la energı́a del láser, ver (5.13).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N3 = 100

Figura 6.15: (a) valor medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento ⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posición ⟨X̂⟩ [a0], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
⟨P̂⟩ [amu · a0/fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias rx, rp, ver (6.7) (e) ley
de control óptimo u∗ (5.52) (f) funcional de la energı́a del láser, ver (5.13).
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Capı́tulo 7

Conclusión

En la actualidad, se busca diseñar señales láser, de manera óptima, para dirigir

moléculas a objetivos especı́ficos, o para manipular la distancia intermolecular, en

escalas de tiempo ultrarrápidas (de picosegundos a femtosegundo) [2]. Esto tie-

ne como fin romper o manipular enlaces quı́micos [2] para ocasionar reacciones

quı́micas mediante el uso del láser, en lugar del uso de insumos quı́micos. En la lite-

ratura, existe un estándar que inició el grupo de investigación de Rabitz en 1988 [8].

Se basa en la aplicación directa de la teorı́a de control a la ecuación de Schrödin-

ger [8; 9; 10; 11]. Cabe destacar que esta es una ecuación diferencial parcial y,

además, compleja. Esto requiere la solución de ecuaciones no lineales acopladas

[10]. Además, si bien se logra efectuar el control óptimo mediante simulaciones

numéricas, el mismo grupo de Rabitz reportó varios problemas de convergencia

[10].

En este contexto, en la presente tesis se controló la distancia intermolecular

de una molécula diátomica mediante un pulso láser, cuya energı́a fue optimiza-

da, ası́ como sus probabilidades de transición. Esto se logró aplicando un algo-

96



ritmo analı́tico y fácil de implementar. En particular, se eligió el reciente método

Bonilla–Bonilla [1] para diseñar el control óptimo del sistema cuántico en cues-

tión. El método Bonilla–Bonilla ofrece tres ventajas respecto del método de Rabitz:

Para empezar, permite la escritura de una representación de estado de las cantida-

des estadı́sticas; es decir, se trabaja con ecuaciones ordinarias y reales. En segundo

lugar, el tratamiento de cantidades estadı́sticas en forma de representación de esta-

do, permite la aplicación de la teorı́a convencional de control óptimo. Esto implica

que su implementación numérica no necesita algoritmos sofisticados, sino que la

solución puede obtenerse mediante una paqueterı́a común de simulación, como

SIMULINK.

Para lograr el objetivo antes marcado, en la presente tesis, se realizó lo siguien-

te.

En primer lugar, en el Capı́tulo 2, se presentaron las herramientas matemáticas

básicas de los sistemas cuánticos. Por ejemplo, se recordó el concepto de estado

cuántico, ası́ como el de operador cuántico. Se revisó la expresión de los valores

medios (2.5). En particular, se vieron los estados coherentes que, por definición,

reproducen el comportamiento clásico en promedio (2.12) minimizando la des-

igualdad de Heisneberg (2.4). También se calculó la probabilidad de transitar de

un estado coherente (caracterizado por una amplitud y una fase) a otro estado cohe-

rente (caracterizado por otra amplitud y otra fase), ver (2.28).

En el Capı́tulo 3, se consideró una molécula diatómica caracterizada median-

te un potencial de Morse (3.1) y sometida a la acción de un pulso láser, descrito

por (3.2) y (3.3). Para la aplicación del método Bonilla–Bonilla, se realizó una

aproximación cuadrática del potencial de Morse, alrededor del punto de equili-

brio molecular, ver (3.9) y Figuras 3.1 y 3.2. En lugar de trabajar con la ecuación
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de Schrödinger (3.17), se aplicó la fórmula (3.18) para obtener la dinámica de

las cantidades estadı́sticas: valores medios de posición y momento, ası́ como las

respectivas incertidumbres y correlación. En particular, se formó dos representa-

ciones de estado desacopladas: una para los valores medios (3.52)-(3.55) y otra

para las incertidumbres (3.57)-(3.59).

En cuanto al Capı́tulo 4, se hizo un breve recordatorio sobre la técnica de con-

trol óptimo que se utilizó: El regulador cuadrático lineal. Se reviso el control de

un sistema dinámico (4.1) para alcanzar una referencia x⃗f , en tiempo finito T , mi-

nimizando la funcional cuadrática 4.2. La metodologı́a se ilustró en la Tabla 4.1.

Se distinguieron dos casos: Por un lado, el control óptimo u∗ para el caso de una

frontera fija (4.7). Por otro lado, el control óptimo u∗ para el caso de una frontera

libre (4.13). Ası́ mismo se corrieron las respectivas simulaciones en SIMULINK,

en la sección 4.2.4.

Ahora bien, en el Capı́tulo 5, se realizó un horizonte de tiempo finito con una

partición (5.5); dentro de cada intervalo de tiempo, se implementó un modelo in-

cremental para los valores medios (5.6) y las incertidumbres (5.7). Las submatrices

involucradas se mostraron en (5.8). Además la funcional del criterio a minimizar

está dada por (5.21), (5.22) y (5.19). La equivalencia de los comportamientos entre

el esquema de Rabitz y Bonilla–Bonilla, se ilustró en la Figura 5.1. En este punto,

dado que el problema cuántico se preparó en una forma similar al del Capı́tulo 4,

mediante el método Bonilla–Bonilla, entonces, se adaptó la metodologı́a descrita

en el Capı́tulo 4. Especı́ficamente, se encontró que la ley de control óptimo para

el caso de frontera fija está dada por (5.45). En cuanto al caso de frontera libre, la

ley de control óptimo corresponde a (5.50).

Finalmente, en el Capı́tulo 6, se abordan las simulaciones obtenidas en la tesis,
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que respaldan los resultados teóricos del Capı́tulo 5.
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