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Resumen

La presente tesis se controld la distancia intermolecular de una molécula didto-
mica mediante un pulso laser, cuya energia fue optimizada, asi como sus proba-
bilidades de transicion. Esto se logré aplicando un algoritmo analitico y fécil de
implementar. En particular, se eligio el reciente método Bonilla—Bonilla [1] para
disenar el control 6ptimo del sistema cudntico en cuestion. El método Bonilla—
Bonilla ofrece tres ventajas respecto del método de Rabitz: Para empezar, permite
la escritura de una representacion de estado de las cantidades estadisticas; es decir,
se trabaja con ecuaciones ordinarias y reales. En segundo lugar, el tratamiento de
cantidades estadisticas en forma de representacion de estado, permite la aplicacion
de la teoria convencional de control 6ptimo. Esto implica que su implementacion
numeérica no necesita algoritmos sofisticados, sino que la solucion puede obtenerse

mediante una paqueteria comin de simulacion, como SIMULINK.
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Abstract

In this thesis, the intermolecular distance of a diatomic molecule was controlled
using a laser pulse, whose energy was optimized, as well as its transition probabili-
ties. This was achieved by applying an analytical and easy-to-implement algorithm.
In particular, the recent Bonilla—Bonilla [1] method was chosen to design the opti-
mal control of the quantum system in question. The Bonilla—Bonilla method offers
three advantages over the Rabitz method: To begin with, it allows the writing of
a state representation of the statistical quantities; That is, you work with ordinary
and real equations. Secondly, the treatment of statistical quantities in the form of
state representation allows the application of conventional optimal control theory.
This implies that its numerical implementation does not require sophisticated al-
gorithms, but rather that the solution can be obtained using a common simulation

package, such as SIMULINK.

1A%



Objetivo

En el presente trabajo, se busca aplicar el método Bonilla—Bonilla para contro-
lar la distancia interatomica de una molécula diatdomica, mediante el uso de un
pulso ldser optimizando su energia fOT u?(t)dt, k > 0, asi como la probabilidad
de transicion molecular. En particular, se considerard que la molécula esta aislada
(sin interaccion con el medio ambiente), y la interaccion interatdmica se modelara
mediante el potencial de Morse [2] que, posteriormente, se aproximard a un osci-
lador arménico. En cuanto a la interaccion entre la molécula y el laser, se usara
(como es habitual) la aproximacion semicldsica del dipolo eléctrico, asi como la

funcion de Mecke
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Capitulo 1

Introduccion

Desde su aparicion en 1960, los ldseres han sido empleados como “‘pares de
tijeras operando a escala molecular” [4] debido a que su frecuencia (de Terahertz a
miles de Terahertz) estd en el rango necesario para ocasionar transiciones energéti-
cas de los sistemas moleculares. Esto permiti6 la utilizacién del laser como agente
de reacciones quimicas, al romper o manipular enlaces quimicos [2]. Esto tiene
una gran repercusion en el desarrollo actual de la industria quimica y farmacéutica
[5; 6], ya que economiza el desarrollo de productos. En efecto, la reaccién quimi-
ca se ocasiona ahora mediante un agente fisico (el laser), en lugar de uno quimico
(insumos quimicos). Ademads, esto reduce el impacto ambiental al evitar la pro-
duccién de desechos quimicos secundarios. En el &mbito tedrico, se busca disenar
sefales laser, de manera Optima, para dirigir moléculas a objetivos especificos,
o para manipular la distancia intermolecular, en escalas de tiempo ultrarrapidas
(de femtosegundos a picosegundos) [2]. Las sefiales laser deben optimizarse pa-
ra lograr un empleo de minima energia durante cada operacién molecular. Esto

corresponde a una busqueda de un control 6ptimo.



La aplicacion de la teoria de control 6ptimo a sistemas cudnticos se centra en la
minimizacién simultdnea de una funcional .J que involucra el estado x y el control
del sistema & = f(x, u) [3]. Esto tiene varias implementaciones, en particular dos:
Por un lado, se puede efectuar el control de un sistema cudntico mediante la mani-
pulacion de la estructura algebraica asociada al sistema cudntico, ver por ejemplo
[7]. Por otro lado, existe un estandar que inici6 el grupo de investigacién de Rabitz
en 1988 [8]. Se basa en la aplicacion de la teoria de control 6ptimo directamente a
la ecuacion de Schrodinger. Esto se logra mediante algoritmos numéricos e iterati-
vos, como en dindmica molecular, donde obtencion de soluciones analiticas no es
trivial, y generalmente se limita a casos de simetrias especiales. Cabe destacar que
en la metodologia de Rabitz [8; 9; 10; 11] se trabaja con una ecuacion diferencial
parcial que requiere la solucion de ecuaciones no lineales acopladas [10]. Ahora
bien, recientemente surgié un método alternativo para controlar sistemas cudnti-
cos, evitando el tratamiento directo de la ecuacion de Schrodinger [1]. El método
Bonilla—Bonilla se basa en la incorporacion de las cantidades estadisticas del sis-
tema cudntico en el estado; de esta manera, se logra la implementacién analitica
del control sobre el sistema cudntico, haciendo uso de la representacion de estado
convencional.

Como se afirma en el prefacio del libro de Polderman & Willems [12], el co-
razén del enfoque del comportamiento es “la nocidén de un sistema dindmico como
un conjunto de trayectorias temporales, una familia de sefiales variantes en el tiem-
po, que adquieren valores en un espacio de sefial adecuado”.

Esto permite una mejor comprension de las trayectorias solucién del sistema en
estudio, y de la propiedad estructural de alcanzabilidad. También permite analizar

la convergencia entre trayectorias solucion del sistema.



En este trabajo de tesis, se obtienen dos representaciones para describir la dindmi-
ca de los valores medios. La primera representacion es un modelo dindmico lineal,
invariante en el tiempo. La segunda representacion es una particion mediante mo-
delos lineales, invariantes en el tiempo. El enfoque del comportamiento es la he-
rramienta adecuada para estudiar las convergencias entre ambas representaciones.
Una vez establecida la convergencia entre ambos modelos, se procede a la apli-
cacion de técnicas clésicas de control 6ptimo disefiadas para los sistemas lineales
invariantes en el tiempo.
Dado que para el caso de los sistemas cudnticos es muy importante no solo deter-
minar la trayectoria del estado, sino también la trayectoria de entrada, entonces la
alcanzabilidad del comportamiento es el concepto de alcanzabilidad més preciso
para este tipo de sistemas

En este contexto, en el presente trabajo, se busca aplicar el método Bonilla—
Bonilla para controlar la distancia interatdmica de una molécula diatdmica, me-
diante el uso de un pulso laser optimizando su energia fOT u?(t)dt, k > 0, asi
como la probabilidad de transicién molecular. En particular, se considerard que
la molécula estd aislada (sin interaccion con el medio ambiente), y la interaccion
interatomica se modelard mediante el potencial de Morse [2] que, posteriormente,
se aproximard a un oscilador arménico. En cuanto a la interaccion entre la molécu-
la y el laser, se usard (como es habitual) la aproximacion semicldsica del dipolo
eléctrico, asi como la funcion de Mecke [2]. Es importante volver a sefalar que la
aplicacion del método Bonilla—Bonilla, por un lado, provee un tratamiento analiti-
co y, por otro lado, evita el problema de los métodos numéricos sofisticados que
requieren un andlisis extensivo sobre la convergencia.

Para lograr el objetivo antes marcado, la presente tesis estd organizada de la



siguiente manera: En primer lugar, en el Capitulo 2, se presentan las herramien-
tas matematicas bdsicas de los sistemas cudnticos que se utilizaron en la tesis.
En particular en la Seccion 2.1 se revisa el concepto de estado cudntico, para no
confundirlo con el estado de control. En la Seccion 2.2 se presenta brevemente
el concepto de operadores cudnticos y en la Seccién 2.3, se describen los estados
coherentes que se utilizaran. Después, en el Capitulo 3, se justificard y presentara
el modelo matematico del sistema (la molécula diatémica). En las Secciones 3.1,
3.2y 3.3, se presenta la dindmica del sistema, de los promedios y el de las incer-
tidumbres asi como la correlacion, respectivamente. En la seccion 3.4, se muestra
la representacion de estado del sistema en consideracion. En cuanto al Capitulo 4,
se hard un breve recordatorio sobre la técnica de control 6ptimo que se utilizo: El
regulador cuadratico lineal. A lo largo de este capitulo se mostrard la solucién a un
problema de optimizacién basico, ver Seccion 4.2.1. En las Secciones 4.2.2 y4.2.3
detallaremos los diferentes casos de frontera. En la seccion 4.2.4, se presentan los
resultados de la simulacién. Ahora bien, en el Capitulo 5, teniendo en cuenta los
capitulos pasados, se planteara el problema de control 6ptimo para el sistema an-
tes descrito bajo el método de Bonilla—Bonilla. En la Seccion 5.1 se presenta el
problema de optimizacion a tratar; posteriormente, en la Seccion 5.2, se realizan
las representaciones de estado incrementales del sistema. En la Seccidn 5.4, se ob-
tiene la solucién incremental. En las Secciones 5.5 y 5.6, se calcularon el estado
de frontera fijo y libre. En la Seccién 5.7, se incorpora el concepto de resonan-
cia en el sistema. Posteriormente, en el Capitulo 6, se abordan las simulaciones y
resultados obtenidos en la tesis. En la Seccion 6.1, se enlistan los pardmetros del
sistema; mientras que en la Seccidn 6.2 se muestran los resultados de la simulacion.

Finalmente, en el Capitulo 7, se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Estados cuanticos

Contenido: Se presentan las herramientas matemati-

cas basicas de los sistemas cuanticos.

2.1. Definicion

A raiz de los experimentos sobre la interaccion entre materia y radiacion (cuerpo
negro, espectros quimicos, efecto fotoeléctrico, entre otros [13]), se descubri6 que
los sistemas microscopicos no pueden ser descritos mediante fisica clasica. En
su lugar, se desarrolld la fisica cudntica que describe la informacién experimental
relacionada con los sistemas microscépicos, como bien lo describi6 el mismo Niels

Bohr:

The entire formalism is to be considered as a tool for deriving predictions, of
definite or statistical character, as regards information obtainable under experi-

mental conditions described in classical terms [- - - | under well-defined experi-



mental conditions.[14]

El formalismo completo debe considerarse como una herramienta para derivar
predicciones, de cardcter definido o estadistico, en lo que respecta a la informa-
cion obtenible bajo condiciones experimentales descritas en términos clasicos [- -

- | bajo condiciones experimentales bien definidas..[14]

Dicho de otra manera, la fisica cudntica no estudia el objeto microscépico en si,
sino que describe la informacion experimental asociada a éste. Por esta razon, se
introdujo el concepto de estado cuéntico' |¢)()), como sigue: El estado cudntico
|1)(t)) es un objeto matemdtico que contiene toda la informacion experimental
extraible de un sistema microscopico, para todo instante de tiempo ¢. Se puede
probar que el estado cudntico es un vector perteneciente a un espacio de Hilbert
[15].
Como se indicé anteriormente, los sistemas microscopicos carecen de una descrip-
cion determinista. Por este motivo, se necesita adoptar un enfoque probabilistico
en fisica cudntica. Esto significa que, en general, las mediciones hechas sobre el
sistema tendrdn un resultado indeterminado; por lo cual, s6lo se puede hablar de
la probabilidad de detectar, por ejemplo, un valor de energia.

Sea un sistema microscopico cuya preparacion experimental esté descrita en
términos de mediciones de energia E, 1, - - - . El estado cuéntico que describe la

preparacion experimental de ese sistema estd dado por

[9(t)) = co®)|0) + er(O)1) + -+ ex@)[k) + -, (2.1)

con ¢o(t), c1(t), --- € C.

'No confundir con el estado empleado en el contexto de teoria de control.

6



La suma de estados indica la posible deteccion de los respectivos valores. Dicho
de otra manera, si sumamos los estados® |0), |1), - - - significa que es posible de-
tectar los valores de energia Fy, E1, - - - . La probabilidad de deteccién P(FEy) de

la energia £y, estd dada por el coeficiente ¢y, ver (2.1), de la siguiente manera

Pg,(t) = |ex(t)]*. (2.2)

Por otro lado, como se menciond anteriormente, los estados cuanticos son vec-
tores pertenecientes a un espacio de Hilbert. Por esta razén se puede definir un
producto escalar. Para dos estados |11 (¢)) y |2(t)) su producto escalar estd dado
por el producto (11(t)|1o(t)) € C, para mds detalles sobre las propiedades del
producto escalar ver [16]. En particular, para los estados relacionados con detec-

ciones de cantidades medibles, como energia, entre otros,

<k’1‘k’2> — 5k1,k2 (23)

donde 0y, », = 1 siempre y cuando k; = ks, de otra manera el resultado es cero.
Esto nos permite reescribir la probabilidad de deteccion de valores observables. En
efecto, partiendo de (2.1) y tomando en cuenta (2.3), podemos escribir Pg, (t) =
()2 = [ (Rl (1))

Es importante notar que se puede demostrar [16] que la probabilidad de detectar
una preparacion experimental descrita por un estado cudntico |as(t)), dado que el
sistema se preparé experimentalmente de acuerdo al estado cudntico |ay (t)) estd

dada por

2En la literatura a estos estados de energia bien definida se les conoce como “estados estacio-
narios”.



Playysiany = [(0a(®)|aa(t))]”. (2.4)

A esta probabilidad se le conoce como “probabilidad de transicion” entre los esta-

dos [ (1)) y [as(t)).

2.2. Observables

Enla Seccion anterior, se describid al sistema microscéopico en funcion de posi-
bles eventos y sus respectivas probabilidades. Ahora bien, recordemos que la fisica
cudntica se basa en la descripcién experimental de un sistema microscopico; por
lo cual, se necesita expresar los promedios de las mediciones realizadas sobre el
sistema. Para ello, necesitamos un objeto matemaético que esté relacionado con los
medidores de cantidades fisicas observables (energia, posiciéon, momento, entre
otros) que llamaremos observable®. Sea una cantidad fisica observable A, el ob-
servable A es el objeto matematico que contiene toda la informacion extraible del
medidor de dicha cantidad; es decir, los valores medibles con sus respectivas uni-
dades, ag, aq, - - - . Cabe destacar que el observable de energia tiene la peculiaridad
de escribirse H por razones historicas. Se puede probar que los observables cuénti-
cos son transformaciones lineales hermiticas sobre el espacio de Hilbert [16]. A
estas transformaciones lineales también se les llama operadores.

En el contexto de la informaciéon experimental relacionada con los medidores,
necesitamos expresar el promedio, que corresponden a la mejor estimacion de

una medicion. Sea un sistema preparado experimentalmente de acuerdo al esta-

3Es importante recalcar que el término observable en cudntica se refiere al medidor de una
cantidad experimentalmente observable; no confundir con el concepto de observabilidad en teoria
de control.



do cudntico |t (t)). Al medir un observable K, los valores posibles son ag, a1, - - -,

~

con probabilidades de ocurrencia P,,, P,,, - - - respectivamente. El promedio (A)
de la medici6n estd dado por (A) = 3° . @ P, . Tomando en cuenta la manera de
calcular las probabilidades de deteccion (2.2), se puede demostrar que el promedio
del observable A dado que el sistema tiene un estado cudntico |1 (t)) estd dado por

(161,

(A) = (Y(t)|Alw(t)). 2.5)

Como se indico en la cita de Bohr, los sistemas microscopicos estan descritos me-
diante medidores clésicos. Por lo cual, una condicion para fijar la estructura ma-

tematica de los sistemas cudnticos se conoce como principio de correspondencia:

El promedio de las ecuaciones dindmicas cldsicas son vélidas para los sistemas
cudnticos. Se puede probar que esta condicion se satisface si y solo si los opera-
dores de posicion X y momento P no conmutan de la siguiente manera XP =
PX + iAl. Esto se puede reescribir utilizando el conmutador [)A(, ?] = XP - PX;
con lo cual [X, P] = iAL.

Por otro lado, debemos recordar que hay una indeterminacién inherente en
las mediciones de los sistemas cuénticos. Por ello, es imposible determinar con
infinita precision los valores de posicion y momento de manera simultdnea. Esto
se conoce como la desigualdad de Heisenberg. Esta relacion indica de qué manera

se relacionan las incertidumbres* de las mediciones de posicién ox y momento

op

“La incertidumbre es la mejor estimacién de la dispersién de los valores detectados en una
medicion.



)

oxop 2 5 (26)

Dicho de otra manera, las preparaciones experimentales, indicadas por el estado

cudntico, estdn limitadas por la desigualdad de Heisenberg, donde el minimo del

A

producto de incertidumbres es 3.

2.3. Estados coherentes

Sea un oscilador arménico de masa m y frecuencia natural wy. Clasicamente su

., 2 1 .2 1 2 9 o e s . 2
energfa total estd dada por &€ = 5-p* + 5mwyx”. Por el principio de cuantizacion,
el operador de energia, también conocido como Hamiltoniano en la literatura, se

expresa de la siguiente forma,

~ ~ 1 ~
H=—P+ —muwjX>. (2.7)

Como se menciono en la Seccion anterior, el principio de correspondencia in-
dica que el promedio de las ecuaciones dindmicas cldsicas son vélidas para los
sistemas cudnticos. Por lo tanto, para un oscilador arménico cudntico, el compor-

tamiento,B .4, de los promedios de posicion (X) y momento (P), esta definido

por:

L mwd (ﬁ)

B (X)

m dt

= 0. (2.8)

Estamos interesados en las soluciones suaves (funciones infinitamente diferencia-

bles) no triviales de (2.8), que satisfacen el minimo de la desigualdad de Heisen-
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berg, (2.6), esto es:’

S 4 2 | (P
Bose—ar = <<P> ’ <X>> c Coo (R, R2) ‘ dt muwy <A> —0 & 0p0, = =
—wa | |0
(2.9)

2.3.1. Caracterizacion de los estados coherentes

Para el caso de un oscilador arménico, existen operadores de descenso, a, y
de ascenso, @', cuyos efectos son a|n) = /nln — 1) yal|n) = vVn+ 1|jn + 1),
respectivamente. Los operadores de posicion X y momento P se pueden expresar
mediante los operadores de descenso, a, y de ascenso, ﬁT, de la siguiente manera

[16]:

X atal
X =/
(2.10)

Un estado coherente, |a), para el caso de un oscilador arménico, corresponde

a la siguiente superposicion de estados estacionarios {|n>}

) = e (=g la0 ) = 2L, .1

n=1
con a(t) € C.
Recordemos que el estado coherente |«(¢)) reproduce el comportamiento no trivial

de (5.2)

>Dado que se estd restringiendo a funciones suaves, las soluciones débiles y fuertes de (2.8)
coinciden (cf. teorema 2.3.11 de [12])

11



<f> _ —mwoA sin(wpt + ¢) | 2.12)
X

(X) A cos(wot + @)
donde A (# 0) es la amplitud y ¢ es el desfasamiento de la oscilacion promedios.
Equivalentemente, podemos expresar el promedio de la posicion <)A() mediante

exponenciales complejas,

(R = AZPUP) expliwgt) + exp(—ig) exp(—iuol)

5 (2.13)

A~

Alternativamente, de (2.10) y (2.5), el promedio de la posicién (X) también se

puede expresar como:

Gy _ [ 20 {a®f@a(t) + (@) |a(t)

(2.14)
muwg 2

Con el fin de calcular la probabilidad de transicién entre dos estados cohe-
rentes, es necesario expresar primero «(t) en términos de los parametros del fasor

(A, wo, ¢). Tomando en cuenta las dos expresiones para el promedio de la posicién

(2.13) y (2.14), se deduce que,

Aexp(io) expliuot) = /2 (a(Dfala())

Aexp(—ig) exp(—iwot) = /72 (a(t)[a'|a(t)) .

Para satisfacer (2.15), (a(t)[ala(t)) = a(t) € C. Esto quiere decir que el estado

(2.15)

coherente |«(t)) es un vector propio unitario del operador a:

ala(t)) = a(t) la(®)),  (a(b)a(t)) = 1. (2.16)
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De esta manera, la variable a(t) y los parametros del fasor (A, wy, ¢), estan rela-

cionados como sigue:

at) =4/ mQ—l;;DA exp(ip) exp(iwpt), (2.17)

lo cual puede reescribirse como

a(t) = a(0) exp(iwot), (2.18)

con

a(0) = ,/ o7 Aexp(lqﬁ) (2.19)

2.3.2. Producto de dos estados coherentes

Para el célculo de la probabilidad de transicidn entre dos estados coherentes
la1(t)) y |aa(t)), también necesitamos determinar el producto de ambos estados.

Al ser estados coherentes, sus estados se expresan de la siguiente manera,

|y (1)) = exp (—% |oz1|2) Z \/H (2.20)

las(t)) = exp (—% |a2|2) P \/_ ) 221)

ko=1

Recordemos que las variables «v (t) y ai(t) estan dadas por

ai(t) = | =2 o 0 4, exp (i (wot + ¢1)) (2.22)

13



a(t) = 4| =2 o7 0 4, exp (i (wot + ¢2)) . (2.23)

El producto de ambos estados coherentes (2.20) y (2.21) corresponde a,

(onleato)) = e (—5 losf ) e (5 o) 3 5 T gy

k=1 ka=1
(2.24)
Dado que |k1) y |k2) son estados cudnticos de energia bien definida, entonces son

ortonormales, i.e. (k1|ks) = O, x,. Por lo cual,

k=1 ' (2.25)

Es decir,

<a1(t)\a2(t)> = exp <—% <|a2]2 — 20 s + |a1|2)) : (2.26)

2.3.3. Probabilidad de transicion

Y (P5) . -
Sean dos trayectorias, | |y | _ soluciones no triviales de (2.26).
(X1) (X2)

El diagrama de fase de cada solucion sigue las trayectorias elipticas mostradas en
la Figura 2.1, ver (2.12). Cada trayectoria, solucion de (2.26), estd determinada por

el fasor (A, wy, ¢) que determina los estados coherentes asociados.

14



(A.“Wg

/¢#J

(2, w00,)

Figura 2.1: Diagrama fase de los promedios de un estado coherente

Como se menciono en la Seccion anterior, la probabilidad de transicion entre
los estados |av (t)) y | (%)), estd dada por (2.4). Si tomamos en cuenta el producto

(2.26), entonces, la probabilidad de transicién entre dos estados coherentes es,

P|O¢1>>—>|Oc2> = exp (_ <|a2|2> — (OllOé; + OZTOZQ + |041|2)>

(2.27)
= exp (— <|a2|2 — 2Re (041‘042)) + |a1|2) .

Esto se puede reescribir mediante las tripletas (Ay, wo, ¢1) y (Asa, wo, ¢2) tomando

en cuenta (2.22) y (2.23).

mwoy
2h

P|a1>,_>‘a2> = eXp (— (Ag — 2A1A2 COS(QSQ - ¢1) + A%)) . (228)
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Capitulo 3

Modelo matematico

Contenido: Se obtienen dos representaciones de esta-
do desacopladas (valores medios e incertidumbres) de
la molécula diatomica caracterizada mediante el po-
tencial de Morse, sometida a la accion de un pulso
laser.

Consideremos una molécula diatémica de masa reducida' m, cuyo tnico grado
de libertad es la distancia interatémica ¢. La interaccion interatémica estéd descrita

por el potencial de Morse [2],

Vo(q) = Dy <eXp (—=B(q—q)) — 1>2 — Do, (3.1

"Para una molécula de dos 4tomos de masas m1 y mo, la masa reducida m de la molécula es
+ = o T 7y La masa reducida de la molécula puede entenderse como la masa aparente del
sistema atomico.
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donde gy = 1,821 [ao], es la distancia interatémica de equilibrio, # = 1,189/k,
[m™] siendo el factor de escalamiento k, = 0,5291 x 107'° [m/ag] y Dy =
0,1994k, [J] donde su factor de escalamiento es k., = 4,359 x 1018, Cabe destacar
que los coeficientes Dy y [3 estdn relacionados, respectivamente, con la profundi-
dad y el ancho del potencial de Morse. La energia total de la molécula estd dada
entonces por & = 5-p? + Vo(¢) donde m = 2,823 x 1072° [kg] es la masa redu-
cida. La molécula considerada estard sometida a la accion externa de un laser. Por
simplicidad se utiliz la aproximacion semiclasica. Esto implica que la interaccion
del laser linealmente polarizado con la molécula de momento dipolar eléctrico p,

estd dada por

Veat(q: 1) = —€(t)pu(q) (3.2)

con €(t), el campo eléctrico producido por el laser. En lo que resta del trabajo, se

supondrd un momento dipolar eléctrico estd dado

1(4) = g exp (—i) (3.3)

donde iy = 3,088k, [J] y ¢« = 0,6 [ag].

Al cuantizar este sistema, a la posicion ¢, al momento p y a la energia £ se les
asocia sus respectivos operadores Q, P y H, con la condicién de no conmutatividad
[Q, ﬁ] = ihl. El Hamiltoniano total de la molécula estd dado entonces por,

1

H(t) = %132 +V(Q, 1), (3.4)

donde V(Q, t) es la contribucién de la interaccién interna de la molécula Vo(Q) y

el potencial ejercido por el agente externo Vm(Q, t), es decir,
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V(Q.t) = Vo(Q) + Veur (@, 1) (3.5)

Explicitamente,
2
Vo(Q) = Dy (exp (—5 (@ - %1)) - 1) — Dol, (3.6)
Verr(Q,8) = —e(t)u(Q), 3.7)
1(Q) = 1oQ exp (—q9> . (3.8)

Recordar que el objetivo es tratar la dindmica de este sistema cudntico mediante
el uso de teoria de control. Para facilitar este fin, aproximaremos V' (@, t) mediante

una serie de Taylor truncada a segundo orden, alrededor de @0. Por lo cual,

V(@1 = WO + Y VX S W01+ VO + X7, (9
=1

donde X = @ — qol.

La expresion del coeficiente V;(t) es

Vo) = V(@) =Va(t) = (Do + e(ho qo exp(— L)), (3.10)

QZQO T

En lo que respecta Vi (t), su expresion estd dada por,
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Dicho de otra manera,

Vi(t) = e(t)V7, (3.12)

donde

Vi = 1o (@—1> exp (-ﬁ). (3.13)
g« g

Finalmente, V5(t) estd dada por,

0 ~
lt) = 5V @),
— 28Dy exp(—B(Q — qo1))(2exp(—B(Q — qo1)) — 1) + €(t) (g—) exp <—§

Lo cual se puede reescribir como,

19



Va(t) = 28°Dy — e(t) V4, (3.15)
con

v, = (ﬂ) (@ - ) exp <—@) . (3.16)
qx qx qx

De esta manera, se estd aproximando a segundo orden el potencial de Morse y

el momento dipolar eléctrico, como se ilustra en las Figuras 3.1 y 3.2, respectiva-

mente.
o \
-0.05
o
> 04
—potencial de Morse
-0.15 ---oscilador armonico
-~ vecindad del punto de equilibrio
-0.2¢ L L L ‘ ‘ 1
1 2 3 4 5 6
q

Figura 3.1: Potencial de morse para una molécula diatomica

El potencial de Morse (curva negra) caracteriza una molécula diatomica. Este pro-
blema de dos cuerpos se puede reducir a un sistema unidimensional de masa redu-
cida m. Este potencial puede aproximarse en la vecindad del punto de equilibrio
(punto rojo) mediante un oscilador arménico (curva azul).
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—momento dipolar de la molécula diatémica) |
---parabola
-~ punto de equilibrio

Figura 3.2: Momento dipolar eléctrico de la molécula diatomica

En este trabajo se asume que el momento dipolar de la molécula diatomica se des-
cribe mediante (3.5) y se ilustra con la curva negra. Recuerde que el momento
dipolar eléctrico se puede entender como una “‘inercia eléctrica” para un dipolo
eléctrico. En una vecindad del punto de equilibrio (punto rojo) del momento dipo-
lar, se puede aproximar mediante una parébola.

3.1. Dinamica del sistema

Como se explicé en el Capitulo anterior, el estado cudntico |¢)(¢)) describe la
preparacion experimental del sistema. De aqui en adelante se supondra que el sis-
tema estd univocamente descrito por una sola preparacion experimental; es decir,
el sistema tiene solamente un estado cudntico |¢(t)) asociado®. En este caso, la

dindmica de [¢(t)) se rige por la ecuacién de Schrodinger:

d PS
Zl0®) = < HOW®),  [6(0) = [bo), (3.17)

donde ﬁ(t) corresponde al Hamiltoniano total del sistema. Para obtener una repre-

%Los sistemas que tienen asociados un solo estado cudntico, se dice que estdn en un “estado
puro”. A diferencia de los sistemas que no tienen una preparacion experimental bien determinada,
por lo cual tendrdn varios estados cudnticos asociados; en este caso, se dice que el sistema estd en
un “estado mezcla”.
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sentacion de estado del sistema cuantico se trabajo con los momentos estadisticos
del sistema, en particular, los promedios, las incertidumbres y las correlaciones
de posicion y momento. Por este motivo, necesitamos la ecuacion dindmica de
cualquier promedio.

El teorema de Ehrenfest es un teorema empleado en mecanica cuédntica [17] que
relaciona la derivada temporal del promedio de un observable, con el promedio de
su conmutador con el operador Hamiltoniano,

d ~ [/& ﬁ} dA
(R = (=) + (50, (3.18)

donde H es el operador Hamiltoniano asociado a la molécula (3.4).

Recuerde que para dos operadores A y B, su conmutador [K, ﬁ} estd dado por,

[K, ﬁ} — AB - BA. (3.19)
Tome en cuenta que los operadores de posicion y momento, X y ﬁ satisfacen el

siguiente conmutador (cf. [E — 29] [c1] §1IE,2.a)

[)?, ﬂ — inl. (3.20)

De la definicién de conmutador (3.19), si tomamos en cuenta el conmutador (3.20),

entonces, podemos deducir las siguientes expresiones:

[ﬁ,f(n] — X", [ﬁ,ﬁf{ — [P, XP| = —inb, (3.21)

[)? ﬁ”} — ifmP" 1, [i,f(? — [X,PX| = inX. (3.22)

)
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Cabe destacar que los estados propios de los operadores, X y P, se denotan,
respectivamente, por |z) y |p), por lo cual se obtienen las siguientes ecuaciones de

valores propios:

X|z) =zlz), (@|X=zz
(3.23)

Plp)=plp), (P =pl

Por otro lado se sabe que cuando dos operadores satisfacen el conmutador

(3.20), la matriz exponencial, exp (“STIS) tiene por efecto una traslacion en la po-
sicion,
i6P
(| exp (7) ) = ¢(x +9), (3.24)

donde ¥ (z + 0) = (x + d|¢). Ademds , dado que, 0 < 0 < 1 entonces la matriz

puede ser linealizada:

exp <7> =1+ i%P + O(6?%). (3.25)

Entonces, sustituyendo (3.25) en (3.24), se tiene a primer orden en 9:

V() + 2 (Bl = w(a +) + O(F), (3.26)

donde ¥ (x) = (x|1)). Despejando <x\f’\w> y tomando el limite, & — 0, se obtiene:

<x|13|¢> —ip 2@ 2@ 06) = —in %1/1 (3.27)

6—0 6—0
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En las secciones siguiente, aplicaremos la ecuacion dindmica (3.18) para los

promedios, las incertidumbres y la correlacion.

AN

3.2. Dindmica de los promedios (X) y (P)

Dado que los observables de posicion X y momento P no dependen explicita-

mente del tiempo ¢; entonces %—§ =0y %—1? = 0. Al aplicar la expresion (3.18), la

dindmica del promedio de la posicién (X) esta dada por,

i S oA 2i’h ~
——— (IX P V=— P 3.28
2mh<[’ }> 2mh< ) ( )
por lo cual,
d « 1 ~
— (X)) = —(P). 3.29
=X == (P) (329)

~

En lo que concierne al promedio del momento (P), procedemos andlogamente,
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h
i’h i? 1 %
= +5-Vi(t) + 25 hoVa (1) (X) (3.30)
es decir,
d ~ ~
7 (P) = =1a(t) (X) = Vi(®). (3.31)

Tomando en cuenta (3.12) y (3.15), la dinamica del promedio del momento toma

la siguiente forma,

% (P) = (—252170 + e(t)Vz) (X) = e(t)Vh. (3.32)

3.3. Dinamica de las incertidumbres ox y op, y la
correlacion oy p

Ahora se procede a calcular la dindmica de la incertidumbre de posicion ox
y momento o p, asi como la correlacién entre posicion y momento o x p. Tome en

cuenta que, por definicién
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ap(t) = (P?) (t) — (P) (1), (3.33)

o3 (t) = (X?) (t) — (X)) (1), (3.34)

~

oxp(t) = <Q> — (X) (P). (3.35)

(a) Incertidumbre del momento o p. Para el cédlculo de la incertidumbre, primero
debemos determinar el promedio del cuadrado del momento @2} aplicando la

expresion (3.18).

e
-t X)) -t ]S,
= Linovi(t) (P — %%vg(t) (—ih2) <§>A< + >?13>, (3.36)
L ) (P% + XP)
= (B2 = —2(8) (B) — 2 (0)( ~——2). (3.37)

Para calcular la dinamica de la incertidumbre o p, recordemos su definicidn (3.33).
Al tomar en cuenta (3.37), la derivada del promedio del momento (3.31), asi como

la definicién de la correlacion (3.35), se obtiene:
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Coblt) = 5 (%) —2.(F) < (P)
= —2VA(1) () — 2Va(t)( Xw) )= 2@ (12 ) - Vi(t)
=0 <<§Xf§> ) - P X) (338)
Es decir,
%a;(t) = —2Va(t)oxp(t). (3.39)

Al recordar la expresion (3.15) del coeficiente V5(t), la ecuacion dindmica toma la

siguiente forma:
—ob(t) = —2 (252190 . e(t)VQ) oxp(t). (3.40)
(b) Incertidumbre de la posicion o x . Para el cilculo de la incertidumbre, primero

debemos determinar el promedio del cuadrado de la posicién ()?2> aplicando la

expresion (3.18).
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i)
_ _%@ X7 + [X 7] X)
- —%% (ih2) <>A<§ + §>A<>. (3.41)
Dicho de otra manera,
i<§<2> _2 —<Xﬁ - 13X> , (3.42)
dt m 2

Para calcular la dindmica de la incertidumbre o x, recordemos su definicion (3.34).
Al tomar en cuenta (3.42), 1a derivada del promedio de la posicion (3.29), asi como

la definicion de la correlacién (3.35), se obtiene:

A s 4y oy L
k() = = (X)) —2(X) = (X)
5 <>A<§+§A> 1
= 5 —2<X>E<P>
d 2
ZOx(t) = —oxp(t). (3.43)

(c) Correlacion o x p entre la posicion y el momento. Para el cdlculo de la corre-
lacién, primero debemos determinar el promedio de los productos entre posicion

y momento (XP), (PX) y (X)(P) aplicando la expresién (3.18). Empecemos con-
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siderando (}A(§>

% (XP) = —%< [XA, %@ +VRD])
b [0 - R [0 - v [%2.81)
_ _%% PP P+ P [XP,P] ) — 2 vi(n)(-in) (X)
_ %w>< PR X| X+ X [PR.X])
=L L2 5 v (R) - Loem-in ). 344
Por lo cual,
9 &) = L) i % - o & (3.45)

% (PX) = _%< [ﬁf( ﬁ@ +V(X, 1) >
gz PP - e [P 9 ) - v [P
= ([FRP]P+ P [PXB) ) — Svin)(-in) (R)
2o ( PRI R+ XX R])
_ _%ﬁ(m)z (P) — Vi(t) (X) — %%Vz(t)(—iﬁﬂ (X2, (3.46)

entonces,
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% (PX) = % (P) — V(1) () — a(t) (X)) (3.47)

~ o~

Finalmente, determinemos el producto (X)(P), tomando las expresiones de la de-

rivada del promedio de posicion (3.29) y momento (3.31).

y tras reacomodar términos,

a
dt

(@) =& -V R+ @B 349

Ahora, de la definicioén de correlacion ox p (3.35), expresaremos su derivada
temporal. Para ello, tomemos la derivadas antes calculadas (3.45), (3.47) y (3.49).

Tras sustituir dichas expresiones en la derivada de o x p, obtenemos:

Coxp(t) = (B — Vi(t) (R) — (1) (%)

dt
tomando en cuenta la definicidn de la incertidumbre de momento (3.33) y posicion

(3.34),

(3.50)

3=

@f4mm®—%@&ﬁy

d 1 _
—oxp(t) = —oh(t) - (2521)0 - e(t)V2> o2 (). (3.51)
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3.4. Representaciones de estado

A~

3.4.1. Representacion de estado de los promedios (X) y (P)

Dadas las ecuaciones dindmicas del promedio de la posicion (3.29) y momento

(3.32), se tiene la siguiente representacion de estado.

%7 = (Ao + Avu(t)) T + Bu(t), (3.52)

donde la ley de control u(t) y el estado 2 son, respectivamente,

P
u(t) = —€(t), @ = <A> : (3.53)
(X)
y las matrices Ay, A; y By estan dadas como sigue,
0 —muw? _ 0 —mw? bo
AU = ) Al = ) BO = 9 (354)
L 0 0 0 0

con,

[ D |V _
wo = B1/2=2,  wi=14]—, by=V. (3.55)
m m

La representacion de estado (3.52) define el siguiente comportamiento del vec-
~ T
tor de promedios, 7 = [(P) (X>] , dada una condici6n inicial, 7 (0) = 7o €

R?, y un tiempo finito, T € R,
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Bijs (F0.T) = { (1w, 7) € O ([0,T], R x R?),|
dada u(-) € C ([0, 7], R) 3 una trayectoria suave, (3.56)

() € C ([0, 7], R?) , T (0) = Tp, solucién de (3.52)}

3.4.2. Representacion de estado de las incertidumbres, 0% y 0%

y la correlacion o x p

Tomando en cuenta la dindmica de la incertidumbre de posicion (3.40) y mo-
mento (3.43), asi como la correlacion entre posicién y momento (3.51); entonces,

directamente se obtiene la siguiente representacion de estado.

%70 = (A, + Aou(t)) T, (3.57)

donde el estado 70 esta dado por,

o= 102 |, (3.58)

oxp

0 0 —2mw3 0 0 —2mw?
Ag=10 0 2, Ay=1{0 0 0 |. (339
L —muw} 0 0 —mw? 0
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La representacion de estado (3.57) define el siguiente comportamiento del vec-
T
tor de incertidumbres, 7', = [Jf) o2 azp} , dada una condicion inicial, ?U(O)

70 € R3, y un tiempo finito, T € R,
s y p

By (T 00, T) = { (0, 7,) € C ([0, T],R x R?) |
dada u(-) € Cw ([0, 7], R) 3 una trayectoria suave,

(3.60)
To(-) € Coo ([0,T],R®), T, (0) = T g , solucion de (3.57)}

Se asumiran condiciones iniciales coherentes descorrelacionadas, 700 = [

x0
siendo 0,9 € R, una condicion inicial dada.

T
h 2
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Capitulo 4

Regulador cuadratico lineal: tiempo

finito

Contenido: Se realiza un ejemplo académico aplican-

do el regulador cuadratico lineal

4.1. Problema de control optimo

Sea un sistema dindmico representado por la ecuacion diferencial

d
E7@5) = (7, u,t), (4.1)

con un estado 7(75) € R™ y una entrada de control u(t)€ R. Se desea resolver el

siguiente problema:
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Problema. Alcanzar una referencia ?f, en tiempo finito, T , minimizando la

siguiente funcional del costo

1 1 [t
J=5 (Z(T) - 5)" S (T(T) - 7)) + 5/ W?(7)dr, (4.2)
0
donde S es una matriz simétrica positiva semi definida.

Este es un problema clasico de control 6ptimo. Su resolucion estd descrita detalla-
damente en [3]. En la Tabla 4.1, se resumen los pasos para el tratamiento de este

problema.

A. Modelo del sistema L2 = f(Z,u,t), t>0 Z(0) =7,
B. Funcional J = ¢(x )+ fo (z,u,t)dt

%
C. Funcién Hamiltoniano del controlador éptimo  H( 7, u,t) = L(@,u,t) + ¢ T?(? u, t)

. d—=r _ 0H _
D. Ecuacién de estado E? =% = ?, t>0
E. Ecuacién de coestado —i? =28 87T? + oL
: dt 9z Oz Ox
. o2 . . o OH o oL 8?T—>
F. Condici6n estacionaria 0=5. =% 1+ ¢
G. Condiciones de frontera :L*_g, dado

(60 — )| pda(T) + (6 + H)|,dT =0

Tabla 4.1: Pasos para implementar un controlador 6ptimo no lineal continuo con
funcion de estado fijo final, Tabla 3.2-1 extraida de [3].

A fin de ilustrar el procedimiento de minimizacion, descrito en la Tabla 4.1, en la

siguiente Seccion estudiaremos un ejemplo académico.
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4.2. Ejemplo académico extraido de [3]

Considérese un cuarto a temperatura ¢(t) [°C] interactuando térmicamente con
el medio ambiente que se encuentra a temperatura 6. En el interior del cuarto, se
encuentra una fuente de calor u(t) [J]. Se desea incrementar la temperatura del
cuarto, partiendo de una temperatura inicial 6, hasta una temperatura final 8y+6, =
10 [°C], en un tiempo finito 7" = 10 [s], utilizando minima energfa, ver Figura 4.1.

La dindmica del sistema estd regida por la ley de enfriamiento de Newton:

0(t)

Figura 4.1: Representacion esquemadtica del cuarto a temperatura (¢) con una
fuente de calor u(t).

%x = —ax + bu, (4.3)

donde x = 6 — 6, denota la diferencia de temperaturas entre el cuarto y el medio
ambiente; a [s7!] es la constante de transferencia de calor y b [°C/Js] es la ga-
nancia de transferencia de calor. Recordando (4.1), notamos que para la ecuacién
4.3), f(x,u) = —ax + buy z(0) = 0.

Se consideran los siguientes dos casos:
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Caso (1) Estado de frontera fija. Para este caso se considera la siguiente funcio-

nal de costo:

1 T
Jy =~ / u?(t)dt, (4.4)
2 0

y se quiere obtener

z(T) = ., (4.5)
donde z, = 6, — 0,.

Caso (2) Estado de frontera libre. Para este caso, se considera la siguiente fun-

cional de costo:

1 s 1 (T,
Jo==s(@(T) —x.)" + —/ u”(t)dt, (4.6)
2 2 Jo

donde s es un pardmetro de ponderacion positivo.

4.2.1. Ley de Control Optimo

A continuacion se explica en que consisten los pasos de la Tabla 4.1, para la

resolucion del problema de control ptimo planteado al principio de este Capitulo.

(C) Funcién Hamiltoniana H. Para los casos (1) y (2), el Lagrangiano estd dado
por £(u,t) = (1) u?(t); por lo que la funcién Hamiltoniana es (ver Tabla 4.1 paso

Cy4.3))

H(x,u,t) = %uz + ¢ (az + bu) , 4.7)
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donde ( es el coestado.
(E) Ecuacion del coestado (. El coestado esta representado por la siguiente ecua-

cion (ver (E),(4.7) y (O)):

d
¢ =aC. (4.8)

De (4.8) se sigue que las trayectorias solucién de (4.8) estan dadas por: !

((T) = exp (—a(T —1))¢(T) (4.9)

donde ((T") en el estado frontera del coestado.

(G) ley de control optima. La ley de control 6ptima, u., se determina de la condi-
cién estacionaria (F). En efecto, tomando en cuenta la funcién Hamiltoniana (4.7)

y la dindmica del sistema (4.3) en (F), se sigue que:

U, +bC = 0. (4.10)

Al sustituir el coestado (4.9) en (4.10), la ley de control 6ptima toma la siguiente

forma:

uy, = —bexp(—a(T —t)){(T). (4.11)

Para finalizar con la determinacion de la ley de control 6ptima, se necesita inferir
la condicién final del coestado ((7'). A continuacién, se describird la manera de

determinar ((7") para los casos (1) y (2).

'Note que el Lagrangiano no depende explicitamente de z, por lo cual L/ = 0.
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4.2.2. Caso (1) estado de frontera fija

Sustituyendo la ley de control 6ptima (4.11) en el sistema representado por la

ecuacion de estado (4.3), se obtiene la siguiente trayectoria solucidon:

x(t) = exp(—at)z(0) + /0 exp(—a(t — 7))bu.(7)dr
= exp(—at)z(0) — /0 exp(—a(t — 7))b* exp(—a(T — 7))¢(T)dr

= exp(—at)z(0) — b2/0 exp(—a(T +t — 27))dr¢(T)

= exp(—at)(0) — - (exp(~a(T — 1)) — exp(~a(T + 1)) ¢(T),

x(t) = exp(—at)z(0) — %exp(—aT) sinh (at)((T). (4.12)

Dado que se tiene el estado de frontera fija (7)) = ., entonces la trayectoria
solucion (4.12) implica la siguiente condicion final del coestado:
a (z, — exp(—aT)z(0))

T) =— V2 sinh (aT) exp(aT). (4.13)

Al tomar en cuenta la expresion de u, (4.11) y la condicién final del coestado

(4.13), la ley de control 6ptima para el coestado de frontera fija es:

a (2, — exp(—al)z(0))
bsinh (aT)

Uy = exp(at), t€[0,T]. 4.14)
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4.2.3. Caso (2) estado de frontera libre

Para el caso de un estado de frontera libre, el estado de frontera del coestado,
¢(T), se determina con la ayuda de la condicion de frontera (C). De la funcional

de costo (4.6), se tiene que la funcién ¢ del criterio (B) de la tabla 4.1 es:

¢ = %s (x(T) — )" (4.15)
Por lo que:
“li=r  0x(T)
Al sustituir (4.16) en la condicién de frontera (G), se obtiene:>
s (z(T) —z.) — ¢(T) = 0. 4.17)

Una vez que se sustituye la condicién final del coestado (4.17) en la trayectoria

solucion (4.12), se deduce que:

@ + 2, = exp(—aT)z(0) - %QGXm—aT) sinh (aT)C(T), - (418)

es decir la condicidn final del coestado toma la siguiente forma ,

— (2. — exp(aT)z(0)) aexp(aT)

(2 exp(aT) + b?sinh (aT)) (4.19)

(T) =

Sustituyendo la condicion final del coestado (4.19) en u, (4.11), la ley de control

2Dado que el tiempo final es fijo, entonces d7'=0 .
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Optima para el coestado de frontera libre es:

(2. — e T2(0)) ae™

(%) e?T + bsinh(aT)

Uy =

(4.20)

Cabe destacar que si comparamos la ley de control 6ptima w, y la condicién
final del coestado ((T'), respectivamente, para el caso (1) (ver (4.20) y (4.19))
y el caso (2) (ver (4.14) y (4.13)), podemos observar que cuando s — oo, se
obtiene el caso (1), es decir, estado de frontera fija. También, debemos notar que

ji@x(T) = I,.
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4.2.4. Resultados de simulacion

Caso (1) estado de frontera fija. Sea el sistema descrito en la Seccién 4.2.
El diagrama a bloques de la dindmica asociada se presenta en la Figura 4.2. Asi

mismo, el bloque interno de la accion de control u se muestra esquematicamente

en la Figura 4.3.
Out1 P D
Out2 tiempo
t a
u
J u < > 1 w( )
+ S 9
control temperatura
u 6
IR P
s

Producto funcional

J

Figura 4.2: Diagrama SIMULINK del sistema (4.3), sujeto a la funcional (4.4),
dado el control 6ptimo (4.14).

O i 2]

Figura 4.3: Diagrama SIMULINK del bloque correspondiente a la accién de con-
trol Optima (4.14).

Cabe senalar que el comportamiento de 6(t) fue el esperado, ver Figura 4.6, ya que

después de 10 [s], llegd a 10 [°C], como se plante6 al principio de la Seccion 4.2.
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Ademas, se observo que la funcional de costo J se comporta de manera exponen-
cial, como se ilustra en la Figura 4.7. Por udltimo, la ley de control 6ptima wu,, se

presenta en la Figura 4.8.
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Caso (2) estado de frontera libre. Continuamos considerando el sistema descrito

en la Seccion 4.2. No obstante, tratamos ahora el caso del estado con frontera libre.

El diagrama a bloques de la dindmica asociada se presenta en la Figura 4.4. Asi

mismo, el bloque interno de la accion de control u se muestra esquematicamente

en la Figura 4.5.
a
tiempo
t .
u - o 1 N

Out1 + S 8

Out2 tempe;ratura
u

x ' N
) sl
Producto funcional
control J

u

Figura 4.4: Diagrama SIMULINK del sistema (4.3), sujeto a la funcional (4.4),

dado el control 6ptimo (4.14).

O] e i

Figura 4.5: Diagrama SIMULINK del bloque correspondiente a la accion
trol 6ptima (4.20).

de con-

Cabe sefialar que, para el caso del estado de frontera libre, el comportamiento

depende del valor del coeficiente de ponderacion s. En particular, simulamos el
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comportamiento de (), la funcional de costo J y la ley de control éptima w,,
respectivamente, para s = 10 (ver Figuras 4.6, 4.7 y 4.8). Es importante mencionar
que cuanto mayor es el valor del coeficiente de ponderacion, més parecido es el

comportamiento del caso (1) al del caso (2).

45



Temperatura

101 —estado de frontera libre| /|

8r —estado de frontera fija

6 L

S

4r

2 |

0

0 2 4 6 8 10

Figura 4.6: Temperatura 6(t), en funcién del tiempo ¢ € [0, 10].

Funcional
100 - 1
—estado de frontera libre
80~ —estado de frontera fija
60 -
-
40
20
0
0 2 4 6 8 10

Figura 4.7: Funcional de costo J (4.4), en funcién del tiempo ¢ € [0, 10]

Control
201 —estado de frontera libre A
—estado de frontera fija
15
=210+
5 Jee
0
0 2 4 6 8 10

Figura 4.8: Accién de control u, (4.20), en funcién del tiempo ¢ € [0, 10].
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Capitulo 5

Problema de control 6ptimo para

una molécula diatomica

Contenido: Se adapto la metodologia descrita en el
Capitulo 4. Especificamente, se encontro la ley de con-

trol optima para el caso de frontera fija y libre

5.1. Problema de optimizacion:

Esquema de funcion de onda

Sea una molécula diatdmica de masa reducida, m, sometida a la accidon externa de
un campo eléctrico, €(t), siendo su dnico grado de libertad la distancia interatémi-
ca, * = q — qo. La dindmica del estado cudntico, |1/(t)), de la molécula obedece

a la ecuacion de Schrodinger (3.17). El Hamiltoniano total, ﬁ(t), estd dado por
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(3.4). El potencial total (3.5) esta compuesto por el potencial interno de la molécu-
la, Vy(z), descrito por el potencial de Morse (3.1); mientras que la interaccion
externa depende del momento dipolar eléctrico, (), dado por (3.3).

Bajo estas condiciones la ecuacion de Schrodinger (3.17) en la representacion

(base) de la posicién, z, toma la siguiente forma:!

ih2(x,t) = (Ho + Hyu(t)) v (, 1),
donde: Hy = — 22 2 4+ V() y Hy = p(x).

" 2m 922

(5.1)

con ¢(x,t) = (x|v(t)) la funcion de onda de la molécula diatomica, y u(t) =

—e(t). Se desea resolver el siguiente problema de optimizacion.

Problema 1 Minimizar la probabilidad de transicion de (2.24) entre la funcion
de onda coherente inicial, )(x,T), y una trayectoria de oscilacion deseada, 1y,
asi como la energia del campo eléctrico aplicado, €(t), en tiempo finito, T. Esto

es, minimizar la funcional

B (0 T)e0) = s @ Do+ [ ema 62

Sujeta a la restriccion (¢(x,T),€(t)) € Byen (Yo(x), T). Donde s es una con-

tante positiva, y B, es el comportamiento definido para la trayectoria inicial

!Cuando se aplica (x| a la ecuacién de Schrodinger (3.17) en el lado derecho, se obtiene (re-
cordar (3.4) y ver ecuaciones (3.23) y (3.27)):

(alBl(0) = 5 (B2 (0) + IV (@D ()
(—ih)? 02
om  Ox?

(x[p(t)) + V(2 t) (el (2)) -
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¥(x,0) = Yo(x) € L (R,C) y el tiempo finito, T € R

Bon(to(@), T) = { (U(,1),€(t)) € 2 (R x [0,T],C) x Coo (R, R)|
dada €(t) € C ([0, T],R) 3 una trayectoria suave normalizable, (5.3)

U(x,t) € L (R x [0, T ,) ,(x,0) = 1ho(x), solucion suave de (5.])}

Se asumira una trayectoria inicial gausiana,

bolz) = \/12_7Texp (—% (@)? exp (i (P), %) (5.4)

El problema 1 es un problema clasico de optimizacion, cuya solucion es obtenida

mediante algoritmos iterativos. Estos procedimientos de solucién presentan pro-
blemas de convergencia debido a que el sistema estd representado por la ecuacion
diferencial parcial de variable compleja (5.1). En la literatura se encuentran varios
trabajos tratando de asegurar su convergencia y de mejorar su rapidez de conver-

gencia (ver, por ejemplo, [18; 19; 10; 20]).

En el Capitulo 6 del libro de [7], las variables complejas se expresan explici-
tamente en su parte real y compleja, para obtener un sistema aumentado de varia-
bles reales. De esta manera, se pueden aplicar métodos cldsicos de optimizacion
de variables reales, y asi obtener condiciones necesarias de optimalidad. Pero, su
resolucion reposa en métodos numéricos que necesitan resolver, en cada iteracion,
la ecuacidn diferencial parcial (5.1), de variable compleja, ¢)(z, t). En la Seccién

6.6 de [7], en notas y referencias, se hace hincapié sobre la existencia de varias

?Una funcién f(t) es normalizable si [ ||f(t)||2 < oo, estoessi f(t) € L
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cuestiones matemadticas sin resolver, concernientes con la convergencia, la rapidez

de convergencia, y el conjunto de puntos limites.

5.2. Problema de optimizacion:
Esquema de valores medios

En esta Seccion se reformula el problema de optimizacion 1, en términos de la
representacion de estado de valores medios (3.52), de acuerdo al reciente méto-
do Bonilla—Bonilla [1]. Como veremos mas adelante, este método nos permitira
encontrar una solucién explicita de la accion de control, u(t) y, ademds, evita pro-
blemas de convergencia en la simulacion numérica. Para ello, se procede de la

siguiente manera:

(1) Se hace una particion finita, 0 = Ty < 177 < T, [ Iy_1 < TN =
T, del horizonte de tiempo finito [0, 7]. En cada subintervalo [T;_; Tj],
k € {1,---, N}, se obtiene una descripcion de estado lineal invariante en

el tiempo.

(2) Elcriterio de optimizacion (5.2) es expresado en términos de los valores me-

A~ ~

dios, (X) y (P), en cada uno de los subintervalos [T,y T3], k€ {1,--- ,N}.

(3) La solucion explicita es obtenida con la ayuda de la Tabla 4.1, siguiendo los

pasos del ejemplo académico de la Seccion 4.2.

El problema de optimizacion 1, estd restringido a las trayectorias (ver (5.3)):
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(1), €(t)) € Ben (o(x), T) .

Si se asume la trayectoria inicial gaussiana (5.4) y un potencial cuadratico (cf.
(3.9)) entonces la trayectoria solucion de (5.1) serd una funcidn gaussiana despla-
zandose en el tiempo (ver por ejemplo el Capitulo 2 de [21]); la cual estd com-
pletamente caracterizada por sus dos primeros momentos estadisticos: su valor
medio y su variancia. Esto implica que los comportamientos, B, (wo(a:), T) y
Bi/s (373, T) U B, (?Ug, T), estan mutuamente implicados (ver (5.3), (3.56) y
(3.60)). La ventaja que ofrece B, (?0, T) U B, (700, T) es el tratamiento de
ecuaciones diferenciales ordinarias; a diferencia de B,.,(¢o(z),T'), que trabaja
con ecuaciones diferenciales parciales. Ahora bien, las representaciones de estado
(3.52) y (3.57) son lineales variantes en el tiempo. Por lo cual, no se tienen las
soluciones clésicas de las matrices exponenciales.

Para simplificar el tratamiento matricial, se realiza la siguiente particion, si-

métrica de N puntos, del horizonte de tiempo [0, T'):

0:T0<T1<"'<Tk_1<Tk<"'<TN:T;

(5.5
Ty =kA ke{l,--- , N}, A=T/N.
Definamos, ahora, los modelos incrementales, k € {1,--- | N},
d
d_m7’“(7’“) = Ay 7 1(73) + Bu(my), Z4(0) = Tro, 7 € [0, Al (5.6)
d
_?ak(ak) = Aak7akz(0kz), ?ak(o) = 7%0,% € [0, A], (5.7)

di
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donde T = t— Tk—l, 710 = 70, ?kO = Yk—l(Tk‘—l)’ ke {2, cee ,N}, 7010 =
T 000 Toko = Tor1(T1), k € {2,---, N}y, adems,

_ _ 1 Ti—1
Ak = Ao +ﬂkA1, Ao’k = Ao-(] +ﬂkAo-1, ﬂk = K U(t)dt, ﬂl = O (58)

Ty—2

Compdrese con las representaciones de estado para los promedios (3.52) y las in-
certidumbres (3.57), con sus respectivas matrices (3.54) y (3.59).

De esta manera, se obtienen los siguientes comportamientos incrementales,

ke{l,-- N},

z/sk: ?k(]?Tk { 7k E Cs ([Tk,1 Tk] ,R X RQ) |
dadau(-) € C ([Tk 1, Tk, ) Juna trayectoria suave, (5.9

714:() € C (Tk 1,Tk ,Rz) 7?14: Tk 1 ?ko, solucion de (5. 6)}

B, (T oro, Th) = {(u, Tor) € Coo ([Ties Ti] R x R¥) |
dadau(-) € Cos ([Th—1, Tk] ,R) Juna trayectoria suave,
70143() € Cy ([Tk_l, T, R ) 7ok(Tk_1) = 7,0, solucion de (5.7)}.

(5.10)
Por continuidad de los comportamientos, se satisface (ver Figura 5.1):
]\Z,T;‘o U B, /5. (T 10, i) = Biss(70,T),
(5.11)
lim U %o—k (7ak0)Tk) - %0(7007 T)
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Es decir, dados 7 (0) = 7y € R% 7,(0) = T, € RT > 0, u(-) €
Cs ([0,T],R), paraun § > 0 I N; € Z*:

1 /T Ns Ns
?/O 7_1917@ + ?J—kgl?ak dt <6 (5.12)

donde (u, @) € By (70, T), (u, 7o) € By (To0,T), (u, Tk) € Byjap
(7o‘k07Tk) ,/{ c {1, s ,Ng} (u, ?) c %UJC'

Boen (Yo(2), T) ~ Biss (70.T) UBo (oo, T)
- o(x): Gaussiana N - o0
- V(X, t): Cuadratico

- ap(x,t): Coherente <ij Bi/sk (7k0,Tk)> U (G B, (7UkO,Tk)>
k=1 k=1

Figura 5.1: Equivalencia entre los comportamientos 5., y B/, J B,. Conver-

N N __
gencia de los comportamientos (U %i/sk(7k0>Tk)> U (U ‘ng(Tgko,Tk))
k=1 k=1

hacia el comportamiento ‘B; J B,, cuando N — oc.

5.3. Criterios incrementales

En el problema de optimizacion, se estd minimizando el criterio (5.2) sujeto ala
restriccion (¢(xz, 1), €(t)) € Byen(vo(x), T). En base a la discusion de la Seccion
anterior, ahora nos vamos a restringir a los intervalos [T}, T}, k € {1,--- , N}.

Para esto, se tiene que traducir la funcional de costo (5.2) en términos de los
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sistemas incrementales (5.6) que definen los comportamientos (5.9), para cada
k € {1,---,N}. Por el principio de optimizacién de Bellman, vamos a consi-

derar los siguientes /N problemas de optimizacién (ver (5.2), (5.6) y (5.8)).

Problema 2 . Minimizar la funcional

A
T(@d)wd) = —s 6(Fula) + [ drar, 513)
0
donde s € R y (ver (2.28)) :
muwi

(T (A)) = exp <_7 (A3, — 2414, Asy, cos (¢or, — d1k) + A%k)> , (5.14)

restringida al comportamiento *B; (?ko, Ty), representado por (ver (5.6) y (5.8)):

d —
d—Tk?k(Tk) == (Ao —|—ﬂkA1> 714:(7%) + Bu(Tk) ,7,@(0) = 71{:07 (515)
donde 3 Tk — t — Tk—l S [0, A} 7]@ == ?k_1<Tk_1),w,% = det (Ao + Ekﬂl),

ke{l,- N

Dado que se esta trabajando con estados coherentes, se tienen (ver (2.12), (3.53)

v (3.54)):

3Recordar que 7 o(Tp) = Zo.
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<>A<k>2 = Agi, cos (Wi T + ¢or), (Pr)y = —mwy Aoy sin (Wi, + dar),

~ . (5.16)
<Xk>1 = Alk COS (wka —|— §Z51k), <Pk>1 = —mkalk sin (wka + Cblk)
Entonces:
~ .2
A%k = <X2>2 m1121 ?T( )MZ?k(A)a
) o2, Pl . , 5.17)
Al = (X1), + (mwy)? ?kf< )Mk7kf7

1 0
a, = |Vl 0] (5.18)

0 1

donde ?k(A) es la trayectoria solucion de (5.15) evaluada en 7, = A 'y ?kf es
el estado deseado en 17, = A .

Sustituyendo (5.17) en (5.14), se obtiene:

@W(m(A)):exp( MU (||, 7 )}|+\\Mk?ka>2>, (5.19)

por conveniencia se selecciono la diferencia de fases o, — O1 = T.

Notando ahora que:

0:70(8) = 2| < M)+ V7]
367 4(8) = M | < (|0 7o) + [0 7])
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2
)

AT A) - M2 — (T )] + 357 ]

B(TH(A)) > O (Tr(A)). (5.20)
Ahora, se propone el siguiente problema de optimizacion alterno:

Problema 3 . Minimizar la funcional

j;f (Yk(A), Uu; A) = —85k(?k<A)) -+ /0 u2(7'k)d7'k, (521)

donde s € Rty

B (T w(A)) = exp(—%(?k(A) — T ) METR(A) — Thp)),  (5:22)

restringido al comportamiento B, k(?km Ty) representado por (5.15).

Note que, en el problema 3, se estd minimizando la cota superior de la funcional

del problema 2, con ¢o, — @15 = 7 (ver (5.22), (5.20) y (5.19)).
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5.4. Solucion incremental

En esta Seccion se tratard el problema de optimizacion 3. Este problema se re-
suelve siguiendo los pasos del ejemplo académico de la Seccion 4.2. Por tal motivo,

a continuacion detallaremos los pasos en cuestion:

A. Modelo del sistema. El modelo del sistema estd dado, para cada k € {1, - - -

N}, por la siguiente representacion de estado (ver (5.15), (5.8), (3.54) y (3.55) ):

iYk(Tk) = Ak7k(7—k) + BU(Tk), 7k(0) = ?ko, T € {O, A] (523)

di

donde

’

k= NJn,
(5.24)
0 a _ 0 a b
Ay = 12 A, = 12 B- 0
az 0 0 0 0
\
El polinomio caracteristico de (5.23)-(5.24) es:
me(s) = det(sl — Ag) = 8% + wy, (5.25)
donde
U)]% = detAk = U)g + ﬂkw%, w(2] = —a921012, @% = —a21612. (526)
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Note también que

Al =0, AB=0, A.B=AB. (5.27)

De (5.24) y (5.27) se sigue que el par (A, B) es controlable si y solamente si el

par (A, B) es controlable. En efecto,

Ciapp) = [B ApB| = [B AyB| = C(a,,p), (5.28)
N\ 2
det Cia,,p) = det = det =—=——"—%#0. (529
’ 0 bodgl O bg/m m m

Por el teorema de Cayley—Hamilton, se tiene que (ver (5.25)):

1
exp(Aka) = cos(wka)]I + w—k Sin(wka)Ak. (530)

De (5.30) y (5.28), se sigue que la solucion de (5.23) es

T (i) = exp(Apmi) Tro + C(4,B) /Tk 1COS(wk(Tk -7 u(r)dr. (5.31)
U sin(wg (1 — 7))

B. Funcional. La funcional del criterio a minimizar, estd definido, para cada

ke{l,---, N} por(5.21),(522)y(5.19).
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C.Funcion Hamiltoniana. De (5.21)y (5.23), se obtiene, paracadak € {1,--- N},

la siguiente funcién Hamiltoniana:

_>
D. Ecuacion de estado. Aplicando a (5.32) el operador 0/0 ( i, se obtiene, para

cada k € {1,--- , N}, larepresentacion de estado (5.23).

E. Ecuacion de coestado. Aplicando a (5.32) el operador 0/ Oy, se obtiene,

paracada k € {1,---, N}, la siguiente ecuacién de coestado:
d — - = —
S —AL Crr Cr(A) = Cra, ™ €[0,A] (5.33)
k

De (5.30), se sigue que la solucién de (5.33) es

Clme) = (Cos(wk(m ~ AT — = sin(un(re — A))Af) Cen. (534

Wk

F. Condicion estacionaria. Aplicando a (5.32) el operador 0/0u, se obtiene

paracada k € {1,--- , N}, lasiguiente ley de control éptima (ver(5.34) y (5.28)):

Uy (T1) = _%BT?k(Tk)

1 I . —
=3 cos(wg (i, — A)) — o sin(wy (1, — A)) Cao,B) Cra, (5.35)
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1 1 . —
s (1) = —3 cos(wg(A — 7)) — sin(wg (A — 7)) C(TAmB) C k-

W

Al aplicar la ley de control ptima (5.36) a (5.31), se obtiene, para 7, = A,

cos(wg(A — 7))

(5.36)

A
7k(A) = exp(AkA)?ko + C(A()’B)/ us(T)dT, (5.37)
0

wik sin(wg (A — 7))

1 —
?k(A) = eXp(AkA)?ko — §C(A0,B)Gk(A)C(1:407B) CkA'

Al denotar 7/ = A — 7, el Gramiano esta dado por

Al cos(wyT’
Gk(A):/ (wx7") cos(wyT") wiksin(wm’) dr’,
0

wik sin(wg7")

lo cual se puede reescribir como

Gu(A) = 91k(A)  gar(A) |

92k (A)  g3x(A)

donde,
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ou2) = § + )

dwy,

gor(A) = ﬁ sin?(wpA) = @(1 — cos(2wiA)), (5.41)

sin(2wi A
gsr(A) = 5 (% - %) :

Calculemos ahora, el determinante del Gramiano.

oo ((3) 22 - 0oy

ka

(A>2 - sin?(2wpA) + 1 — 2 cos(2wA) + cos? (2w A)
(2ka>2

() ().

2 . 2
det Gx(A) = (%) (1 _ (S”L(;U_ZA)> ) >0 VA > 0. (5.42)

Para completar la definicién de la ley de control 6ptimo (5.36), se necesita

%
determinar el valor de frontera del coestado, ¢ xa .
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5.5. Caso (1) estado de frontera fija

%
Para este caso, el valor de frontera del coestado, ( pa, se determina al sustituir
la ley de control 6ptimo (5.36) en la solucién del sistema (5.31), con 7, = Ay

?k(A) = ?kf (cf. Seccién 4.2.2). Entonces de (5.38), se obtiene:

1 —
T = exp(ApA) T ho — EC(AO,B)Gk(A)C(:I:‘lo-B) C kA- (5.43)

Recordando (5.29) y (5.42), se sigue

-1
Con =2 (C(AO,B)Gk(A)caO,B)) (exp(AA) T — Thp) . (5.44)

De (5.44) y (5.36), se deduce la siguiente ley de control 6ptimo:

ur) = — [cos(wk(A — 7)) L sin(uw(A - m))}
(Clao.;) Gr(A)) ™ (exp(AKA) T ho — T hy) »
S (cos(wk(A — 7)) [1 0] + sin(wi (A — 7)) {1 1/ka
G (A)CH, 5y (exp(ARA) T ko — T i)

= — (furcos(wr(A = 73)) + forsin(wi(A — 7)),
U*(Tk) = _fk sm(wk(A — Tk) + ka), Tk & [Tk—lka] s (545)

donde,
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f I 0 _ _
= GrHA)CTE ) (exp(Ad) T ro — Ty)

for 0 1/wg

fr =N I+ 3

Orx = tan™'(fix/ for)-

(5.46)

\

5.6. Caso (2) estado de frontera libre

%
Para este caso, el valor de frontera del coestado, ( ra, se obtiene aplicando la
condicién de frontera, paso (G) de la Tabla 4.1, con dT" = 0 (cf. Seccién 4.2.3).
Es decir (ver (5.21) y (5.22)):

0= ?k(A) — %@A) (_Sa)k(?k(A))) )

?k(A) = —5%@ exp (—n;;k (Te(A) = i) M2 (Th(A) — ka)) ;
?k(A) = %«SM/? (Z1(A) — Zryp) (T 4(A)). (5.47)

Para resolver (5.47) se asumird que la particion es suficientemente fina, tal que

(fI;k ~ (fI;k_l, (548)

con EIv>0 = 1. Entonces, de (5.47), (5.48) y (5.38), se deduce:
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1
muwy ~ — 1 —
( - kS(I’k—1) Cran = M} <GXP(AkA)7ko - §C(AO,B)G1¢(A)C(7;;O,B) ¢ (ka) — ka) :

-1
mwg ~ 1 —
<( . kS‘Dk—l) M7 + §C(A07B)Gk(A)C(jj4mB)> Cra = (xp(ARA) T ro — Tiy) -

Puesto que la matriz del lado izquierdo es positiva definida, se tiene entonces la

siguiente condicion de frontera del coestado

1

_ -1

— muwyg ~ _

Cra =2 <( o7 SQ’kl) M + C(Ao,B)Gk(A)C&o,B)) (exp(ApA) T ro — Tay) -
(5.49)

Note que cuando s — o0, (5.49) toma la forma (5.44). Al sustituir (5.49) en (5.36),

se deduce la siguiente ley de control 6ptima:

us(7) = — [cos(wk(A —Tk)) ka sin(wg (A — Tk:))} C&,B)

1 -1
muw ~
(( 2hk S(I)k—l) ]\4’;2 + C(AO,B)GKCao,B)> (exp(AkA)7k0 — ?kf) ,

u(m) = — (cos(wk(A — 7)) [1 OD + sin(wi(A — 7)) {1 1 /wk] (sk 5k_1) Ch.5)

X (exp(ARA) T ho — Try), (5.50)
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donde,

Xk e Mk_2 + (gk &/)k;_l)C(AO’B)GK(A>C€40’B)

) (5.51)
= s
Es decir,
Uy () = — (élk cos(wy (A — 7x)) + lop sin(wy (A — Tk))) ,
U*(Tk) = _gk sm(wk(A — Tk) + ng), T € [kal, Tk], (552)
donde,
p
0y, 1 0 ~
= CT gkq)k—l X_l GXp(AoA)TkO — ?kf s
N (51®51) X" ( )

O, = tan_l(ﬁlk/ﬁ%).

(5.53)
De (5.53) y (5.51), se deduce que cuando s — 00, (5.52), toma la forma (5.45),
ver (5.46). Sustituyendo (5.49) en (5.38), se tiene que el estado de frontera alcan-

zado con la ley de control 6ptimo, (5.52)-(5.53), serd (recordar (5.51)):

Te(A) = eXp(AkA)Tko—C(Ao,B)Gk(A)C(TAo,B)

~ ~1 -1
<(§k¢k1) M2+ C(AO,B)G’C<A)C(7:4O,B)) (exp(AkA) T ro — Tis)
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Zh(A) = exp(AsA) T o — Cla0.8)Gr(A)C4, 1)
(514:&%—1) X! (exp(AkA)Tko — ?kf) ;

lo cual toma la siguiente forma,

1 0 l
Th(A) = exp(ApA) T ho — Clag.)Gi(D) B G

0 wy| |Lok
De (5.54), (5.53) y (5.51), se deduce que cuando s — oo, entonces

5.7. Resonancia

Los sistemas bajo consideracion estdn dados por las representaciones de estado

(ver (5.15), (5.8), (3.54) y (5.28)),

L (m) = AT (i) + Buln), T4(0) = Tro, 7 € [0, 4] (5.55)
y (1) = C?k(ﬂg)

donde
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;

1/m 0 0
< (5.56)
1 Ty
T = — u(t)dt, wp=wj+ww; 7 €[0,4]
A Ti_2

\

con condiciones iniciales 719 = o, 2 1o = Tk_l(Tk_l), ke{2,---,N}yun
control inicial 7y = 0.

Las leyes de control 6ptimo encontradas fueron:

1. Caso estado de frontera fija (ver (5.45)),

u*(Tk) = _fk Sln(wk(A - Tk) + ka) (557)

2. Caso estado de frontera libre (ver (5.52)),

u*(Tk) = _gk sm(wk(A - Tk) + ng) (558)

Si se iguala el incremento A de las particiones al periodo de la frecuencia

natural de oscilacion de la molécula diatomica,

A = 27 fwp, (5.59)

entonces se tendr4 (ver (5.59), (5.57), (5.58) y (5.56)):*

‘o € {fu b}y O, € {Osk,0u}
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g L[ (t)dt—_l /A i (QW(A t)+6p)dt =0 (5.60)
uk_Akazu _ApkOSHlA k = U. .

Lo cual implica (ver (5.56), (5.18), (5.22), (5.39), (5.40), (5.57) y (5.58) )

(

wl% = w(2)7 Mk’ = M07 Eﬁk = (507 Gk’(A) = GO(A)

.10 —mw}
A=Ay = , (5.61)
1/m 0

U (1) = —prsin(wo(A — 1) +6x), pr >0
\

Note que para el caso del estado de frontera fija (py, 0x) = (fx, 0% ); mientras que
para el caso del estado de frontera libre (py, 0x) = (Cx, Opr).
Esto significa que la ley de control éptima proporciona acciones de control que
estin en resonancia con el sistema. En efecto, de la representacion de estado (5.55),
se sigue la siguiente funcion de transferencia (ver también la Figura 5.2):

) Fo(s) = C(sT — Ag)~ B = —20/™ (5.62)

s2+wd’

Del diagrama de Bode, ver Figura 5.2, se infiere trivialmente que cuando se excita
el sistema con una sinusoide sintonizada con la frecuencia de resonancia, el estado
permanente de la salida tiende a infinito.

Aqui es interesante vislumbrar la manera en qué la salida tiende a infinito. La

matriz exponencial de (5.55) y (5.56) (con wy = wy) toma la siguiente forma:

1
exp(Apt) = cos(wot)l + = sin(wot) Ao, (5.63)
0
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Bode Diagram

Magnitude (dB)
~

Phase (deg)

0.6 0.8 1 1.2 1.4 186
Frequency (rad/s)

Figura 5.2: Diagrama de Bode de la funcion de transferencia (5.62).

por lo que, parat = NA, con N € N, se tiene (ver (5.55), (5.56), (5.59), (5.63) y
(5.61)):

Z(NA) = exp(AgNA) 2o + /NA exp Ag(NA — 7)Bu*(7)dr

(VA = ?0+/(2N)7r/w° (COS(WO(NA —7))B+ wi sin(wo(VA — T))AOB) u*(7)dr

N 2k [wo cos(wo(NA — 7)) '
T INA)Fo—Cona ,; P k'/zucm/wo (1 /wo) sin(uwo(NA — 7)) (ol A=} +Si)dr
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=2

1
T(NA) = To—Clapn ) 3Pk
k=1
/2’”/“’0 sin(wo(1 — N)A + 0x) — sin(2wer — wo(1 + N)A — 6y) y
-
2(k=1) {7 /wp(cos(wo(l — N)A + 0x) — cos(2wer — wo(1 + N)A — 6y))
g
T(ND) = To—Cuaom) ) 5Pk
k=1
2k [wo

7sin(wo(l — N)A + 6;) + ﬁ cos(2woT — wo(1 + N)A — 6y)
wlO(T cos(wo(l — N)A +6) — ﬁ sin(2wor — wo(1 + N)A = 01)) | lagk—1)m/wo

Por lo cual, el estado 7’ y la salida y estdn dadas por

N wo sin(wo(1 — N)A + 6y)
? 70 — 0,B) ™ U)(Q)
WA= “a kz:;( fuolen cos(wo(l — N)A + 6)

N i 1-N)A+6
YINA) = CFg — OCay iy S (fuiyp |7 T BTN (5 4
1 cos(wo(1 — N)A + 0)

Tomando en cuenta (5.56), (5.61) y (5.59), podemos expresar la salida de la si-
guiente manera:
N

y(NA) = 070——m cos(01,) pr (5.65)

k=1
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Observacion 1 Si existe ¢ > 0 tal que 1 > —cos(0r) > 1 —¢ > 0VEk €

{1,--- N}y pr. > 0 casi en todas partes, entonces

lim y(NA) — oo. (5.66)

N—oo

Observacion 2 Bajo las mismas condiciones de la Observacion 1, sea py > 0 tal

que:
N
> o= Npo, (5.67)
k=1
entonces
0<po< (2" ) (y(NA) - CT0) (5.68)
Po = N (1 - E)Abo J 0/ '

Esto implica que el promedio de la accioén de control, p,, se puede hacer tan pe-
queiio como se desee, mediante la modulacion del numero de intervalos, N, de la
particion del intervalo de control [0, T, sintonizadas con la frecuencia de reso-

nancia wy, A = 2w Jwy.
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Capitulo 6

Simulaciones

Contenido: Se presentan simulaciones

En este Capitulo se muestran los resultados de aplicar la teoria de control 6pti-
mo al método Bonilla—Bonilla [1] para la molécula diatomica descrita en el Capitu-
lo 3, en los casos de estado de frontera fija (5.45)-(5.46) y estado de frontera libre
(5.52)-(5.53).

6.1. Sistema

El sistema involucrado en esta simulacion, corresponde a la molécula diatomi-
ca descrita en el Capitulo 3. Para poder simular la dindmica de la distancia in-
termolecular y su momento asociado, asi como sus incertidumbres, necesitamos
manejar un escalamiento apropiado para las unidades involucradas. En la Tabla

6.1, se muestran los escalamientos empleados en la simulacion.
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Magnitud fisica Factor de escala Valor Unidad
masa Em 1,6600 x 10727 kg/amu
longitud k. 5,2910 x 10711 m/ag
tiempo K, 1x1071 s/fs
energia ke 4,3590 x 10~18 J/Eg
momento ky = kmk./k 8,7831 x 107%* | (kg -m/s)/(amu - ag/ fs)
constante de Planck h 1,0540 x 10734 J s
h=h/2n he = h(k/(knk2)) 0.0227 amu - a - fs
A 27 /wo 8.4128 fs

Tabla 6.1: Constantes y factores de escala empleados en la simulacion.

Noétese que, para el escalamiento en la simulacion, se emplearon unidades atomi-
cas, como amu, ag, Ey, fs. En primer lugar, el amu (de las siglas en inglés “ato-
mic mass unit”) es una constante fisica que se utiliza para expresar masas atdmicas
y masas moleculares, se define como la doceava parte de la masa de un dtomo libre
de carbono—12. En segundo lugar, la unidad a es el radio de Bohr; por definicion,
corresponde al radio promedio mas pequefio del &tomo de hidrégeno con energia
bien definida. En tercer lugar, la unidad E';, llamada energia de Hartree, es apro-
ximadamente el doble de la energia de ionizacion del estado base del 4tomo de
hidrégeno. Finalmente, los tiempos caracteristicos de los procesos atomicos son
del orden de femtosegundos, denotados por fs.

En cuanto a los pardmetros que caracterizan al sistema, se presentan a conti-

nuacion, en la Tabla 6.2.
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Nombre Variable Valor Unidades
Profundidad del potencial D, 0,1994k, J
de Morse
Ancho del potencial B 1,189/k, m~!
de Morse
Constante del momento Lo 3,088k, J
dipolar eléctrico
Masa del Oxigeno mo 15,999 amu
Masa del Hidrégeno mp 1,0078 amu
Masa reducida m 0,9481 amu
Frecuencia natural wy = f \/ %kzt 7,4686 x 104 rad - s}
escalada
Posicion del méximo valor G 0,6 ag
del momento dipolar eléctrico
Distancia intermolecular inicial Qo 1.821 ag
Qkm Qi 3,1746 x 107! m
Coeficiente lineal
del potencial externo
(ver ecuacion (3.13)) Vi= (¥ —1)exp (—2) 1,3169 x 10718 J
Coeficiente cuadratico
del potencial externo
(ver ecuacion (3.16)) Vs (qf?gq) (q—o —2)exp(—L) | 2,1008 x 10798 J-m™!
aip (ver (3.54)y (3.55)) —(m k) wi (ke kx [kp) —0,5288 amu - fs2
@1 (ver (3.54)y (3.55)) ~Vy (k/kp) —0,2402 a2 - amu - fs~2
az (ver (3.54) y (3.55)) (k) () 1,0548 amu™!
by (ver (3.54) y (3.55)) Vi (25) 02834 | a2-amu- fs~
w: (ver (3.54)y (3.55)) —21012 0,2534 ag - rad? - fs2

Tabla 6.2: Parametros del sistema diatomico.

Tomando en cuenta los factores de escala y constantes fisicas de las respectivas

Tablas 6.1 y 6.2, se puede escribir la representacion de estado de los promedios

(3.52) con sus respectivas matrices (3.54). De igual manera, se puede escribir la
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representacion de estado de las incertidumbres (3.57) con sus respectivas matrices
(3.59). Las matrices involucradas (incluyendo la matriz de controlabilidad C( 4, ,g))

toman entonces la siguiente forma numérica:

0  —05288| _ 0 —0,2834 0,2834
A(): ) Alz ) By = )
1,0548 0 0 0 0
0 0 —1,0577 0 0 —0,4804
Aw=1 0 0 2.1095 |, Ao, = |0 0 0 :
1,0548 —0,5288 0 0 —0,2402 0
. 02834 0
00,2989
6.1)

En este Capitulo, simularemos llevar a la molécula de la condicién inicial, gy =

1,821 [ayp] a la condicién final ¢; = 1,9108 [ag], como se indica a continuacion:

To = qo— qgo =0 [ag]

1T = (q1 — (4o = 0,1698 [CL()] (62)

Tome en cuenta que estamos empleando la aproximacion armonica para el poten-
cial molecular (ver Figura 6.1), asi como el momento dipolar eléctrico (ver Figura

6.2).
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190 ! ;
0 .“ \ o "
0050 | 0l
o AU
> 04f i
P —potencial de Morse
015" ! 1 i ---oscilador armonico
. Uk -+ vecindad del punto de equilibrio
DO 77777777 b
02 L | | | 1
1 2 3 4 5 6
q

Figura 6.1: Potencial molecular de Morse (linea negra) aproximado por un oscila-
dor armoénico (linea punteada azul), alrededor del punto de equilibrio (punto rojo).
La region de validez de la aproximacion armonica se indica mediante lineas pun-
teadas grises. Para la region, por ejemplo, indicada por las lineas punteadas verdes,
el oscilador armoénico deja de ser una buena aproximacion.

T 1 T T I
1 [
oG 60 6 - i i —momento dipolar de la molécula diatémical |
s ! 1 - - -parabola
! ! - punto de equilibrio
o
______ 1 I
=041 b 1
~— 1 !
=1 N
1 I
TN
N
0.2+ RN 1
i
e
e
0 I gL o . :
0 a4 1 402 3 4 5 6

q

Figura 6.2: Momento dipolar eléctrico de la molécula (linea negra), aproximado
por un oscilador arménico (linea punteada azul), alrededor del punto de equilibrio
(punto rojo) de la molécula. La regién de validez de la aproximacion armoénica
se indica mediante lineas punteadas grises. Para la region, por ejemplo, indica-
da por las lineas punteadas verdes, el oscilador arménico deja de ser una buena
aproximacion.
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Las condiciones iniciales de las incertidumbres se seleccionan para satisfacer el

minimo de la desigualdad de Heisenberg:

h 2
0%y = 0,015625(a2], 0% = (§> / o2, (6.3)

Se van a considerar las siguientes tres particiones para el horizonte de tiempo finito

(ver el principio de la Seccion 5.2):

Ny =1, Ny=10, N; =100, (6.4)

siendo la duracién de cada particion (cf. (5.59)),

A =21 /wy = 8,4128 [fs]. (6.5)

De esta manera, se tienen los siguientes horizontes finitos,

T1 = NlA = 8,4128 [fS], T2 = NQA = 847128 [fS], T3 = N3A = 841,28 [fS]
(6.6)

En cuanto a las referencias a seguir, estdn dadas por (¢ € {1,2,3}):

;

T’X(k) =0+ 41— cos(k:?r Ne) ke {17 ... 7]\][}
2
(6.7)

Tp(k) = —;njz;zz Sin(kﬂ/Ng), k€ {1, cee ,Ng}
\

En las Figuras 6.3 (a), (c), (¢) se muestran las diferentes particiones para la referen-

ciary.En cuanto a las Figuras 6.3 (b), (d), (f) se muestran las diferentes particiones
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para la referencia rp.
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w041
0.05
0 | | |
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Figura 6.3: Referencia rx para las particiones (a) N; = 1 (¢) Ny = 10 (e) N3 =

100. Referencia rp para las particiones (b) N; = 1 (d) Ny = 10 (f) N3 = 100.

6.1.1.

La ley de control se calcula de manera recursiva, como se muestra a continua-

cion:

Calculo de la ley de control 6ptimo para el caso (1) estado

de frontera fija

78




Paso 1. Se inicializan las variables como sigue (ver Tabla (6.2))

Uy =0, wy=7,4686 x 10", w; =0, w, =0,7469, 7, =0, p, =0,
0 —0,5288 0 —0,2402

Ay = DA = , A =84128,
1,0548 0 0 0

0 0
21 = 0,1698 | U =0, To= | w? = 0,2534,

. 0,2834 0
Cia,.B) = [B AB] = , k=0.
00,2989

Paso 2. Se realizan los célculos siguientes, donde k = k + 1.

Calculando la frecuencia (ver (5.26) y (5.52))

W = \/U)g —i—ﬂk@f,

siendo el sistema

Ak - AO + ﬂkzl

De esta manera, la matriz exponencial es (ver (5.27) y (5.30)):

10
exp(ArA) = cos(wiA) + (L) sin(wrA) Ay,
01

W,
donde las componentes del Gramiano (5.40) son,

Gk(A) — 2w, 91k 9ok

ok Y3k
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Cabe mencionar que las componentes del Gramiano se calculan de la siguiente

manera (ver (5.41)),

sin(2wiA)

glk - ka + 2 )

(sin(wzA))?

g - - 77
2k wy, ;

(sin(2wiA))
(A= 0wy )

Wi

g3k =

Ademas, el estado de frontera (ver (6.7)) es:

rp(k)

-
A P

Los pardmetros de la ley de control (5.45) son los siguientes (ver (5.46) y recordar

(5.42)),

fik 1 0 _ N
= le(A)C(AlmB)

exp(A AV T ro — 7 1)
. 0 1w, ( p(ArA) 2 ko fk:)

fk =V f12k+f22ka

O = tan"'(fir/ for).

\

Paso 3. Actualizacién de variables (ver (5.51), (5.45) y (5.8)):

u(t) = ficos(w(A —t)) — fosin(w(A —t)),
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1 A
Ut = Z/o u(t) dt,

Tt == (g ) (esin(uedd) + fu(1 = cos(unsd)

7(/g+1)0 = 7kf-

Paso 4. Si k < N,, ir al paso 2.

Paso 5. Fin del algoritmo.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos para las diferentes parti-

ciones, Ny = 1, N, = 10y N3 = 100, ver respectivamente Figuras 6.4, 6.5, 6.6.
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Figura 6.4: Parametros para el disefio del control, para N; = 1, (a) wy (b) uy vs.
—w§/w; () fr (d) Oy
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Figura 6.5: Pardmetros para el disefio del control, para Ny = 10, (a) wy (b) uy vs.
—w§/w; () fr (d) Oy
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Figura 6.6: Parametros para el disefio del control, para N3 = 100, (a) wy (b) uy, vs.
—w§/w; () fr (d) Oy

De las figuras 6.4 (c), 6.5 (¢) y 6.6 (c) se notaque para N = 1, N = 10y

N = 100, respectivamente, la maxima amplitud de la ley de control es f;, = 0,1,

fr = 0,015y fr = 0,0015. Esto concuerda con la discusion de la Seccién 5.7.

6.1.2. Calculo delaley de control éptimo para el caso (2) estado

libre

La ley de control se calcula de manera recursiva, como se muestra a continua-

cion:

Paso 1 Se inicializan las variables como sigue (ver Tabla (6.2))

Uy =0, wy=7,4686 x 1014, w; =0, w, =0,7469, =0, p; =0,
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0 —05288) _ |0 —0,2402
Ay = A = , A=84128,
1,0548 0 0 0

0 0
Z10=0,1698 | |, =0, Zo=| |, w?=02534,
0

0
0,2834 0
C(Ak,B)i[B AkB]: , k=0, Ek:Lk{E 1,---,Ng},
0 0,2989
Py = 1.

De igual manera, inicializamos las siguientes variables,

mwg

2h

O (T 1(A)) = exp(— (Tr(A) = Tup) ME(T (D) = Tip)),

O = Dy,

Xi = M? + (55 @4-1)Cla0m G i (A)CT, gy
5, — mwpg '

Sk = Top

Paso 2. Se realizan los cdlculos siguientes, donde k = k£ + 1.

Calculando la frecuencia (ver (5.26) y (5.52))

Wg = \/wg —I—Ukm%,

siendo el sistema

A = Ag + UL A;.
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De esta manera, la matriz exponencial estd numéricamente dada por (ver (5.27) y

(5.30)):

10 1
exp(ArA) = cos(wiA) - + (w—k) sin(wgA) Ay,

donde las componentes del Gramiano (5.40),

Gk(A) — 2wy, 91k 9ok

Gor Y3k

Cabe mencionar que las componentes del Gramiano se calculan de la siguiente

manera (ver (5.41)),

sin(2w, A
G = weh + %
G = (sin(wA))?
2k wy, )
(sin(2wgA))
Gan = (A B (QU):) )
3k o
Ademas, el estado final (ver (6.7)) es:
=, = rp(k)
k=
rx (k)

Los parametros de la ley de control (5.53) son (ver (5.51) y (5.18)),
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1/(mwy) 0

=
I

Xi = M2 + (5 ®-1)Cla0,5 G (A)Ch, 1)

el |10 _
- Cls) (3,6@,%1) X! (exp(AoA) Tho — Tur) |
fgk 0 1/wk

b= VAT

Op. = tanfl(ﬁlk/ﬁgk).

\

Paso 3. Actualizacion de variables (ver (5.51), (5.45) y (5.8)):

u(t) = 41 cos(w(A —T)) — by sin(w(A = T)),

1 A
Upy1 = Z/o u(t) dt,

Tpry = — (kaA) (U sin(wi) + La(1 — cos(wpA))),

1 0 lig
?(k—f—l)o = exp(AkA)7k0 — C(AO,B)Gk<A) ! y

0 Wi ggk
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1/(mwg) 0
0 1

Mk+1 =

’

mwyg

2h

By = exp(—— (T 4(A) = T M (T k(D) — T o).

Paso 4. Si k < Ny, ir al paso 2.

Paso 5. Fin del algoritmo.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos para las diferentes parti-

ciones, Ny = 1, N, = 10y N3 = 100, ver respectivamente Figuras 6.7, 6.8, 6.9.
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0.06 7 0
-50
0.04
= <100
0.02
150
0 -200
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
N N
(©) (d)

Figura 6.7: Parametros para el disefio del control, para N; = 1, (a) wy (b) uy vs.
—w%/@f (C) Ek (d) ka.
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Figura 6.8: Pardmetros para el disefio del control, para Ny = 10, (a) wy (b) Uy vs.
—w%/@% (C) fk (d) ka.
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Figura 6.9: Pardmetros para el disefio del control, para N3 = 100, (a) wy (b) uy, vs.
—w%/@% (C) Ek (d) ka.
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De las Figuras 6.7 (c), 6.8 (c), 6.9 (c) se nota que para N = 1, N = 10y
N = 100, respectivamente, la mdxima amplitud de la ley de control es f; = 0,06,

fr = 0,015y fr = 0,0015, lo cual concuerda con la discusion de la Seccion 5.7.

6.2. Simulacion

Tomando en cuenta la Seccidn anterior, se implemento la simulacién en SIMU-
LINK. A continuacion se presentan los comportamientos del sistema, asi como la
ley de control 6ptimo y la funcional asociada. Esto se hace para cada caso incre-

mental tratado anteriormente N =1, N =10y N = 100.
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6.2.1. Simulacion, caso (1) estado de frontera fija

Nl - 1
Posicion en el esquema incremental Momento en el esquema incremental
0.2 f T T T T T T T
& 0.1
0.1 =
= 55
= Lo
& :
3
0.1 (7 —Valor medio del momento|
—Valor medio de la posicion & 0.1 —Referencia del momento ‘
|—Referencia de la posicion :
0.2E i i f f — I I | I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
,,,,,, t[fs] tfs]
(a) (b)
Posicion en el esquema continuo Momento en el esquema continuo
0.2 T T T T T T T T
‘ 0.1
0.1 =
| :
—~ 0 = 0
&4 ‘ g
01 — —! % —Valor medio del momento
. —Valor medio de la posicion B 04 —Referencia del momento
—Referencia de la posicion s
0.2+ I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[fs] t[fs]
() (d)
Control optimo Funcional de la energia del laser
0.04
= 20.03
= 7=0.02
B -3
> 0.01

A~

Figura 6.10: (a) valor medio de la posicién (X) [ao], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento (P) [amu - ag/ fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posicién (}AQ [ag], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
(P) [amu - ag/ fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias r, r,,, ver (6.7) (e) ley
de control 6ptimo u, (5.45) (f) funcional de la energia del laser, ver (5.13).
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NQZIO

Posicion en el esquema incremental
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0 10 20 30 40 5 60 70 80 0 10 2 30 50 60 70
t[fs] t[fs]
(e) ()
~

Figura 6.11: (a) valor medio de la posicién (X) [ao], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento <13) [amu - ag/ f s], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posicion (X) [ao], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
(P) [amu - ag/ fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias r,, r,,, ver (6.7) (e) ley
de control 6ptimo u, (5.45) (f) funcional de la energia del laser, ver (5.13).
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N3 =100

Poswlon enel esquema lncremental Momento en el esquema incremental
| | |

T
—Valor medio del momento!
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t[fs]
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Figura 6.12: (a) valor medio de la posicién ()AQ [ag], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento <13) [amu - ag/ f s], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posicion (X) [ao], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
(P) [amu - ag/ fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias r,, r,,, ver (6.7) (e) ley
de control 6ptimo u, (5.45) (f) funcional de la energia del laser, ver (5.13).
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6.2.2. Simulacion, caso (2) estado de frontera libre

Ny =1
Posicion en el esquema incremental Momento en el esquema incremental
027 ‘ ‘ : ; — ; ‘ ‘ ‘
— 0.1r
=
_ 01 S 0.05f
=) S
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[ 0 g
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0.2 ‘ : : : : : ‘ : :
— 041
0.1 <
. TS 0.05
=) S
= 1 s 0
&< 0 g
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Control optimo %1072 Funcional de la energia del laser
| | | T T 15° T T : .

Uy [r}o‘l]

tlfs) tlfs)
(e) )

Figura 6.13: (a) valor medio de la posicion (X) [ao], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento (P) [amu - ag/ fs], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posicion (X) [ao], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
(P [amu - ao/ [s], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias r, rp,, ver (6.7) (e) ley
de control 6ptimo u, (5.52) (f) funcional de la energia del laser, ver (5.13).
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Figura 6.14: (a) valor medio de la posicién ()AQ [ag], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento <13) [amu - ag/ f s], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posicion (X) [ao], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
(P) [amu - ag/ fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias r,, r,,, ver (6.7) (e) ley
de control 6ptimo u, (5.52) (f) funcional de la energia del laser, ver (5.13).
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N3 =100

Poswlon enel esquema lncremental Momento en el esquema incremental
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%1073 Control optimo %104 Funcional de la energia del laser

0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
t[fs] t[fs]
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Figura 6.15: (a) valor medio de la posicién ()AQ [ag], en el esquema incremental (b)
valor medio del momento <13) [amu - ag/ f s], en el esquema incremental (c) valor
medio de la posicion (X) [ao], en el esquema continuo (d) valor medio del momento
(P) [amu - ag/ fs], en el esquema continuo. En los cuatro incisos anteriores, las
curvas magentas corresponden a las respectivas referencias r,, r,,, ver (6.7) (e) ley
de control 6ptimo u, (5.52) (f) funcional de la energia del laser, ver (5.13).
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Capitulo 7

Conclusion

En la actualidad, se busca disefiar sefiales laser, de manera 6ptima, para dirigir
moléculas a objetivos especificos, o para manipular la distancia intermolecular, en
escalas de tiempo ultrarrdpidas (de picosegundos a femtosegundo) [2]. Esto tie-
ne como fin romper o manipular enlaces quimicos [2] para ocasionar reacciones
quimicas mediante el uso del l4ser, en lugar del uso de insumos quimicos. En la lite-
ratura, existe un estandar que inicio el grupo de investigacion de Rabitz en 1988 [8].
Se basa en la aplicacion directa de la teoria de control a la ecuacién de Schrodin-
ger [8; 9; 10; 11]. Cabe destacar que esta es una ecuacion diferencial parcial y,
ademads, compleja. Esto requiere la solucion de ecuaciones no lineales acopladas
[10]. Ademas, si bien se logra efectuar el control 6ptimo mediante simulaciones
numéricas, el mismo grupo de Rabitz reportd varios problemas de convergencia
[10].

En este contexto, en la presente tesis se control6 la distancia intermolecular
de una molécula didtomica mediante un pulso ldser, cuya energia fue optimiza-

da, asi como sus probabilidades de transicion. Esto se logré aplicando un algo-
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ritmo analitico y facil de implementar. En particular, se eligi6 el reciente método
Bonilla—Bonilla [1] para disefar el control éptimo del sistema cudntico en cues-
tion. El método Bonilla—Bonilla ofrece tres ventajas respecto del método de Rabitz:
Para empezar, permite la escritura de una representacion de estado de las cantida-
des estadisticas; es decir, se trabaja con ecuaciones ordinarias y reales. En segundo
lugar, el tratamiento de cantidades estadisticas en forma de representacion de esta-
do, permite la aplicacion de la teoria convencional de control 6ptimo. Esto implica
que su implementacion numérica no necesita algoritmos sofisticados, sino que la
solucién puede obtenerse mediante una paqueteria comin de simulacién, como
SIMULINK.

Para lograr el objetivo antes marcado, en la presente tesis, se realiz6 lo siguien-
te.

En primer lugar, en el Capitulo 2, se presentaron las herramientas matemadticas
basicas de los sistemas cuanticos. Por ejemplo, se recordo el concepto de estado
cudntico, asi como el de operador cudntico. Se reviso la expresion de los valores
medios (2.5). En particular, se vieron los estados coherentes que, por definicidn,
reproducen el comportamiento cldsico en promedio (2.12) minimizando la des-
igualdad de Heisneberg (2.4). También se calcul6 la probabilidad de transitar de
un estado coherente (caracterizado por una amplitud y una fase) a otro estado cohe-
rente (caracterizado por otra amplitud y otra fase), ver (2.28).

En el Capitulo 3, se consider6 una molécula diatomica caracterizada median-
te un potencial de Morse (3.1) y sometida a la accion de un pulso laser, descrito
por (3.2) y (3.3). Para la aplicacién del método Bonilla—Bonilla, se realizé una
aproximacion cuadrética del potencial de Morse, alrededor del punto de equili-

brio molecular, ver (3.9) y Figuras 3.1 y 3.2. En lugar de trabajar con la ecuacion
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de Schrodinger (3.17), se aplicé la formula (3.18) para obtener la dindmica de
las cantidades estadisticas: valores medios de posicion y momento, asi como las
respectivas incertidumbres y correlacion. En particular, se form6 dos representa-
ciones de estado desacopladas: una para los valores medios (3.52)-(3.55) y otra
para las incertidumbres (3.57)-(3.59).

En cuanto al Capitulo 4, se hizo un breve recordatorio sobre la técnica de con-
trol 6ptimo que se utilizd: El regulador cuadrético lineal. Se reviso el control de
un sistema dindmico (4.1) para alcanzar una referencia Z'r, en tiempo finito 7", mi-
nimizando la funcional cuadratica 4.2. La metodologia se ilustr6 en la Tabla 4.1.
Se distinguieron dos casos: Por un lado, el control 6ptimo u, para el caso de una
frontera fija (4.7). Por otro lado, el control éptimo u, para el caso de una frontera
libre (4.13). Asi mismo se corrieron las respectivas simulaciones en SIMULINK,
en la seccion 4.2.4.

Ahora bien, en el Capitulo 5, se realizé un horizonte de tiempo finito con una
particion (5.5); dentro de cada intervalo de tiempo, se implement6é un modelo in-
cremental para los valores medios (5.6) y las incertidumbres (5.7). Las submatrices
involucradas se mostraron en (5.8). Ademas la funcional del criterio a minimizar
estd dada por (5.21), (5.22) y (5.19). La equivalencia de los comportamientos entre
el esquema de Rabitz y Bonilla—Bonilla, se ilustr6 en la Figura 5.1. En este punto,
dado que el problema cudntico se prepar6 en una forma similar al del Capitulo 4,
mediante el método Bonilla—Bonilla, entonces, se adapt6 la metodologia descrita
en el Capitulo 4. Especificamente, se encontré que la ley de control dptimo para
el caso de frontera fija estd dada por (5.45). En cuanto al caso de frontera libre, la
ley de control 6ptimo corresponde a (5.50).

Finalmente, en el Capitulo 6, se abordan las simulaciones obtenidas en la tesis,
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que respaldan los resultados tedricos del Capitulo 5.

99



[1]

[2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

M. Bonilla-Licea and M. Bonilla, “On the behavioral reachability of a confi-
ned molecule under laser action,” IEEE Transactions on Automatic Control,

vol. 69, no. 3, pp. 1689-1696, 2023.

M. Korolkov, J. Manz, and G. Paramonov, “Theory of ultrafast laser control
for state-selective dynamics of diatomic molecules in the ground electronic
state: vibrational excitation, dissociation, spatial squeezing and association,”

Chemical physics, vol. 217, no. 2-3, pp. 341-374, 1997.
F. L. Lewis, Optimal control. John Wiley & Sons, 2012, 118-121.

L. J. Laforge, F. O. and H. A. Rabitz, “The early era of laser-selective che-
mistry 1960 1985: Roots of modern quantum control,” The Journal of Phy-
sical Chemistry Letters, vol. 14, pp. 5283-5296, 2023.

W. Ding, J.-P. Sylvestre, E. Bouvier, G. Leclair, and M. Meunier, “Ultrafast
laser processing of drug particles in water for pharmaceutical discovery,” Ap-

plied Physics A, vol. 114, pp. 267-276, 2014.

E. Nagy, J. Kopniczky, T. Smausz, M. Néfradi, T. Alapi, J. Bohus, V. Pajer,
P. Szab6-Révész, R. Ambrus, and B. Hopp, “A comparative study of fem-

tosecond pulsed laser ablation of meloxicam in distilled water and in air,”

Scientific Reports, vol. 13, no. 1, p. 10242, 2023.

D. D’Alessandro, Introduction to quantum control. ~ American Institute of

Physics, 2008.

A. P. Peirce, M. A. Dahleh, and H. Rabitz, “Optimal control of quantum-
mechanical systems: Existence, numerical approximation, and applications,”

Physical Review A, vol. 37, no. 12, p. 4950, 1988.

100



[9] S. Shi and H. Rabitz, “Optimal control of bond selectivity in unimolecular
reactions,” Computer physics communications, vol. 63, no. 1-3, pp. 71-83,

1991.

[10] W.Zhu and H. Rabitz, “A rapid monotonically convergent iteration algorithm
for quantum optimal control over the expectation value of a positive definite
operator,” The Journal of Chemical Physics, vol. 109, no. 2, pp. 385-391,
1998.

[11] W. Zhu, J. Botina, and H. Rabitz, “Rapidly convergent iteration methods for
quantum optimal control of population,” The Journal of Chemical Physics,

vol. 108, no. 5, pp. 1953-1963, 1998.

[12] J. W. Polderman and J. C. Willems, Introduction to mathematical systems

theory: a behavioral approach. Springer New York, NY, 1997.

[13] M. Jammer and E. Merzbacher, “The conceptual development of quantum

mechanics,” 1967.

[14] N. Bohr, “On the notions of causality and complementarity 1,” Dialectica,

vol. 2, no. 3-4, pp. 312-319, 1948.

[15] P. A. M. Dirac, The principles of quantum mechanics. — Oxford university
press, 1981, no. 27.

[16] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Lalo€, Quantum mechanics.  Paris:

Hermann and John Wiley & Sons. Inc., 1977, vol. 1.

[17] P.u.T. Ehrenfest, Begriffliche Grundlagen der statistischen Auffassung in der
Mechanik. Springer, 1907.

101



[18] A. Goldberg, H. M. Schey, and J. L. Schwartz, “Computer-generated motion
pictures of one-dimensional quantum-mechanical transmission and reflection

phenomena,” American Journal of Physics, vol. 35, no. 3, pp. 177-186, 1967.

[19] S. Shi and H. Rabitz, “Quantum mechanical optimal control of physical ob-
servables in microsystems,” The Journal of chemical physics, vol. 92, no. 1,

pp. 364-376, 1990.

[20] Y. Maday and G. Turinici, “New formulations of monotonically convergent
quantum control algorithms,” The Journal of Chemical Physics, vol. 118,

no. 18, pp. 8191-8196, 2003.
[21] D. Schuch, Quantum theory from a nonlinear perspective. Springer, 2018.

[22] G. Keller, Estadistica para administracion y economia. Cengage Learning

Editores, 2012.
[23] F. L. Lewis, Optimal control. John Wiley Sons, 1992, 157-161.

[24] J. Combariza, B. Just, J. Manz, and G. Paramonov, “Isomerizations con-
trolled by ultrashort infrared laser pulses: model simulations for the inver-
sion of ligands (h) in the double-well potential of an organometallic com-
pound,[(c5hS)(co) 2feph2],” The Journal of Physical Chemistry, vol. 95,
no. 25, pp. 10351-10359, 1991.

[25] J. Somléi, V. A. Kazakov, and D. J. Tannor, “Controlled dissociation of i2 via
optical transitions between the x and b electronic states,” Chemical physics,

vol. 172, no. 1, pp. 85-98, 1993.

102



	Índice de figuras
	Índice de tablas
	Abreviaturas
	Introducción
	Estados cuánticos
	Definición
	Observables
	Estados coherentes
	Caracterización de los estados coherentes
	Producto de dos estados coherentes
	Probabilidad de transición


	Modelo matemático
	Dinámica del sistema
	Dinámica de los promedios X"0362X y P"0362P
	Dinámica de las incertidumbres X y P, y la correlación XP
	Representaciones de estado
	Representación de estado de los promedios X"0362X y P"0362P
	Representación de estado de las incertidumbres, X2 y P2 y la correlación XP


	Regulador cuadrático lineal: tiempo finito
	Problema de control optimo
	Ejemplo académico extraído de lewis2012optimal
	Ley de Control Óptimo
	Caso (1) estado de frontera fija
	Caso (2) estado de frontera libre
	Resultados de simulación


	Problema de control óptimo para una molécula diatómica
	Problema de optimización: Esquema de función de onda
	Problema de optimización: Esquema de valores medios
	Criterios incrementales
	Solución incremental
	Caso (1) estado de frontera fija
	Caso (2) estado de frontera libre
	Resonancia

	Simulaciones
	Sistema
	Cálculo de la ley de control óptimo para el caso (1) estado de frontera fija
	Cálculo de la ley de control óptimo para el caso (2) estado libre

	Simulación
	Simulación, caso (1) estado de frontera fija 
	Simulación, caso (2) estado de frontera libre 


	Conclusión
	Referencias

	Índice de tablas

