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Simbolo Interpretacion
punto en 2D

matriz de rotacion o rotor

X

X

R

T matriz de traslaci6n o traslador
P

homografia
matriz de camara
L | Ifnea en el infinito
~ plano en el infinito
cénica en el plano en el infinito
imagen de la c6nica en el plano en el infinito
| motor -
motor conjugadol

Moo
0,
oo

M

vector base de alguna dlgebral
bases del plano afinol 1

I

I

N

4.1.0 dlgebra geométrica del plano afino
pseudoescalar del dlgebra
pseudoescalar reciproco del dlgebra
operador unién ”’join”
operador interseccion “meet”

Vr campo de votaciéon fundamental 2D

Vs campo de votacion del tensor S en 3D

Ve campo de votacién del tensor P en 3D

Ve campo de votacién del tensor B en 3D

Tabla 1: Simbolos que se utilizan en esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccion.

Un sistema de vision computacional debe generar una descripcién compacta til de una escena a partir de una o
m4s vistas. Debido a la naturaleza proyectiva, al obtene las imdgenes del espacio visual, este problema no tiene
restricciones muy bien delimitadas. Los investigadores en vision computacional se enfrentan al problema de obtener
y/0 generar suficiente informacion (descripcion de 1a escena), con informacién pobre y de poca calidad en comparacion
con la realidad (vistas, imagenes). Adema4s este proceso se ve complicado debido al ruido del que pueden ser objeto
las lecturas de la escena. En esencia, 1a meta de la investigaciOn en vision computacional es formular un método
computacional que obtenga una descripcion de 1a escena en términos de geometria y movimiento con informacion de
una 0 m4s observaciones de una escena (imdgenes obtenidas con cdmaras, laser, etc.).

Esta tesis se¢ basa en los conceptos relacionados con 1a geometria proyectiva, el dlgebra geométrica y la votacion
tensonal. Estas 4reas al ser combinadas proveen un marco computacional realmente poderoso para lidiar con trans-
formaciones proyectivas, movimiento rigido, dlgebra de incidencia, distancia dirigida y razonamiento en el sentido
geométrico. El enfoque que se presenta parece prometedor para el desarrollo de una maquinaria para razonamiento
geométrico util para sistemas que operan en el ciclo de percepcién-accion.

La organizacion de este capitulo es como sigue: la primera seccion explica la motivacion de este trabajo. Seguidamente
se presenta el estado del arte del problema que aqui se trata. En la tercera seccién se presenta una descripccion del
problema y los objetivos de este trabajo. Finalmente se presenta una descripcion de este documento y de la notacién
que se usard en el mismo.

1.1 Motivacion.

En la actualidad existen diversos métodos para hacer la reconstruccion de datos 3D, la mayoria de los cuales son
demandantes de muchos recursos computacionales. La mayoria de los métodos de reconstruccion 1o hacen con datos
densos, 0 no reconstruyen en términos de entidades geométricas, como lineas y planos, a partir de datos reales. Al
no reconstruir en términos de entidades geométricas, es dificil que se pueda reconocer la estructura de la escena y es
aun mas dificil describir el movimiento de objetos en la escena. A pesar de que existen muchos trabajos referentes a



la fusién de datos provenientes de diferentes observaciones de la escena, estos métodos no tienen una representacion
simple o es dificil expresar la transformaciones como trayectorias suaves.

Los investigadores que utilizan el dlgebra geométrica normalmente lo hacen para trabajar en problemas de matematicas
o fisica. Existen algunos trabajos en visién computacional, por ejemplo [Bayro96, Lasenby99], sin embargo estos no
usan el plano afino que da un mayor poder para el trabajo con entidades geométricas y sus relaciones.

La votacion tensorial ha sido utillizada en visién computacional para la segmentacién de imagenes, estimacion de flujo
6ptico, sin embargo es posible utilizar el concepto para la fusién de datos provenientes de varias fuentes, asi como
para la validacién de restricciones geométricas de objetos en la reconstruccion de la escena. De esta forma la votacion
tensorial nos permite tener un enfoque que relaciona geometria e incertidumbre cuando estamos abocados a recontruir

¢ interpretar el mundo visual.

1.2 Estado del arte.

Desde mediados de los afios 80 1a mayoria de 1a literatura de visién computacional discute la geometria y los invariantes
hausado el lenguaje de la geometria proyectiva. Durante la pasada década ha habido un gran avance en ¢l entendimiento
y modelado de 1a geometria de multiples vistas en vision computacional. La teoria y practica ha alcanzado un nivel
de madurez con la que se pueden conseguir excelentes resultados para problemas que no tenian solucién hace varios
aios, 0 que incluso se pensaban irresolubles. Los avances en la geometria de multiples vistas han sido posibles gracias
al desarrollo en el entidimiento de los problemas y las mejoras en la estimacion matematica de los objetos en las
imagenes. Entre los problemas que se han resuelto se encuentran:

e (Calcular la geometria epipolar de un cabezal estéreo, la geometria trifocal de un arreglo trifocal, sin ningun
objeto de calibracion.

e Calcular la calibracién interna de la cdmara con una secuencia de iméagenes.

e La estimacion de los tensores multifocales con correspondencias entre puntos de las imédgenes, particualrmente
la matriz fundamental, y el tensor trifocal.

e La extraccion de las matrices de las camaras a partir de los tensores, y subsecuente reconstruccién con 2, 3 o
mas vistas.

El dlgebra geométrica ha sido aplicada con éxito en diferentes campos de la matemética, fisica, e ingenieria. En la
matematica y fisica se ha aplicado en campos como la relatividad general, fisica de electrones, particulas fundamen-
tales; gravedad e hipergravedad. En visién computacional ha sido aplicada con éxito en la bisqueda y representacién
de propiedades geométricas de un objeto que permanecen invariantes bajo cualquier cambio en los pardmetros de
observacion, tales como calibracién de la cdmara o posicion de la misma. Entre dichas invariantes se encuentran el
“cross-ratio”. En algunas otras dreas como la rob6tica, ampliamente relacionada con la visién computacional, se ha
aplicado en el estudio del movimiento de objetos rigidos. En afios mds recientes los investigadores han utilizado el
algebra geométrica para la calibracién mano-ojo (hand-eye calibration) y para la expresion de restricciones para la
navegacion.



Guy y Medioni [Guy96] propusieron una metodologfa llamada votacidn vectorial para atacar el problema de 1a inferen-

ciaen 2D y 3D. Este método hace uso de restricciones perceptuales para la segmentacion de imégenes y reconstruccion
de superficies. Esto se logra con un proceso parecido a la convolucién, donde cada entrada es alineada con una mascara
vectorial predefinida. El concepto base de la votacién tensorial fue presentado primeramente por Westin [Westin94] y
recientemente extendido por Lee y Medioni [Lee98] al combinarlo con 1a metodologfa de Guy en lo que llamaron vo-
tacion tensorial. Este trabajo combina el poder de la representacion tensorial (introducido por Knutsson [Knutsson95]
al contexto de la vision computacional) y la eficiencia computacional de la votacién. Entre los Gltimos avances en
la votacion tensorial se encuentra su extensién a un marco n-dimensional y su utilizacién para la estimacién de la

geometria epipolar.

1.3 Objetivo.

El problema que se considerard en este trabajo es el reconstruir entidades geométricas usando datos reales obtenidos
principalmente con una cdmara binocular, reconocer estructura y cinemética de dichas entidades, y finalmente poder
controlar un manipulador rob6tico montado en un robot mévil para la navegacién en un ambiente o ejecucion de tareas
simples. Los objetivos de esta tesis son:

e La obtencion de imagenes mediante una cdmara binocular,
¢ La reconstruccion de entidades geométricas, y su representacion con dlgebras geométricas,
e Laestimacion de la cinématica de dichas entidades, mediante el uso del dlgebra geométrica,

e La planeaci6n y ejecucion de tareas con un robot.

1.4 Organizacion y notacion.

Esta tesis esta organizado de la siguiente manera: El presente capitulo present6é la motivacién y los objetivos que
persigue nuestro trabajo. En el capitulo 2, se revisard la geometria proyectiva, asf como los modelos de las c4dmaras.
Las algebras geométricas, ademds de los conceptos del plano afino y la hor6sfera, se describirdn en el capitulo 3 . En
el capitulo 4 se presentard el formalismo de Ia votacion tensorial. Finalmente, en el capitulo 5 se tratar4 el problema de
la recontruccién y la planeaci6n en 3D. Las conclusiones de nuestro trabajo y el trabajo futuro que se prestende llevar
a cabo se presenta en ¢l capitulo 6.

En esta tesis, los escalares se denotardn por letras itdlicas, por ejemplo I, los tensores y vectores en 3D por letras
mayusculas en negritas, por ejemplo X. Los vectores en 2D se denotaran con letras mintisculas en negritas, por ejemplo
X, a excepcion de las bases vectoriales que se denotardn con letras mindsculas solamente, por ejemplo 6. El vector
unitario de e, se denotard como €.



Capitulo 2

Geometria Proyectiva.

Este capitulo introduce algunos conceptos basicos de la geometria proyectiva que se usardn en esta tesis. Esta intro-
duccién se pretende que sea breve pero informativa. Para un estudio exhaustivo refiérase a [Hartley0O], [Faugeras9]
o el conocido libro sobre geometria proyectiva [Semple79]. La organizacion del capitulo es como sigue: la primera
seccion presenta el espacio proyectivo, 1a segunda inicia con la descripciOn de las camaras proyectivas, s presenta la
cdmara basica (pinhole camera) y luego se describe la calibracion de las camaras proyectivas. Finalmente se presenta
una seccion que trata las propiedades de un sistema estéreo.

2.1 Espacio proyectivo.

Es conveniente iniciar presentando la geometria proyectiva del plano proyectivo 2D, dado que asi es mas facil visualizar
las ideas que se presentan. Luego se presenta la geometria del espacio 3D que es s6lo una generalizacién del caso plano,
concluyendo con la generalizacion para el caso n-dimensional.

2.1.1 El plano proyectivo 2D.

Como es bien sabido, un punto en el plano puede ser representado por un par de coordenadas (x,y) en R2. Entonces es
facil identificar un plano con R?; ahora, si consideramos R2 como un espacio vectorial, el par (X,y) es un vector, el cual
diremos que est4 en coordenadas inhomogéneas. Ademds haremos la distincién entre vectores columna y vectores fila,
ya que una matriz puede multiplicarse por la izquierda con un vector fila, y multiplicarse por la derecha con un vector
columna. En caso de no mencionarse lo contrario se entender4 por vector un vector columna.



Puntos, lineas y cénicas.

Una linea se expresa algebraicamente con una ecuacién de la forma ax+ by + ¢ = 0, donde a, b, ¢ € R. Eligiendo
diferentes valores para a, b y ¢ se representa todas las lineas posibles en el plano. Entonces se puede representar una
linea como el vector (a, b, ¢)T. Dada la forma de la ecuacion es f4cil ver que la linea representada por (a, b, c)” es
la misma que k(a, b, c)” para cualquier k # 0. La clase de equivalencia definida por esta propiedad se conoce como
como vector homogéneo. El conjunto de clases de equivalencia de los vectores en R* — (0,0, 0)” forma el espacio
proyectivo P2.

Un punto x = (x, y)7 estard sobre la linea 1 = (a, b, ¢)?, si y solo si, ax + by + ¢ = 0, esto se puede escribir en tér-
minos del producto interior de vectores como (x, y, 1)(a, b, c)T = (x,y, 1)1 = 0, es decir, el punto (x,y)” € R? se
representa como un 3-vector si se afiade una coordenada final igual a 1. Debemos notar que la ecuacién (kx, ky, k)1=0
tambien es vélida para cualquier valor k # 0, por lo que se puede considerar que el conjunto de vectores k(x, y, 1)7
con k # O representa al punto (x, )7 € R2. En general un vector de la forma (x, x2, x3)7 € P? representa al punto
(x1/x3,x2/x3)T € R2. Si el vector es de la forma (x, y, 0)7 al intentar encontrar las coordenadas inhomogeneas obten-
dremos (x/0, y/0)7, es decir, no corresponde a un punto finito en R?. Los puntos con la ultima coordenada x3 = 0 se
conocen como punios en el infinito, o puntos ideales. No6tese que todos estos puntos yacen sobre una misma linea, la
linea en el infinito, denotada por L. = (0, 0, 1)7 La linea en el infinito se puede entender como la linea que contiene
todas las direcciones posibles en el plano.

La ecuaci6n de una c6nica en coordenadas inhomogéneas es ax* + bxy + cy? +dx + ey + f = 0, haciendo el cambio
a coordenadas homogéneas se obtiene axi + bxix2 + cx3 + dxi1x3 + exx3 + fx3 = 0 0 en forma matricial x” Cx = 0,
donde x € P? y la matriz de coeficientes C esta dada por
a b2 d/2
C=|b/2 ¢ €2 ]. (2.1)
df2 ef2 f

Una linea 1 tangente a la cénica C satisface la ecuacién I7 C*1 = 0. La notacién C* indica que se trata de la matriz
adjunta de C. A la matriz C* se le conoce como la c6nica dual.

Transformaciones proyectivas.

Una proyectividad es un mapeo invertible 4 : P> — P? tal que 3 puntos Xx;, X2 y X3 est4dn sobre la misma linea (son
colineales), si y solo si, h(x1), A(x2) y h(x3) lo estdn también. A las proyectividades también se les conoce como
Colineaciones, Transformaciones Proyectivas, u homografias. Una homografia en P?se puede representar como una
matriz de 3x3 tal que h(x) = Hx, es decir,

X1 hit hi2  his X1
X, | =| ha ha hos X2 (2.2)
X3 h31 hz hi3 X3



o0 més brevemente como x’ = Hx.

Existen un tipo especial de homografias, las similaridades, que mantienen la forma del objeto cambiando tan s610 su
orientacién, posicién y tamaiio. Las similaridades son importantes por que existen dos puntos sobre L. que son invarian-
tes bajo cualquier similaridad, estos puntos son llamados puntos circulares o puntos absolutos, L, J, con coordenadas
canonicas I = (1,i,0)7 y J = (1,—i,0)7. Una similaridad H tiene la siguiente representacién matricial:

x = Hx
X scos® —ssin® X|
X, = | ssin® scos® ¢, X2 (2.3)
X5 0 0 1 X3

Una homografia H es una matriz homogenea, o lo que es lo mismo, tiene tan solo 8 grados de libertad. Bajo una
homografia de puntos x’ = Hx, una linea se transforma como I' = H™T1, o de manera equivalente, 7 =1"TH™!. De
manera similar una cénica se transforma como C' = H-TCH™! y la c6nica dual como C* =HC'HT

2.1.2 Geometria proyectiva 3D.

La mayoria de las entidades geométricas del espacio proyectivo 3D o P>, y sus propiedades, son generalizaciones de las
pertenecientes al plano proyectivo 2D. Un punto X en 3D se representa en coordenadas homogéneas como un 4-vector,
es decir, el vector X = (x1, x2, X3, x4)7 con x4 # O representa al punto (X,Y,Z)" € R’ con coordenadas inhomogéneas

X=x/xs,Y =x2/%x4,Z = x3/x4.

Planos.

En el espacio proyectivo 3D es posible representar planos. En el espacio euclidiano R> un plano 7 se representa con la
siguiente ecuacion ® X + MY + m3Z + 74 = 0, en el espacio proyectivo se hace con el 4-vector T = (%, T2, 3, T4)” -
Los primeros tres elementos representan la normal del plano, mientras que el cuarto representa la distancia del plano al
origen, o distancia de Hesse. Haciendo un razonamiento parecido al hecho en el plano proyectivo, podemos decir que
un punto, en coordenadas homogéneas, se encuentra en un plano si cumple T, x; + T2x2 + T3x3 +Maxs =0, 0T/ X = 0.
Asf como en el plano proyectivo P? existe la linea en el infinito, en P2 existe ¢l plano en el infinito, que es el plano M.
con coordenadas canénicas

. = (0,0,0,1)" (2.4)



Lineas.

En el plano proyectivo las lineas tienen una representacion natural, en el espacio proyectivo no sucede de 1a misma
manera, ya que en €l, las lineas se representan como la unién de dos puntos 0 como la interseccion de dos planos, ver
figura 2.1. La representacion mds usual de las lfneas es mediante las coordenadas de Pliicker, definidas a partir de una
matnz homogénea antisimétrica de 4x4 elementos. La linea que une los puntos A y B se representa como la matriz L
con elementos Il;; = A;Bj — B;A; 0 en notaci6n vectorial L = ABT — BAT. Aqui los elementos I3, I13, l23 representan la
direccion de la linea, mientras que los elementos /4, l42, 34 representan el momento, es decir el plano donde yace la
linea. NGtese que se usa el elemento s ya que esto elimina elementos negativos de las ecuaciones relacionadas con el
elemento ly4. La linea formada por la interseccion de dos planos P y Q se representa como la matriz L* con elementos
l}"j = PiQ;— Q,;Pj, 0 en notacién vectorial L* = PQT — QPT. Lamatriz L* se puede obtener directamente de la matriz L
con la siguiente reglade reescrituralyz  liz:lig: st lap i laa =, U3, - By 2 154 : 135 - 1T,. La ecuacién para comprobar
que un punto estd sobre una lincaes L*X = 0.

g

Figura 2.1: Una linea se puede representar como la unién de dos puntos o la interseccién de dos planos.

La Coénica absoluta.

La conica absoluta, {2, €s una c6nica sobre .. La cOnica absoluta tiene una matriz de coeficientes C=I, por lo que
€s una conica de puntos imaginarios solamente. Algunas propiedades que posee esta cénica son: todos los circulos
mtersectan 2., en dos puntos, y todas las esferas intersectan 7o, en Q...



Transformaciones proyectivas.

En el espacio proyectivo, un punto X se transforma con una homograffa , una matriz homogénea H de 4x4 elementos,
como X’ = HX. Bajo una homografia H de transformaci6n de puntos, los planos se transforman como #’' = H™'x.
Finalmente las lineas se transforman como L =HLHT y L* =H"TLH™!.

En el espacio proyectivo, al igual que en el plano proyectivo, existen puntos en el infinito, representados con un 4-vector
con el cuarto elemento igual a cero, X = (x|, x2, x3, 0)7. Dada la ecuacién &’ X = 0, podemos deducir que el plano en
el infinito se representa con un 4-vector de la forma (0, 0, 0, )" como se menciono en la ecuacién 2.4. Igualmente se
puede deducir que una linea en el infinito se representa con una matriz de coordenadas de Pliicker con los elementos

de la direccion igual a cero.

2.1.3 Generalizacion a P".

Un punto en un espacio proyectivo P" puede ser representado con vectores columna de n+1 componentes
X =(x1,...,%+1)T €R*'=(0,...,0)7 (2.5)

, como en los anteriores casos 1os vectores (X1, ..., %n+1)7 ¥ A(X1,...,%n+1)7 representan el mismo punto de P" para toda
A # 0. Las x's son llamadas las coordenadas homogéneas del punto proyectivo. En este espacio existe 1o que es llamado
el hiperplano que es equivalente al plano del espacio proyectivo 3D, que se representa con el vector A = (ay, ...,@n+1)7
Los puntos X que se encuentran sobre el hiperplano A cumplen con la ecuacion xja; + ... xp+18n+1 = 0, 0 en forma
matricial A" X = 0.

2.2 Modelos de camaras

2.2.1 El modelo basico: la camara ’Pinhole’.

Este modelo es el mas sencillo de las cdmaras proyectivas. Una cdmara se puede entender como un mapeo del mundo
real en 3D a un plano 2D, el plano de 1a imagen. Se puede tomar ¢l origen como el centro de proyeccién y el plano
Z=f como ¢l plano de proyeccion, ¢l plano de la imagen, ver figura 2.2. El centro de proyeccién también es conocido
como centro de la cdmara, 0 centro 6ptico. La linea perpendicular al plano de la imagen que pasa por el centro de la
camara es conocida como el egje principal de la camara, el punto donde el eje principal interseca el plano de la imagen
se conoce como punto principal y el plano paralelo al plano de 1a imagen que pasa por el centro de la cdmara se conoce
como el plano principal de 1a cdmara.



Figura 2.2: Los puntos del mundo se proyectan al plano de 1a imagen.

En este sencillo caso el punto 3D (X, Y, Z, 1)7 se mapearfa al punto (fX /Z, fY /Z, 1), este mapeo se representa con
la transformacién

X
X f 00O

Y
fY{=10fo00/f (2.6)
Z 00 10|

El caso ideal de que el centro de la cdmara se encuentre en el origen del sistema de coordenadas es realmente dificil de
encontrar en la practica, por 1o que es necesario introducir algunos elementos extras a la transformacion o proyeccion.
Estos elementos extras se introducirdn como la multiplicacién de dos matrices P = K|R|¢], la matriz K se conoce como
la matriz de pardmetros internos de la cdmara. Esta matriz representa la transformacion que llevara el punto principal
al origen del plano de la imagen, xp y yo. También aquella que tomar4 en cuenta la distancia focal, f, y 1a distorsion
generada por la relacion entre la altura y el ancho de los pixeles de la imagen, m, y m,. Finalmente adem4s tandr4 en
consideracion la inclinacién que pudiera tener el plano de la imagen con respecto al sistema de coordenadas, s. Esta
matriz K ¢s de la forma

Oy § Xp
0O 0 1



donde o, = fmx y 0y = fm,.

La matriz [R|t] es conocida como la matriz de pardmetros externos de la cdmara ya que estos pardmetros moveran el
centro de la cdémara C, a t = RC, y alinearén el plano de la imagen para que sea perpendicular al eje z mediante una
rotacién R. Entonces la cdmara queda completamente descrita con la siguiente matriz

s Xp Rin Ri2 Ri3 | 4
P=| 0 o ¥ Ryt Ry Ry | 1 | =K[R|t], (2.8)
0 0 1 R3[ R3z R33 i3

donde t = —RC.

2.2.2 Calibracion.

El proceso de determinar la matniz K se conoce como proceso de calibracién. Una de las herramientas que se usan para
la calibracion es la imagen de la conica absoluta Q.., ®. Esto es porque dicha imagenes ® = (KKT)"! =Kk~ TKk~1. Al
1gual que €2, la conica ® es una cénica de puntos imaginarios, sin ningin punto real. Un ejemplo simple de calibracién
es el siguiente: La imagen de tres cuadrados (en planos no paralelos) da suficiente informacién para determinar K.
Siguiendo los siguientes pasos para cada uno de los cuadrados se puede obtener la matriz de calibracién K.

e Considere uno de los cuadrados, las correspondencias entre las cuatro esquinas definen una homografia H entre
el plano en cuestion, T, y el plano de 1a imagen.

e Aplicando esta homografia a los puntos circulares en 7 se determinan sus imdgenes como H(1, £i,0)7, estos dos
puntos s€¢ encuentran €n @.

Después de aplicar a los tres cuadros los pasos anteriores se obtienen 6 puntos sobre , suficientes para determinarla.
Finalmente se obtiene K de ® = (KK7)~' mediante una factorizacién de Cholesky.

En la prictica no s6lo se determina la matriz K, sino se determina la matriz P completa, es decir, se calculan los
parametros intemos y externos. Esto se puede hacer conociendo cierto numero n de correspondencias X; + x; entre
puntos en 3D X; y puntos en la imagen x;. A partir de cada correspondencia se obtiene un sistema de ecuaciones

of  -wX] yX] P!
wXT 0o —xXT P | =0, (2.9)
—y;X,T x,-X? OT P3

donde cada P es un 4-vector, la i-ésima fila de P, y x; = (x;,yi;,w;)7. En la préctica tan s6lo se usan las dos primeras
ecuaciones ya que las tres son linealmente dependientes. Entonces, de un conjunto de n correspondencias obtenemos

un matriz A de 2n x 12. La matriz P se obtiene resolviendo el sistema Ap=0, donde p es el vector con las entradas de
P.
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2.2.3 Proyeccion y retroproyeccion.

La proyeccién de un punto en 3D es el mapeo mediante la matriz P del punto 3D en cuestién a un punto sobre el plano
de la imagen. La retroproyeccién de un punto en la imagen es la determinacién del conjunto de puntos en 3D que
se mapean a dicho punto en la imagen. También es posible hablar de 1a proyeccion y la retroproyeccion de lineas y
conicas.

Puntos.

Un punto X en 3D se proyecta con la cdmara P al plano de 1a imagen como

x = PX. (2.10)

La retroproyeccién de un punto €s un rayo en el espacio que pasa a través del centro de la imagen. Existen varias
formas de representar dicho rayo, aqui se usa la representacién mediante la suma de dos puntos. NOtese que se
conocen dos puntos sobre el rayo, el centro de 1a cdmara C (el punto tal que PC=0) y el punto P*x, donde P es la
matriz pseudoinversa de P. La pseudoinversa de P es l1a matriz

Pt =PT(PP")"!, (2.11)

para la cual PPT = 1. Es fécil verificar que el punto P*x cae sobre el rayo, P(P*x) = Ix = x. Entonces el rayo

retroproyectado es
X(A) =P x+AC. (2.12)

En el caso de camaras finitas podemos deducir otra expresion ya que ¢l rayo corta al plano en el infinito. Si la cdmara
tiene una matriz P = [M|p4)}, el centro de la c4mara est4 dado por

C=-M"!p, (2.13)
y el rayo retroproyectado desde un punto x en la imagen intersecar4 al plano en el infinito en el punto

D=((M'x)7,0) (2.14)

- M- Ix —-M_lp4
() ()

Entonces el rayo serad

(2.15)

|l
P T
=
v
- S
l
g
~—
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Lineas.
Con la cdmara P, una linea L en 3D se proyecta al plano de la imagen como

), = PLP? (2.16)

Esto se puede ver claramente si consideramos dos puntos en la imagen a = PA y b = PB. Como se present an-
teriormente, la linea que pasa por los puntos A, B, en el espacio 3D es L = AB’ — AT  Entonces la matriz
E = PLP' = ab” —ba’ es una matriz antisimétrica, con espacio nulo a x b. Por lo tanto E = [a x b],, y en 2D

la linea 1 que pasa por los puntos,ay b,esl1=a X b.

La retroproyeccién de una linea 1, con la cdmara P, es P71. Un punto x est4 sobre la linea 1, si y solo si, x’1=0. Un
punto X en el espacio se mapea al punto PX, que estard en la Ifneal, si y solo si, XY P71 = 0. Si consideramos P71 como
un plano, un punto X, estara sobre ¢l plano, si y solo si, x estd sobre 1a linea 1; en otras palabras la retroproyeccién de 1

€S
m = PT1. (2.17)

Conicas.

La proyeccion de una c6nica se puede ver como ¢l mapeo de un plano a otro, por lo que es tan solo aplicar la ho-
mografia que mapea el plano donde yace 1a cénica al plano de la imagen. Haciendo un razonamiento similar al de la
retroproyeccion de una linea, es facil ver que la retroproyeccién de una cénica, con la cdmara P, es el cono

Q.. = PICP. (2.18)

2.3 Sistemas estereoscopicos .

Se habla de un sistema estereoscépico cuando se tiene dos cdmaras alineadas paralelamente y fijas en un soporte.
En el caso de nuestro laboratorio, se cuenta con un cabezal binocular, dos cdmaras alineadas horizontalmente, ver
la figura 2.3. Las cdmaras estdn calibradas individualmente y la distancia entre ellas es conocida . De los sistemas
estereoscopicos se puede mencionar que dos vistas es ¢l nimero minimo para hacer una reconstruccién 3D a partir de
imagenes. En este trabajo se utiliz6 las matrices dela cdmaras para calcular los rayos que se proyectan a un punto en
la imagen, teniendo los rayos se calcularon los puntos mas cercanos entre las lineas y se tomo al promedio de ellos
como el punto reconstruido en 3D. Los cdlculos anteriores se hicieron utilizando el 4lgebra geométrica de Clifford que
se explicar4 en detalle en el siguiente capitulo.

2.3.1 Triangulacion.

Un punto 3D se proyectara a puntos correspondientes en ambas imégenes. Dados puntos en dos imégenes, correspon-
dientes entre si, deberian intersecarse en el espacio los rayos retroproyectados a partir de dichos puntos; sin embargo
en la préctica, esto rara vez sucede debido al ruido. A la bisqueda del punto 3D donde se intersectan los rayos se
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Figura 2.3: Un cabezal binocular.

le conoce como triangulacion. Existen varios métodos para corregir el problema de la interseccion, uno de ellos es
encontrar nuevos puntos en las imagenes cuyas retroproyecciones si s¢ cruzen en el espacio, esto se hace tratando de
minizar la distancia (error) entre 1os puntos conocidos y los puntos estimados. En nuestro caso, el punto en el espacio
es el punto medio de la linea més corta entre 1os rayos retroproyectados, ver la figura 2.4. Ver detalles en [Hartley00].

X

Figura 2.4: Punto 3D estimado a partir de puntos en las im4genes .

Los conceptos presentados en este capitulo se utilizaran en el capitulo 6, donde se presentard un ejemplo practico de
como se pueden combinar esto con el Algebra Geométrica, que se expondré en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Algebra de Incidencia y Distancia Dirigida.

En este capitulo se dard una introduccién al marco de trabajo llamado el plano afino n-dimensional, el cual permite
el uso de las operaciones del dlgebra de incidencia y la distancia directa, junto con transformaciones euclideanas
representadas como espinores. Se presentard una introduccion a: el dlgebra geométrica, el dlgebra de incidencia
y la distancia dirigida; el cdlculo geométrico. Finalmente se hard una presentacion de como se puede aplicar este
razonamiento a problemas practicos.

3.1 Algebra geométrica.

Las Algebras Geométricas (de Clifford) extienden el sistema de nimeros reales para incluir vectores u, v, W, ..., y sus
productos uv, uvw, .... Estas dlgebras son utiles para modelar geometria, y sus productos vectoriales, representando
superficies y objetos de mayores dimensiones, permiten hacer descripciones computacionalmente poderosas de rota-
ciones, traslaciones y otras transformaciones geométricas. El nombre “dlgebra de Clifford” es en honor del matematico
inglés William Kingdon Clifford (1845-1879), quien reconoci6 1a importancia de las ideas introducidas por el alemén
Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) y Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). Clifford fusiono las ideas
de Grassmann con las de Hamilton. Durante la década de 1960, David Hestenes desarroll6 un sistema matemaético
basado en las algebras de Clifford, el cual es llamado dlgebras geométricas [Hestenes66]. Los nimeros complejos y
los cuaterniones forman dos algebras geométricas de Clifford particularmente simples. Para mayor informacién sobre
algebras geométricas de Clifford refi€rase a [Lounesto97] y sobre las dlgebras geométricas a [Hestenes84]. La mayoria
del trabajo aqui presentado es basado en las 4lgebras geométricas de Clifford.

3.1.1 Definiciones basicas.

Se Denota G, al dlgebra geométrica de n dimensiones. G, es un espacio lineal. Adem4s de la suma de vectores y la
multiplicaci6n escalar tiene un producto anticonmutativo que es asociativo y distributivo sobre la adicién, el producto
Clifford o geométrico. Una caracteristica especial del dlgebra es que cualquier vector al cuadrado es un escalar. El
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producto geométrico de dos vectores a y b es escrito como ab y puede ser expresado como la suma de sus partes
simétricas y antisimétricas como sigue,

ab=a-b+aAb. (3.1)

Usando esta definicién se puede expresar el producto interior a - b y el producto exterior como a Ab en términos de
productos geométricos no conmutativos

a-b=1(a-b+aAb+a-b—aAb)= 1(ab+ba) (3.2)
aAb=’(a-b+aAb—a-b+aAb)= 1(ab—ba) '

El producto interno de dos vectores es el producto escalar o punto estdndar y da como resultado un escalar. El producto
externo 0 wedge de dos vectores es una nueva cantidad llamada bivector. Se puede entender un bivector como un 4rea
orientada en el plano que contiene a y b, formado deslizando a a lo largo de b, ver figura 3.1. Entonces, bA a tendré
la orientacion opuesta, mostrando asi 1a propiedad conmutativa que se di6 en 1a ecuacién 3.2. El producto externo es
facilmente generalizable a mayores dimensiones; por ejemplo, (a Ab) A ¢ es un trivector que se interpreta como un
volumen con orientacion: el obtenido deslizando el area aAb a lo largo de ¢. El producto externo de k vectores es un k-
vector, y se dice que tiene grado k. Un multivector (1a combinacién lineal de objetos de diferente tipo) es homogéneo si
contiene térmunos de un solo grado. El dlgebra geométrica provee una manera de manipular multivectores que permite
el seguimiento de objetos de diferente grado simultdneamente.

T=anbAc

2
aAnb

b)

-

Figura 3.1: a) El 4rea dirigida o bivector. b) El volumen dirigido o trivector.

En un espacio de tres dimensiones se puede construir un trivector a A b A ¢, pero no 4-vectores ya que éstos no existen
(no es posible deslizar el volumen aAbAc en la cuarta dimensién). El elemento vectorial de mayor grado en un
espacio es llamado el pseudoescalar. El pseudoescalar se denota / y es crucial cuando se discute 1a dualidad.

3.1.2 Geometria del espacio n-dimensional.

En un espacio n-dimensional se pueden introducir bases vectoriales ortonormales {0;}, i=1, ..., n, tal que ;-0 = §;;.
Esto nos lleva a las bases para el 4dlgebra completa:
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1, {0i}, {0iAG;}, {0iAG;jACK}, ..., 01 AT2A...AC,. (3.3)

Cualquier multivector puede ser expresado en términos de estas bases. En este documento se especificara un algebra
geométrica G, del espacio n-dimensional como G, 4., donde p, g, r son el nimero de bases vectoriales que elevadas al
cuadrado dan como resultado 1, -1 y O respectivamente y satisfacen n=p+q+r. Si una subdlgebra es generada tan s6lo
por las bases de grado par serd llamada una sub4lgebra par y denotada por G _ ,.

Considere dos multivectores A, y B, de grado r y s respectivamente. El producto geométrico de A, y B; puede ser
escrito como

A/B; = (AB)r+s + (AB)r-l-s—Z +...+ (AB)|r—s| (3.4)

donde (M), es usado para denotar la parte de grado t del multivector M.

A continuacién un ejemplo simple del producto geométrico. Sea A = 26] + 50102 y B = 10) + 403 en G300 €l
producto geométrico sera

AB = 20,01+ 80103+ 5610102+ 20016203
24 507 + 86103 + 2006,0,03 (3.5)

note que 0;0; = (0;)> = 0;-0; = 1 y 0:0; = 0; A Gj, es decir, el producto geométrico de bases iguales es igual a 1 y de
bases diferentes es igual a su producto exterior (wedge), el cual para simplificar 1a notacion es omitido. El lector puede
realizar esta y muchas mas operaciones en dlgebra de Clifford usando CLICAL [Lounesto87].

Algebra geométrica del espacio 3-D.

El 4lgebra geométrica que representa el espacio euclideano 3-D es Gz o0 y tiene 2° = 8 elementos base que son:

{ 1 ,06y,07,03,0102, 0203, 0301, 010203 = I} (3.6)
escalar vectores bivectores trivector

Es importante mencionar que al elemento de mayor grado del 4dlgebra es llamado pseudoescalar y generalmente deno-
tado como /.

3.1.3 Rotores.

La multiplicacién de las tres bases vectoriales 01, 62 y 03 por / da como resultado las tres bases bivectoriales 616, =
Io3, 0203 = [0 y 030 = I6;. Estos bivectores rotan los vectores en su propio plano en 90°, por ejemplo, (01063)02 =
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o1, (6203)62 = —03, etc. Si se identifica el i, j, k del dlgebra de cuaternios con /G, —/03, /03, las famosas ecuaciones
de Hamilton, i = j> = k? = —1, se recuperan. Dado que i, j, k son bivectores, es facil esperar que representen
rotaciones de 90° en direcciones ortogonales y provean un sistema s6lido para la representacion de rotaciones en 3D
generales.

En el dlgebra geométrica un rotor (del inglés “rotator”’), R, es un elemento de grado par del dlgebra que satisface

——

RR = 1, donde R es el conjugado de R.

Sea A = {ao,a1,a2,a3} € G3,0,0 un cuaternion unitario, entonces el rotor que describe la misma rotacion sera

R = +ai(loy) —ar(I0;) +a3(lc
ao 1(Io1) — az(102) + as(lo3)

escalar bivectores
ap + a10203 — a2030] + a3030]. (3.7)

El dlgebra de cuaterniones es entonces un subconjunto del dlgebra geométrica del espacio 3D.

El rotor conjugado se calcula como sigue

R=ap— ay(Io1) + a2(I63) — a3z (l03). (3.8)

La transformacion en términos de un rotor R se aplica a un vector a como a — RaR =b. Un rotor funciona de
la misma manera con multivectores de cualquier grado y en espacios de cualquier dimensién. Ademaés los rotores se
combinan de una manera realmente simple, por ejemplo, un rotor R; seguido de un rotor R, €s equivalente a un rotor
total R, donde R = R;R;.

3.2 Los conos nulos, la hordsfera y el plano afino n-dimensional.

Los vectores base de los conos nulos reciprocos N y N generan el 4lgebra 2"-dimensional Gy = gen{ei,...,ex} y
el dlgebra 2"-dimensional reciproca Gy = gen{ei,...,en}, que tienen la estructura de las dlgebras de Grassmann.
Cualquier elemento de las bases vectoriales ortogonales nulas {e;,e;} del dlgebra geométrica G, , elevada al cuadrado
de como resultado cero, esta es la razén por la cual se les conoce como vectores nulos, ademas se debe mencionar que
el vector ¢; es el dual de e;.

El dlgebra geométrica Gy, se construye mediante el producto directo de las dos subdlgebras de Grassmann:

Gnn = GN® Gy = gen{el,...en,€1,...,€n}. (3.9)

Cuando n es infinito contable llamamos Ge . €l dlgebra geométrica universal. El 4lgebra geométrica universal Geo, oo
contiene todas las dlgebras geométricas G, como subdlgebras [SobczykO01].
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Las bases reciprocas {e;} € N y {&;} € N son llamadas duales, esto es por que cumplen la ecuacioén ¢;-¢; = 1. Estas
bases generan las bases k-vectoriales de G a,

{l’ {ei}’ {E"}' {e"ej}i{a?f}! {eiaj}i oo 1{ej1 v00€jiCjiy e '?j;}!lri} ) (3.10)

consistente de escalares, vectores, bivectores, trivectores, ..., y los pseudoescalares I = ey AesAesA...Ae, y I =
eiLAN&B AEA... A&y, que satisfacen IT = 1.

Usando estas bases ortogonales nulas, se puede construir unas nuevas bases ortonormales {o,n} de Gy,

1 | _
Qi = —‘/—E(e;+'é;) Ni = —\/—E(e; —e,-) (3.11)
parai=1, 2, ..., n. Estas bases vectoriales para i # j satisfacen las siguientes ecuaciones,

0‘;-2=1, Gj-0j=5;‘j, Gi0; = —0;0;

T'I.i2 = —1, ni-M;j = —0ij, nm; = -—-nn:

omj=-0M;, Mi‘6;=0. (3.12)

Estas bases {0;} expanden un espacio vectorial euclideano real R" y genera el dlgebra geométrica G, o, mientras que
las bases {1;} expanden un espacio anti-euclideano R%" y genera el 4lgebra Gyp ». A partir de estas dos wltimas 4lgebras
se crea el dlgebra geométrica G, » como €l producto directo de ellas:

[Gan = G0 ® Gop = gen{C1,...;Cn;sN1s---sNn }- (3.13)

El pseudoescalar y el pseudoescalar dual estd dado por =61 AG2A...AG, Y I =M1 AMN2A... AN, que satisface
In=1.

3.2.1 La horoésferay el plano afino n-dimensional.

El Plano Afino n-Dimensional A.(RP*) es una representacion homogénea de los puntos x € RP4, El plano afino
extiende RP+9 al espacio proyectivo R?”%! usando un vector nulo e como sigue:

Xp = X+ e € 4, (RPY). (3.14)

La (p,q)-hordsfera normalmente es definida como:

1
%p,q(Rp+l,q+l) — {Exhgxhlxh € -qe(RP‘q)} c RPHLatl : (3.15)

donde el espacio R+ ha sido extendido a RP*+!4+! para poder tener disponibles dos vectores nulos, € = €41 Y € = 8p+1.

Tanto el plano afino n-dimensional como la hor6sfera son ttiles cuando se trabaja con transformaciones conformales
[PozoO1]. Este tipo de transformaciones conserva los dngulos entre los vectores tangentes en cada punto. Por lo que
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puede ser 1itil expresar un punto x € R y un punto x;, € 4,(R?¥?) con su representacion conformal x. tal como sigue,

1 1 .
5 Xh€Xp = 3 (x4 - @)%n + (X1 A€)Xn]

X = 3
= - z'—o'x-lxzﬁ+e
= Xh— SXpE= 5
1
= exp(-;-x?) % exp(—ix'é). (3.16)

Esta ecuacién implica que todos los puntos en 2{*'? pueden ser obtenidos con una rotacién de e con respecto al plano
indicado por ¢l bivector xe.

Los puntos de la horGsfera pueden ser proyectados al plano afino aplicando la siguiente férmula,

|
=

o
~

Xh

(x:A\€)-e, (3.17)

y al espacio R?*? usando
(3.18)

Figura 3.2: La hor6sfera de R? con tridngulos proyectados en el plano afino 2D.

En la figura 3.2 se muestra la hor6sfera y tridngulos proyectados en ¢l plano afino. En dicha figura se presentan el
plano afino 2D

.ﬂ,z = {Xp|xn =x+e¢,X € Rz}, (3.19)

y la horéOsfera
1
H = {x.= > XhEXn|Xh € 22}. (3.20)
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Dado que x € R* = gen{01,02}, € = - q}ﬂ (c+n),ye= -m_}tf(o —1), cualquier punto sobre la horésfera en estos
términos estd dado por

— x—-l-x2?+e
e = %73
= x— (= 1)o+5(+1)n
= X+X30+x47M. (3.21)

Para poder dibujar la hor6sfera en 3D, en la figura 3.2 se ignor6 la coordenada x3, considerando en su lugar la condicion
de que 1 es ortogonal a 0}, G>.

3.3 Distancia dirigida, algebra de incidencia y movimiento rigido.

En esta secci6n se utilizard el dlgebra geométrica Gy 10 para describir el plano afino tridimensional, 47. En las
siguientes subsecciones se describiran las reglas para establecer relaciones entre objetos geométricos del espacio 3D:
puntos, lineas y planos. Para una introduccion mas detallada del dlgebra de incidencia y el plano afino refiérase a

[BayroOl1].

3.3.1 Distancia dirigida de objetos paralelos.

Para derivar las ecuaciones se usar4n la linea y el plano mostrados en la figura 3.3. En general un k-plano A* consiste
de un momento de grado k y una direccion de grado k-1. Por lo cual, si-se toma el producto interno entre la direccién
unitaria y el momento se obtendr4 la distancia dirigida como el vector py. Si se multiplica con el producto punto 2"
con € y se divide este resultado por su norma se tendr4 la direccion unitaria D,

D=E-A"——>Du=2-, (3.22)
D
la cual se usa para calcular la distancia al origen de A" como sigue
pr=D,-A". (3.23)

En la préctica se suele utilizar D en vez de D,,. El punto p,, estd referido al origen y toca de manera ortogonal al k-plano
A", Algo que se debe mencionar al respecto de py, es que su norma es igual a la distancia de Hesse.

El punto pj, se usa para calcular la distancia dirigida del k-plano A" hasta el objeto paralelo B* de la siguiente manera

d[A* B"] =d[D-A"B" =d[(e- A*)- A" B"). (3.24)
La distancia de un punto b* a la linea L* = a A a} es 1a magnitud o 1a norma de su distancia dirigida
o ok = ] 5. (o A ok A WA
|d| = I [{e- (ajAa3)}A{(e- (b )}] [e- (ajAa;Ab )] I (3.25)
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Figura 3.3: a) Linea en es espacio afino 2D. b) Plano en ¢l espacio afino 2D.

La distancia de un punto b* a un plano A* = a* AaZ A a% es

1d| = | [{z- (aAakAah)} A {(e- (b")}] b = (a’l'/\agl\af;/\b")] | (3.26)

3.3.2 Algebra de incidencia.

Primerante se definirdn las operaciones Meet, N, y Join, U, que s¢ utilizardn a lo largo de ésta y la siguiente seccion y
el resto de la tesis. Suponga que r puntos ag, az,...,a, € [[", donde IT" es el hiperplano de grado n, y los puntos a;
estdn en posicion general (son linealmente independientes). Entonces un (r-1)-plano en I'T” esta especificad por

Ar=a1ANaaA...Aa, #0. (3.27)

Similarmente, un (s-1)-plano en II" esta especificado por
Bs =biAbaA...Abs #0 (3.28)

determinado por s puntos en posicion general en IT". Considerando que los puntos a; y b; son las bases de los respecti-
vos subespacio 4" y B’ estos pueden ser ordenados para definir su unién como el maximo espacio generado por todos
los elementos linealmente independientes, es decir,

A" UPB’ =gen{a1,a2,...,a,,b;_l,...,bh}. (3.29)
Entonces si B = by, A...Aby, Aba, A... Abq,_,, €l operador unién o méds conocido como join es

A,UB;=A,Aby A...Aby, (3.30)
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y la interseccion de los subespacios serd

NP = gen{ba,,...,bo,_, } (3.31)

Definiendo el elemento pseudoescalar reciproco I4np de 1a unién 4" U B° como
Iaup =81 A... AT, Aby, Aby,, (3.32)
su operador interseccion 0 mas conocido como meet €s

ANB; =A,- (B;‘TAUB). (3.33)

3.3.3 Relaciones de incidencia en el plano afino 3D.

La relaci6n de incidencia entre las lineas L? = a® Aal y L = b? Ab% estd completamente definida por su unién
Isupsr = L}UL}. Si a4 €s un bivector, las lineas coincideny L = rL} para algunat € R. Si I ;4 €s un trivector,
las lineas o son paralelas o0 se intersectan en un punto. En este iltimo caso la operacion meet

p=LiNL;=L}-[(L3 Ty p2)]- (3.34)

Si e-p =0 las lineas son paralelas, en caso contrario se¢ intersecan en ¢l punto p, = i% en el espacio afino 3D 4.
Finalmente, si IL';UIg es un 4-vector, las lineas no se intersecan y tienen direcciones diferentes.

La relaci6n de incidencia entre una linea L* = aAa% y un plano B* = b?Ab%Ab” est4 también determinada por su
unién L" UB". Es claro que si la uni6n es un trivector, la linea L” yace sobre el plano B”. La otra posibilidad es que la
union sea el pseudoescalar / = G123¢. En este caso, se calcula el meet

p=L"nB"=L".[(B"-1)]. (3.35)

Sie-p =0, la linea es paralela al plano con la distancia dirigida determinada por la ecuacién 3.22. En caso contrario,
Pr = 3_1'5 es el punto de interseccién en el plano afino.

Dos planos A" = afAajAaj y B" = b} Ab3AD} en el plano afino 42 pueden ser paralelos o se intersecan en una linea,
o coinciden. Si su uni6n es un trivector, entonces A" = B” para algiin ¢ € R, 0 en otras palabras, los planos coinciden.
S1 los planos no coinciden, entonces su unidn es el pseudoescalar I = G23¢e. En este caso, se calcula el meet segiin la

ecuacion 3.33como
L=A"NB"=[A"-B". (I4us). (3.36)

S1e-L =0 los planos son paralelos con distancia dirigida determinada por 1a ecuacién 3.22. En otro casa, L representa
la linea de interseccion en el plano afino con direccién e - L.
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3.3.4 Indicadores geométricos.

A menudo se requiere verificar la configuracién durante un movimiento rigido en el espacio Euclidiano. Las relaciones
de incidencia geométricas pueden ser utilizadas para este proposito. Por ejemplo, un punto p yace sobre una linea L,
si y s6lo si,

pAL = 0.
Similarmente, un punto p yace sobre un plano A si
pAA = 0. (3.37)
Una linea L estara sobre un plano A si
LNA=L. (3.38)

Para venificar si una linea L interseca un plano A en un s6lo punto p,
LNA = p, (3.39)

o s1 la linea L es paralela al plano A, LN A dardun punto en el infinito.

3.3.5 Movimiento rigido en el plano afino.

Una rotaci6n en el plano afino 3D 42 = 4,(R?) es similar a la rotacion en el espacio euclidiano R>, entonces el objeto
encargado de 1a rotacion, el rotor, estd definido como

R=mn=¢?®= cos(-g-) +Bsin(g-), (3.40)

donde B es el bivector unitario que define el plano de rotacion.

Una traslacién del vector x;, € 4] a lo largo del vector t € R>, al vector x), = x, +t € 47, es realizado por el objeto
geométrico que llamaremos aqui traslador,

1 1
T= exp(it'é) =1+ 512, (3.41)

cuando esta transformacion es seguida por la proyeccién P4 (x’) = (xA€) - e. Entonces para x;, € 42, se tendr4

X = TxT!
1 1
= exp(iw)xhexp(—itﬁ)

1
Xp+t— (t-Xp+ i--tz)a (3.42)
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Aplicando P4 a este resultado, se tendrd el vector traslador esperado

Xj

Pa(x)

1
Pa[xp +t— (t x4+ -itz)a]
Xn + t. (3.43)

El matenal presentado en este capitulo se utilizard en secciones posteriores de este documento para validar restricciones
geométricas en la configuracién de objetos en el espacio 3D, asi como para la estimacion de transformaciones rigidas
de los mismos y estimaciones de trayectorias. El lector interesado puede profundizar més en este tema consultando
[BayroO1, Lounesto97, Sobczyk01].



Capitulo 4

Votacion Tensorial .

En este capitulo se explicard la metodologia de la votacion tensorial (Tensor Voting) la cual es una herramienta til
en la extraccion de caracteristicas sobresalientes en las imagenes y en segmentacion. Ademds se discutird su posible
utilidad en la validacion de restricciones presente en la configuracion de objetos geométricos.

4.1 Introduccion.

En esta metodologia se hace uso del cdlculo de tensores para la representacion de los datos, posiblemente ruidosos, y
de una votacion tensorial para la comunicacion entre ellos. La votacion de tensores se puede resumir como sigue: cada
lugar (tensor) de entrada da un voto a sus vecinos y recolecta los votos que éstos le entregan para refinar 1a informacion
que contenia, si es que esta fue proporcionada, dando resultados robustos ante el ruido y altamente prometedores para
los investigadores € ingenieros que trabajan en los problemas del area de vision computacional. Para conocer més a
fondo el uso de los tensores para la extraccion de caracteristicas sobresalientes en las imagenes refiérase a [Westin94]o

a [Tang99].

4.2 Tensores.

Los tensores son conceptos matematicos que tienen ciertas leyes especificas de transformacion, cuando existe un cam-
bio en el sistema de coordenadas. Existen vectores de diferentes 6rdenes, pero en el presente trabajo, solo se manejardn
tensores de primer orden y de segundo orden. Para mayor simplicidad se puede considerar a los tensores de primer
orden como vectores y a los de segundo como matrices. Para obtener mayor informacion sobre los tensores refiérase a

[Hay3)].

En el cdlculo tensorial, los puntos se pueden representar por sus coordenadas. x = (x; ,12,13)T, las curvas se representan
por las coordenadas de un punto, descripcién local de primer orden, y su tangente asociada: x = (x1,x2,x3)7 y t =
(t1,02,t3)T - Finalmente, las superficies se representan por las coordenadas de un punto, descripcion local de primer
orden, y su normal asociada: x = (x1,x2,x3)7 y n= (n1,n2,n3)7-
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4.2.1 Interpretacién geométrica.

Un tensor simétrico de segundo orden (tensor en 2D) tiene la propiedad de poder representar los diferentes tipos de
objetos geométricos mencionados anteriormente. Este tipo particular de tensor puede ser visualizado geométricamente
en 2D como una elipse donde los ejes principales corresponden a las direcciones del sistema de eigenvectores, ver la
figura 4.1. Entonces un tensor simétrico en 2D se puede escribir

T =Mee] +1:6:& (4.1)

, donde A,, €, denotan los eigenvalores y eigenvectores de T respectivamente, 0 en matrices

T=@132)|ill ° ] (El ) (4.2)

0 A €
3.1 éﬂ-
€,
Aa
a)
e
)‘-3 2
€
€5
b)

Figura 4.1: a) Representacion Geométrica de un tensor en 2D como una elipse. b) Representacion en 3D como un
elipsoide.

En 3D, la visualizacion del tensor puede ser hecha similarmente pero con un elipsoide, ver la figura 4.1. El tensor se
puede escribir como

AAT

T =Me€1€] +A26285 +Aze365, (4.3)

donde A,, €, denotan los eigenvalores y eigenvectores de T respectivamente. A partir de este punto cuando se hable de
tensores, nos referiremos a tensores en 3D. El eigensistema se puede reescribir como

T = (A — A2)S+ (A2 — A3)P + A3B, (4.4)

donde S =€€], P =¢€/€] +€,€3 y B="¢ €] + €€, +¢3¢;, de tal forma que el tensor T puede ser representado como
una combinacion lineal de S, P y B, ver la figura 4.2. Si se visualiza geométricamente el tensor S se podré observar
que describe una linea ya que los dos eigenvalores mas pequeiios son cero, de esta manera se puede decir que el tensor

tiene una alta certeza sobre su direccién. De manera similar el tensor P describe un plano y el tensor B una esfera, de

26



ambos se puede decir que tienen incertibumbre acerca de su direccién en un plano y en el espacio respectivamente.

Knutsson estableci6 que cualquier tensor en 3D puede ser represenado como una combinacion lineal de estos tensores
basicos [Knutsson95].
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O V_ + "i":: d:'l' -‘-"- -
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K e

b)
€1

o=

C)

Figura 4.2: a) Tensor B. b) Tensor P. ¢) Tensor S.

4.3 Votacion tensorial

Antes de poder hacer uso de la votacion tensorial como medio de comunicacion entre los tensores, debemos codificar
cada punto de entrada como un tensor y éste a la vez como una combinacion lineal de los tres tensores basicos tratados
anteriormente. Un punto es codificado como un tensor B (A; = A2 = A3 = 1), dado que no se conoce ninguna direccién
en particular para él. Una curva se codifica como un tensor P (A; = A2 = 1, A3 = 0) debido a su incertidumbre sobre la
direccion de la tangente a la curva. Finalmente una superficie se codifica como un tensor S (A; = 1, A2 = A3 = 0) por
la certeza que existe acerca de la direccion de su normal.

El objetivo de la comunicacion de los tensores se puede resumir como sigue: derivar la orientacion preferida, o refinar
la orientacion inicial si se di6 alguna, para cada uno de los elementos; extrapolar la informacion antes inferida a todas
las localidades del dominio, para los objetivos que se desee, por ejemplo extraccion de caracteristicas sobresalientes O
la comprobacion de restricciones en la configuracion geométrica de los objetos geométricos obtenidos a partir de los

datos de entrada.

4.3.1 El proceso de votacion.

La comunicacion puede ser implementada como un proceso de votacion, 1o que implica una alineacién con nicleos
(campos) de votacion predefinidos. Esta alineacién no es mas que una traslacion seguida de una rotacion. Los nicleos
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de votacion codifican los tensores bésicos. El proceso de votacién es similar a una convolucién excepto que tanto las
entradas como la salida del proceso son tensores (no escalares), debido a esto es llamado Convolucidn Tensorial, ver
la figura 4.3. Esta convoluci6n es posible ya que las operaciones necesarias para una convolucion escalar también se
encuentran definidas para los tensores.

P (Ay-Ag) — + Aq O

Vi(p)

Figura 4.3: Tlustracién del proceso de votacién (en 2D). Primeramente se alinean los campos de votacion y despues se
suman las contribuciones.

A continuacion se describe el diseiio del Campo Fundamental 2D y la derivacién de los campos de votacién 3D
haciendo rotar ¢ integrando el campo fundamental.

4.3.2 El campo fundamental 2D.

Los campos de votacion de cualquier dimension pueden ser derivados a partir del campo lineal 2D, motivo por el
cual es llamado campo fundamental 2D, ver figura 4.4. Notese que una direcciOn se puede expresar cOmo un vector
tangente 0 normal, que son ortogonales entre si. Entonces es posible definir dos versiones del campo fundamental
2D, dependiendo entre si se asigna un vector tangente 0 normal a cada objeto de entrada. Aqui se presenta la versién
normal del campo fundamental 2D.

En coordenadas esféricas, el campo fundamental 2D se puede expresar como

(4.5)
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Figura 4.4. El campo fundamental 2D. a) Versi6n tangente. b) Version normal.

donde r es la longitud del arco, @ es 1a curvatura, y ¢ es la escala del andlisis, el unico pardmetro libre del formalismo.
Para mayor informacion sobre esta funcion refiérase a [Guy96].

4.3.3 Campos de votacion 3D.

Denotemos Vr al campo fundamental 2D en su forma normal. En 3D se necesitan tres campos de votacion, Vs, Vp, Vg,
que corresponden a los tensores basicos S, P y B respectivamente. Rotando VF 90° en torno al eje z obtendremos un
micleo, al que llamaremos V.. El campo de votacién Vs se obtiene integrando las contribuciones obtenidas rotando V7
en torno al eje x, el cual describe la orientacién (1,0,0)7. Entonces el campo Vs es definido mateméticamente como

[,
Vs = fo Vido|p_oo (4.6)

donde o, 3,y son los 4ngulos de rotacién en torno al eje x, y, z respectivamente.

Para obtener el campo de votacion Vp, se debe rotar Vs en torno al eje z e integrar las contribuciones obtenidas, este
campo describe el plano con la orientacién normal (0,0, 1)”. Entonces el campo Vp es definido mateméticamente como

R
V= [ Vsdlamogeo. 4.7)

Finalmente, para obtener el campo de votacion Vp, se debe rotar Vs en torno a 1os ejes z e y e integrar las contribuciones
obtenidas. Entonces ¢l campo Vp es definido matematicamente como
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VB - ,[0 ’ VSdBdYItI=0- (48)

Las representaciones geométricas de estos campos se presentan en la figura 4.5.
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Figura 4.5: Campos de Votacion 3D. a) Tensor Vs, muestra del proceso de obtencién y corte mostrando su direccion.
b) Tensor Vp, corte del tensor con la direccién 3 normal a la pagina.

4.3.4 Ilustracion

Para simplicar la comprension de la votacién tensorial se presenta una ilustracién del proceso con tensores en 2-D.
Sean dos tensores To,; y To2, primero se codifican como sigue: si son puntos como un tensor B y si es una tangente

COmo un tensor S.
® S- l[ —_ l, 2’2 —_ 0 y‘é‘l = (t_x,‘y)rr 32 =l (ty!tI)T
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e BAM=Ah=1ye =(1.0)7,&=(0,1)7

Descomponemos cada tensor en sus componentes S y B.

To; = (‘n,ez)[ . M](;)

= (ll ?Lz)elel+lz("1 +'€zﬁ)
— TD +T0 (4'9)

con j=1,2.

Sea v el voto Vs recolectado en la posicion j entonces el nuevo valor del tensor seré:

Vi vy
T} ; =To i + (M — A2) (4.10)
W v,
con j=1,2.
Sea Tp el voto Vg en la posicion j entonces el nuevo tensor seré:
'Iij=Tg,j+lzTB 4.11)

con j=1,2.

4.4 Ejemplos de aplicaciones.

En esta seccion se presentard una aplicacion existente de 1a votacion tensorial, si se desea obtener mas informacion
sobre las aplicaciones de la votacion tensorial refi€rase a [Medioni99]. Adem4s se sugieren algunas otras aplicaciones
en las cuales la aplicacion de la votacion tensorial parece prometedora. Esta es una de las aplicaciones de la votacion

tensorial.

4.4.1 Extraccion de caracteristicas sobresalientes.

Una vez finalizado el proceso de votacion, se produce un mapa tensorial denso, el cual es descompuesto en tres mapas
vectoriales para el caso 3-D. Estos mapas estdn compuestos de cubos en el espacio (voxels) que tienen una tupla (s,d),
donde s es un escalar que representa la magnitud, y 4 l1a direccién.

e Mapa de superficies: s = A1 — A2 y d = ¢ la direccién normal.

e Mapa de curvas: s = A, — A3 y d = €3 la direcci6n tangencial.
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e Mapa de uniones: s = A3 y d arbitrario.

Cuando se buscan los extremos de la funcién de superficie (m4ximos o mfnimos) se hace de igual manera que con una
funcifn real, pero aplicando la derivada correspondiente, es decir, buscamos: gf’:' = 0, donde s es la magnitud de la
superficie y i es la direcién normal. En la préctica estos extremos se obtienen buscando los cruces por cero usando el
vector gradiente g definido como sigue:

-vs=[2 3 %]

y se proyecta g sobre n, es decir, g = n'- g, entonces los extremos de la superficie serdn los puntos donde g = 0.

Para los extremos de las curvas definimos el plano formado por dos vectores # y ¥ ortogonales entre si, que es normal
a la direcci6n tangencial 7 de la curva, y tendremos un extremo cuando: % = % = 0. Definiéndolo en términos de un
cruce por cero ¢ = R(f % 2), donde R define una rotacién que alinea el marco con el plano #-¥. Los extremos estar4n
en los puntos tales que g = 0.

Para poder obtener dichos extremos ya sean de curvas o superficies se utiliza una versién modificada del algoritmo
Marching Cubes desarrollado por Lorensen y Cline en 1987[Lorensen87]. Se presentan algunos de los resultados

obtenidos en esta aplicacion en la Figura 4.6.

4.4.2 Posibles aplicaciones.

La expresiOn de restricciones en la configuracion de objetos en el mundo, y la validacion de las mismas mediante la
votacion tensorial. Esto se pretende mediante la comprobacién de que el producto tensorial exterior (en forma matricial
€1€]) es equivalente al producto Clifford por el pseudoescalar (617), donde I es el pseudoescalar en el dlgebra en

cuestion, ((}3,0,0).

También se pretende utilizar esta metodologia no s6lo para la extraccion de caracteristicas sobresalientes, sino también
para la fusion de datos en 3-D provenientes de varias fuentes (laser, cdmaras, sonar, odometria), ver figura 4.7.
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Figura 4.6: Resultados de la extraccion de caracteristicas sobresalientes. a) Puntos de entrada. b) Superficie generada.
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Capitulo 5

Reconstruccion y Planeacion usando n
Vistas.

En este capitulo se presenta la metodologia utilizada para la reconstruccién de objetos utilizando n pares de vistas.
En ¢l trabajo presentado en este capitulo se utilizan pares de vistas obtenidos con la cdmara binocular mostrada en la
Figura 2.3.

Figura 5.1: Cdmara binocular montada sobre una unidad pan-tilt.
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>.1 Recontruccion de vistas.

S3.1.1 Obtencion de las vistas.

Antes de poder trabajar con las imédgenes obtenidas con el cabezal binocular, debemos calibrar las cdmaras individual-
mente, la calibracién de las cdmaras se hace mediante el algoritmo presentado por Tsai [Tsai87]. Una vez calibradas
las camaras se obtienen las matrices que describen cada una de las cdmaras, PLeft y PRight. Las matrices PLeft y
PRight se pueden expresar como P = [M|p4], claro cada una por separado y con matrices M y p diferentes para cada
una.

|

Figura 5.2: Iméigenes obtenidas con las cdmaras. a) Imagen izquierda. b) Imagen derecha.

En la Figura 5.2 se presentan un par de vistas obtenidas con el cabezal binocular.

5.1.2 Retroproyeccion.

Una vez obtenidas las imagenes, el siguiente paso es la deteccion de esquinas en cada una de las imigenes mediante
el algoritmo de Harris [Harris88], ver figura 5.3. Esto se¢ hace con motivo de obtener puntos relevantes en cada
1magen para tener correspondencias entre puntos de las imdgenes para la retroproyecccion y subsecuente triangulacion
y obtencién del punto 3D.

Después de detectadas las esquinas, se hace la seleccion de puntos en correspondencia, los cuales son retroproyectados
siguiendo los siguientes pasos:

e Se obtiene el centro de cada una de las camaras mediante la férmula

R Y G|
c=( M1 "4) (5.1

¢ Se obtiene otro punto en el espacio que se proyecte al mismo punto en la imagen, esto se hace con la férmula

X, ( M—l()-lx"m) ), (5.2)
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Figura 5.3: Imdgenes con las esquinas detectadas. a) Imagen izquierda. b) Imagen derecha.

esto se hace para cualquier valor de A, en nuestro caso usamos A = 1000.

e Se hace la codificacion de C y X en términos del dlgebra geométrica G4,; o0 mediante la férmula

Ce
X;

C+e
X; +e. (5.3)

e Se obtiene la linea que representa el rayo retroproyectado mediante el producto exterior (wedge) como

Ya que se han retroproyectado los puntos en las imagenes, 10 que sigue es la triangulacién con los rayos, 10 cual se
realiza calculando la distancia dirigida entre los rayos, como se explicé en el capitulo 3, y tomando el punto medio del
vector que representa la distancia mas corta entre ellos.

En la figura 5.4 s¢ muestra Ia reconstruccion de Ios puntos que generan €l cubo en la Figura 5.3. Note que las lineas
que unen los puntos son unicamente con €l objetivo de hacer mas entendible la representacion.

5.2 Fusion de vistas.

Después de que se han reconstruido los puntos de cada par de imédgenes, se deben fusionar en el espacio 3D. Esta
fusion se realiza calculando la transformacién rigida (rotacién y traslacion) entre los puntos en 3D, dicha tranforma-
cién se encuentra mediante el algoritmo presentado por Lasenby [Lasenby95]). Aqui se presenta una descripcion del
mismo.mismo.

5.2.1 Estimacion de movimiento rigido.

Dadas las coordenadas en 3D {X;} y {X]} de dos reconstrucciones expreseadas en el dlgebra geométrica del espacio
euclidiano tridimensional, G3 o0. Entonces para n correpondencias en los dos marcos se quiere encontrar la rotacién,
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Figura 5.4: Reconstruccion de las esquinas del cubo de la Figura 5.3.

expresada como un rotor R, y la traslacion, t, que minimize

s=Y [x; —R(X;— t)i'é"]2 (5.5)
i=1

Luego dicha minimizacion implica la diferenciacion de S con respecto a R y t. La diferenciacién con respecto a t es
sencilla y estd dada por

¢S = f [x:! —~ R(X; — t)E] ot(RtR) = 0. (5.6)
i=1

La cual se resuelve para t, dando como resultado

1 ¢ ~
t="- ):‘{ [xi . RX‘;R] , (5.7)
esto puede ser reescrito como
t=X - RX'R, (5.8)

donde X y X'’ son los centroides de los puntos en las dos reconstrucciones.

La diferenciacion con respecto al rotor R es mucho més complicada y excede los objetivos de este documento. Por este
motivo aqui se presenta s6lo la ecuacién final, para mayores detalles sobre el proceso de diferenciacion y solucion de
la expresion vea [Lasenby95]. El resultado de la diferenciacion es

)ix;AR(x,- ~t)R=0. (5.9)
i=1
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51 se sustituye el valor obtenido para t en la ecuaci6n anterior 5.9 se tendr4

}' X! AR(X; - X~ RX'R)R = 0. (5.10)
=1

Notese que el término ¥, X' A X que se obtendra de la ecuacion 5.10, sera igual a cero. Entonces la ecuacion se
reduce a

n
) wiARuR=0, (5.11)
i=1

con
U = Xi—i
Wi = x:. (5-12)

Con estos nuevos valores se define una matriz F como sigue

n
Fap = Y (Ca - ui)(0p - wi). (5.13)
=1
Obteniendo el SVD de la matriz F da F = USVT y la rotacion R estard dada por

R=vUT (5.14)

Una vez que se ha obtenido el rotor R, el traslador t se calcula con la ecuacién 5.8.

5.2.2 Fusion de vistas.

Para hacer la fusion de las vistas 1o primero que se debe hacer es obtener una correspondencia de puntos entre los pares
de im4genes como las que se muestran en la figura 5.5 y 1a figura 5.6. Luego se recontruyen los puntos de las imagenes
para obtener puntos en 3D, ver figura 5.7. Con los puntos en 3D reconstruidos, sabiendo las correspondencias, se
procede a calcular la rotacion y traslacion que relaciona dichos puntos. Ya conocidas las tranformaciones se deben
aplicar para obtener una recontruccion del escenario pero con la informacion recopilada por méas de una vista, ver

figura 5.8.

5.3 Planeacion.

Este capitulo pretende presentar al lector las reglas necesarias para hacer un razonamiento, tomar una decision y
ejecutar alguna accion en caso de ser necesario. En la primera seccion se plantea un método para obtener primitivas
geométricas, objetos tales como puntos, lineas, planos y volimenes. En la segunda secci6n se presentan algunas de
las reglas de decision. Finalmente en la tercera seccion se presenta la ejecucion de una tarea elegida con las reglas de
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Figura 5.6: Correspondencias de puntos entre vistas. a) Segunda imagen izquierda. b) Segunda imagen derecha.

decision. Toda esta planeacion se puede ver como un ejemplo de un sistema de Percepcién-Accion, siendo la obtencion
de primitivas la percepcion y la ejecucion de la tarea la accion.

5.3.1 Obtencion de primitivas geométricas.

La obtencién de las primitivas geométricas se hace a partir de los puntos reconstruidos. Los puntos reconstruidos
representados en el dlgebra geométrica Gs 1,0 Son primitivas por s1 solos. Las lineas se obtienen haciendo la union
de dos puntos diferentes, con el operador unién, ecuacion 3.30. Los planos se obtienen con la unién de tres puntos
en posicién general, 0 de una linea y un punto fuera de ¢lla. Similarmente los volimenes se obtienen mediante la
unién de cuatro puntos en posicién general, una linea y dos puntos en posicion general, o dos lineas que no se corten
en el espacio. En general de un conjunto de puntos se pueden obtener muchas primitivas geométricas, incluso varias
irrelevantes o redundantes. Es por este motivo que a partir de todas las primitivas iniciales se deben obtener las de
relevancia, esto mediante 1a aplicacién de algunas reglas como las que se presentan en la siguiente seccion.
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Figura 5.7: Puntos reconstruidos de diferentes vistas.

Figura 5.8: Reconstruccién con puntos de diferentes vistas ya fusionados.

5.3.2 Reglas de decision.

Existen diversas reglas de decision que estdn basadas en las relaciones de incidencia y los indicadores geométricos que
se¢ presentaron en el capitulo 3. En nuestro caso después de la fusién de vistas del cubo que se presento en la seccion
anterior, se pretende que sea sujetado por una pinza que posee ¢l robot como se presenta en la figura 5.9.

Para realizar la tarea de sujecion se reconstruy6 la pinza del robot con la informacion de la ultima vista, ya que €sta es
la yluma posicién conocida de la pinza. La reconstruccion de 1a pinza y el cubo se presenta en la figura 5.10.

Ya con ¢l escenario completo, la pinza y el cubo, el siguiente paso es decidir los puntos de sujecion. Esto se hace
decidiendo primeramente los planos de sujecion, para esto se calculan todos los planos posibles del cubo. Seguidamente
se calcula cidales, de entre todos los planos, son los m4s paralelos. En el capitulo 3 se mencioné que si dos planos son
paralelos su distancia dirigida serd diferente de cero, sin embargo en la presencia de ruido, los planos se intersecarén y
por lo tanto su distancia dirigida serd cero. Entonces, en vez de usar la distancia dirigida, se decidi6 usar el operador
“meet” ya que éste da como resultado la linea de interseccién dos planos. En el caso de planos paralelos, 1a linea de
interseccion es una linea en el infinito. Al no ser los planos exactamente paralelos, la linea no estara en el infinito. Sin
embargo los planos méds cercanos a ser paralelos tendrén la linea de interseccién muy cercana al plano en el infinito.
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Figura 5.9: Robot GEOMETER sujetando un cubo.

Entonces la regla de decisién para elegir 1os planos paralelos serd

0iNQ; = L.

Esta es la expresiOn algebraica de la regla, pero en 1a practica se hace con la componente dirigida de 1a linea. Una linea
en ¢l mmfinito tiene componente dirigida igual a cero, por 1o que se establece un umbral que definira si la componente
dingida de la linea es lo suficientemente pequeiia. Los resultados obtenidos aplicando esta regla se presentan en la

figura 5.11.

3.3.3 Ejecucion.

Ya que se han decidido los planos de sujecién, cualesquiera dos puntos en estos planos son candidatos para ser los
puntos de sujecion de la pinza. Se eligen los centroides de los planos de sujecion, y con un punto extra se genera un
plano con el que se aliner4 el plano que representa la pinza, estos dos planos se muestran en la figura 5.12.

Para alinear los planos del cubo y de la pinza se generaron tres pares de puntos correspondientes en los planos. A
estos puntos se les aplicard el método de Lasenby[Lasenby95] para encontrar la transformacion que alineara los pla-
nos. Ademds de encontrar la transformacion total, se interpol6 la transformacién, de tal forma que la pinza tenga un
trayectoria suave, dicho trayectoria se muestra en la figura 5.13.

En este capitulo se presento un ejemplo de como se puede aplicar un enfoque geométrico a la manipulacién de objetos.

Aqui tan sélo se presento la sujecion, pero se puede aplicar un método similar, para trasladar los objetos a un lugar
diferente de donde fueron tomados.
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Figura 5.10: Reconstruccion de 1a pinza y el cubo (ya fusionado).

f‘l

Figura 5.11: Planos paralelos encontrados con laregla ¢; N ¢; = L.

".

Figura 5.12: El plano de la pinza se alincara con el plano del cubo.
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Figura 5.13: Trayectoria que deber4 seguir la pinza para sujetar el cubo.



Capitulo 6

Conclusiones.

6.1 Resumen.

En este documento se presenté una manera de combinar diferentes 4reas de investigacion para un s6lo objetivo. Las
dreas que se combinaron son la geometria proyectiva y el dlgebra geometrica, con posibilidad de relacionar la votacion
tensorial.

El objetivo del trabajo de tesis fue 1a planeacion de una tarea a realizar con un brazo rob6tico, para ello fue necesario

e Captar vanas imagenes del escenario con un cabezal binocular.

e Reconstruir puntos relevantes de las imagenes, para ellos se utiliza la geometria proyectiva y un poco de algebra
geométrica al expresar los puntos en 3D para su uso futuro.

¢ Fusionar los puntos en 3D en un solo ambiente, mediante una tranformacion rigida que se encuentra después de
la recosntruccion.

e Con los datos fusionados, realizar la planeacién de una trayectoria para poder sujetar un objeto, esto basandose
en reglas de decision expresadas en dlgebra geométrica, especificamente en el dlgebra Ga 1 0.

e Realizar una interpolacion de la trayectoria, expresando el motor que representa la transformacion como una
secuencia de motores.

e Simular la variacién continua del motor para mover una pinza y sujetar un objeto.

Ademds de todo lo anterior se demostr6 la efectividad de las dlgebras geométricas en el drea de la vision computacional
como una herramienta de gran poder para la expresion de restricciones geométricas y reglas de decision.
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6.2

Trabajo futuro.

El trabajo futuro serd dedicado a relacionar los sistemas matemaéticos considerados y resolver varios problemas técni-
COs. A continuacion enumeramos algunas tareas que merecerdn nuestra atencion:

La formalizaci6n de la votacién tensorial en tales términos que se pueda relacionar con el 4lgebra geométrica.
La expresion de restricciones en la configuracion de objetos en el espacio.

La validacion de restricciones mediante la votacion tensorial. Tal vez sea posible expresar el producto tensorial
exterior (en forma matricial 'é'"{é‘{) equivalentemente como el producto Clifford por el pseudoescalar (6;7), donde
I es el pseudoescalar en ¢l dlgebra en cuestién, (G3.0,0).

La utilizacion de la votacién tensorial no sélo para la extraccion de caracteristicas sobresalientes, sino también
para la fusién de datos en 3-D provenientes de varias fuentes (laser, cdmaras, sonar, odometria).

La extensi6n de la manipulacion objetos a no solo sujetar como es el caso del ejemplo que se presento en ésta
tesis, smo también al traslado de objetos. Ademds se piensa en generar una miquina de inferencia para ejecutar
la toma de decisiones en el ciclo de percepcion-accion.

La automatizacién de 1a fusién de vistas, para que los datos obtenidos de una secuencia de vistas se agreguen al
ambiente automatica y sucesivamente, para tener una descripcion ain mds completa de 1a escena. Para esto se
necesita la implementacion de algun algoritmo de bisquede de correspondencias en tiempo real para aplicarlo a
la secuencia de vistas y poder aplicar el método de bisqueda de transformaciones rigidas.
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