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Símbolo Interpretación

X punto en 2D

X punto en 3D

R matriz de rotación o rotor

t matriz de traslación o traslador

H homografía

P matriz de cámara

le línea en el infinito

JIoo plano en el infinito

a» cónica en el plano en el infinito

(0- imagen de la cónica en el plano en el infinito

M motor

M motor conjugado 1

o¡ vector base de alguna álgebral

".í, Oj bases del plano afino 1 1

§4,1 fi álgebra geométrica del plano afino

/ pseudoescalar del álgebra
I pseudoescalar recíproco del álgebra
u operador unión "join"
n operador intersección "meet"

Vf campo de votación fundamental 2D

Vs campo de votación del tensor S en 3D

vP campo de votación del tensor P en 3D

VB campo de votación del tensor B en 3D

Tabla 1: Símbolos que se utilizan en esta tesis.
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Capítulo 1

Introducción.

Un sistema de visión computacional debe generar una descripción compacta útil de una escena a partir de una o

más vistas. Debido a la naturaleza proyectiva, al obtene las imágenes del espacio visual, este problema no tiene

restricciones muy bien delimitadas. Los investigadores en visión computacional se enfrentan al problema de obtener

y/o generar suficiente información (descripción de la escena), con información pobre y de poca calidad en comparación

con la realidad (vistas, imágenes). Además este proceso se ve complicado debido al ruido del que pueden ser objeto

las lecturas de la escena. En esencia, la meta de la investigación en visión computacional es formular un método

computacional que obtenga una descripción de la escena en términos de geometría y movimiento con información de

una o más observaciones de una escena (imágenes obtenidas con cámaras, láser, etc.).

Esta tesis se basa en los conceptos relacionados con la geometría proyectiva, el álgebra geométrica y la votación

tensorial. Estas áreas al ser combinadas proveen un marco computacional realmente poderoso para lidiar con trans

formaciones proyectivas, movimiento rígido, álgebra de incidencia, distancia dirigida y razonamiento en el sentido

geométrico. El enfoque que se presenta parece prometedor para el desarrollo de una maquinaría para razonamiento

geométrico útil para sistemas que operan en el ciclo de percepción-acción.

La organización de este capítulo es como sigue: la primera sección explica lamotivación de este trabajo. Seguidamente

se presenta el estado del arte del problema que aquí se trata. En la tercera sección se presenta una descripcción del

problema y los objetivos de este trabajo. Finalmente se presenta una descripción de este documento y de la notación

que se usará en el mismo.

1.1 Motivación.

En la actualidad existen diversos métodos para hacer la reconstrucción de datos 3D, la mayoría de los cuales son

demandantes de muchos recursos computacionales. La mayoría de los métodos de reconstrucción lo hacen con datos

densos, o no reconstruyen en términos de entidades geométricas, como líneas y planos, a partir de datos reales. Al

no reconstruir en términos de entidades geométricas, es difícil que se pueda reconocer la estructura de la escena y es

aun más difícil describir el movimiento de objetos en la escena. A pesar de que existen muchos trabajos referentes a
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la fusión de datos provenientes de diferentes observaciones de la escena, estos métodos no tienen una representación

simple o es difícil expresar la transformaciones como trayectorias suaves.

Los investigadores que utilizan el álgebra geométrica normalmente lo hacen para trabajar en problemas de matemáticas

o física. Existen algunos trabajos en visión computacional, por ejemplo [Bayro96, Lasenby99], sin embargo estos no

usan el plano afino que da un mayor poder para el trabajo con entidades geométricas y sus relaciones.

La votación tensorial ha sido utillizada en visión computacional para la segmentación de imágenes, estimación de flujo

óptico, sin embargo es posible utilizar el concepto para la fusión de datos provenientes de varias fuentes, así como

para la validación de restricciones geométricas de objetos en la reconstrucción de la escena. De esta forma la votación

tensorial nos permite tener un enfoque que relaciona geometría e incertidumbre cuando estamos abocados a recontruir

e interpretar el mundo visual.

1.2 Estado del arte.

Desde mediados de los años 80 lamayoríade la literatura de visión computacional discute la geometría y los invariantes

hausado el lenguaje de la geometríaproyectiva. Durante la pasada década ha habido un gran avance en el entendimiento

y modelado de la geometría de múltiples vistas en visión computacional. La teoría y práctica ha alcanzado un nivel

de madurez con la que se pueden conseguir excelentes resultados para problemas que no tenían solución hace varios

años, o que incluso se pensaban irresolubles. Los avances en la geometría de múltiples vistas han sido posibles gracias

al desarrollo en el entidimiento de los problemas y las mejoras en la estimación matemática de los objetos en las

imágenes. Entre los problemas que se han resuelto se encuentran:

• Calcular la geometría epipolar de un cabezal estéreo, la geometría trifocal de un arreglo trifocal, sin ningún

objeto de calibración.

• Calcular la calibración interna de la cámara con una secuencia de imágenes.

■ La estimación de los tensores multifocales con correspondencias entre puntos de las imágenes, particualrmente

lamatriz fundamental, y el tensor trifocal.

• La extracción de las matrices de las cámaras a partir de los tensores, y subsecuente reconstrucción con 2, 3 o

más vistas.

El álgebra geométrica ha sido aplicada con éxito en diferentes campos de la matemática, física, e ingeniería. En la

matemática y física se ha aplicado en campos como la relatividad general, física de electrones, partículas fundamen

tales; gravedad e hipergravedad. En visión computacional ha sido aplicada con éxito en la búsqueda y representación

de propiedades geométricas de un objeto que permanecen invariantes bajo cualquier cambio en los parámetros de

observación, tales como calibración de la cámara o posición de la misma. Entre dichas invariantes se encuentran el

"cross-ratio". En algunas otras áreas como la robótica, ampliamente relacionada con la visión computacional, se ha

aplicado en el estudio del movimiento de objetos rígidos. En años más recientes los investigadores han utilizado el

álgebra geométrica para la calibración mano-ojo (hand-eye calibration) y para la expresión de restricciones para la

navegación.
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Guy yMedioni [Guy96] propusieron unametodología llamada votación vectorial para atacar el problema de la inferen

cia en 2D y 3D. Este método hace uso de restricciones perceptuales para la segmentación de imágenes y reconstrucción

de superficies. Esto se logra con un proceso parecido a la convolución, donde cada entrada es alineada con unamascara

vectorial predefinida El concepto base de la votación tensorial fue presentado primeramente porWestin [Westin94] y

recientemente extendido por Lee yMedioni [Lee98] al combinarlo con la metodología de Guy en lo que llamaron vo

tación tensorial. Este trabajo combina el poder de la representación tensorial (introducido por Knutsson [Knutsson95]

al contexto de la visión computacional) y la eficiencia computacional de la votación. Entre los últimos avances en

la votación tensorial se encuentra su extensión a un marco n-dimensional y su utilización para la estimación de la

geometría epipolar.

13 Objetivo.

El problema que se considerará en este trabajo es el reconstruir entidades geométricas usando datos reales obtenidos

principalmente con una cámara binocular, reconocer estructura y cinemática de dichas entidades, y finalmente poder

controlar un manipulador robótico montado en un robot móvil para la navegación en un ambiente o ejecución de tareas

simples. Los objetivos de esta tesis son:

• La obtención de imágenes mediante una cámara binocular,

• La reconstrucción de entidades geométricas, y su representación con álgebras geométricas,

• La estimación de la cinemática de dichas entidades, mediante el uso del álgebra geométrica

• La planeación y ejecución de tareas con un robot

1.4 Organización y notación.

Esta tesis esta organizado de la siguiente manera: El presente capítulo presentó la motivación y los objetivos que

persigue nuestro trabajo. En el capítulo 2, se revisará la geometría proyectiva así como los modelos de las cámaras.

Las álgebras geométricas, además de los conceptos del plano afino y la horosfera, se describirán en el capítulo 3 . En

el capítulo 4 se presentará el formalismo de la votación tensorial. Finalmente, en el capítulo 5 se tratará el problema de

la recontmcción y la planeación en 3D. Las conclusiones de nuestro trabajo y el trabajo futuro que se prestende llevar

a cabo se presenta en el capítulo 6.

En esta tesis, los escalares se denotarán por letras itálicas, por ejemplo /, los tensores y vectores en 3D por letras

mayúsculas en negritas, por ejemploX. Los vectores en 2D se denotarán con letras minúsculas en negritas, por ejemplo

x, a excepción de las bases vectoriales que se denotarán con letras minúsculas solamente, por ejemplo o\ El vector

unitario de e, se denotará como e.
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Capítulo 2

Geometría Proyectiva.

Este capítulo introduce algunos conceptos básicos de la geometría proyectiva que se usarán en esta tesis. Esta intro

ducción se pretende que sea breve pero informativa. Para un estudio exhaustivo refiérase a [HartleyOO], [Faugeras9]

o el conocido libro sobre geometría proyectiva [Semple79]. La organización del capítulo es como sigue: la primera

sección presenta el espacio proyectivo, la segunda inicia con la descripción de las cámaras proyectivas, se presenta la

cámara básica (pinhole camera) y luego se describe la calibración de las cámaras proyectivas. Finalmente se presenta

una sección que trata las propiedades de un sistema estéreo.

2.1 Espacio proyectivo.

Es conveniente iniciar presentando la geometría proyectivadelplanoproyectivo 2D, dado que así es más fácil visualizar

las ideas que se presentan. Luego se presenta la geometría del espacio 3D que es sólo una generalización del caso plano,

concluyendo con la generalización para el caso n-dimensional.

2.1.1 El plano proyectivo 2D.

Como es bien sabido, un punto en el plano puede ser representado por un par de coordenadas (x,y) en R2. Entonces es

fácil identificar un plano con R2; ahora, si consideramos R2 como un espacio vectorial, el par (x,y) es un vector, el cual

diremos que está en coordenadas inhomogéneas. Además haremos la distinción entre vectores columna y vectores fila

ya que una matriz puede multiplicarse por la izquierda con un vector fila, y multiplicarse por la derecha con un vector

columna En caso de no mencionarse lo contrario se entenderá por vector un vector columna.
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Puntos, líneas y cónicas.

Una línea se expresa algebraicamente con una ecuación de la forma ax + by + c = 0, donde a, b, c € R. Eligiendo

diferentes valores para a, ¿> y c se representa todas las líneas posibles en el plano. Entonces se puede representar una

línea como el vector (a, b, c)T Dada la forma de la ecuación es fácil ver que la línea representada por (a, b, c)T es

la misma que k(a, b, c)T para cualquier k / 0. La clase de equivalencia definida por esta propiedad se conoce como

como vector homogéneo. El conjunto de clases de equivalencia de los vectores en R3 — (0, 0, 0)7 forma el espacio

proyectivo P2.

Un punto x = (x, y)T estará sobre la línea 1 = (a, b, c)T, si y solo si, ax+ by+ c =0, esto se puede escribir en tér

minos del producto interior de vectores como (x, y, l)(a, b, c)T = (x, y, 1)1 = 0, es decir, el punto (x, y)T € R2 se

representa como un 3-vector si se añade una coordenada final igual a 1 . Debemos notar que la ecuación (kx, ky, k) 1 = 0

también es válida para cualquier valor k / 0, por lo que se puede considerar que el conjunto de vectores k(x, y, l)r

con k -/ 0 representa al punto (x, y)7 € R2. En general un vector de la forma (x* , xz, xt,)t e P2 representa al punto

(xi/x3,xz/x3)T € R2. Si el vector es de la forma (x, y, 0)7 al intentar encontrar las coordenadas inhomogéneas obten

dremos (x/0, y/0)r, es decir, no corresponde a un punto finito en R2. Los puntos con la ultima coordenada x3 = 0 se

conocen como puntos en el infinito, o puntos ideales. Nótese que todos estos puntos yacen sobre una misma línea la

línea en el infinito, denotada por L» = (0, 0, l)7 La línea en el infinito se puede entender como la línea que contiene

todas las direcciones posibles en el plano.

La ecuación de una cónica en coordenadas inhomogéneas es ax2 + bxy+cy2 + dx+ey+f = 0, haciendo el cambio

a coordenadas homogéneas se obtiene ax\ + bx\xz + cx\ + dx\x-$ + exzxj, + fx\ = 0 o en forma matricial x7Cx = 0,

donde x € P2 y la matriz de coeficientes C esta dada por

a b/2 d/2
■."'=* b/2 c e/2 . (2.1)

d/2 e/2 /

Una línea 1 tangente a la cónica C satisface la ecuación 17C*1 = 0. La notación C* indica que se trata de la matriz

adjunta de C. A la matriz C* se le conoce como la cónica dual.

Transformaciones proyectivas.

Una proyectividad es un mapeo invertible h : P2 -► P2 tal que 3 puntos X-, x2 y x3 están sobre la misma línea (son

colineales), si y solo si, h(x{), h(x2) y A(x3) lo están también. A las proyectividades también se les conoce como

Colineaciones, Transformaciones Proyectivas, u homografias. Una homografía en P2se puede representar como una

matriz de 3x3 tal que h(x) = Hx, es decir,

(A \

\*3 /

An hiz hx_-¡

hzx hzz hzs

/»31 hzz /»33

(2.2)
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omás brevemente como x' = Hx.

Existen un tipo especial de homografías, las similaridades, que mantienen la forma del objeto cambiando
tan sólo su

orientación, posición y tamaño. Las similaridades son importantes por que existen dos puntos sobre \~ que son
invarian

tes bajo cualquier similaridad, estos puntos son llamados puntos circulares o puntos absolutos. I, J, con coordenadas

canónicas I = (l,i,0)7 y J = (l,-i',0)7. Una similaridad H tiene la siguiente representación matricial:

x* = Hx

4\ scosQ —jsin8 tx (xx

4 - s sin 9 .seos 8 b xz

A) 0 0 1 \x3

(2.3)

Una homografía H es una matriz homogénea o lo que es lo mismo, tiene tan solo 8 grados de libertad. Bajo una

homografía de puntos x* = Hx, una línea se transforma como 1' = H-71, o de manera equivalente, t1 = 17H~ ' . De

manera similar una cónica se transforma comoC = H-7CH-1 y la cónica dual como C* = HC*H7

2.1.2 Geometría proyectiva 3D.

Lamayoríade las entidades geométricas del espacio proyectivo 3D o P3, y sus propiedades, son generalizaciones de las

pertenecientes al plano proyectivo 2D. Un puntoX en 3D se representa en coordenadas homogéneas como un 4-vector,

es decir, el vectorX = (xi , xz, xs, X4)7 con x* / 0 representa al punto (X,Y,Z)T € R3 con coordenadas inhomogéneas

X - xi ¡m, Y = xz/x*, Z = X3/X4.

Planos.

En el espacio proyectivo 3D es posible representar planos. En el espacio euclidiano R3 un plano tí se representa con la

siguiente ecuación ji*X + tízY + JI3Z+ tu = 0, en el espacio proyectivo se hace con el 4-vector Jt = (ji- , JI2, JI3, JC4)7
Los primeros tres elementos representan la normal del plano, mientras que el cuarto representa la distancia del plano al

origen, o distancia de Hesse. Haciendo un razonamiento parecido al hecho en el plano proyectivo, podemos decir que

un punto, en coordenadas homogéneas, se encuentra en un plano si cumple jc*x- + 7C2X2 + 113x3 + 7C4X4 = 0, o 7t7X = 0.

Así como en el plano proyectivo P2 existe la línea en el infinito, en P3 existe el plano en el infinito, que es el plano tí-

con coordenadas canónicas

7C = (0,0,0, 1)T (2.4)
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lineas.

En el plano proyectivo las líneas tienen una representación natural, en el espacio proyectivo no sucede de la misma

manera ya que en él, las líneas se representan como la unión de dos puntos o como la intersección de dos planos, ver

figura 2.1. La representaciónmás usual de las líneas es mediante las coordenadas de Plücker, definidas a partir de una

matriz homogénea antisimétrica de 4x4 elementos. La línea que une los puntos A y B se representa como la matriz L

con elementos l¡j = A¡Bj
-

B¡Aj o en notación vectorial L —ABT - BAT . Aqui los elementos hz, I13, Izs representan la

dirección de la línea mientras que los elementos lu, Uz, '34 representan el momento, es decir el plano donde yace la

línea Nótese que se usa el elemento Uz ya que esto elimina elementos negativos de las ecuaciones relacionadas con el

elemento l_%. La línea formada por la intersección de dos planos P y Q se representa como lamatriz L* con elementos

l*j
-

PiQj
-

Q¡Pj, o en notación vectorial L* =P(f - QPT . La matriz L* se puede obtener directamente de la matriz L

con la siguiente regla de reescritura ll2 : 113 : /u : ln : ¿u : ¿34 = Í34 : /« : ¿23 : ¡U '• **Í3 : '12- ^ ecuación para comprobar

que un punto está sobre una línea es L*X = 0.

Figura 2.1: Una línea se puede representar como la unión de dos puntos o la intersección de dos planos.

La Cónica absoluta.

La cónica absoluta ft», es una cónica sobre tí-. La cónica absoluta tiene una matriz de coeficientes C=I, por lo que
es una cónica de puntos imaginarios solamente. Algunas propiedades que posee esta cónica son: todos los círculos

intersectan ft. en dos puntos, y todas las esferas intersectan tí- en ft„.
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Transformaciones proyectivas.

En el espacio proyectivo, un punto X se transforma con una homografía , una matriz homogéneaH de 4x4 elementos,

como X' = HX. Bajo una homografía H de transformación de puntos, los planos se transforman como tí
= H-7jc.

Finalmente las líneas se transforman como L = HLH7 yV = H-7LH~ ' .

En el espacio proyectivo, al igual que en el plano proyectivo, existenpuntos en el infinito, representados con un 4-vector

con el cuarto elemento igual a cero, X = (xi , x2, x3, 0)7. Dada la ecuación títX - 0, podemos deducir que el plano en

el infinito se representa con un 4-vector de la forma (0, 0, 0, jl»)7 como semenciono en la ecuación 2.4. Igualmente se

puede deducir que una línea en el infinito se representa con una matriz de coordenadas de Plücker con los elementos

de la dirección igual a cero.

2.13 Generalización a P".

Un punto en un espacio proyectivo P" puede ser representado con vectores columna de n+ 1 componentes

X = (xi,...,xn+,)7€*B+1-(0,....0)7 (2.5)

, como en los anteriores casos los vectores (x* , ...,xn+i)7 y X(xi,...,x„+i)T representan el mismo punto de P" para toda

X t¿ 0. Las xjs son llamadas las coordenadashomogéneas del punto proyectivo. En este espacio existe lo que es llamado

el hiperplano que es equivalente al plano del espacio proyectivo 3D, que se representa con el vectora = (ai, ...,an+i)r

Los puntos X que se encuentran sobre el hiperplano A cumplen con la ecuación x* a* + ...xn+ian+i
= 0, o en forma

matricial ATX = 0.

2.2 Modelos de cámaras

2.2.1 El modelo básico: la cámara 'Pinhole'.

Este modelo es el más sencillo de las cámaras proyectivas. Una cámara se puede entender como un mapeo del mundo

real en 3D a un plano 2D, el plano de la imagen. Se puede tomar el origen como el centro de proyección y el plano

Z=/ como el plano de proyección, el plano de la imagen, ver figura 2.2. El centro de proyección también es conocido

como centro de la cámara, o centro óptico. La línea perpendicular al plano de la imagen que pasa por el centro de la

cámara es conocida como el eje principal de la cámara, el punto donde el eje principal interseca el plano de la imagen

se conoce comopuntoprincipal y el plano paralelo al plano de la imagen que pasa por el centro de la cámara se conoce

como el plano principal de la cámara.
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Figura 2.2: Los puntos del mundo se proyectan al plano de la imagen.

En este sencillo caso el punto 3D (X, Y, Z, l)7 se mapearía al punto (fX/Z, fY/Z, l)7, este mapeo se representa con

la transformación

fx
'

'/ooo'
X

Y

fr

z

0/00

0 0 1 0
_

z

1

(2.6)

El caso ideal de que el centro de la cámara se encuentre en el origen del sistema de coordenadas es realmente difícil de

encontrar en la práctica por lo que es necesario introducir algunos elementos extras a la transformación o proyección.

Estos elementos extras se introducirán como la multiplicación de dos matrices P = /f[/?|í], la matriz K se conoce como

la matriz de parámetros internos de la cámara Esta matriz representa la transformación que llevará el punto principal

al origen del plano de la imagen, xo y yo- También aquella que tomará en cuenta la distancia focal, /, y la distorsión

generada por la relación entre la altura y el ancho de los pixeles de la imagen, mx y my. Finalmente además tandrá en

consideración la inclinación que pudiera tener el plano de la imagen con respecto al sistema de coordenadas, s. Esta

matriz A: es de la forma

K =

a, s xo

0 Oy yo

0 0 1

(2.7)
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donde c^ = fmx y Oy
= fmy.

La matriz [R\t] es conocida como la matriz de parámetros extemos de la cámara ya que estos parámetros moverán el

centro de la cámara C, a t = RC, y alinearán el plano de la imagen para que sea perpendicular al eje z mediante una

rotación R. Entonces la cámara queda completamente descrita con la siguiente matriz

P =

Ox S Xo Ru Riz *i3 tl

0 Oy yo Rzi Rzz Rn tz

0 0 1 R3I /?32 R33 Í3

= K[*\t], (2.8)

donde / = -RC.

122 Calibración.

El proceso de determinar la matriz K se conoce como proceso de calibración. Una de las herramientas que se usan para

la calibración es la imagen de la cónica absoluta ft.,o>. Esto es porque dicha imagen es co = (KKT)~l =K~TK~l. Al

igual que ft», la cónica co es una cónica de puntos imaginarios, sin ningún punto real. Un ejemplo simple de calibración

es el siguiente: La imagen de tres cuadrados (en planos no paralelos) da suficiente información para determinar K.

Siguiendo los siguientes pasos para cada uno de los cuadrados se puede obtener la matriz de calibración K.

• Considere uno de los cuadrados, las correspondencias entre las cuatro esquinas definen una homografía H entre

el plano en cuestión, tí, y el plano de la imagen.

• Aplicando esta homografía a los puntos circulares en tí se determinan sus imágenes como H( 1 ,±í,0)7, estos dos

puntos se encuentran en co.

Después de aplicar a los tres cuadros los pasos anteriores se obtienen 6 puntos sobre co, suficientes para determinarla

Finalmente se obtiene K de co = (KKT)~l mediante una factorización de Cholesky.

En la práctica no sólo se determina la matriz K, sino se determina la matriz P completa, es decir, se calculan los

parámetros internos y extemos. Esto se puede hacer conociendo cierto numero n de correspondencias X, «-> x, entre

puntos en 3D X, y puntos en la imagen x,. A partir de cada correspondencia se obtiene un sistema de ecuaciones

O7 -WiXf y,X7

WiXf O7 -x¡Xj

-y.Xj XiXj O7

/P' \

P2

\P3 /

= 0, (2.9)

donde cadaF7 es un 4-vector, la i-ésima fila de P, y x* ■= (x*,y„w¡)T. En la práctica tan sólo se usan las dos primeras

ecuaciones ya que las tres son linealmente dependientes. Entonces, de un conjunto de n correspondencias obtenemos

un matriz A de 2n x 12. La matriz P se obtiene resolviendo el sistema Ap=0, donde p es el vector con las entradas de

P.
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22J3 Proyección y retroproyección.

La proyección de un punto en 3D es el mapeo mediante la matriz P del punto 3D en cuestión a un punto sobre el plano

de la imagen. La retroproyección de un punto en la imagen es la determinación del conjunto de puntos en 3D que

se mapean a dicho punto en la imagen. También es posible hablar de la proyección y la retroproyección de líneas y

cónicas.

Puntos.

Un puntoX en 3D se proyecta con la cámara P al plano de la imagen como

x = PX. (2.10)

La retroproyección de un punto es un rayo en el espacio que pasa a través del centro de la imagen. Existen varias

formas de representar dicho rayo, aquí se usa la representación mediante la suma de dos puntos. Nótese que se

conocen dos puntos sobre el rayo, el centro de la cámara C (el punto tal que PC=0) y el punto P+x, donde F1" es la

matriz pseudoinversa de P. La pseudoinversa de P es la matriz

P+=P7(PP7)-1, (2.11)

para la cual PP1" = I. Es fácil verificar que el punto P+x cae sobre el rayo, V(Y+x) = lx = x. Entonces el rayo

retroproyectado es

X(A,) = P+x+ A,C. (2.12)

En el caso de cámaras finitas podemos deducir otra expresión ya que el rayo corta al plano en el infinito. Si la cámara

tiene una matriz P = [M|p4], el centro de la cámara está dado por

C = -M-1p4 (2.13)

y el rayo retroproyectado desde un punto x en la imagen intersecará al plano en el infinito en el punto

D = ((M-'x)7,0)7 (2.14)

Entonces el rayo será

/ M-'(Xx-p4) \
- í

i ) • (215)
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Líneas.

Con la cámara P, una línea L en 3D se proyecta al plano de la imagen como

\y\x = PLPr (2.16)

Esto se puede ver claramente si consideramos dos puntos en la imagen a — PA y b
= PB. Como se presentó an

teriormente, la línea que pasa por los puntos A, B, en el espacio 3D es L = AB7 — BA7 Entonces la matriz

E = PLP7 = ab7 - ba7 es una matriz antisimétrica, con espacio nulo a x b. Por lo tanto E = [a x b]*, y en 2D

la linea I que pasa por los puntos, a y b, es 1 = a x b.

La retroproyección de una línea 1, con la cámara P, es P71. Un punto x está sobre la línea 1, si y solo si, x7I = 0. Un

puntoX en el espacio se mapea al punto PX, que estará en la línea 1, si y solo si, X7P71 = 0. Si consideramos P71 como

un plano, un punto X, estará sobre el plano, si y solo si, x está sobre la línea 1; en otras palabras la retroproyección de 1

es

JCi=P7l. (2.17)

Cónicas.

La proyección de una cónica se puede ver como el mapeo de un plano a otro, por lo que es tan solo aplicar la ho

mografía que mapea el plano donde yace la cónica al plano de la imagen. Haciendo un razonamiento similar al de la

retroproyección de una línea, es fácil ver que la retroproyección de una cónica con la cámara P, es el cono

Q. = P7CP. (2.18)

23 Sistemas estereoscópicos .

Se habla de un sistema estereoscópico cuando se tiene dos cámaras alineadas paralelamente y fijas en un soporte.

En el caso de nuestro laboratorio, se cuenta con un cabezal binocular, dos cámaras alineadas horizontalmente, ver

la figura 2.3. Las cámaras están calibradas individualmente y la distancia entre ellas es conocida . De los sistemas

estereoscópicos se puede mencionar que dos vistas es el número mínimo para hacer una reconstrucción 3D a partir de

imágenes. En este trabajo se utilizó las matrices déla cámaras para calcular los rayos que se proyectan a un punto en

la imagen, teniendo los rayos se calcularon los puntos más cercanos entre las líneas y se tomo al promedio de ellos

como el punto reconstruido en 3D. Los cálculos anteriores se hicieron utilizando el álgebra geométrica de Clifford que

se explicará en detalle en el siguiente capítulo.

23.1 Triangulación.

Un punto 3D se proyectará a puntos correspondientes en ambas imágenes. Dados puntos en dos imágenes, correspon

dientes entre sí, deberían intersecarse en el espacio los rayos retroproyectados a partir de dichos puntos; sin embargo
en la práctica esto rara vez sucede debido al ruido. A la búsqueda del punto 3D donde se intersectan los rayos se
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Figura 2.3: Un cabezal binocular.

le conoce como triangulación. Existen varios métodos para corregir el problema de la intersección, uno de ellos es

encontrar nuevos puntos en las imágenes cuyas retroproyecciones si se cruzen en el espacio, esto se hace tratando de

minizar la distancia (error) entre los puntos conocidos y los puntos estimados. En nuestro caso, el punto en el espacio

es el puntomedio de la línea más corta entre los rayos retroproyectados, ver la figura 2.4. Ver detalles en [HartleyOO].

Figura 2.4: Punto 3D estimado a partir de puntos en las imágenes .

Los conceptos presentados en este capítulo se utilizarán en el capítulo 6, donde se presentará un ejemplo práctico de

como se pueden combinar esto con el Álgebra Geométrica, que se expondrá en el siguiente capítulo.
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Capítulo 3

Algebra de Incidencia y Distancia Dirigida.

En este capítulo se dará una introducción al marco de trabajo llamado el plano afino n-dimensional, el cual permite

el uso de las operaciones del álgebra de incidencia y la distancia directa, junto con transformaciones euclideanas

representadas como espinores. Se presentará una introducción a: el álgebra geométrica cl álgebra de incidencia

y la distancia dirigida; el cálculo geométrico. Finalmente se hará una presentación de como se puede aplicar este

razonamiento a problemas prácticos.

3.1 Álgebra geométrica.

Las Álgebras Geométricas (de Clifford) extienden el sistema de números reales para incluir vectores u, v, w, .... y sus

productos uv, uvw Estas álgebras son útiles para modelar geometría, y sus productos vectoriales, representando

superficies y objetos de mayores dimensiones, permiten hacer descripciones computacionalmente poderosas de rota

ciones, traslaciones y otras transformaciones geométricas. El nombre "álgebra de Clifford" es en honor del matemático

inglésWilliam Kingdon Clifford (1845-1879), quien reconoció la importancia de las ideas introducidas por el alemán

Hermann Günther Grassmann (1809-1877) y Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). Clifford fusionó las ideas

de Grassmann con las de Hamilton. Durante la década de 1960, David Hestenes desarrolló un sistema matemático

basado en las álgebras de Clifford, el cual es llamado álgebras geométricas [Hestenes66]. Los números complejos y

los cuaterniones forman dos álgebras geométricas de Clifford particularmente simples. Para mayor información sobre

álgebras geométricas de Clifford refiérase a [Lounesto97] y sobre las álgebras geométricas a [Hestenes84]. Lamayoría

del trabajo aquí presentado es basado en las álgebras geométricas de Clifford.

3.1.1 Definiciones básicas.

Se Denota Q„ al álgebra geométrica de n dimensiones. Qn es un espacio lineal. Además de la suma de vectores y la

multiplicación escalar tiene un producto anticonmutativo que es asociativo y distributivo sobre la adición, el producto

Clifford o geométrico. Una característica especial del álgebra es que cualquier vector al cuadrado es un escalar. El
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producto geométrico de dos vectores a y b es escrito como ab y puede ser expresado como la suma de sus partes

simétricas y antisimétricas como sigue,

ab = a-b+aAb. (3.1)

Usando esta definición se puede expresar el producto interior a
- b y el producto exterior como a A b en términos de

productos geométricos no conmutativos

ab = |(a-b + aAb+a-b-aAb)= ¿(ab+ba)
aAb= 5(a-b+aAb-a-b+aAb)= £(ab-ba)

(3.2)

El producto interno de dos vectores es el producto escalar o punto estándar y da como resultado un escalar. El producto

extemo o wedge de dos vectores es una nueva cantidad llamada bivector. Se puede entender un bivector como un área

orientada en el plano que contiene a y b, formado deslizando a a lo largo de b, ver figura 3.1. Entonces, bA a tendrá

la orientación opuesta mostrando así la propiedad conmutativa que se dio en la ecuación 3.2. El producto extemo es

fácilmente generalizable a mayores dimensiones; por ejemplo, (aAb) Ac es un trivector que se interpreta como un

volumen con orientación: el obtenido deslizando el área aAb a lo largo de c. El producto extemo de k vectores es un k-

vector, y se dice que tiene grado k. Un multivector (la combinación lineal de objetos de diferente tipo) es homogéneo si

contiene términos de un solo grado. El álgebra geométrica provee unamanera de manipularmultivectores que permite

el seguimiento de objetos de diferente grado simultáneamente.

T = aAbAc

B = a Ab

Figura 3. 1 : a) El área dirigida o bivector. b) El volumen dirigido o trivector.

En un espacio de tres dimensiones se puede construir un trivector aAbAc, pero no 4-vectores ya que éstos no existen

(no es posible deslizar el volumen a A b A c en la cuarta dimensión). El elemento vectorial de mayor grado en un

espacio es llamado el pseudoescalar. El pseudoescalar se denota / y es crucial cuando se discute la dualidad.

3.12 Geometría del espacio n-dimensional.

En un espacio n-dimensional se pueden introducir bases vectoriales ortonormales {o,}, i=l, ..., n, tal que ct, •

ct,*
= 8y.

Esto nos lleva a las bases para el álgebra completa:
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li {Oi}, {o¡AOj}, {0¡ ACTji ACT*}, . . ., CTi ACT2A . . . ACT„. (3.3)

Cualquier multivector puede ser expresado en términos de estas bases. En este documento se especificará un álgebra

geométrica QH del espacio n-dimensional como Qp,q,r, donde p, q, r son el número de bases vectoriales que elevadas al

cuadrado dan como resultado 1, -1 y 0 respectivamente y satisfacen n=p+q+r. Si una subálgebra es generada tan sólo

por las bases de grado par será llamada una subálgebra par y denotada por Qp^r-

Considere dos multivectores Ar y Bj de grado r y s respectivamente. El producto geométrico de Ar y B¡ puede ser

escrito como

A,B, = (AB)^, + (AB)r+J_2+ .. .+ (AB)^,, (3.4)

donde (M), es usado para denotar la parte de grado t del multivectorM.

A continuación un ejemplo simple del producto geométrico. Sea A = 2cti +5cti<T2 y B = Icti +4CT3 en $3,0,0 el

producto geométrico será

AB = 2cti Cti + 8CT1CT3 + 5ctiCTi CT2+ 2OCT1CT2CT3

= 2 + 5CT2 + 801CT3 + 2OCT1CT2CT3 (3.5)

note que <s,<s, — (o,)2 = ct* • ct* = 1 y ct,*CT;
= a¡ t\Oj, es decir, el producto geométrico de bases iguales es igual a 1 y de

bases diferentes es igual a su producto exterior (wedge), el cual para simplificar la notación es omitido. El lector puede

realizar esta y muchas más operaciones en álgebra de Clifford usando CLICAL [Lounesto87].

Álgebra geométrica del espacio 3-D.

El álgebra geométrica que representa el espacio euclideano 3-D es £3,0,0 y tiene 23 = 8 elementos base que son:

l,CTlCT2CT3=/ >
"—

"* 'I
trivector ,

\ 1
. ,CTl , CT2, CT3, CT1CT2, CT2CT3, CT3CT1 , CT1CT2CT3 = / } (3.6)

1 ""V' "•
*

' •*

v

\ escalar vectores bivectores

Es importantemencionar que al elemento de mayor grado del álgebra es llamado pseudoescalar y generalmente deno

tado como /.

3.1.3 Rotores.

La multiplicación de las tres bases vectoriales ai, CT2 y CT3 por / da como resultado las tres bases bivectoriales CT1CT2 —

/CT3, CT2CT3 = /Cti y CT3O1 — Icz- Estos bivectores rotan los vectores en su propio plano en 90°, por ejemplo, (0102)02 =
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oi , (0203)02 = -03, etc. Si se identifica el i, j, k del álgebra de cuatemios con /oi , -/02, /o3, las famosas ecuaciones

de Hamilton, i2 = j2 = k2 = -1, se recuperan. Dado que i, j, k son bivectores, es fácil esperar que representen

rotaciones de 90° en direcciones ortogonales y provean un sistema sólido para la representación de rotaciones en 3D

generales.

En el álgebra geométrica un rotor (del inglés "rotator"), R, es un elemento de grado par del álgebra que satisface

RR = 1, donde R es el conjugado de R.

SeaA = {00,-21,122,03} e £3,0,0 un cuaternión unitario, entonces el rotor que describe la misma rotación será

R = 00 +0l(/0l)-02(/O2) + 03(703)
V^ *.

„
r

escatar bivectores

= 00 + 010203
—

020301+030301. (3.7)

El álgebra de cuaterniones es entonces un subconjunto del álgebra geométrica del espacio 3D.

El rotor conjugado se calcula como sigue

R= oo
-

ai (/Oi) + o2(/o2) - 03(103). (3.8)

La transformación en términos de un rotor R se aplica a un vector a como a 1—> RaR = b. Un rotor funciona de

la misma manera con multivectores de cualquier grado y en espacios de cualquier dimensión. Además los rotores se

combinan de una manera realmente simple, por ejemplo, un rotor Ri seguido de un rotor R2 es equivalente a un rotor

total R, donde R = R2Ri .

3.2 Los conos nulos, la horosfera y el plano afino n-dimensional.

Los vectores base de los conos nulos recíprocos N y N generan el álgebra 2"-dimensional Qn — gen{ei,...,eH} y

el álgebra 2" -dimensional recíproca £-7 = gen{ei,...,e„}, que tienen la estructura de las álgebras de Grassmann.

Cualquier elemento de las bases vectoriales ortogonales nulas {e¡, e,} del álgebra geométrica Qnfi elevada al cuadrado

de como resultado cero, esta es la razón por la cual se les conoce como vectores nulos, además se debe mencionar que

el vector e¡ es el dual de e¡.

El álgebra geométrica Qnfl se construye mediante el producto directo de las dos subálgebras de Grassmann:

Qn^ = QN®QÑ= gen{ei,...en,eu...,eH}. (3.9)

Cuando n es infinito contable llamamos §-,- el álgebra geométrica universal. El álgebra geométrica universal Q-t-

contiene todas las álgebras geométricas Qnfl como subálgebras [SobczykOl].

17



Las bases recíprocas {<?,} € N y {?,} € iV son llamadas duales, esto es por que cumplen la ecuación e¡-e¡= 1. Estas

bases generan las bases k-vectoriales de £„,„,

{h{ei},{ei},{eiej},{eiej},{e.ej},...,{ejí...ejlejk...ejl},lj} , (3.10)

consistente de escalares, vectores, bivectores, trivectores, .... y los pseudoescalares / = <?i A £2 A ¿3 A . . . A e„ y 7 =

e\ Ai*jA?3A...Ae„, que satisfacen // = 1.

Usando estas bases ortogonales nulas, se puede consumir unas nuevas bases ortonormales {o, ti} de Qnfí,

o¡ =

-j=
(e¡ + e¡) i\¡ =

-j=
(e¡
- e¡) (3.11)

para i = 1, 2, ..., n. Estas bases vectoriales para i / j satisfacen las siguientes ecuaciones,

of = 1
, O;

•

OjI
= 8jy, OjOy

=

—OjOi

VÍi = ~ 1
> Tl,

•

T|y
= -8¡y, !),%

=

-T|yTl(

0¡T1;
=

-O/ll ,, T|*
•

CT;
= 0. (3.12)

Estas bases {ct*} expanden un espacio vectorial euclideano real R" y genera el álgebra geométrica Qn,o, mientras que

las bases {t| *} expanden un espacio anti -euclideano R0,n y genera el álgebra (jo^. A partir de estas dos últimas álgebras

se crea el álgebra geométrica QnA como el producto directo de ellas:

[&■ = Gnfl® <jo* =gen{<*i,...,o„,T\l,...,x\n}. (3.13)

El pseudoescalar y el pseudoescalar dual está dado por / = o* A o2 A ... A o„ y 7 = Tii ATI2A... Ar\„, que satisface

/7=1.

32.1 La horosfera y el plano afino n-dimensional.

El Plano Afino n-Dimensional ^e(Rp*9) es una representación homogénea de los puntos x € Rp*. El plano afino

extiende Rp,q al espacio proyectivo Rí'■•'■• usando un vector nulo e como sigue:

xA = x+ -?€^(R'''9). (3.14)

La ip,q)-horósfera normalmente es definida como:

rH/'"(RP+l'f+l) = {l-xhexh\xh € ^(R^)} C V+1**1, (3.15)

donde el espacio Rp* ha sido extendido aRP+l^+
'
parapoder tener disponibles dos vectores nulos, e= en+ 1 y e

—

en+ 1 .

Tanto el plano afino n-dimensional como la horosfera son útiles cuando se trabaja con transformaciones confórmales

[PozoOl]. Este tipo de transformaciones conserva los ángulos entre los vectores tangentes en cada punto. Por lo que

18



puede ser útil expresar un punto x € Rp,í y un punto x-, 6 Ae(RM) con su representación conformal Xc tal como sigue,

x^ = -Xkext, =
- [(xh • e)xh + (x-, A e)xh]

1
2-

**

2-,
= xh--xlhe = cx--xíe+ e

exp(-xe)*?exp(*--x->). (3.16)

Esta ecuación implica que todos los puntos en !HeP'q pueden ser obtenidos con una rotación de e con respecto al plano

indicado por el bivector xe.

Los puntos de la horosfera pueden ser proyectados al plano afino aplicando la siguiente fórmula

x* = PA(x)

- (xc\e)-e, (3.17)

y al espacio Rp'q usando

x = (xcl\er\e)-{ehé). (3.18)

Figura 3.2: La horosfera de R2 con triángulos proyectados en el plano afino 2D.

En la figura 3.2 se muestra la horosfera y triángulos proyectados en el plano afino. En dicha figura se presentan el

plano afino 2D

üQ = {xA|x/, = x + e,x € R2}, (3.19)

y la horosfera

-fl? = {-«c = 2X'<?X'>IX* e *^2}* (3.20)
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Dado que x € R2 = gen{0| , 02}, <? = j^¡_ (o+i\),ye= ^_(o
- rj), cualquier punto sobre la horosfera en estos

términos está dado por

1 2-

Xc = x - -x e + e

***■= X-I(X2-1)0+1(X2+1)T1
= X+X3O+.X4TI. (3.21)

Para poder dibujar la horosfera en 3D, en la figura 3.2 se ignoró la coordenadas, considerando en su lugar la condición

de que t| es ortogonal a Oi, 02.

33 Distancia dirigida, álgebra de incidencia y movimiento rígido.

En esta sección se utilizará el álgebra geométrica (74,1,0 para describir el plano afino tridimensional, 5$. En las

siguientes subsecciones se describirán las reglas para establecer relaciones entre objetos geométricos del espacio 3D:

puntos, líneas y planos. Para una introducción más detallada del álgebra de incidencia y el plano afino refiérase a

[BayroOl].

33.1 Distancia dirigida de objetos paralelos.

Para derivar las ecuaciones se usarán la línea y el plano mostrados en la figura 3.3. En general un k-plano A* consiste

de un momento de grado k y una dirección de grado k-1. Por lo cual, si se toma el producto interno entre la dirección

unitaria y el momento se obtendrá la distancia dirigida como el vector ph. Si se multiplica con el producto punto 9Í1

con e y se divide este resultado por su norma se tendrá la dirección unitaria D„

D = e Xh-+Du =^ (3.22)

la cual se usa para calcular la distancia al origen de A* como sigue

p*,=D„.A\ (3.23)

En la práctica se suele utilizar D en vez de Du . El punto pn está referido al origen y toca demanera ortogonal al k-plano

A*. Algo que se debe mencionar al respecto de ph es que su norma es igual a la distancia de Hesse.

El punto p-, se usa para calcular la distancia dirigida del k-plano Ah hasta el objeto paralelo Rk de la siguientemanera

á[A*,B*] =d\p-\h,BH] =<f[(?.A*).A\B*]. (3.24)

La distancia de un punto b* a la línea iJ = a1} A aí| cs lamagnitud o la norma de su distancia dirigida

|d| -**■= | [{?• (aíAa^)}A{(?-(b")}]-1 [z- (af Aafc2Ab*)] |. (3.25)
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0 =

1,-.,
D = (a,-a,Wa,-a1)

™ ,
^ °«** °

Plañe of o,

Projection

L =

»,Aaj+ ei"",-»,)
= m + eD

* ■-a,Aa1Aa,+ c(a,—a,)A(a,—aj

■= m + e D

■' < "

b)

Figura 3.3: a) Línea en es espacio afino 2D. b) Plano en el espacio afino 2D.

La distancia de un punto b* a un plano A* = a* A a£ A a* es

|d| = |[{e-(aÍAaSAa§)}A{(e-(b*)}]~1[?-(aÍAaSAa5Abfc)]|. (3.26)

3.3.2 Álgebra de incidencia.

Primerante se definirán las operaciones Meet, n, y Join, U, que se utilizarán a lo largo de ésta y la siguiente sección y

el resto de la tesis. Suponga que r puntos a ¡ , a2, . . . , ar e fT- donde II" es el hiperplano de grado n, y los puntos a¡

están en posición general (son linealmente independientes). Entonces un (r-l)-plano en 11" está especificad por

Ar = Ol AO2A...AOr^0.

Similarmente, un (s-l)-plano en IT" está especificado por

Bí = éiA¿>2A...A¿»J*jÉ0

(3.27)

(3.28)

determinado por s puntos en posición general en II". Considerando que los puntos a, y bj son las bases de los respecti

vos subespacio !rV y "Bs estos pueden ser ordenados para definir su unión como el máximo espacio generado por todos

los elementos linealmente independientes, es decir,

Ar\j<Bs=gen{ai,az,...,ar,bXi,...,bxk}.

Entonces si Bs = b^ A . . . A b^ A bai A . . . A ba¡_k, el operador unión o más conocido como join es

ArUBs=ArAbhA...At\

(3.29)

(3.30)
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y la intersección de los subespacios será

STnV = geñ{ba. -VJ. <3-31)

Definiendo el elemento pseudoescalar recíproco Iahb de la unión Ar U 1is como

iAUB = ai A...AarAftx, Ab^, (3.32)

su operador intersección o más conocido como meet es

ArnBs=Ar-(Bs-lAUB). (3.33)

333 Relaciones de incidencia en el plano afino 3D.

La relación de incidencia entre las líneas Lf = af A aj y LÍ¡ = bf A bf está completamente definida por su unión

-l*ulí
■= Lf U Lf . Si /laul/. es un bivector, las líneas coinciden y Lf = íLf para alguna t e R. Si /L/.UL/. es un trivector,

las líneas o son paralelas o se intersectan en un punto. En este último caso la operación meet

p=L*nL* = LÍ-[(I*-7LÍUI*)]. (3.34)

Si e ■

p = 0 las líneas son paralelas, en caso contrario se intersecan en el punto p-,
= £- en el espacio afino 3D J-í3.

Finalmente, si /L*uL* es un 4-vector, las líneas no se intersecan y tienen direcciones diferentes.

La relación de incidencia entre una línea hh = afAa* y un plano B* = bfAbfAbf está también determinada por su

unión L,h uB*. Es claro que si la unión es un trivector, la línea L* yace sobre el plano B*. La otra posibilidad es que la

unión sea el pseudoescalar / = 01236. En este caso, se calcula el meet

p = L*nB* = L*-[(B*-7)]. (3.35)

Si e ■

p
= 0, la línea es paralela al plano con la distancia dirigida determinada por la ecuación 3 .22. En caso contrario,

ph — g- es el punto de intersección en el plano afino.

Dos planos AA = afAajAa5 y B* = bfAbí¡Ab§ en el plano afino .í?3 pueden ser paralelos o se intersecan en una línea

o coinciden. Si su unión es un trivector, entonces A* = tBh para algún t e R, o en otras palabras, los planos coinciden.

Si los planos no coinciden, entonces su unión es el pseudoescalar / — 0123c. En este caso, se calcula el meet según la

ecuación 3.33como

L = A*nB* = [A*.B*]-(7Aua). (3.36)

Si e ■ L = 0 los planos son paralelos con distancia dirigida determinada por la ecuación 3.22. En otro casa, L representa

la línea de intersección en el plano afino con dirección e- L.
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33.4 Indicadores geométricos.

Amenudo se requiere verificar la configuración durante un movimiento rígido en el espacio Euclidiano. Las relaciones

de incidencia geométricas pueden ser utilizadas para este proposito. Por ejemplo, un punto p yace sobre una línea L,

si y sólo si,

pAL = 0.

Similarmente, un punto p yace sobre un plano A si

pAA = 0. (3.37)

Una línea L estará sobre un plano A si

LnA = L. (3.38)

Para verificar si una línea L interseca un planoA en un sólo punto p,

LHA=p, (3.39)

o si la línea L es paralela al plano A, ¿DA daráun punto en el infinito.

33.5 Movimiento rígido en el plano afino.

Una rotación en el plano afino 3D í-\% — J^(R3) es similar a la rotación en el espacio euclidiano R3, entonces el objeto

encargado de la rotación, el rotor, está definido como

fl fl

R =mn = eiB=cos(-) +Bsin(-), (3.40)

donde B es el bivector unitario que define el plano de rotación.

Una traslación del vector xh € ¡^ a lo largo del vector t e R3, al vector x'n = xn + 1 € fQ, es realizado por el objeto

geométrico que llamaremos aquí traslador,

T = exp(it?) = l + it?, (3.41)

cuando esta transformación es seguida por la proyección Pa(x') = (xAe) • e. Entonces para x-, e J^, se tendrá

x* = TxT-1

= exp(-t«)x*,exp(--te)

= xA + t-(t-x*,+ -t2)?. (3.42)
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Aplicando Pa a este resultado, se tendrá el vector traslador esperado

A = UiOO

= PA[xh + t-{t-xh+-t2)e]

= xh + t. (3.43)

El material presentado en este capítulo se utilizará en secciones posteriores de este documento para validar restricciones

geométricas en la configuración de objetos en el espacio 3D, así como para la estimación de transformaciones rígidas

de los mismos y estimaciones de trayectorias. El lector interesado puede profundizar más en este tema consultando

[BayroOl, Lounesto97, SobczykOl].
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Capítulo 4

Votación Tensorial .

En este capítulo se explicará la metodología de la votación tensorial (Tensor Voting) la cual es una herramienta útil

en la extracción de características sobresalientes en las imágenes y en segmentación. Además se discutirá su posible

utilidad en la validación de restricciones presente en la configuración de objetos geométricos.

4.1 Introducción.

En esta metodología se hace uso del cálculo de tensores para la representación de los datos, posiblemente ruidosos, y

de una votación tensorial para la comunicación entre ellos. La votación de tensores se puede resumir como sigue: cada

lugar (tensor) de entrada da un voto a sus vecinos y recolecta los votos que éstos le entregan para refinar la información

que contenía si es que esta fue proporcionada dando resultados robustos ante el ruido y altamente prometedores para

los investigadores e ingenieros que trabajan en los problemas del área de visión computacional. Para conocer más a

fondo el uso de los tensores para la extracción de características sobresalientes en las imágenes refiérase a [Westin94]o

aPang99].

4.2 Tensores.

Los tensores son conceptos matemáticos que tienen ciertas leyes específicas de transformación, cuando existe un cam

bio en el sistema de coordenadas. Existen vectores de diferentes órdenes, pero en el presente trabajo, solo se manejarán

tensores de primer orden y de segundo orden. Para mayor simplicidad se puede considerar a los tensores de primer

orden como vectores y a los de segundo como matrices. Para obtener mayor información sobre los tensores refiérase a

[Hay5].

En el cálculo tensorial, los puntos se pueden representarpor sus coordenadas, x = (xi ,xz,X3)T, las curvas se representan

por las coordenadas de un punto, descripción local de primer orden, y su tangente asociada: x = (x\,xz,X3)T y t =

(tx,h,h)7 Finalmente, las superficies se representan por las coordenadas de un punto, descripción local de primer

orden, y su normal asociada x = {x\,xz,X3)T y n
= (m,nz,n3)T-
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42.1 Interpretación geométrica.

Un tensor simétrico de segundo orden (tensor en 2D) tiene la propiedad de poder representar los diferentes tipos de

objetos geométricosmencionados anteriormente. Este tipo particular de tensor puede ser visualizado geométricamente

en 2D como una elipse donde los ejes principales corresponden a las direcciones del sistema de eigenvectores, ver la

figura 4. 1. Entonces un tensor simétrico en 2D se puede escribir

T = A.-eief+A.2e2e£

, donde X„, e¿, denotan los eigenvalores y eigenvectores de T respectivamente, o en matrices

T=(e,e2)
Xi 0 1 í ?! \

0 Xz\\h )'

(4.1)

(4.2)

én

a)

^

é

-V"

b)

Figura 4.1: a) Representación Geométrica de un tensor en 2D como una elipse, b) Representación en 3D como un

elipsoide.

En 3D, la visualización del tensor puede ser hecha similarmente pero con un elipsoide, ver la figura 4.1. El tensor se

puede escribir como

T = A-ieief +A^éf +Xs^e^, (4.3)

donde X-, e„ denotan los eigenvalores y eigenvectores de T respectivamente. A partir de este punto cuando se hable de

tensores, nos referiremos a tensores en 3D. El eigensistema se puede reescribir como

T = (A., - X2)S+ (X2-X3)P+ X3B, (4.4)

donde S= eief , P = eief +Zz*_ y B = eief + *_íz + *3^\ de tal forma que el tensor T puede ser representado como

una combinación lineal de S, P y B, ver la figura 4.2. Si se visualiza geométricamente el tensor S se podrá observar

que describe una línea ya que los dos eigenvalores más pequeños son cero, de esta manera se puede decir que el tensor

tiene una alta certeza sobre su dirección. De manera similar el tensor P describe un plano y el tensor B una esfera de
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ambos se puede decir que tienen incertibumbre acerca de su dirección en un plano y en el espacio respectivamente.

Knutsson estableció que cualquier tensor en 3D puede ser represenado como una combinación lineal de estos tensores

básicos [Knutsson95].

a)

b)

*1

c)

Figura 4.2: a) Tensor B. b) Tensor P. c) Tensor 5.

43 Votación tensorial

Antes de poder hacer uso de la votación tensorial como medio de comunicación entre los tensores, debemos codificar

cada punto de entrada como un tensor y éste a la vez como una combinación lineal de los tres tensores básicos tratados

anteriormente. Un punto es codificado como un tensor B (X\ = A*** = X3 = 1), dado que no se conoce ninguna dirección

en particular para él. Una curva se codifica como un tensor P (Xi = Xz = 1
, A.3 = 0) debido a su incertidumbre sobre la

dirección de la tangente a la curva. Finalmente una superficie se codifica como un tensor S (X\ = 1, A.2 = A.3 = 0) por

la certeza que existe acerca de la dirección de su normal.

El objetivo de la comunicación de los tensores se puede resumir como sigue: derivar la orientación preferida o retinar

la orientación inicial si se dio alguna para cada uno de los elementos; extrapolar la información antes inferida a todas

las localidades del dominio, para los objetivos que se desee, por ejemplo extracción de características sobresalientes o

la comprobación de restricciones en la configuración geométrica de los objetos geométricos obtenidos a partir de los

datos de entrada.

43.1 El proceso de votación.

La comunicación puede ser implementada como un proceso de votación, lo que implica una alineación con núcleos

(campos) de votación predefinidos. Esta alineación no es más que una traslación seguida de una rotación. Los núcleos
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de votación codifican los tensores básicos. El proceso de votación es similar a una convolución excepto que tanto las

entradas como la salida del proceso son tensores (no escalares), debido a esto es llamado Convolución Tensorial, ver

la figura 4.3. Esta convolución es posible ya que las operaciones necesarias para una convolución escalar también se

encuentran definidas para los tensores.

^,
= í^-i-Ag) -p-r-P- +K_ q

Va(p) V2(p)

Figura 4.3: Ilustración del proceso de votación (en 2D). Primeramente se alinean los campos de votación y después se

suman las contribuciones.

A continuación se describe el diseño del Campo Fundamental 2D y la derivación de los campos de votación 3D

haciendo rotar e integrando el campo fundamental.

43.2 El campo fundamental 2D.

Los campos de votación de cualquier dimensión pueden ser derivados a partir del campo lineal 2D, motivo por el

cual es llamado campo fundamental 2D, ver figura 4.4. Nótese que una dirección se puede expresar como un vector

tangente o normal, que son ortogonales entre sí. Entonces es posible definir dos versiones del campo fundamental

2D, dependiendo entre si se asigna un vector tangente o normal a cada objeto de entrada. Aqui se presenta la versión

normal del campo fundamental 2D.

En coordenadas esféricas, el campo fundamental 2D se puede expresar como

Já±<¿.)
DF(r,q>,o) = e V * / (4.5)
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Figura 4.4: El campo fundamental 2D. a) Versión tangente, b) Versión normal.

donde r es la longitud del arco, 9 es la curvatura, y o es la escala del análisis, el único parámetro libre del formalismo.

Paramayor información sobre esta función refiérase a [Guy96].

433 Campos de votación 3D.

Denotemos V> al campo fundamenta] 2D en su forma normal. En 3D se necesitan tres campos de votación, Vs, Vp, Vb,

que corresponden a los tensores básicos S.PyB respectivamente. Rotando V> 90° en tomo al eje z obtendremos un

núcleo, al que llamaremos Vj.-. El campo de votación Vs se obtiene integrando las contribuciones obtenidas rotando V¡?
en tomo al eje x, el cual describe la orientación (1,0, 0)T. Entonces el campo Vs es definido matemáticamente como

Vs = £vj.da\^0ty=0 (4.6)

donde a, P, y son los ángulos de rotación en tomo al eje x, y, z respectivamente.

Para obtener el campo de votación V>, se debe rotar Vs en tomo al eje z e integrar las contribuciones obtenidas, este

campo describe el plano con la orientación normal (0,0, l)r. Entonces el campo VP es definido matemáticamente como

Vr = £vsdy\^o,^. (4.7)

Finalmente, para obtener el campo de votación Vb, se debe rotar Vs en tomo a los ejes z e y e integrar las contribuciones

obtenidas. Entonces el campo Vb es definido matemáticamente como
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VB= /"VsdpdY|a=o.
yo

Las representaciones geométricas de estos campos se presentan en la figura 4.5.

(4.8)

votas
votos

a)

/ t t xt *

i i t i i ,- /
<•

'
■

\ 1 *, S K '• ■•

[10 O]1

# t .r ,* ^_4-^_ ., 4.

' f f f -'■»•». *S K
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*. i **. \ ». ■ y i i
•
\ K\y- • -**.*< (

b)

Figura 4.5: Campos de Votación 3D. a) Tensor V5, muestra del proceso de obtención y cortemostrando su dirección.

b) Tensor V>, corte del tensor con la dirección £3 normal a la página.

43.4 Ilustración

Para simplicar la comprensión de la votación tensorial se presenta una ilustración del proceso con tensores en 2-D.

Sean dos tensores T0,i y T0>2, primero se codifican como sigue: si son puntos como un tensor B y si es una tangente

como un tensor S.

S. A.1 = 1, Xz = 0 y ei = (tx,ty)T,h = (ty,tx)
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• B. A.i = A.2 = 1 y ei = (1.0)r, ez = (O, l)r

Descomponemos cada tensor en sus componentes Sy B.

= (A-i - A.2)eie[ + A,2(eie[ + *zQ)

= Tl + To,j

conj=l,2.

Sea v el voto Vs recolectado en la posición j entonces el nuevo valor del tensor será:

(4.9)

Tsij = TSoj+ (Xl-X2)

conj=l,2.

Sea T« el voto Vb en la posición/ entonces el nuevo tensor será:

VyVx V2
(4.10)

Tlj = Ttj+ %_T_ (4.11)

conj=l,2.

4.4 Ejemplos de aplicaciones.

En esta sección se presentará una aplicación existente de la votación tensorial, si se desea obtener más información

sobre las aplicaciones de la votación tensorial refiérase a [Medioni99]. Además se sugieren algunas otras aplicaciones

en las cuales la aplicación de la votación tensorial parece prometedora. Esta es una de las aplicaciones de la votación

tensorial.

4.4.1 Extracción de características sobresalientes.

Una vez finalizado el proceso de votación, se produce un mapa tensorial denso, el cual es descompuesto en tres mapas

vectoriales para el caso 3-D. Estos mapas están compuestos de cubos en el espacio (voxels) que tienen una tupia (s,d),

donde s es un escalar que representa la magnitud, y d la dirección.

Mapa de superficies: s = Xi — Xz y d = ei la dirección normal.

Mapa de curvas: i = A.2 — A.3 y d = $3 la dirección tangencial.
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• Mapa de uniones: s = X3 y d arbitrario.

Cuando se buscan los extremos de la función de superficie (máximos o mínimos) se hace de igual manera que con una

función real, pero aplicando la derivada correspondiente, es decir, buscamos: jj¡ = 0, donde s es la magnitud de la

superficie y n es la direción normal. En la práctica estos extremos se obtienen buscando los emees por cero usando el

vector gradiente g definido como sigue:

y se proyecta g sobre ñ, es decir, q = n-g, entonces los extremos de la superficie serán los puntos donde q — Q.

Para los extremos de las curvas definimos el plano formado por dos vectores «y v ortogonales entre sí, que es normal

a la dirección tangencial ?de la curva, y tendremos un extremo cuando: ^§ = 3»
— 0. Definiéndolo en términos de un

cruce por cero q — R(Tx g), donde R define una rotación que alinea el marco con el plano ü-v. Los extremos estarán

en los puntos tales que q = 0.

Para poder obtener dichos extremos ya sean de curvas o superficies se utiliza una versión modificada del algoritmo

Marching Cubes desarrollado por Lorensen y Gine en 1987[Lorensen87]. Se presentan algunos de los resultados

obtenidos en esta aplicación en la Figura 4.6.

4.4.2 Posibles aplicaciones.

La expresión de restricciones en la configuración de objetos en el mundo, y la validación de las mismas mediante la

votación tensorial. Esto se pretendemediante la comprobación de que el producto tensorial exterior (en formamatricial

e* ef ) es equivalente al producto Clifford por el pseudoescalar (01/), donde I es el pseudoescalar en el álgebra en

cuestión, (£3,0,0).

También se pretende utilizar esta metodología no sólo para la extracción de características sobresalientes, sino también

para la fusión de datos en 3-D provenientes de varias fuentes (láser, cámaras, sonar, odometría), ver figura 4.7.
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a)

b)

Figura 4.6: Resultados de la extracción de características sobresalientes, a) Puntos de entrada b) Superficie generada
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Figura 4.7: Datos a fusionar con la votación tensorial. a) Datos obtenidos mediante una unidad Láser, b) Datos

obtenidos con sonares.
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Capítulo 5

Reconstrucción y Planeación usando n

Vistas.

En este capítulo se presenta la metodología utilizada para la reconstrucción de objetos utilizando n pares de vistas.

En el trabajo presentado en este capítulo se utilizan pares de vistas obtenidos con la cámara binocular mostrada en la

Figura 2.3.

Figura 5.1: Cámara binocular montada sobre una unidad pan-tilt.
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5.1 Recontrucción de vistas.

5.1.1 Obtención de las vistas.

Antes de poder trabajar con las imágenes obtenidas con el cabezal binocular, debemos calibrar las cámaras individual

mente, la calibración de las cámaras se hace mediante el algoritmo presentado por Tsai [Tsai87]. Una vez calibradas

las cámaras se obtienen las matrices que describen cada una de las cámaras, PLeft y PRight. Las matrices PLeft y

PRight se pueden expresar como P = [M|p4], claro cada una por separado y con matrices M y p diferentes para cada

una.

Figura 5.2: Imágenes obtenidas con las cámaras, a) Imagen izquierda, b) Imagen derecha.

En la Figura 5.2 se presentan un par de vistas obtenidas con el cabezal binocular.

5.1.2 Retroproyección.

Una vez obtenidas las imágenes, el siguiente paso es la detección de esquinas en cada una de las imágenes mediante

el algoritmo de Harris [Harris88], ver figura 5.3. Esto se hace con motivo de obtener puntos relevantes en cada

imagen para tener correspondencias entre puntos de las imágenes para la retroproyeccción y subsecuente triangulación

y obtención del punto 3D.

Después de detectadas las esquinas, se hace la selección de puntos en correspondencia, los cuales son retroproyectados

siguiendo los siguientes pasos:

• Se obtiene el centro de cada una de las cámaras mediante la fórmula

C=(-M"*) (5.1)

• Se obtiene otro punto en el espacio que se proyecte al mismo punto en la imagen, esto se hace con la fórmula

X1=(M-^-*>), (5.2)
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Figura 5.3: Imágenes con las esquinas detectadas, a) Imagen izquierda, b) Imagen derecha.

esto se hace para cualquier valor de A, en nuestro caso usamos X = 1000.

• Se hace la codificación de C y Xi en términos del álgebra geométrica £4,1,0 mediante la fórmula

Cg = C+ e

Xg = Xi+e. (5.3)

• Se obtiene la línea que representa el rayo retroproyectadomediante el producto exterior (wedge) como

L = CgAXg. (5.4)

Ya que se han retroproyectado los puntos en las imágenes, lo que sigue es la triangulación con los rayos, lo cual se

realiza calculando la distancia dirigida entre los rayos, como se explicó en el capítulo 3, y tomando el punto medio del

vector que representa la distanciamás corta entre ellos.

En la figura 5.4 se muestra la reconstrucción de los puntos que generan el cubo en la Figura 5.3. Note que las líneas

que unen los puntos son únicamente con el objetivo de hacer más entendible la representación.

5.2 Fusión de vistas.

Después de que se han reconstruido los puntos de cada par de imágenes, se deben fusionar en el espacio 3D. Esta

fusión se realiza calculando la transformación rígida (rotación y traslación) entre los puntos en 3D, dicha tranforma-

ción se encuentra mediante el algoritmo presentado por Lasenby [Lasenby95]. Aquí se presenta una descripción del

mismo.mismo.

5.2.1 Estimación de movimiento rígido.

Dadas las coordenadas en 3D {Xi } y {Xf } de dos reconstrucciones expreseadas en el álgebra geométrica del espacio
euclidiano tridimensional, £3,0,0- Entonces para n correpondencias en los dos marcos se quiere encontrar la rotación,
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Figura 5.4: Reconstrucción de las esquinas del cubo de la Figura 5.3.

expresada como un rotor R, y la traslación, t, queminimize

S=£t\x'¡-R(Xi-t)kf
i=l

l '
(5.5)

Luego dicha minimización implica la diferenciación de S con respecto a/?yt. La diferenciación con respecto a t es

sencilla y está dada por

ats=¿[x;-/?(x*-t)j?]at(*ti?) = o. (5.6)
t=l

La cual se resuelve para t, dando como resultado

-¡¡SM*]' (5.7)

esto puede ser reescrito como

t = X-KX7R,

donde X y X' son los centroides de los puntos en las dos reconstrucciones.

(5.8)

La diferenciación con respecto al rotor R es muchomás complicada y excede los objetivos de este documento. Por este

motivo aquí se presenta sólo la ecuación final, para mayores detalles sobre el proceso de diferenciación y solución de

la expresión vea [Lasenby95]. El resultado de la diferenciación es

£x5Art(X,--t)É=0.
í-=i

(5.9)
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Si se sustituye el valor obtenido para t en la ecuación anterior 5.9 se tendrá

£X'iAR(X¡-X-R)?R)R = 0. (5.10)

Nótese que el término £JL- X{ AX* que se obtendrá de la ecuación 5.10, será igual a cero. Entonces la ecuación se

reduce a

¿vf,A/?«,J? = 0, (5.11)
i=i

con

u¡ = X/-X

Wi = X'¡. (5.12)

Con estos nuevos valores se define una matriz F como sigue

n

•fap = £(oa-«/)(Op-W¡). (5.13)
f=l

Obteniendo el SVD de la matriz F da F = USVT y la rotación R estará dada por

R = VUT (5.14)

Una vez que se ha obtenido el rotor R, el traslador t se calcula con la ecuación 5.8.

5.2.2 Fusión de vistas.

Para hacer la fusión de las vistas lo primero que se debe hacer es obtener una correspondencia de puntos entre los pares

de imágenes como las que se muestran en la figura 5.5 y la figura 5.6. Luego se recontruyen los puntos de las imágenes

para obtener puntos en 3D, ver figura 5.7. Con los puntos en 3D reconstruidos, sabiendo las correspondencias, se

procede a calcular la rotación y traslación que relaciona dichos puntos. Ya conocidas las tranformaciones se deben

aplicar para obtener una recontrucción del escenario pero con la información recopilada por más de una vista, ver

figura 5.8.

5.3 Planeación.

Este capítulo pretende presentar al lector las reglas necesarias para hacer un razonamiento, tomar una decisión y

ejecutar alguna acción en caso de ser necesario. En la primera sección se plantea un método para obtener primitivas

geométricas, objetos tales como puntos, líneas, planos y volúmenes. En la segunda sección se presentan algunas de

las reglas de decisión. Finalmente en la tercera sección se presenta la ejecución de una tarea elegida con las reglas de
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Figura 5.5: Correspondencias de puntos entre vistas, a) Imagen izquierda, b) Imagen derecha.

Figura 5.6: Correspondencias de puntos entre vistas, a) Segunda imagen izquierda, b) Segunda imagen derecha

decisión. Toda esta planeación se puede ver como un ejemplo de un sistema de Percepción-Acción, siendo la obtención

de primitivas la percepción y la ejecución de la tarea la acción.

5.3.1 Obtención de primitivas geométricas.

La obtención de las primitivas geométricas se hace a partir de los puntos reconstruidos. Los puntos reconstruidos

representados en el álgebra geométrica £4,1,0 son primitivas por si solos. Las líneas se obtienen haciendo la unión

de dos puntos diferentes, con el operador unión, ecuación 3.30. Los planos se obtienen con la unión de tres puntos

en posición general, o de una línea y un punto fuera de ella Similarmente los volúmenes se obtienen mediante la

unión de cuatro puntos en posición general, una línea y dos puntos en posición general, o dos líneas que no se corten

en el espacio. En general de un conjunto de puntos se pueden obtener muchas primitivas geométricas, incluso varias

irrelevantes o redundantes. Es por este motivo que a partir de todas las primitivas iniciales se deben obtener las de

relevancia, esto mediante la aplicación de algunas reglas como las que se presentan en la siguiente sección.
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Figura 5.7: Puntos reconstruidos de diferentes vistas.

Figura 5.8: Reconstrucción con puntos de diferentes vistas ya fusionados.

5.3.2 Reglas de decisión.

Existen diversas reglas de decisión que están basadas en las relaciones de incidencia y los indicadores geométricos que

se presentaron en el capítulo 3. En nuestro caso después de la fusión de vistas del cubo que se presento en la sección

anterior, se pretende que sea sujetado por una pinza que posee el robot como se presenta en la figura 5.9.

Para realizar la tarea de sujeción se reconstruyó la pinza del robot con la información de la última vista ya que ésta es

la última posición conocida de la pinza. La reconstrucción de la pinza y el cubo se presenta en la figura 5.10.

Ya con el escenario completo, la pinza y el cubo, el siguiente paso es decidir los puntos de sujeción. Esto se hace

decidiendoprimeramente los planos de sujeción, para esto se calculan todos los planos posibles del cubo. Seguidamente

se calcula cuales, de entre todos los planos, son los más paralelos. En el capítulo 3 se mencionó que si dos planos son

paralelos su distancia dirigida será diferente de cero, sin embargo en la presencia de mido, los planos se intersecarán y

por lo tanto su distancia dirigida será cero. Entonces, en vez de usar la distancia dirigida, se decidió usar el operador

"meet" ya que éste da como resultado la línea de intersección dos planos. En el caso de planos paralelos, la línea de

intersección es una línea en el infinito. Al no ser los planos exactamente paralelos, la línea no estará en el infinito. Sin

embargo los planos más cercanos a ser paralelos tendrán la línea de intersección muy cercana al plano en el infinito.
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Figura 5.9: Robot GEOMETER sujetando un cubo.

Entonces la regla de decisión para elegir los planos paralelos será

•j>,*n<|»y»l».

Esta es la expresión algebraica de la regla pero en la práctica se hace con la componentedirigida de la línea Una línea

en el infinito tiene componente dirigida igual a cero, por lo que se establece un umbral que definirá si la componente

dirigida de la línea es lo suficientemente pequeña. Los resultados obtenidos aplicando esta regla se presentan en la

figura5.11.

533 Ejecución.

Ya que se han decidido los planos de sujeción, cualesquiera dos puntos en estos planos son candidatos para ser los

puntos de sujeción de la pinza. Se eligen los centroides de los planos de sujeción, y con un punto extra se genera un

plano con el que se alinerá el plano que representa la pinza, estos dos planos se muestran en la figura 5.12.

Para alinear los planos del cubo y de la pinza se generaron tres pares de puntos correspondientes en los planos. A

estos puntos se les aplicará el método de Lasenby[Lasenby95] para encontrar la transformación que alineará los pla

nos. Además de encontrar la transformación total, se interpoló la transformación, de tal forma que la pinza tenga un

trayectoria suave, dicho trayectoria se muestra en la figura 5.13.

En este capítulo se presento un ejemplo de como se puede aplicar un enfoque geométrico a lamanipulación de objetos.

Aquí tan sólo se presento la sujeción, pero se puede aplicar un método similar, para trasladar los objetos a un lugar

diferente de donde fueron tomados.
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L \

Figura 5.10: Reconstmcción de la pinza y el cubo (ya fusionado).

#

Figura 5.11: Planos paralelos encontrados con la regla <t>, flty « L.

Figura 5. 12: El plano de la pinza se alineará con el plano del cubo.
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Figura 5.13: Trayectoria que deberá seguir la pinza para sujetar el cubo.
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Capítulo 6

Conclusiones.

6.1 Resumen.

En este documento se presentó una manera de combinar diferentes áreas de investigación para un sólo objetivo. Las

áreas que se combinaron son la geometría proyectiva y el álgebra geométrica con posibilidad de relacionar la votación

tensorial.

El objetivo del trabajo de tesis fue la planeación de una tarea a realizar con un brazo robótico, para ello fue necesario

• Captar varias imágenes del escenario con un cabezal binocular.

• Reconstruir puntos relevantes de las imágenes, para ellos se utiliza la geometría proyectiva y un poco de álgebra

geométrica al expresar los puntos en 3D para su uso futuro.

• Fusionar los puntos en 3D en un solo ambiente, mediante una tranformación rígida que se encuentra después de

la recosntrucción.

• Con los datos fusionados, realizar la planeación de una trayectoria para poder sujetar un objeto, esto basándose

en reglas de decisión expresadas en álgebra geométrica específicamente en el álgebra £4,1,0-

• Realizar una interpolación de la trayectoria, expresando el motor que representa la transformación como una

secuencia de motores.

• Simular la variación continua del motor para mover una pinza y sujetar un objeto.

Además de todo lo anterior se demostró la efectividad de las álgebras geométricas en el área de la visión computacional

como una herramienta de gran poder para la expresión de restricciones geométricas y reglas de decisión.
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6.2 Trabajo futuro.

El trabajo futuro será dedicado a relacionar los sistemas matemáticos considerados y resolver varios problemas técni

cos. A continuación enumeramos algunas tareas que merecerán nuestra atención:

• La formalización de la votación tensorial en tales términos que se pueda relacionar con el álgebra geométrica.

• La expresión de restricciones en la configuración de objetos en el espacio.

• La validación de restricciones mediante la votación tensorial. Tal vez sea posible expresar el producto tensorial

exterior (en forma matricial ei ef ) equivalentemente como el productoClifford por el pseudoescalar (o* /) , donde

I es el pseudoescalar en el álgebra en cuestión, (£3,0,0)-

• La utilización de la votación tensorial no sólo para la extracción de características sobresalientes, sino también

para la fusión de datos en 3-D provenientes de varias fuentes (láser, cámaras, sonar, odometría).

• La extensión de la manipulación objetos a no solo sujetar como es el caso del ejemplo que se presento en ésta

tesis, sino también al traslado de objetos. Además se piensa en generar unamáquina de inferencia para ejecutar

la toma de decisiones en el ciclo de percepción-acción.

• La automatización de la fusión de vistas, para que los datos obtenidos de una secuencia de vistas se agreguen al

ambiente automática y sucesivamente, para tener una descripción aún más completa de la escena Para esto se

necesita la implementación de algún algoritmo de búsquede de correspondencias en tiempo real para aplicarlo a

la secuencia de vistas y poder aplicar el método de búsqueda de transformaciones rígidas.
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