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Resumen

Las experiencias y trabajo desarrollado durante la pandemia apuntan a una
restructuracion de los ambientes de ensefianza y aprendizaje que incorpore de manera
coordinada tanto el trabajo remoto de los estudiantes como las actividades presenciales en los
escenarios de aprendizaje. Se propone el concepto de bitacora digital como una forma de
estructurar y registrar el trabajo de estudiantes de un curso de Caélculo de bachillerato bajo un
enfoque de aprendizaje basado en actividades de resoluciéon de problemas matemaéticos que
involucran el uso sistematico de un Sistema de Geometria Dinamica. La bitacora digital
consiste en un repositorio que combina aspectos multimedia para reflejar la manera en que los
estudiantes dan sentido a nociones del calculo a través de evidencias escritas o graficas que se
trabajaron a lo largo del curso. Al definir la construccién de una bitacora digital como el
principio organizativo que guia el desarrollo de las actividades, se establecen los sustentos
teoricos en los cuales se desarrolla el concepto de la bitacora digita tales como la influencia de
elementos como una vision inquisitiva de resolucion de problemas en el aprendizaje de las
matematicas, la incorporacion de elementos tecnoldgicos en los recursos cognitivos de los
estudiantes y la presencia de soporte técnico para dar seguimiento y retroalimentacion al trabajo
de los estudiantes.

Los resultados muestran que existen distintos niveles de apropiacion de la bitadcora como una
herramienta que favorece elementos metacognitivos y de autorregulacion en el aprendizaje de
los estudiantes. Se argumenta que elementos propios de una vision inquisitiva de resolucién de
problemas matematicos promueven el desarrollo de habitos metacognitivos y de introspeccion
en el aprendizaje de los estudiantes, los cuales son clave para la apropiacion de una bitacora
digital. En este sentido, la bitacora digital se posiciona como una forma de guiar el trabajo que

integra el trabajo presencial y asincrono en futuros escenarios postpandemia.



Abstract

In the face of the health emergency that arose due to the COVID-19 pandemic, it
became evident the need to explore learning environments where digital technologies could be
incorporated in a way that enhances students' learning organically. That is, learning
environments should foster a sense of learning autonomy in students while also taking
advantage of the affordances that digital technologies provide. The concept of a digital wall is
proposed to structure and record the work of high school students in a Calculus course under
an approach based on the development of mathematical problem-solving competencies that
systematically involve the coordinated use of digital technologies, mainly a Dynamic Geometry
System. The digital wall consists of a registry in which students employ multimedia aspects
aimed to display how they make sense of calculus concepts through written or graphical
evidence throughout the course. When stablishing the work on the digital wall as the organizing
principle that guides the development of activities, it is necessary to define the theoretical
foundations on which the concept of the digital wall is based. These foundations include the
influence of elements such as an inquiry problem-solving approach for learning mathematics,
the incorporation of technological elements into students' cognitive resources, and the presence

of technical support to monitor and provide feedback on students' work.

Results indicate the existence of different levels of appropriation for the digital wall as
a tool that promotes metacognitive and self-regulation elements in students' learning. It is
argued that elements inherent to an inquiry approach to mathematical problem solving promotes
the development of metacognitive and introspective habits in students' learning, which are key
to the adoption of a digital logbook. In this sense, the digital wall is positioned to guide work

that integrates both in-person and asynchronous work in future post-pandemic scenarios.
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Capitulo 1 Problema de investigacion y estado del arte

En este capitulo, se enfatizan los antecedentes sobre la resolucion de problemas y el uso
de tecnologias digitales que resultan en la incorporaciéon de una bitacora digital como una
herramienta de registro sobre las experiencias de aprendizaje de los estudiantes. En la bitdcora
digital, se organizan y monitorean las formas de razonamiento que emergen durante el
desarrollo de competencias o habilidades de resolucion de problemas matematicos.
Adicionalmente, se argumenta que la bitacora digital permite establecer un puente que integra
formas del trabajo presencial y remoto de los estudiantes, con miras hacia la estructuracion de
escenarios de aprendizaje postpandemia.

1.1. Los nuevos escenarios de aprendizaje postpandemia

Durante las medidas de contencion derivadas de la pandemia por COVID-19, se
presentaron multiples dificultades de adaptacion a los espacios de aprendizaje remotos en las
instituciones educativas de todo el mundo. Foster et al. (2022) argumentan que estas
dificultades podian estar asociadas principalmente a la falta de entendimiento que existe acerca
del potencial de las herramientas digitales para promover el desarrollo de ideas clave en los
estudiantes de matemaéticas. Entre dichas dificultades, se destacan las siguientes:

e La ausencia de herramientas para monitorear de forma sistematica el trabajo de los
estudiantes. En ambientes presenciales, los profesores ofrecen un seguimiento formal e
informal acerca de la comprensidon de los estudiantes en tiempo real, principalmente a través
de la observacion de momentos eureka o de insight. En ambientes remotos, se encontraron
dificultades para ofrecer retroalimentacion y orientacion oportunas a los estudiantes
(Mullen, et al., 2021; Ruthven. 2022).

e Una vision superficial sobre el potencial de las tecnologias digitales para transformar los
ambientes de aprendizaje. La falta de enfoques en pedagogias relacionadas con la educacién
remota y la implementacion de tecnologias digitales conllevd a los profesores a depender
de enfoques ‘tradicionales’, orientados a cubrir contenidos curriculares, para la
organizacion de sus actividades (Atweh et al., 2023; Foster et al., 2022). En este sentido,
los esfuerzos de las instituciones educativas se enfocaron en llevar de manera idéntica las
dinamicas y métodos de ensefianza de los ambientes presenciales hacia los espacios remotos
(Aguilar et al., 2022; Foster et al., 2022).
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e Un conocimiento limitado por parte de los profesores sobre los aspectos vinculados al
desarrollo de recursos tecnoldgicos en ambientes en linea. Al momento en que ocurrid el
confinamiento por la pandemia, muchos profesores no contaban con los medios adecuados
para poder emplear e implementar recursos para orientar a los estudiantes en la busqueda
de informacidn en medios digitales o que promovieran interacciones sociales espontaneas
entre los participantes. Es decir, sistemas de soporte para estructurar las dinamicas
relacionadas con la discusion de ideas fundamentales en las matematicas, la evaluacion
entre pares y la retroalimentacion (Johns & Mills, 2021; Martin et al., 2020; Trenholm et
al., 2015);

En este sentido, el confinamiento derivado de la pandemia sirve como un punto de
partida para reflexionar sobre futuras direcciones del aprendizaje de las matematicas con el uso

de tecnologias digitales. En palabras de Santos-Trigo (2023; p. 29):

La crisis de la pandemia trajo consigo una oportunidad para re-examinar y
actualizar las préacticas educativas basadas en el conocimiento acumulado de
los resultados en la investigacién de resolucién de problemas y las formas de
enmarcar ambientes emergentes de aprendizaje que incluyan el trabajo tanto

remoto como presencial de las actividades de aprendizaje de los estudiantes.

Esto deriva en la necesidad de caracterizar los nuevos escenarios de aprendizaje
postpandemia, que Foster et al. (2022) denominan escenarios listos-para-la-crisis. Estos
escenarios postpandemia involucran la incorporacion de formas de ensefianza centradas en los
aprendices y con apoyo de tecnologias digitales; complementariamente, el trabajo de los
estudiantes debe estar orientado a la identificacion de ideas clave para la apropiacion de sus
propios procesos de aprendizaje. De este modo, cobra importancia plantearse preguntas que
han existido en el &mbito de la investigacion en la ensefianza de las matematicas: ¢qué tipo de
desarrollos digitales son clave para desarrollar el aprendizaje matematico de los estudiantes a
través de la resolucion de problemas? ;qué caracteristicas de estos escenarios ofreceran
oportunidades a los estudiantes para combinar un trabajo en linea y presencial? ;como estos
escenarios permitiran aprovechar las permisibilidades de los desarrollos en linea para
complementar las actividades de los estudiantes en los salones de clase, de modo que

promuevan el desarrollo conceptual del contenido matematico? Se argumenta que las



actividades de aprendizaje de los estudiantes no necesariamente estan limitadas a los confines
fisicos de las aulas y resulta importante plantear formas alternativas de estructurar la ensefianza
de modo que puedan traerse a discusion los procesos que llevan a cabo los estudiantes dentro y
fuera del aula cuando reflexionan sobre los conceptos matematicos. Esto, a su vez, requiere de
la activacion de sistemas de comunicacion y plataformas de trabajo que, a su vez, demanda el
replanteamiento del rol de los profesores y estudiantes en las pedagogias basadas en el uso de

tecnologias digitales (Atweh et al., 2023).

Disefar e implementar modelos de ensefianza remotos o hibridos implica reconocer que
el uso de tecnologias digitales en el aula de matematicas tiene el potencial de ampliar la forma
en que los estudiantes interactian tanto entre ellos como con el profesor y los materiales
disponibles de los cursos (Camacho-Machin, et al., 2018), sin perder de vista la necesidad de
hacer explicitas dichas relaciones tanto para profesores como para los estudiantes
(Dereshiwsky, 2015; Laborde, 2002). En este sentido, emplear tecnologias digitales en los
escenarios de aprendizaje demanda por parte de los profesores el desarrollo de recursos y la
apropiacion de las herramientas que permitan caracterizar las formas de razonamiento que
exhiben los estudiantes y establecer formas de evaluar sus acercamientos individuales o en

grupo (Camacho-Machin et al., 2018).

Un elemento caracteristico de los nuevos escenarios de aprendizaje postpandemia es la
inclusion del trabajo de los estudiantes que ocurre fuera del salén de clases, es decir, de manera
remota: ;qué tipo de materiales consultan? ;como revisan o extienden la comprension de
conceptos y resolucion de problemas? Este tipo de informacidn permite dar cuenta sobre los
diversos procesos que atraviesan los estudiantes al dar sentido a las ideas matematicas. Asi, se
argumenta que la articulacion de los procesos de razonamiento y resolucién de tareas dentro y
fuera del salon de clases se ve beneficiada mediante el uso de herramientas de registro, como
una bitacora, portafolio o diario de clase. La estructuracién de estos registros ofrece a los
estudiantes la oportunidad de revisar el material del curso, de realizar conexiones entre
conceptos y de reflexionar sobre su propio progreso y autoevaluacion (Hanusch, 2020); ademas,
tienen el potencial de promover el desarrollo de habilidades metacognitivas, pues implica
registrar, estructurar y explicitar los razonamientos que surgen durante el proceso de resolver
problemas matematicos (Hancock & Karakok, 2020). El trabajo remoto de los estudiantes

incluye el uso de diferentes aplicaciones y sitios web para la busqueda y procesamiento de
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informacion en diversas fuentes, sin embargo. Complementariamente, es importante considerar
que el disefio de escenarios de aprendizaje postpandemia demanda analizar y discutir formas
de incorporar de forma significativa el uso de diversas herramientas digitales para involucrar a
los estudiantes en discusiones matematicas y para representar, explorar y resolver problemas o
tareas matematicas. Por lo tanto, Santos-Trigo et al. (2022) destacan que una bitacora digital
emerge como una herramienta que permite a los estudiantes registrar, comunicar y reflexionar
sobre sus aproximaciones en la resolucion de problemas matematicos a través de explotar el
potencial de las tecnologias digitales para dar sentido a las ideas matemaéticas. Esto
contribuyendo a la documentacion individual y colectiva de las experiencias de aprendizaje de

los estudiantes.

1.2. La resolucion de problemas matematicos

La resolucion de problemas es una actividad fundamental de la naturaleza humana que
destaca las formas en que los seres humanos interactian y se relacionan con sus alrededores y
como desarrollan conocimiento cientifico (Santos-Trigo, 2020). Tomando como punto de
partida trabajos seminales como los de Polya (1945), Hadamard (1945) y Schoenfeld (1985),
la resolucién de problemas se ha consolidado como una actividad relevante que sustenta las
propuestas curriculares y los escenarios de aprendizaje. De manera general, el aprendizaje
basado en la resolucion de problemas se concibe como una forma que prioriza que los
estudiantes desarrollen estrategias y recursos cognitivos necesarios para comprender conceptos
y aplicarlos al enfrentarse en situaciones problematicas, asi como héabitos como el pensamiento
flexible e innovativo, o la comunicacion y presentacion de ideas entre sus pares (English y
Kirshner, 2016; Gros, Kinshuk & Maina, 2016). La resolucion de problemas implica el
desarrollo de habilidades fundamentales para la formacion integral de los estudiantes, tales
como la persistencia, flexibilidad, creatividad, perseverancia y curiosidad; adicionalmente, un
enfoque de resolucion de problemas coloca la autoridad del aprendizaje sobre los estudiantes,
favoreciendo un sentido de apropiacion y agencia sobre el estudio de la disciplina (NTCM,
2014; 2020). Santos-Trigo, (2014) argumenta que, en la medida que los estudiantes se enfrentan
a problemas matematicos, estos enlazan diversas ideas respecto a los conceptos que surgen en
sus soluciones o exploraciones que constituyen la base del aprendizaje matematico (Santos-
Trigo, 2014), es decir, los conceptos matematicos emergen como herramientas clave que

permite el desarrollo de estrategias y actitudes de la resolucion de problemas. En este sentido,



la resolucién de problemas constituye una actividad importante tanto para desarrollar
conocimiento matematico y para adquirir estrategias generales para enfrentar situaciones

problematicas.

La resolucion de problemas destaca el interés en los procesos de aprendizaje
relacionados con el trabajo de los estudiantes en tareas matematicas no rutinarias (Santos-Trigo,
2020). Los desarrollos de investigacion de resolucion de problemas enfatizan la importancia de
la adquisicion de recursos y estrategias que permitan a los estudiantes pensar matematicamente
(Santos-trigo & Barrera-mora, 2007). En términos generales, Liljedahl et al. (2016) hacen una
distincion entre lo que incluye la agenda de resolucién de problemas como area de investigacion

y como un enfoque de aprendizaje (Tabla 1.1.).

Agenda de investigacion Enfoque de aprendizaje
Analisis de aspectos cognitivos, sociales o afectivos que Disefio e implementacion de propuestas curriculares y
influyen y dan forma al desarrollo de competencias de materiales correspondientes que promuevan el
resolucion de problemas de estudiantes aprendizaje via la resolucion de problemas

Elementos clave en ambos aspectos

Caracterizacion de los problemas y las formas de razonamiento involucradas en los procesos de resolucién de
problemas de los estudiantes

Tabla 1.1. La resolucion de problemas como agenda investigativa

Es importante destacar que la resolucién de problemas como paradigma de
investigacion centrado en procesos, es decir, se concibe el estudio de contenidos matematicos
como un medio para el desarrollo de competencias vinculados a procesos cognitivos propios de
la resolucion de problemas tales como conjeturar, comprobar, refutar, plantear problemas,
implementar cierto tipo de estrategias, etcétera. Santos-Trigo y Barrera-Mora (2007) plantearon
algunos de los paradigmas mas representativos en la agenda de investigacion matematica que
ilustra el tipo de preguntas que generalmente se exploran en la resolucion de problemas (ver
Tabla 1.2).

Perspectiva Resolucion de problemas Representaciones

Los objetos matematicos se conocen en

¢Cudlesla La matematica es una ciencia de patrones. . L
. X . - tanto sus representaciones semioticas.
postura de la Existen relaciones directas entre la practica . o .
. ” o Existe una distincion entre los objetos
matematica como matematica real y el aprendizaje de los e
e . i matematicos (abstractos) y sus
disciplina? estudiantes; . )
representaciones (registros).
¢Como se iy . . .
constituve el Formulacién de preguntas, conjeturas, El pensamiento mateméatico se expresa a
razonam?ento relaciones y el uso de diversas formas de través de sistemas de representaciones
argumentacion. semidticas y sus relaciones.

matematico?
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Tareas no-rutinarias y/o proyectos que deben
ser resueltas tanto en el aula como en casa. Se Tareas que promuevan el transito entre
dan transformaciones de ejercicios en diferentes representaciones de un mismo
problemas no rutinarios a través de la objeto/concepto.
formulacion de preguntas inquisitivas.

¢Como es el tipo
de tareas?

Coordinaciones de diferentes
representaciones; transitar entre una
representacion y otra (significado),
operaciones dentro de un mismo tipo de
registro o conversiones entre diferentes
registros; seleccién/discriminacion de
diversos registros de representacion.

Dimensiones de resolucién de problemas:
recursos basicos, cognitivos y metacognitivos
(monitoreo y control), estrategias o heuristicas
y sistemas de creencias (dimensién afectiva)

¢Qué procesos de
aprendizaje son
relevantes?

¢Como se El aula como un microcosmo similar a los Ambientes de resolucién de problemas que
conciben los espacios de comunidades matematicas. promuevan la construccion de
ambientes de Trabajo grupal y participacion en plenaria. El representaciones de ideas matematicas y
aprendizaje? instructor procura el andamiaje. Sus conexiones.
Los procesos de resolucion de problemas que
;Cudl es la pueden involqcrar: competgncias relevantes Evidencia que muest’re. las congxiones (o
informacién que exh!ban los esltudl.a}ntes en la falta de ellas) entre‘m‘ult|ples reg|_stros dg un
relevante? representaglon, comunicacion, mpmtoreo y concepto. Reconocmento del mismo objeto
formulacién de preguntas, conjeturas y en diversas representaciones.
argumentos.

Tabla 1.2. Perspectivas y representaciones en la resolucion de problemas matematicos

Amado. et. al. (2018) sintetizan tres vertientes generales de la investigacion en materia de

resolucion de problemas matematicas:

Creatividad. ¢Cual es la relacion entre actividades de resolucién de problemas y la
creatividad? ¢;como se promueve la creatividad dentro y fuera del aula de matematicas?
¢como analizar lo creativo y lo inventivo en las soluciones de problemas matematicos?
Afecto y atractivo. ;Cuales son las actitudes, emociones y apreciaciones de los estudiantes,
padres y profesores relacionados con el aprendizaje matematico? ;cual es la influencia de
la afectividad y las emociones en actividades de resolucion de problemas? ¢ En qué medida
los estudiantes consideran el quehacer matematico como una actividad atractiva y guiada
por la creatividad?

Tecnologias digitales. (Qué estrategias y representaciones emergen durante la resolucion
de problemas cuando los estudiantes se apoyan de manera sistematica en el uso coordinado
de tecnologias digitales? ¢Cual es el rol que juega la tecnologia en la relacion entre
estrategias, representaciones visuales y la expresion de resultados de resolucion de

problemas matematicos? ¢cuales son los marcos conceptuales que permiten explicar y



desarrollar métodos para estudiar procesos matematicos que constituyen el trabajo de los

estudiantes al resolver problemas matematicos con tecnologias digitales?

La problematica general de esta investigacion se enmarca entonces en la profundizacion
de los aspectos relacionados con el uso de tecnologias digitales para la comprension de
conceptos matematicos bajo un enfoque de resolucion de problemas, esto a través del concepto

de una bitacora digital.

1.3. El rol de los Sistemas de Geometria Dinamica en el aprendizaje matematico

La incorporacion de tecnologias digitales en la educacion no es simplemente un cambio
de formato o canal de comunicacidn, sino que implica alteraciones y ajustes en los sistemas de
ensefianza y aprendizaje constituidos a través de las relaciones entre el profesor, los estudiantes,
el contenido matematico y las herramientas disponibles (Ruthven, 2022). Las tecnologias
digitales tienen el potencial de transformar la manera en que los estudiantes reflexionan e
interrelacionan los conceptos matematicos y, ademas, implican una transformacion de las
dinamicas de aprendizaje cuando estas se enfocan alrededor de la resolucién de problemas
(Santos-Trigo & Moreno-Armella, 2016; Santos-Trigo, et. Al., 2019; Kuzle, 2017; Hollebrands
& Okumus, 2017; Hollebrands, 2007; Jacinto & Carreira, 2016). Esta interrelacidn se destaca
al considerar el potencial de aplicaciones como los Sistemas de Geometria Dinamica (SGD),
puesto que transforman la forma en que los estudiantes aprenden conceptos matematicos al
permitirles interactuar con objetivos en la pantalla en términos de la representacion y
exploracion de sus atributos, por ejemplo, a través del arrastre y el analisis de invariantes
(Trocki & Hollebrands, 2018; Moreno-Armella & Hedegus, 2009). En este sentido, con la
ayuda de un SGD la actividad de los estudiantes puede centrarse en la formulacién de hipotesis
y conjeturas que resultan de la experimentacion, la exploracion, la comprobacion empiricay la
exploracion guiada, de modo que el estudio de las matematicas es similar al de ciencias
experimentales como la fisica, la quimica o la biologia (Ortiz-May, 2019). Asi, el éxito de los
estudiantes en resolver problemas matematicos mediante el uso coordinado de tecnologias
digitales no depende exclusivamente del uso de recursos y estrategias cognitivas, sino que
entran en juego competencias que involucran el manejo de dichas herramientas digitales como
un soporte que les permite analizar problemas de modo que confronten sus concepciones

débiles acerca de ideas o conceptos matematicos (Santos-Trigo, 2019).
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Cuando los estudiantes resuelven tareas matematicas con medios tecnoldgicos también
se promueve la exploracion de diferentes formas de representar los conceptos involucrados y
se desarrollan competencias relacionadas con la interpretacion de imagenes conceptuales en
sistemas representacionales de naturaleza dinamica (Hgjsted & Mariotti, 2022), distintos a los
que pueden acceder en ambientes estaticos (de lapiz y papel). Asi, el uso de tecnologias digitales
no constituye un elemento epistemoldgicamente neutro cuando se introducen en los salones de
clases: la experiencia de los sujetos en el uso de herramientas digitales moldea y permea el
como se utiliza en la resolucion de problemas. Dicho de otra forma, el uso de tecnologias
demanda que tanto profesores como estudiantes analicen qué estrategias de resolucién de
problemas, conceptos, recursos y formas de razonamiento parecen importantes durante la

construccidn y exploracion de modelos dinamicos (Santos-Trigo, 2019).

La forma en que las estrategias de resolucion de problemas se implementan pueden
cambiar sustancialmente cuando se hace a través de SGD, solamente la capacidad de arrastrar
objetos implica un abanico de opciones en las que los estudiantes pueden explorar relaciones
matematicas desde diversas perspectivas (Arzarello, 2002; Hollebrands, 2007). Un SGD como
GeoGebra se destaca por permitir a los estudiantes estudiar multiples interpretaciones de los
objetos matematicos involucrados en las tareas matematicas (Leung, 2017), estos objetos no
aparentan ser exclusivamente abstractos para los estudiantes, sino que se materializan (Moreno-

Armella & Hegedus, 2009) siendo asi sujetos a la experimentacion.

Esta materializacién, o capacidad de interactuar en tiempo real con los objetos
matematicos a través de la interfaz de un SGD hace que los estudiantes se adentren en un
ambiente dindmico, contrapuesto a uno estatico (con lapiz y papel). Dentro de un ambiente
dinamico, emergen también formas alternativas de justificar relaciones matematicas; por
ejemplo, el arrastre de objetos para verificar si una figura mantiene una propiedad geométrica
en tanto que permanezcan invariables ciertas condiciones (Baccaglini-Frank, 2019). Por
ejemplo, ¢qué significa estudiar una familia de triangulos isdsceles dentro de un SGD en
contraste con un medio estatico? En la Figura 1.1 se muestra como un conjunto triangulos
isdsceles particulares puede ser representados y explorados de manera dinamica a través de una
construccién en GeoGebra: el punto A es el centro de una circunferencia de radio AB, y el
punto C se mueve sobre la circunferencia. A traves del movimiento del punto C, es posible

visualizar una infinidad de triangulos isosceles, en términos de la variacion del &ngulo BAC.



Figura 1.1. Una familia de tridngulos isésceles representada en un medio estatico y uno
dinamico.

Es decir, la activacion de diversas tecnologias digitales tiene el potencial transformar
los significados de los conceptos matematicos, asi como de extender los caminos por los que
los estudiantes pueden interactuar con los objetos matematicos, entre ellos y con sus profesores
(Santos-trigo & Moreno-armella, 2016; Camacho-Machin et al., 2018) profesor (Camacho-
Machin et al., 2018).

1.4. La pregunta de investigacion

A manera de sintesis de los apartados anteriores, los escenarios de aprendizaje de
matematicas post-pandemia demandan la integracion del trabajo dentro y fuera del aula de los
estudiantes como un elemento esencial que constituye la retroalimentacion del profesor. Santos-
Trigo (2023) argumenta que las actividades de profesores y estudiantes en escenarios post-
pandemia se extienden mas alla del sal6n de clases fisico, pues las discusiones entre profesores

y estudiantes ocurren tanto a través de interacciones sincronicas como asincronas.

En este sentido, el término de ambientes de aprendizaje hace referencia al conjunto de
actividades dentro y fuera del salon de clases orientadas a la reflexion, exploracion y discusion
de ideas matematicas promovidas tanto por profesores como estudiantes, cuyo objetivo es la
apropiacion de conceptos. En estos ambientes de aprendizaje, resulta importante promover en
los estudiantes habitos de autorregulacion y autorreflexion sobre como se enfrentan a los
problemas y conceptos matematicos. Asi, la bitacora digital se plantea como una herramienta
que permite establecer un puente que interrelacione el trabajo de los estudiantes tanto dentro

como fuera del salén de clases.

Como se ha discutido con anterioridad, disefiar, organizar e implementar actividades de
aprendizaje caracterizadas por la resolucion de problemas implica considerar que el proceso de

reflexion sobre las experiencias de aprendizaje de los estudiantes involucre la activacion de
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diversas herramientas tecnoldgicas. Una bitacora digital consiste en un registro multimedia
donde los estudiantes incorporan textos, imagenes, enlaces a sitios web, videos, modelos
dindmicos, etc., de modo que refleje la forma en que dan sentido a las actividades de resolucion
de problemas y de blsqueda y construccion de significados de ideas matemaéticas. Santos-Trigo
et al. (2022) recalcan la relevancia de situar la bitcora digital como una herramienta que
permita a los estudiantes registrar sus ideas, acercamientos y constantemente reflexionar sobre

su propio aprendizaje.

Una bitacora digital se destaca por la incorporacion de recursos dindmicos y la
retroalimentacion continua por parte del profesor, de modo que el trabajo de los estudiantes
pueda ser guiado a partir de lo que se reporta en ella. Engelbrecht et al. (2020) argumentan que
el trabajo remoto de los estudiantes contribuye a la construccion de conocimiento matematico
cuando estd orientada en compartir y comunicar el empleo de recursos, herramientas e
informacidn relacionadas con el desarrollo de sus actividades. Es decir, la bitacora digital tiene
el potencial de plantear una alternativa para organizar el aprendizaje matematico bajo un
enfoque de resolucion de problemas con apoyo en el uso coordinado de las tecnologias digitales,
contribuyendo asi a la necesidad de orquestar modos de aprendizaje en los que se extiendan los

espacios donde se lleva a cabo el trabajo de los estudiantes.

Asi, se pretende caracterizar los fundamentos didacticos alrededor de un ambiente de
aprendizaje que promueve el uso coordinado de tecnologias digitales en escenarios de
resolucion de problemas que combinan el trabajo presencial y remoto de los estudiantes. Se
argumenta entonces que enmarcar el trabajo de la bitacora digital bajo una perspectiva
inquisitiva de la resolucién de problemas, ofrece a los estudiantes la oportunidad de desarrollar
recursos y estrategias de resolucion de problemas. La pregunta de investigacion entonces es la

siguiente:

¢En que medida el registro sistematico de las experiencias de aprendizaje que los
estudiantes de un curso de calculo integral reportan en una bitacora digital contribuye

al desarrollo de competencias de resolucion de problemas?

Dar respuesta a la pregunta de investigacion implica definir un marco conceptual
apropiado que defina lo que se entiende por aprender matematicas bajo un enfoque de

resolucion de problemas y definir las caracteristicas del trabajo de la bitacora digital que pueden
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favorecer el trabajo de los estudiantes en escenarios de aprendizaje remotos, presenciales o
mixtos. Se analizara a partir de lo que los estudiantes incluyen en sus bitacoras los
razonamientos explicitos relacionados con su entendimiento conceptual de los objetos

matematicos involucrados que, en el caso de este trabajo de investigacion, corresponden al
calculo diferencial e integral.
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Capitulo 2 Marco conceptual

El uso de una bitacora digital como un instrumento de reflexion para que los estudiantes
registren y construyan conocimientos matematicos y competencias de resolucion de problemas

se sustenta en tres principios fundamentales:

1) La activacion de tecnologias digitales en la resolucion de problemas. En la
bitacora digital, las experiencias de aprendizaje de los estudiantes estan definidas
por las formas de razonamiento que emergen en la resolucion de problemas con el
uso de tecnologias digitales.

2) Problematizacion de la disciplina. Con la bitacora digital, los estudiantes registran
evidencias de una practica inquisitiva, al resolver problemas, mediante la
formulacién de preguntas y bldsqueda de respuestas.

3) Vinculacion de elementos. La bitacora digital establece un vinculo entre la
activacion de tecnologias digitales y la problematizacion de la disciplina mediante

registros que permitan evaluar y monitorear el desarrollo ambas préacticas.

En las siguientes secciones, se amplia la discusion sobre los principios del marco

conceptual.

2.1. El rol del uso coordinado de tecnologias digitales en la resolucion de problemas

matematicos

Schoenfeld (1985; 2015) describio6 cuatro dimensiones que intervienen en el desempefio
de los estudiantes al resolver problemas: recursos, heuristicas, metacognicion y creencias.
¢Cbémo el uso de tecnologias digitales incide en las formas de desarrollar e implementar estas
dimensiones en la resolucion de problemas? Se argumenta que los estudiantes comprenden,
interactGan, dan sentido y se apropian de los conceptos matematicos, de modo que los recursos,
estrategias, metodos de control y creencias de las matematicas en los estudiantes adquieren una
naturaleza dinamica cuando el trabajo se hace con el apoyo de herramientas digitales como
SGD, hojas de célculo, wikis, plataformas educativas, en comparacion con ambientes estaticos

donde se emplea solamente lapiz y papel (ver Tabla 2.1).
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Elemento Descripcion Ejemplos
Ambientes estaticos Ambientes dinamicos
Conocimiento matematico ¢,Como resolver una ¢,Como construir la figura
que posee el individuo y ecuacion? ;qué enun SGD? ;,Qué
puede ser ejercido en el definiciones conozco sobre  informacion obtengo de la
Recursos problema funciones? ;qué entiendo  funcion al graficarla?
Intuiciones y conocimiento por equidistancia’?
informal
Técnicas para progresaren  Prueba y error, resolver ¢,Como emplear los
problemas no-estandar o casos similares, hacer lugares geométricos para
poco familiares. Reglas de multiples célculos por visualizar el
Estrategias oro para resolver problemas  aproximacion, dibujar comportamiento
eficientemente figuras alusivas variacional 0 geométrico
de los atributos de un
objeto?
Decisiones globales ¢ El procedimiento que sigo ¢ Lo que observo en el
relacionadas con la me llevara a la respuesta? ~ SGD me dice algo sobre
Metacognicién seleccion e implementgci()n $qué signific:a el regultado la solucion? g,puedo”
de recursos y estrategias. que obtendré? ;existe una  pensar en ofra solucion?
estrategia que requiera
menos tiempo/recursos?
Vision personal del “mundo  §Conozco lo suficiente ¢ Es la solucion visual
matematico”. Es el conjunto  sobre el tema como para aceptable? ;necesitaré
de factores determinantes poder resolver este una solucién formal para
c . del comportamiento de un problema? ;estaré que sea correcta?
reencias

individuo.

obteniendo la solucién
correcta si generalmente
no resuelvo bien los
problemas?

Tabla 2.1. Elementos del marco de resolucidon de problemas de Schoenfeld (1985) en

ambientes dinamicos

Goldenberg y Cuoco (1998) definieron el término de geometria dinamica como un
ambiente generado por el empleo de tecnologias que permiten la construccion y transformacion
en tiempo real de objetos matematicos (como puntos y rectas) mediante el arrastre. Es decir, se
distingue el estudio de la geometria dentro de los SGD por poseer su propia naturaleza, donde
los razonamientos involucrados en la resolucion de tareas matematicas estan necesariamente
mediados por las caracteristicas y funcionalidades del SGD. Asi, su incidencia en el dominio
de conocimiento geométrico va mas alla de las ventajas computacionales que poseen por
encima del lapiz y papel: poseen el potencial de cambiar la manera en la que uno interactiia con
los objetos geométricos (Trocki & Hollebrands, 2018) y, por lo tanto, abre la puerta a nuevas
rutas de aprendizaje matematico. Al resolver tareas matematicas en términos de modelos
dindmicos, el conocimiento de los estudiantes se constituye principalmente a través de acciones

mediadas por la herramienta que involucra el movimiento, la percepcién visual, las nociones
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de permanencia y variacion que representa la experiencia que los sujetos perciben ante lo que
ocurre en la interfaz del SGD como producto de sus acciones y definen la forma en que las

ideas matematicas son interpretadas por ellos (Pinheiro et al., 2020).

En la Figura 2.1 se muestra el dibujo de un rectangulo ABCD, esta representacion posee
una carga semiotica, pues el dibujo no es estrictamente un rectangulo, sino que alude a una
figura geometrica ideal: Lo que hace al dibujo un rectangulo es el simbolismo de los angulos
rectos marcados y no las propiedades métricas que puedan comprobarse en él (i.e., que sus

lados opuestos midan lo mismo al medirlos con una regla).

A g r®
D ¢

Figura 2.1. Representacion en lapiz y papel de
un rectangulo ABCD Figura 2.2. Un rectangulo en un SGD se

define por sus propiedades estructurales

Con el uso de SGD las propiedades geométricas se convierten en los elementos
invariantes de objetos que pueden modificarse. EI movimiento producido por el arrastre es la
forma de externalizar las relaciones que definen una figura (Mariotti & Baccaglini-Frank,
2018). En un SGD, como GeoGebra, los estudiantes no dibujan con sus manos como lo harian
en lapiz y papel, sino que utilizan las funcionalidades y comandos que existen en la herramienta
para expresar sus ideas. En la Figura 2.2, por ejemplo, se observan dos cuadrilateros ABCD y
EFGH de diferente naturaleza: el primero esta definido por cuatro puntos en el plano y el
segundo, esta constituido por la interseccion de dos pares de rectas paralelas. Si bien ABCD
parece ser un rectangulo, es posible modificar cualquiera de sus vértices y notar que se pierde
dicha propiedad. En contraste, los vértices del rectangulo EFGH no son todos libres, y al
modificar aquellos que si lo sean, no es posible que EFGH deje de ser un rectangulo.

Las exploraciones, conjeturas y razonamientos que surgen de estos objetos son
propensos a la reaccion del estudiante con respecto a su medio (Moreno-Armella & Hegedus,
2009). En este sentido, es posible formular, representar, explorar y transformar las tareas desde
diversos angulos y perspectivas cuando se trabajan a través de un SGD como GeoGebra

(Santos-trigo & Moreno-armella, 2016) de modo que el dominio de conocimientos que los
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estudiantes ponen en juego al resolver problemas de geometria dindmica es intrinsecamente

diferente que en un contexto estatico (de lapiz y papel).

La idea de trabajar problemas que correspondan a un dominio especifico de las
matematicas dentro de un SGD pierde sentido, pues las herramientas a disposicion de los
usuarios permiten integrar los distintos aspectos conceptuales de los objetos matematicos: es
posible formular, representar, explorar y transformar las tareas desde diversos angulos y
perspectivas cuando se trabajan a través de un SGD como GeoGebra (Santos-trigo & Moreno-
armella, 2016) de modo que los estudiantes pueden transitar entre diferentes formas de
representacion y activar recursos de diversas areas de las matematicas. Santos-Trigo (2019)
destaca que, al considerar el uso de tecnologias digitales, tareas matematicas aparentemente
simples, similares a los ejercicios encontrados en libros de textos, pueden convertirse en
auténticos problemas cuando surgen preguntas que pueden transformar el sentido y la direccién
del problema: ¢cémo reconstruir una figura geométrica en un SGD? ;Qué propiedades o
relaciones pueden identificarse en el modelo dindmico que modela un problema? ;como se
representa de manera dindmica la variacion de dos magnitudes? Santos-Trigo y Camacho
(2013) describen la resolucion de problemas con el uso de tecnologias digitales, particularmente
con el uso de un SGD, como una actividad que se estructura alrededor de cuatro fases, en donde
ejemplifican el uso de dichas tecnologias en el desarrollo de procesos de razonamiento

matematico en los estudiantes:

e Comprension del problema. Se explora el enunciado del problema en funcion de las
posibilidades que ofrece un SGD. Esto implica identificar elementos invariantes (o
aquellos que deben variar) mediante los comandos dispuestos por el SGD para poder

obtener un modelo dindmico del problema.

e Episodio de exploracion. Se generan conjeturas cuya validez puede concretarse o

refutarse de manera inmediata con ayuda de los comandos de la herramienta.

e Busqueda de multiples soluciones. Con ayuda del SGD, es posible encontrar una
solucion empirica al problema. Se utiliza la informacién recabada para plantear

argumentos numeéricos, algebraicos, geomeétricos, etcétera.
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e Integracion y extension. En este proceso, se identifican conceptos matematicos que
fueron importantes en la resolucion del problema. Se plantean extensiones o

modificaciones del problema.

Las fases anteriores sirven como una forma de clarificar cémo el uso de tecnologias
digitales moldea la forma en que los estudiantes enfrentan tareas matematicas a lo largo de
todas las fases de resolucion de problemas, Santos-Trigo et. Al (2022, p. 5) lo sintetiza de la

siguiente manera:

Durante la comprension del enunciado de un problema, los estudiantes podrian dirigir
su atencion a la reconstruccion de figuras y este proceso conlleva actividades de
planteamiento de problemas [...] Similarmente, representar y explorar de manera
dindmica los elementos de un modelo dinamico asociado al problema se vuelve
importante para identificar relaciones matematicas que dirigen a los estudiantes hacia
la solucion del problema [...] Mas aun, los modelos dinamicos se convierten en puntos
de partida que permiten a los estudiantes extender y generalizar las condiciones

iniciales y soluciones del problema.

2.2. Un enfoque inquisitivo de resolucion de problemas matematicos

La introduccion de tecnologias digitales en el trabajo de los estudiantes demanda el
plantear alternativas de implementacion de actividades donde se tome en cuenta su rol como
agentes de transformacion del conocimiento matematico. Un enfoque de aprendizaje basado en
la resolucion de problemas matematicos esta centrado en procesos, sus fines principales son los
de desarrollar el pensamiento matematico por encima de aprender contenidos, el cual se sitda
en una posicion incidental; es un enfoque investigativo, caracterizado por una instruccién
significativa del uso de las matemaéticas a través de practicas intencionadas (Baroody et al.,
2004).

Un principio coman que permea en un enfoque de resolucion de problemas matematicos
es que los estudiantes y profesores elaboran ideas matematicas cuando se involucran en tareas
matematicas a través de situaciones que demandan la formulacion y busqueda de preguntas, de
tal modo que el proceso de aprender matematicas sea concebido como un conjunto de dilemas
que necesitan ser representados, explorados y conciliados en términos de recursos matematicos

(Santos-Trigo y Reyes-Martinez, 2019; Santos-Trigo, 2023), esto es, cuando problematizan el
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contenido matematico. Un enfoque inquisitivo de resolucion de problemas matematicos
involucra el desarrollo de practicas investigativas, entre las que se destaca el establecimiento
de hipotesis, identificar datos, validar hipdtesis, planear, simplificar condiciones de un
problema u observar patrones (Schwarz et al., 2015; Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2019).
En este sentido, un enfoque inquisitivo del aprendizaje suele ser comdn en el estudio de las
ciencias, donde se promueven comportamientos en los estudiantes similares a los de los
expertos, tales como la obtencion, evaluacion, interpretacion y critica de evidencia que soporta
o refuta hipotesis (Laursen & Rasmussen, 2019), sin embargo, se argumenta que con el uso de
tecnologias digitales, estos comportamientos pueden llevarse a cabo en el estudio de relaciones
matematicas, donde las permisibilidades de los SGD permiten a los estudiantes explorar los

objetos matematicos en escenarios dindmicos.

Bajo esta perspectiva, la actividad matematica estd orientada al planteamiento y
resolucion de dilemas importantes que necesitan ser cuestionados, explorados e interpretados
mediante conceptos matematicos y sus relaciones, de una manera similar a la que lo hacen
aquellos que desarrollan la matemética como disciplina (Santos-Trigo, 2019; Schoenfeld,
2015). En la medida que los estudiantes reflexionen de manera explicita sobre las relaciones de
los conceptos matematicos involucrados en la solucién de problemas, se convierten en
protagonistas de su aprendizaje. Esto es problematizar la disciplina, significa vincular el
razonamiento matematico a través del desarrollo de procesos como la justificacion de
conjeturas, validacién de hipotesis, comunicacion y conexion entre conceptos y sus
representaciones; es decir, llevar a cabo la resolucién de problemas de una forma propia de la
disciplina (Santos-Trigo & Barrera-Mora, 2007): ¢qué tipo de preguntas plantean y persiguen
durante el entendimiento de conceptos matematicos? Los estudiantes se involucran en la
problematizacion de los contenidos matematicos de la disciplina a medida que se enganchan en
procesos de entendimiento y representacion de conceptos al momento de trabajar en tareas
matematicas, asi como en el proceso de generar formas de comunicar y validar sus resultados

tanto de forma empirica como analitica.

2.3. Modelo conceptual de la bitacora digital

Una bitacora digital como herramienta para organizar y estructurar actividades de
resolucion de problemas se fundamenta sobre tres elementos interconectados: un enfoque

inquisitivo de resolucidn de problemas, el uso de tecnologias digitales y el rol de las tareas para
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involucrar a los estudiantes en discusiones matematicas (Santos-Trigo et al., 2022). Dado que
los SGD ofrecen herramientas y funcionalidades que permiten a los estudiantes pensar a través
de multiples representaciones de conceptos matematicos (Leung, 2017), los estudiantes pueden
emplear los SGD para analizar e investigar conexiones entre problemas similares, plantear
nuevos problemas o pensar como diferentes conceptos matematicos pueden ser utilizados para
representar, explorar y resolver problemas de diversas maneras. Si bien el tipo de tareas y la
forma en que son implementadas en escenarios de aprendizaje son cruciales para el
entendimiento de conceptos y el desarrollo del pensamiento matematico, es importante que la
forma de reflexionar sobre las tareas sea a través de preguntas relacionadas con la elaboracion
de conjeturas, el planteamiento de subproblemas y la busqueda de generalizaciones, pues
conllevan a los estudiantes a profundizar en practicas matematicas centrales (Schoenfeld,
2020).

Santos-Trigo, et al. (2022) proponen una version ajustada del marco RASE de disefio
de aprendizaje en escenarios remotos (Churchill et al., 2016), que integra una visién inquisitiva
de resolucion de problemas como elemento central en la estructuracion de la bitacora digital de
los estudiantes como herramienta reflexiva para registrar y monitorear sus procesos de
aprendizaje. Este marco de disefio de aprendizaje se constituye por cuatro elementos: Recursos,
Actividad, Soporte y Evaluacion (marco RASE). Cabe destacar, que el marco de disefio RASE
esta orientado a la estructuracion de ambientes de aprendizaje completamente remotos, por lo
que conviene sefialar la forma en que los cuatro elementos de dicho marco se consideraron para
la organizacion de un marco conceptual para el trabajo de la bitacora digital en ambientes de
aprendizaje que combinan tanto el trabajo remoto como el trabajo presencial de los estudiantes

(sintetizado en la Figura 2.3).

La dimension de recursos del marco RASE se refiere al tipo de materiales y contenidos
gue se espera que los estudiantes puedan tener a su disposicion. Es importante destacar que
estos (GeoGebra, YouTube, KhanAcademy, foros de matematicas, etc.) seran parte esencial en
la descripcion del proceso de resolucion de problemas: ¢Qué tipo de informacion se consulta y
con qué proposito? ¢como se usan las herramientas de GeoGebra para encontrar conjeturas o
soluciones? Por lo tanto, para enmarcar el trabajo de la bitacora digital, se plantea una
conciliacion de la nocion de recursos del marco de Schoenfeld con la idea de recursos del marco
RASE.
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* Herramientas
tecnologicas y
semiodticas que
permitan a los
estudiantes resolver
discutir tareas y
contenidos
matematicos

~

* Elenfoque
conceptual para
aproximarse a las
tareas es a través de
la problematizacién
de los contenidos y el
planteamiento y
persecucion de

o0 t;
Recursos Actividad preguntas

Soporte Evaluacion

* Medios que vinculen el
trabajo presencial y
remoto de los
estudiantes durante el
desarrollo de las
actividades

¢ La bitdcora digital
demanda una
evaluaciony
discusién continua
del trabajo de los
estudiantes

Figura 2.3. Elementos de disefio RASE para la bitacora digital

En cuanto al elemento de Actividad, es necesario definir un enfoque conceptual que
permita estructurar el tipo de tareas que los participantes deben desarrollar. En este sentido, el
contenido y la vision de aprendizaje que enmarcaré el curso estan definidos por un enfoque de
resolucion de problemas que promueve actividades de formulacién (y reformulacion) de
problemas y la busqueda de diferentes formas de representar, explorar y resolver esos
problemas (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2019). La dimension de Soporte esta relacionada
con la guia, orientacion y retroalimentacion que reciben los participantes durante sus
actividades de resolucion de problemas. El tipo de plataformas que sirva como medio de
comunicacion entre los participantes dentro y fuera de la clase define la naturaleza del soporte
que puede ofrecerse. Asi, cobra gran relevancia la incorporacion de elementos digitales como
videos, textos, vinculos a sitios webs, imagenes y archivos de GeoGebra que sustenten

observaciones o reformulaciones de los problemas a los que los estudiantes se enfrentan.

Finalmente, en la dimensién de Evaluacion, el uso de una bitacora digital implica un
monitoreo continuo del profesor y de los estudiantes sobre los registros de las experiencias de
los estudiantes elaborados durante el desarrollo de las actividades del curso. La
retroalimentacion no debe solamente provenir del profesor, sino también por medio de los
propios estudiantes y sus compafieros. Los elementos descritos por el marco RASE son
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agrupados en tres elementos que interconectados enmarcan y movilizan el trabajo de la bitacora

digital: El enfogue de resolucion de problemas, recursos y soporte (resumidas en la Figura 2.4).

+ Uso del SGD para la Resolucion

implementacion de de

Resolucién de problemas
heurfsticas .

* Sesiones presanciales Enfogue inquisitivo de las

problemas de discusion de

" Eolracn de corcpios malemaicas

+ Coordinacisn de + Acceso de los + Problematizacion de la
elementos en linea para la Ei;fg?:;‘es alodas las disciplina
explaracién de los + Formulacién de * Uso de diversas estralegias

bl "
problemas preguntas guia para la

exploracion de los
problemas (entre pares Soporte

Bitacora y profescr) »  Guia y retroalimentacion del

digital profesor
o *  Apoyo entre pares

Recursos
Plataformas en linea

*  Apps de comunicacion
SGD
Foros de discusion

Soporte

7

+ Qrientacion técnica sobre Google Docs
+ Comunicacion asincrona via Teams

* Tareas de Khan Academy

= Comunicacion por chaf

Figura 2.4. Un marco conceptual para estructurar la bitacora digital dentro de un enfoque de

resolucién de problemas

A continuacion, se describen entonces los tres elementos que componen el marco

conceptual de la bitacora digital.

Enfoque de resolucion de problemas. La bitacora digital permite describir un modo
de organizar la forma en que los estudiantes registran y comunican las ideas matematicas que
presentan a medida que se enfrentan a actividades de resolucion de problemas con apoyo de
herramientas digitales, haciendo explicito el proceso de generacion de heuristicas y el manejo
de los recursos que tienen a su disposicion. El enfoque de resolucion de problemas que permea
el trabajo de la bitacora se basa en un enfoque inquisitivo, es decir, en la conceptualizacion de
la disciplina como un conjunto de dilemas que los estudiantes deben reconocer y conciliar
mediante el uso de conceptos matematicos, recursos y estrategias. Las tareas son el vehiculo
para que los estudiantes se involucren en actividades de resolucion de problemas que incluya
la busqueda de diferentes formas de resolverlas y se vuelve una actividad importante para
desarrollar su pensamiento matematico (Santos et al, 2022). Santos-Trigo y Camacho (2013)
mencionan que para caracterizar las formas de razonamiento de resolucion de problemas

matematicos de los estudiantes cuando emplean tecnologias digitales es importante considerar
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cuatro principales fases que componen el proceso de resolucion de problemas: comprension del

enunciado, representacion, exploracion e integracion.

A lo largo de estas fases, se mantiene un principio inquisitivo en el cual profesores y
estudiantes realizan preguntas que guien sus exploraciones y que modelen el discurso empleado
para la resolucion de las tareas. Bajo un enfoque inquisitivo de la resolucion de problemas, la
elaboracion de la bitacora digital sirve como un instrumento para explicitar la organizacion de
las ideas matematicas de los estudiantes por medio de la seleccion de elementos tecnoldgicos
que sirven para desarrollar habilidades de resolucién de problemas (Santos-Trigo et al, 2021).

Una concepcion ampliada de los recursos de los estudiantes. En la bitacora digital se
considera tanto la nocidn de recursos que describe Schoenfeld (1985; 2011) como los definidos
en el marco RASE, es decir, tanto los recursos cognitivos y de naturaleza simbolica como las
herramientas digitales que emplean los estudiantes como apoyo para el desarrollo de ideas
matematicas. Se argumenta que los recursos involucrados en el proceso de resolucion de
problemas comprenden todo aquello que el individuo conoce y que permite la construccién de
metas y submetas para resolver problemas. La activacion de elementos digitales en la resolucion
de problemas difumina la linea entre lo que los estudiantes conocen a priori y el conocimiento
al gque tienen acceso. En este sentido, los recursos no estan limitados a los contenidos
conceptuales y procedimentales con los que los estudiantes cuentan, sino que también es
relevante incluir el uso coordinado de tecnologias digitales (GeoGebra, WolframAlpha) y
desarrollos en linea (Khan Academy, YouTube, etc.) que pueden utilizar para explorar,

representar y resolver problemas matematicos.

Es decir, el empleo de herramientas, materiales o semidticas moldea la forma en que los
problemas son formulados y el tipo de razonamientos involucrados para obtener las soluciones
a los problemas; estas herramientas pueden incluir artefactos materiales u objetos abstractos
tales como el plano cartesiano, méetodos de resolucion de ecuaciones o incluso aplicaciones
digitales como GeoGebra (Santos-Trigo, 2023). Estas herramientas son fundamentales para la
construccién de representaciones y soluciones a problemas matematicos de los estudiantes por

lo que son fundamentales para el desarrollo de las actividades de los estudiantes.

Soporte en linea. Extender los salones de clases post-confinamiento implica incluir el

trabajo de los estudiantes de manera remota como presencial. Las tareas que los estudiantes
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desarrollan no estan limitadas al trabajo en clase, sino también incluyen los procesos de
busqueda de informacidn en sitios web y aplicaciones educativas para su realizacion (Santos-
Trigo, 2023). En este sentido, el elemento de soporte del marco conceptual de la bitacora digital
incluye la forma en que el profesor retroalimenta a los estudiantes, tanto de manera sincronica
(chats, videoconferencias, Ilamadas, etc.) o asincrénica (email, foros) asi como el conjunto de
aplicaciones o desarrollos digitales que ponen a disposicion de los estudiantes para llevar a cabo
su aprendizaje. La interaccidn que los estudiantes puedan tener entre ellos o con los profesores
no se limita a las reuniones sincronicas o via email, sino que adquieren elementos atemporales:
en contexto en linea, los horarios de trabajo son Unicos para cada individuo y no necesariamente
universales. Los estudiantes y profesores pueden plantear o resolver consultas en el momento
que consideren apropiados para ellos, de modo que los procesos de aprendizaje se integran a la

vida cotidiana.
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Capitulo 3 RYECENIE

Capitulo 3 METODOLOGIA

El objetivo principal de la investigacion incluye el analisis y caracterizacion de las
maneras en que los estudiantes desarrollan y exhiben habilidades de resolucion de problemas
mediante el uso de una bitacora digital, por lo que este estudio es de naturaleza cualitativa. Los
razonamientos que muestran los participantes se constituyen a partir de estrategias de
resolucion de problemas apoyadas en el empleo de un SGD (GeoGebra) y de la forma en que
integran reflexiones introspectivas y documentan sus acercamientos y experiencias en sus
bitacoras digitales. En este apartado se discutirdn las intencionalidades del estudio y el proceso
de disefio para la toma de datos.

3.1. Disefio de la investigacion

El trabajo con una bitacora digital en escenarios de aprendizaje basados en la resolucién
de problemas ha sido explorado en investigaciones previas a diferentes niveles educativos que
comprenden seminarios de profesores de matematicas y futuros profesores estudiando
programas de posgrado (Santos-Trigo et al., 2021; Santos-Trigo et al., 2022; Santos-Trigo, en
prensa; Ortiz, en prensa) y, aungue se han establecido formulaciones de lo que estudiantes de
bachillerato podrian mostrar en el trabajo de una bitacora (Santos-Trigo et al., 2022), alin no se
cuenta con evidencia empirica sobre el grado en que estudiantes de bachillerato podrian
apropiarse de la bitacora digital como una herramienta autorreflexiva. Es decir, la toma de datos
con estudiantes de bachillerato tiene por principal motivacién contribuir al desarrollo de la
investigacion del uso de una bitacora digital bajo un enfoque de resoluciéon de problemas

matematicos a nivel medio-superior.

A partir de lo planteado en la pregunta de investigacion, se intenta analizar el desarrollo
de habilidades de resolucion de problemas a través del trabajo que registran los estudiantes en
una bitacora digital. Interesa explicar modos de accion de los estudiantes en términos de sus
caracteristicas y procesos de resolucién de tareas, por lo que es ideal enmarcarla en una
naturaleza cualitativa (Freitas et al., 2017). Para la implementacion de esta investigacion, se
realizd un ciclo de iteraciones como plantean Bakker y van Eerde (2015): una fase de
preparacion y disefio; una fase de implementacion del experimento de ensefianza; y, finalmente,
una fase de analisis retrospectivo. La fase de preparacion y disefio involucro la implementacién

de un estudio piloto que tuvo una duracion de ocho semanas con cinco estudiantes de un
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programa de maestria en ciencias en matematica educativa durante un curso de resolucion de
problemas en un escenario remoto. La implementacién del piloto se llevo a cabo de forma
totalmente remota, en donde se solicito a los participantes llevar una bitdcora donde redactaran
todos los procesos relevantes al resolver problemas matematicos. El estudio piloto se encuentra
descrito con mayor detalle en Ortiz (2023). De los resultados de la implementacion piloto, se

establecieron las siguientes consideraciones adicionales para la investigacion:

Observaciones del piloto con estudiantes de posgrado

Consideraciones para la implementacion con
estudiantes de bachillerato

Los estudiantes de posgrado mostraron una apropiacion
relativamente satisfactoria durante el curso de ocho
semanas, con sesiones semanales de 3 horas.

Los estudiantes exhibieron el uso de diversas estrategias
de resolucién de problemas mediadas por el uso de
GeoGebra

GeoGebra books como un formato para el registro de la
bitacora resulté ser muy complejo para los estudiantes

Cada sesion se explord un problema distinto, por lo que los
participantes no tuvieron suficiente tiempo para comprender
y discutir las actividades

Los participantes no contaron con una guia sobre el tipo de
consultas que podian realizar para complementar su
bitacora

Se observd que el uso de canales de comunicacion por
medio de Microsoft Teams ofrecié un medio eficiente para
la interaccion entre estudiantes y el profesor.

Los participantes decidian cada cuando trabajar en la
bitacora y recibir retroalimentacion, lo que caus6 algunas
complicaciones en la estructura de las revisiones y el
seguimiento organizado del trabajo de los participantes.

La duracién del curso deberia tener una mayor duracion,
preferentemente, de 16 semanas (un semestre escolar).

Se mantuvo la idea de emplear GeoGebra para explorar y
resolver problemas de libros de texto

Se establecio la necesidad de poder ofrecer a cada
estudiante un equipo de computo durante el desarrollo de
las sesiones.

Google Docs ofrece una forma familiar y flexible como
formato de la bitacora, pues permite dar seguimiento a las
entradas y comentarios.

Se debe complementar Google Docs con el uso de
GeoGebra Tube para que los estudiantes almacenen en la
nube sus modelos dinamicos

Se considerd un tiempo minimo de una semana por
actividad, espaciando el tiempo necesario para discutir las
soluciones de las actividades

Se gener6 una lista de cuestionarios de Khan Academy para
que los estudiantes contaran con un soporte para realizar
consultas sobre los contenidos matematicos estudiados

Se mantuvo el uso de la plataforma Teams como principal
medio de comunicacidn remota

Se mantuvo la idea de revisiones continuas, sin embargo,
se establecieron cuatro momentos de revision obligatorios
para los estudiantes (3 semanas de diferencia entre cada
revision) ademas de la revision final de la bitacora para
garantizar una periodicidad minima de seguimiento.

Tabla 3.1. Elementos de la implementacion obtenidas del piloto

Los criterios de rigor, fiabilidad y validez seran atendidos en las diferentes fases del
desarrollo del estudio del siguiente modo: El rigor se manifiesta en tanto a qué tan sistematico
y bajo control son los pardmetros que afectan los resultados de la investigacion; la fiabilidad,
es la medida en que existe consistencia y capacidad de replicacion de la investigacion; y, por

ultimo, la validez es la medida en que la investigacion responde a la pregunta de investigacion
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(Jackson, 2022). El rigor se garantizo en las iteraciones de implementacion, pues a partir de la
primera implementacidn se observaron las variables no deseadas que pudieran intervenir en la
segunda implementacion, principalmente las relacionadas con el uso de formatos complejos
para la elaboracion de la bitadcora y la falta de orientacion y retroalimentacion para los
estudiantes. Las nociones de fiabilidad y validez también se establecen en la medida en que se
ofrecen descripciones detalladas sobre la implementacion del curso, la forma en que el disefio
y el método de andlisis de los datos, asi como los mecanismos de evaluacion entre pares a los
que se sometieron los procedimientos anteriores (Cypress, 2017). Asi, el proceso de
implementacién piloto fue sometido a un proceso de arbitraje entre pares cuyos resultados se
publicaron en Ortiz (2023); por otra parte, durante la segunda implementacion de la
investigacion, se presentaban periédicamente los resultados preliminares en un seminario con

otros investigadores, con la intencion de contribuir al rigor de este trabajo.

3.2. Participantes y aspectos generales

Se trabajo con un grupo de bachillerato, de la asignatura de Célculo Diferencial e
Integral 11, con 37 estudiantes cuyas edades oscilaron entre los 17 y los 19 afios. Célculo
Diferencial e Integral 11 se ubica en el sexto semestre del programa de estudios del Colegio de
Ciencias y Humanidades de la Universidad Autonoma de México (CCH-UNAM). Cabe
destacar que la asignatura de Calculo Diferencial e Integral 1l es parte de un conjunto de
asignaturas opcionales que los estudiantes seleccionan de acuerdo con su interés principal de
desarrollo profesional, por lo que la gran mayoria de los estudiantes continuara sus estudios en
carreras relacionadas con las matematicas, la ingenieria o, en general, las ciencias. En este
sentido, los estudiantes contaban con un nivel de interés sobre las matematicas ligeramente
superior al promedio. Adicionalmente, cabe destacar que, en el semestre inmediato anterior,
concluyeron satisfactoriamente un curso de Célculo Diferencial e Integral bajo un enfoque de

resolucion de problemas (sin la implementacion de una bitacora digital).

El curso tuvo una duracion de 15 semanas, organizadas en dos sesiones por semana,
cada una con una duracion de 2 horas. Vale la pena destacar que la intervencion y actividades
de la investigacion se enmarcan de acuerdo con el modelo educativo del CCH-UNAM
(DGCCH, 2006) pues establece que “el planteamiento y solucion de problemas debe ser el hilo

conductor para organizar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas”, a la vez que se
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especifica que el uso de computadoras y calculadoras para estudiar conceptos y procedimientos
de la Matematica, especialmente mediante el uso de “Geometrias dinamicas’ de modo que se

promueva la exploracion, observacion y manipulacion de objetos.

La investigacion, al ser de naturaleza intervencionista, se hizo de modo que se adaptara
a los requerimientos de estudiantes de bachillerato que estan a punto de entrar a la universidad
y, ademas, considerando que presentaban a nivel general diversas deficiencias conceptuales
(reportadas por los propios estudiantes), mayormente atribuidas a que los primeros cuatro
semestres de estos estudiantes se llevaron en linea, como producto de la pandemia COVID-19..
Asi, ademas de profundizar en los conocimientos de la derivada y la integral y las relaciones
entre ambos conceptos a traves del Teorema Fundamental del Célculo, se plante6 como un
proposito esencial revisar con los estudiantes conceptos base como la funcion, el uso del plano

coordenado, el enfoque algebraico del calculo integral, lugares geométricos, etc.

3.3. Estructuray organizacion de las tareas

Santos-Trigo (2019) propone el estudio de problemas donde la representacion de algin
fendmeno de variacion a través de un modelo grafico permite acceder a ideas relevantes del
calculo sin la necesidad de emplear recursos algebraicos. En este sentido, los alumnos deben
realizar conexiones conceptuales a través de las permisibilidades dinamicas de un SGD como
GeoGebra. Para el desarrollo de un curso de Calculo Diferencial e Integral Il bajo un enfoque
inquisitivo de la resolucion de problemas, se considera que las actividades deben estar dirigidas
a problematizar la disciplina, en este sentido, a ser concebida a través de dilemas que permitan

un desarrollo conceptual de las ideas fundamentales del Calculo.

Thurston (1994) plantea una lista que resume las formas en que se concibe la derivada
en los estudiantes: como una razon de cambio infinitesimal, como una relacion simbdlica entre
expresiones algebraicas (derivacion), como una relacion l6gica (definicion épsilon-delta), como
un objeto geométrico (la pendiente de una recta tangente), como una aproximacion
(aproximacion linear local) y como una idea microscopica. Estas ideas corresponden al desafio
de “digerir y reconciliar” cada una de estas nociones entre si y, a su vez, dan cuenta de las

ideas clave que corresponden al estudio del Célculo Diferencial respecto a la derivada.

En cuanto al estudio de la integral, Kouropatov y Dreyfus (2014) plantean dos ideas

fundamentales que promueven la construccién del conocimiento conceptual de los estudiantes
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sobre la integral: la acumulacién y la aproximacion. Por un lado, la integral se puede entender

como un procedimiento del acumulado de una cantidad a medida que transcurre el tiempo, y

por otro, un proceso de refinacion que permite el calculo de una magnitud, a medida que se

agregan elementos adicionales (referente al método de exhaucion de los griegos). En este

sentido, en tanto los estudiantes se enfrenten a tareas que involucren el analisis de fendmenos

de variacion, acumulacion y aproximacion, se estard promoviendo un aprendizaje conceptual

sobre la integral.

De manera general, el curso se organizo alrededor de cuatro tematicas: Derivadas de

funciones trascendentales, Area bajo una curva, Teorema Fundamental del Célculo y Estudio

de la integral. La Tabla 3.2 sintetiza la organizacion del curso.

Tema Contenido matematico Exploraciones en sala de computo
1) Derivadas de Derivadas de funciones exponencialesy ~ Comandos basicos en GeoGebra
funciones logaritmicas Modelos de ajuste exponencial y logaritmico
trascendentales  proplemas que involucran derivadas de
funciones transcendentales y
logaritmicas
2) Integral Area bajo la curva Comando de integral definida
definida Sumatorias y sumas de Riemann Intersecciones de rectas
Areas entre dos funciones Problemas de &reas entre funciones
Definicién y propiedades de la Integral
definida
3) Teorema Antiderivadas directas La funcion de acumulacién
Z“I"g?:“elf‘tal Calculo de la integral definida La tasa de cambio instantanea del area bajo
¢l Lalculo Problemas que involucran antiderivadas 12 curva
Dada la grafica de f', ;qué propiedades se
pueden inferir de f?
4) Aplicaciones de Técnicas de integracién: cambio de Problemas que involucran integrales y/o

la integral

variable

Técnicas de integracion: integracién por
partes

Sélidos de revolucién

derivadas

Teorema del Valor Medio para Integrales
Problemas de calculo de promedios
Problemas de aproximacion de volumenes

Tabla 3.2. Estructura de los temas del curso

Se mantuvo el contenido matematico establecido en el programa del Colegio de

Ciencias y Humanidades, no obstante, el enfoque inquisitivo se reflejé en la manera en que se

! Disponible en linea en el siguiente enlace:

https://www.cch.unam.mx/sites/default/files/programas2016/CALCULO | Il.pdf
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realizaron exploraciones complementarias del contenido matematico durante las sesiones en la
sala de cobmputo. Asi, en el Tema 1, se utilizaron problemas de libro de texto para explorar los
comandos Yy la interfaz basica de GeoGebra junto con los estudiantes: usar la barra de entrada,
ambas vistas graficas, colocar puntos y la escritura de algunos comandos textuales. También se
aprovecho para explorar con los estudiantes la idea de modelar un fenémeno a través de un
conjunto de datos y obtener una funcion con los modelos de ajuste exponencial y logaritmico.
En el Tema 2, se aprovechd el comando de integral para abordar problemas de area bajo la
curva con los estudiantes sin la necesidad de usar técnicas o formulas de integracion. Las
exploraciones del Tema 3 se organizan en torno a la nocién de una funcién acumulacion,
conectando la idea de la integracion como un proceso inverso a la derivada a través de
problemas de velocidades. Finalmente, en el Tema 4 se realizan problemas que atienden a la
nocion de la integral como una aproximacion, pues complementario al proceso de refinacion
del é&rea bajo la curva compuesta por una cantidad infinita de rectangulos, problemas que
involucran calcular promedios y volimenes de formas irregulares promueven la idea de realizar

aproximaciones a través de la integral.

Para la seleccion de los problemas, se utilizaron principalmente los libros de texto de
Stewart (2012) y Larson y Edwards (2010). La seleccién de las actividades para las sesiones
presenciales se hizo de manera proxima a lo recomendado por la Direccion General del CCH 'y
es esencial destacar que la intencidn de este trabajo no esta enfocada en el redisefio del curriculo
de Caélculo, pues esto demanda un estudio profundo sobre la epistemologia de las ideas del
calculo y de los obstaculos cognitivos que pueden presentar los estudiantes. Santos-Trigo
(2019) sugiere que no existen tareas necesariamente idoneas para la solucion de problemas,
sino que tareas tradicionales en los libros de texto pueden ser un punto de partida que, al ser
exploradas en medios dindmicos, favorecen la emergencia de diversas formas de razonamiento
y competencias de resolucion de problemas; esta idea es sintetizada por Cai & Hwang (2023)
a través de la expresion “mientras que un problema pueda promover en los estudiantes el
aprendizaje de matemdticas importantes, es un problema valioso”. Asi, 10s Unicos criterios que
se consideraron para la seleccion de las tareas fue que tuvieran el potencial para ser

representadas en GeoGebra.
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Dada la extension y cantidad de las actividades empleadas, se recomienda consultar el
Apéndice 1 donde se encuentran todas las actividades del salon de computo. Se enunciara la

tarea correspondiente cuando se discuta en el andlisis de resultados.

3.4. Implementacion y conduccion del curso

Si bien el curso se llevd a cabo de manera presencial, se empled la plataforma Microsoft
Teams para la comunicacién de actividades e interacciones extractase. Ademas, a través de esta
aplicacion se compartieron videos complementarios de las sesiones, los archivos con las
actividades del curso y cuestionarios para reforzar sus conocimientos. Por otra parte, se manejo
una carpeta de Google Drive donde los estudiantes incluyeron sus bitacoras, en forma de
archivos de Google Docs. Finalmente, para complementar el soporte que los estudiantes
tuvieron, se incluyo trabajo de Khan Academy, plataforma a través de la cual se asignaron
cuestionarios de opcién multiple semanalmente. Se llevaron a cabo dos formas de trabajo

presencial, que se describen a continuacion:

e Trabajo en el aula tradicional. Se hara referencia a un aula tradicional en el
sentido en que se llevaron a cabo en un salon de clases equipado Gnicamente con
sillas, mesas y el pizarrén, de modo que no existia un acceso evidente a herramientas
digitales proporcionados por el colegio. En ella, se abordaban los temas importantes
del curso desde perspectivas tedricas, que posteriormente se complementaban en la
sala de computo.

e Trabajo en una sala de computo. En estas sesiones, el profesor planteaba a los
estudiantes situaciones problema que se exploraban con ayuda de GeoGebra en un
aula donde los estudiantes contaban cada uno con una computadora y acceso a
internet. Primero se daba un espacio para discutir junto con los estudiantes la
comprension de los enunciados de las tareas o bien, la resolucién de una tarea en
conjunto. Posteriormente, los estudiantes debian trabajar en sus propias situaciones
en equipos, individualmente o de manera grupal entre varios equipos. Las
Actividades consistieron en un conjunto de ejercicios o problemas que los
estudiantes tenian la libertad de seleccionar para trabajar en equipos. Antes de
finalizar la sesion, se discutian de manera grupal las aproximaciones de los

problemas planteados.
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La principal fuente de datos se obtuvo del trabajo de los estudiantes en la sala de
computo, debido a que en el aula tradicional no se podia garantizar que todos los estudiantes
tuvieran acceso al uso de herramientas digitales tales como GeoGebra o internet. Cabe destacar
que en todo momento, se presentd una continuacion en las actividades en ambas modalidades,
pues durante las sesiones de clases en el aula tradicional se abordaron principalmente aspectos
teoricos del curso, mientras que en la sesion en la sala de computo los estudiantes se enfocaban
en explorar conceptos matematicos con apoyo de tecnologias digitales. ElI enfoque de
resolucion de problemas permed en ambos tipos de sesiones, sin embargo, el énfasis inquisitivo
con el apoyo de tecnologias digitales se dio prioritariamente en las sesiones en la sala de
computo. El desarrollo de las actividades estuvo guiado a través de lo que Laursen y Rasmusen
(2019) denominan como los cuatro pilares del aprendizaje matematico inquisitivo (Inquiry-

based mathematics education):

1) los estudiantes se involucran profundamente con tareas matematicas
significativas y coherentes,

2) los estudiantes procesan ideas matematicas colaborativamente,

3) el profesor indaga sobre el pensamiento de los estudiantes; y,

4) el profesor promueve la equidad en el disefio de aprendizaje y las dinamicas de

clase

Al inicio del curso, se plante6 que el criterio central de la evaluacion del curso se llevaria
a cabo por medio del trabajo de una bitacora digital. Los estudiantes se organizaron en grupos
de hasta 3 integrantes, con la posibilidad de trabajar de manera individual. Asi, la fuente de los

datos provino del total de 21 bitacoras, distribuidas de la siguiente manera:

e 8 bitacoras individuales
e 10 bitacoras por parejas

e 3 bitacoras por ternas

Para la elaboracidn de las bitacoras, se comunico a los estudiantes que la intencién seria
construir una serie de reportes donde, de manera general, exhibirian el grado de apropiacion de
las ideas clave del Calculo diferencial e integral. Se exhortd a los estudiantes a incluir registros
relevantes sobre el desarrollo de sus competencias matematicas que a su vez permitiria al

profesor monitorear sus formas de razonamiento (Santos-Trigo, 2023), es decir:
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i.  El tipo de preguntas que planteen y persigan para dar sentido a los enunciados

de los problemas

ii.  Todo tipo de aproximaciones para resolver problemas: exitosas o no

iii.  Los modelos dindmicos construidos, las estrategias y formas de validacion de
sus aproximaciones

iv.  Notas de clase: definiciones, ejercicios, ejemplos; tanto en forma de texto como
de imagenes o fotografias de su cuaderno o de la clase.

v.  Recursosen lineay aplicaciones utilizadas para trabajar en las tareas. Incluyendo
videos, sitios web, plataformas educativas, etc.

vi.  Inquietudes o reflexiones sobre los temas vistos en clases
vii.  Dudas u obstaculos que pudieran identificar en la comprension de conceptos
viii.  Formas en las que el trabajo de otros influy6 en el entendimiento de conceptos

y la solucion de problemas

La creacién de las bitacoras se llevo a cabo en la primera sesién de cémputo, los
estudiantes se organizaron en equipos Yy crearon archivos de Google Docs compartidos para el
profesor y para sus compafieros. Los enlaces a todas las bitacoras se compartieron en un canal
de comunicacion de Microsoft Teams. Si bien, se hizo énfasis en la necesidad de trabajar de
manera continua en la bitacora, no todos los estudiantes contaron con dispositivos adecuados
para trabajar en su bitacora fuera del salon de clases. En este sentido, se mantuvo cierta libertad
en la frecuencia en la que los estudiantes podian trabajar en sus bitacoras, sin embargo, se
acordo con los estudiantes una revision obligatoria cada vez que transcurrieran 4 sesiones de la
sala de computo, en total se presentaron 4 de estas revisiones, las cuales se emplearon como

puntos de avance clave en los estudiantes.

La Tabla 3.3 resume los aspectos que se evaluaron en cada una de estas revisiones.
Cabe mencionar que la forma de evaluacion se realiz6 de manera formativa: una vez realizada
una revision, los estudiantes tenian la oportunidad de modificar el contenido de su bitacora y
ser evaluados nuevamente. Cabe mencionar que la Tabla 3.3 es una adaptacion sintetizada de
las rabricas compartidas para los estudiantes en cada una de las cuatro revisiones programadas,
con la finalidad de ilustrar las ideas matematicas importantes que se trataba de identificar en el

trabajo de los estudiantes.
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Temas de Preguntas de evaluacion Niveles esperados
revision
Primera revision
Tema 1 e (Cémo se definen las funciones peficiente. Incluyen texto copiado de fuentes
Derivadas  de logaritmicas y exponenciales? externas, sin profundizar en las explicaciones.
funciones e ;Qué conceptos matematicos son Incluyen solamente fotos/notas de la clase.
trascendentales nuevos para ustedes? Esperado. Complementan las consultas externas
e ;Como entienden esos nuevos con comentarios y reflexiones propias. Incrustan
conceptos? imagenes de lo visto en clase y las dudas que
surgieron, 0 muestran cdmo extender sus ideas.
Sobresaliente. Realizan exploraciones
complementarias a las vistas en clase, consultan e
incluyen ejercicios o problemas propios sobre los
temas de clase.
Segunda revision
Tema 1 e ;Qué significa hacer un ajuste Deficiente. Solo se incluyen notas de lo visto en
Derivadas  de logaritmico o exponencial para una clase, sin agregar el trabajo realizado por los
funciones situacion problema? estudiantes.
trascendentales e  Si se tiene informacion grafica sobre la  Esperado. Desarrollan justificaciones breves de las
funcion de crecimiento/velocidad de respuestas a su trabajo y las acompafian de los
Tema 2 una cantidad, ;,como se obtiene modelos dinamicos construidos.

Integral definida

informacién sobre esa cantidad?

;Como se explica el proceso de
integracion a partir de aproximaciones
del area de rectangulos? ;Como se
refina esta aproximacion?

Sobresaliente.  Explican el proceso de
aproximacion de rectangulos para el area bajo la
curva de una funcion; Incluyen exploraciones
algebraicas o graficas sobre la idea de una suma de
Riemann;

Tercera revision

Tema 2
Integral definida

Tema 3

Teorema
Fundamental del
Calculo

;,Como se resuelven problemas de areas
bajo la curva entre dos funciones?

¢ Qué tipo de propiedades tiene la Integral
Definida?

¢ De qué trata el Teorema Fundamental del
Calculo? 4cual es su relevancia con la
integral y la derivada?

Deficiente. Solo se incluyen notas de lo visto en
clase, sin agregar el trabajo realizado por los
estudiantes.

Esperado.  Describen el procedimiento de
descomposicion de figuras para obtener areas bajo
la curva o la comprobacion de las propiedades de la
integral. EI TFC es asociado a una relacién inversa
entre la derivacién e integracién.

Sobresaliente. Desarrollan expresiones generales
de las propiedades de la integral. Explican con sus
propias palabras la relacion entre la derivada y la
integral a través del TFC, en términos de la derivada
de una funcion de area.

Cuarta revision

Tema 3

Teorema
Fundamental del
Calculo

Tema4

Aplicaciones de
la integral

;Por qué es importante el TFC para
resolver problemas donde solamente se
tiene informacion de la derivada de una
funcion?

;Como entienden el Teorema del Valor
Medio para las Integrales?

¢ Como usar la Integracion para aproximar
el volumen de objetos irregulares?

Deficiente. Solo se incluyen notas de lo visto en
clase, sin agregar el trabajo realizado por los
estudiantes.

Esperado. Describen el TFC, el TVM y el método
de discos a través de la resolucion de problemas,
explicando sus soluciones e incluyendo modelos
dinamicos.

Sobresaliente. Incluyen ideas complementarias
para comprender los conceptos: soluciones
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algebraicas, nuevos problemas, aplicaciones en la
vida real, etc.

Tabla 3.3. Revisiones y criterios de revision de la bitacora

La evaluacion se llevo a cabo en la medida en que las preguntas eran respondidas de
acuerdo con cada nivel, dependiendo de las revisiones, se asign6 un porcentaje equitativo a
cada pregunta. Esto tuvo finalidades sumativas de la evaluacion, primordialmente para la

asignacion de la calificacion de los estudiantes y para proporcionar retroalimentacion.

En la Tabla 3.4 se muestran las Actividades que se exploraron a lo largo del curso,
agrupadas por Temas. Esto pretende ofrecer una vision global sobre la forma en que se
implementaron las actividades en torno a los temas clave de un curso de Calculo Diferencial e
Integral. Las actividades (A1, A2, ..., A10) se describen de manera resumida, para una version

extendida de las actividades, se puede consultar el Apéndice 1.

Tema 1. Derivadas de funciones trascendentales

A1. Modelar la relacion entre altura y presién con apoyo en el ajuste polinomial

Tema 2. Integral definida

A2. Calcular el area bajo la curva con A3. Calcular el area comprendida Ad4. Analizar los limites de integracion
integrales positivas o negativas entre dos funciones tal que el &rea bajo la curva de una
funcion satisfaga ciertas condiciones
Tema 3. Teorema Fundamental del Calculo
A5. Modelar una funcion de velocidad A6. A partir de la curva f', obtener A7. Obtener informacion sobre el
para generar inferencias acerca de la  informacion acerca de f tomandoen  cambio neto y cambio total a partir de
posicion de un mavil cuenta una condicion inicial. informacion sobre el cambio de una
cantidad.
Tema 4. Aplicaciones de la integral
A8. Calcular volimenes en A9. Determinar el promedio de A10. Interpretar geométricamente el
revolucién, empleando modelos cantidades continuas (Teorema del TVM para integrales en contextos
polinomiales y método de discos Valor Medio para integrales) fenomenoldgicos 0 matematicos.

Evaluacion final

AF. Conjunto de problemas que abarcaron los temas mas relevantes del curso

Tabla 3.4. Actividades trabajadas a lo largo de del curso en la sala de cémputo

3.5. Andlisis de los datos

Los principales datos de la investigacion se obtuvieron a través de dos fuentes: notas de
campo del investigador, sobre los aspectos importantes que ocurrieron en la clase; v,
principalmente, las 21 bitacoras de los estudiantes que asistieron de manera consistente al curso.

En el Apéndice 7 se pueden consultar los enlaces a todas las bitacoras. El analisis de esta
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implementacién se llevd a cabo a la par que se desarrollaban las actividades y, posteriormente,
de forma retrospectiva al finalizar el curso: un analisis en curso a medida que se desarrollaron
las sesiones, y un analisis retrospectivo, que se llevo a cabo al finalizar el curso. Las notas de
campo se emplearon para identificar y registrar aspectos tales como el seguimiento de las ideas
de clase, participacion, sugerencias de aproximaciones no reportadas en sus bitacoras,
preguntas de profundizacion, etcétera; esto fue con la intencion de analizar material derivado
de cualquier forma de comunicacion, no solamente sobre el contenido de las bitacoras sino
cualquier tipo de manifestacion no-textual que pueda contener significados estructurales
subyacentes sobre los modos de razonamiento de los estudiantes (Mayring, 2014). Un proceso
fue la creacion de categorias a partir de la observacion y analisis de los datos que se resumen
en tres principales formas de desarrollar: categorias deductivas, u obtenidas por los conceptos;
categorias inductivas, obtenidas directamente de los datos y la combinacion de estas (Mayring,
2014; Kuckartz, 2019). Simon (2019) plantea un flujo de trabajo de analisis cualitativo
organizado en tres niveles de generalizacion, los cuales se siguieron para la estructuracion de

los datos obtenidos de las bitacoras, el cual se resume en la Figura 3.1.

) Particular, punto-a-punto | T Sobre datos del primer nivel ) Sobre datos del segundo nivel
E Directamente de los datos E Cambios en los entendimientos E Nivel explicativo
Procedimientos de los e de los estudiantes +  Conexiones y explicaciones
33 estudiantes = Ideas generales sobre las 8 derivadas del marco conceptual
E Entendimientos especificos de £  bitdcoras &  Categorizaciones basadas en
~ las tareas En Caracterizacion sobre el = conceptos del marco
% entendimiento de los conceptual
participantes

Figura 3.1. Niveles de analisis del contenido de las bitacoras, basado en Simon (2019).

El andlisis de tercer nivel demanda establecer un conjunto de descriptores que permitan
caracterizar los niveles de apropiacién de los estudiantes sobre la bitacora digital como una
herramienta para registrar y reflexionar sobre sus experiencias de aprendizaje. Para ello, se
considerd la nocion de un ambiente poderoso de aprendizaje, o Teaching for Robust
Understanding (TRU) que se constituyen a través de cinco dimensiones (Li & Schoenfeld,
2019):

a) Las matematicas, desarrollar y exhibir habitos de mente productivos a través de

enfoques de resolucién de problemas que conectan lo que saben con grandes ideas
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b) Demanda cognitiva, trabajar con tareas en niveles de dificultad crecientes, y recibir

retroalimentacion cuando se atoren

c) Acceso equitativo, todos los estudiantes tienen la oportunidad de participar en
discusiones matematicas para aprender conceptos y resolver problemas

d) Agencia, apropiacion e identidad, la voluntad de participar en conversaciones
matematicas, de compartir y valorar sus resultados y contribuciones a las soluciones de

los problemas; y,

e) Evaluacion formativa, brindar a los estudiantes oportunidades de profundizar en su
propio entendimiento sobre sus enfoques de resolucién de problemas.

Al respecto, Schoenfeld (2019) destaca que el marco TRU consiste en un cambio de
perspectiva de los ambientes de aprendizaje de centrar la atencion en los profesores hacia los
estudiantes, de modo que los aspectos de las cinco dimensiones mencionadas se deben
interpretar desde la vision del estudiante, en la Figura 3.2 se identifican preguntas que los

estudiantes pueden plantearse sobre el ambiente de aprendizaje.

A Bencin Evaluacion
& formativa

« ;Cudles son las * ;Qué hago cuando + (Estoy * ;Qué * ;Se esta
ideas clave? me atoro? participando en oportunidades respondiendo a
« (Cémo conecto + ;Cuénto tiempo aprendizajes tengo para mis ideas y a como
ideas con lo que ya me dan para matematicos expresar mis ideas? profundizar en
s€? resolver un significativos? + (De qué manera ellas?
problema? + (De qué manera me reconozco * (Mis
+ ;Se me piden me engancho ala como capaz de razonamientos se
explicaciones o clase? contribuir a las incluyen en la
solo dar discusiones? instruccion?

respuestas?

Figura 3.2 Observando la clase desde los ojos del estudiante (Schoenfeld, 2019)

Si bien estas dimensiones se refieren a lo que Schoenfeld define como un ambiente
poderoso de aprendizaje, desde la perspectiva de esta investigacion se considerard que estos
mismos aspectos generales permitan describir la manera en que los estudiantes utilizan su
bitacora digital como un medio de reflexion sobre su aprendizaje y sobre la problematizacion
de la disciplina:

Descriptor Formas de identificar en la bitacora

Conexion de ideas matematicas (Matematicas) o Destacan ideas centrales a través de identificar
Como dan cuenta los estudiantes de las relaciones su relevancia

que existen en el contenido matematico en términos e |dentifican los recursos matematicos

de exploraciones, complementacion de ideas, involucrados en las tareas
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identificacion de vinculos entre conceptos o su
relacion en la resolucién de problemas.

Complementan soluciones a problemas de
forma algebraica, numérica o grafica

Prioridad en las
cognitiva)

¢ Como justifican sus ideas? ;En qué sentido
consideran relevante plantear argumentos o
explicaciones a las respuestas a problemas? ; cual
es el énfasis que le dan a la estructuracion de ideas
conceptuales?

explicaciones (Demanda

Justificaciones de soluciones a problemas
Explicaciones de sus acercamientos
Comprobacion de sus soluciones

Modelos de GeoGebra acompafiados de
comentarios

Agregan sintesis o conclusiones

Involucramiento (Acceso equitativo)

Incluyen muestras de sus aportes a la clase o bien,
de su propio entendimiento sobre el curso de una
manera acorde a sus necesidades individuales.

Incluyen descripciones de lo que hicieron en
clases

Profundizan mediante consultas en otras
fuentes o con problemas nuevos

Expresan inquietudes y dudas sobre conceptos
0 problemas

Agencia del aprendizaje (Agencia)

Esta agencia se entendera como el reconocimiento
de sentirse responsables o duefios de lo que estan
aprendiendo. ¢ Exhiben un interés inquisitivo por el
contenido matematico? 4 Perciben relevancia en su
trabajo en clases, incluso si sus ideas no
constituyeron una solucién?

Exploran formas alternativas de estudiar el tema

Complementan su bitacora con problemas
adicionales

Vinculan el contenido del curso con
conocimientos de su interés

Extienden exploraciones de las herramientas de
GeoGebra

Continuidad (evaluacion formativa)

¢ Toman en cuenta aspectos de la retroalimentacién?
¢ Qué importancia perciben los estudiantes en el
trabajo constante de la bitdcora? ; Cdmo mantienen
una estructura coherente a lo largo del trabajo en la
bitdcora?

Frecuencia de los cambios en Google Docs

Retoman ideas, conceptos o procedimientos
previos en la elaboracién de nuevos

Existe una estructura global y coherencia a lo
largo de la bitacora

Tabla 3.5. Descriptores del trabajo en una bitacora digital

Con estos elementos, en la Figura 3.3 se sintetizan las tres fases de analisis que se
Ilevaron a cabo. La primera fase del analisis tuvo como principal objetivo obtener una vision
panoramica sobre los resultados de la implementacion de las actividades; en la segunda fase,
tuvo como finalidad dar una vision global sobre como fue el desempefio de los estudiantes en
la resolucion de las actividades y en la tercera fase se integraron elementos relacionados con la
identificacion de perfiles sobre la estructura del trabajo en la bitacora digital. Como resultado
del andlisis, se generd un conjunto de perfiles de bitdcoras cuya caracterizacion tuvo la
intencion de dar respuesta a la pregunta de investigacion. En este sentido, se discutiran los

resultados a partir de lo obtenido de la segunda y tercera fase del analisis.

36



CEIJUERS \etodologia

Andélisis en curso

Primera fase

y lo registrado en las bitdcoras

Andlisis por actividades

Directrices del analisis Codificacién

» Identificar las diferentes formas en que los » jEnquém los estudiantes emplearon
estudiantes abordaron las actividades tecnolog gitales parareducir o extenderel S e g u ] d a fa S e

Caracterizarlos modos de empleo de las tipo de relaciones matematicasinvolucradas al
tecnologfas para acercarse a los problemas momento de realizar las actividades?

Analisis transversal por bitacoras
Los modelos dindmicos Uso de los registros Estilo de los reportes

;De qué manera se enganchan " . . : )
cwed . g Identificar el tipo de entradas iCémaregistran los estudiantes Te rc e ra fa S e
en exploraciones con modelos . . .
. . que los estudiantes emplean, sus acercamientos? ja qué le dan
dindmicos para dar sentido a las : . e .
. 1qué contenidos consultany prioridad? jincluyen argumentos
mateméticas involucradasenlas ) . . .
o 9 cémo los incluyen? o discusiones?
actividades?

Figura 3.3. Sintesis de las tres fases del analisis cuyo resultado es la generacion de perfiles

de trabajo sobre la apropiacién de la bitadcora digital
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La unidad de analisis involucra el trabajo registro de los estudiantes en cada una de las
21 bitacoras, las cuales contienen evidencias de las actividades desarrolladas a lo largo de todo
el curso. Las bitacoras contienen el registro de uno, dos o tres estudiantes. En este sentido, una
bitacora constituye una unidad de andlisis. En la Tabla 4.1, se identifica el nimero de

estudiantes que reportaron las tareas y actividades del curso.

Bitacora 1 Bina Padme y Alejandra Bitacora 12 Individual ~ Ferran

Bitacora 2 Terna Dante, lan y Ariadna Bitacora 13 Bina Arturo y Johana
Bitacora 3 Bina Daniela y Susana Bitacora 14 Individual ~ Eric

Bitacora 4 Bina Fernando y Danna Bitacora 15 Bina José y Jorge
Bitacora 5 Bina Percy y Angel Bitacora 16 Terna Victor, Josué y Ana
Bitacora 6 Individual ~ Atziry Bitacora 17 Bina Andrés y América
Bitacora 7 Individual ~ Kaori Bitacora 18 Individual ~ Carlos

Bitacora 8 Bina Manuel y Jonathan Bitacora 19 Individual ~ Mauricio
Bitacora 9 Terna Abraham, Alex y Fernando | Bitacora 20 Individual ~ Hugo

Bitacora 10 Bina Samuel y Ricardo Bitacora 21 Individual ~ Ashley

Bitacora 11 Bina Kevin y Valeria

Tabla 4.1. Composicién de las bitacoras del curso

El andlisis de los datos se enfoca inicialmente hacia las diferentes aproximaciones
registradas en cada una de las 21 bitacoras sobre las formas en la que los estudiantes abordaron
las actividades; posteriormente, se realizé un andlisis enfocado en las bitacoras, identificando
el desempefio transversal de los participantes a lo largo del curso con la intencion de generar
perfiles del desempefio que destacan caracteristicas similares en los acercamientos de

resolucion de las actividades.

En sintesis, primera fase del analisis permite identificar distintos modos de aproximarse
a cada una de las actividades, mientras que la segunda tuvo como objetivo dar cuenta del avance
reportado en las bitacoras a lo largo del curso y asi elaborar categorias o perfiles de desempefio
de los participantes. En una primera seccion de este capitulo, se describen algunos elementos
que resultaron de la implementacion de las actividades. En la segunda seccion, se categorizan

los perfiles de desemperio de los estudiantes y se ilustran las formas en que resuelven y registran
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sus acercamientos a las actividades. Finalmente, en la tercera seccion de este capitulo, se
presenta una discusion sobre las percepciones de los estudiantes acerca de las ventajas y

desventajas del trabajo de la bitacora.

Analisis transversal
; Como caracterizar el trabajo de los estudiantes por bitdcora?

Actividad 1 Actividad 2 e Actividad 10

Acercamiento Acercamiento

Acercamiento

en la Bitacora 1 en la Bitacora 1 en la Bitacora 1

en la Bitacora 2

en la Bitacora 2 . en la Bitacora 2

Acercamiento
en la Bitacora 3

Acercamiento
en la Bitacora 3

Acercamiento
en la Bitacora 3

(U0421841S SOTUAUDA0D 3p 0odl N
SOPEPIALIOR JP SISIJeUuy

Acercamiento en Acercamiento en Acercamiento en

la Bitdcora 21 la Bitacora 21 la Bitdcora 21

e

.
.
.
-
.
.
.
.

Figura 4.1. Analisis transversal y por actividades de los datos

4.1. Panorama general sobre la implementacion de las actividades

De acuerdo con LeCompte (2000), es fundamental brindar informacion sobre el
contexto de la investigacion para dar sustento a los elementos de validez y confiabilidad de la
investigacion. Por lo tanto, en esta seccion se incluye informacion que permita dar un panorama

general sobre el desarrollo de la implementacion de las actividades.

Tal como se menciond en la seccion de métodos, las sesiones se desarrollaron en dos
modalidades: sesiones en el aula tradicional y sesiones en la sala de computo. En las sesiones
en el aula tradicional, se estudiaron los temas del curso principalmente de manera analitica,
debido a que no se contaba con el acceso a herramientas digitales; en las sesiones de la sala de
cémputo, todos los estudiantes contaban con una computadora con acceso a internet y con
GeoGebra instalado, de modo que las sesiones en la sala de computo permitian explorar de
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manera dinamica los problemas y conceptos que se trabajaban durante las sesiones en el aula
tradicional. La Tabla 4.2 muestra de manera general la forma en que se implementaron las
actividades del curso durante las sesiones en la sala de computo (trabajo presencial) y la
dinamica de trabajo de los estudiantes de manera remota, enfocada principalmente en el registro

de su bitacora.

En cada sesion en la sala de computo, se planteaba un problema seleccionado de los
libros de texto sugeridos por el programa curricular y el profesor invitaba a los estudiantes a
plantearse preguntas clave para guiar sus exploraciones: ¢cémo explorar el problema? ;qué tipo
de variables intervienen? ;qué comandos deberan emplear? a medida que el curso avanzo, estas
preguntas se delegaron hacia los estudiantes. Durante las sesiones, los estudiantes trabajaban
en equipos y el profesor monitoreaba el trabajo de los estudiantes, atendiendo preguntas,
inquietudes y planteando preguntas adicionales a los estudiantes. Durante esta dinamica de
trabajo, los estudiantes realizaban breves anotaciones en sus bitacoras que posteriormente

complementaban en casa.

Trabajo presencial Trabajo remoto ‘

El profesor:
e presentaba un problema ante el grupo, invitando alos = e  Asignaba cuestionarios, videos y articulos interactivos
estudiantes a explorarlo con GeoGebra por medio de la plataforma Khan Academy para que
e monitoreaba el trabajo de los estudiantes, aclarando los estudiantes revisaran extra-clase
dudas conceptuales o técnicas o facilitaba materiales textuales, videos y presentaciones

o planteaba preguntas guia (e.g., ;,c6mo usar el modelo en el canal general de Teams para que los estudiantes
para resolver las actividades? ;qué argumentos consultaran; y,
pueden construirse de manera adicional?); y o Disefiaba cuestionarios de opcién multiple por medio
e exhortaba a los estudiantes a presentar sus resultados de Teams para complementar el trabajo matematico de
ante el resto del grupo, que mostrara aproximaciones las sesiones presenciales.
que pudieran enriquecer el trabajo de los demas

Los estudiantes:

e Trabajaban en grupos pequefios (de 1 a 3 integrantes) e  Complementaban sus bitdcoras con reflexiones
en representar los problemas en GeoGebra retrospectivas sobre su trabajo en las sesiones

e resolvian los problemas con ayuda de modelos presenciales
dindmicos en GeoGebra; y e trabajaban en tareas asignadas por el profesor en

e realizaban un registro inicial en su bitacora (Google Khan Academy y Teams; y

Docs) e buscabany seleccionaban contenido que consideraran
importante de incluir como complemento del trabajo
matematico en las sesiones presenciales

Tabla 4.2. Directrices del trabajo presencial y remoto del curso

Un aspecto que es importante de enfatizar es la forma de organizacion para el registro

de las bitacoras a cargo de dos o tres estudiantes, ¢qué significa el registro en la bitacora de una
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pareja o terna de estudiantes? En este sentido, resulté importante incorporar medidas que
garantizaran que los registros de las bitacoras elaboradas por parejas o ternas de estudiantes
constituyeran un reflejo del trabajo colaborativo y que las aportaciones de sus integrantes fueran
lo mas equitativas posibles. Este conjunto de medidas se implementd a través de un sistema de

monitoreo activo por parte del profesor que consistio esencialmente en lo siguiente:

I.  Durante el desarrollo de las sesiones, el profesor realizaba preguntas dirigidas hacia
cada uno de los integrantes de los equipos de trabajo en binas y ternas, con la
intencion de evaluar su comprension individual sobre el proceso de resolucion de
las actividades.

ii.  El profesor también seleccionaba a diferentes miembros de los equipos para que
expusieran ante el resto de sus compafieros como habian obtenido las soluciones a
las actividades, asegurandose de que las participaciones no estuvieran centradas en

un grupo reducido de estudiantes.

En este sentido, a traves de este monitoreo activo, los registros en bitacoras digitales
elaboradas por dos o tres estudiantes reflejan el resultado de exploraciones realizadas de manera

colaborativa entre sus integrantes, producto de interacciones y discusiones entre pares.

4.1.1. Sesion introductoria al uso de GeoGebra para resolver problemas

Durante la primera sesion, se crearon los archivos en Google Docs que correspondieron
con cada bitacora, se presento la interfaz de GeoGebra y se exploro el concepto de la funcién
exponencial y la relacién proporcional que existe con las derivadas exponenciales (Apéndice
2). Durante la segunda sesion, se utilizo el siguiente problema para desarrollar la introduccién
al uso de GeoGebra. a los estudiantes durante la resolucion del problema.

Para estimar la cantidad de defoliacion causada por la polilla gitana durante un afio, un guardabosques midio
1 . .

|a masa de huevecillos en et de acres del otofio pasado. El porcentaje y de defoliacion se aproxima mediante

|a expresion:

300

y= 3 4 17e~0.06255x

Donde x es la masa de huevecillos en miles (si x = 1, se lee como * 1000 masas de huevecillos)

a) Usando la gréfica de la funcidn, estima el porcentaje de defoliacién si 2000 masas de huevecillos son
contadas

b) Estimar el numero de masas de huevecillos existentes, si se observa que aproximadamente 2/3 del
bosque esta defoliado

c) Estimala rapidez a la que aumenta la defoliacidn si hay 1500 masas de huevecillos.

d) Estima el valor de x para el cuél el porcentaje de defoliacion incremente con mayor rapidez
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La Tabla 4.3 sintetiza la manera en que se implement6 el uso inicial de Geogebra,
destacando la funcién de los comandos que se presentaron a los estudiantes en la resolucion del

problema de introduccion.
Inciso Descripcion

a) Estimar el porcentaje de defoliacion para x = 2 Se uso la barra de entrada para definir la funcion f(x) =

300

AL O LN S TTT7.—ooezsn o€ hizo énfasis en la Vista Algebraica

. 300 A (barra lateral de la izquigrda, célcglo simbdlico de
317 s GeoGebra) y su representacion en la Vista Gréfica (plano
2 = (2) e coordenado)
= 1667 / Alternativa 1. Se us6 el comando punto en objeto para
A = Punto(f) BB situar un punto A sobre la curva de f en la Vista Gréfica.
= (201, 16.67) ® | Se mueve el punto A hasta que su abscisa sea
aproximadamente 2.

b) Estimar el nimero de masas de huevecillos si la

defoliacion es de 2/3

300
34 17 g 000

@ fx =

a = f(2)

16 67

A = Puntoff)
[ )
(27.25, 49.25)

@ hiy- 6666

B = Interseca(f, h, (38.81, 66.60:])

= (38.81, 66.66)

¢) Estimar la rapidez a la que aumenta la defoliacién

cuandox = 1.5

y 300
® i(x

34 17 g 008

a = f(2)
16.67

A = Punto(f)

(15,1624
) hiy = 6666

B ~ Interseca(f, h, (38.81,66.05))

g : Tangente(A, f)

x -+ 14.96

m ~ Pendiente(g) LTS

d) Estima el valor de x para el cual el porcentaje de
defoliacion incremente con mayor rapidez

m = Pendiente{g)

b = #(15)
085
Filx) = Flx)
_ @801 2=
20400 el < 57800

L €= Extremolf’, 1094, 1154 T

7,73, 1.56)

Se uso la barra de entrada para calcular valores concretos
de la funcién introduciendo f(2)

Se define la recta horizontal empleando la barra de
entrada y = 66.66 (este porcentaje representa una
defoliacion de 2/3)

Se usa el comando interseccion para encontrar el punto
de corte entre la funcion f y la recta horizontal anterior

Se interpreta la abscisa del punto de interseccion en
términos del problema: Se requieren 27.25 mil masas de
huevecillos para alcanzar 2/3 de defoliacion

Se emplea el comando tangente para obtener la recta
tangente a f en el punto A; se mueve manualmente A
hasta que su abscisa sea igual a 1.5. Se usa la
herramienta de pendiente para medir la pendiente de la
recta tangente, que es igual a 0.85.

Se escribe en la barra de entrada f'(1.5) que devuelve
0.85.

Se interpreta esto como que la tasa de defoliacion
aumenta a una tasa de 0.85 puntos porcentuales (pp) por
cada mil masas de huevecillos

Se mueve el punto A con la recta tangente a la funcién f
hasta que, visualmente, se encuentre la recta con la
mayor pendiente

Se define en la barra de entrada f”, obteniendo asi la
funcion derivada; se usa el comando de extremos para
encontrar el maximo en (27.73, 1.56).

La rapidez maxima es de 1.56 pp por cada mil masas de
huevecillos, encontrada a las 27.73 mil masas,

Tabla 4.3. Resolviendo un problema con comandos de GeoGebra
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A lo largo del desarrollo de esta sesion, se plantearon preguntas que ayudaron a orientar

la exploracion: ¢Qué significa en términos porcentuales que la defoliacion sea de 2/3?,Cémo

emplearian GeoGebra para encontrar la cantidad de huevecillos necesarios que causa una

defoliacion de 1/3? ¢Existe algun valor méximo de defoliacion segun la grafica? ;Qué ocurre

con la tasa de defoliacion a medida que la cantidad de huevecillos aumenta? En general, el

énfasis en esta sesion se ubicé sobre el uso de la interfaz basica de GeoGebra y su relevancia

en la exploracion de los conceptos matematicos involucrados al resolver un problema.

4.1.2. Registros de los estudiantes en la bitacora digital

Los estudiantes organizaron su trabajo alrededor de los temas, incluyendo actividades y

complementandola con diversos recursos. Este contenido se puede categorizar en cuatro

distintos tipos de registros:

Actividades del curso. Respuestas y acercamientos a las Actividades del curso,
constituyeron el principal elemento para el analisis. Se incluyen modelos dindmicos,
argumentos y exploraciones sobre el proceso de resolucion.

Consultas externas. Contenido textual enfocado a explicar, ilustrar y complementar
definiciones o relaciones matematicas sobre los temas involucrados en las
actividades. Generalmente obtenidos de sitios web, acompariados de enlaces a
videos o0 mediante recortes de pantallas.

Notas de la clase. Observaciones y anotaciones relacionadas con las sesiones.
Frecuentemente incluyen comentarios sobre lo que los estudiantes entendieron y se
acompafan de escaneos o fotografias de sus cuadernos fisicos.

Registros procedimentales. Tareas matematicas tomadas de sitios web, videos o
plataformas educativas que se incrustan en la bitacora. Principalmente, tareas

resueltas en Khan Academy.

Si bien el foco del analisis lo constituyeron los registros sobre las Actividades del curso,

los otros tipos de registros ofrecen una idea sobre como los participantes dan sentido a los

contenidos matematicos involucrados en el desarrollo de las actividades. La Tabla 4.4 incluyen

un ejemplo de cada uno de los tipos de registros identificados en las bitacoras.
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Actividades del curso Consultas externas

Problema 3. Un mévil a una altura de 20m es disparado hacia arriba. La velocidad del movil

{en m/s) a lo largo del tiempo (en segundos) esta dada por la funcion v{t)=39.2-4.5¢
__________ S5c Q=

[J=n:

=m

=

Ed

€= it 8,0)
=15

d=bald
=

(RS B R RN B ]

] = el + 20
= rsTe R D

A = Extremal)
= {38

I

Insersecall Epex)
= E={dan)

TR AR
o | f
g " iy

a) ¢Cudl fue el desplazamiento que experimentd en el intervalo 45297

=36.75m

utilizamos el comando Integral, para poder localizar el desplazamiento colocamos
Integral(v,4,9) que eso nos dara el desplazamiento que se hizo en esos intervalos,
s0lo que aqui no contempla areas negativas.

4 Cual fue el recommido TOTAL que experimentd el mavil en el intervalo 4<¢<9?
=41.65m

De igual manera utilizamos el comando integral, primero de 4 a & (Integral(v.4,8)) y
luego de & a 9 (integral(v,8,9)) para despues sumarlas, la unica diferencia que habra
sera que el intervalo de 8 a 9 aun asi este de negativo, debera sumarse como valor
positivo, asi se realmente nos dard un desplazamiento TOTAL.

€= (1640}

b

=

En este ejemplo, se muestra la descripcion de como se
resuelve una actividad usando las herramientas de
GeoGebra (Bitacora 15).

Notas de clase

La integral definida. Propiedades

Durante esta clase vimos varias propiedades que se aplican dependiendo de a integral.
Algo que me parecit interesante que se menciono en la clase es que la integral se podriaj
describir como el limite de una sumatoria.

b

Jf) dx

lim ﬁ f(x)ax=

n= =1

Para saber mas sobre las propiedades de la integral definida vimos las formulas junto un
ejemplo:
Sean a, b, ¢ eR y f(x) una funcion real

Propiedad 1
S M £ T ! VA
B | @=6 L
= SRl 1 = -
—NC dx=(b-6) i [
.. . Il 1 3130
R TS
! 5 e
1) 2 7 T -
EENEEEEE + T8 -
a) e ; Jl 4 b ¢ b}

En este ejemplo, un estudiante (Bitacora 12) describe de
manera general las ideas de la clase sobre propiedades de
la integral y anexa una foto de su cuaderno, ilustrando la

propiedad [ ¢ dx = c(b — a)

1.Volimenes en revolucion

Si una funcién gira con respecto a un eje del plano, se genera un volumen.Como en la
siguiente imagen:

x

Constante

Cilindro

“En general, una funcién puede girarse libremente, por lo que la forma del sélido que se
genera depende, tanto de la naturaleza de la funcién, como del eje de revolucién.”

Un volumen del sélido de revolucion se conforma de la suma infinita de franjas unitarias de
volumen y si se genera haciendo girar a una funcién f(x) alrededor del eje x se puede
calcular por medio de:

V=§:A(xi)=Ax

i=1

b
V= [A@)dx

En este ejemplo, los estudiantes tomaron una explicacion
sobre la nocién de s6lidos en revolucion de un sitio web y
se incluyo en la bitacora digital (Bitacora 16).

Procedimentales

A continuacién se muestra la grafica de la funcién f. Sea
x

a@) = [ 1@ ar.

v

~

Evalaa g(3).
a(3) =( ]
fava

calculay @ (3), neccsikc - g inlearal
detpnida  ae f_de. 0 a. 3-
5 -
(3(5\-.J fldt X=0_a Xz
0
x .5 = L 7 VR A T, S
ATEEsT5 2115 et
G(3)= 13-5

En este registro se observa como dos estudiantes
(Bitacora 3) incluyen en su bitdcora uno de los ejercicios
que resolvieron en Khan Academy y adjuntan una foto de
su cuaderno del procedimiento que siguieron.

Tabla 4.4. Ejemplos sobre los diferentes tipos de registros en las bitdcoras
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4.1.3. Elementos de soporte

En este apartado, se hard una descripcion sobre los medios de soporte que los
estudiantes activaron durante el desarrollo de las actividades. Estos incluyen los materiales de
Khan Academy dispuestos a los estudiantes por parte del profesor, el uso de canales de

comunicacion por medio de Teams y la retroalimentacion ofrecida a traves de Google Docs.

Khan Academy. La plataforma de Khan Academy se empled para asignar cuestionarios,
videos y algunos articulos informativos a los estudiantes, de modo que ofrecié un contenido
adicional que los estudiantes podian consultar. De manera semanal, los estudiantes recibian
contenido de la plataforma relacionado con los temas de estudio, de modo que podian acceder
a ellos desde su cuenta de Khan Academy. La Tabla 4.5 muestra algunos ejemplos de materiales
asignados a los estudiantes sobre la introduccion a la integral.

La principal utilidad de Khan Academy fue la de relegar el trabajo algoritmico de las
matematicas al trabajo fuera del aula de los estudiantes, y dedicando asi tiempo a la resolucién

y discusion de problemas en clase.

Descripcion - Eemwo

CueStlonarlos- Unos bomberos rocian agua en una casa que se incendia. La razon a la que
. rocian agua aumenta de manera constante hasta alcanzar su capacidad
ConjuntOS de 4'7 pl‘eguntaS I'eSpueSta bl’eVe 0 de maxima de 24 galones por minuto. Se tardan 100 minutos en apagar el
A A : H fi . L: afi i i0 | 6n d iad.
opcidén multiple (se estima que los estudiantes se fﬂﬁﬁfgnfof;;ma;;"”““”“"’“ uestra [a razon de roctado como una
tomen unos 15 minutos por cuestionario) -
Los estudiantes podian responder estos 0]
cuestionarios tantas veces como ellos desearan, |
generando nuevas preguntas en cada nuevo 0]
intento. °F
En caso de cometer errores, Khan Academy ofrece 1
. ’ ’ 124
videos de ayuda o articulos de consulta, asi como ol
el desglose de la solucion paso por paso. 1
il
2
20 10 60 80 100 e

¢Cuanta agua usan los bomberos para apagar el fuego?

galones.
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Videos

Explicaciones sobre cdmo responder algunos tipos
de ejercicios, 0 sobre nociones conceptuales del
Célculo. En el ejemplo, se muestra una introduccién
a las integrales definidas.

Articu|os interactivos Error comun: usar unidades equivocadas

Como con todos los problemas aplicados, las unidades juegan un papel
Contenido teXtUaI qUe trata SObre ConceptOS 0 fundamental aqui. Recuerda que si r es una funcién de razén que se mide en
procedimientos del Calculo. Adicionalmente, a lo G cntonces s negral defiid s mide en Cantidad A
largo de estos textos, se incluyen incrustadas For cjemplo. e e conjunto de prablemas 1 se mide n 8BS L enior o
preguntas que los estudiantes pueden contestar, la integral definida de r se mide en grarcs
con la finalidad de comprobar su comprensién sobre
lo que se esta |eyendo. ::;)mmmaaum razén de r(t) kildmetros por hora (donde t es el tiempo en
Estos articulos, a diferencia de los cuestionarios,
siempre muestran las mismas preguntas y solo <Quéresresntala exreson | r()dt 67
usan estas preguntas para mantener el
enganchamiento de los estudiantes. ® Eden camin 6 kilémetros cada hora

2) Eden caminé 6 kilémetros en 3 horas
) Eden caming 6 kilémetros durante la tercera hora

(2) La razon de Eden se incrementd por 6 kilometros por hora entre las
horas 2y 3

Comprobar

Tabla 4.5. Elementos de Khan Academy para el soporte

Microsoft Teams. La plataforma Teams se emple6 como el principal medio de
comunicacion remota entre los estudiantes y el profesor durante el desarrollo del curso a través

de canales de comunicacion general (Figura 4.2).

MU o e i o Tareas 22/02 03:15 p.m
-
General °

Actividades: 22/febrero

Dudas y comentarios

Matematicas Il Vencimiento 23 de feb.

Curso Aula Invertida como metodolo... Ver tarea

General
¢« Responder
Curso en Teams para incorporar mate...  «-- miércoles, 1 de marzo de 2023
General ~ ORTIZ MAY DANIEL JOSE 01/03 11:21a. m.
o ilIMPORTANTE!
2022-2_47204_1401_0486_1 Preguntas clave para la bitacora

Para la organizacién de la bitacora de esta semana les incluyo preguntas clave que deberén responder. Ojo, no es un cuestionario, sino una
guia del tipo de ideas importantes que deben tener en la bitdcora:

#C6mo se obtienen las derivadas de las funciones exponenciales y logaritmicas de manera general?

;Qué significa hacer un ajuste logaritmico exponencial para un conjunto de datos que modelan un problema?

Matematicas IV 0486

2023-1_47204_1501_0563

Si se tiene informacién grafica sobre la funcién de crecimiento/velocidad de una cantidad, cémo obtenemos informacién sobre esa cantidad?
2023-1 47204 1501 0568 (ejemplo, la gréfica de velocidad, como obtenemos la distancia?)

+Cémo explican la relacion entre antiderivar y encontrar el area bajo la curva de una funcién que mide el cambio de una cantidad respecto al
tiempo?

2023-2 4720416010668 #Como se explica el proceso de integracion a partir de aproximaciones del drea de rectangulos? ;C6mo se refina esta aproximacion?

Ver menos

2023-2 47204 1601 0663
¢/ Responder
General

Figura 4.2. Canales de comunicacion en Teams
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En esta plataforma, se puso a disposicion de los estudiantes archivos de texto, libros
digitalizados, la lista completa de Actividades del curso y los enlaces a las bitadcoras de sus
comparieros. A través de Teams, el profesor elabord y asigno algunos cuestionarios similares a
los cuestionarios de Khan Academy. En la Figura 4.3 se observan algunas preguntas de uno de
los cuestionarios, cuyo principal objetivo fue ofrecer a los estudiantes tareas simples donde
necesitaban utilizar los comandos y herramientas de GeoGebra. En este sentido, estos quizzes
sirvieron como espacios de trabajo que permitieran a los estudiantes continuar familiarizandose
con las herramientas de GeoGebra que se exploraban durante las sesiones. En este sentido, los
estudiantes y el profesor contaron con un medio que les permitié6 mantener comunicacion y
llevar registro de las tareas que los estudiantes realizaron durante el curso, asi como la

posibilidad de poder compartir sus bitacoras con el resto de sus compafieros.

Usa un graficador (GeoGebra) para determinar el valor de la siguiente integral * [} (1 Punto)
fl‘ivz — 1) dx
2
T3
1
3
1
-/ 73
1
3

Utiliza GeoGebra para comprobar lo siguiente: ;Cual de las siguientes funciones da como
resultado un valor nulo al evaluar la integral entre x=0 y x=2? (Selecciona todas las que
apliquen) * [0 (1 Punto)

Jfwm=x-15
] fx) =23 — 4522 + 5.75x - 1.875
\:| f (x) = sinfzrx — 1)

] fx) = cos (arx—3ar)

Figura 4.3. Cuestionario sobre el &rea bajo la curva

Orientacion del profesor. El rol del profesor fue principalmente de orientador y guia,
planteando preguntas que permitieran a los estudiantes profundizar en sus exploraciones. El
profesor también construy6 modelos dinamicos que ofrecieran a los estudiantes ayudas visuales
para comprender o dar sentido a las relaciones matematicas involucradas en el estudio de las
integrales. Un aspecto central del rol del profesor fue la retroalimentacién dentro y fuera del

salén de clases.
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Daniel Ortiz May
15 abr 2023

https://www.geogebra.org/classic/kvxkknca Estos no son correctos, las dreas por

Corregimos este problema que estaba mal, con el comando de interseca calcular deben ser las que ENCIERRAN
encontramos los puntos de las intersecciones para después poner la integral ambas funciones. Revisen este
de ambas funciones para calcular el area de esa zona restando | enlace: https://www.geogebra.org/m/p3vu
azax
Le6n S.0 res
1{6): 12 may 2023

§ a Al afadir un comentario, se reabrira
htps://'www geogebra org/classic/hizvrevy : este debate
Corrigiendo este problema vimos que teniamos primero que integrar las
funciones de un pedazo del intervalo tanto de f y g, asi sacamos el area total

de las curvas que cortan a mas de un punto sumando y restando.

Texto seleccionado | Lo que nos muestra lasd.. v

Figura 4.4. Ejemplo de retroalimentacion de una bitacora

Durante las sesiones presenciales, el profesor planteaba preguntas que reorientaran o
complementaran el trabajo de los estudiantes al momento de desarrollar las actividades; no
obstante, una vez que los estudiantes incluyeran informacién en su bitacora, se empleo la
seccidn de comentarios para realizar una retroalimentacion mas especifica sobre entradas de las
bitacoras. En la Figura 4.4 se ilustra un ejemplo donde se hizo un comentario acerca de la
forma en que dos estudiantes abordaron un problema sobre &reas bajo la curva. En este ejemplo,
los estudiantes tomaron en cuenta la observacion y mencionan la correccion, de modo que

incluyen respuestas acordes a lo solicitado en la tarea.

4.2 Perfiles de trabajo en la bitacora digital

Para cada una de las actividades, se realizé un anélisis con la finalidad de diferenciar el
trabajo particular reportado en las bitacoras para cada actividad. Estas se realizaron a través de
identificar en el trabajo reportado en las bitacoras aspectos como los siguientes: ;De qué manera
realizaban exploraciones con GeoGebra para dar sentido a las ideas o conceptos matematicos
involucrados en la actividad? ¢ Qué tipo de registros emplean los estudiantes para complementar
su trabajo sobre las actividades? ¢De qué manera registran sus acercamientos a los problemas
en su bitdcora? En la Tabla 4.6 se resumen los diferentes modos de desempefio detectados para
cada uno de los aspectos diferenciadores.

¢De qué manera A. Dan respuesta a las actividades en términos de las herramientas de GeoGebra y
realizan exploraciones finalizan sus exploraciones.

con QeoGebra paradar B Emplean GeoGebra para representar aproximaciones analiticas en lapiz y papel, o bien,
sentldo’q las para desarrollar procesos analiticos que son demasiado complejos en lapiz y papel (por
matematicas ejemplo, relegar a GeoGebra el proceso de derivar o integrar una funcion dificil)

involucradas en la

actividad? C. Emplean GeoGebra para identificar relaciones matematicas y las emplean para generar

explicaciones o argumentaciones.
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¢Qué tipo de registros

emplean los estudiantes

para complementar su
trabajo sobre las
actividades?

¢De qué manera
registran sus
aproximaciones al
resolver problemas?

D. Emplean GeoGebra para representar y explorar problemas de diversas maneras, o bien,
emplean GeoGebra para extender las exploraciones y hacer explicitas otras relaciones
matematicas de naturaleza analitica o geométrica.

>

Textos explicativos y definiciones obtenidas en internet

Transcripciones o fotografias de sus cuadernos sobre ejercicios o notas tomadas en
clase.

@

C. Construcciones dinamicas generadas para explorar conceptos relacionados con las
actividades
A. Incluyen resultados numéricos o breves, respondiendo las preguntas de las actividades

Complementan sus respuestas explicando qué procesos 0 comandos utilizaron para
llegar a las respuestas

C. Incluyen en sus respuestas explicaciones sobre por qué sus respuestas son correctas,
ya sea en forma de formas de comprobar sus resultados o bien, de argumentarlos

D. Incluyen argumentos analiticos o graficos sobre sus respuestas, o bien, desarrollan
textos coherentes sobre la forma en que abordan una actividad y los obstaculos que
encuentran.

Tabla 4.6. Indicadores por actividad del trabajo en las bitacoras

Esto se realiz6 con la finalidad de obtener codigos asociados a la aproximacion

particular reflejada en cada bitacora por cada una de las actividades. Una vez que se realizé este

proceso, se analizaron los distintos cddigos asociados a lo largo de todas las actividades para

cada bitacora, con la finalidad de describir el trabajo a lo largo de la implementacion de las

actividades reflejado por bitacoras. En este sentido, lo que se persiguid en el andlisis fue

desarrollar perfiles de desempefio globales, a través de identificar conjuntos de bitacoras donde

se exhibieran formas similares de desarrollar los registros correspondientes a las actividades.

Estos perfiles permiten identificar formas caracteristicas de identificar relaciones matematicas,

explicar procesos de resolucién de las actividades y las formas en que daban seguimiento (o

no) a la retroalimentacion del profesor dentro y fuera de las sesiones. A partir de este proceso,

se identificaron 3 perfiles de desempefio en relacidn con la apropiacion de la bitacora digital,

resumidos en la Tabla 4.7.

Perfil de trabajo en la
bitacora

Caracteristicas generales

Procedimental

Inquisitivo

Los estudiantes realizan registros que no reflejan todos sus procesos. Emplean GeoGebra
como un apoyo que les permite superar deficiencias o lagunas conceptuales y algoritmicas al
resolver tareas.

Estudiantes enfocados en generar descripciones explicativas (¢;,qué justifica lo que hicieron?
icomo comprueban sus resultados?) a través de emplear GeoGebra para interpretar,
comprender y comprobar sus resultados. En este sentido, extienden ligeramente sus
indagaciones con ayuda de GeoGebra.
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Analitico

Los estudiantes emplean GeoGebra como un soporte para profundizar en conceptos y
relaciones matematicas al explorar modelos dinamicos asociados a los problemas.
Adicionalmente, tratan de incluir en la medida de lo posible respuestas de naturaleza analitica
y en lenguaje matematico.

Tabla 4.7. Niveles de apropiacion de la bitacora

4.2.1. PERFIL PROCEDIMENTAL

Las formas en que los estudiantes registran sus experiencias de aprendizaje en la

bitacora digital dentro de este perfil muestran las siguientes caracteristicas:

3)
b)

c)

d)

Reportan sus resultados sin incluir los procesos que siguieron para obtenerlos

No exhiben estrategias sistematicas para resolver problemas con las herramientas de
GeoGebra, de modo que sus aproximaciones son inconsistentes o intuitivas.
Muestran un camino lineal al perseguir respuestas ante los problemas: una vez que
obtienen un resultado, concluyen su proceso de solucién.

Muestran preocupacion por la forma de utilizar las herramientas y la interfaz de
GeoGebra, sus interacciones en clase se centraron en cuestiones acerca de como
realizar ciertos procedimientos concretos (¢,cémo trazar una perpendicular? ¢una
recta tangente? ;,como ocultar una funcion? Etc.)

A lo largo de su bitacora, predominan registros de tipo procedimental, e.g.,
fotografias de ejercicios hechos en el salén de clase, videos sobre cdmo derivar o

integrar ciertas funciones, reglas sobre métodos de integracion, etc.

Es importante destacar todas las bitacoras exhibieron caracteristicas similares a las

descritas en este perfil durante las primeras sesiones del curso. En este sentido, un perfil

procedimental permite caracterizar formas de trabajo de los estudiantes cuando emplean por

primera vez una bitacora digital como una herramienta para registrar sus experiencias de

aprendizaje. Si bien, los estudiantes desarrollaron otras formas de trabajo en la bitacora digital

a lo largo del curso, algunos estudiantes mantuvieron un perfil procedimental sobre la forma de

registrar sus procesos de solucién de problemas en su bitacora digital durante todo el curso, los

cuales se presentan en la Tabla 4.8.

Bitacora 1 Bina Padme y Alejandra
Bitacora 5 Bina Percy y Angel
Bitacora 11 Bina Kevin y Valeria
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Bitacora 18 Individual Carlos

Bitacora 19 Individual Mauricio

Tabla 4.8. Conjunto de estudiantes que se mantuvieron en un perfil procedimental

A. Aproximacion de un perfil procedimental a la solucion de actividades. Con el fin de
ejemplificar los acercamientos que los estudiantes de un perfil procedimental registran en sus
bitacoras, se tomara como ejemplo el trabajo de las estudiantes Padme y Alejandra (Bitacora 1)
sobre la Actividad 1 y la Actividad 10. Esta seleccion se llevo a cabo porque permite ilustrar
las caracteristicas del perfil procedimental. Cabe destacar, que el resto de los estudiantes
agrupados en este perfil, exhibieron formas de registro similares. EI Apéndice 7 muestra los
enlaces a las bitacoras categorizadas bajo un perfil procedimental, en caso de que se desee
consultar las bitacoras en su totalidad. A continuacion, se muestra la transcripcion del registro

de las estudiantes Padme y Alejandra sobre su trabajo en la Actividad 1:

Actividades 1

La presién atmosférica disminuye a medida que incrementa la altura. A nivel del mar, la presion
promedio de aire es una atmésfera (1atm=1.033227 kg /cm?). La siguiente tabla muestra los
valores de presion (en atmdsferas) ante alturas seleccionadas (en kilémetros).

h 0 5 10 15 20 25
2] 1 0.55 0.25 0.12 0.06 0.02

a) Discutan la posibilidad de aproximar un modelo p(h) = a + b In h para los datos, o bien
h(p) =a+ blnp.

b) Usa el modelo aproximado para estimar la altura cuando p = 0.75

c) Usa el modelo aproximado para estimar la presion cuando h = 13

d) ¢Cudl es la tasa de cambio instantanea cuando h = 5? ¢Cuando h = 20?

Cuando hacemos un ajuste logaritmico al tener un conjunto de datos para modelar un problema lo que

realizamos es un modelo que se aproxime a los datos que tengamos y se creara un modelo de funcién

el cual como ya lo dijimos se aproximard a casi todos los puntos o datos que nos den [...]

en un graficador como GeoGebra tenemos una gran ayuda dénde colocaremos ajuste logaritmico ()

0 ajuste exponencial () en donde colocaremos los puntos o datos que necesitamos modelar.

a) Aproxima un modelo logaritmico para los datos ¢ puede hacerse?
https://www.geogebra.org/m/gdh8kuak

b) Usa el modelo aproximado para estimar la altura cuando p=0.757 la altura es igual a 2.73

¢) Usa el modelo aproximado para estimar la presion cuando h=13? la presion es igual a 0.15

d) ¢ Cual es la tasa de cambio instantanea cuando h=5? ; Cuando h=207? cuando la altura es 5, la tasa
de cambio es -11.72, es decir, que su tasa de crecimiento 0 cambio es mas lento y cuando la altura es
igual a 20, la tasa de cambio es -107.46, su tasa de crecimiento es méas decreciente que el anterior
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Entre los rasgos que se destacan los estudiantes de un perfil de desempefio
procedimental es la busqueda de resultados numéricos, con escasa 0 nula atencion a procesos
de justificacion, argumentacion o validacion de sus respuestas. Se puede observar, ademas, que
al principio de la actividad, esta pareja de estudiantes mencionan lo que significa para ellas
encontrar un ajuste logaritmico con especial énfasis en describir el procedimiento en GeoGebra

para obtener un modelo de ajuste a partir de una lista de puntos.

¢Como respondieron a las preguntas las estudiantes utilizando las herramientas de
GeoGebra? Las estudiantes se apoyan en el enlace que comparten de su modelo dindmico como
unica fuente de informacion acerca de los procedimientos que siguieron para responder a la
actividad, por lo que fue resulta importante considerar el tipo de orientacion que recibieron por
parte del profesor durante las sesiones presenciales para la construccion del modelo. Algunas
de las preguntas que el profesor plante6 a los estudiantes incluyeron: ;donde es mas
conveniente ubicar los datos de la altura, en el Eje X o0 en el Eje Y? ¢como emplear el modelo
y las herramientas de GeoGebra para resolver los siguientes incisos? ¢cdémo interpretan en
términos de las relaciones del problema los resultados obtenidos? Padme y Alejandra
construyeron su modelo ubicando los valores de la altura sobre el Eje Y y los valores de la
presion sobre el Eje X; con el comando de Ajuste Logaritmico, obtuvieron una funcién de la
forma f(x) = a + blnx (Figura 4.5).

A = (A1,Bl) i h 48

= (1,0) 40

B = (A2,B2 i 35
® (A2,B2)

= (0.55, 5) 30
° C = (A3,B3) : 25

= (0.25, 10) 5
o P- (A4, B4) o

= (0.12, 15) B
o E- (A5, B5) i

= (0.06, 20)

F = (A6, B6) 5 e

= (0.02, 25) i

Figura 4.5. Modelo logaritmico de las estudiantes Padme y Alejandra

. Para determinar la altura a la que la presion es de 0.75 atm del inciso b), las estudiantes

colocaron un punto G sobre la curva h(p) y lo arrastraron hasta obtener la coordenada
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(0.75,2.73), lo que significa que para alcanzar las 0.75 atm de presion se requiere una altura

de 2.73km.
\ IS
h \
m=-11172
p.
rp \\,L_LW
-5 \7\-\\77"';\"‘"«\,

Figura 4.6. Uso de las herramientas de GeoGebra para responder a la Actividad 1

En el inciso c), para encontrar la presion que corresponde a una altura de 13km, las
estudiantes trazaron la recta y = 13 (recta punteada en la Figura 4.6) y encontraron el punto
de interseccién con la curva h(p), el punto H = (0.15, 13), tal como se muestra en la Figura
4.6. En cuanto al altimo inciso, las estudiantes determinaron la pendiente de la recta tangente
en el punto B = (0.55,5) a la curva h(p) vy, similarmente, la recta tangente en el punto E =
(0.06, 20). Posteriormente, obtuvieron las pendientes de ambas rectas y tomaron esos valores

como sus resultados.

Discusidn. En este ejemplo, se destacan las exploraciones que dos estudiantes (Padme
y Alejandra) realizan para dar solucion a las preguntas planteadas en la Actividad 1y lo que
registraron en su bitacora. Al enfocarse en el reporte de sus resultados en forma de valores
numéricos, no hacen explicitos los procesos de comprension y exploracién del problema.
Tampoco reflexionan sobre cdémo emplearon las herramientas de GeoGebra para dar respuesta
a los incisos de las actividades y como emplearlas para validar o comprobar sus soluciones; por
ejemplo, para el inciso b) de la actividad, las estudiantes usaron un punto de arrastre para
aproximar la solucién, mientras que en el inciso ¢) emplearon un punto de interseccion para
obtener una solucién robusta. Una vez que las estudiantes encontraron una respuesta, no
exploran otros caminos de solucidn, siendo esta otra caracteriza que describe la forma de

trabajar en la bitacora digital de los estudiantes con un perfil procedimental.
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B. Caracterizacion del desempeiio de los estudiantes de un perfil procedimental. Los
estudiantes agrupados en el perfil procedimental mantuvieron una forma de trabajo constante a
lo largo del curso. Para ejemplificar esta caracteristica, se ilustra nuevamente el trabajo de las
estudiantes Padme y Alejandra (Bitacora 1) acerca de la Actividad 10, que se presentd durante
la ultima semana del curso. El enunciado de la Actividad 10 se describe a continuacion:

Actividad 10. La temperatura (en C°) de una taza de café que se deja sobre una mesa en un cuarto a
temperatura ambiente se modela mediante la Ley de Enfriamiento de Newton en términos del tiempo (en
minutos) como sigue:

T(t) = 20 + 757002t
¢, Cual fue la temperatura inicial de la tasa de café?
¢, Cuanto tiempo transcurrio para que la tasa estuviera a 61°C?
¢ Cual fue el promedio de la temperatura de la tasa durante los primeros 30 minutos?

Encuentra un valor c tal que f(c) es igual al promedio encontrado en el inciso anterior. ;Qué
significa este valor ¢ en términos del problema?

() QO

(=)
= - = =

o

En la Tabla 4.9, se muestra como las estudiantes mantuvieron la misma forma de
registrar sus aproximaciones al problema, incluyeron Gnicamente resultados numéricos en su
bitacora sin ninguna informacion adicional sobre como obtuvieron esos resultados, o como
dieron sentido al enunciado del problema. En su bitacora, se incluye el modelo dinamico que
construyeron, que se muestra en la Figura 4.7.

F(x) = 20+ 75 %%

A = Interseca(F, EjeY, (¢, 9
- (0, 95)
108 =

B = Punto(F) i b A=(0,95)

= (30, 61.16) ®

C = (14.25, 76.4)

7 : y 76.4
B /Fdx B = (30, 61.16)
] N

= 2201.96 T'(t) = 20 + 75¢
a = F(30)
= 61.16

c = F(0)
=05

1
4=3-5°

=76.4

ecl:y =764

Figura 4.7. Modelo dinamico www.geogebra.org/m/fpn85an6

Inciso  Registro en la Bitdcora 1 Procedimiento inferido en el modelo
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¢ Cual fue la temperatura
inicial de la tasa? =la
temperatura inicial fue de
95°C

¢,Cuanto tiempo transcurrio

para que la tasa estuviera a
61°C?

= 30 minutos

¢,Cual fue el promedio de la
temperatura de la tasa
durante los primeros 30
minutos?

Definen la funcion T(t) = 20 + 75e~%02t en la barra de entrada y
encuentran la interseccion de T con el eje de las ordenadas (Punto A
en la Figura 4.7)

Definen un punto B sobre T que arrastran hasta que su ordenada sea
aproximadamente 61. En la Figura 4.7, se nota que cuando B =
(30, 61.16) las estudiantes encontraron la solucion.

Usando la barra de entrada, emplean el comando integral(TA,0,30) y
obtienen el resultado 2291.96; posteriormente, realizan la operacion

Tl—o (2291.96) para obtener 76.4, la cual toman como respuesta.

=fuede 764 C

=es 142, Definen la recta horizontal y = 76.4 y encuentran su interseccion con

la curva T (punto C en la Figura 4.7). Toman la abscisa de ese punto
como respuesta.

Tabla 4.9. Transcripcion e interpretacion de la solucion de la Actividad 10 de Padme y

Alejandra

Discusidn. Se presentd el trabajo de una pareja de estudiantes dentro del perfil
procedimental sobre la Actividad 1 y la Actividad 10, con la intencion de ilustrar las
caracteristicas principales de este tipo de perfil de trabajo. La forma en que las estudiantes
emplean las herramientas es de forma intuitiva para obtener soluciones, es decir, no incluyen
reflexiones o cuestionamientos que les permitan acceder a un uso sistematico de estrategias
para resolver problemas utilizando las herramientas de GeoGebra. Ademas, una vez que
obtienen una respuesta a las preguntas, no exhiben cuestionamientos acerca de la validez de las
soluciones, de los argumentos que la sustentan o bien, de como extender o refinar el proceso de
llegar a la solucién. Se puede notar que en ambas actividades se presenta una forma
inconsistente de encontrar soluciones, puesto que en los incisos a) y d) las estudiantes
emplearon puntos de interseccion para determinar soluciones robustas mientras que en el inciso
b) emplean un punto sujeto a la funcion f y lo arrastran hasta encontrar una solucion

aproximada.

Conviene destacar el énfasis en el tipo de registros con los que los estudiantes, dentro de este
perfil, complementan la bitacora. Ademas de registrar las soluciones a las actividades, suelen
incluir evidencias sobre su trabajo en el salon de clase con ejercicios en lapiz y papel sobre los
temas que identifican dentro de las actividades. En la Figura 4.7 se muestra uno de los registros

que un estudiante dentro del perfil procedimental (Mauricio, Bitacora 19) incluyé en su bitacora
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posteriormente al desarrollo de la Actividad 1. Es decir, identifico que en la Actividad 1
intervienen los temas de derivadas y funcion logaritmica, de modo que al registrar como
resolvio la Actividad 1, incluyé como complemento a su trabajo algunos ejercicios que implican
derivar funciones logaritmicas. No obstante, no menciona de manera explicita la intencion de

incluir este tipo de ejercicios en relacion con sus exploraciones de la Actividad 1.

ejemplos de derivadas
si f(x)=log(xa) icual es f'(x)?

log x
_ o8,
log x= log.a

inx _ Inx

= i 2302

f(x)=log, x’
Ir 3
f(x)= 2""3;2

e 3E L 2302 _ 3% 3
f(x)=—=—= = -
) x 1 3.302x° 3.302x

A 2 . af
si f(x)—(’uga(e + x), encontrar -

In(e'+x)
I3

Iuglate'r +x) =
=(%) « In(e” + x)
In
(x)=1.098 In(e” + x)
S _ g pos(iil
€ +x

dx

Figura 4.8. Ejemplo de registros procedimentales

Este tipo de registros procedimentales relacionados con los temas involucrados en las
actividades fue frecuente en las bitadcoras elaboradas por los estudiantes del perfil
procedimental. Asi, podria inferirse que intentan evidenciar cierto dominio acerca de los
procedimientos que consideran parte de las ideas seminales del Calculo Diferencial e Integral;
en este sentido, se argumenta que los aprendices con un perfil de trabajo procedimental
conciben el estudio de las matematicas a través de la apropiacion de un conjunto de
procedimientos y algoritmos que sirven para resolver problemas. La Tabla 4.10 resume las

caracteristicas del perfil procedimental.

Descriptor Perfil procedimental

(ofo i VGG NGRS Asocian las actividades con los temas del curso que involucran los temas o conceptos
matematicas identificados (por ejemplo, la Actividad 1 con el tema de funciones logaritmicas y derivadas de
funciones logaritmicas). Las principales formas de conectar ideas matematicas son a través de
procedimientos asociados con comandos de GeoGebra.

Prioridad en las Se centran en reportar sus resultados o los pasos llevados a cabo para obtenerlos, con poca o
explicaciones nula profundidad en la explicacidn y argumentacion de los resultados.
Involucramiento Realizan busquedas complementarias de conceptos o definiciones sobre los temas del curso.

Se centran en comprender la parte técnica del uso de la herramienta y relegan la comprension
de ideas conceptuales refinadas a un segundo plano.
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Agencia

Continuidad

4.2.2. PERFIL INQUISITIVO

Perciben al profesor como el principal agente del proceso de aprendizaje, la bitdcora en general
es una antologia que demuestra su trabajo, pero que tiene poca utilidad para los propios
estudiantes como una forma de reflexionar sobre sus ideas propias.

Trabajan en la bitacora de manera irregular, con periodos largos sin modificar la bitacora, sin
atencion a conectores entre una entrada u otra de la bitacora.

Tabla 4.10. Caracterizacién de bitacoras con un perfil procedimental

Este perfil retne al conjunto de estudiantes cuyos registros involucran la exploracion de

relaciones, la basqueda de informacion complementaria, la comunicacion y la justificacion de

ideas como formas de extender las soluciones a los problemas. Este perfil da cuenta de una

apropiacioén progresiva de la bitacora digital como una herramienta que promueve la reflexién

sobre el desarrollo de habilidades de resolucion de problemas. En este sentido, la forma en que

se llevan a cabo los registros en la bitacora digital dentro de un perfil inquisitivo se caracteriza

por lo siguiente:

a) Incluyen respuestas breves donde describen los procesos que llevaron a cabo para

obtener sus resultados

b) En la medida de lo posible, buscan soluciones robustas, en términos de las herramientas
de GeoGebra

c) Validan y justifican sus resultados en términos de las exploraciones realizadas dentro

de los modelos dinamicos

d) Exhiben diferentes tipos de registros, entre los que incluyen parafrasis sobre lo que

comprenden de los conceptos involucrados en las actividades

e) Atienden a las retroalimentaciones durante y posteriormente a las sesiones presenciales

La Tabla 4.11 enlista el grupo de estudiantes que desarrollaron un perfil inquisitivo a

medida que se desarrollaron las actividades del curso.

Cadigo de Tipo de Integrantes (Nombres) Cadigo de Tipo de Integrantes (Nombres)
bitacora equipo bitacora equipo

Bitacora 2 Terna Dante, lan y Ariadna Bitacora 9 Terna  Abraham, Alex y Fernando

Bitacora 3 Bina Daniela y Susana Bitdcora14  Individual Eric

Bitacora 4 Bina Fernando y Danna Bitacora 16 Terna Victor, Josué y Ana

Bitacora6  Individual Atziry Bitacora 17 Bina Andrés y América

Bitacora7  Individual Kaori Bitacora20  Individual Hugo
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Bitacora 8 Terna Manuel y Jonathan Bitdcora21  Individual Ashley

Tabla 4.11. Participantes que desarrollaron un perfil argumental de trabajo

Se observd que a partir de la Actividad 4 comenzaron a apreciarse la emergencia de
caracteristicas asociados con el perfil inquisitivo en los registros de los estudiantes, las cuales

se consolidaron a partir de la Actividad 6 0 7.

A. Registro de las soluciones de un perfil inquisitivo a las actividades. Tres aspectos se
destacan en la forma en que los estudiantes de un perfil inquisitivo llevan a cabo sus registros

al enfrentarse a las actividades en contraste con los estudiantes de un perfil procedimental:

i.  Sus registros contienen descripciones con informacidn sobre sus procesos de solucion
ii.  Realizan procesos de justificacion y validacién de soluciones
iii.  Incluyen explicaciones sobre lo que entienden acerca de los temas involucrados en las

actividades

Si bien, todas las bitacoras del perfil inquisitivo reinen caracteristicas similares, los
registros en la bitacora 2 (elaborados por Dante, lan y Ariadna) sobre la Actividad 6 permiten
ilustrar como se presentan los aspectos principales del trabajo de los estudiantes bajo este perfil.

La Actividad 6 se implement6 aproximadamente durante la décima semana del curso.

Actividad 6

La figura de la derecha muestra la gréfica de f’. Si se sabe que
f(0) = —4, responde:

a) ¢Cual es el valor de la pendiente de la recta tangente a f cuando
x =47
) ¢ Es posible que f(2) = —1? ¢Por qué si o por qué no?
c) ¢Secumpleque f(5) — f(4) > 0?
) Aproxima el valor de x donde f alcanza un maximo
) Bosqueja la gréfica de f

A continuacion, se muestra el registro de la terna de estudiantes Dante, lan y Ariadna,
donde se observa un cambio significativo respecto a la forma de reportar sus aproximaciones a
la actividad en contraste con el perfil procedimental, pues incluyen descripciones sobre sus

razonamientos para obtener sus soluciones:

Actividad 6
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a) ¢ Cual es el valor de la pendiente de la recta tangente a f cuando x=4?

Como tenemos la funcién derivada sabemos que el valor en la pendiente en f da el valor (y) de la derivada, asi que
aproximadamente el valor de la pendiente en x=4 es de -1

b) ¢ Es posible que f(2) = —17?;Por qué si o por qué no?

De la derivada de una funcion nos devuelve la funcién original. Al observar el punto 0 de la funcién, notamos que tiene
un valor de —4 y la derivada es positiva, lo que indica que la funcion esta creciendo. Si calculamos numéricamente una
parte de la integral de la derivada de 0 a 2, obtenemos un valor de 7.41 que al sumar no equivale a -1.

c) ¢ Se cumple que f(5) — f(4) > 0?7 No se cumplira, ya que la funcion " durante el intervalo de 4 a 5 esta debajo
del eje x, por lo que su area es negativa, 0 sea que la integral es negativa. Lo anterior se comprob6, ya que al sacar

ff f'(x)dx (qué es lo mismo que £(5) — f(4))da —1.617.

d)Aproxima el valor de x donde falcanza un maximo.

Al analizar la funcién en su conjunto, identificamos que el punto de [interseccion] con el eje x antes de que la funcion
vuelva a ser negativa corresponde a aproximadamente x = 3.45. Ademas, la tendencia de crecimiento de la derivada
nos indica que la funcién f se aproxima al infinito a medida que x se incrementa.

d) Incluyan un bosquejo de la grafica de f.
https://www.geogebra.org/m/amgrwvb2

No obstante, los registros escritos no reflejan exactamente como estos de estudiantes
utilizaron las herramientas de GeoGebra para resolver la actividad, sin embargo, es posible
identificar la manera en que activaron recursos matematicos por medio de las herramientas de
GeoGebra al examinar su modelo dindmico por medio del protocolo de construccién<<. En
este sentido, primero se discutira la forma en que esta terna de estudiantes construyé el modelo
dindmico durante la sesion y, posteriormente, se interpretaran las respuestas registradas en su

bitadcora en términos de lo que se observa en su modelo dindmico.

Construccion del modelo dindmico. Algunas preguntas planteadas por el profesor con la
intencion de orientar a los estudiantes incluyen: ;cémo se puede replicar o construir la curva
f' con el uso de GeoGebra? ;Qué informacion se puede identificar y extraer de la grafica que
permita la construccion de f’? ;Se pueden identificar algunos puntos de f’en el plano
cartesiano? ¢pueden argumentar de varias formas sus respuestas? Con base en estas preguntas,
los estudiantes construyeron el modelo dindmico que se encuentra en la siguiente liga:

https://www.geogebra.org/m/amgrwvb?2.

La Figura 4.9 ilustra el proceso que los estudiantes siguieron para realizar la
construccién del modelo dinamico. Inicialmente, a partir de la curva dada en el enunciado del

problema, introdujeron algunas coordenadas en la Hoja de Célculo de GeoGebra. Esta
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herramienta permite introducir valores tabulares que luego pueden ser convertidos en una lista
de puntos. En la Figura 4.9, se muestra como los valores de la tabla de la derecha se emplearon

para generar una lista de puntos (A, B, C, D, E, F) que los estudiantes identificaron como puntos

por donde la curva f' debia pasar.

AR y [ iace: =

) 1 0 3
A = (A1,B1) H [ 12 1 4
3 3 1
= (0.3) / ” 5 =
B = (A2,B2) : 1 / s ? 'i
6
(1. 4) / 7
" E / 8
C = (A3,B3) H B F °
Ao~ ¢
= (3,1) / 10
C 1"
D = (A4,B4) i f__/ a 12
I 2 .. | Se convierten
(4,-1) / \k\,i/ "2 | les valores de
/ 14 | una tabla en
, E = (A5,B5) H / 15 | puntos (xy)
T =52 / :',
f
F = (A6,B6) H / 18
1 1o
= (7.4) ™

Figura 4.9. Representacién de la curva f' en GeoGebra

Posteriormente, usaron un comando llamado Ajuste polinémico, que genera una funcion
polinomial de algln grado especifico cuya curva se aproxime a los puntos dados. La funcién
obtenida es entonces la representacion de la curva f' dada en el problema. Para encontrar f los
estudiantes encontraron la antiderivada de f’ y le restaron 4, debido a las condiciones
establecidas por el enunciado del problema. La Figura 4.10 ilustra este proceso de construccién

en GeoGebra.

Lo

E = (AS5,BS5)

F = (A6,B6)
(7.4)
i1 = {A.B.C.D.E.F)

(0. 3). (1. 4). (3. 1), (4, -1), (5.

Grafica f' dada
enel

[
Jr
/
/
o /
problema 01820 1622 425x429 g /’ |
) /
Obtencién de 8x) / fdii= /
f tal que [ ] /
f(0)=-4 0057 — 083X T125 0 729 i eaa]

Figura 4.10. Construccion de la curva f' dada en el problema dentro de GeoGebra

_ f(x) = AjustePolinémico({A. B. & r|

El uso de un polinomio de grado 3 coincide con la intencion de hacer que la figura no
posea mas "crestas" aunque esto también pudo haber ocurrido por medio de un proceso de
pruebay error: elegir otro grado que no sea 3, permite ver a los estudiantes qué tanto coincide

la curva obtenida con la figura asociada a la Actividad 6.
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Comentarios sobre el registro de los estudiantes en la Bitacora 2. En la Tabla 4.12 se

interpretan los registros de la terna de estudiantes Dante, lan y Ariadna sobre la actividad 6:

Segmento de registro

¢ Cuél es el valor de la pendiente

de la recta tangente a f en x =
4?7 Como tenemos la funcién

derivada sabemos que el valor en

la pendiente en f da el valor (y)
de la derivada, asi que
aproximadamente el valor de la
pendiente en x=4 es de -1

¢Es posible que f(2) = —1?
De la derivada de una funcién
nos devuelve la funcién original.
Al observar el punto 0 de la
funcion, notamos que tiene un
valor de —4 y la derivada es
positiva, lo que indica que la
funcion esta creciendo. Si
calculamos numéricamente una
parte de la integral de la derivada
de 0 a 2, obtenemos un valor de
7.41 que al sumar no equivale a -
1,

¢Se cumple que f(5) — f(4) >
0? No se cumplira, ya que la
funcién f* durante el intervalo de
4 a 5 esta debajo del gje x, por lo
que su area es negativa, o sea
que la integral es negativa. Lo
anterior se comprobo, ya que al

sacar ff f'(x)dx (qué es lo
mismo que f(5) — f(4)) da
-1.617.

Interpretacion

Ofrecen una respuesta analitica,
pues visualmente se observa que
f'(4) = —1 segun la gréafica dada
en el problema. En su modelo
dindmico, trazan la recta tangente a
f enx = 4 ymiden la pendiente de
la recta tangente, comprobando que
este valor es aproximadamente —1.

Calculan la integral bajo la curva f' en
el intervalo de 0 a 2 e interpretan el
resultado como el crecimiento de la
funcion f en ese intervalo. Al sumar
este valor a —4 el resultado es mayor
a —1. Es decir, utilizan el hecho de
que

_ff&wx=ﬂ®—f®)
0

Adicionalmente, dado que cuentan
con la gréfica de f, calculan la imagen
en 2 para comprobar su conjetura.

Similar al inciso anterior, interpretan
que

5
fﬂ@ﬂx=ﬂ$—f@)
4

El area negativa que se obtiene la
interpretan como una dismiinucién en
el intervalo (4,5). Adicionalmente,
comprueban esta idea al calcular los
valores f(5) y f(4) para restarlos (la
antiderivada f se denota por g en la
Vista Algebraica de GeoGebra).
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llustracion

p=




Encuentra el maximo de f. Encuentran las raices de la funcién
Al analizar la funcion en su derivada f’. Ademas, se fijan en la

conjunto, identificamos que el raiz x = 3.45 ya que para x < 3.45
punto de [interseccion] con el eje | 1@ curva f " es positiva y para x >
X antes de que la funcion vuelva 345 la curva es negativa (usan la
a ser negativa corresponde a frase ‘antes de que la funcién vuelva a
aproximadamente x = 3.45. ser negatva). En su modelo
dindmico, comprueban usando el
comando “extremos” para encontrar
los m&ximos y minimos locales de f.

Tabla 4.12. Analisis de la solucion de la terna Dante, lan y Ariadna de la Actividad 6

Mediante este ejemplo, las soluciones reportadas en las bitacoras de los estudiantes con
un perfil inquisitivo ofrecen méas informacion sobre los procesos de justificacion y exploracién
en el camino de resolucién de problemas en comparacion con los estudiantes de un perfil
procedimental. Ademas, se argumenta que este tipo de estudiantes se embarcan en tareas de
robustecimiento de soluciones y de conexion de ideas matematicas. Por ejemplo, determinar si
es posible que f(2)=—-1 o que si f(5)— f(4) > 0Oconsiste en una tarea que no
necesariamente involucra activar recursos del calculo al obtener la grafica de f, de hecho, en la
Tabla 4.12 se mostré como los participantes obtuvieron f(2) = 3.41y f(5) — f(4) = —1.63
en la Vista Algebraica de GeoGebra, lo cual responde inmediatamente a las preguntas del inciso
(b) y (c). No obstante, una vez que obtuvieron respuestas, los estudiantes generaron formas
alternativas de dar solucion a estos incisos, involucrando el Teorema Fundamental del Calculo
a través de encontrar el area bajo la curva de f’. En este sentido, explorar el problema con
GeoGebra ofrece a los estudiantes la oportunidad de generar argumentos en términos de
conectar ideas matematicas con ayuda de exploraciones llevadas a cabo mediante las

herramientas de GeoGebra.

B. Caracterizacion del desempefio de los estudiantes de un perfil inquisitivo. En la
descripcion de esta actividad, se puede observar la presencia de evidencias sobre cémo los
estudiantes no se limitan a responder los incisos de la actividad, sino que buscan formas
alternativas de comprobar y complementar sus soluciones. Para complementar la
caracterizacion del trabajo en la bitacora en un perfil inquisitivo, conviene mencionar que
suelen incluir registros acerca de los temas matematicos que identifican en las actividades y

describen con sus propias palabras lo que entienden. Continuando con el ejemplo de los
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registros en la Bitacora 2 mencionados en el apartado anterior, los estudiantes incluyeron lo

siguiente despues de las descripciones sobre sus aproximaciones a la Actividad 6:

El teorema fundamental del Calculo establece una relacién entre la integracién y la derivacion de una
funcién. Nos permite calcular la integral definida de una funcion de manera mas sencilla. Para no tener
que sumar infinitas areas bajo la curva de la funcion, podemos simplemente encontrar una funcién F(x)
cuya derivada es la funcién original f(x), luego calcular F(b)- F(a) para obtener el valor de la integral definida
entre los limites a y b [...] Esto significa que, si conocemos la antiderivada de una funcion, podemos
encontrar su integral definida simplemente evaluando la antiderivada en los limites de integracion. En
resumen, el TFC establece una relacion fundamental entre la integracion y la diferenciacién, permitiendo

la evaluacion de integrales definidas y el calculo de derivadas a partir de funciones antiderivadas.

La transcripcion anterior da cuenta de la forma en que la terna de estudiantes Dante, lan
y Ariadna dan sentido al Teorema Fundamental del Célculo como un vinculo entre la integral
y la derivada de una funcion, en términos de procesos inversos. Adicionalmente, vinculan el
concepto de integral como una sintesis del proceso de aproximar el area bajo la curva de una
funcion a través de la suma de una cantidad de rectangulos que tiende a infinito. La relevancia
de este tipo de registros complementarios radica principalmente en que exhiben un uso de la
bitacora digital que involucra reflexiones que los participantes incluyen acerca de los conceptos
que se estudian durante el curso. En este sentido, no se limitan a transcribir textos obtenidos
por medio de consultas en sitios web o plataformas en linea, sino que identifican y documentan
las ideas intuitivas asociadas a los recursos matematicos clave que activan en la solucién de

problemas.

Finalmente, cabe destacar que los participantes dentro de este perfil toman en cuenta los
comentarios del profesor dentro de la clase para complementar sus soluciones y también
destacan la forma en que atienden a las correcciones durante el trabajo remoto de la bitacora.

Para ilustrar este rasgo, se presentara la Actividad 8B:
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del Eje X generara el s6lido mostrado en el enunciado del problema. El enunciado del problema
incluye una relacion entre las medidas del diametro de los cortes transversales del sélido a
diferentes distancias sobre el eje de rotacion. No obstante, para modelar la funcién que genera
el sélido en revolucién, debian emplearse puntos (x,r), donde a una distancia de x sobre el eje
de rotacion, r es la medida del radio del corte transversal. A manera de ejemplo, se considerara
el caso de la terna de estudiantes Victor, Josué y Ana (Bitacora 16) quienes construyeron su
modelo dindmico de la siguiente manera: introdujeron una serie de puntos cuyas coordenadas

fueron (x,d) segun la tabla dada en el problema y generaron un modelo polinomial que se

Para esta actividad, debia emplearse un polinomio de grado 4 tal que al rotarlo alrededor

Problema B. Un fabricante debe calcular la cantidad de material requerida para una pieza de maquinaria
cuya forma se muestra en la Figura a; Para ello, se mide el diametro en centimetros del corte transversal a
diferentes longitudes a lo largo del objeto, medidas presentes en la siguiente tabla (Figura b):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x
d 42 38 42 4.7 5.2 57 58 54 4.9 4.4 4.6

A
3

Figura a. Forma de la pieza

Figura b. Ejemplo de los cortes transversales

a) Usen un polinomio de grado 4 que pase por los puntos dados, tal que simule la curva que al rotar
alrededor del Eje x, forme la pieza mostrada.
b) Con base en el inciso anterior, aproximen el volumen de la pieza para saber el material requerido.

ajustara a esa lista de puntos, tal como se muestra en la Figura 4.11.

(€]

G = (A7.B7)
= (6.58)

H = (A8.B8)
= (7.54)

| = (A9,B9)
= (8.49)

J = (A10,B10)
= (9,4.4)

K = (A11,B11)

= (10, 4.6)

i1 = {A,B,C.D,E.F,G.H,1,J. & 2 : 5 8 3
= {(0.4.2). (1, 3.8), (2. 4.2), (3. 4.7)

f(x) = Si(0 < x < 10, AjustePc/#:5n
= 0x*—0.11x*+0.66x* —1x+

N [ESE==210 JIC=IE - IR N

Figura 4.11. Aproximacién erronea al modelo de la Actividad 8B
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Posteriormente, calcularon el volumen del sélido en revolucién con base en el método
. . . . . ., 10 . e,
de discos, introduciendo la siguiente expresion: fo m[f(x)]? dx. El profesor solicité a los

participantes comprobar que el solido en revolucién obtenido utilizando la vista 3D fuera tal
que cumpliera con las condiciones del problema. Asi, notaron que los cortes transversales tenian
el doble del diametro, por ejemplo, el diametro del corte transversal para x = 10 debia ser de
4.6 segun el enunciado del problema, mientras que el modelo dinamico de los estudiantes tenia
un didmetro de 9.2 (ilustrado en la Figura 4.11).

Para corregir sus resultados, los estudiantes notaron que debian dividir todos los valores

de las alturas de los puntos entre dos e identificaron que este proceso era similar a dividir la

fx)

funcion f(x) entre dos, o bien, definir g(x) = =Y obtener folo mg?. Entre sus registros sobre

la actividad, puede apreciarse que los estudiantes no solamente incluyeron la version final de
su aproximacion a la actividad, sino que ademas incluyeron una nota explicando de forma

sintetizada el proceso de correccién (Figura 4.12).

4 B

Solid of Revolution Formed When Area is Rotated About x-Axis

- = e 186468
Volu n
b=ho 3138

NOTA: pudimos comprobar que el modelo era correcto, al observar que media 9 cm de
Jiametro aprox, y el radio resulto de 4.6. Cosa que en la imagen inicial el diametro debe
medir 4.6 y el radio la mitad de eso. Lo dnico que hicimos fue dividir la funcién f entre 2. Se
levo a cabo una Correccion.

Figura 4.12. Ejemplo de notas sobre correcciones en la Bitdcora 16

En este sentido, se sefiala que las bitacoras asociadas con este perfil se destacan porque
los registros incluidos en ellas incluyen evidencias que muestran que los participantes toman

en cuenta la retroalimentacion que reciben dentro y fuera del salén de clases.

Para concluir con el analisis de este perfil de trabajo en la bitacora digital, se incluye

una sintesis sobre las caracteristicas que muestran los registros de los estudiantes:
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Descriptor Perfil inquisitivo

o (GG ERGEEE Aprovechan las herramientas de GeoGebra para explorar conexiones entre diferentes
matematicas conceptos matematicos o representaciones de un mismo concepto. Activan diversos recursos
matematicos al resolver problemas con herramientas digitales.

Prioridad en las Ofrecen respuestas generalmente detalladas y enfatizan aspectos explicativos acerca de sus
explicaciones motivaciones sobre el tipo de procesos que llevan a cabo. Las descripciones procedimentales
aln estan presentes, pero ya no son el centro de atencion de los estudiantes al momento de
registrar su trabajo.

Involucramiento Realizan diversas exploraciones y discusiones en clases respecto a las matematicas
relacionadas con los problemas, sin embargo, no suelen incluir estas interacciones en su
bitdcora. Complementan sus actividades con consultas en linea, problemas de clase o
problemas adicionales de Khan Academy u otros sitios web.

Agencia Adquieren un rol mas protagdnico en su propio aprendizaje, pues se responsabilizan en la
construccion de la bitacora como una herramienta que es Util para los propios estudiantes.
Recurren a sus propias bitacoras para retomar ideas e incluyen inquietudes en sus bitacoras.

Continuidad Modifican continuamente la bitacora, le dan una estructura y tratan de mantener cierto grado
de estructura a lo largo de ella. Las bitacoras tienen un estilo narrativo y trabajan en las
retroalimentaciones ofrecidas por el profesor.

Tabla 4.13. Categorizacion del trabajo en la bitacora digital bajo un perfil inquisitivo

4.2.4. PERFIL ANALITICO

En este perfil de registro de trabajo con la bitacora digital, se destacaron formas
caracteristicas del acercamiento de los estudiantes a las actividades relacionadas que incluyen
la argumentacion analitica de sus soluciones, la busqueda de representaciones dinamicas de los
problemas dentro de GeoGebra y la identificacion de relaciones matematicas en los modelos
dindmicos a través de exploraciones similares a la extension de problemas. Esta forma de
trabajo constituye el tercer nivel de apropiacion de la bitacora digital como una herramienta
para registrar y reflexionar las experiencias de aprendizaje de los estudiantes. Sus caracteristicas

son las siguientes:

a) La presentacion de argumentos analiticos para sustentar sus soluciones empiricas a los
problemas

b) La forma de registrar sus soluciones tiene un caracter algebraico o analitico, dejando de
lado los aspectos procedimentales vinculados a la construccion de sus modelos

c) La identificacion de propiedades y relaciones geométricas en sus modelos dinamicos
con la finalidad de comprender y extender los problemas

d) La incorporacion de diversos tipos de registros en el trabajo remoto de naturaleza
procedimental y conceptual, incluyendo construcciones en GeoGebra como apoyo para

la comprension de relaciones matematicas
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e) El seguimiento y atencion a la retroalimentacion ofrecida por el profesor.

La Tabla 4.14 muestra a los estudiantes que desarrollaron una forma de llevar explorar
y registrar sus actividades en la bitacora bajo un perfil analitico. Al igual que se menciono sobre
el perfil inquisitivo, cada uno de los estudiantes mostré diferentes formas de desarrollo durante

el curso y de manera paulatina a lo largo de la implementacion de las actividades.

Bitacora 10 Bina Samuel y Ricardo ‘ Bitacora 13 Bina Arturo y Johana

Bitacora 12 Individual ~ Ferran ‘ Bitacora 15 Bina Jorge y José

Tabla 4.14. Bitacoras y participantes bajo un perfil analitico

Cabe destacar que, si bien este perfil de estudiantes exhibe caracteristicas relacionadas
con la argumentacion y extension de habilidades de resolucion de problemas, la forma en que
redactan sus aproximaciones a los problemas es sumamente similar a la del perfil inquisitivo,
en el sentido en que sus descripciones no reflejan completamente el proceso de resolucion que
realizaron. Es decir, no suelen poner el foco de atencién en los procesos relacionados con la
construccién y exploracion empirica a través de los modelos dinamicos, sino que registran

directamente las respuestas argumentadas en forma analitica-algebraica.

A. Caracterizando el trabajo en las actividades de un perfil analitico. Ademas de las
caracteristicas mencionadas, es importante considerar que las formas de realizar las actividades
de un perfil analitico involucran la comprension y exploracién de los problemas con apoyo de
las herramientas de GeoGebra. En este sentido, los participantes planteaban preguntas durante
las sesiones hacia el profesor sobre como entender los enunciados de los problemas y los
fendmenos involucrados. Para ilustrar estas aproximaciones, se ejemplificara el trabajo de los
estudiantes Samuel y Ricardo (Bitacora 10) sobre la Actividad 102

Actividad 10. La velocidad v del flujo sanguineo a una distancia d (en mm) del eje central de una arteria de
radio 0.85mm esta dado por la expresion siguiente:

v(d) = k(0.85%2 — d?)
Donde k es una constante de proporcionalidad.
a) ¢Cual es la velocidad promedio del flujo sanguineo a lo largo del radio de la arteria?
b) Sielradio de la arteria es R, ¢,cual es la velocidad promedio entre d = 0y d = R?

2 Obtenido de Larson y Edwards (2010; p. 294)
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Para ilustrar el desempefio de los estudiantes de un perfil analitico, es importante
describir tanto las aproximaciones desarrolladas en las sesiones presenciales como el trabajo
que realizaron de manera remota. En este sentido, se discutira el proceso de comprension del
problema, la construccién de su modelo dindmico, la obtencidn de soluciones y el proceso de
extension registrado en su bitacora digital durante su trabajo fuera del salon de clases,

destacando las caracteristicas principales del perfil de trabajo analitico.

Comprension del enunciado. En un primer momento, Samuel y Ricardo le plantearon
al profesor algunas preguntas sobre lo que significaba resolver el problema: ¢qué significa el
flujo sanguineo? ¢por qué esta en funcion de una distancia? ¢qué mide la funcion dada? Es
decir, trataron de dar sentido a la idea del flujo sanguineo (laminar) como la cantidad de sangre
que circula por un cilindro que representa la arteria. En sintesis, junto con ayuda del profesor y
con busquedas en internet, concluyeron que, dentro de una seccion transversal dada de una
arteria, la sangre no circula uniformemente, sino que lo hace a diferentes velocidades
dependiendo de su distancia al eje central de la arteria. La Figura 4.13 muestra una imagen que

los estudiantes consultaron para dar sentido al enunciado del problema.

Laminar blood flow

Vessel wall
Flow

Figura 4.13. Diagrama que ilustra el flujo laminar de la sangre (www.physiology.web.com)

Ahora bien, Samuel y Ricardo también consideraron como un elemento importante de
la comprensidn del problema interpretar el significado de la constante k en la expresion dada
en el problema. Nuevamente, con apoyo del profesor y una breve indagacién en internet, se
determind que el valor de k suele depender de elementos como la presién arterial de un adulto
en cierto rango de edad, la viscosidad de la sangre y un parametro médico en el estudio de la
sangre denominado perfil de velocidad de flujo (Ley de Poiseuille®). Comprender a fondo estos
conceptos se considero fuera del alcance o pertinencia del curso, pero fungié como un referente
clave que permitid a los estudiantes entender que el valor de k es una constante y que, para

fines de resolver el problema, se acord6 que sus valores pueden serentre O y 1.

3 Consultado del sitio web: https://ocw.unican.es/mod/page/view.php?id=509
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Construccion y exploracion del modelo dinamico. Los estudiantes se apoyaron en la
representacion grafica de la relacion entre la velocidad del flujo sanguineo dentro de la arteria
y la distancia del eje central de la arteria. Samuel y Ricardo graficaron una funcion en términos
de un deslizador k cuyos valores definieron entre 0 y 1, es decir, definieron la funcion de la

velocidad de flujo como f(x) = k(0.85% — x?2) tal como se muestra en la Figura 4.14.

ml/min
04 K=0.5
~ | ®
02
mm
020| 02 04 06 08\ 1 12 14 16 18 2 22 24
02 f(x) = 0.5 (l?l.852 —xz)

Figura 4.14. https://www.GeoGebra.org/m/dmguryys

Con esta grafica, los estudiantes pudieron interpretar que el flujo sanguineo se mueve a
méaxima velocidad a lo largo del eje de la arteria (cuando d = 0) y se hace mas lento cerca de
las paredes de la arteria (d = 0.85). Para encontrar el promedio de la velocidad de flujo a lo
largo de toda la arteria, Samuel y Ricardo consideraron el Teorema del Valor Medio para

Integrales* (TVMI), por lo que calcularon en GeoGebra lo siguiente:

1 0.85
E_]; f (x)dx

Durante el desarrollo de las actividades, se estudié el TVMI como una forma de
aproximar el valor promedio de una magnitud que varia de manera continua a lo largo de un
intervalo. En este sentido, dado que la velocidad del flujo sanguineo varia dependiendo de la
distancia al eje central de la arteria, se puede emplear el enunciado del TVMI para obtener un
valor que representa la velocidad promedio del flujo sanguineo. Samuel y Ricardo pudieron
identificar que la funcidon del primer inciso describe la velocidad del flujo sanguineo a lo largo
de una arteria con 0.85 mm de radio, por lo que para una arteria de R milimetros, consideraron

una nueva funcion h(x) = k(R? — x?), en términos de un nuevo deslizador R. El deslizador

4Si f es continua en [a, b], entonces existe un nimero ¢ en [a, b] tal que:

_ 1 b
f©=F=5— | fadx
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inicialmente admitia los valores que GeoGebra define por defecto para cualquier deslizador,
entre [-5,5]. Asi, el profesor les planted la pregunta, ¢estos valores resultan coherentes para el
estudio del problema? Nuevamente, Samuel y Ricardo realizaron una busqueda en internet para
descubrir que el radio de una arteria puede ser de hasta 1.5mm como méximo, por lo que, con
esta informacion, restringieron el valor de R al intervalo [0,1.5]. En este sentido, los estudiantes
obtuvieron dos funciones en términos de k, sin embargo, una describe una relacion entre el
flujo sanguineo en términos de la distancia del eje de la arteria para el caso particular de una
arteria cuyo radio es de 0.85mm, y la otra representa la relacion para cualquier valor del radio
de la arteria entre 0 y 1.5 mm (Figura 4.15)

251 ml/min

-05 f(x) = 0.7 (0.85% — x?)

Figura 4.15. Comparacién de las funciones en los incisos a y b de la Actividad 10

Una vez definidos estos parametros, calcularon el promedio de la velocidad de flujo en
el intervalo [0, R], a través de la expresion en GeoGebra %fOthx. Cabe destacar que los

estudiantes realizaron los calculos con ayuda de la Vista Gréafica de GeoGebra de manera
estructural, en términos de los elementos del modelo. En la Figura 4.16 (a 'y b) se muestran los
calculos realizados para ambos incisos del problema, de modo que al modificar los deslizadores

k y R, se obtienen los valores del promedio del flujo sanguineo en el intervalo correspondiente
de manera dinamica.
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K =05 R=15
) @
0 =@ 10 0 @ I5
f(x) = K (0.85% — %) h(x) = K (R? - %)
O . @
= 0.5(0.85° —x’) = 0.5 (1.5 - %)
0.85 R
a = j fdx _ c = /hdx
© ] o "
= 0.2047083333 = 1.125
a C
Y ‘=R
= (.2408333333 = 0.75
(a) (b)

Figura 4.16. Operaciones en el modelo de Samuel y Ricardo sobre la Actividad 10

Solucion analitica. Lo anterior permiti6 a este par de estudiantes notar que la respuesta
del promedio depende de los valores de k y de R, de modo que la solucion no es unica. La
nocion de una respuesta dindmica constituyo una base para la formulacion de una solucion
dindmica, de modo que Samuel y Ricardo se dieron a la tarea de responder analiticamente los
incisos de esta actividad, considerando que el valor promedio debia ser una expresion en
términos de k y R. En este sentido, reportaron lo siguiente en su bitacora digital para el inciso
(a) de la Actividad 10:

¢, Cual es la velocidad promedio del flujo sanguineo a lo largo del radio de la arteria?
Usaremos la férmula de valor medio de la integral
1 0.85 ) )
7f k(0.85% — x?)dx
0.85—-0)J,

Primero resolvemos la integral

0.85
f k(0.85%2 — x?)dx =
0

, 31085 ’ 37085 0852
0.85%kx — — = [0.85%kx — — =k(0.85% —
31, 31, :

Retomamos la férmula inicial y acomodamos la [expresion] para que quede en términos de k
0.853

Y P —k<0'853_ : )—k 48166
Y =085\ 3 ) 0.85 -

En este registro se observa que la solucion analitica al problema, utilizando un proceso
de integracion de polinomios, considerando a k como una constante. Se apoyan del TVMI para

obtener la representacion del promedio de la velocidad de flujo a lo largo de la arteria. En su
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modelo dinamico, se puede observar que los estudiantes contrastaron ambas soluciones, pues
definieron el valor k - 0.4816 para comprobar que coincidiera con el promedio de la funcion
(ver Figura 4.17).

K=05 : o8| ml/min

€] : ke K=05

[ =t U O) o8 .—

f(x) = K (085 — ) : 5 | K *.4816 = 0.2408333333 |

= 05(0.85°~x) b—T |

g 02
035 E

9. /‘d" 04 02 0 0l 0 06 O ING A T T AR T LI T8 T2

O

o mm
= 0.2047083333 f(x) = 0.5 (0.85* — x?)
s
~ 085
= 0.2408333333

b

|O g:y = 0.2408333333 I

Figura 4.17. Comparacion del resultado analitico y empirico del primer inciso de la Actividad
10

También realizaron el mismo procedimiento para el siguiente inciso, resumido en la
Tabla 4.15.

Registro de Samuel y Ricardo para el inciso a de la Actividad 10

Si el radio de la arteria es R, ;cual es la velocidad promedio entre d=0y d=R?
Haremos lo mismo, pero sustituyendo R, modificando la funcion original

1 R
— | k(R? - d?)dd

R-0)/,
Primero resolvemos la integral
R a21R R3
fk(RZ—dZ)dd:k[de—— =k|R3-—
0 3], 3
Retomamos la funcion y simplificamos
__1k R? R3 _ kR kR3
Y=R 3)° 3
Obtienen el promedio de la funcion de velocidad o ol | mifmin k=07
0 e 10 © o A 2
sobre el intervalo [0, R] a partir de considerar R o) - K () L R=1 i e
b ,

4z_.o @
y k como constantes. En su modelo dindmico, = 07(0)

3 13
definen el valor kR? — ki, dondekyRsonlos . < fu
3 2

mm

valores de los deslizadores correspondientes k y = nasotsssr 3ol o g NI T B
R. Comrpueban que el resultado obtenido ot : i i

analiticamente y el que obtuvieron con las = ot e !

herramientas de GeoGebra. e : i

Tabla 4.15. Contraste del resultado analitico y empirico para el segundo inciso
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Conviene destacar que los estudiantes realizaron una comprobacion basada en la idea

geométrica del promedio de una funcidon sobre un intervalo, para ello, definieron larectap: y =

d, donde d = %fOR k(R? — x?)dx y encontraron el area bajo dicha recta en el intervalo [0, R],

de este modo, se observa que fORp dx = fOR k(R? — x?)dx, ilustrado en la Figura 4.18.

h(x) = K (R? = x%)
= 06 (152 -x%)

| ml/min

h(x) = 0.6 (1.57 —x*

pry =09

Figura 4.18. Comprobacion grafica del promedio de la funcién h sobre el intervalo [0,R]

En este sentido, Samuel y Ricardo formularon dos tipos de soluciones: soluciones

empiricas con las herramientas de GeoGebra; y soluciones analiticas, empleando la integracion

de polinomios para encontrar el promedio de una funcién sobre un intervalo. Ambos tipos de

soluciones fueron contrastadas mediante la Vista Algebraica de GeoGebra, para dar evidencia

que su solucién analitica coincide con la solucién empirica.

Exploracion adicional. En el modelo dindmico de los estudiantes, se puede encontrar

una serie de exploraciones graficas que no reportan en la bitdcora digital. En estas

exploraciones, se observa que Samuel y Ricardo identificaron una relacion de igualdad entre

las &reas que estan por encima y por debajo de la recta y = %fOR h dx (sefialadas en la Figura

4.19). Estas areas se forman entre la funcion h(x) = K(R? —x?) ylarectag:y = %fOR hdx.

Figura 4.19.

Conjetura: las areas A y B son iguales
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Los procesos de indagacion de los estudiantes se pueden inferir a través las
construcciones en su modelo dindmico. La Tabla 4.16 muestra una interpretacion del proceso
de los estudiantes para explorar esta conjetura, ilustrando los pasos que siguieron en la Vista
Algebraica de GeoGebra. Con el trabajo de Samuel y Ricardo, se observan diferentes
representaciones de ideas matematicas que se construyen con apoyo en el uso dindmico de

exploraciones en GeoGebra.

Acercamiento en GeoGebra Interpretacion ‘
: 1) Encuentran el punto de interseccion B
e =x8) ’ 12 de la funcién h con larecta g
= 0.8660254038 . .,
12 2) Encuentran la interseccion D de la
i = x(D) v . g
o - funcién h con el Eje X. Los valores e, i
' . representan las abscisas de los puntos
o3 - /hdx i ! B y D respectivamente.
' i i 3) Calculan el area (B;) bajo la curva h
= 0:2089749%02 en el intervalo [e, i]
i /p " ' i B =(0.8660254038,075) | 4) Calculan el area (B,) bajo la curva g
® : i o en el mismo intervalo
= Q45B0T2 " 5) Restan ambas areas para obtener el
m=1-] : area rayada en la Figura 4.19, B =
= 0.2165063500 05 B, — B;
. / ol 5 04 6) Similarmente, realizan lo mismo para el
© 5 intervalo [0, e]: Calculan el area (4;)
= 0.8660254038 s bajo la curva h y el area (4,) bajo la
. ; 02 recta g, asi obtienen el valor del area
o o= [ s AA=A —A,
01
= 0.6495100528 Higa 7) Ambas areas (valores m y g en la Vista
a=n—o O R (ST T T T s SR e Algebraica) muestran el mismo valor a
= 0.2165063500 1 \ medida que se mueven los

deslizadores de los parametros k, R.

Tabla 4.16. Exploracién en GeoGebra de la conjetura de Samuel y Ricardo

B. Caracterizando el perfil analitico. Los estudiantes de un perfil analitico emplean la
representacion de los problemas en GeoGebra como una oportunidad para profundizar en su
entendimiento relacionado con las nociones del calculo. Tal como se ilustrd con los registros
de Ricardo y Samuel, llevan a cabo procesos de comprension de la disciplina a través de la
busqueda de argumentos analiticos y la exploracion de conjeturas que surgen de identificar

relaciones matematicas entre los objetos de los modelos dindmicos.

Una caracteristica que se presentd en las bitacoras con perfil analitico fue la
incorporacion de construcciones propias para ilustrar la forma en que entendian algunas ideas

clave del Célculo. A continuacion, se muestra un registro en la bitacora de Samuel y Ricardo
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acerca del Teorema Fundamental del Calculo. Lo destacado en este registro es que no
corresponde a una actividad en concreta, sino que muestra como los estudiantes de este perfil
construyen algunos modelos dindmicos como un apoyo para conectar relaciones matematicas

en términos de herramientas digitales:

Teorema Fundamental del Calculo TFC

El primer teorema nos dice que la derivada de una funcién equivalente a la integral desde 0 a otro valor(x) es
igual a la funcion que se esta derivando. La funcién equivalente G(x) da como resultado la integral desde 0 hasta x, también
se puede interpretar como la antiderivada de la funcion que se deriva.

El punto del teorema es relacionar la derivada y la integral siendo estas opuestas.
X
6= [ f@d, 6@ =re
0

https://www.geogebra.org/m/kz3uzgre

El segundo teorema nos dice que teniendo esta funcidn equivalente F(x), la funcién antiderivada de la funcién a
integrar, podemos calcular la integral de un punto (a) a (b) si obtenemos los valores de F(a) y F(b) y a la funcién del limite
superior (b) le restamos la del limite inferior (a).

b
f F(©)dt = F(b) — F(a)

https://www.geogebra.org/m/yu7tb7yk

En este registro, los estudiantes describen las dos partes del TFC e incluyen los enlaces
a los modelos. Gracias al protocolo de construccion de GeoGebra, es posible analizar el orden
de construccion de los elementos del modelo. La Tabla 4.17 resume el contenido de estos

modelos.

Modelo dinamico Descripcion

& Definen una funcién f(x) = x y un deslizador n;

a partir de ello, calculan el area bajo la curva de

f en el intervalo [0, n]. Obtienen la antiderivada

F(x) = x? y definen el punto A = (n, F(n)).

El punto A siempre estd sobre grafica de la

antiderivada al mover el deslizador. Es decir, F

se define como una funcién que asocia el limite

superior de integracion de la integral definida
fon f(x)dx con el area bajo la curva.

https://www.geogebra.org/m/kz3uzgre
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Definen la funcion f(x) = x y obtienen su

antiderivada  F(x) = x?. Crean  dos

IR deslizadores L y L;, los cuales son los limites

4 superior e inferior del area bajo la curva de la

FiLs)- F(L) = 52 funcion f. Por otro lado, calculan F(Lg) —

F(L;).Al modificar los valores de los

| deslizadores, el area bajo la curva de f en el

intervalo [L;, L¢] siempre es igual a la diferencia
F(Ls) — F(Ly).

https://www.geogebra.org/m/yu7tb7yk

Tabla 4.17. Modelos exploratorios sobre el TFC en la Bitacora 10

El trabajo de Samuel y Ricardo se ha utilizado para ejemplificar algunas de las

caracteristicas mas relevantes que destacan la forma de explorar y registrar los procesos de

razonamiento de los participantes cuando emplean herramientas digitales para resolver las

actividades del curso. Los estudiantes de un perfil analitico exploran problemas, formulan

soluciones analiticas y empiricas, y proponen formas alternativas de profundizar su

conocimiento sobre las relaciones matematicas clave del estudio del Célculo. La Tabla 4.18

resume las caracteristicas de los registros de estudiantes bajo un perfil analitico.

Descriptor Perfil analitico

Conexion de
ideas
matematicas

Prioridad en las
explicaciones

Involucramiento

Agencia

Continuidad

Manifiestan la conexion de ideas a través de consultas externas y de incorporar notas
sobre lo hecho en clases. Estos estudiantes se destacan por mostrar ideas matematicas
refinadas y realizar conexiones entre formas de representacion algebraicas y gréaficas.
Exhiben habitos relacionados con la extension y problematizacion de las tareas.

Ofrecen respuestas generalmente detalladas y enfatizan aspectos explicativos acerca de
sus motivaciones sobre el tipo de procesos que llevan a cabo.

Participan activamente en clases, incluyen sus exploraciones en las bitacoras y se
involucran en la refinacion de sus ideas matematicas a través de identificar propiedades y
relaciones al momento de resolver problemas.

Muestran formas personalizadas de complementarse al elegir el tipo de contenido que
desean incluir, la relevancia que encuentran en el contenido y la forma en que profundizan
en cierto tipo de tareas o emplean la bitacora para extender sus ideas sobre diversos
temas. Es decir, los estudiantes exhiben formas de interpretar la importancia de su propia
comprension.

Trabajan en su bitacora de manera continua, con una intermitencia no mayor a 3 dias.
Ademas, se presenta atencion constante a la retroalimentacion o bien, su intencionalidad
fue la misma durante el desarrollo del curso.

Tabla 4.18. Caracterizacidn de bitacoras bajo un perfil analitico

4.3. Evaluacioén de los estudiantes sobre la bitacora

Para cerrar con el andlisis, se incluye la evaluacion que los estudiantes realizaron

respecto al uso de la bitacora digital como principal herramienta para el aprendizaje del Calculo
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Integral. En términos generales, se llevo a cabo una reflexion grupal en la que se pidi6 a los
estudiantes que plasmaran sus ideas al final de su bitacora respondiendo las siguientes
preguntas: 1) ¢Habian trabajado con formatos similares antes? 2) ¢ Cuéles fueron las principales

ventajas y desventajas que encontraron al trabajar con una bitécora digital?

De manera global, la Tabla 4.19 resume las ventajas y desventajas que fueron percibidas

en mayor cantidad por parte de los estudiantes durante todo el curso.

La bitdcora digital es una buena estrategia de
aprendizaje. Los estudiantes perciben la bitacora digital
como una forma de organizar, dar orden y recordar sus
propias ideas después de la clase, asi como de identificar y
resolver dificultades conceptuales.

La bitacora digital permite generar una idea global del
curso. Los participantes manifestaron que la bitacora
permitié tener una nocién estructurada de los objetivos del
curso y de relacionar los diferentes temas estudiados y
actividades trabajadas.

Promueve la investigaciéon de conceptos. Se percibio
como un beneficio que los estudiantes pudieran incluir lo
que consultaban en Khan Academy y otros sitios web sobre
gjercicios adicionales, definiciones y videos.

El uso de GeoGebra facilita el aprendizaje. Los
estudiantes asociaron el trabajo en la bitdcora digital con el
uso de construcciones dinamicas para explorar y resolver
problemas. Consideraron que el uso de GeoGebra les
ayudé a entender diversos temas.

Resulta complejo expresarse en un formato digital. Mas
de un tercio de los estudiantes consideraron como un gran
desafio poder plantear sus ideas de forma estructurada
(textualmente, en audios o videos). Consideraron que
muchas veces sus ideas no se veian reflejadas como ellos
deseaban en sus reportes escritos acerca de cdmo
resolvian las actividades.

Es necesario un mejor formato para la bitacora digital.
Aproximadamente un tercio de los participantes
mencionaron que se sentian incdmodos trabajando con
Google Docs como el principal formato de la bitacora digital
en términos del uso de notacion matematica, las dificultades
de sincronizacion cuando varios participantes deseaban
trabajar en una misma bitacora y la pérdida de calidad de
imagenes cuando se incluian en su documento de Google
Docs.

No se puede registrar todo lo que ocurre en la clase.
Algunos estudiantes mencionaron que no sabian como
discriminar el tipo de informacion que era valiosa para incluir
en la bitacora digital. Algunos estudiantes mencionan que
les era dificil narrar la forma en que habian trabajado
durante la sesién presencial y organizar el orden de como
se habian presentado las diferentes soluciones de las
actividades.

Implica una reorganizacién de las logisticas de trabajo.
Se reportaron algunos aspectos que los participantes
consideraron como problematicos en este formato de
trabajo, incluyendo: falta de tiempo para realizar los
registros en la bitdcora, una mayor carga de trabajo
comparada con formatos tradicionales; dificultades para
coordinar el trabajo en equipo; y, falta de disciplina para
poder trabajar continuamente en la bitacora.

Tabla 4.19. Principales ventajas y desventajas del uso de una bitacora digital percibidas por los

estudiantes a nivel global

En general, lo mas proximo a una bitacora digital reportado por los estudiantes fueron
portafolios de evidencias o diarios de laboratorios en otras asignaturas, ninguna en matematicas.

En los Apéndices 4 y 5 se encuentran tablas con la lista de codigos que resumen las diferentes
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ventajas y desventajas que los estudiantes percibieron, asi como la lista completa de estas

caracteristicas listada por cada bitacora que fue incluida en el analisis.

Perfil

Ventajas percibidas

Desventajas percibidas

Procedimental o
[ ]

Es una buena estrategia de aprendizaje
Es una forma innovadora de trabajo
Es un repositorio que servira a futuro

Es una buena manera de dar orden a las
ideas

Favorece
informacién

la busqueda externa de

Es dificil expresar las ideas en forma
no oral

Implica una carga de trabajo mayor a
un escenario tradicional

Es dificil registrar todo lo que ocurrid
en clases

No contaban con el tiempo suficiente
para trabajar

Es dificil dar una estructura propia

Inquisitivo e Esunabuena estrategia de aprendizaje e  Google Docs no es un formato idéneo
e  Favorece estrategias metacognitivas e  Es dificil expresar las ideas en forma
e Favorece la bisqueda externa de no verbal
informacion e  Es dificil registrar todo lo que ocurrié
e Promueve la experimentacion y en clases
exploracién a través de GeoGebra e Es dificil construir una bitacora en
e Es una forma practica y flexible de equipo
trabajo
e Esunabuena manera de dar orden a
las ideas
Analitico e Esunabuena estrategia de aprendizaje e  Google Docs no es un formato idéneo

Favorece estrategias metacognitivas

Promueve la experimentacion y
exploracion a través de GeoGebra

Es una gran manera de recibir y atender
a la retroalimentacion

Tabla 4.20. Sintesis de ventajas y desventajas percibidas del trabajo en la bitacora

. El proceso de obtencidn de los cddigos se basd en una agrupacion sobre lo que los
estudiantes reportaron en sus reflexiones retrospectivas sobre el curso y en las interacciones
espontaneas con el profesor a lo largo del curso. La Tabla 4.20 muestra un agrupamiento de
las principales ventajas y desventajas percibidas por los estudiantes agrupados por perfiles de

desemperio.

A partir de las reflexiones de los estudiantes, se observa la presencia dificultades para
expresar sus ideas de manera estructurada, diferente al discurso informal al que estan
habituados en el saldn de clases. En la medida que los estudiantes se apropian de la bitacora,
abandonan una vision superficial sobre el uso de la bitacora y comienzan a identificar su

importancia como una herramienta para el desarrollo de estrategias de aprendizaje y su rol en
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el aprendizaje. Por ejemplo, las ventajas del uso de la bitdcora digital que reportan los
estudiantes de un perfil procedimental se enfocan en lo “innovador” o lo “util” que puede ser
tener un repositorio ordenado de ideas; en contraste, los estudiantes de un perfil analitico
identifican ventajas del uso de la bitacora digital en términos de lo que ofrece como una
herramienta para realizar reflexiones introspectivas, de autoevaluacion y que invita a trasladarse

hacia una postura mas activa en sus procesos de aprendizaje.

79



Capitulo 5 CONCLUSIONES

En esta investigacion, se propuso el de la bitacora digital como una herramienta que
permite a los estudiantes organizar y estructurar los procesos involucrados en el trabajo remoto
y presencial de su aprendizaje. A la vez, se explotan las oportunidades que ofrecen las
tecnologias digitales en el aprendizaje matematico de los estudiantes. Un modelo conceptual de
la bitacora digital sustenta el uso de recursos y elementos de soporte que los estudiantes tienen
a su disposicion bajo una perspectiva inquisitiva de la disciplina, a través de la resolucion de
problemas. En esta direccion, los estudiantes se involucran en el registro y reflexion sobre el
uso de diversas herramientas tecnoldgicas y semiéticas para dar sentido, explorar y extender
sus entendimientos acerca de los contenidos disciplinares relacionados con las actividades de
sus cursos de matematicas. Se presentaron los resultados que generd el uso de una bitacora
digital en el desarrollo de un curso de Célculo Diferencial e Integral a través de la
problematizacion de las actividades mediante el uso de GeoGebra, la generacion de diversos
recursos de soporte para ayudar a los estudiantes y la coordinacion del trabajo presencial y

remoto de los estudiantes.

En la medida en que los estudiantes interactGan con los problemas bajo la idea de
problematizar y registrar sus acercamientos, intervienen diversos elementos entre los que se
incluyen las experiencias previas de los estudiantes con las matematicas, los recursos con los
que cuentan y la percepcion que tienen acerca de la disciplina (Schoenfeld, 2023); de este modo,
la forma en que los estudiantes se apropiaron de la bitacora digital como una herramienta donde
registrar y monitorear su aprendizaje no resulté homogénea, sino que se manifiestan diversos
modos de reflexionar sobre sus exploraciones y soluciones a los problemas. El andlisis de la
investigacion estuvo centrado alrededor de la caracterizacion de tres diferentes perfiles sobre la
manera en que se llevo a cabo el registro en la bitcora digital por parte de los estudiantes. En
cada uno de los perfiles, se reflejan diferentes modos de abordar tareas matematicas, asi como
de aprovechar los recursos y elementos de soporte para robustecer su comprension sobre la
asignatura en terminos de como resuelven y discuten sobre problemas. La intencion de dicho

analisis fue responder a la pregunta de investigacion:
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¢En qué medida el registro sistematico de las experiencias de aprendizaje que

los estudiantes de un curso de célculo integral reportan en una bitacora digital

contribuye al desarrollo de competencias de resolucion de problemas?

5.1. Caracterizando la bitacora digital y la pregunta de investigacion

Se realiz6 una caracterizacion de las bitacoras en términos de cinco descriptores que dan

cuenta de lo que significa emplear la bitacora como herramienta reflexiva de su aprendizaje

matematico. La Tabla 5.1 incluye una sintesis de las caracterizaciones de la bitacora digital en

términos de los

cinco descriptores.

Perfil procedimental

Perfil inquisitivo

Perfil analitico

Conexion de Asocian las ideas
ideas matematicas con procesos
matematicas algoritmicos y el uso de

Prioridad de las
explicaciones

Involucramiento

Agencia

Continuidad

comandos de GeoGebra

Reportan resultados o, en
el mejor de los casos, los
pasos para obtener esos

resultados.

Se enfocan en comprender
lo procedimental de los
procesos matematicos.

El profesor como
responsable del
aprendizaje

Trabajo irregular, sin una
estructura aparente. Poca
atencién a la
retroalimentacion.

Exploran ideas
matematicas de diferentes
maneras a través de las
herramientas de GeoGebra

Sustentan sus resultados
con explicaciones
empiricas

Articulan lo procedimental
y lo conceptual mediante
diversos tipos de entradas
en su bitacora

Mayor énfasis al rol del
estudiante en el
aprendizaje

Estructura narrativa
coherente, con cierta
atencion a la
retroalimentacion.

Representan relaciones
matematicas con ayuda de
GeoGebra, que usan para
argumentar y extender sus
soluciones.

Sustentan sus resultados
con explicaciones
empiricas y argumentos
analiticos.

Complementan lo
procedimental con
aspectos conceptuales de
las matematicas,
construyendo modelos
dindmicos.

El estudiante como
responsable del
aprendizaje

Estructura narrativa a lo
largo de la bitacora;
trabajan en la coherencia
de la bitacora y atienden a
la retroalimentacion.

Tabla 5.1. Caracterizacion de los perfiles de apropiacién de la bitacora digital

La categorizacion permite dar cuenta de las diferencias generales entre los perfiles que

emergen durante el trabajo con la bitacora digital, no obstante, responder la pregunta de

investigacion implica analizar las formas en que los estudiantes exploran, modelan y resuelven

los problemas en los diferentes perfiles identificados. Adicionalmente, se incluyé una

indagacion sobre las percepciones de los estudiantes acerca de como que experimentaron el
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trabajo con la bitacora digital. Esto dio cuenta de las ventajas y obstaculos que los estudiantes

identifican en términos de sus propios intereses de aprendizaje.

Perfil procedimental. Este tipo de bitacoras exhibe cémo los estudiantes comienzan a
comprender la resolucién de problemas mediante el uso de tecnologias digitales. Durante las
primeras semanas, todas las bitacoras se encontraban dentro de este perfil lo que permite dar
cuenta de las concepciones iniciales sobre lo que significa registrar las experiencias de
aprendizaje para los alumnos: las entradas predominantes son de tipo procedimental (ejercicios
de clase, Khan Academy o tomados de sitios web) con algunas entradas textuales sobre
definiciones de los conceptos matematicos identificados. En el anélisis se presento el

acercamiento registrado en la Bitacora 1 sobre la Actividad 1:

i.  Usaron un ajuste logaritmico para modelizar la relacién entre los datos de altura y
presion que el problema describe
ii.  Usaron un punto de movimiento controlado para determinar el valor de h(0.75),
observando la ordenada de dicho punto cuando su abscisa es igual a 0.75.
iii.  Usaron la interseccion de la recta y = 13 con la gréfica de la funcién h(p), que es
analitcamente equivalente a resolver la ecuacién h(p) = 13, la solucién fue la abscisa

de dicha interseccion

. dh
iv.  Trazaron rectas tangentes para encontrar el valor de o cuando h =5y h = 20.

En este sentido, traducen sus procedimientos en lapiz y papel a través de las
herramientas que ofrece GeoGebra, de modo que sustituyen estos procesos y disminuyen la
demanda cognitiva o algoritmica que implica trabajar en ellos en lapiz y papel. En estos perfiles,
el uso de las tecnologias digitales simplifica el proceso de resolver problemas y permite a los
estudiantes superar cualquier brecha que pudiera implicar el trabajo analitico de dar respuesta
a las preguntas de las actividades. Por ejemplo, las estudiantes fueron capaces de responder al
tercer inciso, que analiticamente implica resolver la ecuacion logaritmica a + bInx = 13

mediante un acercamiento grafico (interseccion de dos curvas).

Los estudiantes de un perfil procedimental exhiben un acercamiento lineal a la
resolucion de problemas, ilustrado en la Figura 5.1: parten de las preguntas planteadas en un
problema o tarea y obtienen respuestas con apoyo en las herramientas de GeoGebra.
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Pregunta Respuesta

empirica

Herramientas
de GeoGebra

Figura 5.1. Acercamiento lineal a la resolucién de problemas

El registro de sus experiencias de aprendizaje mediante la bitcora digital permite a los
estudiantes trazar caminos de solucion claros, reduciendo los obstaculos asociados a los

aspectos analiticos.

Perfil inquisitivo. En este perfil de bitacoras, se retne el trabajo de estudiantes que
indagan sobre sus procesos de resolver problemas una vez que obtienen una solucion, en
términos de encontrar diferentes maneras de comprobar o justificar sus resultados, o bien, en

encontrar alternativas similares para dar solucion a las preguntas de las actividades (Figura 5.2)

Buscar nuevos
caminos

Pregunta Respuesta iR
robusta = =
4
Representacion
dinamica a

Ampliar
soluciones

Figura 5.2. Perfil inquisitivo en la solucion de problemas

En la seccidon del analisis se ejemplifico este perfil de bitacoras a través de lo registrado
en la Bitacora 2 por una terna de estudiantes (Dante, lan y Ariadna) en relacién con la Actividad
6, que consistia en obtener informacion acerca de una funcién f, dada la grafica de su derivada
f"y la condicion de que f(0) = —4. Para explorar este problema, los estudiantes emplearon un
ajuste polinomial a partir de identificar algunos puntos clave en la grafica de f' con la intencion
de plasmar dicha curva dentro de GeoGebra. Una vez obtenida la curva, los estudiantes
pudieron generar la antiderivada de f’ y, tomando en cuenta la condicién inicial, obtuvieron la
gréfica de f. En este sentido, el resto de las preguntas pueden ser respondidas rapidamente con

la gréfica de f, por ejemplo, una de las preguntas de la actividad fue investigar si f(5) —
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f(4) > 0; al contar con la grafica de f, es posible calcular dicha operacion con las herramientas
de célculo simbolico de GeoGebra. No obstante, los estudiantes del perfil inquisitivo se
engancharon en exploraciones que pudieran sustentar o extender la solucion a dicha pregunta,
por ejemplo, en la Bitacora 2 se emplea el célculo de areas bajo la curva de f' para poder dar
una respuesta que no involucra calcular directamente f(5) y f(4), sino que a través del TFC,
argumentan que obtener la integral definida de f’ en el intervalo [4,5] es equivalente a realizar
la resta directamente sobre la funcion f. El uso de las integrales se activo como una forma
alternativa de complementar la respuesta ofrecida por GeoGebra a traves de vincular el

contenido matematico que se estudiaba en el curso, es decir, el TFC.

La forma en que estos estudiantes complementan su bitacora es mediante todo tipo de
entradas, incluyendo problemas adicionales obtenidos de Khan Academy vy otras plataformas
educativas en la red. Los participantes emplean la bitdcora como una herramienta que les
permita retomar ideas e identificar ciertos errores y obstaculos que se enfrentaron durante el
desarrollo de las actividades, al incluir un registro de estos. Cabe mencionar que, en este perfil
de bitacoras, se identificaron ventajas sobre el uso de la bitacora relacionadas con la
estructuracion de ideas y con la posibilidad de activar recursos matematicos y digitales al
finalizar el curso. Esto sugiere que se encuentran en proceso de internalizar la biticora digital
como una herramienta asociada a la reflexion y apropiacion de estrategias que permiten dar
sentido a las relaciones matematicas que emergen al momento de enfrentarse a problemas

matematicos.

Perfil analitico. Los estudiantes de este perfil exhiben una apropiacién considerable en
cuanto al uso de la bitdcora como una herramienta de aprendizaje, a través de la cual identifican
recursos y conexiones entre ideas matematicas mediante la exploracién de problemas, del uso
de multiples representaciones y de la extension de problemas. Los recursos matematicos y
tecnoldgicos se interrelacionan mediante la forma en que estos estudiantes presentan sus
razonamientos, enfatizando en procesos como la justificacion y argumentacion de ideas. En el
analisis se ejemplifica el trabajo de los estudiantes Samuel y Ricardo en relacion con la
Actividad 10. Esta pareja de estudiantes emple6 GeoGebra para analizar el efecto de los
parametros R y d de la funcion de flujo sanguineo (funcion v(t)), esto con la intencién de
comprender el enunciado del problema. Los estudiantes también se involucraron en un proceso

de busqueda y construccion de significados sobre el fendomeno del flujo laminar como parte del
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proceso de comprension. Una vez que resolvieron analiticamente la Actividad 10, estos
participantes graficaron una recta a la altura del promedio obtenido y notaron que el exceso del
area debajo de la funcion v respecto al area debajo de la recta horizontal parecia ser igual al
exceso del area debajo de la recta horizontal respecto al area debajo de la funcién v (ilustrado

en la Figura 4.19 de la Seccién 4).

Bitacora 10

Determinar la velocidad promedio de flujo sanguineo de una arteria de radio R a una distancia d
Elementos i. Se engancharon en un proceso de busqueda de informacién para dar sentido al problema
de la i Usaron deslizadores para representar una familia de funciones de la velocidad del flujo
solucion cuando varian los parametros de la funcion de velocidad.

il Resolvieron el problema analitica y empiricamente, contrastando ambos resultados con su
modelo dinamico

iv. Emplearon su modelo dindmico para identificar una relacién entre las areas bajo la curva
de la velocidad del flujo y la interseccion de una recta, relacionada con el TVM para
integrales

Tabla 5.2. Sintesis del trabajo del analisis de lo registrado en la Bitacora 10

En este sentido, los estudiantes se engancharon en explorar una relacion matematica
asociada al TVM para integrales, y muestran su exploracion en términos de los célculos
realizados en la Vista Algebraica de GeoGebra. El trabajo de Samuel y Ricardo ejemplifica
coémo en el perfil de bitacoras inquisitivas se emplean las herramientas de GeoGebra para
extender sus exploraciones a los problemas (Figura 5.3).

Pregunta Solucin Nueva
) exploracion
Conjetura K
L)
) - Q)
Representacion Conexiones Modelo
dinamica analiticas dinamico

Figura 5.3. Aproximacion de las analiticas a los problemas

Este conjunto de bitacoras se destaca por incluir evidencias sobre el uso de modelos
dindmicos generados por los estudiantes en el proceso de dar sentido a los conceptos
matematicos del célculo. Eso sugiere que los estudiantes se apoyan en la naturaleza dinamica
de GeoGebra para identificar, comprender y ejemplificar las relaciones de variacion en el
calculo. En esta direccion, se argumenta que este grupo de estudiantes manifiestan un rol activo

en su aprendizaje, toman agencia de lo que significa reflexionar sobre las ideas matematicas
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pues toman actitudes proactivas en la busqueda de nuevas relaciones entre los objetos que
observan en los modelos dinamicos. Es decir, se cuestionan sobre lo que significa resolver un
problema y plantean rutas adicionales de exploracion con la finalidad de pulir sus
entendimientos sobre los conceptos matematicos o bien, las estrategias que emplean para
representar y resolver los problemas.

Conviene destacar que los estudiantes dentro de este perfil no exhiben formas estandar
de acercarse al estudio de la matematica; sino que se trata de estudiantes con antecedentes
academicos soélidos. En este sentido, lo exhibido por los estudiantes Samuel y Ricardo
constituye una muestra del tipo de exploraciones y analisis que pueden llegar a explotarse con
el uso coordinado de las tecnologias digitales en el proceso de elaboracion de la bitacora digital.
Si bien, no necesariamente constituye un ejemplar sobre lo que la mayoria de los estudiantes
puede alcanzar, permite dar cuenta de cémo la incorporacion de herramientas digitales y la
problematizacion del contenido disciplinar favorecen el involucramiento de estos estudiantes
en la exploracién y profundizacion de las relaciones matematicas identificadas en la resolucion

de problemas.

5.2. Discusién

Conforme los estudiantes se apropian de la bitacora digital como una forma de plasmar
el proceso de dar sentido al estudio del Calculo, también emergen competencias de resolucion
de problemas como la extension de problemas, la busqueda de diversas soluciones, la
argumentacion de ideas y el uso de diversas formas de representacion de conceptos matematicos
para resolver problemas. La categorizacion de los perfiles de la bitacora digital da cuenta de las
formas en que los estudiantes desarrollan competencias asociadas a la resolucion de problemas
matematicos bajo una visién inquisitiva de la disciplina. Algunas estrategias basadas en las
herramientas de GeoGebra que los estudiantes emplearon a lo largo de la implementacién de
las actividades incluyen el ajuste de curvas para representar funciones, el uso de deslizadores
para explorar casos particulares, y la exploracion de conjeturas a través de representaciones
gréficas. Por otro lado, también se detectaron competencias mediadas a través de GeoGebra y
el registro de experiencias de aprendizaje, tales como la extension de problemas, resolver
problemas de diferentes maneras, la argumentacion y la comunicacion de ideas. Estas
competencias no se manifiestan de manera homogénea entre todos los estudiantes, sino que se

observaron diferentes modos en que se activaron recursos y estrategias en el proceso de registrar
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sus experiencias de aprendizaje. (Coémo se relaciona el uso de la bitacora digital como
herramienta de registro y reflexion del aprendizaje en el desarrollo de competencias de
resolucion de problemas a través de los diferentes perfiles identificados en el andlisis? Se
argumenta que los perfiles caracterizados en esta investigacion sirven como pauta para esbozar
la forma en que los estudiantes transitan desde una postura tradicionalista de las matematicas
hacia una postura inquisitiva basada en la solucion de problemas. Es decir, ;como es el transito
de los estudiantes al pasar de concebir el estudio de las matematicas como una actividad
principalmente mecénica, orientada a la solucion de largas listas de tareas, hacia una forma
orientada a explorar, reflexionar, registrar y comunicar las ideas y razonamientos que surgen

durante la resolucion de problemas?

La Figura 5.4 ilustra la forma en que se interconectan los enfoques del aprendizaje de
las matemaéticas basada en la resolucion de problemas en términos de las caracteristicas de los
perfiles identificados en el analisis de la investigacion. Es decir, a partir de las concepciones
que los estudiantes de cada perfil evidencian sobre el aprendizaje de las matematicas, se
plantean ciertas acciones que se proponen como posibles alternativas que desarrollen el
desempefio de los estudiantes para moverse de un tipo de trabajo hacia a otro.

* (Cuéles son los
temas que se
estdn
estudiando?

Procedimental

|+ Busqueda de formas de validar y

: comprobar las soluciones

| * Explicitar el rol de los procesos para + ;Como dan
|

|

|

obtener soluciones sentido a los

————

«+ Identificar los aspectos conceptuales 3 ez
involucrados en los procedimientos IanISItIVO probler_nas y
L o T T T T T T | contenidos
involucrados?

+ Busqueda de otras formas de resolver
un problema + ;Qué

 Identificar el rol de los modelos relaciones
dinamicos en la resolucion de Analitico matematicas
problemas . AANERICY identifican en

» Explicitar el rol de las tecnologias

digitales para aprender matematicas los problemas
que resuelven?

Figura 5.4. Desarrollo de competencias de resolucidon de problemas en el trabajo de la bitédcora digital

Un elemento crucial que caracteriza el transito de un perfil de trabajo hacia el siguiente,
son los habitos de dar sentido a las situaciones matematicas con las que se trabaja. Este elemento

trae consigo importantes implicaciones en el desempefio de los estudiantes en la exploracion,
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comprension y solucion de problemas. Mientras que los estudiantes de un perfil procedimental
se enganchan en procesos algoritmicos con la finalidad de obtener resultados, la forma de
trabajar de un estudiante bajo un perfil inquisitivo o analitico se concentra en procesos
espontaneos (0 proximos a ser sistematicos) de comprender la situacién de los problemas que
resuelven, o al menos de construir significados sobre la coherencia de las representaciones
matematicas de los problemas. Tener informacion sobre las ventajas y desventajas percibidas
de los estudiantes también sustenta la relevancia de los elementos de enganchamiento y agencia
en la apropiacion de la bitdcora. En términos generales, los estudiantes que prestaron mas
atencion a la utilidad metacognitiva de la bitdcora se mostraron mas inclinados a apropiarse de
esta como una herramienta reflexiva mediante discursos introspectivos que revelaban interées

por los conceptos involucrados en los problemas.

5.3. Limitaciones y contribuciones

Las caracterizaciones realizadas en esta investigacion se encuentran en un nivel global
0 generalizado y apuntan a la generacion de esquemas sobre las posibles rutas que los
estudiantes pueden seguir en el proceso de registrar sus experiencias de aprendizaje en una
bitacora digital acerca de un curso con un enfoque analitico de resolucién de problemas. Si bien
se pudieron analizar las bitacoras con cierto grado de especificidad, el analisis particular de
cada bitacora a lo largo del curso es una tarea exhaustiva que demanda un estudio por su cuenta.
En esta investigacion, prevalecio el trabajo grupal ya que la mayor parte de las discusiones se
Ilevé a cabo en plenaria, y los estudiantes pudieron intercambiar informacién entre ellos para
complementar sus bitacoras. En este sentido, los procesos de apropiacién de la bitacora
plasmados en los resultados tienen cabida cuando se trabaja en grupos grandes de estudiantes.
Asi, aln es necesario continuar con investigaciones que den cuenta de los fendmenos que
surgen a nivel individual cuando un grupo reducido de estudiantes trabajan con la bitacora
digital, ;como se desarrollan a niveles mas especificos las competencias de resolucion de
problemas en estudiantes de bachillerato? ;,como lucen esos descriptores conforme cambia el
tiempo? ¢los niveles de apropiacion encontrados en esta investigacion también emergen en
grupos reducidos de estudiantes? Estas preguntas permitirian construir conocimiento tedrico
sobre la bitacora digital como una herramienta metodoldgica para la modificacion de propuestas

curriculares que busquen centrar al estudiante como principal agente del aprendizaje.
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Es importante destacar también el trabajo que exhiben los estudiantes en las bitacoras
no es unidimensional, las bitacoras de un perfil inquisitivo no muestran una forma de acercarse
a los problemas idéntica en cada una de las actividades. Incluso dentro de un mismo grupo de
bitacoras existen diferentes subniveles de desempefio. En términos generales, a través de las
bitdcoras de los estudiantes, se observan niveles de apropiacion sobre las formas de los
estudiantes de entender los conceptos matematicos que estudian. Finalmente, una limitante
importante es la cantidad de tiempo que requieren los estudiantes para comenzar a emplear las
herramientas digitales como auténticos medios de aprendizaje: si bien los estudiantes
exhibieron diversas competencias de resolucion de problemas, estas no fueron activadas por los
estudiantes de manera estructurada o controlada, lo que indica que al finalizar el curso, los
estudiantes apenas se encontraban en un proceso de asimilacion de lo que significa aprender
matematicas a través de la resolucién de problemas. En este sentido, se argumenta que se
requiere una continuidad considerable (superior a un semestre) para que un enfoque basado en
el registro del trabajo de los estudiantes en una bitacora digital revele cambios importantes en

sus habitos de resolucién de problemas.

La contribucion principal de este trabajo es la de ampliar el conocimiento sobre el
desempefio de estudiantes de bachillerato en escenarios de aprendizaje cuyo foco principal es
la problematizacion de los contenidos matematicos a través de la resolucion de problemas con
el uso coordinado de tecnologias digitales; esto es, el desarrollo de competencias matematicas
como prioridad, de la cual resulta el desarrollo de conceptos matematicos y la construccion de
puentes cognitivos entre dichos conceptos. El trabajo en la bitdcora promueve el desarrollo de
habitos metacognitivos que paulatinamente hacen explicita la necesidad de adquirir consciencia
sobre la importancia de la autorregulacion y el aprendizaje autbnomo en los estudiantes.
Adicionalmente, se deja evidencia de la relevancia en promover habitos de construccion de
significados en los estudiantes que contribuyan al ejercicio de actividades de comprension de
problemas. Esto incluye el cuestionamiento de los estudiantes acerca de la pertinencia, validez
o sentido de las soluciones que construyen con el apoyo de modelos dindmicos; o bien,
mediante el planteamiento de inquietudes acerca de lo que significan las relaciones descritas en
situaciones problematicas que resulta en actividades breves de indagacion de conceptos y

busqueda de informacion.
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El empleo de la bitacora consistio, de manera general, en una oportunidad para adaptar
el trabajo asincrono al que los estudiantes estaban habituados, dado que dos terceras partes de
su educacion media-superior fue en contextos virtuales derivados de la pandemia. Esto causé
que los estudiantes mostraran una gran disparidad en cuanto al tipo de recursos cognitivos y
habilidades de resolucion de problemas en el curso. Puesto que la capacidad de adaptacion de
los profesores a las aulas virtuales fue sumamente erréatica, algunos profesores fueron capaces
de aprovechar las bondades tecnoldgicas, pero la gran mayoria encontré dificultades en
incorporar estrategias apropiadas ante esta modalidad. A pesar de las severas deficiencias en el
aprendizaje matematico causadas por estas formas inconsistentes de adaptacion a los modelos
remotos de aprendizaje, la mayoria de los estudiantes fueron capaces de participar en las
discusiones grupales sobre los significados asociados a las ideas claves del Calculo. Algo
importante por destacar es que a medida que se desarrollaron las sesiones del curso, los
estudiantes se enfocaban en las formas de argumentar y validar sus resultados. Es decir, con el
uso de herramientas digitales, como GeoGebra, es posible encontrar la solucion a problemas de
los libros de texto, removiendo los sentimientos de incertidumbre en los estudiantes sobre si
obtuvieron la solucidn correcta o no, enfocando las discusiones realizadas durante las sesiones

presenciales a examinar los procesos y razonamientos detras de las soluciones.

Orientar los cursos de matematicas en términos de un enfoque de resolucién de
problemas mediante el empleo de bitacoras digitales implica una serie de cambios curriculares
sustanciales. No obstante, con base en los resultados obtenidos de esta investigacion a partir de
lo observado en el desempefio de los estudiantes, se proponen lineamientos en términos de
cinco descriptores cuya intencién es ofrecer directrices para el trabajo de los profesores que
busquen promover en los estudiantes el desarrollo de habilidades de resolucion de problemas
orientadas en el registro y reflexion de sus propios procesos de aprendizaje:

Descriptor Directrices Preguntas guia Competencias de
resolucion de problemas

Invitar a los estudiantes  ;qué tipo de representaciones conceptuales  Vision retrospectiva sobre su
a reconocer los resultaron relevantes en los problemas? ;jes  trabajo

conceptos clave en la posible resolver otro tipo de problemas donde |gentificar estrategias y
resolucion de este mismo concepto sea crucial para su heuristicas

problemas y profundizar ~ solucién? ;qué tipo de recursos o

en ellos a través del uso  plataformas permitieron superar obstaculos
de recursos y soporte conceptuales?

matematicas

Busqueda de mudiltiples
soluciones

Extension de problemas

Conexion de ideas
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Prioridad en las

o
o
c
2
£
<
S
]
=]
o
>
=

Continuidad

explicaciones

Promover la
identificacion de
procesos clave en la
solucién de problemas y
la activacion de
recursos al momento de
realizar los registros en
su bitacora

Garantizar que los
estudiantes identifiquen
sus aportes a las
discusiones en clases,
0 bien, la forma en que
ellos dan sentido a los
aportes de otros
comparieros

Promover en los
estudiantes una actitud
activa en el aprendizaje
de las matematicas a
través de la forma de
estructurar su bitacora

Apoyar a los
estudiantes a
desarrollar habitos
reflexivos sobre su
aprendizaje a través de
la bitacora

¢,Como fue el proceso de enfrentarse al
problema? ;qué observaron al construir un
modelo dinamico? ¢ cémo llegaron a las
soluciones? ¢ qué explica sus soluciones?
cuales fueron las dificultades que
encontraron y como las sobrellevaron?

¢ Qué aportaciones hice a la clase? ;cuales
son los temas o conceptos que me causaron
mayor interés y por qué? ;qué puedo
encontrar al respecto sobre estos temas o
conceptos? jPuedo emplear algin recurso
digital para profundizar en mi entendimiento
sobre estos temas?

:Como se estan explorando los problemas
matematicos? ;qué tipo de preguntas son
frecuentemente planteadas en el salén de
clases? jcomo esas preguntas condujeron a
la exploraciéon y a complementar conceptos
matematicos? ;codmo puedo hacer esas
exploraciones por mi cuenta? ;,cémo el uso de
recursos digitales me ayuda a entender y
extender las relaciones entre ideas
matematicas?

¢, Cuéles son algunos objetivos de trabajo que
puedo plantearme? 4, qué me gustaria obtener
del trabajo de la bitacora? ;qué me gustaria
aprender? ;qué tan seguido es conveniente
para mi trabajar en la bitacora? ;estoy
cumpliendo con los objetivos de aprendizaje
planteados?

Identificacién de recursos
débiles y estrategias clave

Comunicacion de ideas entre
pares

Trazar y seguir un plan para
resolver problemas

Herramientas metacognitivas

Identificar estrategias y
heuristicas

Contrastar diferentes formas
de resolver y explorar
problemas

Comunicacion y validacion de
ideas entre pares

Construccion de modelos
dinamicos

Busqueda y seleccion e
informacion

Planteamiento de problemas

Estrategias de metacognicion

Identificar  estrategias y
heuristicas clave

Busqueda y seleccion de
informacion

Tabla 5.3. Recomendaciones para fomentar habitos autorreflexivos de aprendizaje

En sintesis, se espera que los resultados de esta investigacion tengan el potencial de

contribuir al desarrollo e implementacion de metodologias didacticas orientadas a promover en

los estudiantes habitos de introspeccion, expresion y comunicacién de sus procesos de

resolucion de problemas. La idea de una bitacora digital sirve como una forma de manifestar

evidencias de los estudiantes en tanto a como conciben el trabajo de aprendizaje de las

matematicas con apoyo del uso coordinado de tecnologias digitales; en este sentido, esta nocion

de organizar el trabajo de los estudiantes se propone como un marco conceptual de referencia

para la incorporacion de una forma sistematica de conducir actividades de aprendizaje

matematico orientadas a la problematizacion de los contenidos, promoviendo actitudes

inquisitivas y autbnomas que caracterizan los enfoques de resolucion de problemas.

N
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APENDICE 1. LISTA DE ACTIVIDADES

Actividad Introductoria

Para estimar la cantidad de defoliacién causada por la polilla gitana durante un afio, un guardabosques midid
. 1 - . o . .

la masa de huevecillos en m de acres del otofio pasado. El porcentaje y de defoliacion se aproxima mediante

la expresion:

300

Y = 371 17¢-006255x

Donde x es la masa de huevecillos en miles (si x = 1, se lee como “1000 masas de huevecillos).

a) Usando la grafica de la funcion, estima el porcentaje de defoliacion si 2000 masas de huevecillos son
contadas

b) Estimar el nimero de masas de huevecillos existentes, si se observa que aproximadamente 2/3 del
bosque esta defoliado.

c) Estimala rapidez a la que aumenta la defoliacion si hay 1500 masas de huevecillos.
d) Estima el valor de x para el cual el porcentaje de defoliacion incremente con mayor rapidez

Actividad 1

Ejercicio 1
La presion atmosférica disminuye a medida que incrementa la altura. A nivel del mar, la presion promedio de

aire es una atmasfera (1atm=1.033227 kg/cm?). La siguiente tabla muestra los valores de presion (en
atmasferas) ante alturas seleccionadas (en kildmetros).

h 0 5 10 15 20 25
p 1 0.55 0.25 0.12 0.06 0.02
a) Aproxima un modelo de la forma p(h) = a + b In h para los datos. ;Puede hacerse?
b) ¢ Como usar un graficador para obtener un modelo de la forma h(p) = a + b Inp?
c) Usa el modelo aproximado para estimar la altura cuando p = 0.75
d) Usa el modelo aproximado para estimar la presion cuando h = 13
e) ¢Cudl es la tasa de cambio instantanea cuando h = 57 ; Cuando h = 207 Interpreta los resultados




Actividad 2. Integral definida

1. Usa la funcidn Integral para aproximar el area total entre las siguientes funciones y el Eje
X.
a) f(x) =sin(3x),entrex =0yx=m
b) g(x) =x*—2x2—11x+ 12, entrex = —3yx =4
c) h(x) = 2 cos (mx), entrex = —2.5yx = 1.5

Problemas adicionales

3. Un terreno esta limitado por dos carreteras perpendiculares y un rio. El rio pasa por algunas
coordenadas (x, ¥), medidas en metros, que son las siguientes:

X 0 50 100 | 150 | 200 | 250 | 300

y | 450 | 362 | 305 268 | 245 | 156 | O

¥ a) Usa la funcion AjustePolindmico() de

1 GeoGebra para obtener un polinomio de
grado 3 que modele la forma del rio, a partir
de las coordenadas dadas.

b) A partir del modelo, estima el area del terreno
usando Integral()

W\
I | I I I -
50 100 150 200 250 300




Actividad 3. Area entre dos funciones

Comentario: El primer inciso fue una tarea previa para los estudiantes, el inciso 2 se trabajo en
clases.

Actividades

1. Usa GeoGebra para obtener el valor de la region descrita en cada inciso
a) f(x)=56x—x% glx)=xentrex=0yx =4
b) f(x) = xsin(x?), g(x) = x*
o fx)=x*—4x? gx)=x*—4x
2. Determina el valor del area sombreada usando GeoGebra. Incluye en notacién de
integral como obtener los resultados.

Problema adicional:

3. Determina los valores a y b que maximicen y minimicen el area de las siguientes

integrales (si es posible hacerlo):

b
f (1—x¥)dx

b
f (—8x*+ 24x3— 22x%+ 6x)dx
i




Actividad 4. Limites de integracion

Conjunto de Problemas 1. Para cada inciso, encuentren posibles valores para a y b tales que cumplan lo
establecido. Las soluciones no son Unicas, de modo que pueden dar valores particulares o bien, una
generalizacion sobre lo que deben satisfacer los valores a y b. Recuerden usar GeoGebra para comprobar
sus resultados.

a) | sz(x)dx " L fdx = j Fd

") | 33f(x)dx " fs Fodx - Ef(x)dx = f f@ax
°) | 41f<x>dx - f Fdx = L '

d) f bsin xdx <0

e) a

b
f cosxdx =0
a

Problemas adicionales:

Conjunto de problemas 2. Considera los nimeros reales a, r € R positivos y obtén una generalizacion del
resultado de las siguientes integrales

a a
) f 2xdx =
0
b) atm . .
sinx dx = (considera a entero)
0
b)

j_i(a— x] dx =
° [ = =



Actividad 5. Explorando el Teorema Fundamental del Calculo

Comentario: Explorando el TFC es una actividad introductoria cuyo propésito fue el de discutir la
integral como una funcién antiderivada, se realiz6 junto con los estudiantes. Aplicando el
TFC fue la actividad que los estudiantes desarrollaron.

Explorando el TFC. Considera la funcién £ (t) = sin? t, y la funcion F(x) = fox f(®)dt.

a) Obtén los valores que hacen falta en la siguiente tabla usando GeoGebra:

x 0 14 b 21 5m T

3 2 3 6
F(x)

b) Grafica los puntos (x, F (x)) obtenidos de la tabla anterior.

¢) Introduce la funcion £(x) = sin? x y obtén la integral indefinida de f (Es decir, g(x) =
Integral(f)) . Describan brevemente qué relacion encuentran entre la funcion integral de £y los
puntos graficados del inciso a.

d) De la funcion obtenida en el inciso anterior, obtengan su derivada (si su funcion se llama g, escriban
g'). Describan brevemente qué es lo que observaron.

Aplicando el TFC. Desde una altura de 10 metros, un objeto fue lanzado hacia arriba. Un medidor especial
registré la velocidad que llevaba el objeto en cada segundo.

t (s) 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5
m
v (?) 19.9 1755 1533 1272 1038  7.89 5.6 289 047

h (m)

a) Revisa el siguiente modelo dindmico: https://www.geogebra.org/m/pkgsbarc. En términos del
problema, ¢qué sentido tiene el area de cada uno de los rectangulos que se observan?

b) Con base en lo anterior, completa la fila h, con informacion sobre la altura del objeto en los instantes
de tiempo mencionados.

c) Grafica los puntos (t, h), de la altura del objeto a diferentes momentos de tiempo. Con esos puntos,
Modela la funcién h(t) de la altura del objeto a los t segundos con ayuda de un Ajuste Polinomial.
Recuerda que esta herramienta en GeoGebra requiere de seleccionar el grado del polinomio,
discutan y expliquen el por qué de la seleccion del grado que elijan mas conveniente.

d) Con base en su ajuste, ;pueden aproximar después de cuanto tiempo el objeto cayo al piso?
¢cuando alcanzo su altura maxima?




Actividad 6.

Descripcion. Consideren una funcion f tal que la gréafica de su derivada es tal como se muestra en la figura,
y ademas cumple que £ (0) = —4. Realicen lo que se indica, apoyandose en GeoGebra (por ejemplo, traten
de reproducir lo mas parecido posible la funcién f’ en GeoGebra).

a) Aproximen la pendiente de la funcion f (de la recta tangente) en el punto x = 4. Expliquen su
procedimiento.

b) ¢Es posible que f(2) = —1? Por qué si o por qué no?

c) ¢Secumple que f(5) — f(4) > 07 Primero, traten de responder esta pregunta sin emplear
GeoGebra, después, comprueben su hipotesis. Incluyan ambas partes del analisis de esta pregunta.

d) Aproxima el valor de x donde f alcanza un méximo. Nuevamente, intenten responder esta pregunta
sin emplear GeoGebra y después comprueben su hipétesis.

e) Aproximen todos los intervalos donde la gréfica de f es concava hacia arriba y donde es concava
hacia abajo. Incluyan las coordenadas (x, y) de los puntos de inflexion. Describan detalladamente
su forma de proceder.



Actividad 7. Problemas que involucran el uso de la integral

(Nota: El Problema I de esta actividad es la misma que la actividad 7, esto debido a que los
estudiantes no concluyeron con la actividad 7 en los tiempos planeados y se retomo en la
sesion dedicada a la Actividad 8)

Problema 2. Un vehiculo experimental se prueba en una pista completamente recta. Comienza desde el
reposo y su velocidad v en m/s se registra cada 10 segundos durante 1 minuto.

t 0 10 20 30 40 50 60

v 0 5 21 40 62 78 83

a) Usa un modelo polinomial de grado 3 para aproximar el comportamiento de los datos durante el
transcurso de la prueba y grafica v(t)

b) ¢Cual fue la distancia total que recorri6 el vehiculo a lo largo de la prueba?

c) Sialinicio de la prueba el kilometraje marcaba 1.5 km, al final, ¢ cuanto marcé?

d) ¢Cual es la razon entre el desplazamiento del vehiculo en el intervalo [0,30] respecto al intervalo [30,
60]? Es decir, si la distancia recorrida en el intervalo [0,30] fuese la mitad que la distancia recorrida
en el intervalo [30, 60], la razén seria 2

Problema adicional

Problema 3. Un mévil a una altura de 20m es disparado hacia arriba. La velocidad del mévil (en m/s) a lo
largo del tiempo (en segundos) esté dada por la funcion v(t) = 39.2 — 4.9t

a) ¢Cual fue el desplazamiento que experimentd en el intervalo 4 < t < 97

b) ¢ Cuél fue el recorrido TOTAL que experimentd el mévil en el intervalo 4 < t < 9?
c) Cuénto tardé en alcanzar su altura méxima

d) ¢Cual fue su altura méaxima?

e) ¢Cuanto tiempo paso para que toque el piso de nuevo?



Actividad 8. Problemas de sélidos en revolucion

Nota. A partir de la Actividad 8, se incluyeron varios problemas con la libertad de que los
estudiantes seleccionaran el problema que desearan desarrollar.

Problema A. Usen GeoGebra para calcular el volumen de los sélidos siguientes al rotarse alrededor del Eje x.
Incluyan un bosquejo del sélido formado.

a) fx)=1—x%entrex=0yx=1
b) g(x) =V25—x%entrex=2yx =14

c) h(x)=Inx,entrex=1yx =ce.

Problema B. Un fabricante debe calcular la cantidad de material requerida para una pieza de maquinaria
cuya forma se muestra en la Figura a; Para ello, se mide el didmetro en centimetros del corte transversal a
diferentes longitudes a lo largo del objeto, medidas presentes en la siguiente tabla (Figura b):

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d 42 3.8 4.2 4.7 5.2 5.7 5.8 54 49 44 4.6

Figura a. Forma de la pieza , ,
Figura b. Ejemplo de los cortes transversales

a) Usen un polinomio de grado 4 que pase por los puntos dados, tal que simule la curva que al rotar
alrededor del Eje x, forme la pieza mostrada.
b) Con base en el inciso anterior, aproximen el volumen de la pieza para saber el material requerido.

. . o Ly 1
Problema C. La trompeta de Torricelli' es un sdlido formado por la revolucién de la curva y = - alrededor del

eje x, entre x = 1y x = a, donde a es un nimero real. A medida que a toma valores mas y mas grandes,
¢,qué ocurre con el volumen de la trompeta de Torricelli? ; Es infinito? ¢ tiende a algun valor? Expliquen su
respuesta e incluyan una argumentacion matematica de ella.

Problema D. La region R entre dos curvas f(x) = x y g(x) = x? gira alrededor del Eje X. ;Cual sera el
volumen en revolucion resultante?

1 También llamado el Cuerno de Gabriel, descrito en 1643 en la obra De solido hyperbolico acuto del matematico Evangelista Torricelli
en el siglo XVII



Actividad 9. El Teorema del Valor Medio para la Integral
Nota: El problema muestra fue resuelto por el profesor junto con los estudiantes

Seleccionen uno de los dos problemas siguientes y trabajen en equipo. En sus soluciones, incluyan
su interpretacion sobre como se utiliza el Teorema del Valor Medio de la integral, el cual establece
que:

Considera una funcién f (x), entonces el valor promedio y de todas las alturas de la funcién sobre un
intervalo [a, b] esta dado por:

R
y=mfaf(x)dx

Problema muestra. En cierta ciudad, se modelo la temperatura (en °F) ambiental h horas después de las 9
AM a través de la funcién

- mh
T(h) =50+ 14sin P
1. ;Cual fue la temperatura promedio durante el periodo de 9AM hasta las 9PM?
Problema A. Para estudiar la capacidad pulmonar de una persona, se realiza un experimento estudiando un
ciclo respiratorio de 5 segundos. Se registran los volumenes en litros de aire en los pulmones de la persona
persona en diferentes instantes de tiempo. Los cuales se observan en la tabla que encontraran en este
enlace.

e Aproxima una funcién del volumen V en los pulmones a lo largo del ciclo respiratorio medido en
segundos (t) mediante un ajuste polinémico de grado 3. Discutan el dominio de la funcién, ¢ tiene
sentido para valores t > 57 ; Por qué?

e Segun el modelo que obtuvieron, ¢ existe un nivel maximo de aire en los pulmones? ¢ cuando se
alcanza?

¢ Analicen con cuidado el modelo que encontraron y contesten: ¢ durante qué lapso la persona estuvo
inhalando (aspirando aire)? jen qué lapso exhald (expulsando aire)?

e ;Cudl es el promedio de volumen de aire en los pulmones de la persona estudiada?

Problema B. La velocidad v del flujo sanguineo a una distancia d (en mm) del eje central de una arteria de
radio 0.85mm esta dado por la expresion siguiente:

v(d) = k(0.85% — d?)
Donde k es una constante de proporcionalidad.

e ;Cudl es la velocidad promedio del flujo sanguineo a lo largo del radio de la arteria?
e Sielradio de la arteria es R, ¢ cudl es la velocidad promedioentred = 0y d = R?



Actividad 10. Interpretacion geométrica del Teorema del Valor Medio

Problema A. La temperatura (en C°) de una taza de café que se deja sobre una mesa en un cuarto a
temperatura ambiente se modela mediante la Ley de Enfriamiento de Newton en términos del tiempo (en
minutos) como sigue:

T(t) = 20 + 75002t

a) Describan la situacion con ayuda del modelo: ;Cual fue la temperatura inicial de la taza de café? La
Ley de Enfriamiento establece que a medida que transcurre el tiempo, la temperatura del objeto
inicial tendera a parecerse a la temperatura del ambiente. ¢, Cuél es la temperatura ambiente segun
el modelo T'(t)?

b) ¢Cuanto tiempo transcurrié para que la taza de café esté a 61°C?

c) ¢Cual fue el promedio de la temperatura de la taza de café durante los primeros 30 minutos?

d) Encuentra un valor c tal que f(c) es igual al promedio encontrado en el inciso anterior. ;Qué
significa este valor ¢ en términos del problema?

Problema B. Sea la funcion £ (x) = 7 sin? (%) +1ya € R. Unrectangulo R tiene base a y su altura es

de 3 unidades. Determinen el valor de a si se cumple que:

R, = J;) fx)dx

Expliquen su razonamiento, haciendo énfasis en cdmo el TVM para integrales fue relevante en la solucion.
Problema C. Considera la funcion f(x) = x? y un nimero real b € R*.
a) ¢Cuantos valores de b existen para los cuales la siguiente igualdad es verdadera?

1 b 1 b
Efo f(x)dx=ﬁj;) fx)dx

Demuestren que no existen otros valores de b que satisfagan dicha ecuacion



Actividad 11. Evaluacion final

La A1l constituyo6 una serie de problemas que los estudiantes seleccionaron para resolver.
Cada equipo (o estudiantes) eligieron el problema que iban a resolver como parte de su
evaluacion final. Para consultar la relacién de problemas asignados, se puede consultar el
siguiente enlace (E# denota el cddigo de bitacora correspondiente):

| (=]

https://tinyurl.com/4pbuer3a



https://tinyurl.com/4pbuer3a

APENDICE 2. EJEMPLAR DE RELATOR{A COMPARTIDA A LOS
ESTUDIANTES

Los estudiantes tomaron dos sesiones donde se presentaron algunas funciones y comandos
basicos de GeoGebra, a la par que se estudiaron los conceptos de funcidon exponencial y
logaritmica. Posterior a esta sesion, se compartid por medio de un archivo de Word una
relatoria que pudiera dar una idea a los estudiantes de lo que significa registrar en una
bitacora las ideas clave. La relatoria se mostrara a continuacion, siendo tal cual como se
comparti6 a los estudiantes:

Diferenciacion en funciones trascendentales

Las funciones trascendentales se diferencian de las algebraicas porque tienen una
composicion particular. En este curso se abordan dos tipos:

1. Funciones exponenciales
2. Funciones logaritmicas

Las preguntas esenciales seran: ;Como se definen? ;Qué tipo de situaciones pueden
modelarse con ellas? ;Cual es la forma de derivar estas funciones?

Funcion exponencial

Definicion. Una funcion exponencial es una funcion donde la variable por estudiar es un
exponente. Es decir, es de la forma:

f(x) =a*,dondea € R

(Cual es la importancia o relevancia de las funciones exponenciales?

Generalmente permiten modelar situaciones de crecimiento poblacional. Por ejemplo,
supongamos que realizamos un experimento donde se observa el crecimiento de dos
bacterias que se reproducen asexualmente. Cada minuto, cada una de las bacterias se
duplica. El total de la poblaciéon se podria modelar mediante una tabla:

2

0

1 4

2

3 16
4 32
5 64
6 128

En este ejemplo, podemos establecer la cantidad de individuos P como una funcién del
tiempo, y estas dos cantidades se relacionan con la expresion:



P(t)=2-2¢
O bien,
P(t) = 2+t

La variable es un componente del exponente dado, y funge como la cantidad de tiempo
transcurrido una vez que comenzo6 el experimento. Ahora bien, este ejemplo funciona
siempre que transcurra una cantidad entera de tiempo, pues la cantidad de individuos
también es entera. Si graficamos la funcidn anterior obtenemos una grafica como la
siguiente:

A= (1.36, 5.13)

02 0 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2 22 24

Los puntos (0,2), (1,4) y (2,8) tienen sentido en términos de la situacion, pero, jcomo
interpretar el punto A(1.36,5.13), por ejemplo? Es decir, ;qué significa que P(t) sea un
numero no entero? Una forma de extender esta idea es cambiar el significado de la variable
P de modo que en vez de describir una cantidad de individuos (bacterias), ahora se mida en
masa de la poblacion. Asi, por ejemplo, P(0)=2 mide la cantidad de masa (en individuos),
de modo que P(1.36)=5.13 da como resultado la masa total de individuos: quizas no se haya
completado la division celular para que existan individuos completos, pero en el proceso de
reproduccion celular de las bacterias ha ocurrido un incremento de masa. Llamemos esta
medida como m; (masa de individuos).

(Coémo cambia la masa de la poblacion a medida que transcurre el tiempo?

Una caracteristica primordial del crecimiento exponencial es que el crecimiento de una
poblacion esta directamente relacionado con la cantidad de poblacion. Por ejemplo, durante
el primer minuto, la poblacion creci6 un total de 2 m;; durante el segundo minuto, en total
crecid 4 m;; durante el tercer minuto, 8m;, etcétera. Es decir, entre mas bacterias haya,
mayor serd el indice de crecimiento. Podria incluso parecer que la tasa de crecimiento es
proporcional, lo cual se ilustra en la siguiente tabla:

2 2

16 16
32 32

W N = o




64 64
6 128 128

(Cuadl es la tasa de cambio instantanea en un instante de tiempo dado? Por ejemplo, ;cual
sera la velocidad de crecimiento instantanea a los t = 3007

En la tabla se muestra el crecimiento en intervalos de un minuto: del minuto 0 al minuto 1,
hubo un incremento de 2 m;. Para la velocidad instantanea, recordemos que se habla de un
limite, de la derivada P'(t) en un instante dado. Es decir:
P(t + h) _ P(t) 2(t+h)+1 _ 2t+1 2t+1+h _ 2t+1

= lim _—

h e h = lim h

P'(t) = }11_1)1(1)

Empleando leyes de los exponentes (;Cudles son las leyes de los exponentes?) se separa:

2t+12h _ 2t+1
P'(t) = lim

h
Factorizando el término 2t*1 se obtiene:
PR = 2t+1(2h _ 1)
© = oo h

Dado que 2¢*1 no contiene h, podemos sacarlo del limite:

2h —1

1) — ot+1|;
P'(t) =2 }llir(l)

Es decir,

2" —1

P'(t) = P(8) - lim

La expresion anterior dice algo importante: P'(t), la tasa de cambio instantanea es
proporcional a P(t), la poblacion en un tiempo determinado. Es decir, la derivada de la
funcion t es igual a la poblacion multiplicada por alguna constante, la cudl es igual a lo que
sea que de este limite:

o o2h—1
lim

h—0 h

Este nimero lo podemos aproximar con la nocion aritmética de limite:

0.1 0.07177346254 0.71773462536
0.01 0.00695555006 0.69555500567
0.001 0.00069338746 0.69338746258
0.0001 0.00006931712 0.69317120376
0.00001 0.00000693150 0.69314958282



https://blogs.ugto.mx/rea/clase-digital-1-leyes-de-los-exponentes-y-productos-notables/

0.000001  0.00000069315 0.69314742079
0.0000001 0.00000006931 0.69314720408

Es decir, esa constante es aproximadamente 0.69314. ;Como comparamos esta idea con la
interpretacion geométrica de la derivada? Con ayuda de GeoGebra, vamos a determinar la
tasa de cambio instantanea de la masa de la poblacion a los t = 5 minutos. Recordemos
que, geométricamente, encontrar la tasa de cambio instantanea equivale a obtener la
pendiente de la recta tangente en el punto t = 5. Usando el comando de Tangentes, se
obtiene:

m =44 3614

A=1(5, 64)

10 1 2 3 4 5 6 7 8
-10

Ahora, con el comando de Pendiente, obtenemos la pendiente de la recta tangente, que es
m = 44.3614, recordando que esto significa que P'(5) = 44.3614. ;Y para t=6?
Movemos el punto A y obtenemos que la pendiente de la recta tangente es m = 88.7228,
LY para t=7? Nuevamente obtenemos la pendiente de la recta tangente igual a m =
177.4457. ;Como se relaciona el valor de m con la constante k = 0.69314? Notemos la
siguiente tabla:

5 64 443614 0.69314688
6 128 88.7228 0.69314688
7 256 177.4457 0.69314727
La division PO indicia que el cociente siempre es aproximadamente k, es decir, que

P(D
P'(t) = 0.69314 - P(t)

Es decir, la derivada de la funcion exponencial P(t) es siempre proporcional a la funcion.
Esto no ocurre particularmente para la base 2, sino que cambia dependiendo del numero
que usemos como base. ;Como hacemos una exploracion al respecto? Probemos con una
funcion cuya base sea diferente, y pueda cambiar. En el siguiente modelo dinamico se
exploran diferentes bases exponenciales:



https://www.geogebra.org/m/c9kqruen

- B =
A f(x) = 2 2
260
x [0 [P0 [P/
240 05| 14142 | 0.9803 | 0.6931
1 2 1.3863 | 0.693L
220 15]2.8284 | 19605 | 0.6931
2 4 2.7726 | 0.6931
200 25|5.6569 | 3.921 0.6931
3 8 5.5452 | 0.6931
180 3.5 | 11.3137 | 7.8421 | 0.6931
4 16 11.0904 | 0.6931
160 4.5 | 22.6274 | 15.6841 | 0.6931
5 32 22,1807 | 0.6931
140 5.5 | 45.2548 | 31.3683 | 0.6931
6 64 44.3614 | 0.6931

120

100

80

60

40

20

Al mover la base, podemos ver que cambia la constante k, por ejemplo, si f(x) = 2%, k =
0.6931; si f(x) = 3%, k = 1.0986, etcétera. Sin embargo, notemos que debe existir una
base entre 2.7 y 2.8 tal que k = 1. Este numero existe, y es justamente el nimero irracional
e. Podemos pensar que e se define como un niimero tal que, si es la base de una funcion
exponencial, su derivada tendra el mismo valor. Es decir, si f(x) = e*, entonces

i) =fx) =e”

Ejemplo: Supongamos que la masa total de una poblacion de bacterias esta dada por la
funciéon M(t) = e?!, donde t representa el tiempo en minutos transcurrido después de
haber comenzado un experimento de observacion. ;Cudl es la proporcion que existe entre
la velocidad de cambio instantanea de la masa total de la poblacion con respecto al total
de la poblacion?

“ S . .o M'(D)
Se pregunta la “proporcion”, es decir, el resultado de dividir ok Podemos resolver esto
de dos maneras:

a) De manera aritmética. Podemos calcular algunos valores con ayuda de Geogebra,
simulando el modelo dindmico visto con anterioridad y obtener diferentes valores. Por
ejemplo, a partir de la imagen que se muestra, la tasa de cambio instantdnea siempre
parece ser el doble de la cantidad de poblacion en ese instante, por lo tanto,

M'(t)
M(t)

2

Independientemente del valor de t.


https://www.geogebra.org/m/c9kqruen

f(x) = &
260
x [ 1) () 7()/F(x)
240 0.5 ] 2.7183 5.4366 2
1 7.3891 14.7781 2
220 1.5 | 20.0855 40.1711 2
2 54.5982 109.1963 2
200 2.5 | 148.4132 2096.8263 2
3 403.4288 806.8576 2
180 3.5 | 1096.6332 2193.2663 2
4 2980.958 5061.916 2
160 4.5 | 8103.0839 16206.1679 | 2
5 22026.4658 | 44052.9316 2
140 5.5 | 59874.1417 119748.2834 | 2
6 162754.7914 | 325509.5828 | 2
120
100
80
60
40
20
2 1] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

b) A partir de lo anterior, podemos resolver el problema con ayuda de la regla de la cadena,
para obtener M'(t).
d

M'(t) = ieZt -—2t
am dt

M'(t) = 2e?t

Entonces:
M'(t) 2e*
M) eE -

Extendiendo el problema. Con base en lo anterior, ;Qué tipo de modelo exponencial
describiria una poblacion tal que su velocidad instantanea en cualquier instante de tiempo ¢t
es 10 veces la poblacion en ese preciso instante? ;Y 15 veces?

Consulta profunda. Revisar el siguiente video que describe de manera visual las ideas
discutidas en esta leccion [considerar activar los subtitulos en espafiol]:
https://youtu.be/m2MIpDrF7Es

Funcion logaritmica

Una definicion muy sintética sobre la funcidn logaritmica, es que es la inversa de la funcion
exponencial (;qué es una funcién inversa?). De modo informal, la inversa de una funciéon
es otra funcion que deshace la primera. Por ejemplo, si consideramos la funcion f(x) =

2x + 1, la imagen de x resulta de multiplicar el valor de x por 2 y después sumarle 1:

f3)=2Q3)+1=7

(Qué funcién podria deshacer esto? Pues otra funcién g que reste 1 y después divida por 2
. . -1 .
el valor obtenido, es decir, g(x) = xT es la inversa de f. Observemos que


https://youtu.be/m2MIpDrF7Es
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:inverse-functions-intro/a/intro-to-inverse-functions

7-1_

9(7) = 3

Por tanto, lo que ocurre es que si a un nimero x hallamos su imagen en f, y luego a esta
imagen hallamos la imagen en g, se obtiene el nimero x otra vez:

X=>f-og9g-x

Las funciones inversas implican la composicion de funciones y las relaciones de
inyectividad o biyectividad de las funciones, temas de matematicas 4. Por lo pronto, basta
con saber que los logaritmos son una funcion inversa de los exponenciales.

Definicion. Al igual que los exponentes, los logaritmos requieren de una base. De manera
aritmética, el logaritmo de un niumero x con base a se define como:

logo,x =n
Donde y es un numero tal que:
xX=a

Es decir, el logaritmo base a de un nimero x es un exponente n tal que, al elevar la base a
ese exponente, se obtiene el nimero x.

Forma logaritmica Explicacion

. Cual es el valor de LA qué exponente debemos elevar al 5 para obtener 25? 2. Entonces,
logs 25? logs;25 =2

. Cual es el valor de LA qué exponente debemos elevar al 10 para obtener 10,000? Pues
log10,10000? las potencias de 10 se obtienen contando los ceros, por lo tanto, el

exponente debe ser 4. Entonces log;, 10000 = 4

(Cudil es el valor de bsi  La base es un numero que debe ser elevado al cubo (3) para que el
log, 8 = 3? resultado obtenido sea 8. Toma en cuenta que 23 = 8, por lo tanto
b = 2, es decir, log, 8 =3

(Cuil es el valor de x si  En este caso, x es el resultado de la potenciacién 3*. Es decir, x =

logs; x = 4? 81 ya que 3* = 81, o bien, log; 81 = 4
. Qué significa que La base es x, el exponente es m + n y el resultado es r, es decir, su
log, r=m+n? forma exponencial es:

xmtn — .

Para profundizar sobre los logaritmos, se recomienda el siguiente enlace.

Notaciones y propiedades de los logaritmos

Los logaritmos, al igual que los exponenciales, se pueden concebir como operaciones que
se aplican al momento de resolver ecuaciones. Por ejemplo, si se sabe que se cumple la
siguiente igualdad:

logz; x =4

Entonces también se cumple
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3log3 X — 34

En este caso, ambos elementos de la ecuacion se convirtieron en exponentes de una base 3.
Similarmente, si se tiene la ecuacion siguiente:

10* = 1000
También se cumple que:

loglo 10x = 10g10 1000

En este caso, se aplico el logaritmo base 10 a ambos lados de la ecuacion. Dada la
naturaleza inversa entre los logaritmos y los exponenciales, se sigue que para cualesquiera
numeros reales a, b:

log,a? = b
qlogab — p
Por ejemplo:
log, 41° =10
gloge 6 — ¢

Existen dos tipos de logaritmos que son utilizados frecuentemente:

e Ellogaritmo base 10, se escribe simplemente como log x, en vez de escribir log,, x
e Ellogaritmo natural, es el logaritmo base e. En vez de escribir log, x, se escribe como In x

Asi, se cumple lo siguiente:
e =x olne*=x
10'°8%* = x & log10* = x
Para cualquier nimero real x > 0.
Propiedades de los exponentes y logaritmos

Dado que toda expresion logaritmica puede expresarse en forma exponencial, se tienen las
siguientes propiedades de los logaritmos:

Propiedad Motivo Ejemplo
log,1=0 a®=1 logp10 =1
logaa=1 al=a log, 8 =log, 23 =3

Propiedad 1. log,(bc) = log, b + log, c
Notemos que:

log,b=y ©a’”=5>b



log,c=z ea”=c
Ahora bien, nétese que
bc = a¥a? = a¥**
Es decir,
bc = a¥**
En su forma logaritmica, esto significa que
log,(bc) =y +z =1log, b +log,c

Por ejemplo, ;Cudl es el resultado de calcular log, 4 + log, 0.25? Pues por la propiedad
anterior, log, 4 + log, 0.25 = log,(4 - 0.25) =log,1 =0

Propiedad 2. log,(b¢) = c - log, b
Nuevamente, conviene transformar las expresiones logaritmicas a su forma exponencial

log,b=x ©a*=b
Entonces

(a*)€ = b®
Por las leyes de los exponentes
a* = p¢

Recordando que los logaritmos se pueden aplicar a las ecuaciones:

log, a™ = log,(b°)

cx = log,(b°)

Pero debe tomarse en cuenta que x = log, b, entonces se cumple que:

¢ -log, b =log,(b°)
Esta propiedad es bastante util, pues permite simplificar operaciones con logaritmos. Por

ejemplo:

1
Si solo sabemos que logz n = 5, ; Cuadl es el valor de log; (nE )? Por la propiedad 2,

n 1
log; (n5> = §10g3 n
Sabiendo que logz n = 5, entonces:

1 1 1
log, (ns) = §10g3 n= 5(5) =1

. Cudl es el resultado de logg 3692 Obtener el valor 361° podria ser extremadamente
tardado, pero por la propiedad 2, sabemos que



loge 361° = 10 - log, 36 = 10 - logg 6% = 10(2) = 20
Cambio de base

Muchas calculadoras no cuentan con la posibilidad de evaluar logaritmos de cualquier base,
sino de base 10 o natural. En general, siempre es preferible trabajar con logaritmos en base
10 o natural. Para ello existe un procedimiento denominado cambio de base 'y se
fundamenta en las propiedades de los exponentes.

Ejercicio. Deseamos calcular logg 10 solamente usando logaritmos base 10. Supongamos
que el resultado es un nimero x que no conocemos. Entonces:

loge 10 = x
En forma exponencial, esto equivale a que
6* =10
Podemos aplicar logaritmo como una operacion a ambos lados de la ecuacion:
log 6* =log 10
Por la propiedad 2 de los logaritmos:
xlog6 =log 10

_log10
*= log6  log6

= 1.285097

Ahora consideremos otro caso, pero con base natural. ;Cual es el valor de log, 8?
Supongamos nuevamente, que el resultado es algiin nimero que deseamos conocer, sea ese
numero y. Entonces:

y = log, 8
Es equivalente a
7V =8

Aplicando logaritmo como operacion a esta ecuacion:

In7Y =1n8
Por la propiedad 2:
yIn7 =1In8
In8
Y=g R 1.06862

(Es preferible usar base 10 o base natural? ;Se obtiene el mismo resultado? En general, el
procedimiento puede hacerse para cualquier base. Supongamos que deseamos calcular
log, b utilizando una base c. Sea x = log, b, en forma exponencial:

a*=»b



log. a* =log. b
xlog.a =log. b
_log.b

X =
log. a

(Qué significa esto en términos concretos? Que el nimero siempre se encuentra calculando
el logaritmo de cualquier base del nimero buscado, entre el logaritmo de cualquier base de
la base utilizada. Es decir:

log10 In10

log 6 In 6 8509

loge 10

Caracteristicas de la funcion logaritmica

La mayoria de los graficadores permiten obtener las graficas de funciones logaritmicas de
cualquier base, tal como f(x) = log; x.

(Qué significa el valor f(5)?

f(5) = logs x es aproximadamente f(5) = 1.4649. Es el exponente necesario al que
debemos elevar 3 para que de como resultado 5. Es decir, la funcion f(x) = logs x
describe el valor y al que debemos elevar 3, si queremos que de como resultado el nimero
x. Es decir:

logs 5 = 1.4649 « 314649 =5
(Para qué valor de x, se cumple que f(x) = 0?

Con ayuda de la grafica podemos ver que si x = 1, f(x) = 0. Es decir, log; 1 = 0.
Veamos que tiene sentido, pues determinar un valor de x tal que f(x) = 0 equivale a
encontrar un numero que resulta de elevar 3 a la potencia 0. Por las leyes de los exponentes,
cualquier numero diferente de 0 elevado a la 0 da como resultado 1. Es decir,

log;1=0 &3°=1
(La funcion esta definida para valores negativos de x?

La grafica no se define para valores negativos, e incluso parece que x = 0 es una asintota
vertical. ;Por qué? Supongamos que deseamos obtener f(0). Este nimero y es tal que

y=1log;0 & 3Y=0



Para cualquier numero diferente de 0, no es posible encontrar un exponente tal que el
numero elevado a dicho exponte de como resultado 0. ;Por qué parece que el eje Y es una
asintota vertical? Es decir, debe analizarse qué ocurre con la funcion f(x) = logs x cuando
x — 0. Graficamente podemos ver que f(x) = —oo cuando x — 0, es decir, que

limlog; x = —o0
x—0

¢ Qué explicacion o logica podemos dar a este hecho? Pues si tomamos valores de x
cercanos a 0, basicamente lo que estamos haciendo es tratar de pensar en qué debe ocurrir

con y para que 3 - 0. Siy = 1, 3! = 3, esta muy lejos de aproximarse al 0; 3%° = 3% =
V3 = 1.73 sigue estando muy lejos de aproximarse al 0. De hecho, 3° = 1, aun esta lejos
de aproximarse al 0. Los exponentes deben ser entonces negativos si deseamos obtener
valores muy pequefios:
y 37
-1 1 0.3333333333333330000000000000000000000000000000000000000000000000
-5 1 0.0041152263374485600000000000000000000000000000000000000000000000
-10 | 0.0000169350878084303000000000000000000000000000000000000000000000
-30 | 0.0000000000000048569357496188600000000000000000000000000000000000
-60 | 0.0000000000000000000000000000235898248759257000000000000000000000
-100 | 0.0000000000000000000000000000000000000000000000019403252174826300
-200 | 0.0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Se observa que 372%° es tan pequefio que no se alcanzan a ver otros decimales. A medida
que los nimeros son negativamente grandes, 3 se aproxima a 0. Es decir,

lim 3y =0 & limlog;x = —o0
x-0

y——00

O bien, los exponentes a los que deben elevarse al 3 son negativamente grandes, si
deseamos que el resultado sea proximo a 0.

Problema ejemplo

La presion atmosférica disminuye a medida que incrementa la altura. A nivel del mar, la
presion promedio de aire es una atmoésfera (1atm=1.033227 kg /cm?). La siguiente tabla
muestra los valores de presion (en atmosferas) ante alturas seleccionadas (en kilometros).

h 0 5 10 15 20 25

p 1 0.55 0.25 0.12 0.06 0.02

a) Discutan la posibilidad de aproximar un modelo p(h) = a + b In h para los datos, o bien
h(p) =a+ bInp.
b) Usa el modelo aproximado para estimar la altura cuando p = 0.75



c) Usa el modelo aproximado para estimar la presion cuando h = 13
d) ¢Cudl es la tasa de cambio instantanea cuando h = 5? ¢{Cuando h = 20?

Comprension del problema

cEstoy comprendiendo los datos del problema? ;existe algun término que no entienda? El
problema describe una relacion inversa entre la presion que puede experimentarse a una
altura determinada. A nivel del mar, se refiere convencionalmente a una altura de Om. La
tabla muestra los valores de medidas especificas.

El inciso a y b. En estos incisos, debemos obtener una funcion que se ajuste a los datos
dados. ;Qué significa obtener un modelo ajustado? Debemos obtener una funcion, grafica
o analiticamente, tal que los resultados al evaluarla sean lo mas parecidos posibles a los que
se muestran en la tabla. Una primera aproximacion para hacer esto es definir dos
deslizadores, a y b, e introducir la funcién f(x) = a + b In x en Geogebra. Al mover los
deslizadores, se obtienen diferentes curvas que parece que pasan por los datos. ;Como
afectan los coeficientes a y b a la forma de la grafica? Mover ciegamente los deslizadores
no es una forma eficiente de generar una aproximacion: debe notarse que el deslizador a,
solo traslada la curva verticalmente, mientras que el deslizador b, modifica qué tanto varia
la curva a medida que incrementan los valores de x

i,:D.GS

*b=201

p(x) = 0.65— 0.1 In(x)

8z D=(15,0.12)

E = (20, 0.06
B )

-0 1 2 3 4 5 [ 7 8 g i 11 12 13 14 15 1 17 18 18 20 2 2

Esta primera aproximacion permite explorar los pardmetros importantes de la funcion
logaritmica, pero no es una forma dptima de obtener el modelo. A fin de cuentas, estamos
basandonos en la exploracion empirica de manera visual. Por ejemplo, si p(h) = 0.65 —
0.11n h es nuestro modelo propuesto, veamos que obtenemos la siguiente tabla:

h p

0 #NUM!
5 0.489056
10 0.419741
15 0.379195
20 0.350427
25 0.328112

;A simple vista parece satisfactoria la aproximacion a los datos del problema? No, igual
que en la grafica, podemos ver que los datos estan bastante alejados. La idea es obtener una



expresion algebraica que al sustituir los valores de h, obtengamos valores de p similares (y
viceversa para el inciso b)

El inciso ¢ y d. ;Qué significa estimar la altura cuando p = 0.75? Practicamente, calcular
a qué altura obtendriamos una presion de 0.75 atm. Podemos hacerlo de dos maneras, una
vez que obtengamos el modelo que consideremos satisfactorio: la primera, resolver la
ecuacion

0.75=a+blnh
O bien, utilizar el segundo modelo para calcular

h(0.75) =a+ b1In0.75

El inciso d es entonces similar, equivale a preguntarnos, ;Cudl es la presion atmosférica a

los 13 km de altura? Y puede realizarse de las dos maneras.

El inciso e. ;Como interpretamos la tasa de cambio instantanea cuando h = 5 en términos
, . d . o .

del problema? ;Qué representa el cambio ﬁ? En términos matematicos, se nos esta

pidiendo obtener el valor de p'(5) y p'(20), pero la interpretacion de resultados requiere

que nos cuestionemos sobre el significado de la tasa de cambio de los valores involucrados:

Ap  cambio en presion

Ah ~ cambio en altura

Esta tasa de cambio describe como cambia la presion atmosférica cuando cambia la altura.
Recordando que la presion atmosférica no tiene una relacion lineal con la altura a la que
uno se encuentra (por ejemplo, decir que por cada 5 metros de altura la presion atmosférica
disminuye 0.5 atm). Dependiendo de la altura a la que estemos, el incremento de altura
podria suponer una disminuciéon mas o menos drastica de la presion atmosférica.

Solucion.

Afortunadamente, puede usarse el comando AjusteLog() de Geogebra, que pide introducir
una serie de puntos que nos daré la mejor aproximacion logaritmica. No obstante, debe
hacerse un ajuste ya que al considerar el punto (0,1), el comando de ajuste logaritmico
regresa un mensaje de error, debido a que una funcion logaritmica no puede admitir h=0
como un valor definido. Un posible ajuste es tomar (0.01, 1), o bien, no considerar el punto
A. Esta segunda opcion no es preferible, pues regresa valores negativos para cantidades de
altura muy grandes. Una posible propuesta es

p(h) = 0.4973 — 0.1196 In h

Para el inciso b, no podemos simplemente despejar h y obtenerla en términos de p, pues
nos daria como resultado una expresion exponencial. Para ello, podriamos colocar los
puntos, pero con las coordenadas invertidas, considerando a h en el Eje Y, mientras que p
se ubica en el Eje X. Este ajuste no requiere de modificar los valores de ningln tipo, y
puede ser

h(p) = 0.8628 — 6.4474 In p



30

259

209

Conviene notar que esta expresion no requiere de ajustes adicionales, y parece mostrar un
ajuste mas satisfactorio que la expresion p(h), al menos a nivel visual. ;Existe otra manera
de comprobar lo apropiado de cada ajuste? Podemos obtener los valores numéricos y
obtener las diferencias respecto a los datos originales.

Para el primer modelo:

h p Error

0.01 1.04808 -0.0481

5 0.30481 0.2452

10 0.22191 0.0281

15 0.17342 -0.05341719595
20 0.13901 -0.07901042008
25 0.11232 -0.09232245135

Para el segundo modelo:

p h Error

1 0.8628 -0.8628

0.55 4.717294279 0.282705721
0.25 9.800794264 0.199205736
0.12 14.53298712 0.467012877
0.06 19.00198426 0.998015745
0.02 26.08517713 -1.085177125

Las cantidades de error ciertamente son mayores que el anterior pero, /esto realmente nos
indica algo objetivo sobre lo apropiado de cada uno? En este caso, hay que notar que los



valores de h son mayores que los valores de p, por lo que el error absoluto sera l6gicamente
siempre mayor. Por ello siempre es preferible utilizar otras formas de calcular el error: error
proporcional, varianza, desviacion estandar, etc.

Incisos ¢ y d. /Es irrelevante si se usa cualquiera de los dos modelos? ;Se obtendran
resultados similares? Para el inciso ¢, podemos sustituir en el segundo modelo p = 0.75y
se obtiene

h(0.75) = 0.8628 — 6.44741n(0.75) = 2.7176

(Si resolvemos la ecuacion 0.75 = 0.4973 — 0.1196 In h obtenemos los mismos
resultados? Eso dependera del ajuste del modelo

0.2527 = —0.11961nh

—2.11288 =Inh
e—2:11288 _ p
h =~ 0.12089

Los resultados son demasiado diferentes, ;cudl considerariamos que es el adecuado, segiin
los datos? En realidad, es dificil saberlo, salvo que consideremos investigar en internet
algln dato que verifique la relacion entre altura y presion. Por ejemplo, la siguiente imagen
de Wikipedia muestra que el resultado mas factible es el primero:

Atmospheric Pressure vs. Altitude
T Atmospheric Pressure (kPa)
110-

100
907
801
707
601
501
401
307
207
101

Mount Everest

| |Computed for 15 deg. C and 0% humidity|

Altitude (m]_
2000 4000 6000 8000 10000

.10 .

Para el segundo inciso podemos hacer la misma comparacion para comparar ambos
modelos:

p(13) = 0.4973 — 0.1196In(13) 13 = 0.86286 — 6.4474Inp
p(13) = 0.19053 12.13714 = —6.44741np
—1.88248 = Inp
p~188248 — o

p = 0.1522



En este caso, los resultados, aunque son distintos, no presentan una variacién extrema: una
diferencia de 0.04 atm.

Inciso e. Existen varias formas de dar respuesta a este inciso. La primera es utilizar la
funcién p(h) = 0.4973 — 0.1196 In h y obtener la derivada. Es decir:

04973 o d
dh T

p'(h) =d

, d . . .
Pero ;Como obtenemos o In h? En realidad, la forma general de la derivada de la funcion
logaritmica es:

ilnu = u_’

du u
O bien,

ilnx =1

dx X

Pero bien, regresando al problema, se sigue entonces que:
1
p'(h) = 0-0.1196 ;)
1
p'(5) = —0.1196 (E) = —0.02392

1
p’'(20) = —0.1196 (%) = —0.00598

Segun estos valores, al aumentar la altura estando a Skm, la presion atmosférica disminuye
a una tasa de 0.02392 atm/km, mientras que, a los 20km, disminuye a una tasa de 0.00598
atm/km. Es decir, disminuye casi cuatro veces mas lento.

Otra forma de dar respuesta es usando el segundo modelo, pero despejandolo para obtener
una funcion p(h). Recordemos que el modelo es

h(p) = 0.8628 — 6.4474 In p
Para obtener p(h) debemos despejar p:
h —0.8628 = —6.44741Inp

h—08628 _
—64474 P
h—0.8628
e(Seait) = p

Es decir,

h—0.8628)

p(h) = e( —6.4474



Derivando, usando la regla de la cadena:

h—0. _
p'(h) = e(Seaare) .i(hOﬂ)

dh\ —6.4474
h—0.8628 1
! = ( —6.4474) o —
pi(h) =e (—6.4474)

No es una expresion muy amigable de trabajar, pero solamente hay que sustituir. Otra
forma de emplear este modelo es derivando implicitamente, considerando a p como una
funcién de h:

h =0.8628 — 6.4474In p

dh _ 4 8628 — 6.4474- 11
dh  dh TR

1
1=0-6.4474 (E) p'

d )
Recuerda que p’ = ﬁ, lo que estamos tratando de determinar. Entonces:

!

1=-64474 P
p

I
“64474 P

Pero si h = 5, entonces p = 0.526404674. Asi:

'(5) = 0.5264 0.08164
PS) = T aa74 ™ T

Nuevamente, obtenemos un valor diferente que debemos considerar como probablemente el
mas apropiado.

Extension de los problemas.

Extender un problema es tomarlo como punto de partida para explorar otras ideas
conectadas. Al resolver un problema, ponemos en juego diferentes conocimientos que
podemos profundizar o afianzar al preguntarnos mas cosas al respecto. Por ejemplo, en la
solucién del problema anterior, solamente se present6 la formula de derivacion de la
funcion logaritmica. Podriamos cuestionarnos, ;Como se obtiene dicha expresion? Pues
bien, una sencilla forma de obtener la expresion de la derivada del logaritmo natural es
utilizando la regla de la cadena y sabiendo lo siguiente:

—x=1
dxx

Del lado derecho, recordando que e!™* = x

d

Inx
—elt¥ =1
dxe



Aplicando la regla de la cadena a la funcidén compuesta y = e!"*:

el*. _lnx=1

dx

Recordando nuevamente que e™* = x:

x—Inx =1

dx
d, 1
dx " C T %

Continuando con la extension, podemos notar que solo conocemos la derivada de la funcién
exponencial de base e. ;Qué ocurre con las derivadas de las funciones exponenciales de
cualquier base? En la leccion sobre funcion exponencial, se determind que cualquier
funcion exponencial de base a € R tiene por derivada

F@) =k f@)

Donde k es alguna constante que depende de la base a. De hecho,

r= 1 a -1
=

Resolver ese limite parece ser complicado, pero podemos encontrar otra manera de obtener
una expresion de la derivada de cualquier funcion exponencial, considerando que si los
logaritmos pueden cambiarse de base, claramente también las expresiones exponenciales.
Por ejemplo, considera la funcion exponencial siguiente:

f)=7*

Recordemos que toda funcion exponencial es inversa a las funciones logaritmicas de igual
base, podemos hacer el siguiente arreglo:

f(x) = eln 7%

El exponente del nimero e, es la expresion In 7*. Recordando la propiedad 2 de los
logaritmos:

In7* = x(In7)
Es decir
f(x) = eln7" = gx(n7)
Dado que In 7 = 1.9459, la funcién anterior se puede escribir como
F(x) = e1945%

Veamos que en un graficador, ambas funciones son equivalentes:



g(x) - eln(?}x

h (X) = 61,945%(

Es decir, podemos transformar cualquier funcion exponencial en una funcién exponencial
natural equivalente.

Funcién exponencial Equivalente natural
f(x) = 2% g(x) = e
fG) = 5* g(x) = et
f(x) = 10* g(x) = en10)x
f(x) =m* g(x) = e(nmx

Por lo tanto, podemos regresar al problema planteado, sea f(x) = a* a € R una funcién
exponencial cualquiera. ;Cudl es su funcion derivada?

f(x) = q¥ = e(na)x

Por la regla de la cadena:

f'x) = e(Ina)x -%(ln a)x
Considera que In a es una constante, entonces:
f'e) = eM®x. (Ina)(1)
f'(x) =Ilna en®x
Sin embargo, eIna@x — X entonces:
f'(x) = (Ina)a®
O bien,
f'x) =Ina- f(x)



Por lo tanto, esa constante k que habiamos obtenido es precisamente el valor k = In a. De
manera general, la derivada de una funcion exponencial es

—a* = (na)a* - u'
du

Ejemplo. Encontrar la derivada de la funcion f(x) = 7*.
f'(x)=In7-7%
O bien, aproximadamente

F'(x) = 1.9459 - 7%



APENDICE 3. SESION INTRODUCTORIA A GEOGEBRA

Sesion de introduccion. Durante la tercera sesion, se utilizé un problema del libro de texto
para explorar algunas funciones de GeoGebra, la Figura A muestra la tarea que se utilizo
para explorar los comandos de la barra de entrada, interseccion de puntos, puntos
controlados, derivacion, extremos, recta tangente y el trazado y medicion de la pendiente de
rectas tangentes.

Ejemplo
Para estimar la cantidad de defoliacion causada por la polilla gitana durante un afio, un guardabosques midio

1 - o, . )
|a masa de huevecillos en Ede acres del ofofio pasado. El porcentaje v de defoliacion se aproxima mediante

la expresion

300

Y =3 {7o-0.06255x

Donde x es la masa de huevecillos en miles (si x = 1, se lee como “1000 masas de huevecillos)

a) Usando la gréfica de la funcion, estima el porcentaje de defoliacion si 2000 masas de huevecillos son
contadas

b) Estimar el nimero de masas de huevecillos existentes, si se observa que aproximadamente 2/3 del
bosque esté defoliado.

c) Estimalarapidez a la que aumenta la defoliacion si hay 1500 masas de huevecillos.

d) Estimael valorde x para el cudl el porcentaje de defoliacion incremente con mayor rapidez

Figura A. Tarea de introduccion

Primero, se discuti6 la idea de interpretar el enunciado del problema, enfatizando la
existencia de dos variables, la variable y que es un porcentaje (%) de qué tanta pérdida de
follaje se estima que hay en una zona del bosque descrito por la situacion, y la variable x
que representa una cantidad de huevecillos medidas en masas unitarias. Los estudiantes
notaron que el primer inciso se trata de un ejercicio de sustitucion, es decir, se calcular el
valor de y, para x = 2. Para resolver este ejercicio en GeoGebra, se discutid con los
estudiantes el uso de la Vista Algebraica y la Vista Grafica como elementos clave: en la
Vista Algebraica los estudiantes pueden introducir objetos matematicos en forma algebraica
o numérica, los cuales podran ser representados en la Vista Grafica. En la Figura B se
ilustra como introducir una funcion f(x) genera su grafica asociada.

Figura B. Introduccion de una funcion en la barra de entrada



Posteriormente, para resolver el primer inciso, primero se sugirio a los estudiantes utilizar
el comando de Punto en objeto para colocar un punto sobre la grafica de f y visualizar sus
coordenadas en la Vista Algebraica, haciendo énfasis que al introducir un objeto en la Vista
Grafica se genera una representacion algebraica en la Vista Algebraica (Figura 9). Aqui se
mostrd con los estudiantes como a través del punto sobre la grafica puede verse la relacion
entre los valores de x y y del problema descrito. Cuando manualmente se mueve el punto
de tal forma que su abscisa es 2, se obtiene que su ordenada es aproximadamente 16.67.
Este proceso de aproximacion puede refinarse introduciendo en la barra de entrada f(2).
La idea por destacar en este tipo de exploraciones es que a la par que se revisan las
herramientas de la interfaz de GeoGebra, se realizan exploraciones de conceptos que
podrian ser ain débiles en los estudiantes y, principalmente, que cada herramienta utilizada
sea relacionada con conceptos o procesos matematicos.

A0 0 LN 2
f(x) 300 A/

T3 a7 e 00 -+
a=f(2)

+ A= (2.01,16.67)

= 16.67

= Punto(f) : L’/’,_LS-

= (2.01, 16.67) ®

o

Figura C. ;Cual es el valor de f(2)?

Habiendo realizada esta exploracion, se pidio a los estudiantes explorar las herramientas de
GeoGebra para resolver el segundo inciso: ;para qué valor de x, la defoliacion es de 2/3?
En la interpretacion de este problema, los estudiantes discutieron el significado de 2/3, que
en términos de porcentajes representa un 66. 6%. La primera aproximacion sugerida por los
estudiantes fue la de mover el punto A hasta que la ordenada tuviera un valor de 66.66, que
prontamente fue calificado como un método poco eficiente por algunos estudiantes. Sin
embargo, un estudiante sugiri6 introducir la expresion 66.6 = f en la barra de entrada, lo
cual genera una recta vertical (Figura 10) que es la solucion a la ecuacion

300

66.6 = 3 + 17¢-0.06255x
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Q textol = “ecl: 66.6 = m_u;x " 60
A =[(32.27,57.04)
B = Interseca(ecl, f)
@ 40
= (38.76, 66.6)
+

Figura D. Solucion del inciso b) de la tarea de introduccioén

(Como utilizar dicha recta para encontrar una solucidn exacta? Se mostro6 a los estudiantes
el uso del comando de Interseccion para encontrar el punto B, donde la gréfica de f
interseca a la recta vertical obtenida. En la Vista Algebraica se observa que las coordenadas
de B son (38.76, 66.6), concluyendo entonces que cuando hay 38.76 mil masas de
huevecillos, la defoliacidn es del 66.6% o bien, de 2/3. En el tercer inciso, los estudiantes
notaron que necesitaba determinarse el valor de f'(1.5), pues la rapidez se puede asociar
con el concepto de velocidad instantanea, estudiado con anterioridad. No obstante, se pidid
a los estudiantes tratar de encontrar una solucion usando las herramientas de GeoGebra;
cabe destacar que los estudiantes conocian ya el comando de Tangente a una curva y de
pendiente de una recta, pues fue explorado en la primera sesion (Apéndice 2). El equipo 2
compuesto por una terna de estudiantes muestra una transcripcion que sintetiza una de las
aproximaciones que se compartié con el resto del grupo:

c) Estima la rapidez a la que aumenta la defoliacion si hay 1500 masas de huevecillos.

* El aumento empieza rapido, pero en cierto momento empieza a disminuir la
velocidad, aun asi mientras mas huevecillos mas defoliacion hay.

* Camino largo, como se hizo antes, solo que ahora ponemos x en lugar de Yy,
ponemos x = 1.5, después ponemos el punto con el comando de interseccion.
Teniendo eso, con ayuda del comando tangente, que debemos de marcar una curva
y después el punto, nos saldra la recta, por ultimo con el comando pendiente, en el
cual debemos de seleccionar la recta (tangente).

Figura E. Solucion del inciso C por una terna de estudiantes



® 300 A HHaC S P

09 = 3717 e 00m
a = f(2)

= 16.67

® A = Point(f)
= (27.25, 49.25) G g
m = 1.56
® g : Tangent(A,f) 5 A = (27.25, 49.25)
=y = 156x | 6.64
@ m = Slope(g) 20

= 1.56 /
f.

Figura F. https://www.GeoGebra.org/m/eju7pyjz

Es decir, estos estudiantes encontraron la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en
el punto donde x = 1.5. Esta solucion fue de utilidad para recordar a los estudiantes el
significado geométrico de la derivada y se complement6 agregando que es posible
introducir en la barra de entrada la expresion f'(1.5) para obtener la respuesta. Se retomo la
idea que presentaron los estudiantes sobre el hecho de que, aunque la defoliacion siempre
aumenta, se presenta un comportamiento asintético que se relaciona con el hecho de que la
tasa de defoliacion respecto al aumento de masas de huevecillos va en disminucion. Esta
ultima afirmacion se explord al trazar la recta tangente a la grafica de f en el punto A, y se
not6 que la pendiente de esta recta comienza a disminuir cuando x adquiere valores cada
vez mayores (Figura 12). El comportamiento de la pendiente de la tangente para diferentes
valores de x puede estudiarse de manera general al introducir en la barra de entrada la
expresion f' o f'(x), lo que inmediatamente genera la grafica de la funcion derivada de f.
Asi para responder el inciso d, equivale a determinar el maximo de la grafica de f' o bien, a
encontrar la abscisa del punto A para la cual la pendiente de la recta tangente esta lo mayor
vertical posible. Una vez que los estudiantes exploraron la solucion de esta manera, se
mostro el uso de la herramienta Extremos que permite encontrar los puntos maximos y
minimos de una grafica, obteniendo asi el punto (27.73, 1.56), indicando que la tasa de
defoliacion méaxima es de 1.56% por cada mil huevecillos, y se alcanza cuando hay
27.73mil huevecillos. Se enfatiza que esta sesion sirvio para presentar la interfaz de las
herramientas principales de GeoGebra, y sirvido como un punto de partida para que los
estudiantes comenzaran a explorar el tipo de recursos que pueden emplear para resolver
problemas futuros.


https://www.geogebra.org/m/eju7pyjz

APENDICE 4. DESGLOSE DE CODIGOS POR FRECUENCIA DE LAS
VENTAJAS Y DESVENTAJAS PERCIBIDAS DEL TRABAJO EN LA

BITACORA
Cadigo #N  Descripcion
S | Aprendizaje 13 El solo hecho de trabajar en una bitacora se identifica como una
> estrategia de aprendizaje
Q
= | Nuevo 10 Los estudiantes se sienten motivados al trabajar de una forma nueva
o o innovadora
Recordar 8 La bitacora sirve de referencia para retomar ideas anteriores
Practico 7 Se refiere a elementos como la facilidad, naturalidad o flexibilidad
del trabajo, en comparacion con un ambiente tradicional
Orden 7 Permite apreciar con mejor estructura los temas del curso o las
relaciones entre los conceptos
Complementar 6 Asocian el trabajo de la bitacora con la posibilidad de incluir
consultas externas en videos, sitios web o Khan Academy
Experimentar 6 Se asocia el trabajo de la bitdcora con el uso de GeoGebra para
explorar conceptos y problemas matematicos
Utilidad 5 Consideran la bitacora como un producto que puede ser relevante
en sus estudios universitarios
Metacognicion 5 Trabajar en la bitdcora permite r ideas y refinarlas, aclarar o plantear
dudas y resolver obstaculos cognitivos
Retro 4 Consideran que la bitacora facilita el proceso recibir y seguir la
retroalimentacién del profesor
Dinamismo 3 La bitacora se asocia con un estudio dinamico del Calculo, en
términos de movimiento y variacion
Links 3 Poder usar links sobre las construcciones en GeoGebra en Google
Docs se percibe como un elemento positivo de la bitdcora
Formato 2 Permisibilidades propias de poder editar un documento en tiempo
real como el Google Docs
Justicia 2 Se percibe como una herramienta evaluativa justa para todos y que
permite a los estudiantes claridad en la evaluacion
Equipo 2 La bitacora facilita el trabajo y aprendizaje colaborativo
Teléfono 2 Los estudiantes podian consultar y trabajar en su bitacora a través
de su teléfono y podian acceder a ella en cualquier momento
Ninguna 1 Ninguna ventaja percibida
Nexam 1 Es una alternativa preferible a evaluaciones tradicionales,
principalmente exdmenes escritos
Tiempo 1 Se percibe la bitacora como una forma flexible de trabajar que se

adapta a los tiempos de los estudiantes
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Expresarse Se percibe dificultad al redactar textualmente las ideas matematicas
y los argumentos de los estudiantes

Formato Google Docs no se percibe como un sistema idéneo

Registro Los estudiantes encuentran dificultades para registrar lo que ocurre
en clase o bien, retomar sus razonamientos de manera posterior

Carga El trabajo con la bitacora implica una carga de trabajo mayor que
formatos tradicionales

Equipo El trabajo en equipo se percibe de manera negativa al trabajar con
una bitacora digital

Tiempo Los estudiantes no contaron con el tiempo que deseaban para poder
trabajar en su bitacora

Disciplina Los estudiantes no contaban con habitos que les permitiera trabajar
con mayor continuidad en su bitacora

Orden Represent6 un desafio poder ordenar los temas del curso de
manera propia

Publicidad Se percibe de manera negativa el hecho de que sus comparieros
puedan acceder a su bitacora

Continuidad Se rechazo la necesidad de trabajar de manera continua en una
bitacora digital

Justificar Se percibe de manera negativa el énfasis en la justificacion de las
actividades al trabajar con la bitacora

Herramienta Se percibe negativamente el uso de un nuevo formato de trabajo,
pues implica gran dificultad adaptarse a él

Idea Los estudiantes consideran que no fueron capaces de reflejar

fielmente sus ideas en la bitacora




APENDICE 5. DESGLOSE POR BITACORAS DE VENTAJAS Y
DESVENTAJAS

Bitacora Ventajas (codigos)

Desventajas (codigos)

1 Recordar; Aprendizaje

Expresarse; Justificar

2 Complementar; Recordar;
Aprendizaje; Nuevo; Dinamismo

Registro; Tiempo; Expresarse; Disciplina

3 Justicia; Aprendizaje;
Complementar; Metacognicion;
Utilidad; Nuevo; Experimentar;
Orden; Links; Practico

Formato; Equipo; Registro

Ninguna Carga; Expresarse; Publicidad

5 Aprendizaje; Nuevo; Orden; Equipo; Tiempo; Carga; Disciplina
Complementar

6 Practico; Orden; Formato; Nuevo;  Equipo; Registro

Aprendizaje; Recordar

7 Recordar; Aprendizaje Carga
Recordar; Aprendizaje; Utilidad; Orden; Carga
Nuevo
9 Orden; Practico; Metacognicién; Formato; Disciplina; Herramienta

Experimentar; Recordar

10 Practico; Aprendizaje; Retro; Formato; Equipo; Orden
Experimentar

11 Nuevo Expresarse

12 Recordar; Experimentar; Links; Formato

Retro; Metacognicion; Dinamismo;
Teléfono; Orden; Nuevo

13 Justicia; Retro; Practico;
Experimentar; Nuevo; Recordar;
Aprendizaje; Metacognicion;
Equipo; Utilidad

Formato; Tiempo; Publicidad; Formato

14 Aprendizaje; Complementar; Expresarse; |dea
Metacognicidn
15 Nuevo; Nexam; Links; Teléfono; Registro; Continuidad; Expresarse;

Practico; Dinamismo; Equipo;
Formato; Orden; Complementar;

16 Complementar; Aprendizaje;
Utilidad; Orden

Registro

17 No respondio

No respondié




18 Aprendizaje Formato; Orden; Expresarse
19 Nuevo; Experimentar; Retro; No respondi6
Utilidad
20 Aprendizaje; Practico; Tiempo Formato; Disciplina; Continuidad
21 Ninguna Expresarse; Tiempo; Registro; Orden




APENDICE 6. SINTESIS DEL DESEMPENO POR ACTIVIDAD Y
BITACORA

Esta tabla sintetiza de manera muy general el desempefio de las bitacoras por cada
actividad. Las columnas A# representan las actividades descritas en el Apéndice 1, en cada
celda, hay un nimero entre -1 y 2. Estos no representan una calificacion, sino un codigo
agrupador, sobre el desempeio de los estudiantes. Para cada actividad, se plante6 una
forma esperada en la que los estudiantes podrian abordarla. A partir de esto, se generaron
los siguientes codigos:

Coédigo  Nombre del codigo Aspectos caracteristicos
-1 No incluido Los estudiantes no incluyeron esta actividad en su bitacora, o no la hicieron en
clases.
0 Desempeiio esperado Los estudiantes resolvieron el problema similar a la forma esperada, una vez
que encuentran una solucidn, concluyen con sus exploraciones.
1 Desempeilo ligeramente ~ Emplean GeoGebra para encontrar una forma adicional de argumentar o
mayor al esperado resolver la actividad
2 Desempeflo mayor al Exploran actividades adicionales con GeoGebra; emplean GeoGebra para
esperado extender las actividades, investigando nuevas relaciones matematicas.

Descripciones escasas, bitacora enfocada a describir
su procedimiento; caminos lineales de solucion.
Consultas externas y en KA para complementar su
trabajo.

01bina | 0 0 0 0 0 0o - 0 0 0

Descripciones detalladas, la tecnologia para ampliar
Sus concepciones y complementar sus recursos
matematicos. Consultas externas para profundizar en
los conceptos, buen trabajo en KA.
Descripciones breves, emplean tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.
Descripciones escasas, emplea tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.
Descripciones escasas, emplea tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.
Descripciones escasas, emplea tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.
Descripciones breves, emplean tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.

02terna | 2 2 2 1 0 1 -1 1 1 1

N

03 bina 2 | - 1 0 -1 2 1 0 1 1 2

04bina | 0 | -1 2 0 1 2 A 1 0 0 1

05bina | 0 0 1 0 0 1 -1 0 2 0 2

06 solo 2 1 2 |4 0 | -1 1 0 0 2 -1

07 solo 1 2 2 2 2 | 1 1 1 1 0 2




08 bina

09 terna

10 bina

11 bina

12 solo

13 bina

14 solo

15 bina

16 terna

17 bina

18 solo

19 solo

20 solo

21 solo

-1

-1

-1

Descripciones escasas, emplea tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.
Descripciones escasas, emplean tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.

Desarrollan multiples vias de explorar problemas,
plasman sus ideas con detalle, poca referencia a KA o
consultas externas. Alto enfoque en sus procesos.

Descripciones escasas, bitacora enfocada a describir
su procedimiento; caminos lineales de solucion.
Consultas externas y en KA para complementar su
trabajo.

Desarrolla mdltiples vias de explorar problemas,
plasma sus ideas con detalle, poca referencia a KA o
consultas externas. Alto enfoque en sus procesos.

Descripciones detalladas, la tecnologia para ampliar
sus concepciones y complementar sus recursos
matematicos. Consultas externas para profundizar en
los conceptos, buen trabajo en KA.

Descripciones breves, usa la tecnologia para ampliar
sus concepciones y complementar sus recursos
matematicos. Emplea soluciones analiticas

Explican sus procedimientos; emplean tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.

Explican sus procedimientos; emplea tecnologia para
ampliar sus concepciones y complementar sus
recursos matematicos. Consultas frecuentes en KA
para adquirir recursos.

Descripciones escasas, bitacora enfocada a describir
su procedimiento; caminos lineales de solucion.
Consultas externas y en KA para complementar su
trabajo.

Descripciones escasas, bitacora enfocada a describir
su procedimiento; caminos lineales de solucion.
Consultas externas y en KA para complementar su
trabajo.

Descripciones escasas, bitacora enfocada a describir
su procedimiento; caminos lineales de solucion.
Consultas externas y en KA para complementar su
trabajo.

Descricpiones profundas sobre sus procedimientos,
avances inconsistentes en la bitacora. Refuerza su
trabajo con informacion en linea.

Descripciones detalladas, la tecnologia para ampliar
sus concepciones y complementar sus recursos
matematicos. Consultas externas para profundizar en
los conceptos, buen trabajo en KA. Emplea soluciones
analiticas

La tabla tiene como proposito dar una vision panoramica y sintetizada del desempefio de
los estudiantes. El objetivo de esta codificacion no fue cuantificar el desempeitio de los



estudiantes, sino generar un apoyo visual para describir el desarrollo de las actividades a lo
largo del curso. La version completa de la tabla anterior se encuentra en el siguiente enlace

(por su extension, conviene consultarla en linea):
: E

-E'."
O

https://tinyurl.com/yrux838k



https://tinyurl.com/yrux838k

APENDICE 7. ENLACES A LAS BITACORAS DIGITALES POR
PERFILES DE TRABAJO

A) Bitacoras categorizadas bajo el perfil procedimental

Caédigo de Integrantes Enlace

bitacora (Nombres)
[=] %4 =]
Bitacora 1 Padme y Alejandra ﬁm
http://tinyurl.com/54h6vt6v
Bitacora 5 Percy y Angel
Bitacora 11 Kevin y Valeria
Bitacora 18 Carlos
Bitacora 19 Mauricio
http://tinyurl.com/wsc7d8st

B) Bitacoras categorizadas bajo el perfil inquisitivo

Caédigo de Integrantes Enlace

bitacora (Nombres)
Bitacora 2 Dante, lan y Ariadna E o E

http://tinyurl.com/2dckzzhh



http://tinyurl.com/54h6vt6v
http://tinyurl.com/m6rwuxfm
http://tinyurl.com/3v2xryku
http://tinyurl.com/yverhn5n
http://tinyurl.com/wsc7d8st

Bitacora 3

Bitacora 4

Bitacora 6

Bitacora 7

Bitacora 8

Bitacora 9

Bitacora 14

Bitacora 16

Bitacora 17

Daniela y Susana

Fernando y Danna

Atziry

Kaori

Manuel y Jonathan

Abraham, Alex y

Fernando

Eric

Victor, Josué y Ana

Andrés y América

[=] Z[s]

"1

O

http://tinyurl.com/2phSkmbc

o
(=%
http://tinyurl.com/496tyvrj
EI%‘EI
[=]
http://tinyurl.com/yjm2pv2p

10

[=]
=

http://tinyurl.com/e7zrkshe

Elr"glil
[=],

http://tinyurl.com/msaub8yh

-
k
n

=],z
http://tinyurl.com/3m5pa9ev

http://tinyurl.com/mr3327p5

[=] T [s]

http://tinyurl.com/mtfhjvba

Xal0l

[=]

[=]
Frss

http://tinyurl.com/4cn2deyu



http://tinyurl.com/mr3327p5
http://tinyurl.com/mtfhjvba
http://tinyurl.com/4cn2deyu

Bitacora 20 Hugo [w];
[=]

http://tinyurl.com/mppn54v3

Bitacora 21 Ashley

http://tinyurl.com/4hhjzj68

C) Perfil analitico

Codigo de Integrantes Enlace
bitacora (Nombres)
Bitacora 10 Samuel y Ricardo http://tinyurl.com/yc8n6vt4

ofFo
=

Bitacora 12 Ferran http://tinyurl.com/29vt98zz
[
%.’glil
Bitacora 13 Arturo y Johana http://tinyurl.com/bdzjj26m

[=] Z[s]
(=]

Bitacora 15 Jorge y José http://tinyurl.com/mpvjjsnc

(=] <o [s]

[=]



http://tinyurl.com/mppn54v3
http://tinyurl.com/4hhjzj68
http://tinyurl.com/yc8n6vt4
http://tinyurl.com/29vt98zz
http://tinyurl.com/bdzjj26m
http://tinyurl.com/mpvjjsnc

APENDICE 8. COMPARACION DE TRES PERFILES DE LA BITACORA
EN UN PROBLEMA

A continuacion, se incluye una discusion en la que se contraste como se aproximaron los
estudiantes de cada perfil a la solucion de un mismo problema. El problema analizado es el
siguiente:

Actividad 4. Encuentren valores posibles para a y b tales que la afirmacion planteada sea
verdadera. Las soluciones no son unicas, de modo que pueden dar valores particulares o
bien, una generalizacion sobre lo que deben satisfacer los valores a y b.

. f:sinxdx <0
. f:cosxdx =0

Para ejemplificar el contraste de los tres perfiles para un mismo problema, se tomara en cuenta
el trabajo registrado en tres bitacoras, cada una correspondiente a uno de los tres perfiles
descritos en el andlisis. Esto es, las siguientes bitacoras compuestas por los estudiantes

indicados:
Bitacora Estudiantes Perfil
Bitacora 11 Kevin y Valeria Procedimental
Bitacora 9 Abraham, Alex y Fernando Inquisitivo
Bitacora 10 Samuel y Ricardo Analitico

El problema de la actividad 4 consistia en determinar los limites inferior y superior de la integral
definida tal que el area bajo la curva de sin x fuera negativa, y tal que el area bajo la curva de cos x
fuera exactamente cero. El siguiente analisis es principalmente ilustrativo en cuanto a las
diferencias sobre como se aproximan al problema estudiantes bajo perfiles de trabajo distintos. Esta
discusion implica un desarrollo escalonado, en el sentido en que los estudiantes comienzan con un
punto de partida similar (ilustrado a través de la aproximacion del perfil procedimental) y
desarrollan ideas hasta cierto nivel de generalizacion (siendo el trabajo del perfil analitico el trabajo
con mayor grado de generalizacidn). En este sentido, es importante destacar que, para evitar
redundancias, se asumira que el trabajo de los estudiantes del perfil inquisitivo constituye una
extension de las exploraciones de los estudiantes del nivel procedimental y, a su vez, el trabajo de
los estudiantes en el nivel analitico conforma una extension del trabajo de los estudiantes del nivel
inquisitivo. Cabe destacar, que la mayor parte de las discusiones incluidas en este andlisis se
llevaron a cabo en plenaria, de modo que los estudiantes compartieron grupalmente sus
aproximaciones a lo largo de dos sesiones de trabajo.

Primera aproximacion (perfil procedimental)

Para ilustrar la forma de acercarse de un perfil procedimental, se tom6 como ejemplo el trabajo de
los estudiantes Kevin y Valeria. Estos estudiantes iniciaron su aproximacion incluyendo la grafica
de seno y coseno en GeoGebra.

Posteriormente, identificaron un par de valores particular para los limites de integracion que
cumplieran lo establecido:



\ (Sinddx < 0= -0 31

https://www.qgeogebra.org/classic/m4qj8mug

\ (cas0dx=0

https://www.geogebra.org/classic/wdzz3ctg

Figura A. Soluciones particulares a la Actividad 4

El profesor solicit6 a estos estudiantes que exploraran una posible generalizacion sobre los valores
que pueden tener a y b. En su nueva modificacion, Kevin y Valeria generaron un deslizador para
explorar el comportamiento de las integrales de las funciones seno y coseno. Su exploracion se
sintetiza brevemente con el siguiente texto en su bitacora:

Observamos que el drea es positiva cuando la funcion es positiva y tiene valores negativos
cuando la funcion es negativa. Para llegar al resultado que se muestra, primero metimos la
funcion de f(x) = sen(x), después con el deslizador pusimos los valores desde que inicia que es
de 0 a un numero menor a 0.

Seguido de eso empleamos la integral de 0 a am. y asi es como obtenemos el resultado de la
segunda integral.

https://www.geogebra.org/m/canbheeu

La interpretacion de esta aproximacion se puede hacer con ayuda del modelo dinamico que
incluyeron. Este modelo incluye ambas funciones, y un deslizador de nombre a. En este sentido, los

. . 0 . . .
estudiantes propusieron que fa sin x dx siempre es menor a cero, si a < 0; por su parte,

am . . . ,
) o COsx dx siempre es igual a 0 si a es un nimero entero.

. ° .
v f\;- : ‘! - v ’7
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Figura B. Soluciones generales de la Actividad 4 por parte de Kevin y Valeria

Cabe destacar que antes de concluir con esta exploracion, Kevin y Valeria notaron que su
exploracion respecto a la funcion de sin x no era congruente con su solucion inicial, ya que la

. a . . .. . .y ., ey
integral fo sin x dx siempre daba valores positivos. La explicacion que se les ofrecid consistio
principalmente en hacerles notar que si a < 0, entonces los limites de integracion debian ser


https://www.geogebra.org/m/gan6heeu

0. . a_. 0. . . .
fa sin x dx, o bien, fo sinxdx = — fa sinx dx. En este sentido, los estudiantes incluyeron la

. 0 . . . . .
integral fa sin x dx, de modo que pudieran comprobar que la integral es negativa; es decir, los

estudiantes concluyeron que si el limite inferior es menor a cero y el limite superior es cero, la
integral serd negativa.

Segunda aproximacion (perfil inquisitivo)

A continuacion, se describe la exploracion realizada por la terna Abraham, Alex y Fernando en la
bitacora 9. La forma de explorar el problema de estos estudiantes inici6 de manera similar a la
forma en que concluy6 la exploracion de los estudiantes en un perfil procedimental. No obstante,
notaron que la solucion dada (el limite inferior es negativo y el superior es cero) no siempre se
cumplia, ya que, si el area sombreada cubre dos crestas completas de la funcion seno, entonces el
valor de la integral sera exactamente 0. Para continuar con su exploracion, el profesor sugirio a los
estudiantes que consideraran, ;pueden generar una generalizacion donde los limites de integracion
no incluyen necesariamente a algun cero? Es decir, una solucién donde los limites de integracion no
tengan que incluir al cero.

Abraham, Alex y Fernando iniciaron una nueva exploracion considerando dos deslizadores, a y b.
Primero, notaron que si ambos limites de integracion eran multiplos enteros de 7, el area bajo la
curva de la funcién coseno siempre era igual a cero.

Figura C. Exploracion de Abraham, Alex y Fernando sobre la Actividad 4

https://www.geogebra.org/m/s8bz32wz

Con base en esta idea, desarrollaron una exploracion similar, pero para la funcion seno. A partir de
realizar exploraciones con los deslizadores los estudiantes concluyeron que

e Si el limite inferior de integracion es un numero par, y el limite de integracion superior
también es un numero par, el area representada por la integral definida de seno es igual a
cero

e Si el limite inferior de integracion es un numero impar, y el limite de integracion superior
es un numero par, el area representada por la integral definida de seno es negativa

La conclusion anterior no incluye diversos casos. El profesor hizo notar a los estudiantes que, por
ejemplo, si ambos limites de integracion son numeros impares, la integral definida bajo la curva de
seno también es negativa. Después de una exploracion final, esta terna de estudiantes incluyo en su
bitacora lo siguiente:

Al hacer la grafica de este ejercicio y buscar un valor en el que la integral sea menor que 0,
iniciamos desde una raiz en el que su siguiente valor sea inmediatamente negativo, las raices de
esta funcion son multiplos de 1 asi que podemos empezar desde 1. No importa cudnto sea el
valor de b, la integral siempre es negativa. A excepcion de que b sea igual a ™ multiplicado por


https://www.geogebra.org/m/s8bz32wz

un numero impar. Aunque b también puede ser cualquier numero que no sea T multiplicado por
un numero impar, solo si b es mayor que a. [Modelo https://www.geogebra.org/m/ffve48r6]

Con ayuda del modelo, se aprecia con mayor claridad la intencién de lo que los estudiantes
describen: El limite inferior de integracion debe ser una raiz de sin x, tal que sin x < 0 para valores
que se aproximen a la raiz por la derecha. El limite superior de integracion puede ser entonces
cualquier numero real, tal que no sea de la forma (2k + 1)m, para k € K. La Figura D que el limite
inferior de la integral definida comienza a partir de la raiz x = m y b (el limite superior) es un
deslizador que representa cualquier nimero real. Si b = (2k + 1), la integral definida es
exactamente cero.

(2] ~ 4> @¢ {E
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Figura D. Exploracion final en la Bitacora 9 sobre la Actividad 4
Tercera aproximacion (perfil analitico)

Finalmente, se describe el trabajo de la pareja de estudiantes Samuel y Ricardo, registrado en la
bitacora 10. Estos estudiantes trataron de construir una expresion general para los limites de
integracion de la integral definida bajo sin x tal que su valor fuese negativo. De este modo,
incluyeron lo siguiente en su bitacora:

analizando el resultado de distintas integrales se encontro un patron con el que se puede
generalizar la funcion de la forma siguiente: sin importar si trabajamos con negativos

artm
f Sinxdx={ 0, apar
0 2, aimpar

Ademas,

ant+b
f sinxdx <0

art

a es un entero impar y b cualquier numero positivo que no sea un multiplo impar de pi

https.//www.geogebra.org/m/jgdejd7f

En el modelo dindmico que incluyen, ilustrado en la Figura E, se muestra que definieron un
deslizador a que solo puede tomar niimeros impares, y un deslizador b que solo puede tomar
numeros positivos. La comprobacion de la integral muestra que esto se cumple, siempre que no
ocurra que b = (2k + 1)m para algin k € K


https://www.geogebra.org/m/ffve48r6
https://www.geogebra.org/m/jg4ejd7f
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Figura D. Exploracion de Samuel y Ricardo sobre la Actividad 4

b . .
En cuanto al caso de hallar valores de a y b tales que fa cos x dx = 0, Samuel y Ricardo realizaron
una exploracion adicional, la cual concluyen en su bitacora como sigue:

analizando la grdfica se concluye que a y b pueden ser cualquier numero, con la condicion de
que: b —a = 2, o dicho de otra manera la diferencia entre a y b tiene que ser de 2

a+2m
f cosxdx =0

a

]

N azo /_T
0 n/\yﬂ(ﬁ? 2n
-

https://'www.geogebra.org/m/jgdejd7f

La Figura E muestra la interfaz del modelo dindmico de Samuel y Ricardo. Definieron un
deslizador b que puede adquirir cualquier valor (en un rango limitado por defecto por GeoGebra) y
constituye el limite inferior de integracion. El limite superior, esta definido algebraicamente de la
forma b + 2. A medida que se mueve el deslizador, la integral siempre es cero.
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Figura E. Exploracion final de Samuel y Ricardo


https://www.geogebra.org/m/jg4ejd7f

