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Resumen

Este trabajo se centra en el estudio de operadores de Toeplitz no acotados en el espacio de Fock.
Iniciamos estudiando las propiedades de este tipo de operadores cuando tienen simbolos acotados.
Posteriormente toma particular importancia el estudio de los mismos cuando los simbolos ya no son
acotados. Esto implica que los operadores tienen que restringirse a un dominio donde si est’en bien
definidos. Como simbolos especiales consideramos las funciones radiales. En particular, se analiza
coOmo una equivalencia unitaria dada del operador de Toeplitz con simbolo radial se extiende
mediante un operador de multiplicacién actuando en el espacio de sucesiones [%. Se proporciona
una condicién necesaria y suficiente para determinar cudndo dicha equivalencia unitaria es igual
al operador de multiplicacion.



Abstract

This work focuses on the study of unbounded Toeplitz operators defined on the Fock space. First we
give some properties of Toeplitz operators with bounded symbols. When the symbol of a Toeplitz
operator is no longer bounded, the operator is well defined in a subspace, called the domain of
the operator, of the Fock space. Additionally, we examine Toeplitz operators with radial symbols.
In particular, we analyze how a given unitary equivalence of the Toeplitz operator with radial
symbol extends through a multiplication operator acting in the sequence space [2. A necessary
and sufficient condition is provided to determine when this unitary equivalence is equal to the
multiplication operator.



Introduccion

Consideremos un espacio de Hilbert .7 complejo formado por funciones y sea ~# un subespacio
cerrado de . Denotemos por Py : 5 — J£ a la proyeccion ortogonal de 57 en £ .
Sea My : (M) C H# — € el operador de multiplicacién por la funcién f. Esto es

My(g) = fy,

donde Z(My) = {g € # : gf € A}. Entonces el operador de Toeplitz con simbolo f, T :
9(Ty) C H — X se define como

Tf =P, M f-
El siguiente diagrama muestra como actia un operador de Toeplitz.

My
.@(Tf) = .@(Mf)g,%/ —_—

T l Py
H

El primer objetivo de esta Tesis es el estudio y compilado de las propiedades més importantes de
los operadores de Toeplitz en el espacio de Fock F? el cual consiste de todas las funciones enteras
en el plano complejo, cuadrado integrables con respecto a la medida Gaussiana. Pero sobre todo
nos centraremos en los operadores de Toeplitz cuyo simbolo no es acotado. Esta parte esta basada
principalmente en [2] y [3]. Cuando el operador de Toeplitz tiene simbolo acotado entonces esté
bien definido sobre todo el espacio de Fock, pero cuando el simbolo no es acotado esto no nece-
sariamente ocurre. Ahora bien, aunque el dominio del operador no sea todo el espacio de Fock,
existen extensiones del mismo. En este trabajo estudiamos dos de sus extensiones.

La Proposicién 2.3 de [2] juega un papel fundamental en este trabajo pues determina cuando un
operador de Toeplitz es cerrado. Este resultado es imprescindible para nuestro segundo objetivo
el cual consiste en dar condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales un operador de Toeplitz
con simbolo radial es cerrado. Por simbolo radial entendemos una funciéon compleja ¢ que depende
unicamente del médulo de la variable, es decir

p(z) = p(|2])-
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Indice general

En [I] encontramos que dada una funcién radial ¢ tal que para toda n € Ny, se tiene que

/|g0(r)| eXp(—TZ)r”dr < o0,
Ry

existe un operador unitario R del espacio de Fock sin peso al espacio de sucesiones [% tal que
RT,R* es extendido por un operador de multiplicacién actuando en 3.

En este trabajo damos condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando el operador
RT,R* coincide con el operador de multiplicaciéon mencionado arriba. En este caso el operador de
Toeplitz con simbolo ¢ es cerrado pues el operador el operador de multiplicacion es cerrado y la
propiedad de que un operador sea cerrado se preserva bajo equivalencia unitaria.



Capitulo 1

Operadores lineales en espacios de
Hilbert

En este capitulo se estudiaran algunas propiedades importantes de los operadores lineales no
acotados definidos entre espacios de Hilbert. Siempre que hablemos de un operador lineal T :
2(T) C A — &, asumiremos por defecto que S y £ son espacios de Hilbert sobre C. Solo
en algunos casos se especificard que se trata de espacios de Banach o espacios normados. En este
capitulo se estudian los operadores lineales cerrados, asi como las condiciones para determinar
cuando un operador lineal tiene cerradura. Otro tema importante en nuestro estudio el core un
operador lineal y asi como su relaciéon con la cerradura de un operador lineal. Ademas incluimos
otros enunciados interesantes que son necesarios en este trabajo. Es importante mencionar que los
resultados de este capitulo estdn basados en [1].

1.1. Operadores lineales y sus extensiones

Sean ¢, % espacios de Hilbert, T': 2(T) — 2 un operador lineal, con Z(T") C .7 dominio de
T. Decimos que T es acotado si existe un nimero real ¢ tal que para todo x € Z(T) se tiene que,

1T ()] < efl]l.

Es importante tener en cuenta que, aunque las normas se denoten de la misma manera, estas
corresponden a normas de espacios diferentes. Por lo tanto, aunque se utilice la misma notacién
por conveniencia, no se asume necesariamente que sean iguales. En este contexto, la norma a la
izquierda se refiere a la norma definida en ", mientras que la norma a la derecha se refiere a la
definida en 7.

Sean T : 9(T) C AH — & yTi: P(Ty) C H — 2 dos operadores lineales. Decimos que T} es
una extension del operador 1" si 2(T') C Z(11) y T = Ti|9(r) y se denotard por

T CT.

El operador T} es una extension propia de T'si 2(T) & 2(T1).
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Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Veamos el siguiente ejemplo de una extensién propia de un operador.

Consideremos el espacio de sucesiones complejas
o
2 . 2
U5 = < (Tp)nen E |z, ]* < o0 p.
n=1

Este espacio es un espacio de Hilbert con el producto interno

((zn)nens (Yn)nen) = Z TnUn-

Sea T : 9(T) C ¢4 — (4 el operador lineal cuyo dominio Z(T') consiste de todas las sucesiones
(Zy)nen con un numero finito de términos diferentes de cero, y T'(z,)nen = (% )nen-

Sea Ty : (1) — s, donde

2(Ty) = {(zn)neN €LY NPz’ < oo}

n=1

Tl (Zn)nGN = (nzn)nEN-

Es claro que T} es una extension de T', mas aiin es una extension propia de T' pues ( #)neN pertenece
a 2(11) pero no pertenece a Z(T).

1.2. Operador adjunto

Sea T : 9(T) C A — s un operador lineal densamente definido, entonces el operador adjunto
T : 9(T*) — o de T es definido como sigue

P(T*)={ye A : existey €, tal que (Tx,y) = (x,y") Vo e 2(T)}.
Para cada y € 2(T*) el operador adjunto T™ esta definido en términos de y* por

T(y) =y" (1.1)

El operador adjunto solo tiene sentido cuando el operador lineal T' esta densamente definido. En
efecto, si T' no es densamente definido entonces 2(T)*+ # {0} y, si v € 2(T)* \ {0}, para toda
x € P(T) se tiene que

(T'(z),y) = (z,y" +v).

Por lo cual la correspondencia (1.1) no esta bien definida. Por otro lado, si Z(T) es denso en ¢
entonces Z(T)*+ = {0}, por lo cual, si existe y; € H tal que

(z,y7) = (T(x),y) Yz € 2(T),

9



Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

entonces
(z,y1) = (T(2),y) = (2,y") Vo e 2(T).
Por lo tanto y* = yi.

Notemos que si 1" es un densamente definido entonces 7™ existe, pues para x € Z(T) se tiene que
<T(Q}),O> = <l’,0> =0,
Entonces

{ye A existe y* € A, tal que (Tx,y) = (x,y") Ve DT} #0.

1.3. Operadores lineales cerrados

El concepto de operador cerrado es fundamental en este estudio. En esencia, un operador cerrado
"preserva la convergencia”’ entre espacios normados.
Sean ¢, % espacios normados. Se define en . x % la norma

)l = 3/ llel% + -

Observe que una sucesion (z,,y,) en J€ x & converge a (x,y) € H X H siy solo si (T,)nen
converge a 'y (Y, )nen converge a y. Ademads; si S, % son espacios de Banach, entonces también

loes J x K .

Un operador lineal 7' : Z(T') C 7 — ', se llama cerrado si su gréfica,

G(T) = {(z,T(x)) : x € Z(T)},

es un subespacio cerrado de S x .

Notemos que la condicién "G(T) es cerrada”se puede escribir en términos de sucesiones de la
siguiente manera: para cada sucesion (z,)n,eny en J y (x,y) € H x A tales que

r=limaz, vy y= lim T(z,),
n—o0 n—o0

se tiene que (x,y) € G(T); estoes, x € Z(T) y y = T(x).

El siguiente teorema se encuentra en [1] y lo incluimos aqui junto con su demostracién por com-
pletez.

Teorema 1.3.1. Sean ¢, % espacios de Banach y T : 2(T) C s — ¢ un operador lineal,
entonces

a) Si T es cerrado y Z(T) es cerrado, entonces T' es acotado.

b) Sea T acotado, entonces T es cerrado si y solo si Z(T') es cerrado.

10



Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Demostracion. Si T es un operador cerrado con dominio Z(T") cerrado entonces; por el Teorema
de la Grafica Cerrada, el operador T es acotado.

Para el inciso b) primeramente supongamos que 7' es cerrado. Sea (z,),en una sucesién en Z(T')
que converge a x € S, puesto que T es acotado y £ es completo entonces T'(x,,) converge a algin
elemento y € . Debido a que T es un operador cerrado se tiene que (z,y) € G(T'). En particular,
x € P(T) y por ello Z(T) es cerrado. Por otro lado, supongamos que Z(T') es cerrado y sean
(Zn)nen una sucesién en Z(T) y (x,y) € S x K tales que (z,)nen converge a x y (T(x,))nen
converge a y. Puesto que T es acotado entonces es continuo y por ello y = T'(z). Asi T es un
operador cerrado. O

El siguiente teorema muestra que, cuando un operador lineal es densamente definido, su operador
adjunto es siempre cerrado.

Proposicién 1.3.1. [1] Sea T': Z(T") C s —  un operador densamente definido, entonces el
operador adjunto 7™ es cerrado.

Demostracion. Sea (Yn)neny una sucesion en Z(7%) tal que ambos limites

y=lmy, y z= lm T"(y,)
n—oo n—oo
existen. Por la definicién de T™ tenemos que
(T(x), yn) = (2, T (yn)), VeepT), neN.
Puesto que el producto interno es continuo se tiene que
(T'(z),y) = (z,2),V = € 2(T).

Nuevamente por la definicién de T* se tiene que y € Z(T*) y z = T*y. Por lo tanto T* es
cerrado. ]

En este trabajo denotaremos por Ny = NU {0}.
Sea p > 1 y consideremos el espacio de sucesiones complejas

ﬁﬁ_ = {(xn)neNo : Z |xn|p < OO}
n=0

con la siguiente norma

H(xn neNoHp (Z |$N|p>

Sea a = (an)nen, Una sucesién de nimeros complejos y M, : 2(M,) C F. — (% el operador de
multiplicacion con simbolo a. Esto es,

D(M,) = {(aﬁn)neNO S Z lanx, P < oo}

n=0
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Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Ma(xn)neNo = (anxn)neNo-
Este es un ejemplo de un operador cerrado el cual tendra relevancia en capitulos futuros.
Proposicién 1.3.2. El operador de multiplicaciéon M, : Z(M,) C £ — (%, es cerrado.

Demostracion. Sea (vn)nen, Una sucesién en Z(M,) y w = (Wi )keng, ¥ = (Yk)ren, € ¢ tales que

w=limuv, y y=lm M,(v,) = lm (arvni)ken,, Para v, = (Vnk)ken,-
n—oo n—oo n—oo

Para todo k € Ny se tiene que

n—oo n—oo

|Un,k? - wk' < an - w”p —0 vy ‘akvn,k — Y| < [lav, — ?/Hp — 0.

Por lo cual

w = 1Im vy, v oy = Im apv, k.
n—oo n—oo
Entonces para todo k € Ny
Yp = Im apv,, = i im v, = apwy.
n—oo n—oo
Por lo tanto w € Z(M,) y y = M,(w). Por ende el operador M, es cerrado. ]

Consideremos dos espacios de Hilbert 57, 2 y T : 2(T) C 2 — 2 un operador lineal. Notemos
que podemos dotar a Z(T) con el siguiente producto interno

(z,y)r = (x,y) + (T'(z), T(y)).

El cual produce la siguiente norma

lzllz = Izl + 1T ()]
Una sucesion (z,,)nen converge a € Z(T) en el espacio (Z(T), || ||7) siy solo si (2,,)nen converge
axes 'y (T(x,))nen converge a T'(x) en .
Proposicién 1.3.3. Sea T : Z(T) C s — 2 un operador lineal. Entonces T es cerrado si y
solo si el espacio (Z(T), || - ||r) es de Hilbert.

Demostracion. Supongamos que T es cerrado y sea (2, )neny una sucesiéon de Cauchy en
(2(T), || - lIr). Entonces (x,)nen ¥ (T'(xy,))nen son sucesiones de Cauchy en S y £ respectiva-
mente. Luego, existen x € 7 y y € £ tales que

r=limz, y y= lm T(z,).
n—o0 n—oo

Puesto que T es cerrado x € Z(T) y T(x) = y. Por lo cual (z,),en converge a x en

(Z2(T), - ll)-

12



Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Ahora supongamos que (Z(7T), || - ||r) es un espacio de Hilbert. Sea (x,,),en una sucesién en (7)),
x e A yyeH, tales que

r=limz, y y= lm T(z,).
n—oo n—oo

Entonces la sucesion (2, )nen es de Cauchy en (Z(7), || - ||r). Asi pues existe 2’ € Z(T) tal que la

sucesion (z, )neny converge a ' en (Z(T), || - ||r). Esto implica que (z,,)nen converge a o’ en 5 y
(T'(2))nen converge a T'(z') en . Por lo tanto x = 2’ y T'(x) = y, y por ello T' es un operador
cerrado. O]

1.3.1. La cerradura de un operador lineal

Un operador lineal se llama cerrable si tiene una extension lineal cerrada. Una extension cerrada
T de un operador T se llama minimal si toda extension lineal cerrada de T es también extension
cerrada de T'. En este caso 1" se llama la cerradura de 1" y se denota por 7.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el espacio de sucesiones (% y T : 2(T) C (%4 — (%, donde 2(T)
consiste de las sucesiones con un nimero finito de términos diferentes de cero y

T(Zn)nen = (NTn)nen-

Notemos que T es un operador lineal el cual no es acotado. En efecto, dado k& € N definimos
er = (€xn)neny donde e, = 1si k=ny 0 en caso contrario. Luego

|Terl| =k vy e =1 VEkeN
Para cada k € N sea o, = (240 )neny € Z(T') con

1 .
) o sin < k?,
Thn = .
0 en caso contrario.

Sy = (58) e ¥ 2 = (), moomon e

y=limxp y z= lm T(xg).
k—o00 k—o00

Puesto que y ¢ 2(T') tenemos que el operador T no es cerrado.

El operador anterior no es un operador de multiplicacién en el sentido que definimos antes, pues
su dominio es més pequeno. Ahora bien, si definimos la sucesién a = (n)en, es claro que el
operador de multiplicacién M, : Z(M,) = {(n)nen : (anTn)nen € 4} C 3 — (3 es extension de
T. Mas aun, por la Proposicién 1.3.2 es una extension cerrada. Sea S una extension cerrada de T
V& = (Tp)neny € Z(M,). Para cada k € N definimos wy, = (W 5 )nen con wy, = &, sin < ky 0 en
caso contrario. Entonces w, € Z(T) C Z(S) vy (wk)ren converge a x. Ademds notemos que

S(wy) = T(wy) = (W )neny = (N )nen = My ().

Puesto que S es cerrado entonces © € Z(S) y S(x) = M,(x). Asi S es una extensién de M, lo cual
implica que M, es la cerradura de T.
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Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

La siguiente proposicién proporciona la forma de calcular la cerradura de un operador 7' cuando
este es cerrable.

Proposicién 1.3.4. Sea T': 2(T) C 5 — % un operador lineal cerrable. Sea
T :9(1") C H — #, definido de la siguiente manera

D(T") = {x € A : existe una sucesion (x,),en en Z(T) tal que x = lim x, y existe lim T'(x,)},
n—o0 n—oo

y
T'(z) = lm T(x,).

n—oo

Entonces T existe, méds atun 7' = T".

Demostracion. Puesto que T' es cerrable podemos elegir una extension cerrada de 7', denotada por
T. Usando esta extensién demostraremos que 7" estd bien definida. En efecto, sea x € 2(T") y
supongamos que existen dos sucesiones (,)nen ¥ (Un)nen en Z(T) tales que

r = lim x, = lim v,,
n—oo n—o0

y las sucesiones (T(2n))nen ¥ (T(V5))nen convergen en % . Puesto que T es extensién cerrada de
T, se tiene que

zePT) y T(z)= lim T(x,) = lim T(v,).

n—oo n—o0

Esto es, el limite lim, . T(z,) no depende de la sucesion (z,)nen que converja a z. Asi pues 7"
esta bien definido y es una extensién de T'. De la definicion de T” es claro que

G(T') = G(T).

Por lo que T” es un operador cerrado, ademéas puesto que T' es extensién cerrada de 7. Entonces
G(I") C G(T)

y al ser T arbitrario se sigue que T = T. O

Corolario 1.3.1. Sea T : Z(T') C 2 — ¥ un operador lineal cerrable. Entonces

g(T) = G(T).
En la siguiente proposicién damos una caracterizacion de los operadores lineales cerrables.

Proposicién 1.3.5. Sea T': 2(T) C s — £ un operador lineal. La cerradura de T existe si y
solo si para toda sucesion (z,)nen en Z(7') tal que

lim z, =0 yexiste y= lim T(z,).

n—oo n—oo

Entonces y =0

14



Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Demostracion. Si T existe y (7,)nen ¥ y cumplen la hipétesis de la proposiciéon entonces

0=T(0) = lim T(x,) =y.

n—oo

Supongamos que se cumplen las condiciones para demostrar la otra direccién. Sean (x,)nen y
(Un)nen dos sucesiones en Z(T') que tienen el mismo limite y ademés los limites

y1 = lim T'(z,), y2 = lim T'(v,),

n—oo n—o0

existen en % . Entonces

0= lim (z, —v,) y lm T(x, —v,) =11 — Yo
n—oo n—oo
Por hipétesis
Y1 —y2 = 0.
Por lo que si dos sucesiones convergen al mismo limite, las sucesiones formadas por sus imagenes

bajo T' tienen el mismo limite. De esta forma el operador T' " de la Proposicién 1.3.4 esta bien
definidoy T'=T". O

Sea T : 2(T) C A — # un operador lineal. Decimos que un subespacio 2 C Z(T') es un core
de T si T|9 es cerrable y

rcT|,.
Lema 1.3.1. Sea T': 2(T) C 5 — % un operador cerrado y Z un subespacio de % tal que es
denso en (Z(T),| - |lr), entonces Z es core para T'y se tiene que

T|,="T.

Demostracion. Considere el operador T3 =T 4+ Puesto que T cerrado y
TWCT

T} es un operador cerrable y, de acuerdo la Proposicion 1.3.4, la cerradura de T} esta dada por

P(Th) = {x € H : existe (¥,)neny en 2 tal que z = lim z,, y lim T(x,) existe },
n—oo n—oo

Ti(z) = lm T(z,).

n—0o0

Dado v € Z(T) existe (vn)ney en Z tal que la sucesion (v,)nen converge a v en 2y (T'(v,))nen
converge a T'(v) en . Por consiguiente v € Z(T1) y T'(v) = Ti(v). Asf pues T C T, y puesto

que T es extension cerrada de T} se tiene que 17 C T'. Por lo tanto 77 =T O

15



Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Proposicién 1.3.6. [3] Sea .7, % y £ espacios de Hilbert, y sean Ty : (1) C & — Ay
Ty : 9(Ty) C H — £, dos operadores lineales. Supongamos que T5 es cerrado, que Z(T) = 2(T5)
y que Z es un core para T;. Entonces T7 es cerrado si y solo si existen «, 5 > 0 tales que

[ollz, < allv]lz, (1.2)

[l < Bllvllz (1.3)

para todo v € Z. Si se cumple que
1T < | T, Vveo

entonces (1.3) es condicién suficiente para que T} sea cerrado.
Por otro lado, si T7 es cerrado, & es un core para Ts.

Demostracion. Supongamos que T es cerrado. Sea 2 = Z(T1) = (1), por el Corolario 1.3.3,
(Z ), (2| - ||m,) son espacios de Hilbert. Consideremos el operador lineal identidad I :
(2 M) = (27, - ||r,) dado por I(z) = x. Este operador es cerrado pues dada una sucesion
(Tn)neny en (2, || - |ny), z,y € Z tales que

r=lmz, y y= lim I(z,)= lim z,
n—oo n—oo n—o0

en (27,1 ln) v (Z7,] - ||r,) respectivamente. Entonces (z,,)nen converge a x y y en S€. Esto im-
plica que x = y y entonces I(z) = y = lim,,_, {(z,). Como consecuencia el operador I es cerrado.
Similarmente el operador identidad de (27, | - ||,) a (2, - ||ry) es cerrado. Por el Teorema 1.3.1
inciso a) se tiene que el operador I es acotado, por lo cual se cumplen (1.2) y (1.3).

Ahora supongamos que se cumple (1.2) y (1.3). Sea v € & C 2(T}
existe (v, )nee en Z tal que

, por la Proposicién 1.3.4

)

v=1muv, y Ti(v)= T_|9(v) = lim 71 (v,)

n—oo n—oo
Asi pues (vp)nen converge a v en (2, || - ||ry). Entonces por (1.3), (x,)nen es de Cauchy en
(Z, |- l|r,)- Puesto que (£, | - ||,) es de Hilbert ya que Ty es cerrado, entonces (vy,)nen converge
en (2, - |lr,), nuevamente por (1.3) se tiene que

o — lim vylz, = Mm [lv— vl = 8 lim [lv — vy, = 0.
n—00 n—00 n—r00

Por lo cual (vy,)nen converge a v en (27, - ||r,). Ademas se tiene que
ol = lim loalle, < o lim [fonlir, = allolz

[vllz, = 1 [fon[lz, <5 lm [jolr, = Bl
o0 n—oo

Por lo tanto (1.2), (1.3) se cumplen para todo v € 2. Puesto que (2, | - ||,) es un espacio de
Hilbert y |- |7, ¥ || - ||z, son equivalentes entonces (£, || - ||r,) también es un espacio de Hilbert,
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Capitulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

por lo cual T} es cerrado.
Si ||Thv|| < ||Txv||, para todo v € Z entonces (1.2) se cumple para o = 1.
Finalmente si 17 es cerrado, entonces

=T

e
Por la Proposicién 1.3.4, & es denso en (£, | - ||7,) ¥ por lo tanto también en (27, || - ||z,), por el
Lema 1.3.1, Z es core de Ts.

]

La siguiente proposicién garantiza que la propiedad de que un operador sea cerrado se preserva
bajo equivalencia unitaria.

Proposicién 1.3.7. Sea T : P(T) C A — # un operador lineal y U : 5 — £ un operador
lineal unitario, entonces 1" es cerrado si y solo si UTU~! es cerrado.

Demostracion. Notemos que 2(UTUY) = U(Z(T)), pues si x € Z(UTU') entonces U (z) €
9(T) por lo cual z = UU (z). Si x € U(Z(T)) entonces x € 2(UTU) pues U™ (z) € 2(T).
Primeramente supongamos que 7" es cerrada. Sea (z,)nen una sucesion en U(Z(T')) que converge
ar € Xy (UTU (x,))nen converge a y € # . Puesto que U es unitaria entonces (U (x,))nen
converge a U~!(z) y puesto que z,, € U(Z(T) para todo n € N entonces U~ (z,) € Z(T) para
todo n € N. Nuevamente puesto que U es unitaria entonces

17U (@n) = U )| = [UTU ™ (za) — yl|
por lo cual (TU ! (x,,))nen converge a U=t (y). Puesto que T es cerrado entonces
Uz)ez(T) vy TU ()=U"(y)

Por lo cual z € U(Z(T)) y UTU *(z) = y. Por lo tanto UTU ! es cerrado.

Ahora supongamos que UTU ™ : U(Z(T)) — A es cerrado. Sea (Z,,)nen una sucesion en (7))
que converge a * € Sy (T(x,))nen converge a y, Puesto que U es unitario entonces U(x,,)
converge a U(x) y UT(x,) converge a U(y). Luego UTU *(U(x,)) converge a U(y). Puesto que
UTU! es cerrado entonces U(z) € U(2(T)) y UTU Y (U(z))) = Ul(y), por lo cual z € 2(T) y
T(x) = y. Por lo tanto T es cerrado. O

17



Capitulo 2

El espacio de Fock

Este capitulo esta dedicado a estudiar las propiedades mas importantes del espacio de Fock en el
plano complejo. Demostraremos que es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L?(C,d)\,),
donde d A\, es la medida Gaussiana con peso. Mostraremos ademas que el espacio de Fock es un
espacio de Hilbert con ntcleo reproductor. Los resultados que aqui presentamos estan basados en

[5]-

2.1. El espacio de Fock F?

Sea « > 0, consideremos la medida Gaussiana
o 2
d Ao (2) = —exp(—a|z|”) dA(z),
T
donde dA es la medida de area Euclidiana en el plano complejo C.

La medida d A, es una medida de probabilidad pues

oo 2w [e)

/gexp(—a|z|2)dA(z) = g//e><p(—ar2)rcl7"d0 = 2a/exp(—ar2)7“dr =1
T T
c 0 0 0

El espacio de Fock, que denotaremos por F?2, consiste de todas las funciones enteras en el espacio
de Hilbert L?*(C,d)\,). Este tiltimo espacio tiene el producto interno

(19) = [ FTE () = 2 [ F)gE expl(-alz) dAG),
C C

Uno de los objetivos de este capitulo es demostrar que el espacio de Fock es subespacio cerrado de
L*(C,d)\,) y, por consiguiente, es un espacio de Hilbert.
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Capitulo 2. El espacio de Fock

Proposicién 2.1.1. Sea f una funciéon holomorfa en un conjunto abierto 2 C C. Sean w € Q0 y
R > 0 tales que B(w, R) C €, entonces

1
2—/ w+ R exp(i6)|do. (2.1)
0

Demostracion. Por la férmula integral de Cauchy para la circunferencia se tiene que

1 f w + Rexp z&))Rzexsz

Jw) = omi z— wdz B 2m w + Rexp(if) —

B(w,R)

do

2w
1
_ %/f(w + Rexp(i6))do.
0

Por lo tanto

2 2

2i/f(w + Rexp(i@))d@’ < %/U(w + Rexpli))|do.
0 0

Sea w € Cy R > 0 tal que se cumplen las condiciones de la proposicién anterior. Si multiplicamos
por r > 0 ambos lados de la desigualdad (2.1) e integramos de 0 a R con respecto a la variable r
obtenemos lo siguiente

1
f@I< 5 [ IEIAe)

B(w,R)

Proposicién 2.1.2. Dado R > 0, existe Cr > 0 tal que para todo w € B(0,R) y para todo
feFr?

[f(w)] < Crl f]I-
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Capitulo 2. El espacio de Fock

Demostracion. Sea w € B(0, R), entonces

|f<w)|§#3(/ml ()] dA(2)
e, . =0 (45 (e (25) o
<o ) / eI | ) / | %17 esp(—al2) dA(:) |
< B(O[R) explal=)dA(:) | / 21 )P exp(—al:) dAG:) |

Entonces, definiendo Cz como sigue

N

1
Cgr = / exp(alz|?)dA(z) |
varR?
B(0,2R)
se tiene que
|f(w)] < CrllfII.

]

Como consecuencia de esta ultima proposicién se obtiene un resultado muy importante: los fun-
cionales de evaluacién son acotados en F2.

Corolario 2.1.1. Dado w € C existe una constante C,,, que solamente depende de w, tal que

|f(w)| < Cul| f]

para todo f € F2.
Demostracion. Basta tomar R = 2|w| en la proposicién anterior. O

De lo anterior se sigue que dado un conjunto compacto K C C, existe una constante Cy > 0, que
solamente depende de K, tal que

sup{|f(2)] : z € K} < Ck||f]]

para todo f € F2.

Proposicién 2.1.3. El espacio de F? es cerrado.
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Capitulo 2. El espacio de Fock

Demostracidén. Sea (f,)nen una sucesién en F2 que converge a f en € L*(C,d),). Sea K C C un
conjunto compacto, entonces existe Cx > 0 tal que

sup{[fm(2) = fu(2)| - 2 € K} < Ckllfm = full - ¥ m,n €N,

Por el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de funciones se tiene que (f,),en converge
uniformemente en K y; por el Teorema de convergencia de Weierstrass, la funcién limite puntual

g(z):= lim f,(z2), z¢€C, (2.2)

es una funcién entera y (f,)nen converge uniformemente en conjuntos compactos a la funcién g.
Por otro lado, puesto que (f,)nen converge a f, existe una funciéon v : N — N, estrictamente
creciente tal que (fy(n))nen converge casi en todas partes a f. Asi pues sea 2 C C tal que (fy(n))nen
converge puntualmente a f en E'y C\ E es de medida cero. Por (2.2) para todo conjunto compacto
K C FE se tiene que

9(z) = 1 fr(2) = f(z) ¥z€ K
Por lo tanto f = g ctp y por ello la sucesién (f,)nen converge en F2. Esto es, el espacio de Fock

F?2 es subespacio cerrado de L?(C,d\,). O

Paran € Ny (Ng = NU{0}) sea

Proposicion 2.1.4. El conjunto {e, : n > 0} es una base ortonormal de F~.

Demostracion. Primeramente notemos que

oo 21
leall = [ lea(e)P dha(a) = [ Sl drale) = 2 // P2 exp(—ar®)dodr
C C 0 0
20t 1 [ 17
:Tm/ar exp(—« 2ardr—n'/te
0 0
1
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Capitulo 2. El espacio de Fock

Sean m,n enteros no negativos distintos, entonces
oo 2w

(2", 2™) :/ 2" d Ao ( //7‘ exp(inf)r™ exp(—im#) exp(—ar®)rdfdr

oo 2w

= // r" T exp(i(n — m)@) exp(—ar?)dfdr

2

//r"+m+1 cos((n — m)0) exp(—ar?)dfdr
0 0

20

oo 21

il //T”+m+1 sen((n —m)f) exp(—ar?)dodr .
s
0 0

Puesto que n — m es un numero entero distinto de cero se tiene que

2w 2w
—m)2 1— 2 _
/cos((n—m)&)) 30— sen((n —m)2m) _ 0 /sen((n —m)0) df — cos(2m(n —m)) _ 0
n—m n—m
0 0
Lo anterior implica que (z,,z,) = 0 y por ello el conjunto {e, : n > 0} es ortonormal. A

continuacién se mostrard que {e, : n > 0} es un conjunto total; es decir, que su complemento
ortogonal consiste inicamente de la funcién cero.
Sean f € F? y n € N, entonces

(frea) = Jim [ FE)enlz dN(2).

B(0,R)

Por el Teorema de Taylor se tiene que

oo
z) = Z apz®.
k=0

converge en todo el plano complejo C y uniformemente en B(0, R) entonces

/f 2)en(2) d Aal Zak/zen 2)d Aa(2).

=0 B(o,R)

Usando coordenadas polares es facil demostrar que

/ ZFe,(2)d Ao(2) = 0, para toda k # n.

B(0,R)
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Capitulo 2. El espacio de Fock

Por lo cual
n!

(f.en) = lim a, / (@) dDa(z) = any) 2

R—o0 am

B(0,R)

Asi pues, si (f,e,) = 0 para todo n > 0, entonces a,, = 0 para todo n > 0, por lo cual f = 0. En
conclusién {e, : n > 0} es un conjunto ortonormal total y por lo tanto es una base ortonormal de
F2 m

Sea w € C consideremos el funcional lineal ¢,, : F2 — C dado por

Por el Corolario 2.1.1, ¢,, es acotado y, por el Teorema de Representacion de Riesz, existe una
tinica funcién K¢ € F? tal que

pulf) = flw) =(fK;) VfeF;.

Definicién 2.1.1. La funcién K, : C x C — C, dada por
Ka(z,w) = K2 (2), z,we C

es llamada el nticleo reproductor de F?2.

El nicleo reproductor de un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor puede ser calculado utili-
zando una base ortonormal del espacio. La demostracion del siguiente lema puede encontrarse en

[0].

Lema 2.1.1. Sea % un espacio de Hilbert con nucleo reproductor K, si {es : s € S} es una base
ortonormal para .7, entonces

K(z,y) = Z es(x)es(y).

ses
Proposicién 2.1.5. El nicleo reproductor del espacio de Fock F? estd dado por
Ko (z,w) = exp(azw), z,w e C. (2.3)

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.4 y el Lema 2.1.1 se tiene que

o0

Ku(z,w) = Z en(2)en(w)

n=0
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Capitulo 2. El espacio de Fock

Sea z € C, denotaremos por k% al nticleo reproductor normalizado de F?2. Es decir,

o) _ KEw) K2 explozm
: IKel ~ VK JewlaleP)

2
= exp <a§w - a|2z| ) : (2.4)

Ya hemos demostrado que F2 es un subespacio cerrado de L?(C,d)\,) y por ello la proyeccién
ortogonal de L*(C, d\,) sobre F? existe.

Proposicion 2.1.6. La proyeccién ortogonal
P, : L*(C,d\,) — F?

esta dada por

P.f(z2) —/f(w)K (z,w)d Ay (w /f w) exp(azw) d Ay (w), (2.5)

C

para todo f € L*(C,d\,) y z € C.

Demostracién. Sea f € L*(C,d\,) y z € C entonces

Puf(z) = (Puf K2 = (f, PK®) = (£.K2) = / ()2 (w) d Ao (u0)

C

/f oz, w) d Aa( /f ) exp(az®) d Ao (w) .
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Capitulo 3

Operadores de Toeplitz con simbolo
acotado

Este capitulo esta dedicado a estudiar las propiedades del operador de Toeplitz T, definido en
F? y con simbolo a en L*®(C,d\,). Puesto que el simbolo es acotado el operador de Toeplitz T,
estd definido en F? y es acotado. Esto dltimo implica que el operador adjunto de T, existe y estd
definido de manera natural. Este capitulo se centra en dar condiciones necesarias y suficientes para
determinar cuando el operador de Toeplitz es compacto. Los resultados estan basados en [3].

3.1. Operadores de Toeplitz

Sea ¢ € L*°(C, d),), se define el operador de Toeplitz T, : F7 — F2 por
T,(f) = Pulef),  feF;,

donde P, estd dada por (2.5) en la Proposicién 2.1.6. Al operador anterior se le conoce como
operador de Toeplitz con simbolo .

Observe que

1T (NN = 1Pl N < Nl f Il < Mlellecll £]

lo cual implica que el operador T, es acotado.

Por otro lado; si f, g son funciones en F2, entonces

(T 9) = (Pulie )0} = (o1.9) = [ olw)f)al) draw) = [ Flwallge) draw)

= (f,29) = (Falf),09) = (. Pa(@9)) = {f, T5(9)) -
Esto es, T, = T5.

M4s atn, si ¢ > 0y f € F2, se tiene que

(To(f), ) = (Palof), f) = (o, f) = / () [ (w) [ d A (w) > 0,
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

implicando que el operador T, es positivo.

Por la Proposicion 2.1.6 el operador de Toeplitz T, esta dado por

%ﬂ@—/@WﬁWMM%MdMW)

C

Proposicién 3.1.1. ([3], Corolario 2.4) Sea f > 0o f € L'(C,d\,). Entonces para todo z € C
se tiene que

/fz:l:wd)\ /f kS (w)]* d A (w)

/f&@—uw%ﬂmFdeﬁz/fWMde

C C

Demostracion. Solo incluiremos la demostracién de la segunda igualdad dado que le primera se
encuentra demostrada en [8].

/f(i(z —w))[kS (w)[* d Aa(w) = % /f(i(z —w)) exp(—al2]” + azw + azw) exp(—alw|*) dA(w)
C C

=2 [ £z - w) exp(-al - u) dA(w)

:/iwnuxm

[
Proposicién 3.1.2. ([3], Corolario 2.5) Sea a > 0y 8 € R, entonces
_ B2z
| exp(BwZz)| d Ao (w) = exp T vV zeC.
C
Demostracion.
/|exp(ﬁw§)|d)\a(w) :/exp(Re(ﬁwE))d/\a( ‘K" (ii) d Ao (w)
C c
o an Bz Bz Bz Bz
= 5 %>_Ka (2 20 ) = P\ "2a2a
_ B2l
=exp|— |
[
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

Corolario 3.1.1. Si f € L*>(C, d\,), entonces para todo z € C se tiene que

alzf?

P < e ().

Demostracion.

PO =Pt 1) = (.52 = | [ £ RE @ )

< / Fa) I dAa(2) < 1]l / | exp(awz)| d Aa(w)
C C
~ [ fllwexp (221)

Definicién 3.1.1. Sea a € C, se define el operador U, : L*(C,d\,) — L*(C,d\,) por
Uaf = (f © Spa) kg f € LQ(C,d)\a),

donde p,(z) = a—z,z € Cy k2 es el nicleo reproductor normalizado del espacio de Fock (Férmula
2.4).

Dado f € L*(C,d)\,) y z € C, se tiene que
Uz f(2) = Ua(Uaf)(2) = k3 (2)(Uaf)(a = 2) = k3 (2)kg (a = 2) f(2)
— exp <aELz - O"g|2) exp (ad(a — ) - a';P) £(2)
= /(2),

Esto es
U2 =1. (3.1)

Por otro lado, para f,g € L*(C,d\,)

Uty g) = / Uaf (2)9(2) d Mlz) = / K2 (2) fla — 2)3(2) d ha(2)
C

=2 k(e 275a—Dexp(-al: — ) dA(:)

=2 e (aata—2) - U5 expialz — o) ergla =27 a
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

Asi
U* =U,. (3.2)

a

Usando (3.1) y (3.2) se tiene que el operador U, es unitario. Ademds puesto que U? = I y dado
que F? es invariante bajo U, entonces.

PU, = U,F,.

En efecto, sea f € L*(C,d),) entonces existe g € F? y h en el complemento ortogonal de F? tal
que f = g+ h. Notemos P,U(h) =0, pues si h = 0 es claro y si h # 0 entonces U,(h) ¢ F? pues
F? en invariante bajo U, y U? = I. Por lo cual

UaPOt<f) = UaPa<g + h) = Ua(g) = PaUa(g)
= PaUa(g) + PaUa(h> = PaUa(f)

La siguiente proposicién muestra la imagen, bajo un operador de Toeplitz, de k% (y por consiguiente
de K9).
Proposicién 3.1.3. Sea f € L>*(C,d)\,) entonces

Tf(k?) = UZ(Pa(f © 902)> = (Pa(f © 902> © QOZ)k?
Demostracion.

Tf(k?) = Pa(fk?) = Pa((f 0@, 0 @z)k?> - Pa(Uz(f © sz))
= U.(Pa(fop:)) = (Palfow:)op.)kS.

]

Lema 3.1.1. Sea F' : C x C — [0,00) una funcién Lebesgue medible, para la cual existe C; > 0
tal que
alz|?

4

Entonces existe Cy > 0 tal que para todo w € C se tiene que

F(w,z) < Ciexp ( ) , z,weC. (3.3)

W=

|2

[ Fleeut)
C

_ o«
exp (azw +

) ‘d)\a(z) < Cyexp (O“;"‘2> C/F(w,z)Qd/\a(z)

Demostracion. Realizando el cambio de variable © = w — z se tiene que

2 2 a2
exp <a2@—|— a|;| ) ’d)\a(z) = gexp (a|;u| ) /F(w,u) exp ( a2|u| ) dA(u).
m
C

5 /F(w,u) exp (_0‘2|“|2) dA(u).

C

[ Floeu)

Sea
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

Aplicando la desigualdad de Holder y (3.3) se tiene que

5= / (F(w,u) exp (_30‘7’“‘2)) exp (%'“'2) dA ()
< (/ Flw, u)* exp (3(;u2)4dA(u)> l

N

— <6§)§ \/a<£>4 %/F(w,u)2 exp(auQ)dA(u))
C
_ /G (%”) (2)4 /F(w,u)gd)\a(u)) Z
C

Tomando Cy = (%’T)% (2)3 se obtiene el resultado deseado.

Lema 3.1.2. Sea f € L>(C, d)\,) entonces para todo z € C se tiene que

/ |Palf 0 0u)(9u(2) K2(2)| K& (w)? d Ao(w) < 4| fl|oc K2 (2)?
C

J17) = Pur o ou)oul o) Ka) RS w) dhaw) < 6721

C

Demostracion. Por las proposiciones 3.1.2 y 3.1.3 se tiene que

|[Pa(f 0 u)(puw(2) Ky (2)] = [T (K3)(2)] = ‘/f(U)KS(U)KS(Z)dAa(U)

< ||f||oo/IKS(U)IIKS(Z)MM(U)-

— £l [ explau(@T )] dA(w)

o?lw + z?
= fllexp (“5E)

alw + z|?
~fllexp (255

29
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

Utilizando la desigualdad anterior y definiendo
Xy = / [Pa(f 0 ¢u)(puw(2)) K5 (2) [ K (w)? d Aa(w),
C

se tiene que

4

2 2
_ %||f||oo/exp (Ck|wz-2| _ 06’121)’ )dA(w)
a)z]? 2 —alw|?
- —anooexp( ) e (47 daqw)

(e
— 4 fllwexp (“'2’2)
o

(awz) ’ d e (w)
— 4] flloc oxp (

(")
alz|*

—al e (U35 = alflen

2
%<l [ e (M) K2 ()} d Aa(w)
C

Procederemos a demostrar la segunda desigualdad del lema. Sean z € C,

%= [ @RI ) ()

5 — / F@0) = Pa(f 0 ) (9u(2) K2 () K2(w) d Mg(w).

Notemos que

jw]?

5 < flle [ expltetacm) esp (250 ) drufw

C
= 9| f o exp (‘”5'2) [ e (—%) ()
C
2
= 9| oo exp (“‘;' )/d/\g(w)
C

2]

a|z
— 21 lesp (2

) ol K2 ()2,

Usando que >3 < Y1 + Y5 y las cotas superiores para Xy y g, se obtiene el resultado deseado.
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

El siguiente lema nos garantiza que, para todo z € C, el nticleo normalizado k¢ converge débilmente
a cero en F? cuando z — oo. El resultado se sigue de [3], Corolario 2.8, y de que el conjunto de
polinomios es denso en F2.

Lema 3.1.3. Si f € F? entonces

lim exp (—M> f(z)=0.

2—%00 2

Demostracién. Dado f € F? y € > ( entonces para 5 existe un polinomio p tal que

19
—_ < J—
If —pll 5

Puesto que
|2

1f(z) = p(2)] < ||If = pllexp <%>

entonces
2|2

|f(2)]exp (—a2 ) < g+ Ip(2)] exp (_04\22!2)

) alz*\
lim [p(2)[ exp (— 5 ) =0

Por lo tanto para 5 existe M > 0 tal que para todo |z| > M

a)z]? 5
J— < —_
e (~2EE) <5

()] exp (—%) <

Proposicién 3.1.4. Sea f € L*(C,d)\,), el operador de Toeplitz T es compacto si y solo si

Tim ([P 0 @) = 0.

Notemos que

Por lo tanto

Demostracidn. Primeramente supongamos que T es compacto. Sean z € C y g € F?2, entonces

9(z) = (g, K7).

Luego

exp (—a|§|2) 9(2) = (g, k2).

Por el Lema 3.1.3, k2 converge débilmente a cero en F2, cuando z — oc. Puesto que Ty es compacto

Jm [|T5(k3) | =0
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Por la Proposicion 3.1.3 y debido a que el operador U, en la Definicién 3.1.1 es unitario, se tiene
que

ITs (Rl = U (Pa(f © )| = [1Pa(f © pu)ll

Ahora supongamos que
1w (| Pa(f o )]l = 0.

Se mostrara que T} es compacto y, por consiguiente, Ty también lo es. Sea h € F, 2 entonces
Tih(w) = (Trh, K3) = (h, TeKG) = (h, (Pa(f © pw) © pu) K3)
— [ WP o) e Pl REE d (2)

C

Sea R > 0 y definamos la transformacién lineal Sg : F2 — L?(C,d),) por la siguiente férmula:

Sr(h)(w) = xBo,r)(w)TFh(w), w e C.

Entonces se tiene que

Sr(h)(w) = Xt0.m () / W) BalT © 9u) © pul2) K8(2) d Aa(2)
C

— [ oo @) Bl o pu) o RS () d o)

_ / Glw, 2) K*(w)h(z) d Ao (=) (3.4)

C

Con

G(w, 2) = xB(0,r) (W) FPa(f © pw) © pu(2).
Dado w € C se tiene que
/IG(w,Z)IZIKa(w,Z)IQd/\a(Z) = | xBo.r (W)[Pa(f © ) 0 pu(2) K5 (2) [ d Xa(2)
C
|Pa(f © ¢w) © 0u(2) K5 (2) [ d Aa(2)

(T (K3 ()] d Aa(2)

IN
O — O O—,

T (KR)I* < 00
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

De manera similar, para z € C, se tiene que

/ G, 2) P K (10, 2) 2 d Aaw0)

= [ XBo.n (W)|T;(K3)(2)]* d Aa(w)

O O O

XB.r) (W) (T (K), K2)[* d Ao (w)

IN

XE.8) (W) [T (K2 P K5 d Ao (w)

IR [ xoom(@)l K1 (o)
C

IR K2 (2) / Voo (@) K2 (w) d d(w) < oo
C

Por lo cual aplicando Teorema de Fubini y las proposiciones 3.1.1 y 3.1.3 se tiene que

[ [ 162 PiKaw, )P dafw) dral)

C

- / / X508 ()| Palf © 0u) 0 pu(2) P (2) P d da(w) d Aa(2)
C

(@}

I
2D O O

XB(.m (W) exp(alwl?) /IJ-Da(fos%)(w—?«*)IQI/Y%‘Z“)(Z)I2 dAa(2) | dAa(w)
C

xX(.5) (W) exp(alw]’) | Pa(f o ¢u)|* d Aa(w)

[ 1P oplPaaw) =2 [ IUaPr o o) P dAGw)

B(0,R) B(0,R)
=2 [Imsiraat) < 2ImiF - [ aaw) = BT < oo
™ ™
C B(0,R)

Por lo tanto

G(w, 2)K,(w, 2)

Es Hilbert—Schmidt kernel, y por (3.4) el operador integral de Hilbert-Schmidt asociado es el
operador Sg y por consiguiente el operador Si es compacto.
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

Ahora mostremos que T} se puede aproximar por operadores compactos. Esto ultimo implica que
T’} es compacto y, a su vez, que Ty lo es. Sea g € F, 2 entonces

(T} - Sr)(g(w))
— [ 4B pa e al Rl d a2

C

- / X508 (@) PalF © o) © Pul) Kx(w)g(2) d Mal2)
C

= [ 920 = X ()Pl ) 2 PulN Rl dNa(2)

Ahora haremos uso del Test de Schur (Lemma 2.14 de [¢]) para acotar a la norma de Ty — Sg. Sea

H(w, z) = (1 = xBo.r(W) (Palf 0 Pu) © pu(2) Ku(2)

Notemos que por el Lema 3.1.2 se tiene que

/ |H(w, 2))h(w)? d Ao ()

C
= / (1 = X(0.8) (W) (Pa(f © Pu) © 0o (2)) Ko (2) | K () 7 d A ()
C
< Al fllooh(2)?,
para todo z € C. Definimos

F(w, 2) = (1= xBor)(2)[Palf 0 pu)(2)]

Por el Corolario 3.1.1 se tiene que

alz|? alz|?
Fw.2) < fopullwerp (220 ) < e (2.

Notemos que

|H(w, 2)| = F(w, pw(2)) | Ku(2)]
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Capitulo 3. Operadores de Toeplitz con simbolo acotado

Por el Lema 3.1.1 existe C' > 0 tal que

/ (H(w, 2)|h(2)* d M (2)

- /F(w,gpw(z))\exp (azw+ %’ZP) |d Aa(2)

1
1

< Cexp (oz|;u|2) /F(w, 2)2d Ao (2)
= O h(w)*(1 — xg(w))[[Palf o u)]? -

Puesto que
[1Pa(f o )l = 1Ty (KD < I fllsol (B = 11 £l

Entonces )
sup{ || Pa(f o )2 : |w] > R} < o0
Por el Test de Schur existe una constante positiva C' > 0 tal que
1T — Skl < C sup{||[Pa(f o ¢u)||* : |w] > R}
Puesto que
Tim [P/ o pu) = 0

Entonces

lim ||T}‘ —Sg|| =0

w—r00

Puesto que los operadores Sk son compactos entonces T} es compacto. por lo tanto Ty también lo
es. O
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Capitulo 4

Operadores de Toeplitz con simbolos no
acotados

En este capitulo estudiamos operadores de Toeplitz definidos en el espacio de Fock F? cuando los
simbolos no son acotados. Se definen un par de extensiones del operador de Toeplitz y se estudian
sus propiedades. Se dan condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando un operador
de Toeplitz es cerrado en términos de un core. Este resultado es es muy importante para la segunda
parte del capitulo en la cual se estudian los operadores de Toeplitz con simbolo radial en el Espacio
de Fock sin peso. En particular, se estudian los resultados en [I] que relacionan un operador de
Toeplitz con simbolo radial con un operador de multiplicacién en un subespacio de ¢2. Esto se hace
a través de un operador unitario. El operador de multiplicacién mencionado arriba es una extensién
de un operador unitariamente equivalente al operador de Toeplitz. Dicha extensién es en general
propia. Sin embargo, existen operadores donde se da la igualdad. El resultado mas importante de
este trabajo es precisamente que se dan condiciones necesarias y suficientes para que la igualdad
mencionada sea valida. Puesto que el operador de multiplicacién es cerrado entonces se obtienen
condiciones para determinar cuando un operador de Toeplitz con simbolo radial es cerrado.

Los resultados de la primera parte del capitulo estdn basados en [1], [2] ¥ [3].

4.1. Operadores de Toeplitz

Sea ¢ : C — C una funcién Lebesgue medible. El operador de Toeplitz T, : 2(T,) — F2 con
simbolo ¢, estd dado por

T@f = Pa(@f)a

donde
D(T,)={f € F2:pf € L*(C,d\,)}.

Para f € 2(T,) y z € C, se tiene que

T, f() = / () (1) K2 (2) d Ao ().
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Asi pues, una manera natural de extender el operador T, es mediante la integral anterior. Esto es,
definimos
I, : 2(11,) — F?

de la siguiente manera

I, f(2) Z/w(w)f(w)KS(Z)dAa(w) Z/w(w)f(w)K?(w)dAa(w),
C C
donde

2(I,) ={feF?:ofK*e L'(C,d\,) para todo z € C y I, f € F?}
={feF?:pfK* e L*(C,d\,) para todo z € C y II,f € F?}. (4.1)

Por la Proposicién 2.1.4 el conjunto {z" : n € Ny} es una base ortogonal del espacio de Fock; por
lo cual, si f € Z(T,), entonces existe 7y € L*(C, d)\,) tal que

of = Polof) +ry=To(f)+rs

y para toda n € Nj se tiene que

/ ()T d Ao () = 0.

Por lo cual otra forma natural de extender el operador T, es la siguiente: Sea Q. : 2(Q,) — F2,
donde

2(Q,) = {f € F? : existe r; € L'(C,d \,) tal que

of —r; €F? y /m(w)@"d)\a(w) = 0 para todo n € Ny }
C

Quf =wf =1 [ €D(Qy)

Notemos que @, estd bien definida, pues si existen r1, o en L'(C,d \,) tales que

of —r €F? y /ri(w)ﬁnd)\a(w) = 0 para todo n € Ny,
C

con ¢ = 1,2, entonces
rQ—Tl:QOf_Tl_“Of—TQ) EFO{Q.
Puesto que ry — r; estd en el complemento ortogonal del conjunto {2"},cn,, v este es base de F2,
se tiene que
of —r1 = ¢f —ry 0 equivalentemente r; = rs.

Sabemos que II, y @), son extensiones de T,,, mas adelante presentamos la relacién entre ellas.
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados
Lema 4.1.1. Sea R > 0 y m € Ny entonces existen ay,...,a, € Cy C > 0 tales que para todo
z € B(0, R) se tiene que

WK (w)| < Y |Kg (w)l, weC,
j=1
donde el nicleo reproductor K (w) estd dado por la Férmula 2.3.

Demostracion. Sea z = z; + iz € B(0, R),w = wy + iwe € C. Notemos que

w2 ()] < (] + ™| explazu)
=

lwi| + |wa|)™ exp(a(ziwy + zpws))

m

m . .
> <j ) [l explazywn) wa|™ explazows)

1

<.
Il

<

M-

mlexp(|wy| + aziw) exp(Jws| + azows) . (4.2)
1

J

Puesto que, para [ =1, 2,

lwi| + azw; < |w| + alzw| < |w| + aR|w|,

se tiene que
exp(|w| + azw;) < exp((1+ aR)|w]).
Notemos que
lexp((1 +aR)w)|  si w; >0,
exp((1 + aR)wi|) =
|exp(—(1 + aR)w)| si w; <0.

Similarmente
|exp(—i(1 + aR)w)| si we >0,
exp((1 4 aR)|w,|) =
lexp(i(l + aR)w)|  si wy <O0.
Por lo tanto
exp(jwi| + azywy) < [Kfan (w)] + [K0iam (w)]

exp(|wa] + azgws) < [K % van (W)] + | Kiian (w)].

Ademas dados a,b € C se tiene que KJK;' = K7, con lo cual la Férmula 4.2 implica que existen
ai,...,a, € Cy C4,...,C, > 0 tales que

W™ K2 (w)] <) CHIKS (w)] < C |KS (w)],
j=1 j=1

donde C' = max{C;}7_;. O
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Corolario 4.1.1. Sean z € C y m € Ny, entonces existen aq,...,a, € Cy C' > 0 tal que
WK (w)| < O |Kg (w)].
j=1

Para todo w € C.
Demostracion. Sea R = |z| 4+ 1 y apliquemos la proposicién anterior. O

Proposicion 4.1.1. Sea r : C — C una funcién Lebesgue medible tal que para todo z € C se
tiene que rK* € L*(C,d \,) entonces, la funcién ® : C — C dada por

C
es una funcién entera y ademas
d* —_—
@CD(Z) = /T(w)kag(w)d)\a(w).
C

Demostracion. Sea R > 0, definimos h : C x B(0, R) — C, de la siguiente manera

h(w, z) = r(w)K¢(w) = r(w) exp(awz).

Notemos que
» Para todo 2z € C, h* := h(-,2) € L'(C,d \,).

» Para todo w € C, h,, := h(w, -) es holomorfa y

dk k—"k __
@hw(z) = r(w)a"w" exp(awz).

» La Ecuacién anterior y el Lema 4.1.1 implican que existen aq,...,a, € Cy C' > 0 tales que
para todo z € B(0, R)

[l
C

d A\, (w) :/|r(w)akka§(w)|d/\a(w)
C

< CoakZ/ [ (w) K¢ ()] d Mg (w) < o0
J=1 ¢

dk
sup /‘@hw(z) dAo(w) : z € B(0,R) ¢ < o0.

C
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Asi pues por el primer Teorema en [5] podemos derivar bajo el signo de la integral y se tiene que

L) = / ()P o) d Au(w).

C

Como consecuencia de la proposicién anterior se tiene que (4.1) se reduce a

P(,) ={f € F?: pfK* € L'(C,d \,) para todo z € C y I,(f) € L*(C,d\,)}.

Proposicién 4.1.2. Sea ¢ : C — C una funcién Lebesgue medible entonces

T, C I, C Q.

Demostracidn. Sabemos que T, C II,. Sea f € 2(I1,), esto implica que pfK* € LY(C,d\,) y
que I,(f) € L*(C,d)\,) C L*(C,d),). Definamos r = ¢f — IL,(f); entonces, dado z € C tenemos

/|r K2 ()] d Aau /!s@

Adema3s

Ko (w)] d Mo /|H Ke(w)| dAo(w) < oo.

@Rz draw) = [ e Re@idda(w) - [ W f@)Reiw) draw)

¢ c (4.3)
=l f(2) — (o f, K7)

= T0,/(2) ~ L, f(z) = 0

Sea h : C x B(0,1) — C, dada por

h(w, z) = r(w)K2(w).
Luego, por la Proposicién 4.1.1, para todo k € Ny se tiene que

/akwkr( Yd A (w) = %/h(w,z)d/\a(w) = 0.

-0
C C N

Por lo tanto
I, C Q.

40



Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Veamos que las extensiones anteriores pueden ser propias.

Sea ¢ la funcién constante 1. Definamos ¢ : C — C por la férmula

1
plw) = 5 explaful = [w])

Para toda n € Ny se tiene que

/ (plw)gw) ~ D[ d Aafuw) < o / | exp(—Jw]) dA w / ] d A

Ademas para todo n € Ny se tiene que

(p(w)g(w) — VT d Ao (w) = — [ exp(~|uw|)w
/ m/ o [

C

oo 27
1
/ Yexp(—ifn) exp(—r)drdd = 0.
B
Por otro lado,
1 1 oo 27
/(<p2<w)g<w) C 1) d A (w) = 2—/exp( w]) dA(w) — 1 2—//7’exp F)dfdr —1 = 0.
7r m
C C 00

Por lo anterior g € 2(Qy,),
Qulg)=9 v rg=¢g—1L
Por otro lado g ¢ 2(I1,) pues

/\so(w)g(w)Kg ()| d Ao (w) = % /exp(_|w\ + Re(w)) dA(w) = .
C

C

La Proposicién 4.1.2 nos brinda otra manera de definir II,.

Proposicién 4.1.3. Sea ¢ : C — C una funcién Lebesgue medible entonces

9(I,) = {f € F2 : existe r; € L'(C,d \,) tal que

of —r; eF? y /rf(w)K_g‘(w) d Ao (w) =0 para todo z € C}. (4.4)
C

Adems4s
If =of —ry.
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Demostracion. Supongamos que f € Z(Il,), entonces definimos r; = ¢f — IL, f, notemos que
rp € LNC,d \,), pues of = pfK§ € LY(C,d)\,) y I, f € L*(C,d\,). Por (4.3) se tiene que

/Tf(w)Ka(w)d)\a(w) =0 VzeC.

z

C

Si existe r; € LY(C,d \,) tal que ¢ := pf —r; € F2 y para todo z € C

/rf(w)K_gd Na(w) = 0.

C

Entonces K = qK, +r; K2 € L*(C,d\,) y

0,/ (z) = / () () K (w) d Ao (u0) = / 2(0) K2 w) d aw) = (g, K2) = g(2).
C

C
O
Denotemos por P al conjunto de polinomios y sea K = Span{K, : z € C}.
Proposicién 4.1.4. SiP C Z(T,) y T = T%D|Ip>7 entonces T* = Qp y si K C Z(T,) y T = Tp,|,

entonces 17 = 1l.

Demostracién. Puesto que P es denso en F? entonces T* esté bien definida.
Primeramente mostremos que Qz C T*. Sea f € 2(Q5), entonces existe ry € L'(C,d \,) tal que

q;:@f—rfng y /rf(w)w”d)\a(w):OVneNo.
C

Sea g € P, luego

(Tg, f) = (T, f) = (g, f) = / ()9 () F(w) d Ao 1) = / 9(w) p(w) f(w) d Ao (w)

C

= /g(w)(Q(w)H‘f(w))dAa(w) = <g,Q>+/g(w)7‘f(w)dAa(w) =(9,9) = {9, Qz]) -

C C

Por la definicion del adjunto de un operador se tiene que
D@Qg) C2(T") v T'f=0Qs/f

La correspondiente demostracién para 7} se realiza de forma analoga tomando f € 2(Il,), g € K
y aplicando la Proposicion 4.1.3.
Ahora mostremos que 7% C Q5. Sea h € 2(1T*) y p € P. Notemos que

42



Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Por lo cual

[ (e - 7h(w)) B d da(w) = . (4.5
C
Definamos r;, = ph — T*h. Puesto que ph —r;, = T*h € F? y utilizando (4.5) se tiene que

he 2(Qz) vy  Qzh=T"h

Por lo tanto Qg = T™h.
De nueva cuenta, la correspondiente demostracion para T se realiza de igual manera solo tenemos
que tomar h € Z(1y), p € Ky aplicar la Proposicién 4.1.3. ]

La proposiciéon anterior tiene como consecuencia un importante corolario.
Corolario 4.1.2. Sea T como en la proposicion anterior. Entonces

1. @z es cerrado.

2. Qz=T.

4. SiT, = T = 17, entonces
T, =17 = Q.
Demostracion. 1. El resultado se sigue de que el operador adjunto siempre es cerrado.

2. Por la proposicién anterior 7" = Q5. Ademads

P C 2(T) C NT,) = 2(T,) € 2(Qy).

Entonces T* es densamente definido. Entonces por el Teorema 10.2-1 inciso b) en [1] sabemos
que

Y puesto que el operador adjunto es cerrado entonces

Por el Teorema 10.2-1 inciso a) en [1] sabemos que dado dos operadores densamente definidos
S1, 55 tal que S7 C Sy entonces

S5 €51
Por lo cual -
Por el Teorema 13.12 en [7] se sigue que

T _ — %%

Asi pues

Por lo tanto
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3. Aplicamos la proposicién anterior y el inciso anterior a T¢|P entonces

T@‘]p = Q:: - (T50|]1:>)* = Q@'

4. Puesto que P C 2(T,) el cual es  denso entonces existe los operadores adjuntos de T, IL,, y
Q- Por el inciso 2 sabemos que T' = Q7. Por lo tanto

T=QsClLCTi=T,=T.
O

Lema 4.1.2. Sea ¢ : C — C una funcién medible. Entonces oK, € L?(C,d)\,) para todo z € C
si y solo si para todo z € C se tiene que

/ () P K2 (w)] d Ao (1) < o0, (4.6)

Demostracion. Basta recordar que K¢ (w) = exp(azw). O

Denotemos por A al algebra generada por P U K.

Proposicién 4.1.5. Sea ¢ : C — C una funciéon medible. Si K C Z(T,,) entonces A C Z(T,),
ademds I, = Q, y

T‘P‘IP’ = TW‘K = T‘P‘A'

Demostracion. Supongamos que K C Z(T,) para todo z € C. Entonces dado m € NU {0} y
z € C se tiene que

[ etz P duw) = [ le)PIKs e d ).
C C
Por el Corolario 4.1.1 existe C' > 0y ay, ..., as tales que
K5 (w)w’™ < O |Kg (w)].
j=1
Por lo anterior y Lema 4.1.2 se tiene que

[ etz @) <0 Y [l IR )] druw) < .

Por lo tanto para todo z € Cy m € Ny
K (w)w™ e 2(T,).
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Puesto que A esta generado por los elementos anteriores entonces
A C9(T,).
Ahora demostremos que II, = Q.. Sea f € 2(Q,,) entonces existe r; € L'(C, d),) tal que

of —r; € F? y /rf(w)@"d)\a(w):OVnGNU{O}.
C

Puesto que K C 9(T,,) y f € F? entonces
Kopf € LY(C,d),).

Ademds como ¢f —r; € F? entonces K¥(pf — 1) € LY(C,d)\,).
Por lo tanto, para todo z € C,

Kerp = Kofo— K(fo —1g) € LYC,d)\,).

Entonces por la Proposicion 4.1.1 se tiene que la funcion ® : C — C, dada por

C
es una funcion entera y
dk
@q)(z) = /rf(w)kag‘(w)d)\a( ).
C

Por lo cual para toda k € Ny

(dd_;@(z)) .= ozk/rf(w)@kd)\a(w) = 0.

C

Asi pues @ es la funcién constante cero y por la Proposicién 4.1.3 se sigue que

e @(I_LP) y Hw(f) =pf—r;= Qw(f)

Por lo tanto

]

En la proposicién anterior no se pueden intercambiar los roles de K y P. Esto es, si P C 2(T,)
entonces no necesariamente K C (7). Por ejemplo sea

o(2) = exp (S|4l = | Re(2)| — | Im(2)])
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Para n € NU {0}, se tiene que

/\Z”@(Z)\dea(Z)—g |2[*" exp(—2(| Re(2)| + [ Im(2)])) dA(z)

(e
C

< %/(I Re(2)| + | Im(2)])*" exp(—2(| Re(2)| 4 [ Im(2)|)) dA(z)
C
@ S 2n k 2n—Fk
=[x (k ) | Re(2)* exp(=2] Re(2))] Tm(2) " exp(~2] Im(2)]) dA(2)
% k=0
o 2n m,
< ;/ ( i )k! exp(—| Re(2)])(2n — k)! exp(—| Im(2)|) dA(2)
% k=0
— % (2]?) E'(2n — k)! /exp(—| Re(2)| — [ Im(z)]) dA(z) < .

bl

AsiP e 9(T,).

Por otro lado

[1eR PO =2 [ exp(-2(Re(a)] +] Im2)) exp(d Re(z)) dA(:) = o0
por lo que K§ ¢ 2(T,).

La siguiente proposicion nos brinda una manera de determinar si un operador de Toeplitz es cerrado
en términos de su core.

Proposicién 4.1.6. Sea ¢ : C — C una funcién medible y & un core para T, entonces T, es
cerrado si y solo si existe C' > 0 tal que

lefII* < CULIP +ITAP), Ve (4.7)

Demostracion. Sabemos que el operador de multiplicacién M, : 2(M,,) C L*(C,d \,) — L*(C,d \,)
es cerrado. Definimos S := M, P(M)F2 el cual es un operador cerrado, pues 2 es cerrado. Note-
3 «

mos que Z(M,)NE2 = 2(T,) y

1T f < ISFI Ve 2(T,).
Por la Proposicién 1.3.6 tenemos que T, es cerrado si y solo si existe 8 > 0 tal que

1flls <Blfllr, ¥ fe2

Por lo cual si T, es cerrado entonces para C' = % se tiene que

lefI1* < WA+ llef 1P < CALI*+ TR 17, ¥ f € 2.
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Y si existe C' > 0 que satisface (4.7) entonces

LIS = A7 + e f 12 < CUFIP+ 1T A7) + AP < (C+ DAFIP+ ITA17) = (C+ DI fIIZ,
Para todo f € 2. Por lo cual definimos § = v/C + 1.

4.2. Operadores de Toeplitz con simbolo radial.

El objetivo de esta seccién, la cual estd basada en [1], es dar condiciones necesarias y suficientes
para determinar cuando un operador de Toeplitz con simbolo radial es unitariamente equivalente
a un operador de multiplicacién definido en un subespacio de 2, donde

= {(xn)nez Y fal® < oo} .

nez

Nos enfocaremos solamente en el caso del espacio de Fock sin peso. La primera parte de esta seccién
resume los resultados de [1] y el objetivo es, bajo determinadas condiciones en su simbolo, asociar
a un operador de Toeplitz un operador de multiplicacién por una sucesién (actuando en Ei) Los
resultados principales de este trabajo se encuentran a partir del Teorema 4.2.3. Se demuestra me-
diante ejemplos que no todo operador de Toeplitz con simbolo radial es unitariamente equivalente
a un operador de multiplicaciéon y se dan condiciones bajo las cuales se puede garantizar dicha
equivalencia unitaria.

De esta forma comenzamos por definir los simbolos con los cuales trabajaremos. Sea ¢ : C — C
una funciéon medible, decimos que ¢ es una funcién radial si

() = ¢(z)) V z € C.

Puesto que ¢(z) esta determinada por el médulo se z, entonces podemos considerar a ¢ como una
funcion definida en R (el conjunto de los nimeros reales no negativos) y por ello la denotaremos

por ¢ = p(r).

El primer paso para asociar un operador de multiplicacion a un operador de Toeplitz es dar
las condiciones que implican la existencia de tal operador de multiplicacion. Con esto en mente,
denotemos por L°(R,exp(—r?)) al espacio de todas las funciones ¢ = ¢(r) sobre R, tales que
para todo n € Ny (Ng = N U {0}).

/|g0(7“)| exp(—rz)r"dr < Q.
Ry

Bajo estas condiciones, a cada funcién ¢ = (1) en L°(R, exp(—r?)), se le puede asociar la sucesién
Yo = {'ch(n)}neNU{O} donde

o) = / (V7)™ exp(—r)dr. (48)

R4
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Siguiendo [1], notemos que el espacio F? se puede describir como la cerradura en L?(C,d \;) del
conjunto de funciones derivables que satisfacen

o (0 oy
0z~ 2 xlygp_7

donde z = x + 1y.
Consideremos el operador unitario U; : L*(C,d \;) — L*(R?, dzdy) dado por

UL(f)(2) = 72 exp(— |22 £ (2).

Entonces F(V) := U (F?) es la cerradura del conjunto de todas las funciones derivables que satis-

facen 5 5 5 5
1) r._ = = 45— 1 —
I Ula_Ul 'f= (8‘ )f (ax+zay~l—x+zy>f 0.

Descomponemos ahora L?*(R? dzdy) en coordenadas polares:

L*(R?, dzdy) = L*(R,rdr) @ L*([0,27),df) = L*(Ry,rdr) @ L*(S"),
donde S es la circunferencia unitaria y

dt

En estas coordenadas el operador se descompone como

gicose—l—iserﬂ Q—F'lg—l- 72 g—zﬁ—i-
0z 2 or  rog ) T3 "

Denotemos por ¢*(L*(R,,rdr)) al conjunto
KZ(LZ(RJMTCZT)) = {(fn)nel S PS LZ(R+,Td7”) y Z anH2 < OO} :
nez
Considere ahora el operador unitario
Uy :=1®F: L*(Ry,rdr) ® L*(S') — L*(Ry,rdr) @ (> = (*(L*(Ry, rdr)),
donde F es transformada de Fourier discreta. Esto es F : L?(S1) — £? y est4 dada por

f(f) = {Cn}nEZ

con "
Cp = —F—— / f(t)t_”_—t para todo n € Z.
i
S1
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Recordando que la transformada de Fourier inversa F~ = F* : (2 — L?(S') estd dada por

F (Cn)nEZ — f - \/— Z Cntn7

nez

se tiene que el operador 2 5 en coordenadas polares se transforma unitariamente en

(1 ®]-“)% (% - ;% —|—'r) (10 F) {en(r)bnes = <% (% — ! —|—r) cnl(m)nez.

Asi pues, la imagen F'?) := Uy(F() es el subespacio de L?(R, rdr)®1? = (*(L*(R, rdr)) formado
por la cerradura de todas las sucesiones (¢, (r)),ez tales que

Solucionando la ecuacién anterior y considerando que la solucién debe de estar en L?(R,rdr) se
tiene que

Para todo n > 0 se tiene que

o0
n!
Jen B, sy = 82 [ exp(=r2)s?har = 12
0

Asi pues para cada n € Ny sea

y entonces

Puesto que F® C (?(L*(R,,rdr)) entonces

I(en(r))nezll® = (Z\IanLz R+,rdr> <Z!Cn!2> = ll(ea)nenllzz

ne”l neNp

Aqui @r denota el subespacio de ¢* que consiste de todas las sucesiones (a,)nez tales que a, = 0
para todo n < 0.
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Para cada n € Ny sea
u, : L*(Ry,dr) — L*(R,, rdr)

definido de la siguiente manera
(unf)(r) = wn(r) flom(r)),
donde

an(r) =r*—In (Z %) :

k=0

Utilizaremos un nuevo operador unitario Us : (?(Lo(Ry,rdr)) — (2(L*(Ry)) = L*(R)) ® ¢,
definido por
U3(Cn(r>>n€Z = (u|_n|lcn)(7n))n62-

Bajo este tltimo operador el espacio F® es transformado en F®) := Us(F®) que coincide con el
espacio de todas las sucesiones (d,(r)),ez donde

2 2 -
d, = u;l (cn Er” exp (%)) = ¢, exp (%) VnéeN

y dn(r) = 0 para todo n < 0.
Sea Ly = span{ly(r)}, donde lo(r) = exp (—%) € L*(Ry,dr) y tiene norma 1. La proyeccién
ortogonal Py : L*(R,) — Ly estd dada por

Po(f)(r) = (flo)lo = /f(S)eXp (—T;LS) ds.

Denotemos por py a la proyeccién ortogonal de ¢* sobre (2. Es fécil ver que

Py = x+1
donde x 1 = (x4 (n))nez con x4 (n) =1 para todo n € Ny y x+(n) = 0 para todo n < 0.

De esta forma
FO =y 2

y la proyeccién ortogonal P de ¢2(L?(R,)) = L*(R,;) ® ¢? sobre F'® tiene la forma
PO = pygpt.
Por todo lo anterior se tiene el siguiente teorema.
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Teorema 4.2.1. 1 El operador unitario U = U3U,U; es un isomorfismo isométrico del espacio
L*(C,d \;) sobre L3(R,) @ 2.

2 La proyeccién Py : L*(C,d \;) — F? es unitariamente equivalente a

UPU™ =P, @p,.

Sea Ry : 12 — L*(R;) ® ¢* dado por

R0<<Cn)n€Z+) = lo (T) <X+ (n)cn)nel-

Notemos que la imagen de Ry coincide con el espacio F'®) y el operador adjunto R : L*(R,)®¢* —
[2 estd dado por

Ry (6o (1)) nez = X+(”)/Cn<t) xp (%t)

R+ neZ

Adem3s

RyRy=1:07 — (%,

RoRy=P® LA (R) @0 > F® =Ly~

Es fécil demostrar que el operador R = RiU : L*(C,d A1) — (2 cumple las siguientes dos propie-
dades:

* .2 2
RR* =1:07 — (7,
R'R= P : L*(C,d\) — F}.
Las dos ecuaciones anteriores implican que la restriccién

R‘F123F12_>€;

es un isomorfismo isométrico.
En el siguiente teorema damos la forma explicita del adjunto del operador R.

Teorema 4.2.2. El isomorfismo isométrico
R*=U"Ry: {3 — F}

esta dado por

o0
C
R*(Cn>n€N0 —> ; \/%Zn'
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Demostracion.

* * * * * * * * * * /r‘
R* = UiUsUs Ro(cn)nen, = UL U3 Uz (lo(r) (X (1)) Cn)nen, = Ur U3 Us (cn exp (——)) N
n€No

2
(oo () -
T exp (T2> \/L_ ZN cn\/%(rt)”exp (-é)

TLENO

Corolario 4.2.1. El operador R : [ — (3 estd dado por

R:o(z) — %/gp(z)?nd)\l(z)

Usando el operador R se puede transformar de manera unitaria cada operador de Toeplitz con
simbolo en L{°(R,exp(—r?)). La eleccién de la funcién ~, (Férmula 4.8) no es arbitraria como lo
muestra el siguiente teorema.

n€eNp

Teorema 4.2.3. Sea ¢ = (1) en L{°(R, exp(—r?)). Entonces el operador de multiplicacién M,
definido en ﬁ es una extension del operador RT,,R* con T, el operador de Toeplitz con simbolo
¢ definido en el espacio de Fock F?.

Demostracion. Sea ¢ = (¢y)nez, € R(2(T,)) C (2. Notemos que

RT,R*(c) = RPLM,P,R*(c) = R(R*"R)M,(R*R)R*(c) = (RR*)RM,R*(RR")(c)
= RM,R*(c) = RyUsUUy MUy Uy ' U3 Ro(c)

= RyU3(I ® F)M,(I @ F")U; ' Ro(c) = RyUs M (s Us ' Ro(c)

nEN

* * L
= ROM(QQ(U‘:ll‘)(T’))neZRO( ) R M(SD( |n‘)( ))neNo (Cn eXp <7)) N,
nelNo

By (et e (F)) = | [ ewpten’ o) explriar

+ neNg
! 2 2\,.2n+1
= | e [ @(r) exp(—vn(r))v,(r)dr = | ey o(r) exp(—r2)r2+ dr
R+ n€eNy R4 neNo
1 n
= ey a(v/r) exp(—r))r'dr = My, (m)}nerg (Cn)nen -
R

n€eNp
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

[]

Notemos que el operador de multiplicacion del Teorema anterior no necesariamente coincide con el
operador RT,R*, pues consideremos b,, = (0, j)jen,, con 0, ; la delta de Kronecker. Notemos que
b, € D(M¢y,(n) para todo n € Ny ,entonces

}nENO ) )

Por lo cual 2" € 9(T,) para todo n € Ny lo cual no siempre se cumple pues si consideramos a
o(r) = exp ( ) € L°(R,exp(—r?)) y 2" ¢ 2(T,) para todo n € Ny.

El propdsito de los siguientes resultados es encontrar condiciones necesarias y suficientes para que
el operador de multiplicacion M, ), en el teorema anterior, coincida con el operador RT,R*.

Proposicién 4.2.1. Sean T': Z(T) C (2 — (% un operador cerrado que contiene en su dominio
a la sucesién by, = (0r;)jen, para todo k € Ng. Si (vy,)nen, s una sucesion tal que T C M,
entonces T' = M(y,,),,cy, -

neNg?

Demostracion. Cada sucesion (¢, )nen, € (2 se escribe como (¢,)nen, = E Cnby. Tomemos (¢, )nen, €

n=0
m
D(M,)nen,) ¥ Para cada m € Ny definamos s, = Z cnbn, € 2(T). Luego
T(Sm) = M(vn "ENO sm chvn mn-
oo
Primeramente demostraremos que 7'(s,,) converge a Z CnUnby. Esta tltima serie converge pues
n=0
coincide con M(y,), e, ((€n)nen, ). Sea € > 0, dado que (¢n)neny € Z(Mw,.),cx,) € tiene que
o0
Z |enl?|val? < o0,
n=0
lo cual implica que existe N € Ny tal que
[e.e]
D lenllual? <e
n=N+1
Para todo m > N se tiene que
chvnbn - T(Sm) - Z Cnvnbn = Z |C7’L|2|v’fl|2 <Eé.
n=0 n=m+1 n=m-+1
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Por lo tanto -

chvnbn = lim T'(s,).

m—00
n=0

Por otro lado,

(Cn)nen, = LM s,,.
m—0o0

Puesto que T es cerrado se tiene que

(n)newo € 2(T) 'y T((cn)nen,) = nlbl;mooT(Sm) = chvnbn - M(Un)nENO((Cn)nENO)‘
n=0
En conclusion
T = M(Un)nENO ‘

La proposicién anterior nos da como resultado un importante corolario.

Corolario 4.2.2. Sea ¢ = ¢(r) en LY°(R,exp(—r?)), entonces T}, es cerrado y 2™ € 9(T,) para
toda m € Ny si y solo si
RT,R* = M.

Yoo

donde 7, esta dada por (4.8).

Demostracion. Por la Proposicién 1.3.7 sabemos que la cerradura de un operador se preserva bajo
equivalencia unitaria. Entonces si RT,R* = M, , entonces T;, es cerrado pues M, lo es.

Supongamos ahora T, es cerrado y que 2™ € Z(T,) para toda m € Ny entonces R ( \j%) = b, €

2(RT,R*) donde by, = (0,n,,) jen, para todo m € Ny. Por el Teorema 4.2.3 y la Proposicién 4.2.1
se tiene que
RT,R* = M.

Yo *

]

Proposicién 4.2.2. Sea T : 2(T) C (3 — (3 un operador tal que b, = (0, )jen, € 2(T) vy

(Un)nen, una sucesion tal que 7' C My, entonces My, es la cerradura de T'.

neNgy? neNg

Demostracion. Puesto que M, es cerrado entonces por el Corolario 1.3.4 existe la cerradura
de T'y ademas T C My,

que T = M

neNg _
nery - Dado que b, € Z(T') para toda n € Ny la Proposicién 4.2.1 implica
vn)nENO °

O

Corolario 4.2.3. Sea ¢ = ¢(r) en L°(R,exp(—r?)) y T un operador definido en el espacio de
Fock tal que ' C T,. Si 2™ € 2(T') para toda m € Ny, entonces

T = R"M,_R.
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

En particular, si el operador T, es cerrado y tiene en su dominio a 2™ para todo m € Ny, entonces
T,=R"M,,R.

Demostracién. Notemos que R*M,, R es extension cerrada de T', por la Proposicion 1.3.4, existe
la cerradura de T'. Asi B
TcTCRM,R.

Esto implica que
RTR* C RTR* C M, .

Usando la Proposicién 4.2.1 se tiene que
RTR* = M,,.
O

Maés adelante daremos un criterio para determinar cuando un operador de Toeplitz con simbolo
en L$°(R,exp(—7?)) es cerrado y se dard un ejemplo de un operador de Toeplitz no cerrado con
simbolo en este espacio.

Proposicién 4.2.3. Sea ¢ = (1) en L°(R, exp(—r?)), entonces T, es cerrado y 2" € 2(T,,) para
todo n € Nj si y solo si existe C' > 0 tal que

/|¢(\/F)|2r" exp(—r)dr < Cnl(1+ |%(n)|2), VvV n € Np. (4.9)

Ry

Demostracion. Supongamos que T, es cerrado y 2" € Z(T,,) para todo n € Ny. Por el Corolario
4.2.3 se tiene que PP es un core de T,,. Por la Proposicién 4.1.6 existe C' > 0 tal que

lefII* < CUIFI® + 1T 1%, ¥V feP.

n
Sea f(z) = Z cr2¥ € P entonces
k=0

2
1
lofl? =2 / /
v
Ry 0

- %/ / ()P D> cuegrtr? exp(i(k — j)6) exp(—r*)rdfdr

Ry k=0 j=0

2

exp(—r?)rdfdr

o(r) Z crr® exp(ik)
k=0

=23 faf [ Jor)r exp(—r?)dr
k=0 B,

=Y / (V) Pr* exp(—r)dr-
k=0 Ry
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados
Y, usando el Corolario 4.2.2

ITo(DIP = |17 M, RO)|P
= M, RO

n

- Z CkM’Y«pR(Zk)

k=0

= ch% \/_bk

2

2
£+
2

2
€+

:Zrckr o (k)AL

Asi pues, en particular para f(z) = 2" se tiene que

/ o (Vr) ' exp(—r)dr = [|lp2"[* < C(|2"]]* + I To(2")[1*) = Cnl + nllye (n)]?).

Ahora supongamos que existe C' > tal que cumple la Desigualdad (4.9), puesto que |y,(n)| < oo
para todo n € Ny, entonces para todo n € Ny se tiene que

/ (V)P exp(—r)dr < oo

Notemos que 2" € Z(T,) para todo n € Ny. Pues

2m o0

1 e@P esp(-1af) / / () P2 exp(—+2)rdrds

C

Entonces haciendo un cambio de variable z = 2 se tiene que

/|90 (r)*r®" exp(=r?)rdr = 3 /|g0 )?2"™ exp(—x)dr < oo

Asi pues por el corolario 4.2.3, P es un core de T,,.
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n

Sea f(z) = Z cr2® € P, entonces

k=0

Il =3 laf? / (W) Pr* exp(—r)dr
k=0 Ry

<O JePR(1+ ()P

k=0

=CO_lerlR + ) el By (k) )
k=0 k=0

= C(IFI* + 1T(NI%).

Por la Proposicion 4.1.6, T, es cerrado. O
Finalmente presentamos dos ejemplos de simbolos en L$°(R, exp(—7?)) no acotados. El operador

correspondiente al primer simbolo es cerrado mientras que el correspondiente al segundo no lo es
y por ello no es unitariamente equivalente a un operador de multiplicacion.

Ejemplo 4.2.1. Sea ¢(r) = 72, notemos que

/ lo(r)] exp(—rQ)T"dr < 00,Vn € Ny
Ry

y por ello ¢ € LY(R, exp(—r?)). Ademés

1
Ye(n) = = /r"“ exp(—r)dr =n+1
n!
Ry
y
/ lo(v/7)|Pr" exp(—r)dr = /T"+2 exp(—r)dr = (n + 2)\.
R, R,
Puesto que

(n+2)!=nl(n+1)(n+2) =n!(n*+3n+2)
< n!(2n® +4n +4) = 2n!(n* + 2n + 2)
=2nl(1+ (n+1)%).

Entonces para C' = 2 se tiene que
(n+2)! <Cnl(1+(n+1)%), VneN,

Por lo cual T, es un operador cerrado.
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Capitulo 4. Operadores de Toeplitz con simbolos no acotados

Ejemplo 4.2.2. Sea ¢(r) = exp (%), entonces

— 92
/|80(7’)| exp(—r?)r’dr = /7’” exp ( 3r ) dr < oo,Vn € Ny
Ry

Ry
y por ello ¢ € L°(R, exp(—r?)). Ademds notemos que 2" € Z(T,) pues
[ 1wl esptryir = [ e () e =3
Ry Ry

Por otra parte notemos que

yo(n) = — / oV exp(—r)dr = - [ exp (%) Py — (§>n+l.

ol
Ry Ry

3 2n+2 3 2n+2
2| = >1 -
) =)
3 n+1 3 2n+2
2.3"H (2 > 1 = .
) =0
3n+1 S 1 4 n+1
Le (T T2

Por lo tanto no existe C' > 0 que cumple la desigualdad 4.9 en la Proposicién 4.2.3, por lo tanto
T, no es un operador cerrado.

Dado n € Ny notemos que

Por lo cual

Asi pues

o8
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