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Resumen

Este trabajo se centra en el estudio de operadores de Toeplitz no acotados en el espacio de Fock.
Iniciamos estudiando las propiedades de este tipo de operadores cuando tienen śımbolos acotados.
Posteriormente toma particular importancia el estudio de los mismos cuando los śımbolos ya no son
acotados. Esto implica que los operadores tienen que restringirse a un dominio donde si est’en bien
definidos. Como śımbolos especiales consideramos las funciones radiales. En particular, se analiza
cómo una equivalencia unitaria dada del operador de Toeplitz con śımbolo radial se extiende
mediante un operador de multiplicación actuando en el espacio de sucesiones l2+. Se proporciona
una condición necesaria y suficiente para determinar cuándo dicha equivalencia unitaria es igual
al operador de multiplicación.
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Abstract

This work focuses on the study of unbounded Toeplitz operators defined on the Fock space. First we
give some properties of Toeplitz operators with bounded symbols. When the symbol of a Toeplitz
operator is no longer bounded, the operator is well defined in a subspace, called the domain of
the operator, of the Fock space. Additionally, we examine Toeplitz operators with radial symbols.
In particular, we analyze how a given unitary equivalence of the Toeplitz operator with radial
symbol extends through a multiplication operator acting in the sequence space l2+. A necessary
and sufficient condition is provided to determine when this unitary equivalence is equal to the
multiplication operator.
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Introducción

Consideremos un espacio de Hilbert H complejo formado por funciones y sea K un subespacio
cerrado de H . Denotemos por PK : H → K a la proyección ortogonal de H en K .
Sea Mf : D(Mf ) ⊂ K → H el operador de multiplicación por la función f . Esto es

Mf (g) = fg,

donde D(Mf ) = {g ∈ K : gf ∈ H }. Entonces el operador de Toeplitz con śımbolo f , Tf :
D(Tf ) ⊂ K → K se define como

Tf = PK Mf .

El siguiente diagrama muestra como actúa un operador de Toeplitz.

HD(Tf ) = D(Mf ) ⊆ K

K

Tf

Mf

PK

El primer objetivo de esta Tesis es el estudio y compilado de las propiedades más importantes de
los operadores de Toeplitz en el espacio de Fock F 2

α el cual consiste de todas las funciones enteras
en el plano complejo, cuadrado integrables con respecto a la medida Gaussiana. Pero sobre todo
nos centráremos en los operadores de Toeplitz cuyo śımbolo no es acotado. Esta parte está basada
principalmente en [2] y [3]. Cuando el operador de Toeplitz tiene śımbolo acotado entonces está
bien definido sobre todo el espacio de Fock, pero cuando el śımbolo no es acotado esto no nece-
sariamente ocurre. Ahora bien, aunque el dominio del operador no sea todo el espacio de Fock,
existen extensiones del mismo. En este trabajo estudiamos dos de sus extensiones.

La Proposición 2.3 de [2] juega un papel fundamental en este trabajo pues determina cuando un
operador de Toeplitz es cerrado. Este resultado es imprescindible para nuestro segundo objetivo
el cual consiste en dar condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales un operador de Toeplitz
con śımbolo radial es cerrado. Por śımbolo radial entendemos una función compleja φ que depende
únicamente del módulo de la variable, es decir

φ(z) = φ(|z|).
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Índice general

En [1] encontramos que dada una función radial φ tal que para toda n ∈ N0, se tiene que∫
R+

|φ(r)| exp(−r2)rndr < ∞,

existe un operador unitario R del espacio de Fock sin peso al espacio de sucesiones l2+ tal que
RTφR

∗ es extendido por un operador de multiplicación actuando en l2+.

En este trabajo damos condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando el operador
RTφR

∗ coincide con el operador de multiplicación mencionado arriba. En este caso el operador de
Toeplitz con śımbolo φ es cerrado pues el operador el operador de multiplicación es cerrado y la
propiedad de que un operador sea cerrado se preserva bajo equivalencia unitaria.
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Caṕıtulo 1

Operadores lineales en espacios de
Hilbert

En este caṕıtulo se estudiarán algunas propiedades importantes de los operadores lineales no
acotados definidos entre espacios de Hilbert. Siempre que hablemos de un operador lineal T :
D(T ) ⊆ H → K , asumiremos por defecto que H y K son espacios de Hilbert sobre C. Solo
en algunos casos se especificará que se trata de espacios de Banach o espacios normados. En este
caṕıtulo se estudian los operadores lineales cerrados, aśı como las condiciones para determinar
cuando un operador lineal tiene cerradura. Otro tema importante en nuestro estudio el core un
operador lineal y aśı como su relación con la cerradura de un operador lineal. Además incluimos
otros enunciados interesantes que son necesarios en este trabajo. Es importante mencionar que los
resultados de este caṕıtulo están basados en [4].

1.1. Operadores lineales y sus extensiones

Sean H ,K espacios de Hilbert, T : D(T ) → K un operador lineal, con D(T ) ⊆ H dominio de
T . Decimos que T es acotado si existe un número real c tal que para todo x ∈ D(T ) se tiene que,

∥T (x)∥ ≤ c∥x∥.

Es importante tener en cuenta que, aunque las normas se denoten de la misma manera, estas
corresponden a normas de espacios diferentes. Por lo tanto, aunque se utilice la misma notación
por conveniencia, no se asume necesariamente que sean iguales. En este contexto, la norma a la
izquierda se refiere a la norma definida en K , mientras que la norma a la derecha se refiere a la
definida en H .

Sean T : D(T ) ⊆ H → K y T1 : D(T1) ⊆ H → K dos operadores lineales. Decimos que T1 es
una extensión del operador T si D(T ) ⊆ D(T1) y T = T1|D(T ) y se denotará por

T ⊆ T1.

El operador T1 es una extensión propia de T si D(T ) ⊊ D(T1).
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Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Veamos el siguiente ejemplo de una extensión propia de un operador.

Consideremos el espacio de sucesiones complejas

ℓ2N =

{
(xn)n∈N :

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞

}
.

Este espacio es un espacio de Hilbert con el producto interno

⟨(xn)n∈N, (yn)n∈N⟩ =
∞∑
n=1

xnyn.

Sea T : D(T ) ⊆ ℓ2N → ℓ2N el operador lineal cuyo dominio D(T ) consiste de todas las sucesiones
(xn)n∈N con un número finito de términos diferentes de cero, y T (xn)n∈N = (nxn)n∈N.
Sea T1 : D(T1) → H , donde

D(T1) =

{
(zn)n∈N ∈ ℓ2N :

∞∑
n=1

n2|zn|2 < ∞

}
y

T1(zn)n∈N = (nzn)n∈N.

Es claro que T1 es una extensión de T , más aún es una extensión propia de T pues
(

1
n2

)
n∈N pertenece

a D(T1) pero no pertenece a D(T ).

1.2. Operador adjunto

Sea T : D(T ) ⊆ H → H un operador lineal densamente definido, entonces el operador adjunto
T ∗ : D(T ∗) → H de T es definido como sigue

D(T ∗) = {y ∈ H : existe y∗ ∈ H , tal que ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, y∗⟩ ∀ x ∈ D(T )} .

Para cada y ∈ D(T ∗) el operador adjunto T ∗ está definido en términos de y∗ por

T ∗(y) = y∗. (1.1)

El operador adjunto solo tiene sentido cuando el operador lineal T está densamente definido. En
efecto, si T no es densamente definido entonces D(T )⊥ ̸= {0} y, si v ∈ D(T )⊥ \ {0}, para toda
x ∈ D(T ) se tiene que

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, y∗ + v⟩.

Por lo cual la correspondencia (1.1) no está bien definida. Por otro lado, si D(T ) es denso en H
entonces D(T )⊥ = {0}, por lo cual, si existe y∗1 ∈ H tal que

⟨x, y∗1⟩ = ⟨T (x), y⟩ ∀x ∈ D(T ),
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Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

entonces
⟨x, y∗1⟩ = ⟨T (x), y⟩ = ⟨x, y∗⟩ ∀x ∈ D(T ).

Por lo tanto y∗ = y∗1.

Notemos que si T es un densamente definido entonces T ∗ existe, pues para x ∈ D(T ) se tiene que

⟨T (x), 0⟩ = ⟨x, 0⟩ = 0,

Entonces

{y ∈ H : existe y∗ ∈ H , tal que ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, y∗⟩ ∀ x ∈ D(T )} ≠ ∅.

1.3. Operadores lineales cerrados

El concepto de operador cerrado es fundamental en este estudio. En esencia, un operador cerrado
”preserva la convergencia” entre espacios normados.
Sean H ,K espacios normados. Se define en H × K la norma

∥(x, y)∥ =
√

∥x∥2H + ∥y∥2K .

Observe que una sucesión (xn, yn) en H × K converge a (x, y) ∈ H × K si y solo si (xn)n∈N
converge a x y (yn)n∈N converge a y. Además; si H ,K son espacios de Banach, entonces también
lo es H × K .

Un operador lineal T : D(T ) ⊆ H → K , se llama cerrado si su gráfica,

G(T ) = {(x, T (x)) : x ∈ D(T )},

es un subespacio cerrado de H × K .

Notemos que la condición ”G(T ) es cerrada”se puede escribir en términos de sucesiones de la
siguiente manera: para cada sucesión (xn)n∈N en H y (x, y) ∈ H × K tales que

x = ĺım
n→∞

xn y y = ĺım
n→∞

T (xn),

se tiene que (x, y) ∈ G(T ); esto es, x ∈ D(T ) y y = T (x).

El siguiente teorema se encuentra en [4] y lo incluimos aqúı junto con su demostración por com-
pletez.

Teorema 1.3.1. Sean H ,K espacios de Banach y T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal,
entonces

a) Si T es cerrado y D(T ) es cerrado, entonces T es acotado.

b) Sea T acotado, entonces T es cerrado si y solo si D(T ) es cerrado.
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Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Demostración. Si T es un operador cerrado con dominio D(T ) cerrado entonces; por el Teorema
de la Gráfica Cerrada, el operador T es acotado.
Para el inciso b) primeramente supongamos que T es cerrado. Sea (xn)n∈N una sucesión en D(T )
que converge a x ∈ H , puesto que T es acotado y K es completo entonces T (xn) converge a algún
elemento y ∈ K . Debido a que T es un operador cerrado se tiene que (x, y) ∈ G(T ). En particular,
x ∈ D(T ) y por ello D(T ) es cerrado. Por otro lado, supongamos que D(T ) es cerrado y sean
(xn)n∈N una sucesión en D(T ) y (x, y) ∈ H × K tales que (xn)n∈N converge a x y (T (xn))n∈N
converge a y. Puesto que T es acotado entonces es continuo y por ello y = T (x). Aśı T es un
operador cerrado.

El siguiente teorema muestra que, cuando un operador lineal es densamente definido, su operador
adjunto es siempre cerrado.

Proposición 1.3.1. [4] Sea T : D(T ) ⊆ H → H un operador densamente definido, entonces el
operador adjunto T ∗ es cerrado.

Demostración. Sea (yn)n∈N una sucesión en D(T ∗) tal que ambos ĺımites

y = ĺım
n→∞

yn y z = ĺım
n→∞

T ∗(yn)

existen. Por la definición de T ∗ tenemos que

⟨T (x), yn⟩ = ⟨x, T ∗(yn)⟩, ∀ x ∈ D(T ), n ∈ N.

Puesto que el producto interno es continuo se tiene que

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, z⟩,∀ x ∈ D(T ).

Nuevamente por la definición de T ∗ se tiene que y ∈ D(T ∗) y z = T ∗y. Por lo tanto T ∗ es
cerrado.

En este trabajo denotaremos por N0 = N ∪ {0}.
Sea p ≥ 1 y consideremos el espacio de sucesiones complejas

ℓp+ =

{
(xn)n∈N0 :

∞∑
n=0

|xn|p < ∞

}

con la siguiente norma

∥(xn)n∈N0∥p =

(
∞∑
n=0

|xn|p
) 1

p

.

Sea a = (an)n∈N0 una sucesión de números complejos y Ma : D(Ma) ⊆ ℓp+ → ℓp+ el operador de
multiplicación con śımbolo a. Esto es,

D(Ma) =

{
(xn)n∈N0 ∈ ℓp+ :

∞∑
n=0

|anxn|p < ∞

}
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Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

y
Ma(xn)n∈N0 = (anxn)n∈N0 .

Este es un ejemplo de un operador cerrado el cual tendrá relevancia en caṕıtulos futuros.

Proposición 1.3.2. El operador de multiplicación Ma : D(Ma) ⊆ ℓp+ → ℓp+, es cerrado.

Demostración. Sea (vn)n∈N0 una sucesión en D(Ma) y w = (wk)k∈N0 , y = (yk)k∈N0 ∈ ℓp+ tales que

w = ĺım
n→∞

vn y y = ĺım
n→∞

Ma(vn) = ĺım
n→∞

(akvn,k)k∈N0 , para vn = (vn,k)k∈N0 .

Para todo k ∈ N0 se tiene que

|vn,k − wk| ≤ ∥vn − w∥p
n→∞−−−→ 0 y |akvn,k − yk| ≤ ∥avn − y∥p

n→∞−−−→ 0.

Por lo cual
wk = ĺım

n→∞
vn,k y yk = ĺım

n→∞
akvn,k.

Entonces para todo k ∈ N0

yk = ĺım
n→∞

akvn,k = ak ĺım
n→∞

vn,k = akwk.

Por lo tanto w ∈ D(Ma) y y = Ma(w). Por ende el operador Ma es cerrado.

Consideremos dos espacios de Hilbert H ,K y T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal. Notemos
que podemos dotar a D(T ) con el siguiente producto interno

⟨x, y⟩T = ⟨x, y⟩+ ⟨T (x), T (y)⟩.

El cual produce la siguiente norma

∥x∥T =
√

∥x∥2 + ∥T (x)∥2.

Una sucesión (xn)n∈N converge a x ∈ D(T ) en el espacio (D(T ), ∥ ·∥T ) si y solo si (xn)n∈N converge
a x es H y (T (xn))n∈N converge a T (x) en K .

Proposición 1.3.3. Sea T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal. Entonces T es cerrado si y
solo si el espacio (D(T ), ∥ · ∥T ) es de Hilbert.

Demostración. Supongamos que T es cerrado y sea (xn)n∈N una sucesión de Cauchy en
(D(T ), ∥ · ∥T ). Entonces (xn)n∈N y (T (xn))n∈N son sucesiones de Cauchy en H y K respectiva-
mente. Luego, existen x ∈ H y y ∈ K tales que

x = ĺım
n→∞

xn y y = ĺım
n→∞

T (xn).

Puesto que T es cerrado x ∈ D(T ) y T (x) = y. Por lo cual (xn)n∈N converge a x en
(D(T ), ∥ · ∥T ).

12



Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Ahora supongamos que (D(T ), ∥ · ∥T ) es un espacio de Hilbert. Sea (xn)n∈N una sucesión en D(T ),
x ∈ H y y ∈ K , tales que

x = ĺım
n→∞

xn y y = ĺım
n→∞

T (xn).

Entonces la sucesión (xn)n∈N es de Cauchy en (D(T ), ∥ · ∥T ). Aśı pues existe x′ ∈ D(T ) tal que la
sucesión (xn)n∈N converge a x′ en (D(T ), ∥ · ∥T ). Esto implica que (xn)n∈N converge a x′ en H y
(T (xn))n∈N converge a T (x′) en K . Por lo tanto x = x′ y T (x) = y, y por ello T es un operador
cerrado.

1.3.1. La cerradura de un operador lineal

Un operador lineal se llama cerrable si tiene una extensión lineal cerrada. Una extensión cerrada
T̃ de un operador T se llama minimal si toda extensión lineal cerrada de T es también extensión
cerrada de T̃ . En este caso T̃ se llama la cerradura de T y se denota por T .

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el espacio de sucesiones ℓ2N y T : D(T ) ⊆ ℓ2N → ℓ2N, donde D(T )
consiste de las sucesiones con un número finito de términos diferentes de cero y

T (xn)n∈N = (nxn)n∈N.

Notemos que T es un operador lineal el cual no es acotado. En efecto, dado k ∈ N definimos
ek = (ek,n)n∈N donde ek,n = 1 si k = n y 0 en caso contrario. Luego

∥Tek∥ = k y ∥ek∥ = 1 ∀ k ∈ N.

Para cada k ∈ N sea xk = (xk,n)n∈N ∈ D(T ) con

xk,n =

{
1

n2n
si n ≤ k,

0 en caso contrario.

Sea y =
(

1
n2n

)
n∈N y z =

(
1
2n

)
n∈N, notemos que

y = ĺım
k→∞

xk y z = ĺım
k→∞

T (xk).

Puesto que y /∈ D(T ) tenemos que el operador T no es cerrado.

El operador anterior no es un operador de multiplicación en el sentido que definimos antes, pues
su dominio es más pequeño. Ahora bien, si definimos la sucesión a := (n)n∈N, es claro que el
operador de multiplicación Ma : D(Ma) = {(xn)n∈N : (anxn)n∈N ∈ ℓ2N} ⊆ ℓ2N → ℓ2N es extensión de
T . Más aún, por la Proposición 1.3.2 es una extensión cerrada. Sea S una extensión cerrada de T
y x = (xn)n∈N ∈ D(Ma). Para cada k ∈ N definimos wk = (wk,n)n∈N con wk,n = xn si n ≤ k y 0 en
caso contrario. Entonces wk ∈ D(T ) ⊂ D(S) y (wk)k∈N converge a x. Además notemos que

S(wk) = T (wk) = (nwk,n)n∈N
k→∞−−−→ (nxn)n∈N = Ma(x).

Puesto que S es cerrado entonces x ∈ D(S) y S(x) = Ma(x). Aśı S es una extensión de Ma lo cual
implica que Ma es la cerradura de T .

13



Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

La siguiente proposición proporciona la forma de calcular la cerradura de un operador T cuando
este es cerrable.

Proposición 1.3.4. Sea T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal cerrable. Sea
T ′ : D(T ′) ⊆ H → K , definido de la siguiente manera

D(T ′) = {x ∈ H : existe una sucesión (xn)n∈N en D(T ) tal que x = ĺım
n→∞

xn y existe ĺım
n→∞

T (xn)},

y
T ′(x) = ĺım

n→∞
T (xn).

Entonces T existe, más aún T = T ′.

Demostración. Puesto que T es cerrable podemos elegir una extensión cerrada de T , denotada por
T̃ . Usando esta extensión demostraremos que T ′ está bien definida. En efecto, sea x ∈ D(T ′) y
supongamos que existen dos sucesiones (xn)n∈N y (vn)n∈N en D(T ) tales que

x = ĺım
n→∞

xn = ĺım
n→∞

vn,

y las sucesiones (T (xn))n∈N y (T (vn))n∈N convergen en K . Puesto que T̃ es extensión cerrada de
T, se tiene que

x ∈ D(T̃ ) y T̃ (x) = ĺım
n→∞

T (xn) = ĺım
n→∞

T (vn).

Esto es, el ĺımite ĺımn→∞ T (xn) no depende de la sucesión (xn)n∈N que converja a x. Aśı pues T ′

está bien definido y es una extensión de T . De la definición de T ′ es claro que

G(T ′) = G(T ).

Por lo que T ′ es un operador cerrado, además puesto que T̃ es extensión cerrada de T . Entonces

G(T ′) ⊆ G(T̃ )

y al ser T̃ arbitrario se sigue que T = T ′.

Corolario 1.3.1. Sea T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal cerrable. Entonces

G(T ) = G(T ).

En la siguiente proposición damos una caracterización de los operadores lineales cerrables.

Proposición 1.3.5. Sea T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal. La cerradura de T existe si y
solo si para toda sucesión (xn)n∈N en D(T ) tal que

ĺım
n→∞

xn = 0 y existe y = ĺım
n→∞

T (xn).

Entonces y = 0

14



Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Demostración. Si T existe y (xn)n∈N y y cumplen la hipótesis de la proposición entonces

0 = T (0) = ĺım
n→∞

T (xn) = y.

Supongamos que se cumplen las condiciones para demostrar la otra dirección. Sean (xn)n∈N y
(vn)n∈N dos sucesiones en D(T ) que tienen el mismo ĺımite y además los ĺımites

y1 = ĺım
n→∞

T (xn), y2 = ĺım
n→∞

T (vn),

existen en K . Entonces

0 = ĺım
n→∞

(xn − vn) y ĺım
n→∞

T (xn − vn) = y1 − y2.

Por hipótesis

y1 − y2 = 0.

Por lo que si dos sucesiones convergen al mismo ĺımite, las sucesiones formadas por sus imágenes
bajo T tienen el mismo ĺımite. De esta forma el operador T ′ de la Proposición 1.3.4 está bien
definido y T = T ′.

Sea T : D(T ) ⊆ H → K un operador lineal. Decimos que un subespacio D ⊆ D(T ) es un core
de T si T

∣∣
D
es cerrable y

T ⊆ T
∣∣
D
.

Lema 1.3.1. Sea T : D(T ) ⊆ H → K un operador cerrado y D un subespacio de H tal que es
denso en (D(T ), ∥ · ∥T ), entonces D es core para T y se tiene que

T
∣∣
D
= T.

Demostración. Considere el operador T1 = T
∣∣
D
. Puesto que T cerrado y

T1 ⊆ T

T1 es un operador cerrable y, de acuerdo la Proposición 1.3.4, la cerradura de T1 está dada por

D(T1) = {x ∈ H : existe (xn)n∈N en D tal que x = ĺım
n→∞

xn y ĺım
n→∞

T (xn) existe },

y

T1(x) = ĺım
n→∞

T (xn).

Dado v ∈ D(T ) existe (vn)n∈D en D tal que la sucesión (vn)n∈N converge a v en H y (T (vn))n∈N
converge a T (v) en K . Por consiguiente v ∈ D(T1) y T (v) = T1(v). Aśı pues T ⊆ T1, y puesto
que T es extensión cerrada de T1 se tiene que T1 ⊆ T . Por lo tanto T1 = T .
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Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Proposición 1.3.6. [3] Sea H , K y L espacios de Hilbert, y sean T1 : D(T1) ⊆ H → K y
T2 : D(T2) ⊆ H → L , dos operadores lineales. Supongamos que T2 es cerrado, que D(T1) = D(T2)
y que D es un core para T1. Entonces T1 es cerrado si y solo si existen α, β ≥ 0 tales que

∥v∥T1 ≤ α∥v∥T2 , (1.2)

∥v∥T2 ≤ β∥v∥T1 (1.3)

para todo v ∈ D . Si se cumple que

∥T1v∥ ≤ ∥T2v∥, ∀ v ∈ D

entonces (1.3) es condición suficiente para que T1 sea cerrado.
Por otro lado, si T1 es cerrado, D es un core para T2.

Demostración. Supongamos que T1 es cerrado. Sea X = D(T1) = D(T2), por el Corolario 1.3.3,
(X , ∥ · ∥T1), (X , ∥ · ∥T2) son espacios de Hilbert. Consideremos el operador lineal identidad I :
(X , ∥ · ∥T1) → (X , ∥ · ∥T2) dado por I(x) = x. Este operador es cerrado pues dada una sucesión
(xn)n∈N en (X , ∥ · ∥T1), x, y ∈ X tales que

x = ĺım
n→∞

xn y y = ĺım
n→∞

I(xn) = ĺım
n→∞

xn

en (X , ∥ · ∥T1) y (X , ∥ · ∥T2) respectivamente. Entonces (xn)n∈N converge a x y y en H . Esto im-
plica que x = y y entonces I(x) = y = ĺımn→∞ I(xn). Como consecuencia el operador I es cerrado.
Similarmente el operador identidad de (X , ∥ · ∥T2) a (X , ∥ · ∥T1) es cerrado. Por el Teorema 1.3.1
inciso a) se tiene que el operador I es acotado, por lo cual se cumplen (1.2) y (1.3).

Ahora supongamos que se cumple (1.2) y (1.3). Sea v ∈ X ⊆ D(T1

∣∣
D
), por la Proposición 1.3.4

existe (vn)n∈D en D tal que

v = ĺım
n→∞

vn y T1(v) = T
∣∣
D
(v) = ĺım

n→∞
T1(vn)

Aśı pues (vn)n∈N converge a v en (X , ∥ · ∥T1). Entonces por (1.3), (xn)n∈N es de Cauchy en
(X , ∥ · ∥T2). Puesto que (X , ∥ · ∥T2) es de Hilbert ya que T2 es cerrado, entonces (vn)n∈N converge
en (X , ∥ · ∥T2), nuevamente por (1.3) se tiene que

∥v − ĺım
n→∞

vn∥T2 = ĺım
n→∞

∥v − vn∥T2 = β ĺım
n→∞

∥v − vn∥T1 = 0.

Por lo cual (vn)n∈N converge a v en (X , ∥ · ∥T2). Además se tiene que

∥v∥T1 = ĺım
n→∞

∥vn∥T1 ≤ α ĺım
n→∞

∥vn∥T2 = α∥v∥T2

∥v∥T2 = ĺım
n→∞

∥vn∥T2 ≤ β ĺım
n→∞

∥vn∥T1 = β∥v∥T2

Por lo tanto (1.2), (1.3) se cumplen para todo v ∈ X . Puesto que (X , ∥ · ∥T2) es un espacio de
Hilbert y | · ∥T1 y ∥ · ∥T2 son equivalentes entonces (X , ∥ · ∥T1) también es un espacio de Hilbert,
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Caṕıtulo 1. Operadores lineales en espacios de Hilbert

por lo cual T1 es cerrado.
Si ∥T1v∥ ≤ ∥T2v∥, para todo v ∈ D entonces (1.2) se cumple para α = 1.
Finalmente si T1 es cerrado, entonces

T1 = T
∣∣
D
.

Por la Proposición 1.3.4, D es denso en (X , ∥ · ∥T1) y por lo tanto también en (X , ∥ · ∥T2), por el
Lema 1.3.1, D es core de T2.

La siguiente proposición garantiza que la propiedad de que un operador sea cerrado se preserva
bajo equivalencia unitaria.

Proposición 1.3.7. Sea T : D(T ) ⊆ H → H un operador lineal y U : H → K un operador
lineal unitario, entonces T es cerrado si y solo si UTU−1 es cerrado.

Demostración. Notemos que D(UTU−1) = U(D(T )), pues si x ∈ D(UTU−1) entonces U−1(x) ∈
D(T ) por lo cual x = UU−1(x). Si x ∈ U(D(T )) entonces x ∈ D(UTU−1) pues U−1(x) ∈ D(T ).
Primeramente supongamos que T es cerrada. Sea (xn)n∈N una sucesión en U(D(T )) que converge
a x ∈ K y (UTU−1(xn))n∈N converge a y ∈ K . Puesto que U es unitaria entonces (U−1(xn))n∈N
converge a U−1(x) y puesto que xn ∈ U(D(T ) para todo n ∈ N entonces U−1(xn) ∈ D(T ) para
todo n ∈ N. Nuevamente puesto que U es unitaria entonces

∥TU−1(xn)− U−1(y)∥ = ∥UTU−1(xn)− y∥

por lo cual (TU−1(xn))n∈N converge a U−1(y). Puesto que T es cerrado entonces

U−1(x) ∈ D(T ) y T (U−1(x)) = U−1(y)

Por lo cual x ∈ U(D(T )) y UTU−1(x) = y. Por lo tanto UTU−1 es cerrado.
Ahora supongamos que UTU−1 : U(D(T )) → H es cerrado. Sea (xn)n∈N una sucesión en D(T )
que converge a x ∈ H y (T (xn))n∈N converge a y, Puesto que U es unitario entonces U(xn)
converge a U(x) y UT (xn) converge a U(y). Luego UTU−1(U(xn)) converge a U(y). Puesto que
UTU−1 es cerrado entonces U(x) ∈ U(D(T )) y UTU−1(U(x))) = U(y), por lo cual x ∈ D(T ) y
T (x) = y. Por lo tanto T es cerrado.
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Caṕıtulo 2

El espacio de Fock

Este caṕıtulo está dedicado a estudiar las propiedades más importantes del espacio de Fock en el
plano complejo. Demostraremos que es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L2(C, dλα),
donde dλα es la medida Gaussiana con peso. Mostraremos además que el espacio de Fock es un
espacio de Hilbert con núcleo reproductor. Los resultados que aqúı presentamos están basados en
[8].

2.1. El espacio de Fock F 2
α

Sea α > 0, consideremos la medida Gaussiana

dλα(z) =
α

π
exp(−α|z|2) dA(z),

donde dA es la medida de área Euclidiana en el plano complejo C.

La medida dλα es una medida de probabilidad pues

∫
C

α

π
exp(−α|z|2) dA(z) = α

π

∞∫
0

2π∫
0

exp(−αr2)rdrdθ = 2α

∞∫
0

exp(−αr2)rdr = 1.

El espacio de Fock, que denotaremos por F 2
α, consiste de todas las funciones enteras en el espacio

de Hilbert L2(C, dλα). Este último espacio tiene el producto interno

⟨f, g⟩ =
∫
C

f(z)g(z) dλα(z) =
α

π

∫
C

f(z)g(z) exp(−α|z|2) dA(z).

Uno de los objetivos de este caṕıtulo es demostrar que el espacio de Fock es subespacio cerrado de
L2(C, dλα) y, por consiguiente, es un espacio de Hilbert.
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Caṕıtulo 2. El espacio de Fock

Proposición 2.1.1. Sea f una función holomorfa en un conjunto abierto Ω ⊂ C. Sean w ∈ Ω y
R > 0 tales que B(w,R) ⊆ Ω, entonces

|f(w)| ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(w +R exp(iθ)|dθ. (2.1)

Demostración. Por la fórmula integral de Cauchy para la circunferencia se tiene que

f(w) =
1

2πi

∫
B(w,R)

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

2π∫
0

f(w +R exp(iθ))Ri exp iθ

w +R exp(iθ)− w
dθ

=
1

2π

2π∫
0

f(w +R exp(iθ))dθ .

Por lo tanto

|f(w)| =
∣∣∣∣ 12π

2π∫
0

f(w +R exp(iθ))dθ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

2π∫
0

|f(w +R exp(iθ))|dθ.

Sea w ∈ C y R > 0 tal que se cumplen las condiciones de la proposición anterior. Si multiplicamos
por r > 0 ambos lados de la desigualdad (2.1) e integramos de 0 a R con respecto a la variable r
obtenemos lo siguiente

|f(w)| ≤ 1

πR2

∫
B(w,R)

|f(z)| dA(z).

Proposición 2.1.2. Dado R > 0, existe CR > 0 tal que para todo w ∈ B(0, R) y para todo
f ∈ F 2

α

|f(w)| ≤ CR∥f∥.
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Caṕıtulo 2. El espacio de Fock

Demostración. Sea w ∈ B(0, R), entonces

|f(w)| ≤ 1

πR2

∫
B(w,R)

|f(z)| dA(z)

=
1√

απR2

∫
B(w,R)

exp

(
α|z|2

2

)(√
α

π
|f(z)| exp

(
−α|z|2

2

))
dA(z)

≤ 1√
απR2

 ∫
B(w,R)

exp(α|z|2)dA(z)


1
2
 ∫
B(w,R)

α

π
|f(z)|2 exp(−α|z|2) dA(z)


1
2

≤ 1√
απR2

 ∫
B(0,2R)

exp(α|z|2)dA(z)


1
2 ∫

C

α

π
|f(z)|2 exp(−α|z|2) dA(z)

 1
2

.

Entonces, definiendo CR como sigue

CR :=
1√

απR2

 ∫
B(0,2R)

exp(α|z|2)dA(z)


1
2

,

se tiene que

|f(w)| ≤ CR∥f∥.

Como consecuencia de esta última proposición se obtiene un resultado muy importante: los fun-
cionales de evaluación son acotados en F 2

α.

Corolario 2.1.1. Dado w ∈ C existe una constante Cw, que solamente depende de w, tal que

|f(w)| ≤ Cw∥f∥

para todo f ∈ F 2
α.

Demostración. Basta tomar R = 2|w| en la proposición anterior.

De lo anterior se sigue que dado un conjunto compacto K ⊂ C, existe una constante Ck > 0, que
solamente depende de K, tal que

sup{|f(z)| : z ∈ K} ≤ CK∥f∥

para todo f ∈ F 2
α.

Proposición 2.1.3. El espacio de F 2
α es cerrado.

20



Caṕıtulo 2. El espacio de Fock

Demostración. Sea (fn)n∈N una sucesión en F 2
α que converge a f en ∈ L2(C, dλα). Sea K ⊂ C un

conjunto compacto, entonces existe CK > 0 tal que

sup{|fm(z)− fn(z)| : z ∈ K} ≤ CK∥fm − fn∥ ∀ m,n ∈ N.

Por el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de funciones se tiene que (fn)n∈N converge
uniformemente en K y; por el Teorema de convergencia de Weierstrass, la función ĺımite puntual

g(z) := ĺım
n→∞

fn(z), z ∈ C, (2.2)

es una función entera y (fn)n∈N converge uniformemente en conjuntos compactos a la función g.
Por otro lado, puesto que (fn)n∈N converge a f , existe una función γ : N → N, estrictamente
creciente tal que (fγ(n))n∈N converge casi en todas partes a f . Aśı pues sea E ⊆ C tal que (fγ(n))n∈N
converge puntualmente a f en E y C\E es de medida cero. Por (2.2) para todo conjunto compacto
K ⊆ E se tiene que

g(z) = ĺım
n→∞

fγ(n)(z) = f(z) ∀ z ∈ K.

Por lo tanto f ≡ g ctp y por ello la sucesión (fn)n∈N converge en F 2
α. Esto es, el espacio de Fock

F 2
α es subespacio cerrado de L2(C, dλα).

Para n ∈ N0 (N0 = N ∪ {0}) sea

en(z) =

√
αn

n!
zn.

Proposición 2.1.4. El conjunto {en : n ≥ 0} es una base ortonormal de F 2
α.

Demostración. Primeramente notemos que

∥en∥2 =
∫
C

|en(z)|2 dλα(z) =

∫
C

αn

n!
|z|2n dλα(z) =

αn+1

πn!

∞∫
0

2π∫
0

r2n+1 exp(−αr2)dθdr

=
2αn+1

n!

1

2αn+1

∞∫
0

αnr2n exp(−αr2)2αrdr =
1

n!

∞∫
0

tn exp(−t)dt

=
1

n!
Γ(n+ 1) = 1 .
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Sean m,n enteros no negativos distintos, entonces

⟨zn, zm⟩ =
∫
C

znz̄m dλα(z) =
α

π

∞∫
0

2π∫
0

rn exp(inθ)rm exp(−imθ) exp(−αr2)rdθdr

=
α

π

∞∫
0

2π∫
0

rn+m+1 exp(i(n−m)θ) exp(−αr2)dθdr

=
α

π

∞∫
0

2π∫
0

rn+m+1 cos((n−m)θ) exp(−αr2)dθdr

+ i
α

π

∞∫
0

2π∫
0

rn+m+1 sen((n−m)θ) exp(−αr2)dθdr .

Puesto que n−m es un número entero distinto de cero se tiene que

2π∫
0

cos((n−m)θ)) dθ =
sen((n−m)2π)

n−m
= 0,

2π∫
0

sen((n−m)θ) dθ =
1− cos(2π(n−m))

n−m
= 0.

Lo anterior implica que ⟨zn, zm⟩ = 0 y por ello el conjunto {en : n ≥ 0} es ortonormal. A
continuación se mostrará que {en : n ≥ 0} es un conjunto total; es decir, que su complemento
ortogonal consiste únicamente de la función cero.
Sean f ∈ F 2

α y n ∈ N, entonces

⟨f, en⟩ = ĺım
R→∞

∫
B(0,R)

f(z)en(z) dλα(z).

Por el Teorema de Taylor se tiene que

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k.

converge en todo el plano complejo C y uniformemente en B(0, R) entonces∫
B(0,R)

f(z)en(z) dλα(z) =
∞∑
k=0

ak

∫
B(0,R)

zken(z) dλα(z).

Usando coordenadas polares es fácil demostrar que∫
B(0,R)

zken(z) dλα(z) = 0, para toda k ̸= n.
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Por lo cual

⟨f, en⟩ = ĺım
R→∞

an

∫
B(0,R)

znen(z) dλα(z) = an

√
n!

αn
.

Aśı pues, si ⟨f, en⟩ = 0 para todo n ≥ 0, entonces an = 0 para todo n ≥ 0, por lo cual f = 0. En
conclusión {en : n ≥ 0} es un conjunto ortonormal total y por lo tanto es una base ortonormal de
F 2
α.

Sea w ∈ C consideremos el funcional lineal φw : F 2
α → C dado por

φw(f) = f(w).

Por el Corolario 2.1.1, φw es acotado y, por el Teorema de Representación de Riesz, existe una
única función Kα

w ∈ F 2
α tal que

φw(f) = f(w) = ⟨f,Kα
w⟩ ∀ f ∈ F 2

α.

Definición 2.1.1. La función Kα : C× C→ C, dada por

Kα(z, w) = Kα
w(z), z, w ∈ C

es llamada el núcleo reproductor de F 2
α.

El núcleo reproductor de un espacio de Hilbert con núcleo reproductor puede ser calculado utili-
zando una base ortonormal del espacio. La demostración del siguiente lema puede encontrarse en
[6].

Lema 2.1.1. Sea H un espacio de Hilbert con núcleo reproductor K, si {es : s ∈ S} es una base
ortonormal para H , entonces

K(x, y) =
∑
s∈S

es(x)es(y).

Proposición 2.1.5. El núcleo reproductor del espacio de Fock F 2
α está dado por

Kα(z, w) = exp(αzw), z, w ∈ C. (2.3)

Demostración. Por la Proposición 2.1.4 y el Lema 2.1.1 se tiene que

Kα(z, w) =
∞∑
n=0

en(z)en(w)

=
∞∑
n=0

αn

n!
znwn

= exp(αzw) .
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Sea z ∈ C, denotaremos por kα
z al núcleo reproductor normalizado de F 2

α. Es decir,

kα
z (w) =

Kα
z (w)

∥Kα
z ∥

=
Kα

z (w)√
Kα

z (z)
=

exp(αzw)√
exp(α|z|2)

= exp

(
αzw − α|z|2

2

)
. (2.4)

Ya hemos demostrado que F 2
α es un subespacio cerrado de L2(C, dλα) y por ello la proyección

ortogonal de L2(C, dλα) sobre F 2
α existe.

Proposición 2.1.6. La proyección ortogonal

Pα : L2(C, dλα) → F 2
α

está dada por

Pαf(z) =

∫
C

f(w)Kα(z, w) dλα(w) =

∫
C

f(w) exp(αzw) dλα(w), (2.5)

para todo f ∈ L2(C, dλα) y z ∈ C.

Demostración. Sea f ∈ L2(C, dλα) y z ∈ C entonces

Pαf(z) = ⟨Pαf,K
α
z ⟩ = ⟨f, PαK

α
z ⟩ = ⟨f,Kα

z ⟩ =
∫
C

f(w)Kα
z (w) dλα(w)

=

∫
C

f(w)Kα(z, w) dλα(w) =

∫
C

f(w) exp(αzw) dλα(w) .
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Caṕıtulo 3

Operadores de Toeplitz con śımbolo
acotado

Este caṕıtulo está dedicado a estudiar las propiedades del operador de Toeplitz Ta definido en
F 2
α y con śımbolo a en L∞(C, dλα). Puesto que el śımbolo es acotado el operador de Toeplitz Ta

está definido en F 2
α y es acotado. Esto último implica que el operador adjunto de Ta existe y está

definido de manera natural. Este caṕıtulo se centra en dar condiciones necesarias y suficientes para
determinar cuando el operador de Toeplitz es compacto. Los resultados están basados en [8].

3.1. Operadores de Toeplitz

Sea φ ∈ L∞(C, dλα), se define el operador de Toeplitz Tφ : F 2
α → F 2

α por

Tφ(f) = Pα(φf), f ∈ F 2
α,

donde Pα está dada por (2.5) en la Proposición 2.1.6. Al operador anterior se le conoce como
operador de Toeplitz con śımbolo φ.

Observe que
∥Tφ(f)∥ = ∥Pα(φf)∥ ≤ ∥φf∥ ≤ ∥φ∥∞∥f∥

lo cual implica que el operador Tφ es acotado.

Por otro lado; si f, g son funciones en F 2
α, entonces

⟨Tφ(f), g⟩ = ⟨Pα(φf), g⟩ = ⟨φf, g⟩ =
∫
C

φ(w)f(w)g(w) dλα(w) =

∫
C

f(w)φ(w)g(w) dλα(w)

= ⟨f, φg⟩ = ⟨Pα(f), φg⟩ = ⟨f, Pα(φg)⟩ = ⟨f, Tφ(g)⟩ .

Esto es, T ∗
φ = Tφ.

Más aún, si φ ≥ 0 y f ∈ F 2
α, se tiene que

⟨Tφ(f), f⟩ = ⟨Pα(φf), f⟩ = ⟨φf, f⟩ =
∫
C

φ(w)|f(w)|2 dλα(w) ≥ 0,
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implicando que el operador Tφ es positivo.

Por la Proposición 2.1.6 el operador de Toeplitz Tφ está dado por

Tφf(z) =

∫
C

φ(w)f(w)Kα(z, w) dλα(w).

.

Proposición 3.1.1. ([8], Corolario 2.4) Sea f ≥ 0 o f ∈ L1(C, dλα). Entonces para todo z ∈ C
se tiene que ∫

C

f(z ± w) dλα(w) =

∫
C

f(w)|kα
z (w)|2 dλα(w)

y ∫
C

f(±(z − w))|kα
z (w)|2 dλα(w) =

∫
C

f(w) dλα(w)

Demostración. Solo incluiremos la demostración de la segunda igualdad dado que le primera se
encuentra demostrada en [8].∫
C

f(±(z − w))|kα
z (w)|2 dλα(w) =

α

π

∫
C

f(±(z − w)) exp(−α|z|2 + αz̄w + αzw̄) exp(−α|w|2) dA(w)

=
α

π

∫
C

f(±(z − w)) exp(−α|z − w|2) dA(w)

=

∫
C

f(w) dλα(w).

Proposición 3.1.2. ([8], Corolario 2.5) Sea α > 0 y β ∈ R, entonces∫
C

| exp(βwz)| dλα(w) = exp

(
β2|z|2

4α

)
∀ z ∈ C.

Demostración.∫
C

| exp(βwz)| dλα(w) =

∫
C

exp(Re(βwz)) dλα(w) =

∫
C

∣∣∣∣Kα
w

(
βz

2α

)∣∣∣∣2 dλα(w)

= ⟨Kα
βz
2α

, Kα
βz
2α

⟩ = Kα

(
βz

2α
,
βz

2α

)
= exp

(
α
βz

2α

βz̄

2α

)
= exp

(
β2|z|2

4α

)
.
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Corolario 3.1.1. Si f ∈ L∞(C, dλα), entonces para todo z ∈ C se tiene que

|Pαf(z)| ≤ ∥f∥∞ exp

(
α|z|2

4

)
.

Demostración.

|Pαf(z)| = |⟨Pαf,Kz⟩| = |⟨f,Kα
z ⟩| =

∣∣∣∣ ∫
C

f(w)Kα
z (w) dλα(w)

∣∣∣∣
≤
∫
C

|f(w)||Kα
w(z)| dλα(z) ≤ ∥f∥∞

∫
C

| exp(αwz)| dλα(w)

= ∥f∥∞ exp

(
α|z|2

4

)
.

Definición 3.1.1. Sea a ∈ C, se define el operador Ua : L
2(C, dλα) → L2(C, dλα) por

Uaf = (f ◦ φa) k
α
a f ∈ L2(C, dλα),

donde φa(z) = a−z, z ∈ C y kα
a es el núcleo reproductor normalizado del espacio de Fock (Fórmula

2.4).

Dado f ∈ L2(C, dλα) y z ∈ C, se tiene que

U2
af(z) = Ua(Uaf)(z) = kα

a (z)(Uaf)(a− z) = kα
a (z)k

α
a (a− z)f(z)

= exp

(
αāz − α|a|2

2

)
exp

(
αā(a− z)− α|a|2

2

)
f(z)

= f(z),

Esto es
U2
a = I. (3.1)

Por otro lado, para f, g ∈ L2(C, dλα)

⟨Uaf, g⟩ =
∫
C

Uaf(z)g(z) dλα(z) =

∫
C

kα
a (z)f(a− z)g(z) dλα(z)

=
α

π

∫
C

kα
a (a− z)f(z)g(a− z) exp(−α|z − a|2) dA(z)

=
α

π

∫
C

exp

(
αa(a− z)− α|a|2

2

)
exp(−α|z − a|2)f(z)g(a− z) dA(z)

=
α

π

∫
C

exp

(
αza− α|a|2

2
− α|z|2

)
f(z)g(a− z) dA(z)

=

∫
C

f(z)ka(z)g(a− z) dλα(z) = ⟨f, Uag⟩.
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Aśı
U∗
a = Ua. (3.2)

Usando (3.1) y (3.2) se tiene que el operador Ua es unitario. Además puesto que U2 = I y dado
que F 2

α es invariante bajo Ua entonces.

PαUa = UaPα.

En efecto, sea f ∈ L2(C, dλα) entonces existe g ∈ F 2
α y h en el complemento ortogonal de F 2

α tal
que f = g + h. Notemos PαU(h) = 0, pues si h = 0 es claro y si h ̸= 0 entonces Ua(h) /∈ F 2

α pues
F 2
α en invariante bajo Ua y U2 = I. Por lo cual

UaPα(f) = UaPα(g + h) = Ua(g) = PαUa(g)

= PαUa(g) + PαUa(h) = PαUa(f)

La siguiente proposición muestra la imagen, bajo un operador de Toeplitz, de kα
z (y por consiguiente

de Kα
z ).

Proposición 3.1.3. Sea f ∈ L∞(C, dλα) entonces

Tf (k
α
z ) = Uz(Pα(f ◦ φz)) = (Pα(f ◦ φz) ◦ φz)k

α
z .

Demostración.

Tf (k
α
z ) = Pα(fk

α
z ) = Pα((f ◦ φz ◦ φz)k

α
z ) = Pα(Uz(f ◦ φz))

= Uz(Pα(f ◦ φz)) = (Pα(f ◦ φz) ◦ φz)k
α
z .

Lema 3.1.1. Sea F : C × C → [0,∞) una función Lebesgue medible, para la cual existe C1 > 0
tal que

F (w, z) ≤ C1 exp

(
α|z|2

4

)
, z, w ∈ C. (3.3)

Entonces existe C2 > 0 tal que para todo w ∈ C se tiene que

∫
C

F (w,φw(z))

∣∣∣∣ exp(αzw +
α|z|2

2

) ∣∣∣∣ dλα(z) ≤ C2 exp

(
α|w|2

2

)∫
C

F (w, z)2 dλα(z)

 1
4

.

Demostración. Realizando el cambio de variable u = w − z se tiene que∫
C

F (w,φw(z))

∣∣∣∣ exp(αzw +
α|z|2

2

) ∣∣∣∣ dλα(z) =
α

π
exp

(
α|w|2

2

)∫
C

F (w, u) exp

(
−α|u|2

2

)
dA(u).

Sea

Σ =

∫
C

F (w, u) exp

(
−α|u|2

2

)
dA(u).
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Aplicando la desigualdad de Hölder y (3.3) se tiene que

Σ =

∫
C

(
F (w, u) exp

(
−3α|u|2

8

))
exp

(
−α|u|2

8

)
dA(u)

≤

∫
C

F (w, u)4 exp

(
−3α|u|2

8

)4

dA(u)

 1
4
∫
C

exp

(
−α|u|2

8

) 4
3

dA(u)

 3
4

≤
(
6π

3

) 2
3

∫
C

C2
1 exp

(
α|u|2

2

)
F (w, u)2 exp

(
−3α|u|2

2

)
dA(u)

 1
4

=

(
6π

3

) 2
3 √

C1

(π
α

)4α

π

∫
C

F (w, u)2 exp(−α|u|2)dA(u)

 1
4

=
√
C1

(
6π

3

) 2
3 (π

α

)4∫
C

F (w, u)2 dλα(u)

 1
4

.

Tomando C2 =
√
C1

(
6π
3

) 2
3
(
π
α

)3
se obtiene el resultado deseado.

Lema 3.1.2. Sea f ∈ L∞(C, dλα) entonces para todo z ∈ C se tiene que∫
C

|Pα(f ◦ φw)(φw(z))K
α
w(z)|Kα

w(w)
1
2 dλα(w) ≤ 4∥f∥∞Kα

z (z)
1
2

y ∫
C

|f(w)− Pα(f ◦ φw)(φw(z))K
α
w(z)|Kα

w(w)
1
2 dλα(w) ≤ 6∥f∥∞Kα

z (z)
1
2 .

Demostración. Por las proposiciones 3.1.2 y 3.1.3 se tiene que

|Pα(f ◦ φw)(φw(z))K
α
w(z)| = |Tf (K

α
w)(z)| =

∣∣∣∣ ∫
C

f(u)Kα
w(u)K

α
u (z) dλα(u)

∣∣∣∣
≤ ∥f∥∞

∫
C

|Kα
w(u)||Kα

u (z)| dλα(u).

= ∥f∥∞
∫
C

| exp(αu(w + z)| dλα(u)

= ∥f∥∞ exp

(
α2|w + z|2

4α

)
= ∥f∥∞ exp

(
α|w + z|2

4

)
.
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Utilizando la desigualdad anterior y definiendo

Σ1 =

∫
C

|Pα(f ◦ φw)(φw(z))||Kα
w(z)|Kα

w(w)
1
2 dλα(w),

se tiene que

Σ1 ≤ ∥f∥∞
∫
C

exp

(
α|w + z|2

4

)
Kα

w(w)
1
2 dλα(w)

=
α

π
∥f∥∞

∫
C

exp

(
α|w + z|2

4
− α|w|2

2

)
dA(w)

=
α

π
∥f∥∞ exp

(
α|z|2

4

)∫
C

∣∣∣∣ exp(αwz

4

) ∣∣∣∣2 exp(−α|w|2

4

)
dA(w)

= 4∥f∥∞ exp

(
α|z|2

4

)∫
C

∣∣∣∣ exp(αwz

4

) ∣∣∣∣2 dλα
4
(w)

= 4∥f∥∞ exp

(
α|z|2

4

)
exp

(
α|z|2

4

)
= 4∥f∥∞ exp

(
α|z|2

2

)
= 4∥f∥∞Kα

z (z)
1
2 .

Procederemos a demostrar la segunda desigualdad del lema. Sean z ∈ C,

Σ2 =

∫
C

|f(w)||Kα
w(z)|Kα

w(w)
1
2 dλα(w)

y

Σ3 =

∫
C

|f(w)− Pα(f ◦ φw)(φw(z))K
α
w(z)|Kα

w(w)
1
2 dλα(w).

Notemos que

Σ2 ≤ ∥f∥∞
∫
C

exp(Re(αzw)) exp

(
α|w|2

2

)
dλα(w)

= 2∥f∥∞ exp

(
α|z|2

2

)∫
C

α

2π
exp

(
−α|w − z|2

2

)
dλα(w)

= 2∥f∥∞ exp

(
α|z|2

2

)∫
C

dλα
2
(w)

= 2∥f∥∞ exp

(
α|z|2

2

)
= 2∥f∥∞Kα

z (z)
1
2 .

Usando que Σ3 ≤ Σ1 + Σ2 y las cotas superiores para Σ1 y Σ2, se obtiene el resultado deseado.
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El siguiente lema nos garantiza que, para todo z ∈ C, el núcleo normalizado kα
z converge débilmente

a cero en F 2
α cuando z → ∞. El resultado se sigue de [8], Corolario 2.8, y de que el conjunto de

polinomios es denso en F 2
α.

Lema 3.1.3. Si f ∈ F 2
α entonces

ĺım
z→∞

exp

(
−α|z|2

2

)
f(z) = 0.

Demostración. Dado f ∈ F 2
α y ε > 0 entonces para ε

2
existe un polinomio p tal que

∥f − p∥ <
ε

2

Puesto que

|f(z)− p(z)| ≤ ∥f − p∥ exp
(
α|z|2

2

)
entonces

|f(z)| exp
(
−α|z|2

2

)
<

ε

2
+ |p(z)| exp

(
−α|z|2

2

)
Notemos que

ĺım
z→∞

|p(z)| exp
(
−α|z|2

2

)
= 0

Por lo tanto para ε
2
existe M > 0 tal que para todo |z| > M

|p(z)| exp
(
−α|z|2

2

)
<

ε

2

Por lo tanto

|f(z)| exp
(
−α|z|2

2

)
< ε

Proposición 3.1.4. Sea f ∈ L∞(C, dλα), el operador de Toeplitz Tf es compacto si y solo si

ĺım
w→∞

∥Pα(f ◦ φw)∥ = 0.

Demostración. Primeramente supongamos que Tf es compacto. Sean z ∈ C y g ∈ F 2
α, entonces

g(z) = ⟨g,Kα
z ⟩.

Luego

exp

(
−α|z|2

2

)
g(z) = ⟨g, kα

z ⟩.

Por el Lema 3.1.3, kα
z converge débilmente a cero en F 2

α, cuando z → ∞. Puesto que Tf es compacto

ĺım
w→∞

∥Tf (k
α
w)∥ = 0.
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Por la Proposición 3.1.3 y debido a que el operador Uw en la Definición 3.1.1 es unitario, se tiene
que

∥Tf (k
α
w)∥ = ∥Uw(Pα(f ◦ φw))∥ = ∥Pα(f ◦ φw)∥.

Ahora supongamos que

ĺım
w→∞

∥Pα(f ◦ φw)∥ = 0.

Se mostrará que T ∗
f es compacto y, por consiguiente, Tf también lo es. Sea h ∈ F 2

α entonces

T ∗
f h(w) = ⟨T ∗

f h,K
α
w⟩ = ⟨h, TfK

α
w⟩ = ⟨h, (Pα(f ◦ φw) ◦ φw)K

α
w⟩

=

∫
C

h(z)(Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z))Kα
w(z) dλα(z).

Sea R > 0 y definamos la transformación lineal SR : F 2
α → L2(C, dλα) por la siguiente fórmula:

SR(h)(w) = χB(0,R)(w)T
∗
f h(w), w ∈ C.

Entonces se tiene que

SR(h)(w) = χB(0,R)(w)

∫
C

h(z)Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)Kα
w(z) dλα(z)

=

∫
C

χB(0,R)(w)h(z)Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)K
α
z (w) dλα(z)

=

∫
C

G(w, z)Kα
z (w)h(z) dλα(z) . (3.4)

Con

G(w, z) = χB(0,R)(w)Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z).

Dado w ∈ C se tiene que∫
C

|G(w, z)|2|Kα(w, z)|2 dλα(z) =

∫
C

χB(0,R)(w)|Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)K
α
w(z)|2 dλα(z)

≤
∫
C

|Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)K
α
w(z)|2 dλα(z)

=

∫
C

|Tf (K
α
w)(z)|2 dλα(z)

= ∥Tf (K
α
w)∥2 < ∞ .
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De manera similar, para z ∈ C, se tiene que∫
C

|G(w, z)|2|Kα(w, z)|2 dλα(w)

=

∫
C

χB(0,R)(w)|Tf (K
α
w)(z)|2 dλα(w)

=

∫
C

χB(0,R)(w)|⟨Tf (K
α
w), K

α
z ⟩|2 dλα(w)

≤
∫
C

χB(0,R)(w)∥Tf (K
α
z )∥2∥Kα

w∥2 dλα(w)

≤ ∥f∥2∞∥Kα
z ∥2

∫
C

χB(0,R)(w)∥Kα
w∥2 dλα(w)

= ∥f∥2∞Kα
z (z)

∫
C

χB(0,R)(w)K
α
w(w) dλα(w) < ∞ .

Por lo cual aplicando Teorema de Fubini y las proposiciones 3.1.1 y 3.1.3 se tiene que∫
C

∫
C

|G(w, z)|2|Kα(w, z)|2 dλα(w) dλα(z)

=

∫
C

∫
C

χB(0,R)(w)|Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)|2||Kα
w(z)|2 dλα(w) dλα(z)

=

∫
C

χB(0,R)(w) exp(α|w|2)

∫
C

|Pα(f ◦ φw)(w − z)|2|kα
w(z)|2 dλα(z)

 dλα(w)

=

∫
C

χB(0,R)(w) exp(α|w|2)∥Pα(f ◦ φw)∥2 dλα(w)

=
α

π

∫
B(0,R)

∥Pα(f ◦ φw)∥2dA(w) =
α

π

∫
B(0,R)

∥UwPα(f ◦ φw)∥2 dA(w)

=
α

π

∫
C

∥Tfk
α
w∥2 dA(w) ≤

α

π
∥Tf∥2

∫
B(0,R)

dA(w) = αR2∥Tf∥2 < ∞ .

Por lo tanto

G(w, z)Kα(w, z)

Es Hilbert–Schmidt kernel, y por (3.4) el operador integral de Hilbert-Schmidt asociado es el
operador SR y por consiguiente el operador SR es compacto.
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Ahora mostremos que T ∗
f se puede aproximar por operadores compactos. Esto último implica que

T ∗
f es compacto y, a su vez, que Tf lo es. Sea g ∈ F 2

α entonces

(T ∗
f − SR)(g(w))

=

∫
C

g(z)(Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z))Kw(z) dλα(z)

−
∫
C

χB(0,R)(w)Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)Kz(w)g(z) dλα(z)

=

∫
C

g(z)(1− χB(0,R)(w))(Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z))Kw(z) dλα(z)

Ahora haremos uso del Test de Schur (Lemma 2.14 de [8]) para acotar a la norma de Tf −SR. Sea

H(w, z) = (1− χB(0,R(w))(Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z)Kw(z)

y

h(z) = Kz(z)
1
4 .

Notemos que por el Lema 3.1.2 se tiene que∫
C

|H(w, z)|h(w)2 dλα(w)

=

∫
C

|(1− χB(0,R)(w))(Pα(f ◦ φw) ◦ φw(z))Kw(z)|Kw(w)
1
2 dλα(w)

≤ 4∥f∥∞h(z)2,

para todo z ∈ C. Definimos

F (w, z) = (1− χB(0,R)(z))|Pα(f ◦ φw)(z)|.

Por el Corolario 3.1.1 se tiene que

F (w, z) ≤ ∥f ◦ φw∥∞ exp

(
α|z|2

4

)
≤ ∥f∥∞ exp

(
α|z|2

4

)
.

Notemos que

|H(w, z)| = F (w,φw(z))|Kw(z)|.
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Por el Lema 3.1.1 existe C > 0 tal que∫
C

|H(w, z)|h(z)2 dλα(z)

=

∫
C

F (w,φw(z))| exp
(
αzw +

α|z|2

2

)
| dλα(z)

≤ C exp

(
α|w|2

2

)∫
C

F (w, z)2 dλα(z)

 1
4

= C h(w)2(1− χR(w))∥Pα(f ◦ φw)∥
1
2 .

Puesto que
∥Pα(f ◦ φw)∥ = ∥Tf (k

α
w)∥ ≤ ∥f∥∞∥(kα

w)∥ = ∥f∥∞
Entonces

sup{∥Pα(f ◦ φw)∥
1
2 : |w| > R} < ∞

Por el Test de Schur existe una constante positiva C > 0 tal que

∥T ∗
f − SR∥ ≤ C sup{∥Pα(f ◦ φw)∥

1
4 : |w| > R}

Puesto que
ĺım
w→∞

∥Pα(f ◦ φw)∥ = 0

Entonces
ĺım
w→∞

∥T ∗
f − SR∥ = 0

Puesto que los operadores SR son compactos entonces T ∗
f es compacto. por lo tanto Tf también lo

es.
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Caṕıtulo 4

Operadores de Toeplitz con śımbolos no
acotados

En este caṕıtulo estudiamos operadores de Toeplitz definidos en el espacio de Fock F 2
α cuando los

śımbolos no son acotados. Se definen un par de extensiones del operador de Toeplitz y se estudian
sus propiedades. Se dan condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando un operador
de Toeplitz es cerrado en términos de un core. Este resultado es es muy importante para la segunda
parte del caṕıtulo en la cual se estudian los operadores de Toeplitz con śımbolo radial en el Espacio
de Fock sin peso. En particular, se estudian los resultados en [1] que relacionan un operador de
Toeplitz con śımbolo radial con un operador de multiplicación en un subespacio de ℓ2. Esto se hace
a través de un operador unitario. El operador de multiplicación mencionado arriba es una extensión
de un operador unitariamente equivalente al operador de Toeplitz. Dicha extensión es en general
propia. Sin embargo, existen operadores donde se da la igualdad. El resultado más importante de
este trabajo es precisamente que se dan condiciones necesarias y suficientes para que la igualdad
mencionada sea válida. Puesto que el operador de multiplicación es cerrado entonces se obtienen
condiciones para determinar cuando un operador de Toeplitz con śımbolo radial es cerrado.

Los resultados de la primera parte del caṕıtulo están basados en [1], [2] y [3].

4.1. Operadores de Toeplitz

Sea φ : C → C una función Lebesgue medible. El operador de Toeplitz Tφ : D(Tφ) → F 2
α con

śımbolo φ, está dado por
Tφf = Pα(φf),

donde
D(Tφ) = {f ∈ F 2

α : φf ∈ L2(C, dλα)}.

Para f ∈ D(Tφ) y z ∈ C, se tiene que

Tφf(z) =

∫
C

φ(w)f(w)Kα
w(z) dλα(w).
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Aśı pues, una manera natural de extender el operador Tφ es mediante la integral anterior. Esto es,
definimos

Πφ : D(Πφ) → F 2
α

de la siguiente manera

Πφf(z) =

∫
C

φ(w)f(w)Kα
w(z) dλα(w) =

∫
C

φ(w)f(w)Kα
z (w) dλα(w),

donde

D(Πφ) = {f ∈ F 2
α : φfKα

z ∈ L1(C, dλα) para todo z ∈ C y Πφf ∈ F 2
α}

= {f ∈ F 2
α : φfKα

z ∈ L1(C, dλα) para todo z ∈ C y Πφf ∈ F 2
α}. (4.1)

Por la Proposición 2.1.4 el conjunto {zn : n ∈ N0} es una base ortogonal del espacio de Fock; por
lo cual, si f ∈ D(Tφ), entonces existe rf ∈ L2(C, dλα) tal que

φf = Pα(φf) + rf = Tφ(f) + rf

y para toda n ∈ N0 se tiene que ∫
C

rf (w)w
n dλα(w) = 0.

Por lo cual otra forma natural de extender el operador Tφ es la siguiente: Sea Qφ : D(Qφ) → F 2
α,

donde

D(Qφ) = {f ∈ F 2
α : existe rf ∈ L1(C, dλα) tal que

φf − rf ∈ F 2
α y

∫
C

rf (w)w
n dλα(w) = 0 para todo n ∈ N0 }

y
Qφf = φf − rf , f ∈ D(Qφ).

Notemos que Qφ está bien definida, pues si existen r1, r2 en L1(C, dλα) tales que

φf − ri ∈ F 2
α y

∫
C

ri(w)w
n dλα(w) = 0 para todo n ∈ N0,

con i = 1, 2, entonces
r2 − r1 = φf − r1 − (φf − r2) ∈ F 2

α.

Puesto que r2 − r1 está en el complemento ortogonal del conjunto {zn}n∈N0 , y este es base de F 2
α,

se tiene que
φf − r1 = φf − r2 o equivalentemente r1 = r2.

Sabemos que Πφ y Qφ son extensiones de Tφ, más adelante presentamos la relación entre ellas.
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Lema 4.1.1. Sea R > 0 y m ∈ N0 entonces existen a1, ..., an ∈ C y C > 0 tales que para todo
z ∈ B(0, R) se tiene que

|wmKα
z (w)| ≤ C

n∑
j=1

|Kα
aj
(w)|, w ∈ C,

donde el núcleo reproductor Kα
z (w) está dado por la Fórmula 2.3.

Demostración. Sea z = z1 + iz2 ∈ B(0, R), w = w1 + iw2 ∈ C. Notemos que

|wmKα
z (w)| ≤ (|w1|+ |w2|)m| exp(αzw)|

= (|w1|+ |w2|)m exp(α(z1w1 + z2w2))

=
m∑
j=1

(
m

j

)
|w1|j exp(αz1w1)|w2|m−j exp(αz2w2)

≤
m∑
j=1

m! exp(|w1|+ αz1w1) exp(|w2|+ αz2w2) . (4.2)

Puesto que, para l = 1, 2,

|wl|+ αzlwl ≤ |wl|+ α|zlwl| ≤ |wl|+ αR|wl|,

se tiene que

exp(|wl|+ αzlwl) ≤ exp((1 + αR)|wl|).

Notemos que

exp((1 + αR)|w1|) =


| exp((1 + αR)w)| si w1 ≥ 0,

| exp(−(1 + αR)w)| si w1 < 0.

Similarmente

exp((1 + αR)|w2|) =


| exp(−i(1 + αR)w)| si w2 ≥ 0,

| exp(i(1 + αR)w)| si w2 < 0.

Por lo tanto

exp(|w1|+ αz1w1) ≤ |Kα
1+αR

α

(w)|+ |Kα
−(1+αR)

α

(w)|

y

exp(|w2|+ αz2w2) ≤ |Kα
−i(1+αR)

α

(w)|+ |Kα
i(1+αR)

α

(w)|.

Además dados a, b ∈ C se tiene que Kα
aK

α
b = Kα

a+b con lo cual la Fórmula 4.2 implica que existen
a1, ..., an ∈ C y C1, ..., Cn > 0 tales que

|wmKα
z (w)| ≤

n∑
j=1

Cj|Kα
aj
(w)| ≤ C

n∑
j=1

|Kα
aj
(w)|,

donde C = máx{Cj}nj=1.
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Corolario 4.1.1. Sean z ∈ C y m ∈ N0, entonces existen a1, ..., an ∈ C y C > 0 tal que

|wmKα
z (w)| ≤ C

n∑
j=1

|Kα
aj
(w)|.

Para todo w ∈ C.

Demostración. Sea R = |z|+ 1 y apliquemos la proposición anterior.

Proposición 4.1.1. Sea r : C → C una función Lebesgue medible tal que para todo z ∈ C se
tiene que rKα

z ∈ L1(C, dλα) entonces, la función Φ : C→ C dada por

Φ(z) =

∫
C

r(w)Kα
z (w) dλα(w),

es una función entera y además

dk

dzk
Φ(z) =

∫
C

r(w)wkKα
z (w) dλα(w).

Demostración. Sea R > 0, definimos h : C×B(0, R) → C, de la siguiente manera

h(w, z) = r(w)Kα
z (w) = r(w) exp(αwz).

Notemos que

Para todo z ∈ C, hz := h(·, z) ∈ L1(C, dλα).

Para todo w ∈ C, hw := h(w, ·) es holomorfa y

dk

dzk
hw(z) = r(w)αkwk exp(αwz).

La Ecuación anterior y el Lema 4.1.1 implican que existen a1, ..., an ∈ C y C > 0 tales que
para todo z ∈ B(0, R)∫

C

∣∣∣∣ dk

dzk
hw(z)

∣∣∣∣ dλα(w) =

∫
C

|r(w)αkwkKα
z (w)| dλα(w)

≤ Cαk

n∑
j=1

∫
C

|r(w)Kα
aj
(w)| dλα(w) < ∞

Aśı

sup


∫
C

∣∣∣∣ dk

dzk
hw(z)

∣∣∣∣ dλα(w) : z ∈ B(0, R)

 < ∞.
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Aśı pues por el primer Teorema en [5] podemos derivar bajo el signo de la integral y se tiene que

dk

dzk
Φ(z) =

∫
C

r(w)wkKα
z (w) dλα(w).

Como consecuencia de la proposición anterior se tiene que (4.1) se reduce a

D(Πφ) = {f ∈ F 2
α : φfKα

z ∈ L1(C, dλα) para todo z ∈ C y Πφ(f) ∈ L2(C, dλα)}.

Proposición 4.1.2. Sea φ : C→ C una función Lebesgue medible entonces

Tφ ⊆ Πφ ⊆ Qφ.

Demostración. Sabemos que Tφ ⊆ Πφ. Sea f ∈ D(Πφ), esto implica que φfKα
z ∈ L1(C, dλα) y

que Πφ(f) ∈ L2(C, dλα) ⊂ L1(C, dλα). Definamos r = φf −Πφ(f); entonces, dado z ∈ C tenemos
que∫
C

|r(w)Kα
z (w)| dλα(w) ≤

∫
C

|φ(w)f(w)Kα
z (w)| dλα(w) +

∫
C

|Πφ(f)(w)Kα
z (w)| dλα(w) < ∞ .

Además∫
C

r(w)Kα
z (w) dλα(w) =

∫
C

φ(w)f(w)Kα
z (w) dλα(w)−

∫
C

Πφf(w)Kα
z (w) dλα(w)

= Πφf(z)− ⟨Πφf,K
α
z ⟩

= Πφf(z)− Πφf(z) = 0 .

(4.3)

Sea h : C×B(0, 1) → C, dada por

h(w, z) = r(w)Kα
z (w).

Luego, por la Proposición 4.1.1, para todo k ∈ N0 se tiene que

∫
C

αkwkr(w) dλα(w) =

 ∂k

∂zk

∫
C

h(w, z) dλα(w)

∣∣∣∣
z=0

= 0.

Por lo tanto

Πφ ⊆ Qφ.
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Veamos que las extensiones anteriores pueden ser propias.

Sea g la función constante 1. Definamos φ : C→ C por la fórmula

φ(w) =
1

2α
exp(α|w|2 − |w|).

Para toda n ∈ N0 se tiene que∫
C

|(φ(w)g(w)− 1)wn| dλα(w) ≤
1

2π

∫
C

|w|n exp(−|w|) dA(w) +
∫
C

|w|n dλα(w) < ∞.

Además para todo n ∈ N0 se tiene que∫
C

(φ(w)g(w)− 1)wn dλα(w) =
1

2π

∫
C

exp(−|w|)wn dA(w) +

∫
C

wn dλα(w)

=
1

2π

∞∫
0

2π∫
0

rn+1 exp(−iθn) exp(−r)drdθ = 0.

Por otro lado,

∫
C

(φ2(w)g(w)− 1) dλα(w) =
1

2π

∫
C

exp(−|w|) dA(w)− 1 =
1

2π

∞∫
0

2π∫
0

r exp(−r)dθdr − 1 = 0.

Por lo anterior g ∈ D(Qφ2),

Qφ(g) = g y rg = φg − 1.

Por otro lado g /∈ D(Πφ) pues∫
C

|φ(w)g(w)Kα
1
α
(w)| dλα(w) =

1

2π

∫
C

exp(−|w|+Re(w)) dA(w) = ∞.

La Proposición 4.1.2 nos brinda otra manera de definir Πφ.

Proposición 4.1.3. Sea φ : C→ C una función Lebesgue medible entonces

D(Πφ) = {f ∈ F 2
α : existe rf ∈ L1(C, dλα) tal que

φf − rf ∈ F 2
α y

∫
C

rf (w)Kα
z (w) dλα(w) = 0 para todo z ∈ C}. (4.4)

Además

Πφf = φf − rf .
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Demostración. Supongamos que f ∈ D(Πφ), entonces definimos rf = φf − Πφf , notemos que
rf ∈ L1(C, dλα), pues φf = φfKα

0 ∈ L1(C, dλα) y Πφf ∈ L2(C, dλα). Por (4.3) se tiene que∫
C

rf (w)Kα
z (w) dλα(w) = 0 ∀ z ∈ C.

Si existe rf ∈ L1(C, dλα) tal que q := φf − rf ∈ F 2
α y para todo z ∈ C∫

C

rf (w)Kα
z dλα(w) = 0.

Entonces φfKα
z = qKz + rfK

α
z ∈ L1(C, dλα) y

Πφf(z) =

∫
C

φ(w)f(w)Kα
z (w) dλα(w) =

∫
C

q(w)Kα
z (w) dλα(w) = ⟨q,Kα

z ⟩ = q(z).

Denotemos por P al conjunto de polinomios y sea K = Span{Kz : z ∈ C}.

Proposición 4.1.4. Si P ⊆ D(Tφ) y T = Tφ

∣∣
P, entonces T

∗ = Qφ y si K ⊆ D(Tφ) y T1 = Tφ

∣∣
K,

entonces T ∗
1 = Πφ.

Demostración. Puesto que P es denso en F 2
α entonces T ∗ está bien definida.

Primeramente mostremos que Qφ ⊆ T ∗. Sea f ∈ D(Qφ), entonces existe rf ∈ L1(C, dλα) tal que

q := φf − rf ∈ F 2
α y

∫
C

rf (w)w
n dλα(w) = 0 ∀ n ∈ N0.

Sea g ∈ P, luego

⟨Tg, f⟩ = ⟨Tφg, f⟩ = ⟨φg, f⟩ =
∫
C

φ(w)g(w)f(w) dλα(w) =

∫
C

g(w)φ(w)f(w) dλα(w)

=

∫
C

g(w)(q(w) + rf (w)) dλα(w) = ⟨g, q⟩+
∫
C

g(w)rf (w) dλα(w) = ⟨g, q⟩ = ⟨g,Qφf⟩ .

Por la definición del adjunto de un operador se tiene que

D(Qφ) ⊆ D(T ∗) y T ∗f = Qφf.

La correspondiente demostración para T1 se realiza de forma análoga tomando f ∈ D(Πφ), g ∈ K
y aplicando la Proposición 4.1.3.
Ahora mostremos que T ∗ ⊆ Qφ. Sea h ∈ D(T ∗) y p ∈ P. Notemos que

⟨h, φp⟩ = ⟨Tφp, h⟩ = ⟨Tp, h⟩ = ⟨p, T ∗h⟩ = ⟨T ∗h, p⟩.
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Por lo cual ∫
C

(
h(w)φ(w)− T ∗h(w)

)
p(w) dλα(w) = 0. (4.5)

Definamos rh = φh− T ∗h. Puesto que φh− rh = T ∗h ∈ F 2
α y utilizando (4.5) se tiene que

h ∈ D(Qφ) y Qφh = T ∗h.

Por lo tanto Qφ = T ∗h.
De nueva cuenta, la correspondiente demostración para T1 se realiza de igual manera solo tenemos
que tomar h ∈ D(T ∗

1 ), p ∈ K y aplicar la Proposición 4.1.3.

La proposición anterior tiene como consecuencia un importante corolario.

Corolario 4.1.2. Sea T como en la proposición anterior. Entonces

1. Qφ es cerrado.

2. Q∗
φ = T .

3. Tφ = Q∗
φ ⊆ Qφ.

4. Si Tφ = T = T ∗
φ, entonces

Tφ = Π∗
φ = Q∗

φ.

Demostración. 1. El resultado se sigue de que el operador adjunto siempre es cerrado.

2. Por la proposición anterior T ∗ = Qφ. Además

P ⊆ D(T ) ⊆ D(Tφ) = D(Tφ) ⊆ D(Qφ).

Entonces T ∗ es densamente definido. Entonces por el Teorema 10.2-1 inciso b) en [4] sabemos
que

T ⊆ T ∗∗

Y puesto que el operador adjunto es cerrado entonces

T ⊆ T ∗∗

Por el Teorema 10.2-1 inciso a) en [4] sabemos que dado dos operadores densamente definidos
S1, S2 tal que S1 ⊆ S2 entonces

S∗
2 ⊆ S∗

1

Por lo cual
T ∗∗ ⊆ T

∗∗

Por el Teorema 13.12 en [7] se sigue que

T = T
∗∗

Aśı pues
T ⊆ T ∗∗ ⊆ T

∗∗
= T

Por lo tanto
T = T ∗∗ = Q∗

φ
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3. Aplicamos la proposición anterior y el inciso anterior a Tφ

∣∣
P entonces

Tφ

∣∣
P = Q∗

φ ⊆ (Tφ

∣∣
P)

∗ = Qφ.

4. Puesto que P ⊆ D(Tφ) el cual es denso entonces existe los operadores adjuntos de Tφ,Πφ y
Qφ. Por el inciso 2 sabemos que T = Q∗

φ. Por lo tanto

T = Q∗
φ ⊆ Π∗

φ ⊆ T ∗
φ = Tφ = T .

Lema 4.1.2. Sea φ : C → C una función medible. Entonces φKz ∈ L2(C, dλα) para todo z ∈ C
si y solo si para todo z ∈ C se tiene que∫

C

|φ(w)|2|Kα
z (w)| dλα(w) < ∞. (4.6)

Demostración. Basta recordar que Kα
z (w) = exp(αzw).

Denotemos por A al álgebra generada por P ∪K.

Proposición 4.1.5. Sea φ : C → C una función medible. Si K ⊆ D(Tφ) entonces A ⊆ D(Tφ),
además Πφ = Qφ y

Tφ

∣∣
P = Tφ

∣∣
K = Tφ

∣∣
A.

Demostración. Supongamos que Kα
z ⊆ D(Tφ) para todo z ∈ C. Entonces dado m ∈ N ∪ {0} y

z ∈ C se tiene que∫
C

|φ(w)Kα
z (w)w

m|2 dλα(w) =

∫
C

|φ(w)|2|Kα
2z(w)w

2m| dλα(w).

Por el Corolario 4.1.1 existe C > 0 y a1, ..., as tales que

|Kα
2z(w)w

2m| ≤ C

s∑
j=1

|Kα
aj
(w)|.

Por lo anterior y Lema 4.1.2 se tiene que∫
C

|φ(w)Kα
z (w)w

m|2 dλα(w) ≤ C

s∑
j=1

∫
C

|φ(w)|2|Kα
aj
(w)| dλα(w) < ∞.

Por lo tanto para todo z ∈ C y m ∈ N0

Kα
z (w)w

m ∈ D(Tφ).
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Puesto que A está generado por los elementos anteriores entonces

A ⊆ D(Tφ).

Ahora demostremos que Πφ = Qφ. Sea f ∈ D(Qφ) entonces existe rf ∈ L1(C, dλα) tal que

φf − rf ∈ F 2
α y

∫
C

rf (w)w
n dλα(w) = 0 ∀ n ∈ N ∪ {0}.

Puesto que K ⊆ D(Tφ) y f ∈ F 2
α entonces

Kα
z φf ∈ L1(C, dλα).

Además como φf − rf ∈ F 2
α entonces Kα

z (φf − rf ) ∈ L1(C, dλα).
Por lo tanto, para todo z ∈ C,

Kα
z rf = Kα

z fφ−Kα
z (fφ− rf ) ∈ L1(C, dλα).

Entonces por la Proposición 4.1.1 se tiene que la función Φ : C→ C, dada por

Φ(z) =

∫
C

r(w)Kα
z (w) dλα(w),

es una función entera y
dk

dzk
Φ(z) =

∫
C

rf (w)wkKα
z (w) dλα(w).

Por lo cual para toda k ∈ N0(
dk

dzk
Φ(z)

) ∣∣
z=0

= αk

∫
C

rf (w)w
k dλα(w) = 0.

Aśı pues Φ es la función constante cero y por la Proposición 4.1.3 se sigue que

f ∈ D(Πφ) y Πφ(f) = φf − rf = Qφ(f).

Por lo tanto

Qφ = Πφ.

En la proposición anterior no se pueden intercambiar los roles de K y P. Esto es, si P ⊆ D(Tφ)
entonces no necesariamente K ⊆ D(Tφ). Por ejemplo sea

φ(z) = exp
(α
2
|z|2 − |Re(z)| − | Im(z)|

)
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Para n ∈ N ∪ {0}, se tiene que∫
C

|znφ(z)|2 dλα(z) =
α

π

∫
C

|z|2n exp(−2(|Re(z)|+ | Im(z)|)) dA(z)

≤ α

π

∫
C

(|Re(z)|+ | Im(z)|)2n exp(−2(|Re(z)|+ | Im(z)|)) dA(z)

=
α

π

∫
C

2n∑
k=0

(
2n

k

)
|Re(z)|k exp(−2|Re(z))| Im(z)|2n−k exp(−2| Im(z)|) dA(z)

≤ α

π

∫
C

2n∑
k=0

(
2n

k

)
k! exp(−|Re(z)|)(2n− k)! exp(−| Im(z)|) dA(z)

=
α

π

2n∑
k=0

(
2n

k

)
k!(2n− k)!

∫
C

exp(−|Re(z)| − | Im(z)|) dA(z) < ∞.

Aśı P ∈ D(Tφ).

Por otro lado

∫
C

|φ(z)Kα
2 (z)|2 dλα(z) =

α

π

∫
C

exp(−2(|Re(z)|+ | Im(z)|)) exp(4Re(z)) dA(z) = ∞

por lo que Kα
2 /∈ D(Tφ).

La siguiente proposición nos brinda una manera de determinar si un operador de Toeplitz es cerrado
en términos de su core.

Proposición 4.1.6. Sea φ : C → C una función medible y D un core para Tφ entonces Tφ es
cerrado si y solo si existe C ≥ 0 tal que

∥φf∥2 ≤ C(∥f∥2 + ∥Tφf∥2), ∀ f ∈ D . (4.7)

Demostración. Sabemos que el operador de multiplicaciónMφ : D(Mφ) ⊆ L2(C, dλα) → L2(C, dλα)
es cerrado. Definimos S := Mφ

∣∣
D(Mφ)∩F 2

α
el cual es un operador cerrado, pues F 2

α es cerrado. Note-

mos que D(Mφ) ∩ F 2
α = D(Tφ) y

∥Tφf∥ ≤ ∥Sf∥ ∀f ∈ D(Tφ).

Por la Proposición 1.3.6 tenemos que Tφ es cerrado si y solo si existe β ≥ 0 tal que

∥f∥S ≤ β∥f∥Tφ ∀ f ∈ D .

Por lo cual si Tφ es cerrado entonces para C = β2 se tiene que

∥φf∥2 ≤ ∥f∥2 + ∥φf∥2 ≤ C(∥f∥2 + ∥Tφf∥2), ∀ f ∈ D .
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Y si existe C ≥ 0 que satisface (4.7) entonces

∥f∥2S = ∥f∥2 + ∥φf∥2 ≤ C(∥f∥2 + ∥Tφf∥2) + ∥f∥2 ≤ (C + 1)(∥f∥2 + ∥Tφf∥2) = (C + 1)∥f∥2Tφ

Para todo f ∈ D . Por lo cual definimos β =
√
C + 1.

4.2. Operadores de Toeplitz con śımbolo radial.

El objetivo de esta sección, la cual está basada en [1], es dar condiciones necesarias y suficientes
para determinar cuando un operador de Toeplitz con śımbolo radial es unitariamente equivalente
a un operador de multiplicación definido en un subespacio de ℓ2, donde

ℓ2 =

{
(xn)n∈Z :

∑
n∈Z

|xn|2 < ∞

}
.

Nos enfocaremos solamente en el caso del espacio de Fock sin peso. La primera parte de esta sección
resume los resultados de [1] y el objetivo es, bajo determinadas condiciones en su śımbolo, asociar
a un operador de Toeplitz un operador de multiplicación por una sucesión (actuando en ℓ2+). Los
resultados principales de este trabajo se encuentran a partir del Teorema 4.2.3. Se demuestra me-
diante ejemplos que no todo operador de Toeplitz con śımbolo radial es unitariamente equivalente
a un operador de multiplicación y se dan condiciones bajo las cuales se puede garantizar dicha
equivalencia unitaria.

De esta forma comenzamos por definir los śımbolos con los cuales trabajaremos. Sea φ : C → C
una función medible, decimos que φ es una función radial si

φ(z) = φ(|z|) ∀ z ∈ C.

Puesto que φ(z) está determinada por el módulo se z, entonces podemos considerar a φ como una
función definida en R+ (el conjunto de los números reales no negativos) y por ello la denotaremos
por φ = φ(r).

El primer paso para asociar un operador de multiplicación a un operador de Toeplitz es dar
las condiciones que implican la existencia de tal operador de multiplicación. Con esto en mente,
denotemos por L∞

1 (R, exp(−r2)) al espacio de todas las funciones φ = φ(r) sobre R+ tales que
para todo n ∈ N0 (N0 = N ∪ {0}).

∫
R+

|φ(r)| exp(−r2)rndr < ∞.

Bajo estas condiciones, a cada función φ = φ(r) en L∞
1 (R, exp(−r2)), se le puede asociar la sucesión

γφ = {γφ(n)}n∈N∪{0} donde

γφ(n) =

∫
R+

φ(
√
r)rn exp(−r)dr. (4.8)
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Siguiendo [1], notemos que el espacio F 2
1 se puede describir como la cerradura en L2(C, dλ1) del

conjunto de funciones derivables que satisfacen

∂

∂z
φ =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
φ = 0,

donde z = x+ iy.

Consideremos el operador unitario U1 : L
2(C, dλ1) → L2(R2, dxdy) dado por

U1(f)(z) = π− 1
2 exp(−|z|2)f(z).

Entonces F (1) := U1(F
2
1 ) es la cerradura del conjunto de todas las funciones derivables que satis-

facen

D(1)f := U1
∂

∂z
U−1
1 f =

(
∂

∂z
+

z

2

)
f =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
+ x+ iy

)
f = 0.

Descomponemos ahora L2(R2, dxdy) en coordenadas polares:

L2(R2, dxdy) = L2(R+, rdr)⊗ L2([0, 2π), dθ) = L2(R+, rdr)⊗ L2(S1),

donde S1 es la circunferencia unitaria y

dt

it
= |dt| = dθ.

En estas coordenadas el operador ∂
∂z

se descompone como

∂

∂z
=

cos θ + i sen θ

2

(
∂

∂r
+ i

1

r

∂

∂θ
+ r

)
=

t

2

(
∂

∂r
− t

r

∂

∂t
+ r

)
.

Denotemos por ℓ2(L2(R+, rdr)) al conjunto

ℓ2(L2(R+, rdr)) =

{
(fn)n∈Z : fn ∈ L2(R+, rdr) y

∑
n∈Z

∥fn∥2 < ∞

}
.

Considere ahora el operador unitario

U2 := I ⊗F : L2(R+, rdr)⊗ L2(S1) → L2(R+, rdr)⊗ ℓ2 = ℓ2(L2(R+, rdr)),

donde F es transformada de Fourier discreta. Esto es F : L2(S1) → ℓ2 y está dada por

F(f) = {cn}n∈Z

con

cn =
1√
2π

∫
S1

f(t)t−ndt

it
para todo n ∈ Z.
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Recordando que la transformada de Fourier inversa F−1 = F∗ : ℓ2 → L2(S1) está dada por

F−1(cn)n∈Z 7−→ f =
1√
2π

∑
n∈Z

cnt
n,

se tiene que el operador ∂
∂z

en coordenadas polares se transforma unitariamente en

(I ⊗F)
t

2

(
∂

∂r
− t

r

∂

∂t
+ r

)
(I ⊗F)−1{cn(r)}n∈Z =

(
1

2

(
∂

∂r
− n− 1

r
+ r

)
cn−1(r)

)
n∈Z

.

Aśı pues, la imagen F (2) := U2(F
(1)) es el subespacio de L2(R+, rdr)⊗l2 = ℓ2(L2(R+, rdr)) formado

por la cerradura de todas las sucesiones (cn(r))n∈Z tales que

1

2

(
∂

∂r
− n

r
+ r

)
cn(r) = 0, n ∈ Z.

Solucionando la ecuación anterior y considerando que la solución debe de estar en L2(R+, rdr) se
tiene que

cn(r) = bnr
n exp

(
−r2

2

)
, n ≥ 0,

y
cn(r) ≡ 0, ∀ n < 0.

Para todo n ≥ 0 se tiene que

∥cn∥2L2(R+,rdr) = b2n

∞∫
0

exp(−r2)r2n+1dr = b2n
n!

2
.

Aśı pues para cada n ∈ N0 sea

cn = bn

√
n!

2

y entonces

cn(r) =

{
cn

√
2
n!
rn exp

(
−r2

2

)
, si n ≥ 0,

0, si n < 0.

Puesto que F (2) ⊆ ℓ2(L2(R+, rdr)) entonces

∥(cn(r))n∈Z∥2 =

(∑
n∈Z

∥cn∥2L2(R+,rdr)

)2

=

(∑
n∈N0

|cn|2
)2

= ∥(cn)n∈N∥2ℓ2+ ,

Aqúı ℓ2+ denota el subespacio de ℓ2 que consiste de todas las sucesiones (an)n∈Z tales que an = 0
para todo n < 0.
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Para cada n ∈ N0 sea
un : L2(R+, dr) → L2(R+, rdr)

definido de la siguiente manera

(unf)(r) = wn(r)f(αn(r)),

donde

wn(r) =

√
2

n!
rn

(
n∑

k=0

r2k

k!

)− 1
2

y

αn(r) = r2 − ln

(
n∑

k=0

r2k

k!

)
.

Utilizaremos un nuevo operador unitario U3 : ℓ2(L2(R+, rdr)) → ℓ2(L2(R+)) = L2(R+) ⊗ ℓ2,
definido por

U3(cn(r))n∈Z = (u−1
|n|cn)(r))n∈Z.

Bajo este último operador el espacio F (2) es transformado en F (3) := U3(F
(2)) que coincide con el

espacio de todas las sucesiones (dn(r))n∈Z donde

dn = u−1
n

(
cn

√
2

n!
rn exp

(
−r2

2

))
= cn exp

(
−r

2

)
∀ n ∈ N0

y dn(r) = 0 para todo n < 0.
Sea L0 = span{l0(r)}, donde l0(r) = exp

(
− r

2

)
∈ L2(R+, dr) y tiene norma 1. La proyección

ortogonal P0 : L
2(R+) → L0 está dada por

P0(f)(r) = ⟨f, l0⟩l0 =
∫
R+

f(s) exp

(
−r + s

2

)
ds.

Denotemos por p+ a la proyección ortogonal de ℓ2 sobre ℓ2+. Es fácil ver que

p+ = χ+I

donde χ+ = (χ+(n))n∈Z con χ+(n) = 1 para todo n ∈ N0 y χ+(n) = 0 para todo n < 0.

De esta forma
F (3) = l0 ⊗ ℓ2+

y la proyección ortogonal P (3) de ℓ2(L2(R+)) = L2(R+)⊗ ℓ2 sobre F (3) tiene la forma

P (3) = P0 ⊗ p+.

Por todo lo anterior se tiene el siguiente teorema.

50
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Teorema 4.2.1. 1 El operador unitario U = U3U2U1 es un isomorfismo isométrico del espacio
L2(C, dλ1) sobre L2(R+)⊗ ℓ2.

2 La proyección P1 : L
2(C, dλ1) → F 2

1 es unitariamente equivalente a

UP1U
−1 = P0 ⊗ p+.

Sea R0 : ℓ
2
+ → L2(R+)⊗ ℓ2 dado por

R0((cn)n∈Z+) = l0(r)(χ+(n)cn)n∈Z.

Notemos que la imagen de R0 coincide con el espacio F (3) y el operador adjunto R∗
0 : L

2(R+)⊗ℓ2 →
l2+ está dado por

R∗
0(cn(r))n∈Z =

χ+(n)

∫
R+

cn(t) exp

(
−t

2

)
n∈Z

.

Además

R∗
0R0 = I : ℓ2+ → ℓ2+,

R0R
∗
0 = P (3) : L2(R+)⊗ ℓ2 → F (3) = L0 ⊗ ℓ2+.

Es fácil demostrar que el operador R = R∗
0U : L2(C, dλ1) → ℓ2+ cumple las siguientes dos propie-

dades:

RR∗ = I : ℓ2+ → ℓ2+,

R∗R = P1 : L
2(C, dλ1) → F 2

1 .

Las dos ecuaciones anteriores implican que la restricción

R
∣∣
F 2
1
: F 2

1 → ℓ+2

es un isomorfismo isométrico.

En el siguiente teorema damos la forma expĺıcita del adjunto del operador R.

Teorema 4.2.2. El isomorfismo isométrico

R∗ = U∗R0 : ℓ
2
+ → F 2

1

está dado por

R∗(cn)n∈N0 7→
∞∑
n=0

cn√
n!
zn.
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Demostración.

R∗ = U∗
1U

∗
2U

∗
3R0(cn)n∈N0 = U∗

1U
∗
2U

∗
3 (l0(r)(χ+(n))cn)n∈N0 = U∗

1U
∗
2U

∗
3

(
cn exp

(
−r

2

))
n∈N0

= U∗
1U

∗
2

(
cn

√
2

n!
rn exp

(
−r2

2

))
n∈N0

= U∗
1

(
1√
2π

∑
n∈N0

cn

√
2

n!
rn exp

(
−r2

2

))

=
√
π exp

(
r2

2

)
1√
2π

∑
n∈N0

cn

√
2

n!
(rt)n exp

(
−r2

2

)
=
∑
n∈N0

cn√
n!
zn.

Corolario 4.2.1. El operador R : F 2
1 → ℓ2+ está dado por

R : φ(z) 7→

 1√
n!

∫
C

φ(z)zn dλ1(z)


n∈N0

.

Usando el operador R se puede transformar de manera unitaria cada operador de Toeplitz con
śımbolo en L∞

1 (R, exp(−r2)). La elección de la función γa (Fórmula 4.8) no es arbitraria como lo
muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.2.3. Sea φ = φ(r) en L∞
1 (R, exp(−r2)). Entonces el operador de multiplicación Mγ(φ)

definido en ℓ2+ es una extensión del operador RTφR
∗ con Tφ el operador de Toeplitz con śımbolo

φ definido en el espacio de Fock F 2
1 .

Demostración. Sea c = (cn)n∈Z+ ∈ R(D(Tφ)) ⊆ ℓ2+. Notemos que

RTφR
∗(c) = RP1MφP1R

∗(c) = R(R∗R)Mφ(R
∗R)R∗(c) = (RR∗)RMφR

∗(RR∗)(c)

= RMφR
∗(c) = R∗

0U3U2U1MφU
−1
1 U−1

2 U−1
3 R0(c)

= R∗
0U3(I ⊗F)Mφ(I ⊗F−1)U−1

3 R0(c) = R∗
0U3M(φ(r))n∈N0

U−1
3 R0(c)

= R∗
0M(φ(υ−1

|n| )(r))n∈Z
R0(c) = R∗

0M(φ(υ−1
|n| )(r))n∈N0

(
cn exp

(
−r

2

))
n∈N0

= R∗
0

(
cnφ(v

−1
n (r)) exp

(
−r

2

))
n∈Z

=

∫
R+

cnφ(v
−1
n (r)) exp(−r)dr


n∈N0

=

cn

∫
R+

φ(r) exp(−vn(r))v
′
n(r)dr


n∈N0

=

cn
2

n!

∫
R+

φ(r) exp(−r2)r2n+1dr


n∈N0

=

cn
1

n!

∫
R+

a(
√
r) exp(−r))rndr


n∈N0

= M{γa(n)}n∈N0
(cn)n∈N0 .
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Notemos que el operador de multiplicación del Teorema anterior no necesariamente coincide con el
operador RTφR

∗, pues consideremos bn = (δn,j)j∈N0 , con δn,j la delta de Kronecker. Notemos que
bn ∈ D(M{γa(n)}n∈N0

), para todo n ∈ N0 ,entonces

R∗(bn) 7→
zn√
n!

Por lo cual zn ∈ D(Tφ) para todo n ∈ N0 lo cual no siempre se cumple pues si consideramos a

φ(r) = exp
(

r2

2

)
∈ L∞

1 (R, exp(−r2)) y zn /∈ D(Tφ) para todo n ∈ N0.

El propósito de los siguientes resultados es encontrar condiciones necesarias y suficientes para que
el operador de multiplicación Mγ(φ), en el teorema anterior, coincida con el operador RTφR

∗.

Proposición 4.2.1. Sean T : D(T ) ⊆ ℓ2+ → ℓ2+ un operador cerrado que contiene en su dominio
a la sucesión bk = (δk,j)j∈N0 para todo k ∈ N0. Si (vn)n∈N0 es una sucesión tal que T ⊆ M(vn)n∈N0

,
entonces T = M(vn)n∈N0

.

Demostración. Cada sucesión (cn)n∈N0 ∈ ℓ2+ se escribe como (cn)n∈N0 =
∞∑
n=0

cnbn. Tomemos (cn)n∈N0 ∈

D(M(vn)n∈N0
) y para cada m ∈ N0 definamos sm =

m∑
n=0

cnbn ∈ D(T ). Luego

T (sm) = M(vn)n∈N0
(sm) =

m∑
n=0

cnvnbn.

Primeramente demostraremos que T (sm) converge a
∞∑
n=0

cnvnbn. Esta última serie converge pues

coincide con M(vn)n∈N0
((cn)n∈N0). Sea ε > 0, dado que (cn)n∈N0 ∈ D(M(vn)n∈N0

) se tiene que

∞∑
n=0

|cn|2|vn|2 < ∞,

lo cual implica que existe N ∈ N0 tal que

∞∑
n=N+1

|cn|2|vn|2 < ε.

Para todo m ≥ N se tiene que∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

cnvnbn − T (sm)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=m+1

cnvnbn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

n=m+1

|cn|2|vn|2 < ε.
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Por lo tanto
∞∑
n=0

cnvnbn = ĺım
m→∞

T (sm).

Por otro lado,
(cn)n∈N0 = ĺım

m→∞
sm.

Puesto que T es cerrado se tiene que

(cn)n∈N0 ∈ D(T ) y T ((cn)n∈N0) = ĺım
m→∞

T (sm) =
∞∑
n=0

cnvnbn = M(vn)n∈N0
((cn)n∈N0).

En conclusión
T = M(vn)n∈N0

.

La proposición anterior nos da como resultado un importante corolario.

Corolario 4.2.2. Sea φ = φ(r) en L∞
1 (R, exp(−r2)), entonces Tφ es cerrado y zm ∈ D(Tφ) para

toda m ∈ N0 si y solo si
RTφR

∗ = Mγφ ,

donde γφ está dada por (4.8).

Demostración. Por la Proposición 1.3.7 sabemos que la cerradura de un operador se preserva bajo
equivalencia unitaria. Entonces si RTφR

∗ = Mγφ , entonces Tφ es cerrado pues Mγφ lo es.

Supongamos ahora Tφ es cerrado y que zm ∈ D(Tφ) para toda m ∈ N0 entonces R
(

zm√
m!

)
= bm ∈

D(RTφR
∗) donde bm = (δm,j)j∈N0 para todo m ∈ N0. Por el Teorema 4.2.3 y la Proposición 4.2.1

se tiene que
RTφR

∗ = Mγφ .

Proposición 4.2.2. Sea T : D(T ) ⊆ ℓ2+ → ℓ2+ un operador tal que bn = (δn,j)j∈N0 ∈ D(T ) y
(vn)n∈N0 una sucesión tal que T ⊆ M(vn)n∈N0

, entonces M(vn)n∈N0
es la cerradura de T .

Demostración. Puesto que M(vn)n∈N0
es cerrado entonces por el Corolario 1.3.4 existe la cerradura

de T y además T ⊆ M(vn)n∈N0
. Dado que bn ∈ D(T ) para toda n ∈ N0 la Proposición 4.2.1 implica

que T = M(vn)n∈N0
.

Corolario 4.2.3. Sea φ = φ(r) en L∞
1 (R, exp(−r2)) y T un operador definido en el espacio de

Fock tal que T ⊆ Tφ. Si z
m ∈ D(T ) para toda m ∈ N0, entonces

T = R∗MγφR.
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En particular, si el operador Tφ es cerrado y tiene en su dominio a zm para todo m ∈ N0, entonces

Tφ = R∗MγφR.

Demostración. Notemos que R∗MγφR es extensión cerrada de T , por la Proposición 1.3.4, existe
la cerradura de T . Aśı

T ⊆ T ⊆ R∗MγφR.

Esto implica que
RTR∗ ⊆ RTR∗ ⊆ Mγφ .

Usando la Proposición 4.2.1 se tiene que

RTR∗ = Mγφ .

Más adelante daremos un criterio para determinar cuando un operador de Toeplitz con śımbolo
en L∞

1 (R, exp(−r2)) es cerrado y se dará un ejemplo de un operador de Toeplitz no cerrado con
śımbolo en este espacio.

Proposición 4.2.3. Sea φ = φ(r) en L∞
1 (R, exp(−r2)), entonces Tφ es cerrado y zn ∈ D(Tφ) para

todo n ∈ N0 si y solo si existe C ≥ 0 tal que∫
R+

|φ(
√
r)|2rn exp(−r)dr ≤ Cn!(1 + |γφ(n)|2), ∀ n ∈ N0. (4.9)

Demostración. Supongamos que Tφ es cerrado y zn ∈ D(Tφ) para todo n ∈ N0. Por el Corolario
4.2.3 se tiene que P es un core de Tφ. Por la Proposición 4.1.6 existe C ≥ 0 tal que

∥φf∥2 ≤ C(∥f∥2 + ∥Tφf∥2), ∀ f ∈ P.

Sea f(z) =
n∑

k=0

ckz
k ∈ P entonces

∥φf∥2 = 1

π

∫
R+

2π∫
0

∣∣∣∣∣φ(r)
n∑

k=0

ckr
k exp(ikθ)

∣∣∣∣∣
2

exp(−r2)rdθdr

=
1

π

∫
R+

2π∫
0

|φ(r)|2
n∑

k=0

n∑
j=0

ckcjr
krj exp(i(k − j)θ) exp(−r2)rdθdr

= 2
n∑

k=0

|ck|2
∫
R+

|φ(r)|2r2k+1 exp(−r2)dr

=
n∑

k=0

|ck|2
∫
R+

|φ(
√
r)|2rk exp(−r)dr .
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Y, usando el Corolario 4.2.2

∥Tφ(f)∥2 = ∥R∗MγφR(f)∥2

= ∥MγφR(f)∥2ℓ2+

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=0

ckMγφR(zk)

∥∥∥∥∥
2

ℓ2+

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=0

ckγφ(k)
√
k!bk

∥∥∥∥∥
2

ℓ2+

=
n∑

k=0

|ck|2|γφ(k)|2k! .

Aśı pues, en particular para f(z) = zn se tiene que

∫
R+

|φ(
√
r)|2rn exp(−r)dr = ∥φzn∥2 ≤ C(∥zn∥2 + ∥Tφ(z

n)∥2) = C(n! + n!|γφ(n)|2).

Ahora supongamos que existe C ≥ tal que cumple la Desigualdad (4.9), puesto que |γφ(n)| < ∞
para todo n ∈ N0, entonces para todo n ∈ N0 se tiene que

∫
R+

|φ(
√
r)|2rn exp(−r)dr < ∞

Notemos que zn ∈ D(Tφ) para todo n ∈ N0. Pues

∫
C

|znφ(z)|2 exp(−|z|2) dA(z) =
2π∫
0

∞∫
0

|φ(r)|2r2n exp(−r2)rdrdθ

Entonces haciendo un cambio de variable x = r2 se tiene que

∞∫
0

|φ(r)|2r2n exp(−r2)rdr =
1

2

∞∫
0

|φ(
√
x)|2xn exp(−x)dx < ∞

Aśı pues por el corolario 4.2.3, P es un core de Tφ.
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Sea f(z) =
n∑

k=0

ckz
k ∈ P, entonces

∥φf∥2 =
n∑

k=0

|ck|2
∫
R+

|φ(
√
r)|2rk exp(−r)dr

≤ C
n∑

k=0

|ck|2k!(1 + |γφ(k)|2)

= C(
n∑

k=0

|ck|2k! +
n∑

k=0

|ck|2k!|γφ(k)|2)

= C(∥f∥2 + ∥Tφ(f)∥2).

Por la Proposición 4.1.6, Tφ es cerrado.

Finalmente presentamos dos ejemplos de śımbolos en L∞
1 (R, exp(−r2)) no acotados. El operador

correspondiente al primer śımbolo es cerrado mientras que el correspondiente al segundo no lo es
y por ello no es unitariamente equivalente a un operador de multiplicación.

Ejemplo 4.2.1. Sea φ(r) = r2, notemos que∫
R+

|φ(r)| exp(−r2)rndr < ∞,∀n ∈ N0

y por ello φ ∈ L∞
1 (R, exp(−r2)). Además

γφ(n) =
1

n!

∫
R+

rn+1 exp(−r)dr = n+ 1

y ∫
R+

|φ(
√
r)|2rn exp(−r)dr =

∫
R+

rn+2 exp(−r)dr = (n+ 2)!.

Puesto que

(n+ 2)! = n!(n+ 1)(n+ 2) = n!(n2 + 3n+ 2)

≤ n!(2n2 + 4n+ 4) = 2n!(n2 + 2n+ 2)

= 2n!(1 + (n+ 1)2) .

Entonces para C = 2 se tiene que

(n+ 2)! ≤ Cn!(1 + (n+ 1)2), ∀n ∈ N0

Por lo cual Tφ es un operador cerrado.
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Caṕıtulo 4. Operadores de Toeplitz con śımbolos no acotados

Ejemplo 4.2.2. Sea φ(r) = exp
(

r2

3

)
, entonces∫

R+

|φ(r)| exp(−r2)rndr =

∫
R+

rn exp

(
−2r2

3

)
dr < ∞,∀n ∈ N0

y por ello φ ∈ L∞
1 (R, exp(−r2)). Además notemos que zn ∈ D(Tφ) pues∫

R+

|φ(
√
r)|2rn exp(−r)dr =

∫
R+

exp

(
−r

3

)
rndr = 3n+1n!.

Por otra parte notemos que

γφ(n) =
1

n!

∫
R+

φ(
√
r)rn exp(−r)dr =

1

n!

∫
R+

exp

(
−2r

3

)
rndr =

(
3

2

)n+1

.

Dado n ∈ N0 notemos que

2

(
3

2

)2n+2

≥ 1 +

(
3

2

)2n+2

Por lo cual

2 · 3n+1

(
3

4

)n+1

≥ 1 +

(
3

2

)2n+2

.

Aśı pues
3n+1

1 +
(
3
2

)2n+2 ≥ 1

2

(
4

3

)n+1

Por lo tanto no existe C ≥ 0 que cumple la desigualdad 4.9 en la Proposición 4.2.3, por lo tanto
Tφ no es un operador cerrado.
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