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II1

Resumen

Este trabajo de tesis aborda el problema de seguimiento de trayectoria en robots mdviles que son
afectados por un retardo de tiempo T en las entradas de control y se propone un esquema de prediccion
basado en subpredictores. Primero se introducen el problema y los objetivos especificos de la tesis, para
después presentar una breve recopilacion del estado del arte de los sistemas con retardo.

Se desarrolla la obtencién de los modelos cinemadticos de los robots méviles a emplear, el robot mévil
omnidireccional o (3,0) y el diferencial o (2,0). Dentro de este capitulo también se explica y asume la
naturaleza del retardo en el sistema.

Una vez presentados la problemadtica y los sistemas a evaluar, se analiza la eficacia del esquema de
prediccion en dos casos diferentes, primero se evaluia la convergencia del robot omnidireccional con retar-
do variable a la entrada y después la convergencia del robot diferencial con retardo de tiempo constante.
En ambos casos se utiliza el esquema de prediccién basado en subpredictores, el cual propone dividir el
retardo en fracciones mas pequefias y asi utilizar un predictor en cadena basado en un observador tipo
Luenberger que estime los valores futuros del sistema de manera gradual.

En ambos casos se presentan simulaciones numéricas que confirman los resultados anteriormente
obtenidos. De igual manera, se muestran resultados experimentales para el caso del robot diferencial, lo
cual aparte de demostrar la convergencia de los errores de prediccién también muestra la viabilidad de su
implementacién. Finalmente el trabajo de tesis cierra con las conclusiones obtenidas y el trabajo futuro a
desarrollar.






Abstract

This thesis addresses the trajectory tracking problem in mobile robots affected by a time delay T in
control inputs and proposes a prediction scheme based on sub-predictors. First, the problem and specific
objectives of the thesis are introduced, followed by a brief overview of the state of the art in delayed
systems.

The kinematic models of the mobile robots to be used during the work are developed within the next
chapter: the omnidirectional mobile robot or (3,0) and the differential drive mobile robot or (2,0). The
nature of the delay in the system is also explained and assumed.

Once the problem and systems to be evaluated are presented, the effectiveness of the prediction sche-
me is analyzed in two different cases. Firstly, the convergence of the omnidirectional robot with variable
input delay is evaluated, followed by the convergence of the differential robot with constant time delay. In
both cases, the prediction scheme based on sub-predictors is used, which suggests dividing the delay into
smaller fractions and using a chain predictor based on a Luenberger observer to estimate future values of
the system gradually.

Numerical simulations confirming the previously obtained results are presented in both cases. Addi-
tionally, experimental results for the case of the differential robot are shown, demonstrating not only the
convergence of prediction errors but also the feasibility of implementation. Finally, the thesis concludes
with the conclusions drawn and outlines future work to be carried out.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema, justificacion
y objetivos de la tesis

La problematica a solucionar en este trabajo de tesis es el seguimiento de trayectorias para robots
moviles sujetos a retardos de tiempo. El enfoque aqui presentado busca utilizar un esquema de prediccién
y con ello poder utilizar una retroalimentacién que resuelva el problema de seguimiento de trayectorias o
problema de formacién de un conjunto de vehiculos.

El aumento de la presencia de los robots mdviles en la industria y en la vida diaria vuelve a estos
una materia de estudio importante en el drea de control. Los usos de estos varian desde el transporte de
mercancia en almacenes automatizados y vigilancia hasta labores de exploracién y rescate. En maltiples
tareas, sobre todo en las que los robots se manejan de manera autébnoma, es posible que existan retardos
que perjudiquen el rendimiento del robot de manera que se provoquen colisiones o errores en el movi-
miento. Es debido a esto que el interés de este trabajo reside en contrarrestar los efectos de los retardos
que puedan presentarse en los sistemas compuestos por robots méviles.

Dichos retardos se encuentran tanto en las sefiales de entrada como en los estados del sistema. En
el primer caso, estos retardos de tiempo son generalmente debidos a los tiempos muertos existentes en
las redes de comunicacion y a los tiempos de procesamiento. Por otro lado, los retardos existentes en los
estados del sistema se deben a la comunicacién entre los robots o de manera natural en la definicién de
algin esquema lider-seguidor.

Para resaltar la importancia de este trabajo se pueden mencionar las siguientes dreas de aplicacion:

1. Exploracién/Vigilancia con robot mévil con camara abordo[2]. En este caso es posible encon-
trar retardos debidos a los recursos computacionales si el procesamiento de imdgenes o mapeo se
realizan en la computadora a bordo, este proceso puede generar retardos variantes de acuerdo a
los algoritmos utilizados. Por otro lado, si se busca reducir este retardo realizando el cémputo en
una computadora externa, el sistema se enfrenta ahora a un retardo producido por la comunicacién.
Existen multiples factores, como la velocidad del robot o el terreno, que pueden volver muy impor-
tante el solucionar el control a pesar de esos retardos, por ejemplo, un vehiculo aéreo no tripulado
que realiza acciones de reconocimiento en un area desconocida es mas propenso a sufrir esta clase
de problemas.

2. Sistemas de cooperacion con miultiples robots méviles [3]. Otro caso particular donde es posible
encontrar retardos de tiempo, tanto en las sefiales de entrada como en los estados, es cuando se
maneja un conjunto de robots que necesitan comunicarse entre ellos, con una computadora central
o en un esquema descentralizado. Los efectos de los retardos son mds evidentes con mayor cantidad
de robots en el sistema y con tareas mas complejas a realizar. Un ejemplo de esta situacién seria
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1.1.

un pelotén de robots que deba seguir un circuito mediante algtin esquema lider seguidor, en esta
clase de sistemas en necesario un conocimiento preciso de la localizacién de los robots asi como
una accion de control eficaz y a tiempo, todo esto para evitar colisiones.

Objetivo general

Control a distancia de robots méviles sujetos a retardos de tiempo en las sefiales de entrada. Se
analizard el problema de seguimiento de trayectoria, donde una posible solucién es utilizar valores futuros
de los estados en la solucién y para resolverlo se propone el desarrollo de un predictor de estados.

1.2.

Objetivos particulares

» Estudiar sistemas lineales y no lineales con retardos de tiempo.

Robots mdviles con retardo en la sefial de entrada.

* Analizar el problema de seguimiento de trayectorias en sistemas con retardo en la entrada
constante e incierto.

* Comparar diferentes esquemas de prediccion de estados propuestos en la literatura.

* Formalizar el esquema del predictor no lineal basado en sub-predictores para estimar los
estados en un robot mévil con retardos en la entrada.

* Analizar la dindmica de los errores de prediccién.

* Analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado utilizando los estados predichos.

* Realizar evaluaciones numéricas para validar el esquema de prediccion.

* Realizar pruebas experimentales para verificar la eficiencia del esquema de prediccion.

Es importante mencionar que se consideraran diferentes tipos de robots méviles, en particular los
tipos (3,0) y (2,0).

1.3.

Metas alcanzadas

Durante la realizacién de este trabajo de tesis se lograron las siguientes metas:

Se logré analizar el esquema de prediccion para distintos sistemas y retardos.

Se publicé un articulo de investigacion en la revista IEEE Access titulado "Non-Linear Prediction-
Based Trajectory Tracking for Non-Holonomic Mobile Robots"[4].

Se realizaron los experimentos pertinentes para demostrar el desempefio del sistema.

Aportaciones del trabajo

Condiciones de estabilidad para el caso del robot omnidireccional con retardo incierto en la entrada.
Condiciones de estabilidad para el caso del robot diferencial con retardo constante.

Experimentos y simulaciones del esquema de prediccion aplicado a un robot diferencial.



Capitulo 2

Introduccion y estado del arte

2.1. Sistemas con retardo

Los retardos son una problemética que se presenta en una gran variedad de sistemas, desde sistemas
biolégicos y quimicos hasta sistemas robéticos y de telecomunicaciones, [3]]. Por ejemplo, en los procesos
quimicos [6], y en los reactores [7], es frecuente que se presenten intercambios de masa y energia que no
ocurren de manera instantdnea y, por lo tanto, pueden ser modelados como un retardo en los estados del
sistema (Figura[2.Ta). Otro ejemplo son los sistemas donde se utiliza la teleoperacién, como en el pelotén
de robots presentado en la Figura[2.1b] donde es posible que el ambiente, la cantidad de robots y la red de
comunicacién provoquen retardos en la transmision de la sefial lo cual se refleja en un retardo a la entrada
del sistema [8]], [9]]. Cabe resaltar que ninguno de estos dos tipos de retardo es exclusivo de los sistemas
antes presentados, ya que es posible encontrar retardos a la entrada en procesos quimicos y viceversa.

(a) Ejemplo de procesos quimicos. (b) Ejemplo de sistema con teleoperacion

Figura 2.1: Ejemplos de sistemas con retardos

Los retardos también pueden dividirse dependiendo de su comportamiento en el tiempo, estos pueden
ser puntuales o variantes en el tiempo, [10]. Siendo estos tltimos los méds comunes dentro de los sistemas
robéticos debido a la naturaleza de los retardos de comunicacién y procesamiento. De manera general,
estos sistemas pueden representarse en el caso no lineal mediante un sistema de la siguiente forma

x(t) = fx(t),u(t—h(t))), t=0

donde 1 : R — [0, o) es el retardo. Es frecuente que el sistema sea afin en la sefial de entrada, caso en
el cual se modela como
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2(t) = f(x(8)) +g(x())u(t = h(t)).

Para el caso lineal invariante en el tiempo, se tiene la descripcion lineal

x(t) = Ax(t) + Bu(t — h(t))

y para un retardo constante se tiene que

h(t) =¢c, ceR.

2.2. Estabilidad mediante técnicas de Lyapunov

Al igual que en cualquier tipo de sistema, el andlisis de la estabilidad nos permite comprobar la
eficacia del esquema de control antes de llevarlo a la practica. En particular, la estabilidad de los sistemas
con retardos puede analizarse a través de funcionales de Lyapunov. Para tal efecto, considere inicialmente
la clase general de sistemas

x(t) = f(t/ xt)/ t > to,

xi0(0) = ¢(0), VO € [—T,0] 2.1)

donde, x(t) es un vector en IR” y x; denota el operador de traslacién actuando a lo largo de la trayectoria,
xt(0) = x(t+0).

Primero es importante demostrar por qué es necesario utilizar una técnica distinta al enfoque cldsico
de Lyapunov. Se considera un sistema lineal de la forma

X(t) =ax(t)+bx(t—7), t>0
donde a y b son constantes reales. Siguiendo el método cldsico se propone la siguiente funcién candidata
de Lyapunov
V(x) = x?

al derivarla se obtiene

V(x(t)) = 2x(t)[ax(t) + bx(t — T)]
= 2ax?(t) + 2bx(t)x(t — 7).

De este resultado se tiene que si b # 0 entonces no es posible afirmar que V sea definida negativa,
esto se debe a que no puede comprobarse con certeza que el producto de x(¢)x(f — T) sea mayor o menor
a 0. Lo anterior muestra la necesidad de modificar el método cldsico de Lyapunov para poder analizar la
estabilidad del sistema (2.1).
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Método de Lyapunov-KrasovskKii

Presentado primero en [11] y desarrollado ampliamente en multiples trabajos como [10], este enfoque
se introduce a continuacion.

Teorema 1. [/0] La solucion trivial del sistema es uniformemente estable si y solo si existe una
funcional definida positiva V (t,¢) tal que las siguientes condiciones se satisfagan.

1. Elvalor de la funcional a lo largo de las soluciones del sistema, V(t, xt), no incrementa.

2. La funcional es continua en ¢ en el punto Oy, uniformemente para t > 0.

La solucion trivial del sistema (2.1) es uniformemente asintdticamente estable si 'y solo si ademds
de las condiciones antes mencionadas, se cumple que para cualquier t > 0 existe un valor positivo
1 (to) tal que si ¢ € PC([—7,0],R") y||p||n < pu(to), entonces V (t, x¢(to, p)) decrece a cero mientras
t —tg — oo.

Observacién 1. [I0] El espacio de las funciones continuas a trozos se expresa como PC([—h,0], R").
Se define para este espacio la siguiente norma estdndar uniforme,

¢lln = sup [l¢(0)]]-

0e[—n,0]
Es importante mencionar que en los trabajos de Kharitonov [12] y [[10] se desarrollan este tipo de

funcionales candidatas para obtener una metodologia que permite analizar la estabilidad de los sistemas
lineales descritos en (2.1)).

Ademds de lo antes mencionado, es posible establecer condiciones suficientes de estabilidad para el
sistema (2.1)) siguiendo el teorema mencionado en [13]].

Teorema 2. Suponiendo que u,v,w : R™ — R son funciones continuas no decrecientes, u(s) y v(s)
son positivas para s > 0, y u(0) = v(0) = 0. Si x(0, ¢) es la solucién de la ecuacion a través de
(0, ¢) y existe una funcion continua V : R x C — R tal que

u(lp(0)]) <V (t,9) < v(|¢])
V(t¢) < —w(|p(0)])

entonces la solucion x = 0 de la ecuacion es uniformemente estable. Si 1(s) — oo cuando s — oo,
entonces la solucion de la ecuacion estd uniformemente acotada. Por otro lado, si w(s) > 0 para
s > 0, entonces la solucion x = 0 es uniformemente asintoticamente estable.

(2.2)

2.3. Esquemas de control para sistemas con retardo en la entrada

2.3.1. Predictor de Smith

La solucidn clasica y simple propuesta por Smith [14] en 1957 es la mds conocida. A pesar de ser una
de las soluciones mds comunes y sencillas de implementar para compensar tiempos muertos en sistemas
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Figura 2.2: Diagrama de bloques del esquema cldsico del predictor de Smith

lineales, presenta ciertas restricciones, ya que es necesario tener conocimiento pleno del sistema y que
este sea estable en lazo abierto.

En la Figura [2.2]se observa un diagrama de bloques con el esquema del predictor de Smith. En €l se
aprecian las tres partes que componen el sistema, el Controlador C(s), la planta con retardo a la entrada
G(s)e~™ y el predictor compuesto por una copia del modelo del sistema Gy, (s) y un retardo e™*. El
modelo sin retardo de la planta G, (s) permite predecir la salida de la planta Y, (s), mientras que la
salida después del retardo Yy,1 (s) se utiliza para calcular el error existente E1(s) y asi corregir mediante
el control algunos errores de modelado y el efecto de las perturbaciones Q(s). Del diagrama de bloques,
y suponiendo que G, (s) = G(s), es posible obtener la funcién de transferencia en lazo cerrado

Y(s) _ C(s)G(s)e™™
R(s) 14C(s)G(s)

donde es posible ver que el predictor elimina el retardo de la ecuacion caracteristica. Sin embargo, este
esquema cuenta con varias limitaciones, entre ellas:

(2.3)

1. Este esquema no puede utilizarse en plantas inestables o con integradores (G(s) = %).

2. Los errores en el modelado (G, (s) # G(s), Tx # T) pueden conllevar errores en el control si este
no se ajusta de manera adecuada.

Se han presentado multiples modificaciones a este esquema que solucionan las limitaciones de este
enfoque, dichas modificaciones se presentan a continuacion.

2.3.2. Predictores de Smith modificados

A continuacién se mencionan dos modificaciones importantes presentadas en la literatura.

Palmor y Powers, 1985

Una de las primeras modificaciones realizadas al predictor de Smith para solventar la problematica de
perturbaciones externas fue el propuesto por Palmor y Powers [15]. Suponiendo que las perturbaciones

D(s) son medibles, estas se retroalimentan de manera que la funcién de transferencia % y la relacion
Y(s)

salida/perturbacion DGs) queda representada de la siguiente manera
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Y(s C(s)G(s)e ™

(s) _
R(s) 1+ C(5)G(s) @4
Y(s) _ s 1
) - 0" (reem) 2

donde, al igual que en el predictor de Smith clésico, se considera que G (s) = G(s) y, por lo tanto
Pu(s) = Gpe(s)e ™5 = G(s)e ™. En la ecuacion (2.5), es notable que, con la correcta eleccién de
C(s) es posible atenuar los efectos de las perturbaciones externas. Las desventajas de esta técnica de
control son:

1. Es necesario medir o conocer el comportamiento de las perturbaciones.

2. Aligual que en el caso clésico, el retardo debe ser conocido, por lo que si T,, # T existirdn errores.

e (s) G(s)e © -

Gu(s)—Pn(s)

Figura 2.3: Diagrama de bloques del predictor de Smith modificado por Palmor y Powers

Astrom, Hang y Lim, 1994

Para solucionar el problema de plantas con integradores ( %), Astrom et al. [16] propone la modifica-
ci6n del predictor de Smith que se muestra en el diagrama de bloques de la Figura[2.4]

Durante el desarrollo de su trabajo, Astrom et al. suponen que el modelado de la planta es adecuado
por lo que Gy, (s) = G(s) y Tm = 7. De igual manera, en el desarrollo del articulo se estudia el caso
particular

La funcion de transferencia de este sistema en lazo cerrado es

Y(s) ke T (1+M(s)ie ™)

R(s)  s+k(1+M(s)le ™) (2.6)
k

s+ ke

—TSs
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G(s)e ™™

Figura 2.4: Diagrama de bloques del predictor de Smith modificado por Astrom, Hang y
Lim

De la ecuacion (2.6) se observa que con una correcta eleccion de k se obtiene una respuesta adecuada
del sistema. Por otro lado, la relacion salida/perturbacion es

Y(s) S
= ) 2.7
Q(s) 1+ M(s)%e*fS 7
Escogiendo
C(s)
M(s) = c - (2.8)
I+ s(lJ(rs1)'s) - @E_Ts

se tiene que la atenuacién de las perturbaciones y la estabilidad de la planta se encuentran desacopladas.
Debido a esto, es posible seleccionar una retroalimentacién o ley de control C(s) que dependa de pa-
rametros distintos a k y permitan estabilizar el sistema. Las ventajas de esta modificacién es que no es
necesario medir las perturbaciones externas, ya que estas se estiman por medio de la funcién M(s). Por
otro lado, se observa en simulaciones que este predictor es capaz de tolerar ciertas incertidumbres del
retardo del orden de 10 %.

2.3.3. Asignacion finita del espectro
Manitius y Olbrot, 1979

Manitius y Olbrot [[17] introducen la idea de asignacion finita de espectro en sistemas con retardo. En
este trabajo primero se considera un sistema general de la forma

0
() = Ax(b) + /_h dB(8)u(t + 6) 2.9)

donde F es una matriz m X n que produce un espectro finito del sistema en lazo cerrado y se utiliza la
retroalimentacién

u(t) = Fx(t) + F /_ Oh / 0 AdB(T)u(t + 0)db (2.10)
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donde f(+) es una matriz de funciones n x m de variaciones acotadas. Para probar la eficacia de la ley de
control (2.10) proponen que para las condiciones iniciales
x(0) eR, u(6) =¢(0)0 € (—h,0), ¢(-) € L'((—h,0),R™)

existe una solucién dnica continua (x(#),u(t)),t > 0 para el sistema (2.9), (2.10). Una condici6n ne-
cesaria y suficiente para la estabilidad asintdtica del sistema (2.9), (2.10) es que todas las raices de la
ecuacion caracteristica

| A4 — [0, edp(6)
—F  I—F[° e [ A=A dgdp(1)

tengan partes reales negativas[[17]]. Al demostrar la estabilidad de ese sistema general, es posible demos-
trar la estabilidad del sistema particular

X(t) = Ax(t) + Bou(t) + Byju(t —h), x € R",u € R" (2.11)

utilizando la siguiente retroalimentacién

0
u(t) = Fx(t) + F [ 08B yu(t + 6)dp. (2.12)
—

Kharitonov, 2014

Kharitonov [18]], [19], retoma la idea de Manitius y Olbrot y la extiende al caso de sistemas con
retardo en el estado y la entrada de forma

x(t) = Aox(t) + A1x(t —h) + Bu(t — 1) (2.13)

donde Aj, j = 0,1 son matrices reales 7 X n'y B es una matriz real n X m y los retardos satisfacen qué
h < 7. Se toma en cuenta que la solucién del valor inicial del sistema (2.13) es

x(to+6,to, ¢) = @(0), 6¢€[—h0]

con ty > 0 como el tiempo inicial y ¢ la funcién inicial que pertenece al espacio PC([—h,0]R") de
funciones continuas definidas en el intervalo [—/, 0] y de rango R".

Se denota la matriz fundamental del sistema como K(t). Satisface la ecuacién

%K(t) — AGK(H) + AtK(E—H), £>0

con condiciones iniciales K(t) = Oy, t < 0y K(0) = I,x,. Ahora, utilizando la férmula de Cauchy
[20]] se expresa la solucién del sistema x (¢, f, ¢) como

x(b to, @) = K(t — t0)9(0) + /Oh K(t—to— 0 — h)A1p(8)d6 + /tt K(t — &)Bu(f — T)dE. (2.14)
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Para proponer una retroalimentacion, se supone que se conocen las matrices Fy y F; de tal manera
que el sistema

%(t) = (Ao + BFy)x(t) + (A1 + BF)x(t — h) (2.15)

sea exponencialmente estable. De esta manera se propone la siguiente ley de control

u(t)=Fx(t+t)+FAx(t+7—h), t>0 (2.16)

la cual, utilizando la solucién del sistema obtenida en (2.14)) para predecir la solucion en los tiempos
t+T,t+7—hyt+ T — 2h, permite obtener la ley de control

u(t) :/O FoK(—&)Bu(t + &)dg + __ThFlK(—h—(j)Bu(tJrC)d@

T

0 0 (2.17)
= +/ FOK(T—G—h)A1x(t+9)d9+/ FiK( — 6 — 2h) Ay x(t + 0)d6
—h —h

= [FK(t) + FK(T — h)]x(t)
donde se supone que la condicién inicial de u(t) es
u(t) =y(t), te[-t,0), yePC([—1,0],R").
Para el caso particular de 1 = 0, el sistema (2.13) se reduce a

X(t) = Ax(t) + Bu(t — 1) (2.18)
y la matriz fundamental K(t) = ¢! y la ley de control
t
u(t) = Fe"x(t) +F | eA=0Bu(0)do (2.19)

t—T

donde F = Fy + F; coincide con la presentada en [17] en la ecuacion (2.12).

Cabe mencionar que el sistema lineal (2.13) en lazo cerrado con la ley de control (2.16) puede perder
su estabilidad cuando se aproximan las integrales mediante sumatorias. Esta desventaja en la implemen-
tacion se resuelve en [[19] y se explicard mds a detalle a continuacion.

2.3.4. Predictor Truncado

Zuo et al., 2017

Zuo et al. [21]] presenta un predictor truncado para predecir los estados futuros del sistema y asi poder
utilizarlos en una ley de control que estabilice el sistema. Para esto se considera un sistema de la forma

x(t) =Ax(t) + Bu(¢(t)) + f(x())

y(t) =Cx() 220
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donde x € R" son los estados, u € R” es la sefial de entrada, ¢(t) : R+ — R es una funcién
continuamente diferenciable que representa el retardo variable a la entrada, A € R"*" B € R"*Py
C € R7*" son matrices constantes y f : R” — R”, con f(0) = 0, es una funcién no lineal tipo
Lipschitz, cuya constante de Lipschitz ¢y > 0 € R es tal que

[1f (@) = FO)I] < vlla — bl

Cabe mencionar que la funcién ¢(t) es continuamente diferenciable, invertible, conocida y cumple
con

0<B<(t) <oco

de igual manera, ¢(t) puede ser reescrita como

donde existe una constante i > 0 tal que

0<6(t)<h, t>0

Para desarrollar el predictor se supone que las salidas y(t) del sistema (2.20) son las Gnicas que se
pueden medir. Asi se propone la siguiente retroalimentacién con predictor truncado

£(t) =A2(t) + Bu(g(t)) + L(CE(t) - y())

_ 2.21
u(t) =KeA0 (-0 (p) 2D

con Ky L como matrices de ganancias de control y de prediccién respectivamente, las cuales pueden
describirse como

K=-B'P, L=-P,'C" (2.22)

Con este esquema de control y prediccion (2.21)) se demuestra que el sistema (2.20) es globalmente
asintéticamente estable si existe Y = P s 0,P,>0,a>0, w; >20ywy > 0tal que

aY > BBT,

1 T 1
A_ECUlI + A—Ewll <0,

1 T 1

{YAT+AY—BBT+(3a2+1)I Y ]
1. | <0,
Y —11
ATP, + P,A—2CTC + ae?"B~1Py + Al P,
P, <o

donde
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o= ZatheZwlhIBfl 4 (2 4 hZewlh),YZ y A= 2a2h262w1h1371

Utilizando esta técnica, existen las ventajas de que no es necesario modelar la no linealidad f(x(t))
para disefiar el predictor truncado, ni tampoco es necesario acceder a todos los estados del sistema, solo
es necesaria la salida y(t). Por otro lado, es necesario conocer perfectamente la constante de Lipschitz
y el comportamiento de ¢(#), lo cual vuelve mds complicada su implementacion.

2.3.5. Prediccion basada en subpredictores
Germani et al., 2002

En el trabajo presentado por Germani et al. [22] se presenta una técnica llamada observador en cadena.
Es digna de mencion debida a la similitud que presenta con los subpredictores. Se considera un sistema
no lineal con retardo en la salida de la forma

(2.23)

donde A > 0 es el retardo medido, x(t) € R", u(t) € R, los vectores de funciones f,g y h son C®,
la salida 7(#) € R es una funcién del estado x en el tiempo t — A. Posteriormente, se define el mapeo
z = ®(x) tal que

O(x) = [h(x) Leh(x) .. L/’E_lh(x)]T

y L;h(x) representa la derivada de Lie de orden k de la funcién h a lo largo dé f.

Definicion. Se dice que el sistema es observable a la deriva si la funcion z = ®(x) es un difeo-
morfismo en todo R".

Para desarrollar el predictor de estados se hacen varias suposiciones en el trabajo, la principal es:

Suposicion 1. El sistema es observable a la deriva y tanto el mapeo z = ®(x) como su inversa
x = ®1(z) son globalmente uniformemente Lipschitz.

De esta manera, el jacobiano del mapeo ®(x), denotado como Q(x), y de su inversa se definen como

_ 0(x) 5P 1(z)

Q(x) , =Q '(x) (2.24)
ox 0z z=®(x)
el cual cuenta con las siguientes propiedades
Q(x)f(x) = Ap®(x) + B,L%h(x), h(x)=C,P(x) (2.25)
donde las matrices (A, B, C;;) definen un grupo Brunowski triple
O-1yx1 In1 0(n-1)x1
An = ' 0 ’ O1x(n-1) | By=| 1)X p G=[ Oyl (2.26)
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Utilizando las definiciones del mapeo, es posible representar el sistema (2.23)) en las coordenadas
z(t), obteniendo

2(t) =Auz(t) + H(z(t),u(t)), t>-N, z(—A)= (%)

2.27
j(t) =Cnz(t—A), t>0 (227
donde la matriz F(z, u) es globalmente Lipschitz con respecto a z y tiene una forma
H(z,u) =H(x,u)|,_qp
( ) ( )|x D-1(z) (2.28)

H(x,u) =BuLth(x) + Q(x)g(x)u.

Basandose en el predictor propuesto en [23] y en [24], los autores proponen el siguiente cambio de
variables

(1) =x(t—A+ L i
xi(t) =x(t A+m ), t> mA

k (2.29)
wi(t) =u(t — A+ %A), j=0,.,m
e introducen el siguiente Observador en Cadena para el sistema
Ro(t) =f(%0(t)) + (%o (t))uo(t) + Q™ (20(t))K(F(t) — h(%o(t)))
) =30 + 8@ Oy + QG { VKGO — k@)

+ZZ:EA”$("_” (H(J%Z-(t), ui(t)) — H(gip (- %) ui(t))) }

paraj = 1,..,m,t > 0y donde K es el vector de ganancias del observador y las matrices Q(x), A, y
H(x,u) provienen de las definiciones obtenidas en (2.24), (2.26) y (2.28)) respectivamente. Se demuestra
posteriormente que bajo una correcta eleccion de las ganancias de K y de un valor m lo suficientemente
grande, es posible asegurar que los estados estimados, en particular £,,(t), convergen exponencialmente
a los estados reales del sistema.

Najafi et al., 2013

En el 2013, Najafi et al. propusieron en [25] un método para controlar y estabilizar sistemas con tiem-
pos muertos a la entrada. Este enfoque se basa en utilizar una serie de subpredictores para estimar los
valores futuros del sistema y usar esta prediccién en un control disefiado para el sistema libre de retardos.

Sea el sistema con retardo a la entrada
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X(t) = Ax(t) + Bu(t — 1)

x(t) = ¢(t), Vte[—d,0] (2.31)

donde x € IR" son los estados del sistema, u € IR son las entradas de control y T > 0 es el retardo. Se
introduce el predictor-observador

X(t) = AX(t) + Bu(t) + L(X(t — 7) — x(t)) (2.32)

donde ¥ € IR” son los estados predichos del sistema. La idea que han propuesto es dividir el retardo
y utilizar una estructura secuencial de predictores, asi el predictor estd compuesto por una cadena de R
subpredictores, cada uno estimando los estados T unidades del tiempo en el futuro

T
T=—-, ReZ". 2.33
= c (2.33)

De esta manera, se obtiene el siguiente sistema de subpredictores

fcl(t) = Afl(t) + Ll(fl(t — ’L_') - fz(t)) + Bu(t)
J?i(t)' = A%i(t) + Li(%i(t — T) — %1 () + Bu(t — (i — 1)7) (2.34)

JLCR(t)' = AJZR(t) + LR(fR(t — T) — X(t)) + Bu(t — (R — 1)T)

con¥; € R",i =1,...,R. Se define

er(t) = %1 (t = RT) = %(t — (R - 1)7)

%t — (R—i+1)%) — Fipa(t — (R—i)7) (2.35)

ei(t)

eR(t). XR(t—’l_')—x(t).

Analizando la dindmica de los errores de la ecuacién (2.35)) puede verse que si %;(t + (i — 1)T) se
aproxima a ¥; 41 (f + iT), el estado predicho % (t) tiende al estado real del sistema x( + RT) siempre
que los errores del sistema (2.35) tiendan a cero.

Con una correcta eleccién de L; y R, es posible proponer una ley de control u(t) que utilice los esta-
dos predichos %;,i = 1, ..., R para estabilizar el sistema en lazo cerrado donde el retardo sea grande y se
tengan incertidumbres paramétricas.
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Las desventajas que presenta este esquema es que no es robusto ante perturbaciones en el retardo, y
que mientras mayor sea el retardo, mayor debe ser la cantidad de subpredictores y, por lo tanto, puede
presentarse un problema de procesamiento.

Mazenc y Malisoff, 2017

Continuando con las ideas presentadas anteriormente, Mazenc y Malisoff [26] presentan un esquema
de prediccion para sistemas variantes en el tiempo con retardos igualmente variantes en el tiempo. En
este trabajo se estudian los sistemas de la forma

(t) = A(B)x(b) + B(t)u(t — h(t)) + 6(t) (2.36)

donde x € R” son los estados del sistema, u € IR son las entradas de control, & : R — [0,00) es el
retardo variante y conocido y J : [0,00) — IR son perturbaciones o errores de modelado desconocidos
pero acotados. Antes de definir el esquema de control y de prediccién se deben cumplir las siguientes
suposiciones.

Supeosicion 2. La funcion h cumple las siguientes caracteristicas:
1. h es continuamente diferenciable.
2. h se encuentra acotada por arriba por una constante Cj, > 0.
3. I tiene un limite inferior finito h € R.
4. I se encuentra acotada por arriba por una constante I, > 0 € (0,1).
5. I tiene una constante de Lipschitz global nj, > 0.

Suposicion 3. Las funciones A(t)y B(t) en son acotadas y continuas y existe una funcion acotada
y constante K : [0,00) — R"™*" tal que

x(t) = [A(t) + B(t)K(t)]x(t) (2.37)
sea uniformemente globalmente estable en IR".
Como en el trabajo de Najafi et al. se divide el retardo utilizando las siguientes funciones
i -
Qi(t) =t — gh(t) vy 8(t) = Oy, (Or-(t)) (2.38)
parai € {0,..., R} yj € {0,..., R}, y se define

Qi=01 y Qi(t) =6i(t)Qi_1(6;(t)) parai>1. (2.39)

Con estas funciones, se propone la siguiente ley de control

u(t) = K(t+h(t)zx (1) (2.40)

donde zy es el vector compuesto por los dltimos 7 componentes del sistema
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21(t) = Qu(£)A(61())z1(t) + Qu(t)B(01(t) ) u(Qu—1(t)) + L1 (£) [z1 (67 (£)) — x(t)] (2.41)
. .

zi(t) = Qi(t) A(Gi(t))zi(t) + Qi() B(Gi(t))u(Q—i(t)) + Li(t)[zi(0; " (t)) — zi-1(t)]

para2 < i < R, donde

Li(t) = —I, — Qi(t)A(Gi(t))
Gi(t) = Ox' (Qr—i(t)).

Cabe mencionar que L;(f) es una ganancia dindmica que se multiplica por el error de prediccién y
G;(t) representa el instante de tiempo de cada subpredictor, se define de esta manera debido a que el
retardo es variante en el tiempo. Utilizando la ley de control (2.40) junto con el sistema de predictores
propuesto en (2.41) se logra que el sistema en lazo cerrado sea entrada-estado estable (Input-State Stable,
ISS") y, al igual que en el caso anterior, si los limites de la funcién del retardo aumentan, solo debe au-
mentarse la cantidad de ecuaciones en el sistema de predictores.

La desventaja de este esquema de control y prediccién es la necesidad de conocer el comportamiento
de la funcién de retardo, lo cual puede ser problemético en algunas aplicaciones debido a la naturaleza de
los mismos.

Mazenc y Malisoff, 2017

Ademds de sus aportaciones en los sistemas lineales, en el trabajo presentado por Mazenc y Malisoff
[27], se propone un esquema de subpredictores para sistemas no lineales con retardos constantes a la
entrada. Asi, se considera un sistema de la forma

#(t) = F(tx(8), u(t — h),6(t)) (2.42)

donde x € R" son los estados del sistema, # € IR es la entrada de control, € R? es una perturbacién
acotada y medible y i > 0 es el retardo constante. Para llevar a cabo el esquema de prediccién se hacen
las siguientes suposiciones.

Suposicion 4. La funcién f es continua, satisface f(t,0,0,0) = 0 para t > 0y existe una constante
k > 0 tal que paratodot > 0y U € RS, la desigualdad

|f(tlzll u/Al) _f(t/ZZI u/AZ)‘ S k‘zl _ZZ| +k’A1 - AZ’
se mantiene para todo z; € R", zo € R", A € R?y Ay € R

Suposicién 5. Existe una funcion continua ug : [0,00) X R" — R® que es localmente Lipschitz y que
vuelve al sistema

x(t) = f(t,x(t), us(t, x(t) + e(t)), 6(t))

"ISS¢on respecto a las perturbaciones combinadas (€, 6).



2.4. Roboética movil 17

De esta manera, el trabajo propone que si se satisfacen las Suposiciones ]y 5| se define una m € IN
que satisface

m > 11.4kh. (2.43)
Se escoge cualquier constante A, € (0,1) tal que
2
k

Asi, existen funciones B; € KLy 75 € Ko tal que las soluciones x(t) del sistema (2.42) son
estables utilizando la siguiente retroalimentacién

m >Ry Z(14 Ag) (4k+ Aq)2. (2.44)

u(t) =u)s(t+h,zyu(t)) (2.45)

utilizando z,, como los tltimos m componentes del estado del sistema

10) =folt+ 10,21 (1), B0z, 1)) — (4K + Aa) 21 (£ = 1) = (1)
Zo(t) =fo(t + %,zz(t),d)(t,zm,Z)) — (4k 4+ Ag)[za(t — ﬁ) —z1(t)]
m m (2.46)

(1) =Fo(t 20 (6), DLt 2, m)) — (3k+ Ag)zm(t — ) — 21 (1)
donde

h(m —1i) h(m —1i)

=)

paratodot > 0ei € {1,2,..,m}. Con esto, los estados del sistema (2.42) en lazo cerrado satisfacen

D(t,zy, i) = us(t+h— ,Zm (t —

%) < B (12l iy )+ 2yt = o) + 7218l o)

para todo fy > % y todo t > tg.

Utilizando esta técnica es posible estimar los estados del sistema con retardos en la entrada arbitrarios.
Las desventajas que presenta es que utilizando Gnicamente la ley de control (2.45)) no es posible atenuar
completamente la perturbacién d(t). Sin embargo, es qitil para mantener al sistema estable siempre que la
perturbacién se encuentre acotada.

2.4. Robotica movil

La robdtica puede dividirse en dos diferentes tipos, por un lado, se encuentran los robots manipu-
ladores que son, de manera general, robots fijos compuestos de eslabones que se utilizan para mover o
manipular materiales u objetos [28]], y por el otro lado, los robots méviles, estos pueden ser descritos co-
mo maquinas con un cierto grado de autonomia capaces de trasladarse en el ambiente. Este tipo de robots
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puede subdividirse principalmente en tres clases dependiendo del ambiente, los robots mdviles aéreos
o UAV’s (Unmanned Aerial Vehicles), los robots moviles acuaticos o AUV (Autonomous Underwater
Vehicles) y los robots méviles con ruedas, los cuales son los considerados en este trabajo.

Dentro de la categoria de los robots méviles con ruedas existen muchos tipos de robots dependiendo
del tipo de ruedas y la posicion de estas en el cuerpo del robot, [29]. Los principales tipos de ruedas son
los siguientes:

1. Rueda fija: El tipo mas sencillo de rueda, se le llama asi debido a que se encuentra unida al cuerpo
del vehiculo por un punto fijo, Figura

2. Rueda de direccion: Similar a la fija con la diferencia de que esta rueda puede girar a lo largo de su
eje vertical y, por lo tanto, brindar cierto sentido de direccién al giro de la rueda.

3. Rueda castor: Este tipo también puede girar en el eje vertical, sin embargo, el eje de giro se en-
cuentra desplazado y no en el eje vertical de la rueda tal como se muestra en la Figura [2.5b]

4. Rueda sueca: Son un tipo especial de rueda que cuenta con rodillos como en la Figura estos
proporcionan direcciéon de acuerdo a la orientacién con que se encuentren respecto a la rueda.
Las ruedas suecas permiten que el robot se mueva en cualquier direccién variando Unicamente la
velocidad de estas.

(a) Rueda fija. (b) Rueda de castor. (¢) Rueda sueca.

Figura 2.5: Ejemplos de tipos de ruedas.

Definicion. El grado de movilidad del robot mévil es igual al niimero de grados de libertad directamente
controlables por la velocidad de las ruedas. En el caso de robots moviles con ruedas, este pardmetro se
encuentra siempre entre 1y 3.

Definicion. El grado de direccionabilidad del robot movil es igual al niimero de grados de libertad
directamente controlables por el giro vertical de las ruedas. En el caso de robots moéviles con ruedas,
este pardmetro se encuentra siempre entre 0y 2.

Con los tipos de ruedas es posible crear distintas combinaciones y de esa manera crear distintos tipos
de robots méviles con ruedas. Este trabajo se centra en dos tipos de robots:
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y(t)

0

Figura 2.6: Robot Omnidireccional o tipo (3,0).

Y4

n

X

0

Figura 2.7: Robot Diferencial o tipo (2,0).

3

1. Tipo (3,0): También conocidos como Omnidireccionales, estos robos tienen un grado de movilidad
de 3 y un grado de direccionabilidad de O, lo cual quiere decir que este robot es capaz de moverse
con total libertad en el plano en cualquier direccidn sin tener que reorientarse. Este tipo de robots
estd compuesto tnicamente de ruedas suecas o castor, un ejemplo se encuentra en la Figura [2.6]

2. Tipo (2,0): Este tipo de robot cuenta con un grado de movilidad de 2 y un grado de direccionabilidad
de 0, por lo cual este robot puede moverse en el plano de manera restringida. Estos robots tienen
por lo general varias ruedas fijas, las cuales comparten un solo eje de giro y es este acomodo el que
genera la movilidad restringida del vehiculo. En el ejemplo de la Figura[2.7|es posible apreciar que
las ruedas solo permiten avanzar y retroceder, sin embargo, es posible hacerlo girar introduciendo
velocidades distintas en cada rueda.
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2.5. Problemas de control en robots moviles con retardos

Como ya se menciond anteriormente, es posible que existan retardos en los sistemas robéticos ori-
ginados por diversos factores tales como el ambiente, la velocidad de procesamiento y la comunicacién
entre los sistemas. Estos retardos tienen un impacto negativo sobre la estabilidad y desempeno de los
sistemas. Numerosos autores se han dado a la tarea de estudiar y remediar las problemadticas resultantes.

2.5.1. Kojima et al., 2010

Kojima et al. [30] propone un predictor de estados para el control de seguimiento de trayectorias de
un robot tipo (2,0) con retardo en la entrada. Considera el siguiente modelo cinemético

X(t) = v(t — 1) cos (6(t))
y(t) = v(t — 1) sin (0(t)) (2.47)
0(t) = w(t— 1)

donde x(t),y(t) y 0(t) son los estados del sistema y v(f) y w(t) son las entradas del sistema (velocidad
lineal y angular del robot). Para realizar el seguimiento de trayectorias de dicho sistema, el esquema se
divide en dos partes:

a) El predictor de estados

£(t) o(t) cos (A(t)) 2(t—1) — x(t)
gt | = | o(t)sin(B(t)) | —K | 9(t—1) —y(1) (2.48)
() w(t) 0(t— 1) —6(t)

donde K = diag(kq,kz, k3) con k; > 0.
b) El control de seguimiento de trayectoria

AMog(B)ye(t)  sin (6.(t))
T2+ 2@ 6 T (2.49)

v(t) = v4(t) cos (0.(t)) + hy,(x.(t))

w(t) = wa(t) +

donde
Xe(t) Ccos (égt)) sin (9:(1‘)) 0 xg(t) — %(¢)
Ve(t) | = | —sin(6(t)) cos(6(t)) O ya(t) —9(t) (2.50)
0.(t) 0 0 1 04(t) — 0(t)

y Ai,i = 1,2,3 son pardmetros positivos de disefio y las funciones h), € %),, h), € £, pertenecen a
2y, ={¢:R —= R]|, ¢ es continuo y cumple con —A; < ¢(x) < A;Vx € Ry xp(x) > 0Vx # 0}.

Cabe mencionar que vy(t), wy(t), x4(t), y4(t) y 64(t) son los pardmetros de la trayectoria deseada
que se calculan por medio de un robot virtual definido mediante
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X4(t) = v4(t) cos (84(t))
Ya(t) = va(t) sin (04(t)) (2.51)
0a(t) = wqy(t)

Se demuestra en el trabajo que el control de seguimiento de trayectoria presentado en la ecuacién
(2.49) hace que los errores de seguimiento x,(t), y.(t) y 6,(t) tiendan a cero si los errores de prediccion,
definidos como

ex(t) 2(t—1)—x(t)
ey(t) | = | 9(t—1)—y(t) (2.52)
eo(t) B(t— 1) — 8(t)

A

convergen a cero, lo que significaria que los estados predichos £(t),7(t) y 6(¢) estiman los valores futu-
ros del robot mévil diferencial.

Las desventajas de este esquema son que a pesar de solucionar el problema, cuentan con condicio-
nes de disefio restrictivas, lo que dificulta su implementacién para retardos en la entrada grandes, sin
mencionar, que estos deben de ser puntuales e invariantes en el tiempo.

2.5.2. Xuey Yu, 2018

En el trabajo presentado por Xue y Yu [31]], estudian el caso del robot tipo (2,0) con retardo a la
entrada dividiendo en sistema en 2 subsistemas y aplicando un control por retroalimentacién de estados
basado en prediccién y con un par de observadores para estimar perturbaciones desconocidas. Bajo la
suposicién de que el robot mévil no derrapa, el modelo del sistema puede describirse de la siguiente
manera

X(t) = v(t)cos (0(t))

y(t) = o(t) sin (6(t))

0(t) = w(t) (2.53)
o(t)=n(t—m)+m

W(t) =t —hy) + p2

donde v(t),w(t) son las velocidades lineal y angular respectivamente y 71 (t), T2(t) son las entradas de
control, i1 > 0, hy > 0 son los retardos conocidos constantes y p1, p2 son perturbaciones desconocidas
que satisfacen |p1| < po, |p2| < po,, donde pg es una constante positiva y constante.

Para disefiar el control de seguimiento de trayectoria se realiza el siguiente cambio de coordenadas

Xe () cos (6(t)) sin(6(t)) O xq(f) — x(t)
Ye(t) | = | —sin(0(t)) cos(6(t)) O | | ya(t) —y() (2.54)
0. (1) 0 0 1 04(t) — 0(t)
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donde los estados x,4(t),y4(t),0,;(t) definen la trayectoria deseada a través de un robot virtual como el
definido en el sistema (2.5T). De esta manera el sistema del error estd dado por los dos subsistemas

w(t)ye(t) — v(t) + va(t) cos (6e(t))
Ye(t) = —w(t)xe(t) + vg(t) sin (6,(t)) (2.55)
o(t) = n(t —hi) + p1

=
<
—~

~
N~—r

Il

0c(t) = wa(t) — w(t)

2.56
@(t) =n(t—hy) + p2 (230

Primero se analiza el subsistema (2.56)), se realiza el cambio de coordenadas @(t) = wy(t) — w(t)

y se define Z(t) = [Z_‘]Eg] para obtener el sistema equivalente

Z(t) = AyZ(t) + Ba(1a(t — ha2) + p2) (2.57)

e-[31] n-[ 3]

Ya que la perturbacién p, es desconocida, se propone el siguiente observador en tiempo finito,

con

w(t) = v19(t) — Tt — hy)
vio(t) = —AwL?|@(t) — @() [V ?sign(d(t) — @(t)) — pa(t) (2.58)
p2(t) = ALisign(pa(t) —vio(t))

donde Aqg, A11, L1 son pardmetros positivos de disefio y w(t), p2(t) son las estimaciones de w(t), pa.
Con este predictor se propone la siguiente ley de control para T, (t),

To(t) = ky1sign (0o (t + ha)) + kiosign (& (t + o)) (2.59)

con k1, k1» ganancias positivas que satisfacen qué k17 > k1o > po. Una vez que con esta ley de control
se cumpla que 6,(t) = 0, (t) = 0, el subsistema (2.55)) se reduce a,

Xe(t) = wy(t)ye(t) — v(t) +va(t)
Ye(t) = —wq(t)x.(t) (2.60)
@(t) = T1(t — hl) + p1.

De manera equivalente al predictor (2.58)) se propone un observador para estimar la perturbacién py,
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B(t) = vao(t) = (t — )
va0(t) = —AaLy[0(t) — v(1) [ Zsign(o(t) — v(t)) — pa(t) (2.61)
pr(t) = Az Lasign(pa(t) — vao(t))

donde Ay, Az1, Ly son pardmetros positivos de disefio y 9(t), p1(t) son las estimaciones de v(t), p1.
Definiendo el cambio de coordenadas 0(t) = v,(t) — 9(t) se propone la siguiente ley de control para

T](t),

—ky15ign(Ye(t 4+ hy)) — knasign(—wy(t) %, (t + h1))

— Kassign(— (1)t + 1) + wa(H)B(t + 1)) — @3(D2e(t + ) + wa(H)oa(t + h1))
(2.62)

con ko1, koo, ko3 constantes positivas que satisfacen

— ko1 + ka3 > po
— ko1 + koo + kaz > po

y cualquiera de las siguientes condiciones

Cl koy <kyp <koz con kpz < ko + ko
C2 ko <kyy <kps con kpz <ko +kyp
C3 ko1 < ks <kyy con ko < kot +kos.

Tomando en cuenta los predictores (2.58) y (2.61) y la ley de control compuesta por las ecuaciones
(2.59) y (2.62) se demuestra que los estados xe(t), Ye(t), 0 (t) convergen a cero en un tiempo finito.

2.5.3. Parky Yoo, 2017

En el articulo [32], se desarrolla un esquema de seguimiento de baja complejidad para robots diferen-
ciales con retardo variable cuyos pardmetros son desconocidos y acotados. Para ello, los autores utilizan
tanto el modelo dindmico como cinemédtico del robot, tal como se presenta a continuacion,

(2.63)

donde,
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CPS (Q(t)) 0 my +myp b(my1—mp)
S(q(t)) = | sin(6()) O |, M= | I bomhms) |’
0 1 r N r
, rmed [ w(t)  —bw(t) du pin
C(q(t)) = , D=14 W |
2b | —w(t) —bw(t) b2 _piz
7’2 2 7’2 2
miq :@(mb +I)+Iw, mip = @(mb —I),

m=me+2my, [ =med*+2myb*+ I + L.

En el modelo antes presentado, g(t) = [x(t) y(t) 6(¢)]” sonlos estados del robot,77 () = [v(t) w(t)]T
son las velocidades linear y angular, 7,(t) = [t 4(t) T (t)]T = [1(t — h(t)) (¢t — h(t))]T son los
torques de las ruedas, b es la mitad del ancho del robot, r es el radio de las ruedas, d es la distancia entre
el centro de las ruedas y el centro de masa del robot, m. y m,, son la masa del cuerpo y de las ruedas
respectivamente, I, I, y I, son los momentos de inercia del chasis del robot, de las ruedas con respecto
al eje de las mismas y de las ruedas con respecto al eje vertical, y finalmente, dq; y d1» son coeficientes
de amortiguamiento.

El esquema de control que presentan es como sigue,

ki€

CUc(t) = 1 —O'(t)’ Uc(t) = —k3€3(t),
T(t) = Tlh(t);”zh(t) () = Tlh(f);Tzh(f) (2.64)

Tin(t) = —kses(t —h(t)), Tou(t) = —kses(t —h(t))

donde parai =1, ...,5,

e1(t) =0(t) — 0,(t) +arcsin o i)e;(%)) ,

ex(t) = — (x(t) — x,(t)) sin (6(¢)) + (y(¢) — y(t)) cos (6(¢)),
es(t) =(x(t) — x,(t)) cos (6(t)) + (y(t) —y(t)) sin (6()),
es(t) =v(t) — ve(t) — x tanh(¢1 (1)),

es(t) =w(t) — we(t) — «k tanh(Pa(t)),




2.6. Desarrollos previos en la seccion de Mecatrénica 25

¢1(t) = — x sinh(p1 (1)) + kpea(t)cosh? (1 (1)),
¢2(t) = — x sinh(¢pa(t)) + kpes(t)cosh? (pa (1)),
kv, (t)es(t)
p2(t)wi(Bw(t)’
pi(t) =(pi0 = Pico)e™ + Pico.
yli > 0,00 >0,p0i0 > 0,ki >0,x > 0,kp > 0 son pardmetros de disefio. Con este esquema de
control, proponen el siguiente teorema.

o(t) =

Teorema. Considerando un robot no holonomico con pardmetros inciertos constantes y acotados y un
retardo variable de tiempo, controlado por el esquema de control antes presentado, suponiendo que las
velocidades de referencia v, (t),w,(t) y 0,(t) estdn acotadas y v.(t) # 0, y si se escogen ka, p;o, p2(t)
y p3(t) tal que satisfagan ky < min{1,1/v,max}, p3(t) < p2(t), y l€i(0)| < pio, es posible asegurar
que se cumple lo siguiente,

(@) lei(t)] < pi(t), ¥Vt =0

(i) |[[x(t) —x:(8) y(t) - ||<\/2 t)+p3(1), V>0 y

limg ol [[(£) = x0(£) y () =y (D]']] < /205,00 + P30
(iii) |6(t) — 0,(t)| < p1(t) + arcsin(ky), ¥Vt >0
lzmt_>oo|9(t) — Gr(t)| < 01,00 + a?’CSiTl(kz)

A pesar de las ventajas que este esquema puede presentar, como el control del sistema con incerti-
dumbre en todos los pardmetros, este no presenta una solucién que asegure una convergencia asintética
a la trayectoria deseada para el robot. Sin embargo, comparado con esquemas similares, este no necesita
de ninguna técnica de adaptabilidad o de aproximacién de funciones.

2.6. Desarrollos previos en la seccion de Mecatroénica

Dentro de la seccién de Mecatrénica del Departamento de Ingenieria Eléctrica del Cinvestav se han
llevado a cabo trabajos donde se buscan solucionar los problemas antes mencionados. Entre esos trabajos
se mencionan los siguientes que tienen relevancia dentro del tema a tratar.

2.6.1. Fragoso-Rubio et al., 2019

Una propuesta para solucionar la prediccién de estados de un sistema lineal es la presentada por
Fragoso et al. [33]. En dicho trabajo se proponen un sistema de subpredictores para estimar los valores
futuros de un sistema. Se considera un sistema lineal de la forma

X(t) = Ax(t) + Bu(t — 1)

y(t) = Cx(t)

donde las matrices A € R"*", B € R"!y C € R"" son matrices conocidas, u#(t) € R es la entrada
de control, y(t) € R es la salida, x(t) € R es el vector de estados del sistema y T representa el retardo

(2.65)
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constante y positivo.

Aligual que en [34], se supone que el par de matrices (A, B) es controlable y el par de matrices (A, C)

es observable. Con esto se propone un entero 1 tal que

m =

i

Se define el cambio de variables

wi(t) = x(t+7)
wy(t) =wr(t+7T) = x(t+27T)

wm(t) =Wy 1(t+T) =x(t+17)

y se obtiene el sistema

Wy (t) = Awy(t) + Bu(t — (m —2)T)

wm(t)' = Awy(t) + Bu(t).

Como en Najafi et al. [25]], se propone el sistema de subpredictores

S S
==
I
s

cbm(tj = Ay, (t) + Bu(t) + LCey, (t — T)

donde

Cw, = x(t + T) — Zf)l(t) = wl(t) — ?f)l(t)
ew]. = Zf)j_l(t + "L_') - Zb](t)

W1 (t) + Bu(t — (m —1)T) + LCey, (t —
Wy (t) + Bu(t — (m —2)T) + LCey, (t —

(2.66)
2.67)
(2.68)

7)

7)
(2.69)
(2.70)

para j = 2,...,m. En el trabajo se presentan las condiciones necesarias para que los estados predichos
converjan a los estados reales y se remarca que para la utilizacién de este esquema solo es necesario
utilizar la salida y(t) en lugar de todos los estados x(t) y que se van estimando poco a poco los intervalos

de tiempo T y asi se pueden tolerar retardos mayores.
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A diferencia de [25]], en este trabajo se explora una nueva manera de utilizar los subpredictores y asi
obtener mejores resultados. Tomando en cuenta todo lo anteriormente mencionado se propone el siguiente
esquema de subpredictores de informacion completa

W1 (t) = A1 (t) + Bu(t — (m — 1)T) + LCeqy, (t — T)
2(t) = AWy (t) + Bu(t — (m — 2)T) + LCey, (t — T) + LCey, (t — T)
W3 (t) = Aws(t) + Bu(t — (m —3)T) + LCew, (t — T) + LCeuw, (t — T) + LCeu, (t —T)  (2.71)

Wy (t) = Ay (t) + Bu(t) + LCey, (t — T) + LCes,, ,(t — T) + ... + LCeq, (t — T)

donde L € IR"*! y los errores de prediccién se definen de la misma manera que en las ecuaciones .
Al analizar la dindmica de los errores se demuestra que los estados predichos @; convergen exponencial-
mente a los estados reales del sistema w; en caso de regulacién del sistema. Esta técnica de prediccion
ademds de compartir ciertas caracteristicas de la técnica propuesta en [25]], introduce un nuevo esque-
ma para aprovechar todos los estados de los subpredictores y asi lograr una convergencia exponencial.
Recientemente, en [35], ademds de explorar mds los andlisis aqui presentados, se proponen multiples
ejemplos entre los cuales se destaca una prueba de robustez ante incertidumbres de modelado, el cual
muestra resultados favorables de esta técnica.

2.6.2. Baez-Hernandez y Velasco-Villa, 2019

Por tltimo, en el articulo presentado por Bdez-Hernandez y Velasco-Villa [36] se presenta una cadena
de subpredictores como en [33]] para controlar un robot tipo (3,0). Esta estrategia de control se basa en el
predictor propuesto en [34], de manera que es posible controlar el robot mévil con un retardo a la entrada.
El sistema es descrito como,

&(t) = —r(hR(¢))'0(t — 1) (2.72)

donde xi(t) = [x(t),y(t),¢(t)] son los estados del robot omnidireccional, & = [6,0,,65] son las
entradas de control del sistema (61, 6, son las velocidades lineales y 63 la velocidad angular) y las matrices
se definen como

V3

cosp(t) sing(t) 0 -3 ¥ L
R(p(t)) = | —sing(t) cosp(t) 0|, 1= ) (2.73)
0 0 1 1 0 L

con r y L como pardmetros fisicos del sistema, el radio de las ruedas y la distancia del centro del robot
a las ruedas, respectivamente. Con esto, se aplica un cambio de variables al sistema considerando la
divisién del retardo T = mT
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om(t) = &(t+mT).

Asi, el sistema se reescribe como,

o1(t) = =r(1R(¢13)) " '0(t — (m —1)7)

: (2.74)
pn(t) = —r (iR (Pw3)) 10 (8).
De manera similar a los trabajos anteriores se introduce el esquema de subpredictores,
pr(t) = —r(iR(¢13)) ~'0(t — (m —1)T) + Arep, (t — 7)
(2.75)

f)m(t) = _r(flR((i’m3))ilé(t) + Amep,, (t — T).

Basdndose en que los estados predichos p; convergen a los estados futuros reales del robot p; se
propone la siguiente retroalimentacién para solucionar el problema de seguimiento de trayectorias

0E) =~ TR (s () (Pa (6) — Klpu(t) — pa (1]} .76

En el trabajo se demuestra la convergencia de los errores de prediccién y de seguimiento de tra-
yectoria. Cabe notar que a pesar de funcionar de manera adecuada con retardos constantes, este tipo de
esquema de prediccion y control no es robusto ante incertidumbres del retardo.
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Capitulo 3

Modelado de robots moviles

En este capitulo se muestran los procedimientos para la obtencién de los modelos cinematicos de
los robots que se utilizaran a lo largo del documento. Primero se obtiene el modelo del robot mévil
omnidireccional seguido de la cinemadtica del robot mévil diferencial, en la cual se realiza un cambio de
variables para desacoplar la dindmica angular de los movimientos en x e y. Por dltimo se presentan los
modelos con retardos de tiempo a la entrada de los vehiculos y la manera en que estos influyen en las
ecuaciones de los modelos cinematicos.

3.1. Cinematica del robot omnidireccional

En el caso del robot mévil omnidireccional (3:0), se utiliza la metodologia y el andlisis propuestos en
[37]] para el robot presentado en la Figura[3.1]

Y4

y()

Figura 3.1: Diagrama cinemético del robot omnidireccional.

Para obtener el modelo cinemaético del robot (3,0) se utilizan las restricciones de las ruedas del robot
en la direccién longitudinal presentadas en [37)], que en este caso se consideraran fijas. A partir de la
Figura[3.2]se obtiene el modelo,
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[—sin (a; + B;) cos(a;+ B;) LcosBi|R(¢(t))E(t) +rna(t) =0 (3.1

donde la posicion de la rueda con respecto al centro del robot se representa por medio de la distancia L y

el dngulo w;, la orientacion del plano de la rueda i con respecto a L; esta representado por 3; y el radio de
la rueda esta descrito por ry.

Y,

Xy
»

Figura 3.2: Pardmetros de la rueda.

Con respecto a la Figura se definen los pardmetros «;, B; y L; asociados a cada una de las ruedas

utilizando el marco de referencia montado sobre el robot X, — Y,. De esta forma, se obtienen los valores
presentados en la Tabla[3.1]

Rueda o ,31' Ll’
1 1oL
2 |[2Z]o0]|L
3 |Z]o0]L

Tabla 3.1: Parametros de las ruedas.

Con la informacién de la Tabla 3.1} es posible obtener el sistema de ecuaciones que representa la
velocidad en la direccion longitudinal de cada una de las ruedas de acuerdo al robot descrito en la Figura

B4

¢(t))
—sin (¢(t)) cos (¢(t))

0

—sin (ap + B2) cos(ax + B2) IrcospPo 0
0 0 1
0

0

r

—sin (a1 + B1) cos (a1 + 1) I1cospr ] l cos (¢(t)) sin(
—sin (a3 + B3) cos (asz + B3) I3cos B3




3.2. Cinematica del robot diferencial

31
Considerando la Tabla se obtiene,
—sin? cosZ L
[ —sin2% cos2Z L ]R(¢(t))§(t)+r9 =0
—sin%T c:os377T L
equivalentemente,
1 3
2 2 , :
[_; L [ROWEED +r0=0
1 0 L
o bien,
JiR(@(1)E(t) + 10 =0 (3.2)
donde,
rx(t) [ 61(t)
¢(t) = y(t)], 0(t) = | 02(t) |,
L ¢(t) L 05(t)
o %L " cos(¢(t) sin(g(r) 0
h=| o1 g L]/ R(p(t) = | —sin(p(r) cos(p(r)) 0
L 1 0 L L 0 0 1

Acto seguido, se despeja &(t) de la ecuacion (3.2) para obtener el modelo cinemético del robot om-
nidireccional,

E(t) = —r(hiR())'0(t). (3.3)
3.2. Cinematica del robot diferencial

El segundo modelo cinematico considerado es del robot mévil diferencial o (2,0) presentado en la
Figura [3.3] A diferencia del robot omnidireccional, es posible abstraer las ecuaciones cinemiticas del
robot, tal como se muestra en [37]], y obtener asi el siguiente sistema,

sin(6(t)) (3.4
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donde (t) = [x(t),y(t),0(t)]T son los estados del robot diferencial. Con respecto a la Figura el
punto P = (x,y) en el marco inercial X — Y representa el punto medio del eje de las ruedas del robot
mévil, O(t) la orientacién con respecto al eje X y u(t) = [v(t),w(t)]T son las entradas del control que
representan la velocidad lineal y angular respectivamente.

A partir de las ecuaciones (3.4) se determina que el robot solo puede moverse respetando la restriccién
no-holonémica,

%(t)sin () — y(t) cos® = 0. (3.5)

Y4

<y

Figura 3.3: Robot mévil diferencial.

3.2.1. Cambio de coordenadas

El robot mévil (3.4) se representa alternativamente al considerar la transformacién, globalmente in-
vertible,

xr(t) cos (6(t)) sin(6(t)) O x(t)
Gr(t)= | w(t) | = | —sin(0(t)) cos(6(t) O | | y(t) |- (3.6)
0,(1) 0 o 1]/ e

La derivada con respecto al tiempo de x,(t) es,

esto es,
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X (t) =0v(t) + w(t)y,.

Por otra parte, a partir de y,(t) se obtiene,

o bien,

yr(t) = —w(B)x,(t) 3.7)

Observacion 2. Tanto el modelo del robot mévil omnidireccional (3.3) como del diferencial (3.7) son
obtenidos considerando que se desplazan sobre una superficie plana, con ruedas perpendiculares a la
superficie que carecen de patinado o deslizamiento.

3.3. Presencia de retardo en las entradas de control

Una problemdtica asociada a los sistemas de control son los retardos de tiempo que pueden producirse
al controlar un dispositivo (robot mévil) a distancia. Dichos retardos pueden aparecer al recibir informa-
cion del robot o del ambiente, al procesar la informacion o al enviar comandos de control al dispositivo.

En la Figura[3.4|se ejemplifica dicho problema. Existe un retardo 7o > 0 que simboliza el tiempo que
tarda la computadora en recibir la informacién del robot, por otro lado, 71 > 0 es el tiempo que tarda en
llegar la sefial de control (u(¢, &) = [v(t), w(t)]) al robot. Dicho esto, se tiene entonces un retardo total
equivalente,

T=7+7T

4 ¢

que simboliza todo el tiempo que sé “pierde” obteniendo, procesando y enviando informacién.
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¢t —12)

u(E(t =), E(t = 72))
71

ﬂﬂﬂ~

youl

uEt -1 — 1), &t — 71 — 12))

T
2l

H0)
&0

| ¢

Figura 3.4: Ejemplo de retardo en comunicaciones

Para trasladar dicho comportamiento a los modelos cineméticos de los robots méviles (Ec. (3.3)
y ) se definen a § y a u(t) como las entradas de control del robot omnidireccional y diferencial
respectivamente. Al sufrir un retardo de comunicacién, el modelo cinemético del robot omnidireccional
se ve afectado de la siguiente manera,

&(t) = —r(hR(¢))'0(t — 1) (3.8)

y el del robot diferencial queda en la forma,

% (t) = o(t = ) + w(t — D)y (1)
yr(t) = —w(t = T)x,(t) 3.9)
0,(t) = w(t—1).

3.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presenta una breve recapitulacién de los modelos cinemdticos que se utilizan
a lo largo del trabajo de tesis, y se explica como el retardo se presenta en dichos sistemas. Esto con la
finalidad de familiarizar al lector con las clases de sistemas y esquemas que se presentaran en los capitulos
siguientes.
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Capitulo 4

Robot (3,0) con perturbacion en el retardo

Una problemdtica general dentro de los sistemas con retardo es que no siempre se tiene completo
conocimiento del mismo. Es posible expresar la incertidumbre en el retardo T de la siguiente manera,

T=h+7y 4.1)

donde h > 1 € R" son el retardo modelado y la incertidumbre respectivamente. Con esto el sistema
(3.8) del robot omnidireccional adquiere la forma,

¢(t) = —r(iR(¢)7'0(t =k — 7). (4.2)

4.1. Sistema en adelanto

Para compensar el retardo, se propondra un predictor de estados futuros. Para ello es necesario cono-
cer el sistema T unidades de tiempo en el futuro. Se considera la siguiente definicién.

Definicion. Dividiendo el retardo en n fracciones se obtiene,

.
n

Con esto es posible considerar las variables adelantadas,

pi(t) = &(t+ih) = pi 1 (t+ 1),

parai =1, ..., n. Asi se obtiene el conjunto de sistemas en adelanto,

oi(t) = —r(1iR (o)) 8(t — (n— i) — 7). (43)

En dichos sistemas es posible apreciar que cuando i = 7 se tiene el sistema,

pn(t) = —r(JiR(pu3)) 10t — 17)
el cual es un sistema libre de retardo siempre que la incertidumbre # sea igual a 0.

4.2. Predictor propuesto

Con el sistema en adelanto (4.3 se propone la siguiente cadena de subpredictores tipo Luenberger,
tomando en cuenta que # es desconocida,
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Bi(t) = ~r (1R (pis)) 0t — (1 — D)) + Aep,(t — ), 44

parai = 1,...,n. Con los errores de inyeccion definidos como,

e, (t) =p1(t) — p1(t)
ep, (1) =p(i—1)(t +h) — pi(t)

para j = 2,3, ..., n. El error de prediccion, a diferencia de los errores de inyeccién, es definido de la
siguiente manera,

pi(t) = pi(t) — pi(t) (4.5)

Dicho error, puede ser redefinido con respecto a los errores de inyeccién e, (t) dando como resultado,

pi(t) =pi(t) +ep,(t) — pia(t+ 1)
=pi(t) + ep, () + e, (t + 1) — pia(t +2h)

=pi(t) +eo,(t) + e (t+ 1) + .+ ey (t+ (I —2)h) —pr(t+ (i — 1
=p1(t+ (i = 1)h) +ep,(t) + e, (t +h) + ...+ e, (t+ (i = 2)h) = p
=ep, (1) +ep, (E+h) + ...+ ep, (t+ (i —2)h) + e (E+ (i —1)h)

que puede ser reescrito como,

pi(t) = i e (t+ (i —k)h). (4.6)
k=1

4.3. Esquema de control

El problema a resolver en este caso es el seguimiento de trayectorias y para ello se utiliza la retroali-
mentacion de estados,

0(t) = — TR (ows){pna (1) — Klpu(t) — pua (D]}, @)

donde p,4(f) son los estados de la trayectoria deseada.
Sin embargo, como no es posible acceder a los estados futuros del sistema p, (), se emplean los
estados predichos (4.4)), dando como resultado la siguiente retroalimentacion.

9<t) = _%hR(pn?:){pnd(t) - k[pn(t) _Pnd<t>]}- (4.8)

En la Figura[.1] se puede apreciar un diagrama de bloques del esquema de prediccién y control con
n=3.
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R(s) Es(s) ues) Y(s)
%\‘J " C(s) G(s)e ™™
P3(s)

— — — +

e—hs e—hs e—hs _:C)
_ _ Eq(s)
P3(s) L1 pys) — P() |
E5(s) Py(s) E,(s) Py(s)

Figura 4.1: Diagrama del sistema.

4.4. Sistema en lazo cerrado
Comparando la trayectoria deseada con los estados del robot, se define el error de seguimiento como,

es(t) = pn(t) — pua(t)- (4.9)

Una caracteristica de los errores de inyeccioén y de seguimiento es que todos estos se encuentran en
distintos instantes de tiempo, tal como se muestra en la Figura[4.2] Debido a esto, se realiza el siguiente
cambio de variables para analizar los errores del sistema en el tiempo ¢,

3
t+ h t+ 2h t+(n—1)h  t+nh
| | i | | 3
‘ I I I I ”
r:‘lpl "”) r:‘lﬁ'z "”) Epn l(llr’) HPH("’)
es(t)

Figura 4.2: Interpretacion grafica del instante de tiempo en que se encuentra cada error.

zs(t) =es(t — nh
(1) =es(t ) w0
2(t) =ep,(t — if)
parai =1,2,..., 1.

Derivando los errores del sistema, tal como se presenta en el Apéndice [Al da como resultado el
sistema en lazo cerrado siguiente,
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z4(t) 0 Ot [ z(t) 0 0 zs(t —h)
7%1(t) = kI _(kl)lxn Zl(t) + { 0 _1;;” :| Z1(t—}£)
Zy(t) O—1)x1 O(n—1)xn Zn(t) el ! Zn(t—h) “4.11)
—(kI)ax1  (kI)2xn | Zs(t =) %(t_3;—?> |
z1(t — t—
* { O-1)x1 Ogn—1)xn | zi((t—?) " 711£n(t) )

Aqui I es la matriz identidad de dimensién 3, Z, () es un vector R("*=D*1 que contiene los estados

ziparai = 2,3,..,n, [y(t) es un vector R(-1)x1 que contiene los términos no lineales 7y; para i =

2,3,...,ny A, es una matriz bi diagonal inferior tal que,
[ —AI 0 0o .. 0 0 7
AL —AI 0 .. O 0
A, = 0 Al —AI ... O 0
0 0 0 Al —AL |

De manera alternativa, el sistema puede escribirse del siguiente modo,

2(t) (4.12)

= Aoz(t) + A1z(t — h) + Axz(t — 1) + T(¢t)

teniendo en cuenta que,

0
kI

0(n—l)><1

Ay = [ —(kI)2x1
On-1)x1

Ay

Ye(t)
71(t)
Yi(t)

_(kl)lxn

={E(pns(t)
+pnd<t - 77)
={E(p13(t) —
—{E(p13(t) —
={E(p
- {E(Pz3( )

01><n

0(n—1)><n

(kI)ZXn :|
O(nfl)xn ’

—Pus(t — 1)) Hpna(t — 1) —
_pnd(t)
pn3(t7]))}{pnd(tﬂ> -
Pn3(t1)) HPna(t1) — kles
13t +h) = pra(ti) Hona(ti) —
Pn3(ti)) Hona(ti) — k[

k[es(t,?)
(

kle
es(ti) —

—2sin? (5)
sin (+)
0 0

E()

t)

kles(t —1) —

s(t

on(t — 1)}

)]} + Pnd(tn

Pn(t1)]} — Pna(t1)
i)~

ﬁ()]}
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4.5. Analisis de estabilidad

Para analizar el sistema (4.12) lo primero es modificarlo agregando un término neutro o auxiliar,

=0

2(t) =Apz(t) + Arz(t — h) + Axz(t — ) + T(t) +Arz(t) — Arz(t)
=(Ag + Ap)z(t) + Arz(t — h) — Ay[z(t) — z(t — )] + T(t)
=Aoz(t) + Arz(t — h) — Ay[z(t) — z(t — )] + T(¢)

0

—Az(t) + Arz(t— ) — Az [ 2(t+0)d0+T(1 wis
. .

=Aoz(t) + Arz(t — h) — Ay /0 [Aoz(t+6) + Arz(t —h +0)
-1

+Aoz(t— 15 +60) +T(t+0)]do +T(t)

2() =Aoz(t) + Arz(t — k) — F(z;) + T(t) — Ay /0 T(t+6)do
-1

con,
o _
F(z) = Az/ [Aoz(t +0) + Arz(t —h +0) + Ayz(t —n +6)] do,
-1

Ay=Ap+ Ay = [ O_kI (k)1 ] .

nx1 Onxn

Siguiendo el anélisis presentado en [1]], se utiliza la siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii,

V(2:) =vo(z +/ (t + 0)Roz(t + ) d9+/ T(t 4 0)AT(0 + B)Ry Arz(t + 0)d6

1+h
+ |sign ()| ( + ) [/1777)((17) 2T (t+0)AF Al U(0)Ag Agz(t + 6)d6

€

+/ T(t+0)AT AT (0 + h+nx(n))U(0)AgArz(t + 0)do
h=nx(n

conRy >0, M>0,a >0,
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vo(z¢) =21 (H)U(0)z(t) + 227 (t) /Oh U(—6—h)Az(t+60)do

—|—/ (t+6,)AT /Oh U (61 — 02) A1z(t + 02)d02d01,

Ry =Wy — 2U(0)|y|M~1U(0) > 0,

Wo =W — AT Ry A1 — (14 HJsign(y)| [ (1 + (1) AS ATU(0) Aoo
+ (h+nx(n)Af AOU(O)AO/M] ,

~W =AlU(0) + U(0)Ag + ATU(n) + UT(h) Ay,
My =0 +n+nx(1)

0 si 7<0
x(n)—{l S >0

Al derivar la funcional V(z;) a lo largo de las soluciones del sistema (desarrollo en Apéndice B)) se

tiene,

9 (24 =27 ()[Ry — Wolz (1)

dt
42 [r(t) —F(z) - Ay /17

0 T
T(t+ 9)d9] [L(0)z(t)

+/ 0 n) Alz(t—l—G)dG]
t 4.14)

—2T(t — h)Roz(t —h) — / 2T(0) AT R, Arz(6)do
t_

1+h
€

~ |sign(n)| (

t
- zT(9)ATAY AoAlz(e)de} .
t=h—nx(n)

t
> { / 2T(0) AT AT A Aoz (8)d0
t=n—nx(1)

Se tiene que F(z;) cumple las siguientes caracteristicas,

2FT (21) [ +/ —0—h) Alz(t+9)d9} — 2F)(z1) + 2F3(21)

con,
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Fi(z) = | A /017 [Aoz(t +6) + Arz(t — 1+ 0) + Agz(t — 1y + 6)] de] ' L(0)z()]

- 0 T
Fz(Zf) = Az/_n [A()Z(t—l—g)+A1Z(t—h+9)+A22(t—17—|—9)]d9:|

_/_Oh (6 — h)Arz(t +0)d6| .

Estos términos se mayorizan usando la identidad 24T < a’Ma + b M~1b donde M > 0,

|2F; (z¢)| < ’/0’7 245 [Aoz(t+0) + A1z(t —h +0) + Axz(t — 17+ 0)] U(O)z(t)d@’

gsign(;y)/o FT(z;,0) MF(z;,0)d0 + 5|zt (H)U(0)M U (0)z(t),

0 T
12F(z¢)| < [Az /_’7 [AOZ(t—i—O)+A1Z(t—h+9)+Azz(t—17+9)]d9]

[ | Oh U(—6 — ) Avz(t + e)de} ’
<sign(n) / " FT(2,,6) MF (21, 0)d0
+ !17\/ (t+0)ATU(h 4+ 0)M™ U (h 4 0) Ayz(t + 6)d6,
donde,

1
M= "U(0)

y después de un par de transformaciones se obtiene,

2F1 (1) + 2Fa(21)] <27 ()Waz(t +/ T(t+0)ATR Arz(t + 0)d6

. 1+h
+ [sign(n)| <

€

t
> { / 2T (0)ATAT ApAoz(8)d0  (4.15)
t=n—nx(1)
t
+ / T (0)ATAT AoAlz(e)de} .
t=h—nx(n)

De esta manera se tiene que,
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d - T
aV(zt) < —z" (#)Roz(t) + 2 [I'(¢)
0
—Az/ P(H—G)d@} [u +/ —9—h) Alz(t+9)d9}
=1 (4.16)
< —zT(H)Roz(t) + [2 4 arh + aan)vL | |z(t) | *
0 0
-+u+@mmﬂw/“uu+em%e+u+ﬂmw@h/ﬂpa+em%9
- n
donde, a1 = || A1]], (OIy IEO[] < Lel[z(#)]]-

Modificando la funcional V(z;) de la siguiente manera,

Vy(zt) :V(zt)+2% t 2T (0)[h — t + 0)UT (h) A1z(0)d6
t=h (4.17)

+ 2;‘ /t; z1(0) [y — t + 6]U(0) Apz(0)dO

con pu > 0, se obtiene la siguiente derivada,

;V (z¢) = +227 [ U(0) Ao +2U" (h)As | 2(t)

V(@)
Y 0)UT (h) Arz(0)de — 22 0)U(0)Agz(0)do
g / /t 1 : (4.18)

—V(zt) zT (H)Wz(t)

—2"/ 0)UT (h) Arz(0)d6 — 2"/ 6)LI(0) Agz(6)de.
t—h t=n
Por lo que % (V,(xt)) < 0 i se cumple que,

R1 >2U(0)|y| >0

UAmin(W) > [2+ a1h + an]vL,
2‘11[1/,,11‘”] > [1 + 61217]1/th

2uag > 1+ arh]axyLe.

(4.19)

Asi, mientras se cumplan las condiciones anteriores, el sistema (4.12)) resulta asintéticamente estable.

4.6. Resultados en simulacion numérica para el robot omnidireccional

Para evaluar numéricamente el seguimiento de trayectoria se define una trayectoria tipo lemniscata

descrita con las siguientes ecuaciones,
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Pna1 = Acos (pt)
Pnd2 = Bsin((2pt))

donde A=1,B=04yp= 5.
Los pardmetros del robot y de la retroalimentacion son,

L =0.1877 m

r =0.0381 m
n=23

k=1

h =15

Utilizando dichos pardmetros, se analiza la regién de estabilidad en funcién de 1 y A usando el
método por LMI presentado en [38] y las condiciones de estabilidad antes presentadas. A continuacion,
en la figura (4.3) se pueden apreciar los puntos (de color azul) donde el sistema el estable.

0.15 T

DA ]

0.05} .o b
Lo , . e e , ; —
- * 8000 —
L P S _

ST STY TN TNF R DO TN B} : B B : L R LISk IO BER

0 i i i i i i i i i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16

i

Figura 4.3: Zona de estabilidad del sistema.
Usando esta informacidn, se utilizan la siguiente ganancia y perturbacién del retardo,

A =05
n =0.03 seg

Obteniendo los siguientes resultados,
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0.5 —P31
0,
-0.5- .
-4 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120
15 _
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B o.5j\
0,
~ i i i i I
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____________________________________ L
~ i i i I I
0'50 20 40 80 80 100 120
t[s]
Figura 4.4: Errores de prediccién g3 (t).
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Figura 4.5: Errores de seguimiento zg(f).
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1.4

. —Desired trajectory

12 «..| ——~Traveled trajectory |

P
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]
1
Vi
1
A
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Figura 4.6: Trayectoria realizada por el robot omnidireccional.

En la Figura[4.6]se observa que el robot omnidireccional converge satisfactoriamente a la trayectoria
deseada, resultado que se ve reflejado en los errores de prediccién y de seguimiento presentados en las
Figuras 4.4 y [4.5] respectivamente. De esta manera se puede demostrar que a pesar de sufrir una leve
perturbacion el esquema de prediccion puede seguir funcionando eficientemente.

4.7. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presenta un esquema de prediccion para el robot omnidireccional y los efectos que
una perturbacién tiene en el desempefio del robot, ya que estos representan una situacién mds cercana
a la realidad. A pesar de que el rango de estabilidad asintética podria considerarse pequeio, es factible
utilizarlo debido a la flexibilidad que los subpredictores le otorgan al sistema, sin mencionar que aunque
el sistema deje de ser asintéticamente estable, es posible observar un comportamiento estable que oscile

alrededor de la trayectoria. Este resultado motiva la bisqueda de areas de oportunidad en el marco de este
esquema.
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Capitulo 5

Control basado en prediccion para un
robot diferencial

A diferencia del robot omnidireccional antes presentando y tal como se puede apreciar en el Capitulo
[l el movimiento en el plano del robot diferencial se encuentra limitado por la restriccién no holonémica
(3.5), presentada de nuevo a continuacion,

x(t)sin (0) — y(t) cos® = 0.

Debido a esto, la estrategia de control debe ser modificada lo que dificulta el anélisis de estabilidad del
esquema de prediccién y del sistema en lazo cerrado. Por este motivo se considera un retardo constante
en lugar de uno variante en el tiempo.

5.1. Esquema de prediccion

5.1.1. Sistema en adelanto

Ya
y(of------
0 X

Figura 5.1: Robot mévil diferencial.

Recordando el modelo del robot diferencial (3.9),
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Xr(t) = v(t —h) +w(t —h)y.(t)
yr(t) = —w(t = h)x(t)
0,(t) = w(t —h)

se propone un predictor que estime el estado futuro del sistema para compensar los efectos del retardo.
Lo primero que se necesita es adelantar el sistema presentado en (3.9), tomando en cuenta la siguiente
definicion.

Definicion. Existe unan € N tal que,
h = nh
donde n es la cantidad de fracciones en que se divide el retardo h.

Para determinar la dindmica del robot diferencial j/ unidades de tiempo en el futuro, se proponen los
siguientes conjuntos de coordenadas,

t+
wip(t) =y, (t + jh) = w12 (t + 1) (5.1)
h t+

paraj =1,2,..,n.
De esta manera, se obtienen los sistemas en adelanto,

Wi (t) =v(t — (n —j)h) —I: w(t— (n—j)h)wp(t)

wp(t) = —w(t = (n—j)h)wi(t) (5.2)
ws(t) =w(t — (n —j)h)

y, por lo tanto, cuando j = n se tiene que,

wnl(t) :’U(t) + w(t)wnz(t)
W) = — w(B)wm (1) (53)
Wy3(t) =w(t)

que corresponde a la dindmica del sistema original adelantado / unidades de tiempo.
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5.1.2. Cadena de subpredictores
Se propone la siguiente cadena de subpredictores tipo Luenberger para el robot diferencial,
Wi (t) =o(t — (n = j)h) + w(t — (n = jYR)Dp(t) + Ajrew, (t — h)
Wp(t) = —w(t — (n — j)R)Dj (t) + Ajpew, (t —Tt) (5.4)
Wia(t) =w(t — (n = j)h) + Ajgew, (t — h)

donde Aj1, Ajp, Ajs € IR*. Los errores de inyeccién se definen como,

e (1) = win(t) — () ew, (1) = D)1 (t +h) — Dp(t)
e, (1) = wia(t) — W12(t)  ew, (1) = D)o (t + 1) — Dpa(t)
ey (1) = wi3(t) —D13(t)  ewy(t) = D(1)3(t+h) — ja(t)

paraj =2,3,..n.

5.2. Errores de prediccion

Como en el caso del robot omnidireccional, los errores de prediccién @, a diferencia de los errores
de inyeccién, se definen como,

Wy = [wnl Wy2 ZT)rz?)]T = wn(t) - wn(t)- (5.5)

Lema 1. Los errores de prediccion (5.5) convergen a cero si y solo si los errores de inyeccion (5.1.2)
convergen también a cero.

Demostracion. Dada la definicion de los errores de inyeccion (5.1.2)) se tiene que los errores de predic-
cion Wy, pueden reescribirse como,

Wy (1) = wy(t) + ew, (t) — Wy_1(t+h)
= wy(t) + ew, (t) + ew, (t+h) — Dy_o(t + 2h)

es decir,
n
Wn(t) = ) ew, (t+ (n—k)h). (5.6)
k=1
Ya que los errores de prediccion Wy, son la suma de todos los errores de inyeccion ey, (t), entonces la
convergencia de los errores de inyeccion implica la convergencia de los errores de prediccion.

O]

5.3. Dinamica de los errores de inyeccion

Siguiendo lo presentado en el Lema(I] se derivan los errores de inyeccion para analizar su dindmica,
por lo que se tiene que,
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buy, (£) =W 1)1 (t+ 1) — Dy (t)
=o(t—(n—j+1)h+h) +wt—@n—j+D)h+h)D; 1t +7)
+ AGonuy oy (t) —o(t = (n = j)h) — w(t — (n = [)R)Dp(t) — Ajew, (t —h)
—w(t— (n— j)h) [ ot +7) — wjz(t)] + Ao1€ug o (D) = Ajiew, (= 1)
=w(t = (n—j)h)ew, (£) + Aji_1y1€w; yy, (F) = Ajiewy, (t — 1)

buw, (t) :ﬁ](]‘ N2t +h) —Wp(t)

w(t = (n—j+ 1) +R)@ )i (t+ 1)+ A1)pew; ), (1)
+w(t— (n—j)h)j(t) — Apew, (t —h)
w(t (” )E) [w(jfl)la + }_l) - Z‘A]jl(t)} + /\(];1)2310(]-_1)2(” - /\jzewjz(t - E)
w(t (” )E)ewﬂ (t) + A(j—l)Zew(j—l)z(t) - )‘jzewjz (t - E)

buy (1) =W 1)a(t +h) — Dj3(t)
=w(t— (n—j+Dh+h) + A 138w, ,, (1)
—w(t = (n—j)h) = Ajew, (t = h)
= (j-1)3Cw; 1y () = Ajseu (£ = 1).

Lo que da como resultado el siguiente sistema de errores de inyeccion,

éwjl (t) =w(t —(n— j)fl)ewjz(t) + A(j—l)lew(j—l)l (t) — Ajlewjl (t—h)
éwjz(t) == w(t - (Tl - j)fl)ewﬂ (t) + A(j_1)2€W</71)2(t) - )\jZijz(t - E) (5.7

donde, para el caso particular de j = 1 se tiene que Ag; = Ag2 = Agz = 0.

5.3.1. Convergencia de los errores de inyeccion

El sistema (5.7) se reescribe de la siguiente forma,

Cuj(t) = Aj(t)eu, (t) + Ajeu, (t = ) — Aj18u, (1) (5.82)
Cujp(t) = — Ajewy (= 1) + Aj_1)38w; 1 (1), (5.8b)

tomando en cuenta que,
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Caj(t) = [ canh) } A]:[ ]

eij(t)
B 0 (t—(n— h
Af(”‘[—w(t—(n—j)fz) 0 }

Es fécil notar que las dindmicas de los subsistemas y (5.8b) se encuentran desacopladas, por
lo tanto, la estabilidad del sistema (5.8) se analizara en dos partes, primero la estabilidad de &,;(t) y
finalmente la de eq;3(t).

5.3.2. Andlisis de la dindmica de (5.84) cuando A; 184, ,(t) =0
Antes que todo, se presenta el siguiente resultado auxiliar.

Lema 2. Dado el subsistema (5.84) y considerando los niimeros reales enteros positivos .y 1], existe una
matriz simétrica Pj(t) , para toda j = 1,2,...,n,tal que,

Pi(t) + AT Pi(t) + Pi(t) Aj + 2aP;(t) + 1,1 = 0. (5.9)
Demostracion. Tomando en cuenta que la matriz simétrica P;

() palt
(”‘[pﬁa) a0

t) tiene la forma,

|

(
(
)
)

se reescribe la ecuacion (5.9) como,

pi(t) = A (t)p;(t) + 17 (5.10)
donde wi (t) = w(t — (n—j)h) y,
[ pi(t) j
pi(t)=| pp(t) | 7=—]0
L pjs(t) 1lj
[ 2 2wi(t) 0
Ai(t) = | —wj(t) 20  wj(t)
0 —Zw;.‘(t) —2u

Para encontrar la solucion de la ecuacion (5.10) se usa la forma real de Jorddn ] (t) = T; A7 (t‘)T]-_1
de A*(t), cuya matriz de transformacion es,

T. —

J (5.11)

O NN

— o O

(e) l N[—
N=

la cual produce el cambio de coordenadas
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zj(t) = Tjp;(t), (5.12)
que conduce al siguiente sistema,
Zj1(t) —24 0 0 zj1 () —1)j
p(t) | =| 0 20 2wi(t) | | zp(t) |[+] O |. (5.13)
zj3(t) 0 “2wi(t) -2 zj3(t) 0

La solucion de este sistema estd dada por,

zj1 (t) = 21 (0)e ™ — %(1 —e 2
zjp(t) = zjz(o)eﬂat cos (2w} (t)) + Zj3(0)672¢xt sin (2w} (1))

zj3(t) = — zpp(0)e > sin (20; (t)) + zj3(0)e " cos (2w; (1))

.. L. | . .
Usando la solucion de zi(t) y la transformacion inversa pi(t) = T; zj(t) se tiene que la matriz
P]-(t) estd compuesta de la siguiente manera y, por lo tanto, existe,

Z]'l + Zj2 Z]'3

Pi(t) =
i) Zj3 Zj1 — Zj2

O]

Inspirado en el trabajo [39] y tomando en cuenta que el subsistema solo depende de la entrada de
control w}k (t) se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3. Un sistema de la forma

éwj(t) = Aj(t)éwj(t) + Aje_wj(t - h) (5.14)

donde h > 0y Aj > 0, es globalmente asintdticamente estable si existen niimeros reales positivos
a, B, €,1j, y una matriz simétrica P]-(t) que cumpla con la ecuacion de Lyapunov (3.9) que satisfagan la
desigualdad,

1 e(nj—¢€)
h< - In| Y-~ ° (5.15)

donde, pj = sup;.,;, HPj(t) + BI|| y 228 > 1j > €.
Demostracion. Se propone la siguiente funcional candidata de Lyapunov-Krasovskii,

V(t ewt) = Vi(ew(t)) + Va(t, w;t) (5.16)

con,
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Vl(ew,(t)) = Cu; (t)Pi(t)ew ( )+186w]< )ew;(t> (5.17)
Va(t, euyt) = / “s=DgT (s)e w; (5)ds. (5.18)

La derivada de la funcional (5.16) es,
V(2w (1) =éT.<t>Pj<t>éwj<t> 2T (008,160 (1) + €8, ()P, ()6 (1) + BET, (1) (1)

+ pew,
28T ()P,
j(t)e

=2[A

’U

(®)
<t> + A2 w,u - ﬁ)]TPj<t>e-wj<t> + -w].<t>Pj<t>e-w,.<t>

\_/

+2B[A;(H)ew (1)

:ze-T.<>A?<t>Pj<> <>+z (t = R)ATPi(B)2w, (1) + 24, (1) Pj(£) 2w (1)
+2Bel, () A] (£)w, (£) + 282y, (t — 1) Al 2, (1)

=2y, () [A] (£)Py() + Py(H) Ayt >+P +2BAT (1)]ew(t)

+2¢4, (= R)AT [Pi(t) + Bllew, (t)

o escrito de otra manera,

Vi(8uy (1)) =2, (1)[A] (£)Pgj(t) + Pyj(£) Aj(£) + P})ew, (t) + 224, (t — R)A] Pyj(£)eu, (t)

donde,

Pyi(t) = Pi(t) + L.

Observacion 3. Es importante notar que si 1]; < 2a5 entonces Pg > 0.

Definiendo p; y Aj como pj = sup,.; ||Pgi(t)|| ¥ Aj = Amax{Aj1, A2} =
siguiente desigualdad,

Vi (8, (1)) < &y, (D)[A] (8)Pej(t) + Pgj(1) Aj(£) + Pilew, (t) + 2712w, (t = D) [1ew, ()]

la cual puede ser reducida tomando en cuenta que A]T(t) + Aj(t) = Oax2, por lo tanto, se tiene como
resultado,

Vi(ew, (1)) < & (D[A] (1) Pi(t) + Pi(8) Aj(£) + Pilew, (1) + 2pjAjl1ew, (t = B |lew, (D] (5.19)

Por otro lado, al derivar la funcional V5 (t, &y;t) (5.18) se tiene,
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. d t
Vot ewyt) == {e /t B e2“<s—f>égj(s)e-wj(s>ds}

h
t = _ -
— e /t P (s)ew (5)ds + el (1) (1) — ee el (1 — R, (£~ ),
la cual satisface la desigualdad,
Vi (t, Cuyt) < —2aVa(t, 2uyt) + €|, ()| |2 — ee~ 2|2y, (£ — )| (5.20)

Sumando (5.19) y (5.20) es posible obtener la cota superior de la derivada de la funcional (5.16)),

V(t,ew) < 2, (D[A] (1) P;(E) + Pi(t) Aj(£) + Plew, (1) + 2pjA;l2w; (t = B[] |lew, (£)]]
— 2aVa(t, &) + €] ew, (1)]]* — ee 2 |y, (t — h)|
< &y, (1) [-2aP;(t) — millew, (t) +2p;A;| 2w, (t = B)|| [[2w; ()] | — 2aVa(t, 8uyr)
+ €| (2w, (1)[|* — ee 2oy, (t — )| |* + 20V (t, &uys) — 20V (t, 2uyt)

Tomando en cuenta que V (1, ijt) es acotada inferior y superiormente,

Bllzw, (DI* < V(t 2ue) < (pj+ €)llew, (D)7

se obtiene que,

V(t,8uyr) < &8, () (=2 () = iT1ew (£) + 221w, (¢ — B 112w, (1)
+ ellew, (1)[12 = ce 22w (¢ — )12+ 2aVa (2w, (1)) — 20Bllew, (1)
< [e = mlllew, (D112 + 2932120, (¢ — B 112, (1)

_ ee*zﬂéﬁyye-wl.(t — )|~

Finalmente, sabiendo que 2xy — yz < x2, se concluye que,

ﬁz)\zeﬂ_“"
V(t,ews) < —[nj—€— Jf]He‘wj(t)Hz. (5.21)
Por lo tanto, si nj>e€y
e(nj —€)
Aj < T (5.22)

el sistema (5.14) es asintdticamente estable.

O
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Es posible simplificar el resultado (5.22)) de manera que solo dependa de las ganancias del predictor
Aj.
]

Lema 3. El sistema (5.14) es asintéticamente estable siempre que existan ganancias positivas \j, j =
1,2, que satisfagan

- 1
h < ATe' (5.23)

Demostracion. A partir de la definicion de Pj(t) en el Lema @ es posible establecer que,
pj =B
De esta manera, el retardo admisible se acota como,
1 e(nj—€)
h<-In|[+——
14 /\]‘B
Por otro lado, puesto que B > g—; se tiene que el retardo h es tal que,

20y /€e(17; —€)

h<=In

Dado que 11 y € solo deben ser dos niimeros reales positivos, es posible relacionarlos de manera que,

i = ke

dando como resultado,

donde, si calculamos el valor mdximo para k,

d[1m<m¢@—)>':0

dk | o Ak
1 [ 207k (5A=) — 200,V =1
u 20()\jk\/k—1
1 [txk—th(k—l)] _0

=0

a | 2ak(k—1)
k—2k+1 _,
2k(k—1)

—k—2=0

k=2
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la cota superior de h toma la forma,

1-— ln(A])
o? 0
14
1—In|— )=
n <)\j> 0
o
In{—) =1
" (M)
ax=Aje
lo que finalmente da como resultado,
- 1
h < —.
< )\je

O]

5.3.3. Andlisis de la dindmica de ey, () con A(;_1)3ew,_,,(t) = 0 en la ecuacién (5.8)
Finalmente, de acuerdo a lo presentado en [3],

Lema 4. El subsistema (5.8D)) es asintdticamente estable si se cumple que,

— T
—_— 24
h < 27&]'3 (5.24)

Demostracion. La ecuacion caracteristica del subsistema (5.8b)) es,

P(s) =s— )\]‘3€_Sh.

Al igual que en los sistemas sin retardos, el sistema serd estable si la parte real de todas las raices es
negativa. Sin embargo, ya que los sistemas con retardo tienen una cantidad infinita de raices, lo que se
hard es analizar la frontera entre reales positivos y negativos, es decir cuando s = 0y s = iw.

Cuando s = 0,

A3 =0

lo cual no puede ser posible, ya que Aj3 > 0. Por otro lado, cuando s = iw,
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iw—)tj3€_iWh =0

iw—Aj3 cos (—wh) —iAjgsin (—wh) =0
el cual, si separamos la parte real y la imaginaria podemos obtener el sistema de dos ecuaciones siguien-
te,

—Ajzcos (wh) = 0
w + Az sin (wh) = 0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones, y tomando en cuenta que Ajy, # 0 se tiene que wh =

cos ™! (0), es decir wh = p5 para p > 0 impares. Sustituyendo este resultado en la segunda ecua-
cion,

. T
w + Ajzsin (pz) =0
w =+ )\j3 =0
)\]‘3 =w
El valor minimo de p en que las raices del subsistema cruzan por el eje iw es p = 1, por lo
tanto, si se cumple que,
7T

A< L
B o

las raices siempre tendrdn parte real negativa.
O
5.3.4. Estabilidad del sistema completo (5.8)

Lema 5. El sistema (5.8) para j = 1,2, ..., n es asintéticamente estable si se cumple la desigualdad,
- 1 =
h < min {, } . (5.25)
Aje 2/\]‘3
donde Aj > 0, Aj3 > 0y e es la constante de Euler o de Napier.

Demostracion. Si las condiciones de estabilidad (5.22)) y (5.24) se cumplen para j = 1, el sistema (5.8))
dado por

éw] (t) = Al(t)e_zm (t) + Ale_an (t - E)

éw13(t) = —)\13€w13(t - h)r

es asintdticamente estable si para cualquier retardo h se cumple que,
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A . 1 =
< min {/\16, 2/\13} .

Ms aiin, debido a que el origen ey, (t) = [0 0 0] es el tinico punto de equilibrio estable, el sistema
(.8) con j = 1 es globalmente asintéticamente estable.

Para mostrar que los demds errores de inyeccion ewj(t) convergen también al origen, se considera
ahora el sistema paraj =2,

bus (1) = A2(0)20s (1) + Aot = F) = Aata (1) 520
éwz3 (t) = _A23ew23 (t - Fl) + A13ewls (t) '

Tomando en cuenta que ey, (t) es un término desvaneciente para el sistema (5.20), es decir que
ew, (t) = 0 cuando t — oo. Esto implica que cuando t — oo, el sistema (5.26)) se reduce a,

7
} [ et (£ —h) } (5.27)

Nuevamente, este sistema es asintéticamente estable si se cumplen las condiciones (5.22)) y (5.24).
Dicho procedimiento se repite hasta que j = n, lo que implica la estabilidad asintdtica del sistema (5.8).
O

5.4. Problema de seguimiento de trayectoria

Para resolver el problema de seguimiento de trayectoria para el robot diferencial primero se define un
robot virtual que provee la trayectoria deseada,

x4(t) =va(t — ) cos (04(t))
Ya(t) =va(t — h)sin (64(t)) (5.28)
éd(t) :wd(t — ]’l)

Con dicho robot virtual, se utiliza en el sistema (3.9) la siguiente retroalimentacién no lineal propuesta
en [40],

v(t) =v,(t) cos (e3(t)) + kie1 ()

sin (e3(t)) (5.29)

w(t) :wd(t) + kzvd(t) €3(t) Ez(t) + k3€3(f)

donde los errores de seguimiento son,



5.4. Problema de seguimiento de trayectoria 59

[ e1(f) | cos (B(t+h)) sin(6(t+h)) O xg(t+h) —x(t+h)
e(t) = | ex(t) | = | —sin(0(t+h)) cos(6(t+h)) O ya(t+h) —y(t+h)
Les(t) | | 0 0 1 04(t+h) —0(t+h)
- 2 - (5.30)
e1(t) w1 () — wy (1)
e(t) = | ex(t) | = | wou(t) — wna(t)
Les(t) | | waa(t) — waa(t)

Es importante mencionar que la ley de control (5.29) depende del error e(t), el cual a su vez depende
de w, = &(t+ h), que corresponde a estados futuros del sistema. Puesto que no es posible acceder a
estados futuros, se emplean en la ley de control los estados de la cadena de subpredictores @, (t) cuya
dindmica estd dada por (5.4). Entonces, la ley de control empleada es,

v(t) =v,4(t) cos (é3(t)) + k161 (¢)

sin (é3(t)) , (5.31)

w(t) =w(t) + kavg(t) ex(t) +kaés(t)

3 (t)
donde,
é1(t) wig(t) — D (t) Wy1(t) +ex(t)
o(t) | = | wa(t) —Dwa(t) | = | Dua(t) +ea(t) |- (5.32)
23(t) W3 (t) — Du3(t) Wu3(t) + e3(t)

Observacion 4. La retroalimentacion (5.32) se expresa basdndose en los errores de prediccion Wy (t)
(5.6) y los errores de seguimiento e(t) (5.30).



60

Capitulo 5. Control basado en prediccion para un robot diferencial

5.5. Dinamica de los errores de seguimiento

Se derivan los errores de seguimiento, de manera que,

é1(t) =w14(t) — W (£)

éz(i’) + k3é3(f) wnz(t)

i )
—(t) — Z)d(t) Ccos (ang(t) + 63(t)) —kq [Tf)nl(t) + el(t)]

wq(t)

+ ey (1) sin (W,3(t) + e3(t))

[@na(t) + ea(t)]

=0,4(t)[1 — cos (Wn3(t) + e3(t))] — k1[@n1(t) + €1 (t)] + wa(t)ea(t)
- [kzvd(t) szz(;nﬁgt)ﬁ:(igt)) [@n2 () + e2(t)] + k3 [Wn3(t)

+ e3<t>]] [w02a(t) — ea(1)]

= — ki [@,1 (t) 4 e1(8)] + wa()ea(t) + kovgysed(t) + kaes(t)ea (t) + y1(t)

=1y, (t) + [wd(t) + kovy(t)
= — wy(t)wia(t) + [Cdd(t)'+’kzvd(t)

= — wy(Hw(t) + [wd(t) + kava(t)

sir;ﬁiigf))éz(t)_+,k3é3(t)} wm (t)

Slnégif)‘tgt)) éz(t) + k3ég(t):| wnl(t)

sin (&() 5 ) + k3é3(t)} [w1a(t) — ex(£)]
& (t)
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ex(t) = [kaoat) 2 5 ea(0) + kata(8)| o) = ea(8)] = (e

B sin (y3(t) +e3(t))
S GO

+@wﬂwww—mm—@mmm

= —wy(t)er(t) — kavgysea(t)er(t) — kaes(t)er(t) + 7ra(t)

[@n2(t) + e2(t)] + ka[@n3(t)

é3(t) =wsq(t) — Wns(t)
=t3q(t) — w(t)
sin (&3(t))

:wd(t) - wd(t) - kZUd(t) é3(t)

— — ova(t) Sma()“;égtl;eé gt)) (@ (£) + e2(£)] — k3 [@ra (£) + e3(8)]

= — ka[@u3(t) + e3(t)] + 73(t).

éz(t) — k3é3(t)

Lo que da como resultado el sistema de errores de seguimiento,

é1(t) = — ki [ (t) + e1(t)] + wa(t)ea(t) + kavgyses () + kaes(Hea(t) + 71 (t)
é(t) = — wy(t)er(t) — kavgysea(t)er(t) — kaes(t)er(t) + va(t)
é3(t) = — k3[u”)n3(t) + 63(t)] + ’Yg(t).

5.6. Sistema en lazo cerrado.

(5.33)

Reacomodando en forma matricial las expresiones de los errores de inyeccion (5.7) y seguimiento

(5.33) en cascada se tiene que,
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0
/\(] D1 0 0 ew(jfl)l(t)
+ 0 Alj-1)2 0 ] {ew(jlﬂ(t) ]
0 0 Aj-ns Cu(j-1)3(t)
_)\]1 0 0 1 ewjl(t - h)
+ 0 —/\]‘2 0 ewjz(t — h) ]
0 0 —/\]'3 ew]g(t — ]’l) (534)
él(t> —k1 wd(t) 0 el(t)
|: éz(t) ] = —wd(t) 0 0 EQ(t) ]
é3<t> 0 0 —k3 1L 63(t)
kzvd(t)'yse%(t) + k3€3(t)€2(t ]
+ —kzl)d(t)’)/SEQ(t)el(t) - k3€3(t)€1(t)
0
—k1 0 0 ] |: wnl(t) ’)’1(1’) :|
+1 0 0 o0 Wna(t) | + | 72(t)
0 0 —ks W3 (t) 73(t)
donde,
_sin (Wy3(t) 4 e3(t))
() = )
71(t) =v4(t)[1 — cos (Wn3(t) + e3(t))]
— koo (1) s () [@n2 (1) (waa (t) — ea(t)) + e2(t)waa(t)]
— k3 [Wya(t) (waa(t) — e2(t)) + ea(t)waa(t)]
Y2(t) =kova()vs(t) [@n2(t) (wra(t) — en(t)) + e2(H)wra(t)]
+ k3 [@n3 (1) (w14 (F) —ex(t)) + es(t)wia(t)]
V3(t) = — kova()ys(t) [@na(t) + ea(t)]
5.7. Analisis de estabilidad
Observe que el sistema (5.34)) es de la forma,
ew]<t) g(ew]( ), w<t> (5.35)

donde,
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ewjl(t) E](t)
ewj(t) = | ewpp(t) |, e(t) = ezgt) ,
t

0  w(t=(m—jh) 0 ewii (1)
8(ewj(t), w(t)) = | —w(t—(n—j)h) 0 0| | ewp(t)
0 0 0

i ew;3 (t)
[ )\(]'_1)1 0 0 ew(]—l)l(t)
+ 0 )\(]'_1)2 0 ] |:ew(]1)2(t)
. 0 0 Aj-1)3 euw(j—1)3(t)
[ —)le 0 0 1T Ewﬂ(t—]jl)
+|1 0 —Ap O ewjp(t — h) ]
0 0 —)\]‘3 ijg(t — }_l)
—k1 wd(t) 0 171 el(t)
fle(t)) = ! —wy(t) 0 0 ex(t)
0 0 —k3 1L 63(t)
! kova(t)ys(H)e3 () + kaes(t)ea(t) ]
+ | —kovg(t)ys(t)ea(t)er () — kaes(t)er(t)
0
—k1 0 0 ZT)rll(t) 71(t)
®(e(t), @n(t)) ! 0 0 0 ] !wnz(t) + ! 12(t) ]
0 0 —ks | | @us(t) 73(t)

De acuerdo a lo presentado en [41], el sistema completo @ serd asint6ticamente estable siempre
que se cumpla que é(t) = f(e(t)) y éwj(t) = g(ew;(t), w(t)) sean asintéticamente estables y el término
de interconexién cumpla con,

|| (e(t), @n ()] < ar(£)(lew(®)]) [le(t)]] + a2 (t) ([ew(£)]]) (5.36)

donde a1 (t) =y ay(t) son funciones clase K, es decir que son estrictamente crecientes y que a1(0) =
a2(0) = 0 [41].
Note que ®(e(t), @, (t)) se puede acotar de la siguiente manera,

[ (e(t), @u(t))]] < \/II — k1@ (£) + 11 (O + 2O + || = ks (£) + v3 (D) ][> (5.37)

Ahora bien 7y1(t), 72(t) y v3(t) satisfacen las desigualdades,
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Y1(t) < [[va(t)[1 — cos (Wu3(t) +es(t))]|]
+ [1k2va (£)7s () [Wn2 () (w2a(t) — e2(t)) + ea(t)waa(t)]]]
+ [1ks [Wna () (w2a(t) — e2(t)) + e (t)waa(t)]]]

<||204(t) sin? (Sin (¢a; (? + e3<t)> I

+ [ [kava (t)ew, (t) + kaew, ()| |[w2a(t) — e2(t)]]
<|[va(t)(ew, (t) + es3(£))|[ + |[kava(t)ew, () + kaew, (£)[| [|waa(t) — ex(t)]]
<|[va(t)ews (1)[| + [[va(t)es(t)]]+]|k2va(t)waa (t)ew, (t)]]
+|[kswaa () ews ()| + [k2va(t)ea(t)ew, (£)[] + |[kaea () ew, (£)]]
<az1(|lew(t)]]) + a1 ([lew (E)IDI]e(E)]],

7(t) < ka0 E D e 0) a8 s 6) = x (1)
<lk2va(t)ew, (t) + kaew, (£)[] [[w14(t) — ex (£)]]

<|lkava (t)wra(t)ew, (1) ||+ kswia (t)ews ()] + [[kava(t)er (F)ew, (]|
+ |[ksex (t)ew, (£)]]
<az(|lew (D)) + arz(llew (t)|)[[e(E)]],

a(t) < ‘ oyt sineieua gt)+ ;e(stgt))
<lkava () [@n2(t) + e2()]]|
<|lkova (1) W2 (1) || + [[k2va(t)e2(t)]|
<ax(|lew(t)]]) + ar2(]lew()]])|[e(t)]]-

Es posible encontrar a(t) y aa(f) que acoten el término ®(e(t), @y (t)), por lo que, siempre que
los errores de prediccion @, () y el subsistema é(t) = f(e(t)) sean asintéticamente estables, el sistema
(5.34) serd asintdticamente estable.

Por un lado, la estabilidad de los errores de inyeccion ey (t), y, por lo tanto, de @, (), se ha probado
anteriormente en el Lemal[5] A continuacion se demuestra la estabilidad del subsistema é(f) = f(e(t)).

[ma(6) +ex(0)

5.8. Estabilidad de é(f) = f(e(t))

La estabilidad del sistema é = f(e(t)) se prueba de la siguiente manera. Dado el sistema,
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é1(t) —ki wy(t) O e1(f)
EZEti = —wd(t) 0 0 |: EZEtg
és(t 0 0 —k3 es3(t
oD (D) + kses(b)ea() 39

y observando que (e (t),ex(t),e3(t)) = (0,0,0) es un punto de equilibrio del subsistema (5.38)), se
propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov,

V(t) = %e%(t) + %e%(t) + %e%(t) (5.39)

cuya derivada da como resultado,

V(t) =er(t)ér(t) +ea(t)ea(t) +es(t)es(t)
=e1(t)(—kae1 (t) + wa(t)ea(t) + kava(t) s (£)e5(t) + kaea(t)ea(t))
+ea(t) (—wa(t)er(t) — kava(t)ys(t)ea(t)er (t) — ksea(t)er (t)) — ke (t)
= —kief (1) — kae3(t)

Ya que V/(t) solamente es semidefinida negativa, se emplea el Lema de Barbalat para probar la esta-
bilidad del sistema. Calculando V/(t) se tiene,

V(t) = — 2kje1(t)éq(t) — 2kses(t)és(t)
= — 2kier (1) (—kier (1) + wa(t)ea(t) + kava(£)ys(H)e3(£) + kaes(t)ea(t)) + 2K5¢5(t)

la cual es acotada y, por lo tanto, V(¢) es uniformemente continua y V(¢) — 0, lo que a su vez implica
qué e(t) — 0.

5.9. Resultados en simulacion numérica para el robot diferencial

Se evalia numéricamente el seguimiento de trayectoria del robot diferencial con el esquema de pre-
diccién usando una trayectoria tipo lemniscata descrita con las siguientes ecuaciones,

Pna1 = Acos (pt)
Pnd2 = BSii’l((zpt))
donde A = 1, B = 04y p = 7. Tal como se mencioné anteriormente, se utiliza un robot virtual,

definido en (5.28)), para asegurar que los estados y velocidades deseadas sean admisibles para el sistema.
Los pardmetros del robot, los subpredictores y la retroalimentacion se fijan en,
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n =3

h =15
Al =Ajp =06
Az =0.5

ki =k; =0.2
ko =15

08 T T T T T T
~-~~{— Virtual robot

04r

0.2r

o
~
T

X [m]

Figura 5.2: Trayectoria realizada por el robot diferencial.

Tal como sé probo en este capitulo, se aprecia en la Figura [5.2] como el robot diferencial converge
de manera satisfactoria a la trayectoria deseada. Recordando que la entrada de control propuesta es una
ley de control lenta, observamos en las Figuras y como en menos de 40 segundos los errores de
prediccion y de seguimiento convergen a cero. En la Figura [5.5] se presentan las sefiales de control del
sistema.

Por ultimo, es importante recalcar que debido a que en la simulacién se propone un retardo de 1.5
segundos y una cadena de subpredictores de 3 eslabones, se utiliza la condicién (5.23)) para definir los
valores adecuados de A]'. Por lo tanto, este resultado confirma también la validez de las condiciones de
estabilidad antes presentadas.
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15 % -

—31(1)
- = —@p(t)
---------- (33(t)

20 30 40 50 60 70 80

Timels)

Figura 5.3: Errores de prediccién @3 (t).

5.10. Conclusiones del capitulo

A lo largo de este capitulo se analiza y presenta el caso de un robot diferencial con retardo constante a
la entrada. A diferencia del capitulo anterior, se considera un retardo constante debido a la complejidad y
no linealidad del sistema. Esto nos permite obtener una aproximacion de casos mds cercanos a la realidad
donde el retardo es variante o incierto. Se demuestra la estabilidad asint6tica en lazo cerrado del esquema
de control basado en prediccién con unas condiciones de estabilidad formales que solamente dependen
de los pardmetros del predictor-observador, resultado que facilitard la implementacién del esquema en
una plataforma experimental en el siguiente capitulo.

De igual manera, es importante mencionar que los resultados de este capitulo han sido reportados en el
articulo [4], publicado en la Revista IEEE Access bajo el titulo "Non-Linear Prediction-Based Trajectory
Tracking for Non-Holonomic Mobile Robots".
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"
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Figura 5.4: Errores de seguimiento es(t).
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Timelt)

Figura 5.5: Entradas de control del robot diferencial.
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Capitulo 6

Evaluacion experimental

6.1. Plataforma experimental

La plataforma utilizada en las evaluaciones experimentales del predictor no lineal consta de 3 ele-
mentos principales,

= Computadora central.
= Sistema de captura de movimiento.

= Robot mévil diferencial.

En la Figura[6.1] se muestra de manera general como todos los elementos de la plataforma se encuen-
tran conectados. El sistema de cdmaras Optitrack captura la trayectoria seguida por los robots y transmite
dicha informacién por medio de una red Wifi y utilizando ROS a la computadora central donde se proce-
san dichos datos y se retroalimenta a los robots méviles diferenciales Turtlebot 3 usando nuevamente la
red Wifi y ROS.

A continuacién se presentan de manera més detallada los elementos de la plataforma.

AN .
G Oprilrack ﬁ

::ROS

Figura 6.1: Diagrama general de la plataforma experimental.
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6.1.1. Computadora central

La computadora central es el elemento donde se recibe y procesa toda la informacién para poste-
riormente retroalimentar al robot diferencial. La unidad se encuentra equipada con el sistema operativo
Ubuntu 16.4 y con ROS Kinetic.

Robot Operating System (ROS)

De acuerdo a lo descrito en [42], ROS es un meta sistema operativo de cédigo abierto, el cual contiene
todas las caracteristicas basicas de un sistema operativo, permitiendo también obtener, escribir y ejecutar
codigos a través de distintas computadoras. Estas tltimas caracteristicas son las utilizadas para conectar
todos los elementos de la plataforma y utilizarlos como un solo sistema desde la computadora central.

Se toma en cuenta la siguiente terminologia para facilitar la lectura (extraida de [43]]),

= Master: Es el nombre del servidor principal donde todos los nodos se conectan y se comunican
entre si via mensajes.

= Nodo: Es la unidad minima de procesamiento, puede visualizarse como cada programa que existe
dentro del sistema.

= Mensaje: Son los datos que los nodos utilizan para comunicarse entre ellos. Estos pueden ser ente-
ros, flotantes o booleanos.

= T6pico: El lugar donde se publican los mensajes. Existen nodos que registran topicos en el master
para después publicar sus mensajes en ellos. De esta manera, si un nodo necesita recibir informa-
cién solo debe suscribirse al topico de su interés para poder acceder a los mensajes.

= Editor (Publisher): Son los nodos que transmiten o publican sus mensajes en los tépicos registrados
del master.

= Suscriptor: Son los nodos que reciben o adquieren mensajes de los tpicos registrados del master.

Con dichos conceptos, puede describirse el uso de ROS en esta plataforma de la siguiente manera
(Figura[6.2),

= Cada elemento del sistema es un nodo.

» [a computadora central es el master del sistema.

= El sistema de captura de movimiento es un nodo editor que publica la posicién del robot mévil.

= Dentro de la computadora central se encuentra un nodo que se suscribe al tépico de la posicion de
los robots, procesa la informacién y posteriormente publica en un tépico diferente las sefiales de
control del robot mévil.

= El robot mévil diferencial es un nodo suscriptor que recibe las sefiales de control de la computadora
central y las traduce a un desplazamiento del robot.
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y
Computadora
Central

Robot
Mavil Diferencial

Sistema
Captura Movimiento

Figura 6.2: Sistema de nodos ROS.

6.1.2. Sistema de captura de movimiento

Los datos de posicion del robot moévil son adquiridos por medio de un sistema Optitrack de la empre-
sa Natural Point Inc.®. Dicho sistema cuenta con cuatro cdmaras con deteccién de luz infrarroja Flex 3
Optitrack con una resolucion de 640 x 480 y una velocidad de 100 imagenes por segundo.

Las cdmaras emiten una luz infrarroja que es reflejada por unos marcadores especiales que se en-
cuentran en los robots méviles tal y como se muestra en la Figura [6.3] Las cdmaras captan este reflejo
y mediante el software Motive se procesan los datos de la ubicacién de los marcadores. Posteriormente,
esta informacién es enviada a la computadora central a través de una Red Periférica de Realidad Virtual
(VRPN, por sus siglas en inglés) usando ROS.

Marcadores
B arcadores| ' g

@& |

Figura 6.3: Marcadores infrarrojos.

6.1.3. Robot mévil diferencial o (2,0)

Para llevar a cabo los experimentos se utiliza un robot Turtlebot 3 tipo Waffle Pi de ROBOTIS®. Los
Turtlebot 3 son robots moviles de bajo costo, de c6digo abierto y diseflados para utilizarse en plataformas
experimentales o educativas. Existen tres versiones de Turtlebot 3, el Burger, el Waffle y el que se utiliza
en este caso el Waffle Pi (Figura[6.4). Las especificaciones mds importantes de este robot se mencionan
en la Tabla[6.1l
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Velocidad traslacional max. 026 m/s
Velocidad rotacional méx. 1.82 rad/s
Dimensiones 281mm x 306mm x 141mm
Peso 1.8kg
Tarjeta tnica Raspberry Pi 3 Modelo B y B+
Actuadores Dynamixel XM430-W210
Tiempo de funcionamiento 2h

Tabla 6.1: Especificaciones Turtlebot 3 Waffle Pi.

Figura 6.4: Robot Turtlebot 3 Waffle Pi utilizado.

6.2. Resultados experimentales

A continuacién se presentan los experimentos realizados. Estos se realizaron tomando en cuenta un
predictor con 11 = 3 en 4 distintos casos,

1. Seguimiento de trayectoria tipo lemniscata con T = 0.12 seg.

2. Seguimiento de trayectoria tipo pardbola con T = 0.12 seg.

3. Seguimiento de trayectoria tipo pardbola con T = 0.9 seg.

4. Seguimiento de trayectoria tipo lemniscata con T = 0.9 seg con perturbaciones en el sistema.

Las trayectorias deseadas se generan de la misma manera que la presentada en el capitulo anterior. Se
definen la trayectoria de la lemniscata como,

Xyqg = Acos pt
Yra = Bsin(2pt)
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utilizando los pardmetros A = 0.7, B = 0.4y P = 4. Por otro lado, la trayectoria de la pardbola se
describe a continuacion,

X = 1.5625y%, — 1
Ya = ax (1 —0.05t)

donde,

1 sit <40
a=4¢-1 si4d0 <t <80
1 si80 < t < 120

Después, al igual que en las simulaciones presentadas en el capitulo anterior, se utiliza un robot virtual
para generar los estados y velocidades deseadas que se utilizaran dentro de la retroalimentacién (5.31).

Es importante mencionar que, las trayectorias antes mencionadas fueron escogidas debido a las ca-
racteristicas de ambas funciones, en primer lugar la lemniscata es una trayectoria cuyas velocidades no
son constantes y, por lo tanto, no tiene tramos rectos. Por otro lado, la pardbola presenta un reto debido a
las discontinuidades que se encuentran en sus extremos.

6.2.1. Seguimiento de trayectoria tipo lemniscata con T = 0.12 seg.

Para realizar estos experimentos, se seleccionan las ganancias para el predictor que aseguran la con-
vergencia del sistema en lazo cerrado, tal como se muestra en (5.23), descritas en la Tabla[6.2]

i [1[2]3
A1 543
Ao 5|43
As 987

Tabla 6.2: Ganancias del predictor con retardo T = 0.12 seg.

Y se utilizan k1 = k3 = 0.2 y kp = 15 como ganancias de la retroalimentacion.

Al igual que en las simulaciones, se aprecia en la Figura[6.5]como el robot diferencial converge satisfac-
toriamente a la trayectoria deseada en el plano X — Y.

En la Figura 6.6 se presenta la evolucién de los errores de prediccién y es evidente que el sistema se
mantiene estable alrededor del cero. Por otro lado, debido a que los errores de seguimiento dependen de
los errores de prediccion, se muestra en la Figura[6.7|como estos convergen igualmente alrededor de cero.
Este comportamiento, aunque satisfactorio, es debido al ruido y perturbaciones externas que se presentan
al llevar a cabo los experimentos.

Finalmente, en la Figura |6.8|se exponen las entradas de control o velocidades v(t) y w(t) del robot
diferencial, las cuales pueden compararse directamente con las obtenidas en las simulaciones y comprobar
que presentan una forma similar y que se encuentran acotadas.
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08 T T T T
___________________ — Virtual robot
06 = L T]=—- Real robot n=3

0.2

Y [m]

X [m]

Figura 6.5: Trayectoria realizada por el robot diferencial con T = 0.12 seg.

1.5¢% 1

20 40 60 80 100 120

Timels]

Figura 6.6: Errores de prediccién @3(t) con T = 0.12 seg.
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Figura 6.7: Errores de seguimiento es(t) con T = 0.12 seg.

Timelt]

Figura 6.8: Entradas de control para el robot diferencial con T = 0.12 seg.
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6.2.2. Seguimiento de trayectoria tipo parabola con T = 0.12 seg.

Para llevar a cabo los experimentos con la trayectoria parabdlica se utilizan las mismas ganancias
para el predictor y la retroalimentacién de la Tabla 6.2}

Se visualiza en la Figura[6.9]como a pesar de las discontinuidades, el sistema sigue satisfactoriamente
la trayectoria deseada con unos giros o picos repentinos que se pueden apreciar en los extremos.

Los efectos de las discontinuidades son mds visibles en las Figuras[6.10]y[6.11] que son los errores de
prediccién y de seguimiento respectivamente. En dichas figuras, se aprecia como cada 40 segundos hay
un aumento de los errores debido al cambio brusco de la orientacién, ya que la pardbola en los extremos
presentan un giro de 180° en la trayectoria deseada. Sin embargo, a pesar de los cambios bruscos, los
errores de prediccidn y de seguimiento convergen rapidamente a la estabilidad.

En la Figura [6.12) también es apreciable el efecto de las discontinuidades en las sefiales de control,
donde después de presentar picos en las velocidades, estas se normalizan tratando de estabilizar el sistema.

1.5 T ‘
— Virtual robot
————— Real robot n=3

-1 -0.5 0 0.5 1
X [m]

Figura 6.9: Trayectoria realizada por el robot diferencial con T = 0.12 seg.
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Figura 6.10: Errores de prediccién @3(t) con T = 0.12 seg.
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Figura 6.11: Errores de seguimiento es(t) con T = 0.12 seg.
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Figura 6.12: Entradas de control para el robot diferencial con T = 0.12 seg.
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6.2.3. Seguimiento de trayectoria tipo parabola con T = 0.9 seg.

Al aumentar el retardo a T = 0.9 seg es necesario cambiar las ganancias del esquema de prediccién,
de manera que estas cumplan con la condicién (5.23). Por lo tanto, se utilizan las ganancias definidas en
la Tabla[6.3]

iT1[273
A [05 0505
A [05]05]05
A |15 1515

Tabla 6.3: Ganancias del predictor con retardo T = 0.9 seg.

Por otro lado, aunque la dindmica del predictor influye en la retroalimentacidn, solo hay que asegu-
rarse que su dindmica sea mas lenta que la de la ley de control. En este caso, se mantienen las mismas
ganancias de control que en los experimentos anteriores.

En la Figura [6.13] puede verse como a pesar del aumento en el retardo, la trayectoria deseada es
alcanzada. Debido a las discontinuidades, se siguen presentando giros bruscos en los extremos de la
pardbola, la mayor diferencia en el comportamiento puede apreciarse en la velocidad de convergencia a
la trayectoria, ya que esta es mas lenta que en el caso anterior.

La convergencia mds lenta también es posible percibirla en las Figuras y donde después
de los picos presentados a los 40 segundos los errores convergen lentamente a cero, para poco después
volver a ser perturbado por la discontinuidad de la pardbola.

El efecto de las discontinuidades, al igual que en el caso anterior, se aprecia en la Figura [6.16] Otro
comportamiento interesante puede ser apreciado al inicio del experimento, donde se producen cambios
bruscos en la velocidad debidos a las condiciones iniciales del experimento, ya que este se encuentra en
una posicioén que lo obliga a dar un giro mds brusco. De igual manera, en este experimento en particular
se notan los efectos del ruido en particular en la velocidad angular.
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Figura 6.14: Errores de prediccién @3(t) con T = 0.9 seg.
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Figura 6.15: Errores de seguimiento es(f) con T = 0.9 seg.
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Figura 6.16: Entradas de control para el robot diferencial con T = 0.9 seg.
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6.2.4. Seguimiento de trayectoria tipo lemniscata con T = 0.9 seg con perturbaciones.

En el presente experimento se realiza un seguimiento de trayectorias con una perturbacién, que en este
caso se ve inducida por el operador. De manera més especifica, alrededor del segundo 50 se tom6 y movid
de manera traslacional el robot diferencial para evaluar el comportamiento del mismo. Las ganancias
utilizadas son las mismas que las presentadas en la Tabla[6.3]

En la Figura[6.17]se nota el desplazamiento hacia la derecha realizado por el operario, y como después
de desplazarlo este busca converger nuevamente a la trayectoria, haciéndolo de manera satisfactoria.

De igual manera, en la Figura [6.18] se aprecian los efectos del retardo aumentado y de la perturba-
cién inducida. Los errores de prediccion convergen y se mantienen estables alrededor del cero, aunque,
evidentemente al aumentar el retardo, el desempefio del esquema de prediccién se ve perjudicado este se
encuentra dentro de los pardmetros aceptables para el seguimiento de trayectorias.

Por otro lado, los errores de seguimiento presentados en la Figura[6.19]se ven también afectados por
los errores de prediccion, haciendo que estos aumenten aunque se mantengan estables alrededor del cero.
Al inducir la perturbacién, un detalle importante a recalcar es como los errores de seguimiento convergen
después de que los errores de prediccion lo hagan, tal como se menciond anteriormente.

Por dltimo, en la Figura presenta las entradas de control y como la tnica sefial que cambia
relativamente es la velocidad angular, esto es debido a que el desplazamiento realizado por el operario
fue solamente traslacional.
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Figura 6.17: Trayectoria realizada por el robot diferencial con T = 0.9 seg.
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Figura 6.18: Errores de prediccién @3(t) con T = 0.9 seg.
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: Errores de seguimiento e;(t) con T = 0.9 seg.
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Figura 6.20: Entradas de control para el robot diferencial con T = 0.9 seg.

6.3. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presentaron multiples experimentos que demuestran la eficacia del esquema de
prediccién a pesar de que se presenten perturbaciones, ya sean traslacionales o rotacionales. Otra obser-
vacion importante a recalcar es que el esquema puede operar a mayores retardos de tiempo y la Unica
limitacién se presenta debido a que se estd considerando un retardo de tiempo constante, cuando en la
realidad este es variable. Sin embargo, este capitulo demuestra que a pesar de tener un retardo variable

no modelado, el esquema logra estabilizar el sistema a unos margenes aceptables.
Por dltimo, los experimentos reafirman que la seleccién de la retroalimentacién también influye en la

seleccion de las ganancias del predictor y de la velocidad de convergencia del sistema.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusion

Este trabajo de tesis se enfoca en solucionar el problema de seguimiento de trayectorias para robots
moviles con retardos en la entrada. La propuesta presentada es un esquema de prediccién basado en
subpredictores, expandiendo y adaptando los resultados presentados en [33] y [36]. Las capacidades del
predictor-observador se han demostrado tanto para el robot omnidireccional como en el diferencial a
través de andlisis de estabilidad, multiples simulaciones y experimentos.

En el caso del robot (3,0) se demostrd que es posible utilizar el predictor para retardos con incertidum-
bres, lo cual se demostr6 mediante un andlisis de estabilidad usando el método de Lyapunov-Krasovskii
y los resultados obtenidos por [[1]. De igual manera, se llevé a cabo una simulacién que corrobora los
resultados ya mencionados.

Por otro lado, en el robot (2,0) se analiz6 la estabilidad del sistema en lazo cerrado utilizando la estra-
tegia de andlisis presentado en [41]] junto con el método de Lyapunov-Krasovskii, dando asi condiciones
de estabilidad que depende solo de las ganancias del predictor-observador.

Se publicé un articulo de revista exponiendo los resultados obtenidos en el caso del robot diferen-
cial, el cual, como ya se ha mencionado, fue publicado en IEEE Access bajo el titulo de "Non-Linear
Prediction-Based Trajectory Tracking for Non-Holonomic Mobile Robots".

Finalmente, los resultados obtenidos a lo largo de la tesis demuestran lo eficiente que el esquema
de prediccion puede llegar a ser y que es posible, al menos teéricamente, controlar sistemas sujetos a
retardos constantes en la entrada muy grandes simplemente aumentando el nimero de subpredictores. Y
a pesar de que esta afirmacion no aplica también a los retardos con incertidumbres, si es posible encontrar
un determinado margen dentro del cual el sistema se mantiene asint6ticamente estable.

7.2. 'Trabajo Futuro

Derivado de las conclusiones obtenidas en este trabajo, se consideran los siguientes puntos de mejora
para trabajo futuro:

= Modificar el esquema de prediccién con un enfoque adaptativo o redes neuronales para mejorar su
desempeiio ante retardos variantes e inciertos.

= Probar una ley de control més eficaz o que converja mds rdpidamente para mejorar el desempeno
de la prediccion.

= Realizar experimentos via remota para demostrar el desempefio del esquema.
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= Comprobar la estabilidad para retardos inciertos.
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Apéndice A

Dinamica de los errores del robot (3,0)

Antes de desarrollar el sistema dindmico de los errores del robot omnidireccional, los siguientes
resultados auxiliares son necesarios,

Corolario 1. Las siguientes expresiones son equivalentes,

Pn(t) — pna(t) = es(t) — Pu(t) (A.1)

Demostracion. El resultado sigue directamente de la definicion de los errores de seguimiento (£.9) y de
prediccion @.5). O

Corolario 2. Es posible reescribir la matriz de rotacion R () de manera que,

RT()=T+E() (A2)

donde I es la matriz identidad de tamaiio adecuado y

—2sin?(5) —sin(-) 0
E(-) = sin (+) —2sin? (5) 0
0 0 0

Demostracion. La matriz de rotacion,

se puede reescribir como,
cos? (5) — sin” (3) —sin (+) 0
RT(-) = sin (+) cos? (3) — sin? (3) 0
i 0 0 1
[ 1—2sin?(5) —sin(-) 0
= sin () 1-2sin*(3) 0
0 0 1
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Empleando estos resultados técnicos, se determinan los errores de seguimiento y prediccién con la
retroalimentacién (@.7) del robot omnidireccional. Sustituyendo,

0(t) =~ R (s (6) {pra (1) — K[pu(t) — pra (D)}

1 R ) .
— IR (s (1) () — Kles() = ()]}
en el sistema del robot mévil omnidireccional cuando i = 1,

p1(t) = —r(JiR(p13(t))) ~'60(ty)

donde, by =t— (n — 1)fl — 177, se obtiene como resultado el sistema en lazo cerrado,

p1(t) = — r(]lR(PB(t)))il _%]1R(pn3(tn>){pnd(ti7) - k[ES(tr]) - ﬁn(t17>]}

=R (p13(t))R(Pn3(ty)) {onalty) — kles(ty) — pn(ty)]}
=R"(013(t) — pua(ty) ) {pna(ty) — kles(ty) — Pn(tn)]}
={I+ E(p13(t) — 3 (ty)) H{ona(ty) — kles(ty) — pu(ty)]}-

Repitiendo el proceso con los subpredictores y tomando en cuenta que t; = t — (n — i),

pi(t) = —r(hiR(pis(1))) " —%hR(ﬁns(fi)){Pnd(fz‘) — kfes(£:) — pn(t:)]}

+ Aep, (t —h)
—RT($is(1))R (s () [ (ts) — Klew(t) — pu (1]} + Aep, (£ — )
_RT(PB(f) — Pn3 (i) {na(ti) — kles(t;) — ﬁn(t1>]} + Aey, (t—h)
={I+E(pia(t) — Pu3(t:)) Hpna(t:) — kles(t:) — pu(t:)]} + Aep, (t — h).

Con esto, se calcula la dindmica de los errores de inyeccion, primero parai = 1,

ép, (£) =p1(t) — p1(t)
={I+E(p13(t) - Pns( 1)) HPna(ty) — kles(ty) — Pn(tn)]}
—{I+ E(p13(t) — pu3(t1)) HPna(t1) — kles(t1) — pu(t1)]} — Aep, (t — h)
= — kes(ty) + kpn(ty ) + kes(t1) — kpn(t1) — /\epl(f—’_l)Jr%(f)

donde,

vl(t)Z{E@m(f)—Pns 1)) Hona(ty) — Kles(ty)

= Pn(ty)1} + Pualty)
—{E(@13(t) = Pu3(t1)) }{0na(tr) — Kles(t) — p

n(t1)]} — Ona(tr).
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Para el caso general i,

ép, (£) =P (i—1)(t +h) — pi(t)
={I+E(f(i—1)3(t +h) — pua(t:)) Hpna(ti) — kles(t:) — pn(t:)]}
+ ey (t—=R) = {1+ E(pis(t) — pus(ti)) Hpna(ti) — kles(t:) — pn(t:)] }
— Ae, (t — h)

=Aepy) (= h) = Aep (= h) +7:(t)

con,

Vi(t) ={E(B(i—1)3(t + 1) — Pua(ti)) Hona(ti) — kles(t:) — pu(ti)]}
—{E(pi3(t) — pn3(t:)) Hona(ti) — kles(t:) — pn(ti)]}-

Ahora, se obtiene el error de seguimiento e,

éS(t) :Pn(t) - Pnd(t)
={I+ E(pns(t) — pu3(t — 1)) Hpna(t — 1) —kles(t —17) — pu(t — )]}
— Pna(t)
= —kes(t —17) +kpu(t —17) + 71 (8)

donde,

Ye(t) ={E(pu3(t) = pua(t = 1)) Hona(t — 1) — kles(t —17) — pu(t — )]}
+ Pna(t = 17) = Pna(t)-

Finalmente, tal como se menciona en el Capitulo [] se realiza el siguiente cambio de variables para
modificar el instante de tiempo de los errores,

zs(t) =es(t — nh)
zi(t) =ep, (t—ih)  i=1,2,..,n

lo que da como resultado el sistema completo en lado cerrado,

zs(t) = —kzs(t — 1) +k f zm(t — 1) + 7 (t — nh)

m=1
z1(t) = —kzs(t — 1) + k i zZm(t — 1) +kzs(t) — k i Zm(t) — Azy(t — h) +y1(t — h)
m=1 m=1

zi(t) =Az(q)(t = h) = Azi(t — h) + v(t — ih)
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que en forma matricial da como resultado,

Zs(t) 0 O1xn [ zs(t) 0 0 z5(t — }:l)
Z:1<t> = kI _(kl)lxn Zl(t) + |: 0 _1;;71 :| z1(t — ]/5)
Zn(t) 0(n—1)><1 0(n—1)><n B Zn(t) el " Zn(t - h)
1 [ zs(t—1) Ye(t —nh)
— (k)21 (kI)2xn ot — 1
+ [ Op-1)x1 Opn—1)xn | { zl((tt _1177)) + mr(:(t)h) ]

la cual es la representacién mostrada en el Capitulo 4]
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Apéndice B

Analisis para sistemas con retardos
inciertos [1]

A continuacion, se presenta el desarrollo detallado del resultado propuesto en [1], el cual se emplea
en el Capitulo [Zl_f} Dado un sistema de la forma,

x(t) = Aox(t) + Aix(t —h) — A; /_0’7 [Aox(t+0) + Ar1x(t —h+0) + Aox(t — 5+ 6)]d6

x(t) = Aox(t) + Ayx(t — h) — F(x¢) (B.1)
donde Ag = Ao + Aj. Se utiliza la siguiente funcional de Lyapunov,
V(x) =vo(x: +/ ( 4+ 0)Rox(t + ) d0+/ T(t+60)AT(0 + T)Ry Arx(t + 0)d6
+ [sign(n)] <

+/ T(t 1+ 0)ATAT(6 + h + x () U(0) Ag A x(t + 6)d6
h—nx(y

+h
€

> [/ xT(t+0)AgAG (8 + 1+ 1x (1)) U(0) Ao Aox (¢ + 6)df
—W—ﬂX(W)

con,

vo(x;) =xT (U (0)x(t) +2xT (1) /Oh U(—6 —h)Aix(t+60)de

0
—|-/ t—|—91 A1 /hU(Ql —92)A1x(t+92)d92d91.

Al derivar la funcional V(x;) a lo largo de las soluciones del sistema se tiene,
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d

V() =2 (B)[Ro — Wx(t)

—2FT(x,) [ +/ —9—h) Alx(t+6)d6}

t
— xT(t — h)Rox(t — ) + hxT (1) ATR Ay x(t) — / ¥T(0) ATR, A1 x(68)d0
t—h

, 1l [ r) o o (B2)
+lsign(n)] (27 ) [+ (045 AT 07+ nxtn) Aoox(
t
- / . xT(0)Ag Ag AoAox(8)d8 + x (£) ATAS (i +nx (1)) A Arx(t)
t=n—nx
t
—/ xT(e)A{AgAOAlx(e)de].
t—=h—nx(n)
Definiendo W de la siguiente manera,
W =Wo + hATRy Ay — [sign ()| ——= | (1 + nx(1)) AF AFU(0) Ao Ag
+(h+nx (1) AT A U(O)Aoz‘h]
se tiene que,
do 7
EV(XO =x" (t)[Ro — Wo]x(t)
—2FT(x) [ +/ —0—h) A1x(t+9)d9}
(- h)ROx(t—h)—/ T (0)ATR; A1x(6)do (B.3)
t—h

~ |sign(y)| / 2T (8) AT AT Ao Aox(8)d0
€ t—n—nx (1)

t
+ / xT(e)A{AngAlx(e)de] .
Jt—h—nx(1)

Nota: Cabe mencionar que para este desarrollo se tiene que,

d

avo(xt) = —xT(£)Wx(t)
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ABSTRACT This work addresses the trajectory tracking problem for a non-holonomic differential drive
mobile robot with a constant time delay % at the input signal. To compensate for the adverse effects of the
input time delay on the vehicle, a non-linear prediction-observer scheme based on a sub-prediction strategy
that asymptotically estimates the future values of the state, & units of time ahead was introduced, and, thanks
to the characteristics of the system, a condition which depends only on the gains of the predictor-observer is
obtained for the convergence of the predicted states. Non-linear feedback based on the estimated future state
is proposed to tackle the trajectory tracking problem of a mobile robot. The closed-loop system describing
the prediction strategy and trajectory tracking solution was formally analyzed, showing the asymptotic
convergence of the prediction and tracking errors to the origin. Numerical and real-time experiments were
performed to evaluate the prediction-based control scheme, which show adequate performance.

INDEX TERMS Non-holonomic mobile robot, non-linear prediction, time delays, trajectory tracking.

I. INTRODUCTION

Since the eighteenth century, delays have been essentials in
studying dynamical systems because of the issues they raise.
The study of input time delays for linear or non-linear systems
is an important area of interest due to the influence that
time delays have on the stability of the close-loop system
when problems as regulation or trajectory tracking are faced,
since the closed loop system results on a retarded differential
equation. When the system, is not destabilized by the effects
of the time delay, it suffers for a large degradation of the
performance of the closed loop system [1], [2].

In particular, input time delays, which are often present
in networked or teleoperated control systems, are well
known to undermine the execution of feedback control,
and significant problems are observed in data transmission
through a network, such as variable sampling intervals or
communication constraints of protocol scheduling, among
others. These issues can be assessed using a time delay
approach in networked control system [3].

The associate editor coordinating the review of this manuscript and

approving it for publication was Mohammad AlShabi

The complexity of the time delays has been addressed
in several studies. For example, in a linear context, the
celebrated Smith predictor [4] proposes a solution for open-
loop linear stable systems that presents a strong restriction
on the class of systems that can be applied. However, some
modifications to Smith’s work have overcome limitations
such as large time delays and unstable systems [5], [6], [7].

Other approaches to control input delay-systems have
also been explored. For example, [8] introduced the idea
of finite spectrum assignment for input time delay systems,
and further works improved this result by considering other
types of delays and analyzing robustness [8], [9], [10], [11].
Meanwhile, [12] and [13] proposed a state-observer approach
to estimate the future states of a system using the ideas
of [14]. Finally, to address larger delays, an attractive solution
inspired by the state observer approach is the introduction of
a sub-predictor or chained-observer scheme that divides the
time delay [15], [16].

Non-linear time delay systems present a new and generally
difficult challenge. Some authors have proposed approaches
based on non-continuous controllers or high-gain predictors
with feedback controllers [17], [18]. In addition, a truncated
predictor was presented in [19] to estimate a system’s future

© 2023 The Authors. This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivatives 4.0 License.
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state under the Lipschitz condition assumption. Also, the
original linear sub-predictor approach was extended to a
non-linear approach; see, for instance, [20], [21]. In [22],
a prediction scheme that estimates the values of unknown
delayed states from a cascade system was proposed.

Several studies on mobile robotics have been reported
the literature. One of the most important approaches is
related to prediction-based controls; an interesting survey
was presented in [23]. For instance, considering delayed
measurements, [24], [25] provides a solution for the kine-
matic model, and [26] uses a simplified dynamic model.
In addition, using prediction-based solutions, [27] and [28]
proposed a solution to the trajectory-tracking problem by
incorporating fuzzy techniques with a parallel distributed
strategy. The Smith predictor, together with sliding mode
control, was considered in [29] as a strategy to compensate
for a time delay on a differential-drive mobile robot, while
in [30], an integral-based prediction was considered for the
same purpose. A comparison of several control techniques
for trajectory tracking was presented in [31] for a modified
kinematic model of a mobile robot.

The dynamic model of a mobile robot with input or output
time delays has also been studied. The tracking problem
for small time-varying input delays was addressed in [32],
whereas the consensus problem for time-varying delays was
considered in [33] and [34]. A discrete-time approach has also
been reviewed for the control of input-delay mobile robots,
see for instance [35] for the tracking problem and [36] for a
synchronization strategy under input time delays.

The time delay problem in teleoperated mobile robots has
been a popular case study because of its various applications,
such as exploration, rescue, and surveillance. Consequently,
several authors have proposed GPI observers and state
prediction schemes for mobile robots [24], [37], [38].

The present work is devoted to trajectory tracking problem
using a non-holonomic mobile robot subject to an input time
delay. To overcome the adverse delay effects on performance
and stability of the closed-loop system, a generalization of
the linear sequential predictor presented in [16] to the non-
linear case was proposed, providing an alternative to the
sub-predictor in [15]. The obtained future estimated state
was used to design a non-linear feedback law that solves the
aforementioned tracking problem. The main results of the
work can be summarized as follows. a) It is presented a sub-
predictor observer that asymptotically converge to the future
value of the state, at time ¢ 4+ & independent of the trajectory
performed by the robot, subject to bounded linear and angular
velocities; b) Based on a Lyapunov-Krasovskii approach, it is
presented a sufficient condition for the convergence of the
prediction state that depends on the design parameters of
the observer stages and the involved original time delay #;
¢) The convergence of the trajectory tracking errors, by means
of a feedback based on the estimated future states is formally
proof for the closed loop system showing that theoretically,

124266

the proposed solution can handle any time delay by
increasing the number of sub-predictors.

The present strategy is related to the problem considered
in [27] or more recently in [28] where a parallel distributed
compensation PDC is applied to a fuzzy model of a kinematic
mobile robot. These two proposals have the disadvantage
of local predictor convergence and the characteristic that
stability results are based on linear matrix inequalities.
The solution proposed in [25] considers as a disadvantage,
a persistent excitation condition for the prediction strategy
and an upper bound for the maximum value of the input
time delay. In contrast to the restrictions founded in [25],
[27], and [28], in this work it is provided a predictor-observer
that globally asymptotically converges to the actual future
state independently of the evolution of the robot where the
limitation on the maximum time delay can be overcome
by considering additional non-linear sub-predictors. Further-
more, it should be pointed out that prediction strategies based
on the integral predictor of [39] or [40] produce approximate
future values due to implementation problems [41], which
motivates the use of approximate solutions of truncated
predictors [42].

The contributions of this study are as follows: Section II
develops the kinematic model of the delayed non-holonomic
robot used in this study. Section III presents the non-
linear sub-prediction scheme together with the corresponding
prediction error stability analysis. Section IV introduces the
prediction-based feedback control solution to the trajectory
tracking problem and stability analysis of the closed-
loop system. Finally, real-time experiments and numerical
simulation results are presented in Section V, and concluding
remarks are provided in Section VI.

Il. KINEMATIC MODEL OF A (2,0) TYPE MOBILE ROBOT
Following [43] and [44], the kinematic model of a differential
drive mobile robot shown in Figure 1 is represented as,

(1) = v(t) cos(6(1))
y(t) = v(t) sin(6(2))
0(t) = w(?) (1

where & (1) = [x(1), y(1), 0(t)]" denotes the state of the robot.
Point P = (x, y) in Figure 1 represents the Cartesian position
of the wheel axis center, 6(¢) is the orientation of the vehicle
measured from the X axis, and u(r) = [v(t), w(t)]’ are
the control inputs corresponding to the linear and angular
velocities, respectively.

Kinematic model (1) is obtained based on the assumption
that the robot has a rigid body that moves on a flat surface
and that the vertical axis of the wheels is perpendicular
to the ground. Under these conditions, the following non-
holonomic constraint is satisfied [45], [46],

%(t) sin(0(1)) — 3(t) cos(8(t)) = 0. 2)
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FIGURE 1. Differential drive mobile robot.
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FIGURE 2. Mobile robot teleoperation scheme.

A. TIME DELAY IN THE CONTROL INPUTS
As mentioned previously, one of the problems associated
with the teleoperation of robots is the time delay that can
be produced by the environment or heavy data processing.
A scheme for a remote-controlled mobile robot is presented
in Figure 2. Here, i1 > 0 is the time it takes the data to move
from the robot sensors to the computer, whereas sy > 0 is
the time the control input u(¢) is computed and injected into
the robot. It should be noted that 4; can be considered as a
time delay at the output of the robot, whereas delay £, acts at
the input of the vehicle; therefore, for the design purpose of
a feedback law, a total time delay & = hy + hy in the input-
output path is assumed.

Thus, according to Figure 2, the system takes the input
delay form,

x(1) = v(t — h) cos(6(1))
y(&) = v(t — h)sin(6(2))
6(1) = w(t — h). 3)

lIl. PREDICTION SCHEME

To design a prediction strategy to solve the trajectory tracking
problem, instead of considering kinematic model (3), an alter-
native representation &,(t) = [x.(¢) y-(t) 6,(¢)] is obtained

VOLUME 11, 2023

using the following globally invertible transformation,

x(1) cos (6(1)) sin(0(t)) O x(t)
yr(@) | = | —sin(0(r)) cos@@) O[] y®) [ 4
0,(t) 0 0 1 0(t)

that produces the body frame representation along the X, — Y,
frame,

X (1) =v(t —h) + ot — h)y-(t)
Vr(t) = —ow(t — h)x,(1)
0,(t) = w(t — h). (5)

A. ADVANCED SYSTEM

The design of a feedback law that solves problems such as
regulation or trajectory tracking requires the estimation of
the future values of the states &,(¢) of the mobile robot (5)
to compensate for the time delay.

To obtain the future values, 4 units of time in the future,
of the state &.(t) of system (5), a non-linear prediction
strategy based on well-known linear sub-predictors [15], [16]
is developed.

Assumption 1: For a fixed time delay h in system (5), there
exists an integer n € N such that,

h

il: ) (6)
n

where h is a small enough time delay.
With condition (6), future values of &,(¢) may be defined as,
wii(t) = x,(t + jh) = wi—11(t + h)
wip(t) = yr(t + jh) = wi—12(t + h)
wj3(t) = 6x(t + jh) = wi—1)3(t + h) (7
forj=1,2,...,n.
From (7), the advanced systems are obtained for
j=1,2,...,n,as,
Wit (1) = v(t — (n — jh) + w(t — (0 — Hhywp(t)
wip(t) = —a(t — (n — Hh)w;i (1)
wi3(t) = w(t — (n — jh). 3

When j = n, a delay-free system that evolves h seconds
ahead is obtained

Wt (1) = V(1) + w(O)wi(1)
W2 (1) = —o(t)wn (1)
W3 (1) = o(t). &)

B. SUB-PREDICTORS CHAIN

A Luenberger-type predictor-observer, based on advanced
dynamics (8)-(9), is introduced below. The observer for
system (9) corresponds to the predictor of system (5). For
j=1,2,...,n, it takes the form

Wi (1) = v(t — (n — ) + ot — (n — Hhyivp(r)
+ Ajiew;, (t — h)
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Wp(1) = —(t — (n = PhWL(E) + Apew, (¢ — h)

(1) = (t — (1= Ph) + Ajzes(t = b) (10)
where Aj1, A2, ;3 € RT\0 and the injection errors e,,; are
defined for j = 1 in the form,

ey (1) = Xp(t 4 h) = Wi1(1) = wii(t) — W1 (1)

ewp (1) = yp(t + h) = W12(1) = wia(r) = W1a()

eyy3 (1) = 6,(1 4+ h) — Wi3(1) = wi3(t) — Wi3(0)

(11)
and forj=2,...,nas,
ey, (1) = W11t + h) — Wi (1)
e (1) = Wi 12(t + h) — Wpn(t)
e (1) = Wi 1)3(t + h) — W3(0). (12)

Remark 1: Note that the injection errors for j = 1 defined
in (11) have the property that e, ,(t — h) is defined in time
t, allowing the injection of these signals to the predictor-
observer, referring to the actual position of the vehicle.

C. PREDICTION ERRORS
Unlike the injection errors, the prediction errors w;j(t) =
[Wj1 (£) wia(2) wia()]” forj= 1,2, ..., n are defined as,
wj(t) = wj(t) — wj(1). (13)
Lemma 1: The prediction errors w; converge to zero if and
only if the injection errors ey, converge to zero.
Proof:Given the definition of the injection errors
(11)-(12),
Wi(1) = E(t + h) — ew, (1)
Wa(t) = Wit + h) — e, (1) = §( +2h) — ey, (1 + )
- eWz (t)

yielding,

J
Wit) = E(t +jh) — D e, (t + (| — k)h)

k=1

J
=wi(t) = D ew (t + (G — k)h). (14)
k=1
Then, the prediction errors can be rewritten as,
Wi(t) = wjit) + ey, (1) — wj—1(t + h)
= wj(t) + ew; (1) + ey, (t + 1) — Wj_o(t + 20)

this is,

J
Wi(t) = D ew (t + G = Rh). (15)
k=1
Because the prediction error wi(t) is the sum of the
injection errors ey, (t), the convergence of ey, (t) implies
convergence of the prediction error. ]
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D. INJECTION ERRORS CONVERGENCE

As mentioned in Subsection III-C, the convergence of the
injection errors ey,;, is directly related to the stability and
efficiency of the prediction errors w,,. The time derivative of
the injection errors is given by

by (1) = o(t — (n — ew, (1) + Aj-1y1ew;_p, ()
— Ajiew, (t — h)
Gup (1) = —o(t — (1 — e, (1) + AjG—1y2ew,_p, (1)
— Ajpew,(t — h)
Gws (1) = Ao 13€wy_13 (1) = A3y (t — ) (16)

where, for j = 1, it is considered Ag; = Ag2 = Ap3 = 0.
The definition e,;(t),

(1) = |:6’wjl(t):|

eij(t)

allows rewriting system (16) as,

euj(1) = A0, (1) + Mgyt — ) — Aj12,_, (1) (17a)

euj3(t) = —Aj3ey;s (1 — h) + A 1)3ew (1) (17b)
where,
PN 0 w(t — (n—jh
A = [ oot — (0 — ) 0 ]

| M 0
A’_[O —jzl

The convergence of the injection errors (17) is proven
in two steps. First, the convergence of subsystem (17a) is
addressed, followed by the convergence of subsystem (17b).

Before providing the stability conditions of subsystem
(17a), we introduce the following auxiliary result.

Lemma 2: For subsystem (17a), given the positive real
numbers a and 1, there exists a symmetric matrix Pj(t) such
that,

Pi(t) + A] Pi(t) + Pj(A; + 2a;Pj(t) + n;l =0.  (18)
Proof: Defining the symmetric matrix Pj(t) as,

| P pp()
i = [sz(t) p,g(r)}
equation (18) rewrites as,
pj(t) = AF(Opj (1) + iy (19)
where a)]’-k(t) = w(t — (n — j)h) and,
[ pj1 (1) nj
pin(t) = | pjp(t) n=—10
| pj3(0) nj
[ —20; Za)j*(t) 0
A1) = —wi (1) —2aj Wi (1)
. 0 —Zw;."(t) —20j
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Using the transformation matrix

1 1
0 =
2 2
n=l1 , 1 0)
2 2
0 1 0

to get the real Jordan form J(t) = TjA;-“(z‘)Ti_l of A*(t), the
change of coordinates o

zi(t) = Tipj1 (1), 21
leads to the system,
Zj1 (1) —2a 0 0 zj1 (1)
Zp@w) |=| O =205 207(0) | | zp(0)
Zj3(1) 0 =207 (1)  —20j Zj3(1)
—
+ 0o 1. (22)
0

with solution,
—2a; nj )
Z1(0) = 71 (0)e 9" — 27’{/_(1 — e
22(t) = zp(0)e ™" cos (2w} (1))
+ 73(0)e ™" sin Qw? (1))
73(t) = —z(0)e " sin 2w (1))

+ 23(0)e " cos (20 (1)).

The inverse transformation pj1(t) = Tj_lzj(t) is
Pi1) = Zj1 T 22 Z3 '
Zj3 Zj1 — 2
[ ]

It is important to note that the error dynamics in (17)
depend only on input w]*(t). As a consequence, we present

the following theorem inspired by [47]:
Theorem 1: A system of the form,
ev;(t) = Aj(1)ew, (1) + Ajey,(t — h)
éw_,g (t) = _)"j:’)ew_,g (t - ]jl)a r = 0

(23a)
(23b)
where h > 0, Aj3 > 0and \j > 0, is globally asymptotically
stable if there exist positive real numbers o, B, €, nj, and a

symmetric matrix Pj(t) that satisfy the Lyapunov equation
(18) and if the following inequalities hold

h < min [ l In (M), L] (24)
o Aj 2Aj3

where, p = sup,_, ||P(t) + BI|| and 2af > nj > €.

Proof:To prove the stability of subsystem (23a), the
following Lyapunov-Krasovskii functional candidate is pro-
posed,

V(t, en;) = Vilew, (1)) + Va(t, ew;r) (25)

VOLUME 11, 2023

with,
Vi(2w; (D) = &y, (NPj(1ey, (1) + By, (e, () (26)
Valt, 2wy) = € / tﬁ ez"‘(‘v_’)égj(s)éwj(s)ds. (27)
Differentiating the ]iunctional (26) gives,
Vi@, (1) = &), (DIA] (Pp(1) + Pg(DA;(1) + Pjley, ()
+ 22, (t = )A] Pg(1)ey, (1)
where
Pg = [Pj(1) + BI).

Note that if nj < 2o then Pg > 0.
Defining p and Aj as p = sup,., ||Pg®)|| and Aj =
Amax{Mj1, A} = sup||Ajl|, the next inequality is obtained,

Vi(ew, () < &), (DIA] (OPp(1) + Pg(DA(1) + Pjlew; (1)
+ 2P 2y (t — W] 2w, (DII.
The time derivative of (27), yields,
Va(t, ) < =20V + €|[2w,(D]1* — ee 2" [2,,(t — B)||*.
Given thatAjT(t)—i—Aj(t) = 022, the next inequality follows

. 522 p2ha
V(t, &) < —[nj — € — ’T]néwmnz (28)

Hence, if A;j is such that,

Ve —€)

Aj < I—,eaﬁ

(29)

If nj > € then subsystem (23a) is asymptotically stable.

Similarly, subsystem (23b) is asymptotically stable if the

following delay condition holds [2],

- T

h<—. 30

<55 (30)

Equations (29) and (30) indicate that system (23) is

asymptotically stable for every fixed time delay which
satisfies the following condition,

B<minIéln(M) il ]

Ajp ’ 23

Furthermore, because origin ew; = [00 017 is the only
equilibrium point, system (23) is globally asymptotically
stable. ]

From Theorem 1, it is possible to provide a more
straightforward existence condition for the prediction scheme
which depends only on the predictor parameters.

Corollary 1: There always exists positive gains Aj, i =
1,2, 3, such that system (23) is globally asymptotically
stable if,

B<min[i,i]. G1)
Aje 2Aj3
Proof: Directly from equation (29) and condition (30).
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Lemma 3: Assume that system (16)-(17) for j =
1,2,...,n satisfies inequality (24). Subsequently, the
injection errors ey, (1) asymptotically converge to the origin.

Proof: To carry out the proof, note that the injection
error dynamic (17) for j = 1 corresponds to that considered
in Theorem 1 for the case Ay = 0 and Aoz = 0. Therefore,
system (17) for j = 1, satisfies condition (23) in Theorem 1.
Under these conditions, injection error e, (t) converges
asymptotically to the origin.

To show that e, (t) also converges to the origin, note first
that system (17) for j = 2 takes the form,

Euy (1) = Ax()ey, (1) + Aoy, (t — h) — A1y, (1)
éW23(t) = _)\-23eW23(t - h) + )"136W13(t)‘ (32)
Because ey, (t) is a vanishing term for system (32), the

convergence of ey, (t) is obtained by considering e, (t) = 0,
obtaining

. B 0 ot —(n—2h | [ ew1(r)
fuaf) = [ —oo(t — (1 — 2)h) 0 } [ewzz(t)]
L 0 ewa1 (t — h)
0 —A2 | [ ewa(t — h)
ew23(t) = —Ao3ew, (t — h). (33)

Finally, Theorem I implies the convergence of e,,,(t). These
arguments can be repeated until j = n. ]

Remark 2: Note that the prediction-observer scheme is
based on the body-frame representation (5) of the kinematic
model (1) obtained by employing global transformation (4).
This transformation allows global convergence to the future
values of the states, independent of the displacements of the
mobile robot, in contrast to the results obtained in [25], [27],
and [28] where the convergence to the future value depends
on the linear velocity of the vehicle.

Remark 3: Note also, that the estimate of the future value
is obtained for h under condition (31) of Corollary 1, which
only involves the design gains of sub-predictors A;. Therefore,
increasing the number of sub-predictors allows the handling
of a larger input time delay for the original system (I).
It should be noticed that due to the chain configuration of
the observer-predictor (10), or the injection errors (23), the
convergence to the future values at time t + h is obtained step
by step converging first to the future value at time t + h and
then at time t + 2h and so on until time t + nh = t + h.
The convergence conditions (31) are obtained for each step
of the prediction chain on Corollary 1 which only involves the
design gains of each sub-predictor. Therefore, condition (31)
is relaxed by increasing the number n of sub-predictors, this
fact is directly related to the size of the original time delay h
that can be handled by the prediction strategy to produce the
desired future value.

Remark 4: Even when theoretically the predictor-observer
can handle any time delay, this fact is not relevant for
a practical implementation since small time delays can
destabilize the response of a possible prediction-based
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feedback, and therefore, for small delays a short chain of sub-
predictors will be necessary. The number of sub-predictors
required to get the future values depends on the conditions
given by Corollary 1 that state the minimal numbers of sub-
predictors that must be used. Notice also that, when the input
time delay hincreases, it also increases the transient response
of the prediction error affecting the time to get the future
value of the state necessary to implement a feedback law for
tracking or regulation.

IV. TRAJECTORY TRACKING PROBLEM FOR THE
DIFFERENTIAL DRIVE MOBILE ROBOT

For the original delay-free system (1)) the trajectory tracking
problem can be solved by first defining the tracking error,

es1(1) Xpad (1) — X (1)
es(t) = | ea(t) | = | ya(t) =y, (1) |. (34)
es3(1) 0ra () — 0, (1)

The desired trajectory &4(t) = [x,4(t) ya(t) 6,4(t)]T that
the robot must follow is generated by a virtual mobile robot,

Xed(t) = va(t) + wq(t)yra(t)
Vrd(t) = —wq(t)x,q(t)
0ra(t) = wa(t) 35)

that satisfies the equivalent non-holonomic restriction (2).

For the delay-free mobile robot (1), the feedback
w(t) = va(r) cos (es3(1)) + kiesi(7)

wesz(ﬂ +kaea(t)  (36)

o(t) = wq(t) + kova(t) (1)

introduced in [48] solves the trajectory tracking problem
employing the correct real positive gains k1, kp, and k3.

To solve the trajectory tracking problem for the advanced
system (9), feedback (36) is expressed in terms of the
estimated future values of the state, obtained from the state
of the n-th sub-predictor, namely,

V(1) = va(t) cos (€,a(1)) + k12,1 (1)
Sin @30, )+ ksbust)  (37)
en3(t)

where the desired trajectory originates from the virtual robot
(35). The trajectory tracking error is described as

o(t) = wq(t) + kava(t)

en (1) _esl(t+h)
en(t) | = | et +h)
en3(1) L es3(t + h)

_xrd(t +h) —x(t+h)
= | Yyt +h) =y, (t + 1)
| Ot + 1) — 60,(t + )
[ wig(t) — wa (1)
= | waq(t) — wna(t)
| w3d(t) — wys(1).
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Thus the estimated tracking error is described by

en1(t) wia(t) — Wy1 (1) Wat (1) + €1 (1)
ena(t) | = | waa(t) = wpa(t) | = | Wi(t) + ena(t)
en3(t) w3 (t) — Wy (t) Wi3(t) + e3(t)

A. TRAJECTORY TRACKING ERROR DYNAMICS
After some computations, the closed-loop system (9)-(37)
takes the form

ewj(t) = A1(Deyi(t) + Aj—newi—1(t)

— Ajeyj(t — h) (38a)
en(t) = fen(?)) + D(en(t), ey(t)) (38b)
where,
—ky wy(t) 0 en1(t)
flen) = | —wa(t) 0 0 en2(t)
0 0 —k3 en3(t)
kava(t)yse2y () + kzens(tena(t)
+ | —kova@)ysena(t)en (t) — kzens3(t)en (t)
0
-k O 0 W1 (2) r1(1)
ey, en))=| 0 0 0 w2 | + | »2(0)
0 0 —k3 W3 (1) v3(t)
with

V(1) = Sin~(an3(I) + eu3(1))
W3 (t) + eu3(t)
Y1(t) = va(D)[1 — cos (Wu3(?) + €,3(2))]
— kava(t)ys(t)
X [Wn2(D)(w2a (1) — ena()) + ena(H)waa (1))
— k3 [Wna(0)(waa (1) — ena (1)) + ep3(Dwaa(1)]
Y2(t) = kava(O)ys(t) [Wn2 (D) (wia(t) — en1 (1) + ena(Dwia(1)]
+ k3 [Wa3 (W14 (1) — en1 (1)) + en3(Ow1a(1)]
v3(t) = —kova () ys(O)[Wna(t) + ena(0)].

For details on the computation of system (38), refer to
Appendix A.

B. STABILITY ANALYSIS OF THE CLOSED-LOOP SYSTEM
To formally prove the convergence to the origin of the
tracking error (38b), recall that the prediction error ey;(?)
converges to zero independently of the dynamics of e, (¢). For
the tracking error, consider the case where ® (e, ey;) = 0 in
(38b)

en(t) —ki wq(t) 0 en1(t)
enn(t) | = | —wa(®) 0 0 enn(t)
en3(t) 0 0 —k3 en3(t)

kova(t)yse2, + kzenzenn
+ | —kava(@®)ysenzent — kzenzent (39
0
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where it is clear that (e,1,eqn,e3) = (0,0,0) is an
equilibrium point of (39). Time derivative of the Lyapunov
candidate function,

1 2 1 2 1 2
V(I) = Eenl + Eenz =+ Een3 (40)
yields,

V(1) = entént + emém + en3éns
= ep1(—kien + wgenn + k2Vste,2,2 + kzenzenn)
+ ena(—waent — kava()ysemen — ksenzent) — kzeis
= —kleil — k3ez3.
Since V(7) is negative semidefinite, the Barbalat lemma

allows proving the asymptotic stability of subsystem (39).
Term V() is computed as follows,

V(t) = —2kien1én1 — 2k3enzéns
= —2kyen1(—kien1 + waen + kavayse2s + kzenzenn)
+ 2kie2;.

Thus, V(¢) is uniformly continuous and V() —> Oast —
00, which in turn implies that e(f) — 0 as t — oo.

C. LINEAR GROWTH OF THE INTERCONNECTION TERM
To complete the convergence proof of error (38b), it is
necessary to verify the linear growth of the interconnection
term ®(e, (), ey;(t)). For that matter, the following definition
[49] is recalled.

Definition 1: Function V(z, {) has linear growth in z if
there exist two class-k functions §1(-) and 55(-), differentiable
at £ = 0, such that,

Wz, Ol = a1(lIgID lzl] + 82([IZ1D- (41)

Straightforward computations show that the function
D(e,(1), ey)) is bounded as in (42), shown at the bottom of
the next page, where y1, > and y3 are bounded as,

11 = d21(llew; (D)) 4 811 ([lewi(DIDI]e®)]]
7211 = 22(l[ew; (D)) 4 S12(]lew;(DIDI]e®)]]
311 = 823(llew;(DID) + 8131 lew(DIDIe@I]  (43)

with

S11(llewi(OI) = 1lva@I] + [lk2va()ew, (D] + [kzew;; ()]
S21(|lewi(DI]) = [Iva@)ew;; (D] + |[kava(t)waa ()ey, (1)]]
+ [[k3waq(1)eyj; (1)]]
S12(|lewi(DI]) = lkava(t)ew, OI] + |lkzey; (]
S22(|lewi(DI]) = lkava(O)wia()ey, (1]
+ [lkawia(t)ews ()]
S13(lewiOI) = [lkava (D)
823(JlewiOI) = lkava()wp2(@)]].

It is easy to see that there exist 61(||ey;(?)|]) and
82(|lew;()]]) that satisfy the inequality (41) for the function
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FIGURE 3. Experimental platform diagram.

D(e, (1), eywj(t)). Appendix (B) shows how to obtain ||y;(1)]]
fori=1,2,3..

The above developments allow us to conclude on the
stability of the closed-loop system (38).

Theorem 2: Consider system (9) and the prediction-based
feedback (37) and assume that Lemma 3 is satisfied. Then,
positive gains ki, ky, k3 exist such that the overall closed-loop
system (38) is asymptotically stable.

Proof: To demonstrate the theorem, notice first that the
convergence of the prediction errors is insured by Lemma 3.
The cascade structure of system (38), and the linear growth of
Sfunction ®(e, (1), eyj(t)) given in (42) allows the application
of Proposition 4.1 in [49], which establishes the convergence
of the tracking errors e,(t). |

V. NUMERICAL AND EXPERIMENTAL EVALUATION
A oMATLAB simulation and an experimental implemen-
tation are carried out to evaluate the proposed prediction
scheme and the trajectory tracking solution. The experimental
platform, depicted in Figure 3, is composed of an eOptiTrack
motion capture camera system and a cROBOTIS differential
drive robot “Turtlebot3 Waffle Pi” with passive markers
as indicators for 3D position and orientation, as shown in
Figure 4, which are interconnected by the Robotic Operating
System (ROS).

We consider a lemniscate-type trajectory described as
follows,

x = Acos (pt)
y = Bsin(2pt)

withA =0.7,B=04,p = ;—0.

For the differential drive model (5), the input delay is
assumed to be 7 = 0.12 5. This delay time was artificially
introduced through programming in the system for the
numerical and experimental cases. For the prediction strategy
(10), a set of n = 3 sub-predictors provide, according to (31),
an appropriate delay A, = 0.092. The gain parameters

1
FIGURE 4. Passive markers in the differential drive robot and elements of
the experimental platform.

TABLE 1. Predictor and control parameters.

Parameter Simulation | Experiment
A11, A12, A13 4 4
A21, A22, Aog 3 4
A31, A32, A33 2 1

k1, k3 0.4 0.2
k2 1.5 3.5

proposed for the predictor (10) and the feedback (37) are
given in Table 1.

The initial condition are setas x = 0.7m, y = —0.5 m and
6 =7 rad.

For the simulation results, the prediction and trajectory
tracking errors are shown in Figure 5 and 6, respectively,
where it is noticeable that both errors converge correctly
and smoothly to the origin. For illustrative purposes, the
injection errors are presented in Figure 7, showing that the
injection error e,1(¢) tends to zero before e,»(f), which
in turn converges before e,3(f). This evolution is expected
from the sub-predictor scheme because the future values are
estimated step by step, a delay 4 ahead. Observe that the
trajectory tracking errors eg(t) converge after the prediction
errors because the control law (37) requires the future
state estimates. The evolution of control signals v(¢), w(t),
depicted in Figure 8, is smooth.

For the real-time experiments, the time evolution of
the prediction error w3(¢) and the trajectory tracking error
evolution eg(t) are shown in Figures 9 and 10, respectively.
The errors converged to the origin, following the convergence
pattern of the numerical results. Observe that the orientation
errors w33(t) and es3(f) were more sensitive to inaccurate
measurements. Figure 11 shows that the experimental control
signals v(¢), w(t) exhibited adequate behavior.

Finally, Figure 12 shows the desired trajectory generated
by a virtual robot on the X — Y plane, the path of the
real-time experimental trajectories of the differential drive

[[P(en(r), ew()] < \/II — ki1 () + YiOI2 + 120112 + 1| = k3wuz (@) + y3(0)I]2. (42)
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FIGURE 5. Numerical prediction errors.

20 30 40 50 60
Timels]

FIGURE 6. Numerical trajectory tracking errors.
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FIGURE 7. Numerical injection errors evolution.

robot, and the numerical results obtained from simulations
of the closed-loop scheme. As expected, the numerical
experiment converged better to the desired trajectory than
the real-time experiments due to measurement errors in the
latter case.
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FIGURE 8. Numerical control signed evolution.

TABLE 2. Predictor parameters for comparison.

Parameter Simulation
A11, A12, A13 04
A21, A22, A3 0.4
A31, A32, A33 0.75
1.6 T T T - ;
14 1
12§ ]
1 ]
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= 06 1
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FIGURE 9. Real-time prediction errors.

A. PREDICTION SCHEME COMPARISON

To illustrate the main difference between the prediction-based
solution presented in this work and the one proposed in [25],
Figure 13 shows the robot evolution on the X — Y plane with
an input time delay of 27 = 1.7 s For the solution in [25] and
the one in equation (37), with n = 1 and n = 3, there were
considered the gains parameters given in Table 2.

It is clear from Figure 13, that the performance of the
solution in [25] (purple and dotted line) is comparable to the
case n = 1 (green and discontinuous line). Nevertheless,
in the present case, it is possible to improve the obtained
performance simply by increasing the value of n, as seen in
Figure 13 for n = 3 (blue and discontinuous line).

Remark 5: The proposed strategy is based on the
kinematic model of the non-holonomic mobile robot,
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FIGURE 10. Real-time trajectory tracking errors.
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FIGURE 11. Experimental control inputs.
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FIGURE 12. Desired trajectory (red and continuous), traveled path in the
simulation (blue and discontinuous), and traveled path in the experiment
(green and doted) with time delay h = 0.12 s.

therefore, there exists forces and inertia that are not
considered in the design that may interfere with the overall
performance.
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FIGURE 13. Comparison of solutions proposed in [25] with the present
solution forn =1 and n = 3.

Remark 6: Note that for implementation purposes, a pos-
sibly large amount of data processing due to complex envi-
ronments or a formation composed of many non-holonomic
mobile robots, it is necessary to increase the number of
sub-predictors to ensure the fulfillment of the obtained
stability condition. Also, as shown in the experimental
results, unmodelled time delay fluctuations can deteriorate
the overall performance.

VI. CONCLUSION

This contribution addresses the trajectory tracking problem of
a non-holonomic differentially driven mobile robot subject to
an input time delay h. A generalization of the non-linear case
of a linear sub-predictor strategy is introduced to estimate the
state of the system / units of time ahead. It was shown that it
is possible to predict the state of the system independently of
the trajectory that the mobile robot must track. Furthermore,
a Lyapunov-Krasovskii functional-based analysis proved that
the sub-predictor scheme can manage large time delays by
increasing the number of sub-predictors in the observer
chain. For appropriate gains in the prediction scheme, the
introduction of the estimated future states into the control
law was shown to achieve closed-loop system stability. Real-
time experiments and numerical simulations were conducted
to evaluate the effectiveness of the proposed prediction-
based strategy. It should be pointed out that the presented
prediction-based strategy is based on the knowledge of the
constant time delay affecting the input signal, and even when
theoretically it can be considered as large as desired, large
time delay induces a non-adequate transient state for the
prediction and tracking errors. The asymptotic rate of the
obtained convergence of the prediction and tracking errors
will depend on the stability margin obtained in Corollary 1.
Future work includes taking into account time-varying delays
arising in remote control due to wireless communication
protocols, testing feedback laws with better convergence
rates, and extending our work to the formation problem for
a set of mobile robots with time delays.
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APPENDIX A

TRAJECTORY TRACKING ERROR DYNAMICS

The evolution of the trajectory tracking errors can be obtained
as follows.

er)

= W14 (t) — Wn1(2)

= Wiq(t) — v(t) — w(O)wn(?)

= W1q4(t) — va(t) cos (@30)) —kiei(?)

[aw) + kava(0)- ((3§ Dt + k3€3(l‘)] Wi (t)

= Wig(t) — va(t) cos (Wy3(t) + e3(t)) — ki[Wn1 (1) + e1(1)]

sin (Wp3(t) + e3(1))
- [wd(l) v 2R

+ k3w (1) + ea(t)]] [waq(t) — ex()].

[Wn2(1) + e2(1)]

Substituting the evolution of the desired trajectory wi4(¢),
e1(t) = va(t) + wa(t)wza(t) — va(t) cos (wn3(r) + e3(1))
— ki[wn1 (1) + e1(1)]

- [wd(t) + kzvd(;)sm (Wn3(®) + e3(1))

w3 (1) + e3(t)
+ k3[wus(t) + e3(t)]} [waq(t) — ex(1)]
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= vg(H)[1 — cos (Wp3(t) + e3(t))]
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sin (Wp3(7) + e3(1))

B [kzvd Dm0+ o)

+ k3[wps(t) + 63(0]} [waa(t) — ex(1)]

[Wn2 (1) + e2(1)]

= —k1 [Wn1 () + e1()] + wa()ea(t) + kavayses(t)
+ kzes(t)ex(t) + y1(1).

Repeating the procedure with e (¢) and e3(z),

ex(t) = woq(t) — wpn(t)
= Woq(t) + w(t)wy1 (1)
= Wq(t)

[wd(l) + kovg(t )

in (¢ (3§ Dornr + kws(ﬂ}w(”
1(3ODA
es(1)

ex(t) = —wa(Owia(t) + [wd(t) + kova(t) 2(1)
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sin (Wp3(t) + e3(1))
wn3(t) + e3(t)

+ k3w (1) + 63(t)]}[W1d(t) —e1(t)] — wa()e(t)
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APPENDIX B

BOUNDS OF y;, y, AND y5

The bound of the y; terms for i = 1, 2, 3. can be done as
follows.
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