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INTRODUCCION



La medicidén, junto a las operacidnes aritméticas fundamentales,
constituye uno de los temas principales de la ensefianza elemen-
tal de matemiticas, y en la actualidad ocupa gran parte de los

programas de primaria, bajo la forma de cédlculo de perimetros,

4reas, 4ngulos, etc.

La investigacidén se plantea ante este tema dos grupos de cues-

tiones:

1°. uno relacionado con el objetivo de ensefiar a medir en la
escuela primaria

2°. el otro concerniente a la explicacidn de las dificultades
infantiles frente a las tareas de medicidn.

Respecto al primero, cabe preguntarse si la presencia de la me-
dicién como contenido de la ensefianza actual es solamente resul
tado de la tradicibén y la costumbre (siempre se ha ensefiado eso
en la primaria) o si este contenido permanece vigente al contri
buir efectivamente al logro de los objetivos de la ensefianza de
las matemiticas; aprender a medir, Zproporciona o contribuye a

desarrollar instrumentos intelectuales o conceptuales en el ni-
fio? (Puede el chico resolver mejor problemas de su vida cotidia
na mediante el uso de procedimientos de medicidén que '"aprende"

en la escuela? ;Para qué, finalmente, se le ensefia a medir?.

No siendo éste el lugar apropiado para una discusibén acerca de
ia§ finalidades de la educacidn, se preténde,.sin embargo anali-
zar el sitio de la medicidén en tanto que conocimiento socialmen-
te ﬁtil y su potencial contribucidén al desarrollo cognoscitivo,

para replantearse, en ese sentido, su ensefianza.

Respecto al segundo grupo de cuestiones, sabemos que el tema de
medicién representa para los alumnos'dificultades que resultan
frecuentes, importantes y durables. La medicidén constituye una

""ensefianza de alto riesgo'. Numerosas situaciones sefialan esto:



los persistentes "errores" de los nifios en la resolucién de pro
blemas escolares de medicién; la dificultad expresada por los
maestros para eliminar estos "errores'" y su convencimiento de
que los nifios terminardn por confundir y olvidar las reglas,
»férmulas y procedimientos de medicibén que aparecen en el aula,
y la constatacidén de que los propios adultos, una vez transcu-
rridos sus afios de escuela, parecen olvidar‘todo lo "aprendido"
sobre el tema y, ante un problema de medicidén, incurren en el
mismo tipo de errores y confusiones que los nifios, o en el me-
jor de los casos, recurren a procedimientos de sentido comin

que tienen poco o nada que ver con los contenidos escolares.

Para el caso de la medicién de &reas, la escuela procede, dicho

muy simplificadamente, de la siguiente manera:

Se le presenta al alumno un recténgulo y se subdivide éste en un
nﬁmero entero de cuadrados iguales (muy frecuentemente de centi-
metros cuadrados), advirtiéndole que la medida del &rea del rec-
téngulo es igual al nﬁmero de cuadritos en que se le ha subdivi-
dido.

En seguida se llama 1la atencién del alumno sobre el ordenamiento
espacial de esos cuadraditos, diciéndole que estén acomodados en
"filas" y "columnas'". Por ejemplo, si hay»4vfi1as de 3 cuadrados
cada una, el 4rea del rectingulo es igual a 12 cuadraditos.

RN
;

N

Se le hace observar que esos nﬁmeros de filas y columnas (en el
egemplo 3y 4) son simultdneamente la medida de las longitudes
de los lados del recténgulo. Se concluye entonées que para obte-
ner el érea de esa figura basta con multiplicar las medidas de
su '"largo" y su "ancho" y dar,lé medida en unidades cuadradas.

De ahi se pasa répidamente a una representacidén algebraica de
dicha conclusién, utilizando para el largo y el ancho las deno-
minaciones de base y altura. Se menciona la férmula S =b x h. De



.ahi»en adelante se emplea ‘esa expresidén algebraica para encon -
trar el 4rea de cualquier rectingulo y también para encontrar
las férmulas que corresponden al 4rea de otras figuras geométri
cas.

Ante una secuencia que a primera vista pudiera parecer muy 16gi
ca y simple, nos preguntamos a qué se podrian deber los recono-

cidos '"fracasos'" en la enseflanza del tema de medicibén de Areas.

Al analizar esa secuencia se pueden observar diversas fuentes de

dificultades.

En primer lugar la subdivisién del recténgulo con la que se ini
cia la secuencia es un recurso introducido artificialmente por
el texto o por el maestro, subordinindolo a la finalidad de mos
trar la aplicabilidad de la férmula que se pretende ensefiar.
Pero, ¢de dénde proviene la idea o la necesidad de subdividir el

rectingulo? ;Qué es lo que obliga a subdividirlo de esa manera?

En segundc lugar, la férmula S = b x h es-mostrada a los nifios
para un caso (eventualmente para muchos césos) de recténgulos.
Sin embargo al ensefilarla se hace la suposicién de que el alumno
transferiri ese aprendizaje para cualquier recténgulo y de cual
quier medida. El caso de la demostracidén es siempre el que co -
rresponde a una medida entera, es decir, el caso en el que la
‘unidad elegida cabe un nfmero entero de veces en la '"base' de la
figura, y también un nlimero entero de veces en su "altura'. Pe-
ro la féfmula deberd ser aplicada igualmente en el caso de medi
das no enteras e incluso para medidas irracionales. Es decir se
pretende que el alumno acepte que una férmula "mostrada'" en el
dominio de los nfimeros naturales es valida paré cualquier _domi-
nio de némeros. “

Por otro lado, el empleo de una févmula de cAlculo es la prime-
ra ocasidén en que la escuela presenta una simbdlizaciénalgebrai
ca, es decir, se pasa del dominio aritmético, en el que el ndme



ro es la medida de un objeto o un conjunto concreto, al dominio
algebraico, donde se usan letras para representar valores numé-
ricos cualesquiera, frecuentemente desconocidos. Una tercera con
sideracién en este anélisis es el paso de las operaciones de con

teo o suma, que permiten encdntrar la medida del 4rea del rectén

gulo mediante adicibén de cuadritos, y que mantienen el resultado.

en el mismo dominio -el de las superficies-, a un procedimiento
que involucra operaciones multiplicativas que sabemos que repre
sentan mayores dificultades para los nifios y que lo llevan del
dominio de las longitudes -base y altura- al dominio de 1las '
dreas. '

Al hacer esta observacidn cabe preguntarse si las situaciones
de ensefianza ofrecen al nifio los recursos de que necesitaria dis
poner para realizar las transferencias de dominio y de signifi-

cado que se le exigen en las tareas de medida de A4reas.

Como puede verse, las dificultades de los chicos no son gratui -
tas ni despreciables. Sabemos que las tareas de medicidén fueron
de las primeras actividades matemiticas emprendidas por el hom-
bre, y tuvieron sin embargo que pasar por un largo desarrollo y
reflexiones hasta llegar a los procedimientos e instrumentos que
hoy aceptamos como vilidos para medir, y mis esfuerzos alin para.
llegar a conceptualizar dichos procedimientos.

La}medicién aparece en la historia como respuesta a problemas
concretos de un grupo humano, y es en funcidén de esas exigencias
qJe se van desarrollando los sistemas de medicidén. Asi, en so -
ciedades que viven sin grandes restricciones territoriales, el
sistema de medicién de superficies esti poco desarrollado, mien
tras que entre los egipcios, por ejemplo, para quienes la tie -
rra laborable era escasa y sujeta'a'cohtrol impositivo, este sis
tema alcanzd un gran desafrollo, Entre algunos grupos de Ghana,
en cuya economfa tuvo un lugar preponderante la explotacidn de

oro en polvo, alcanzb un gran desarrollo el sistema de pesas pe



quefias, y los ndémadas del Sahara, para los que la exacta apre -
ciacibén de la distancia es de importancia vital, poseen una ter

minologia_muy rica en cuanto a las medidas de longitud.

Por otro lado, como es 16gico suponer, ﬁo se establecen desde
un principio verdaderos sistemas organizados de medicibn, sino
gue cada sistema esté referido a la actividad o problema que
le di6 origen, y en general estén relacionados con la actividad
humana para la que se emplea 1la meditién. Los sistemas nacen pa
ra satisfacer necesidades pricticas y no objetivos tedricos.
‘As{, para fines practicos, dos ciudades estédn 'mis cercanas"
entre mis répidamente pueda llegarse de una a dtra, Yy un campo
es "m&s grande" que otro si de é1 puede obtenerse una cosecha

mayor, o si se lleva mis tiempo ararlo.

Por otro lado, ¢l ser humano recurridé generalmente en primera
instancia para medir a unidades proporcionadas por su propio
cuerpo. De ahi la presencia generalizada en todos los pueblos
antiguos de medidas tales como el pie, la cuarta. el codo. el
paso. etc. Sin embargo, el cuerpo humano no ofrece ninguna uni-
dad conveniente de 4rea, menos alin para las 4reas grandes (te -
rrenos agricolas), que eran las que tenia mayor importancia me-
dir. La dificultad de elegir una unidad conveniente de 4rea fue
un problema de dificil superacién. En esta tesis analizaremos

los problemas de los nifios para elegir tales unidades..

N

S

Se'sabeique en Europa Occidental se utilizaban, hasta la intro-
duccidn del sistema métrico dos clases de medidas agrarias: me -
dicidén por la cantidad de granos sembrados en un terreno y medi
cién por el tiempo de trabajo humano que requieren. Una parte im
portante de la espectacular variedad de unidades empleadas en

esa época se explica por esto. La unidad de medida era diferen-
te si se trataba de tierra para cereales, vifiedos o pastizales;

es mayor o menor en relacidén directa con la calidad de la tie -



rra,puesrm se siembra la misma proporcién de semilla en una tie-
rra fértil que en una pobre, si es de temporal o si dispone de
algln sistema de riego. Las A4reas son asi iguales o distintas
en funcibén de su capacidad productiva y no del espacio que ocu-
pan.

Una prueba indirecta pero bastante concluyente respecto al uso
"de la cantidad de semilla requerida como unidad de medida de _
4rea es el parentesco lingliistico entre las formas empleadas pa
ra referirse a la superficie y aquellas que se emplean para vo-
lumen: en Francia "boisseau' y "boiselee'" o '"setier'" y "seteree!
respectivamente; en Roma "rubbio™ para ambas magnitudes; en
India "kula" también para ambas; en Colombia "fanega'" y "fanega
da" respectivamente, y en Nepal "mana" y '"pathi' para volumen,

y '""matomana'" y '"matopathi' para la superficie.

Como afirma W. kulal™) "Es frecuente encontrar en obras histéri
‘cas afirmaciones sobre el "primitivismo" y la "imperfeccidn" de
los antiguos sistemas metroldégicos. Pero es ridiculo considerar
que los sistemas tradicionales son menos perfectos que el métri
co. Todo lo contrario. Actualmente la unidad dominante para me-
dir las superficies de cultivo es la hectéirea; sin embargo, bien
sabemos que social y econémicamente una hectirea no es igual a
otra y que por lo tanto no sirve como unidad impositiva o trans
accional'. Nuestro pails tiene tristes ejemplos a los que ha Con
duc1do una legislacidn y una planeac1on aconomlca que toma dis-
tintas hect4reas como equivalentes.
s
A lo largo de la historia de las sociedades, los procedimientos

de medicidén se van orientando, no sin tropiezos, hacia una dis-

(*¥*) W. Kula. Las medidas y los hombres, p. 97.



tincidén cada vez més precisa de la magnitud a medir, hacia méto

dos de célculo cada vez mis eficientes y exactos, y hacia siste
mas mis organizados y generalizables a nuevas situaciones. Es
como resultado de ese proceso que actualmente podemos‘contar ya
no sélo con procedimientos practicos y efectivos de medicibn,
sino con consideraciones tedricas que dan cuenta de tales proce
dimientos y los estructuran en teorias generales de la medida
"y en sistemas de medicidén que emplean un minimo de unidades bé-
“sicas, a partir de las cuales se generan las unidades convencio
nales para medir cualquier magnitud fisica o espacial, y conuso
crecientemente generalizado a las mis diversas actividades huma

nas. Tal es el caso del sistema métrico decimal.

En este trabajo presentamos algunos aspectos de la historia de
las matemiticas en lo que se refiere a la medicidén de superfi-
cies. Nos ha interesado conocer de cerca estos aspectos pues sa
bemos que las sociedades humanas, en su blisqueda de una inter -
pretacidén coherente del mundo y de un manejo eficaz del mismo
han tropezado con obstdculos cognitivos de caréicter similar a
los que enfrenta cada sujeto en su proceso de aprendizaje. Las

sociedades van progresivamente construyendd acercamientos, prin

cipios o procedimientos que les permiten aprehender algln aspec-

to de la realidad. Este proceso de construir teorias y de recha
zar las antiguas o reintegrarlas en otras mis acordes con el com
portamiento de la realidad o més ﬁtiles,para operar en ella, es
MQy similar al proceso que intenta seguir cada nifio, siendo muy

frecuentemente obstaculizado por la escuela.

Por su parte, las investigaciones en Psicologia Genética y en
didictica de las matemiticas nos han venido mostrando el comple
jo proceso de construccién que el propio sujeto realiza para
~apropiarse de las nociones e instrumentos intelectuales involu-

crados en cualquier tipo de medicidn.

Mucho mis alld que el aprendizaje de una técnica de utilizacidén



de instrumentos de medida, se necesita que el nifio (y las so -
ciedades) se apropie de las condiciones lbégicas que presupone

cualquier medida, entre las que destacan

-La abtraccidn de la magnitud a medir, distinguiéndola de
otras magnitudes simultineamente presentes en un objeto.

-Para el caso de 1las medidas'especiales, la construccidn de

- un espacio Gnico, comln a todos los objetos y a sus despla
zamientos.

-La consideracibén de los objetos como totalidades formadas
(o pensadas como formadas) por partes que, reunidas, conser
van la magnitud total del objeto considerado.

-La eleccidén de una unidad adecuada a la magnitud a medir,

y de procedimientos adecuados de cuantificacién de ésta.

La investigacién presenta algunas aspectos fundamentales en la

construccién de estas condiciones, pero ademis, bajo el supues-
to de que el problema de la adquisicibén de los conceptos matemé
ticos no se reduce al de la génesis de los instrumentos intelec
tuales, se buscd también encontrar y explicar los procesos de

~actualizacidén de esos instrumentos de conocimientos especificos.

La medicién del 4rea presenta algunas particularidades que la

hicieron especialmente interesante para este estudio.

En primer lugar, la medicidén de 4reas presenta una riqueza psi-
coldgica adicional en relacién a la medicién de longitudes, pues

para comparar dos superficies que no sean congruentes ni conte-

(%) Hémqs elegido denominar "drea" a la magnitud que expresa la
extensidén de una regidn, es decir a la medida de la superfi
cie, y dejar el término "superficie" para el objeto mismo,
aunque reconocemos que la distincién es poco precisa. En el
lenguaje corriente drea y superficie se usan casi indistin-
tamente; sin embargo algunas expresiones si se usan diferen
cialmente. Se puede decir "calcula el drea (o la superficie)
de tal figura'", pero no '"colorea el drea de ese tridngulo".



nida una en la otra es necesario recurrir a un razonamiento que
parta de la descompoéicién en partes de los objetos, y en un
rearreglo de éstas que, sin modificar la magnitud, permita 1la
comparacidn.

En segundo lugar las unidades convencionales de 4rea (metro cua
drado, centimetro cuadrado, etc), a diferencia de otras muchas
unidades, no existen como instrumentos de medicidén en el merca-
do. Podemos encontrar reglas, escuadras y cintas graduadas en
unidades de longitud; tenemos transportadores para medir éngu -
los, pesas para la masa, eth; pero raramente se usa algo seme-
jante para el 4rea, y ésta se calcula indirectamente a partir
de medidas de longitud, y con instrumentos que corresponden a
esta ﬁltima magnitud. Este hecho favorece algunas confusiones y
errores entre la medicibén de longitudes y la de dreas que anali
zaremos en detalle. El uso de medidas de longitud para el célcu
lo de 4reas involucra, ademés, un manejo multiplicativo que di-
ficulta su adquisicidén a la vez que extiende el campo concep -
tual de la medicidn.

Finalmente, la medicibén del 4rea se inicia como contenido esco-
lar en México en el tercer afio de la escuela primaria, y se ex-
tiende hasta el sexto, de manera que, siempre dentro de ese ci -
clo escolar, se ha podido indagar las concepciones y Trecursos
de los nifios anteriores a una ensefilanza intencional sobre el te
ma, y observar luego las modificaciones introducidas por la en-
seﬁanza, y el manejo de los recursos y procedimientos propues -
tds por la escuela.

Finalmente puede esquematizarse la nocidén de medida de 4reas co

mo coordinando tres dominios cognitivos.( )

(*) Rogalski, J.P. Acquisition des notions... p. 347.



11.

1. Operaciones aditivas (reuniones, particiones, etc.) aplica-
das a un espacio Gnico.

2. Operaciones multiplicativas (compensaciones cuantificables,
doble proporcionalidad, afinamiento de reticulos, etc.)

3. Operaciones ligadas a la continuidad y al pasaje al limite.

Asi, las medidas espaciales tienen un lugar muy peculiar en la
did4ctica de 1las matemdticas, pues se encuentran en la articu-
lacién de conceptos fisicos (relativos a las propiedades y trans
formaciones de los objetos materiales), de conceptos espaciales
(relativos a la organizacidén y propiedades del espacio) vy de con
ceptos numéricos (relativos a la cuantificacibén coordinada de

los dos anteriores).

Organizacidén del Informe

Partiendo del hecho de que los nifios, antes de que la escuela
les proponga situaciones de aprendizaje especitico, elaboran sus
propias teorias e interpretaciones de diversos aspectos del mun
do, y partiendo, por otro lado, de la conviccidén de que cualquier
Pedagogia (y did4ctica) que pretenda ser racional y eficaz no
puede despreciar lo que los sujetos son, lo que piensan ni los
instrumentos intelectuales de que disponen, se ha buscado en es
te trabajo conocer cuil es el repertorio de procedimientos y co
nocimientos que los nifios ponen en acciédn espontineamente ante
una tarea de medicibén de 4reas, conocer cbmo usan o adaptan pro
cedimientos o instrumentos que se les proponen desde fuera para
resolver esas tareas y cémo, ante diversos obsticulos, van cons
truyendo procedimientos alternativos o concepciones més Gtiles
0 cercanas a la realidad, todo ello con la conviccidn de que el
conocimiento de esos procesos permitird explicarnos mejos las di
ficultades enfrentadas en el aprendizaje de la medicidn y sefia-
lar lineamientos para una ensefianza que genere en vez de obsta-
culizar el desarrollo del nifio y le permita a éste emplear su



desarrollo y sus conocimientos en la solucidén de problemas rea-
les que a su vez estimulen su 1nteres en la compren51on de 1la
realidad.

La presentacidn del trabajo estd organizada de la siguiente ma-
nera:

Envel-capitulo I se presenta una descripciédn detallada de los
aspectos metodolégicos y su fundamentacién, asi como de las ta-
reas propuestas a los nifios para obtener la informacidn envque
se basa esta investigacién.

En elvcapitulo IT se analizan brevemente distintas conceptuali-
zaciones sobre la medida y sobre el érea, y se presentan las pro
piedades de la medida que se presuponen como cond1c1oneslog1cas
en el pensamiento de quien mide.

En el capitulo IIT se presentan las observaciones hechas acerca
de la_comparacién y seriacidén de superficies, que ponen de mani
fiesto el tipo de conceptualizacién que los nifios han elaborado
acerca de la magnitud 4rea. '

En el canltulo IV se encuentra el anallsls de las tareas d1r1g1
das a estudiar la conservacién de superficies y su rol en el de
sarrollo de una métrica.

_Eﬁ"el siguiente capitulo (V) se analiza el significado que tie-
ne para los nifios la medida del 4rea, su utilidad asi como el
proceso que lleva de la diferenciacién de una magnitud (el 4rea)
a su cuantificacidn. '

El capitulo VI se refiere a los problemas especificos del mane-
jo del célculo de 4reas y al rol de la operacién de multiplica-
cién involucrada en las ecuaciones de dimensiones y en las £67-
mulas.

12.



En el capitulo VII se continfia el anélisis_del uso de medidas de
longitud para el cilculo de 4reas, ahora desde las perspectivas

de la relacidén-diferenciacién entre perimetros y A4reas.

En el capitulo VIII se presentan las dificultades particulares
de la construccidén de una métrica del 4rea y la relacibén de esas
dificultades con los recursos de que disponen los nifios en 1la

escuela primaria.

Después de la seccibén de conclusiones se han incluido dos ane -
xos. El primero tiene como finalidad simplemente facilitar al
lector la comprensidén del texto mediante una reproduccidn a es-

cala de los materiales empleados durante la entrevista.

El uso de la regla como instrumento graduado aparecid en casi

todas las entrevistas como un indice de las dificultades de la
medicidn; el anexo 2 es un esbozo de esas dificultades y sugie-
re lineas de investigacién para conocer mejor las elaboraciones

de los nifios relativas a este instrumento.



CAPITULO I
DISENO DE LA INVESTIGACION
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- CAPITULO I

DISENO DE LA INVESTIGACION
I.1. Acerca de la metodologia.

En virtud del tipo de cuestiones que nos interesaba investigar,
se decidid emplear para este trabajo el '"método clinico'" de en-
trevistas individuales, que permitidé el estudio detallado de ca
sos, tomados en situacibén y en evolucidn, y profundizando en

- sus particularidades.

Esta eleccidén multiplicé el nmero y tipo de variables en juego,
reduciendo por otro lado la cantidad de quetos que era posible
entrevistar (*).

Se elabord una guia de la entrevista, pero sin hacer de ella un
cuestionario fijo, de tal manera que fuera posible seguir las
proposiciones de los sujetos, situindolas en el contexto en que
se producian y buscando su 51gn1f1cac1on y su forma espec1t1ca

de apllcac1on en las tareas presentadas.

Disefiamos situaciones que favorecieran la manifestacibn de 1las

. concepciones de los nifios en actividades y tareas concretas, an
tes que en expresiones verbales, de acuerdo al principio recono
cido de que el sujeto es capaz de pensar y hacer mucho mis de
15> que es capaz de verbalizar.

Y

(*) "E1 método clinico aplicado en Psicologia Gendtica consisteen analizar
la conducta en su perspectiva propia frente a la situacidn,
buscar establecer sus sentidos,. estructura y génesis, reve-
lar los conflictos que las motivan y los procecimientos que
tienden a solucionarlos (VEase Piaget, J. "El método clinico"
en Delval, J. comp. Lecturas de Psicologia del nifno, p.l5 ¥y
ss.



Presentamos preguntas, materiales y hasta sugerencias de activi
dades que introducen las hipétesis y supuestos de este trabajo
que se explicitan méas abajo, muchos de ellos derivados de 1lo ob
servado en las entrevistas preliminares. Estas hipdtesis pre-
~vias sirven como guia de lo que pretendemos investigar especifi

camente ,y se explicitan més adelante.

Se introducen también preguntas totalmente abiertas con el pro-
pésito de dejar el mayor margen posible a los. nifios en el uso
de los recursos que resulten méds naturales para ellos. En cuan-
to al material, en general esperamos primero que ellos solicita
ran lo que les parecia mejor para la tarea en cuestibn, les pre
sentamos en segunda instancia materiales entre los que pueden
elegir (o cuya presencia genera otros requerimiéntos de los ni-
flos) y sb6lo en Gtiltima instancia insistimos sobre la utilizacidn
de algln material que nos permite presentar alguna pregunta es-
pecifica o verificar una hipdtesis particular.

En cuanto al orden de'presentacién de las tareas, iniciamos
siempre con las situaciones de comparacidén de superficies, e in
tentamos seguir con las de conservacidn y luego las de medicidn,
a menos que las ideas de los nifios introduzcan otro orden, cui-
dando que al finalizar las entrevistas (cuyo nGmero fluctud en-
tre 2 y 4 para cada nifio) hubieran efectuado o intentado efec-
tuar las tareas que se propusieron como generadoras de situacio
ﬁes a inVestigar. Estas pueden presentarse brevemente de la si-
guiente manera: ' |

I.2. Descripcibén de las entrevistas
TAREAS DE_COMPARACION»(*)

Como se analizari con detenimiento en el capfitulo III, la medi-

(*) Ver anexo 1l que reproduce a escala los materiales empleados.

16.
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cién es esencialmente una actividad que permite establecer com-

paraciones entre algunos objetos respecto a cierta magnitud.

Se eligieron dos tareas principales de comparacidén para la en-
trevista. En la primera se buscd diferenciar los distintos cri-
terios de evaluacidén de la magnitud 4rea que utilizan los nifios.
Se presentan para comparar dos cartones de igual 4rea, uno mu-
cho mis largo que el otro, pero mis angosto, con el objetivo de
hacer jugar la contradiccibén entre los criterios de longitud
que, en base a la teoria, se suponia que emplearian los nifios

mas pequefios para evaluar el A4rea.

L

1. Le entregamos 2 cartones verdes

que representan 2 campos de pasto para que coman dos vacas(*).

Las preguntas se refieren a si las 2 vacas tienen lo mismo de
pasto para comer, o si alguna tiene mids. Se le insiste en que
puede pedir lo que necesite, y se tienen para ofrecerle papel
para marcar o recortar (de forma y tamafio igual a los terrenos),
hilos, reglas, etc. (**). ‘

(*¥) Esta experiencia y la siguiente reproducen exactamente ‘las
realizadas por Piaget, Inhelder y Szeminska reportadas en
"La Geometria Espontdnea en el nifio, caps. XI y XII.

(*¥*)Se tomd del texto "La Geometria Espontidnea en el nifio" 1la
idea de usar la cantidad de pastc en un terreno para aludir
al drea que se considera, como un recurso que permitiera re

ferirse a esa magnitud sin nombrarla directamente, en vir-

tud de la dificultad que presenta asociar el &rea a alguna
actividad, tal como se hace referencia al recorrido de un
camino para el caso de las longitudes.
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Se profundiza en sus respuestas mediante contra-argumentaciones,
que suelen llevarlo a un intento de verificar o demostrar sus

afirmaciones.

2. En la segunda tarea de comparacidén se elimind la variacién
en el "largo" y el "ancho" de las figuras que aparecian en la
tarea anterior. Se disefiaron dos figuras que tienen igual '"lar-
go'" y "ancho", pero se hace jugar aqui la distincibén entre la
magnitud de la linea frontera y la de la superficie contenida
en ella. Asi, entre las figuras de esta segunda tarea de compa-
racién de &reas, la figura que tiene mayor perimetro es la que

tiene un 4rea mayor.

Le entregamos los '"terrenos"

con iguales preguntas y recursos que en 1.

3. Se le dice que los propietarios desean poner una alambrada
alrededor de los terrenos, preguntindoles para cudl terreno se
necesitaria mis alambre. Estas preguntas estéin basadas en la hi-
pbtesis de que el nifio supone una relacibén directa entre 4rea y
perimetro (ver Cap. 7). Le ofrecemos estambre para verificar sus

hipdétesis.

TAREAS DE CONSERVACION (*)

o | ‘ .

1. Le entregamos 2 cartones de igual forma e

igual superficie. El chico debe verificar y afirmar esa igualdad.

‘Le ensefiamos también cuadrados de cartdédn (casitas de madera o

(*) De las muy variadas pruebas de conservacidn presentadas en
ese texto se han elegido solamente las dos cuya relacidén con
los procedimientos de medicidn directa de dreas es inmediata,
es decir, las experiencias que se refieren a la conservacidn
de superficies al modificar su forma mediante reacomodo de
partes y a la conservacidn de superficies restantes.
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plédstico para los nifios més pequefios) que representan casas que
los propietarios van construyendo en su terreno. Primero cons-
“truyen cada uno una casa en el mismo lugar (en el centro de su
respectivo terreno). Las preguntas se refieren a la cantidad de
pasto que quedd para las vacas: ;es la misma, o alguna de las

vacas tiene mis que comer?

' Se va aumentando de uno en uno la cantidad de casas construidas
en cada terreno, pero en uno de ellos las casitas se van ponien
do juntas, mientras que en el otro se colocan distribuidas per
todo-el campo.

Aunque el nifio afirme la igualdad se sigue asi hasta 20 casas

en cada lado. Al final se pregunta qué pasaria si se juntan (o
se separan) todas las casas, y qué podria hacerse para que las

2 vacas tengan igual (o diferente) cantidad de pasto para comer.

2. Formamos en su presencia 2 campos iguales constituidos cada
uno por 6 cuadrados de cartdn iguales

Se pregunta: ;jtienen las vacas lo mismo para comer, o alguna tie
ne mas?

Transformamos uno de los terrenos sucesivamente en

Femecemmy

u
1 010 111

etc., y dejando el otro siempre sin transformar. En cada caso se

les hace la pregunta sobre la cantidad de pasto para la vaca. Pa
ra evitar la "contaminacidn" que introduce en esta experiencia
la cuestidn numérica, se cubre la primera superficie con cubitos
de madera (152) de manera que ya no recurra a contar para afir-
mar la igualdad, vy séhacenpreguntas acerca de si se podriaﬁ aco
modar los mismos cubitos sobre las superficies transformadas, o
si les sobran o les faltan. |



20.

TAREAS DE SERIACION DE SUPERFICIES

Ademés de la conservacién misma de las superficies transforma-
das es necesario que las relaciones de igualdad o de desigual-
dad establecidas mediante la comparacidén se conserven y sean ma
nejadas por los nifios como relaciones transitivas. Es la cons-
truccidn de ese manejo de transitividad 1o que nos propusimos
investigar en la seccibén relativa a la seriacidn de superficies.
Por otro lado, se eligieron para hacer la seriacidn figuras que
hacen jugar nuevamente en 1la comparacién los distintos crite-
‘'rios que hemos mencionado -longitud de la 1finea frontera, largo,
ancho y extensién de la superficie-, introduciendo ademis figu-
ras nuevas -irregulares con lados rectos o curvos- para observar
cual o cuales de los criterios de comparacién adquieren pr1mac1a
en funcidén de las caracterlstlcas de las figuras que se comparan.

Le ofrecemos 4 o 5 entre los terrenos
|

L 1

S

pidiéndole que los ordene de menor a mayor, y haciéndole pregun-
tas sobre culles compara y por qué, cdmo decide las comparacio-
‘nes dudosas, etc., y registrando especialmente qué uso hace de
la transitividad de las relaciones que va estableciendo en 1la
comparacidn. '

DOMINIO. DE LO MEDIBLE

Considerando el hecho de que las conceptualizaciones y procedl—
mientos que los nifios van elaborando no se aplican de inmediato
a todos los objetos y situaciones posibles,. se intentd en esta
seccibén investigar si las conceptualizaciones y procedimientos
‘que descubrimos en las tareas de comparacidn y medicién de 1los
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nifios permanecen y se aplican de manera semejante para el caso
de la medicidén de objetos extremadamente pequefios o muy grandes,
con obsticulos sblidos sobre ellos, convexos o no, y continuos

o formados por partes. |

‘Le preguntamos cuiles de los terrenos de la actividad anterior
se pueden medir (medir su pasto) y, en su caso qué es lo que ha-
ce que no se puedan medir. [Esos terrenos consideran variables
como terrenos de forma regular o irregular, con lados rectos y
curvos, y de forma conocida o no].

Le preguntamos también si es posible medir terrenos formados por

partes, no convexos,

y con obstéiculos. Para este (Gltimo caso presentamos un terremno

con algunos animales de pléstico encima y preguntamos si se pue-
de medir, y también si al medirlo tendr4 mi4s o menos pasto que

un terreno idéntico, pero sin animales.

Preguntamos también si se podria medir la superficie de algo muy
pequefio (la ufia de su dedo mefiique), de algo muy grande (el pavi
mento de la Avenida Insurgentes, o la cancha del Estadio Azteca)
y de una superficie vacia (el hueco de un marco de ventana, para
saber de qué tamafio hay que comprar el vidrio). Para estos tres
casos, que presentamos una vez que el nifio ha ''medido'" ya algu-
nos terrenos pedimos también una descripcién del procedimiento
dﬁe emplearia para medirlos. Hacemos lo mismo para el piso del
seldén donde se realiza la entrevista, pidiéndole ademis que esti
me esa medida. '

TAREAS DE MEDICION DE AREAS

A partir de las respuestas obtenidas en las secciones anteriores,
‘vamos pidiendo al nifio que mida algunos de los terrenos, empezan
do generalmente por el terreno que é1 mismo elige para medir.
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Es a partir de aqui que la secuencia de las entrevistas se di-
versifica bastante. Las preguntas que les presentamos se ajus-
tan entonces a lo que cada nifio va haciendo y lo que pregunta-

mos se puede presentar muy esquemiAticamente asi:

Preguntas en cuanto a:

-las unidades elegidas (y las no elegidas) y su significado.

-la equ1va1enc1a entre distintas unidades empleadas y la utili-
dad o no de establecerla
-el significado de las unidades convencionales. Si las usa le pe
dimos que dibuje un cm y un cmz

-el nimero que obtiene como resultado de medir y su significado.

-la relacién entre la forma del terreno y la de las unidades ele
gidas.

-la validez social del procedimiento que empled para medir, y su
exactitud.

-la necesidad (o no) de aproximar la medida, buscando una mayor
precisibén, y los recursos empleados para lograr esa aprbxima-
cibdn.

-el significado del uso de férmulas y su relacidn con procedl-
mientos no convencionales de medicién. _

-la posibilidad de generalizar el procedlmlento empleado a otras
formas y tamafios. |

-en el caso de que utilice medidas de 1ong1tud si considera 11-

- neas o superf1c1es cuantificadas.

-que recursos utiliza para medir longitudes. En el caso de que
use regla o escuadra, cémo utiliza éstas y qué significado atri
buye a las graduaciones.

Si no lo hace espontaneamente le sugerlmos en particular:

-que use flguras para medir medlante recubrlmlento
-que utilice papel cuadriculado '

-que mida al menos un terreno irregular y uno con lados curvos.
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Materiales

Entre los materiales que le mostramos (en el entendido de que
puede solicitar o construir cualquier otra cosa que necesite),
incluimos:

Reglas - de diferentes anchos y largos; con y sin graduaciones,
y con graduaciones en centimetros y/o pulgadas, ademis de una
"'regla curva" (que construimocs a sugerencia de una nifia en las
entrevistas preliminares y que después incluimos siempre entre
el material disponible).

Transportadores de distintos tamafios

Escuadras - de distinta forma, y con las variables de las re -

glas.

Figuras- de cartén de distintos colores y tamafios que incluyen:

-cuadrados de 7x7 cm y de 1.5x1.5 cm.

-tridngulos rectédngulos construidos por particiones enteras del
cuadrado de 7x7 cm, de manera que tienen respectivamente 1/2,
1/8, 1/16 y 1/32 de su A&rea.

-circulos de didmetro igual a 5 cm y 2 cm aprox1madamente

-rectingulo de 4x3 cm.

‘-cinta métrica flexible, graduada en centimetros y en pulgadas

*papel transparente cuadriculado.

-estambre '

-tijeras.

-un compés.

-papel.

TAREAS SOBRE EQUIVALENCIA DE UNIDADES

Buscamos tareas mas simples en las que los terrenos se pudieran

cubrir ficilmente con cuando mucho 3 tipos de unidades, para es-



" tudiar mas claramente la cuestidén de equivalencia de unidadesﬁ )

Le presentamos sucesivamente 4 terrenos:

a medir con cuadrados de 7x7 cms, rectangulos de 14x7 cm y

tridngulos rectingulos de 4rea igual a medio cuadrado.

Le pedimos que mida esos terrenos y que compare sus &areas. Le pe

dimos también que los mida con un solo objeto-unidad.
TAREA DE PARTICION DE LA UNIDAD

En las tareas anteriores se consideraron los casos de medicidn
de superficies mayores que las unidades de medida, y el uso de
partes de la unidad solamente con fines de aproximacién. Aqui se
disefid una situacidn que exigiera desde un principio la conside
racidén de partes de la unidad empleadas a su vez como unidades
de medida. Para esto, a partir de las situaciones anteriores pe
dimos a los nifios que midan un terreno muy pequefio (3.5x7 cm)
con una unidad mayor (7x7 cm). '

(*) Estas tareas estidn inspiradas en las presentadas en el Capi-
tulo de la Geometria Espontdnea en el nifio, en cuanto al uso
de unidades de fdcil acomodo y equivalencias enteras y sim -
ples, pero aqui se simplificaron alin mds las figuras para
observar particularmente lo relativo a equivalencia entre uni
dades y analizar adicionalmente la aceptacidn de unldades no
convenc1onales en estas mediciones simples.
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TAREA DE DUPLICACION DEL CUADRADO

Finalmente le pedimos al nifio- que dibuje o recorte un terreno
que sea cuadrado y que tenga el doble (2 veces) el pasto que
uno dado (7x7 cm). Esta tarea es una parte de la realizada por

Piaget en la Geometria Espontinea en el nifio, cap. XII.

Nos hemos concentrado en 1la duplicacién del cuadrado porque es-
ta actividad ofrece la oportunidad de observar con claridad 1los

aspectos multiplicativos del cédlculo de 4reas que se reportanen
el capituio VI. Las experiencias reportadas en La Geometria Es-
pontinea en el nifio sobre duplicacidén del triéngulo, el circulo

y la recta ofrecen resultados similares.

En cada caso se intentd que para cada una de las tareas presen-
tadas las preguntas fueran lo menos directivas y sugestivas po-
sible, dejando un amplio margen para que los nifios eligieran el
procedimiento y el material que mejor les pareciera, alentando
sus proposiciones y esperando su decisidn sobre la validez de
los resultados obtenidos. ’

Después de las entrevistas preliminares se decidié tomar 3 gru-
pos escoiares (20, 40. y 60 de primaria), aproximadamente corres
pondientes a 3 grupos de edad (6:6-8 afios, 8-10 afios y 11-13
afios), y se entrevistd a un total de 21 nifios, distribuidos se-
ghn la tabla de la siguiente pagina.

NOTA: En la presente tesis se hace referencia a las observacio-
nes hechas en el taller para maestros '""Sistemas decimales
de medicidn" disefiado e impartido por M. en C. Irma Saizy
M. en C. Irma Fuenlabrada, del DIE, en el curso de verano
de la Maestria en Matemdtica Educativa (UAG-CINVESTAV-IPN,
realizado en Ayotzinapa, Gro. en julio de 1981 y también a
algunas clases observadas del Programa Experimental de En-
sefianza de las Matemdticas (DIE-Laboratorio de Matemdticas)
correspondientes al tema de medicidén de perimetros y super
ficies en cuarto, quinto y sexto grados. Ambas experiencias
tuvieron lugar durante la realizacidn de esta tesis y cons-
tituyen nicamente materiales de apoyo a ésta.



TABLA 1

RELACION DE SUJETOS ENTREVISTADOS.

ler. Grupo 20. Primaria

Erika 7:6

Ana Isela 7:6

Giordana 7:11

Santiago 6:9

Victor 7:6
~Ma. Elena 8:0

; . (")

20. Grupo 30. y 40. Primaria g

Rubén 8:0

Rodrigo 8:7

Claudia 9:1

Ricardo 8:9

Gerardo - 10:0

Oswaldo 8:9

Victor Noé 9:6

3er. Grupo 6o. Primaria
Rocio 12:6

" Dolores 11:11
Phen 11:2
Oscar , 11:6
Marta Angélica 11:8
Yoatzin 11:3
Ireri 11:6
Manuel 11:11

(*) Como para la época en que se tomaron las Gltimas entrevistas
el afio escolar estaba ya muy avanzado y los nifios de 4o. afo
estaban trabajando en tema de &rea, se decidid tomar a algu-
nos sujetos de final de 3er. afo.



CAPITULC II

DIVERSCS CONCEPTOS DE MEDICION DE AREA
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CAPITULO II

DIVERSOS CONCEPTOS DE MEDICION DE AREA

Medir es un proceso usado para responder a la pregunta ,cuinto?.
Comienza con la definicidn de una cantidad o propiedad a ser de

terminada, es decir con la definicidn de una magnitud.

La definicidén de la magnitud o cualidad mensurable puede ser con
ceptual u operacional. Esto Gltimo sucede cuando la cualidad no
esth claramente definida y el proceso de med1c1on deviene é1 mis
mo una parte esencial de la definicidn. En nuestro estudio, si
tratamos de definir qué es la magnitud que llamamos 4rea en si
misma (conceptualmente), la definicibén resultari demasiado com-
pleja y abstracta. Sin embargo podemos definir el 4rea como el
nimero de figuras (de tamafio y forma conocida) que podemos aco-
modar sobre una figura. La definicibén (operacional) implica en
este caso también el procedimiento que empleamos para medirla.

IT1.1. Medida como cociente de dos magnitudes.

La medicién es siempre una comparacidén de alguna cualidad del obje
to en cuestién con referencia a una cantidad del mismo tipo y se
expresa como el cociente o razbén entre la magnitud del obJeto y
la de la cantidad de referencia. -

. Dienes nos menciona (*) que "los hechos o sucesos que se obser-
van en la naturaleza pueden ser clasificados desde un clerto pun
to de vista en dos categorias: continuos y discontinuos" y que

~ "para medir una cantidad que cambia de manera continua -como es
el caso de las medidas espaciales- se elige una cantidad unita-

'-(*) Dienes, los primeros pasos en matemiticas 3 Exploracién del
espacio y practica de la medida, p. 12. '
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‘ria arbitraria y se mide el crecimiento o la ceriacién en fun -
cién de esa unidad elegida'. Como ya se dijo, la medida es lare
lacién entre la magnitud de unacualidad del objeto y la de la uni-
dad elegida, y es por lo tanto un nflimero real.

I11.2. Medida como funcidn

Desde otro punto de‘vista, podria definirse la medida de la su-
perficie como una funcién aditiva con ciertas propiedades, que
asigna a cada superficie uno -y sélo un- nGmero real que es su
medida. Esta definicién de la medida como funcién corresponde
mds bien a un modelo tedrico (matemitico) de 1la medicidbn, pues
en la préctica se pueden asignar una serie de nlmeros reales a
la misma superficie, en funcidn de qué tantas veces fraccione-
mos la unidad para lograr una mayor aproximacibén, Asi, para la
misma superficie A podriamos obtener medidas de 2 dmz; Z.I.dmz,
2.136 dmz... etc., y todas ellas representan el 4rea de A a un
cierto nivel de aproximacibén. En este sentido la medida nunca
es exacta pues depende de la precisidén (siempre relativa) de
los instrumentos y procedimientos empleados.

A lo-largo de este trabajo se observardn diferencias y a menu-
do contradicciones entre lo que se propone mateméticamenteacez
ca de la medicidén de superficies (a lo que hemos llamado mode-
lo matemdtico) y lo que sucede cuando efectivamente medimos és
‘tas (modelo fisico). Reflexionaremos posteriormente sobre la

introduccién escolar de estos dos modelos y su aparicidn en las
concepciones de los nifios (Véase espacielmente la seccidn so -

bre aproximacidén y precisibén de la medida).
II.3. Area como medida unidimensional

En ambos conceptos de medida (como relacidn entre la magnitud
~en cuestidén y la magnitud de la unidad o como funcidn aditiva),
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el 4rea puede ser considerada como una magnitud espacial unidi
men51onal que se presta a comparaciones, estimaciones, trans -
formaciones, operaciones de medicidén, sumas, diferencias, etc.,

en situaciones diversas de la vida cotidiana del nifo.

La adquisicién de esta nocidén de 4rea y de la posibilidad de
medirla directamente es un proceso largo y complejo en el desa
rrollo del chico. Requiere construir conceptualmente la dife -
renciacién de la magnitud "4rea" respecto a otras magnitudés
del objeto (tales como su ancho Yy su largo, la longitud de su
linea frontera, etc.) y la consideracidn de las operaciones de

transformacién que la conservan (particiones, reacomodos).

La posibilidad de asignar medidas a las 4reas lleva aparejado
problemas tales como la eleccidn de 1la unidad, la nocidn de que
el ntGmero que expresa el 4rea es inversamente proporcional al
tamafio de la unidad elegida, la nocién de precisidn relativa de
la medida, la extensidén del dominio de aplicacidén de 1los proce
sos de medicibén a cualquier forma y cualquier tamafio, etcéte -
ra.

II.4. Area como producto de medidas

Sin embargo, estas con31derac1ones de la superficie como magni
tud unidimensional no agotan la nocién de area. Esta puede ser
cpn51derada tamblen como una magnitud bidimensional, resultado
de un producto de medidas de longitud, que pone en juego lapro
porc1ona11dad de una magnitud (&4rea) en relacidn a otras magni
tudes independientes entre ellas (longitudes de los lados) que
la determinan.

La concepcidn de la superficie como magnitud bidimensional o
producto de medidas permite la resolucibén de problemas de medi

'cibén de superficies cuya solucidn es imposible bajo la conside



racién unidimensional.

II.5. Propiedades de lamedidade 4reas.

En todo caso la medida cumple ciertas propiedades derivadas de

las de los nlmeros reales que act@ian como supuestos de los pro

cedimientos de medicién, entre ellas:

L

\\

E2

Toda figura en el espacio puede ser subdividida en partes

y la suma de las 4reas de éstas equivale al Area de 1la Eigu .

ra total.

Las medidas son ademis de aditivas, ordenables.

El 4rea es siempre positiva (o nula).

Las medidas son ordenables y el orden asignado a los objetos
por la medida es el mismo qué se obtiene con la operacidn em
pirica en cuestidn, es decir que el orden que puede estable
cerse entre objetos por procedimientos vilidos de compara -
cidén (por ejemplo particibn y reacomodo de partes) corres -
ponde al orden que existe entre sus medidas. A 4rea mayor
corresponde una medida mayor.

Cualquier igualdad (o desigualdad) numérica involucrada en
la medicidén es transitiva.

Cualquier 4rea puede ser acotada superior e inferiormente

por un mdltiplo entero de la unidad considerada, por peque-

‘fila que ésta sea. Es asfi, encuadrando por un sistema de mag-

nitudes discretas que se miden magnitudes continuas.

uso de todas estas propiedades de 1la medicién es exigido por

los procedimientos convencionales de medicidn de superficies,

pero no necesariamente existen espontidneamente como condicio -

~nes lbégicas en el pensamiento del nifio.

Su adquisicidén requiere de un largo y complejo proceso de cons

truccidén que seguramente no ha sido recorrido al iniciarse la

ensefianza’ de la medicidén. Asi para un nifio el 4rea de una figu



ra no es desde Siémpre equivalente a la suma de 4reas de las

partes que lo componen, menos aiin si se reacomodan en una con-
figurécién perceptiva diferente; no es necesario tampoco ‘para
é1 que a una superficie mayor le corresponda una medida mayor,
ni considera transitiva desde siempre las relaciones dé orden

establecidas durante una comparacibn, etcétera.

Este trabajo pretende dar cuenta de algunos aspectos sobresa -
lientes en este proceso de adquisicidn de la medida de superfi-
cies, asi como reconocer aspectos de la ensefianza escolar que
intervienen (sea apoyando o sea obstaculizando), este desarro-
11o. |

Tal anilisis se refiere a dos aspectos fundamentales:

1) DIFERENCIACION DE LA MAGNITUD.- El desarrollo de la nocidn
de Area como tal; es decir, qué tipo de magnitud o magnitu-
des son vinculadas, en el desarrollo, a este concepto.

2) ASIGNACION DE LA MEDIDA.- E1l desarrollo del proceso de asig
nacién de un nmero que sea la medida del 4rea, y el uso.

efectivo de esa operacidn.

Ambos aspectos aparecen por supuesto de manera sincrbnica en
las acciones de los nifios y es sblo mediante una reflexién ted

tica que pueden deslindarse.



CAPITULO III
COMPARACION Y SERIACION DE AREAS
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CAPITULO III

'COMPARACION Y SERTIACION DE AREAS
ITI.1. Comparacién-Medicidn

Comparar es establecer una relacibén de orden entre dos o més ob
jetos respecto a cierta magnitud o cualidad. La actividad de
- 2 . . .
comparacion de superficies nos permite establecer un orden en-
3 ’ . ’, )
tre ellas, al informarnos cual es mayor que cual respecto a su
drea.

Medir es fundamentalmente una actividad de comparacién de magni
tudes. De hecho, la idea de medir involucra una comparacidn: 1la
que se establece entre el objeto en cuestidén y la unidad elegi-
da para medirlo.

Se puede comparar sin medir, pero lo contrario es imposible.

Al proponer en la entrevista tareas de comparacibén de 4reas se
tuvo como objetivo conocer y analizar los procedimientos que
emplean los chicos para comparar superficies, y sus condiciones
de aplicacibn, bajo el supuesto de que la eleccidn de un cierto
procedimiento obedece a 3 aspectos:

-Pbr un lado, a los requerimientos de la situacidn misma (es de
cir, de las caracteristicas propias de las figuras que le pedi
mos que compare). |

;En Segundo lugar y en gran medida de la conceptualizacibén que
el chico ha elaborado sobre el 4rea, es decir qué es lo que
pienéa que hay que comparar, que se manifiesta en el criterio
de comparacidén que emplea en relacidn al 4rea. '
Estos criterios pueden referirse a: |
Consideraciones lineales -que incluyen la comparacidn basada

en la longitud de una sola direccién (largo o ancho) o en 1la
de dos o més direcciones privilegiadas (largo y ancho, diago-
" nal, etc.) o aln en la longitud del perimetro.



Consideraciones de superficie - que basan la comparacidn en
‘la extensidn misma de la superficie, es decir en el 4rea de
las regiones consideradas.

~ED tefcer,lugar, y finalmente, a los instrumentos cognosciti-
vos que el nifio ha construido a un cierto nivel de desarrollo,
es decir, a las operaciones (en sentido Piagetano) de que dis-

pone y a la forma de estructuracidn existente entre ellas.

Presentar a los chicos tareas de comparacién permiti6é adicional
mente conocer en qué situacién los chicos consideran indispensa
ble medir para establecer una comparacidn, mientras que las ta-
reas de medicibén propiamente dichas dejaron ver en'qué condicig
nes la medida, a su vez, les resulta Gtil para establecer una
comparacidn.

Aunque a lo largo de la entrevista aparecen diversas manifesté—
ciones de lo que los nifios entienden por comparar éreas y de
los recursos que utilizan para ello, se prepararon tres situa-
ciones especialmente destinadas a investigar la comparacién: de
-superficies, que se presentaron a los chicos en el siguiente or
den:

1. Comparacidn de dos superficies rectangulares de igual 4rea
(21 x 28 cm y 7 x 84 cm), donde la mera percepcién es engafiosa
'y es necesaria la descomposicién en partés del objeto para lo-
grar una buena comparacidén de &reas. En algunas ocasiones se in
‘trodujo la comparacién del terreno de 21 x 28 cm con un terreno
‘en forma de E (11/12 del anterior) con caracteristicas simila-
res '
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2. Comparacién de superficie circular y en forma de

engrane - donde no existe contradiccidn perceptiva en
'cuanto al érea, pero la figura con mayor perimetro tiene menor
drea. Aqui la superposicién es suficiente para comparar_con'se#
guridad las éreas.'A partir de esta situacidbn se analizaron
también las relaciones que el chico presupone entre perimetro y

superficie, que se presentan en el Capitulo 7.

3. Seriacibén de 4 6 5 terrenos seleccionados entre los siguien-
tes:

donde aparecen incluso mezclados diversos criterios de compara-
cibn y se manifiesta con toda claridad si se maneja o no la
transitividad de las relaciones establecidas en la comparacién

de Areas.

Es importante hacer notar que la tarea de seriacidn no exigia
ni sugeria minguna verificacidén y que no buscibamos analizar
'qué tanto se acerca el chico a la serie correcta, sino el cri-
terio que usa para comparar y el proceso légico que lo dirige
en la construccidén de la serie.

III.2. Procedimientos posibles de comparacién
Existen distintos procedimientds susceptibles de emplearse pa-

ra establecer una comparacién de 4reas, que se describen a con
tinuacién:
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I. TRANSPORTE VISUAL. Se refiere a usar finicamente la aprecia-
cién'global, -visual o téctil- de los'objétos por separado para
establecer su comparacidén. Este procedimiento resulta eficaz:
cuando las diferencias entre 4reas son'muy grandes, o cuando se
trata de figuras sémejanteS’qon diferencias fécilmente apfecia—

bles, como entre [:] y , pero lleva a resultados

muy riesgosos cuando las diferencias son minimas o cuando las
ilusiones perceptivas tienen mucha influencia, como entre

5

. En estos casos el resultado de la compa-

racién puede ser cualquiera, puesto que alguien percibiri

Egg como mayor mientras otro percibe como
el més grande. Incluso un mismo sujeto en diferentes momentos
llegard a resultados distintos y contradictorios.

II. SUPERPQSICION. Consiste en poner.una superficie sobre la

otra, verificando asi sus diferencias. Este procecimiento resul
ta muy eficaz cuando una de las superficies entra completamente
dentro de la otra en su forma original, sin necesidad de modifi v
carla, como en el caso de la tarea de comparar Ay B.superpo-
niéndolos. ]

N .

Se usa aqui la propiedad siguiente: Si A esti contenida en B

entonces el 4rea de A es menor que el Area de B.

III. COMPENSACION. Podria considerarse una combinacién de I y
II, reduciendo en parte los errores inducidos por la percep-

<

cibén. Asi entre
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es muy riesgoso decidir la comparacidén, pero al superponerlos

se puede apreciar

con mucha mayor seguridad que lo que sobresale del cuadrado no
alcanza a compensar lo que le sobra a la otra figura.

La compensacibén se refiere pues a superponer, y comparar percep
tivamente lo que sobresale de una figura con lo que no quedd cu
bierto de la otra.

IV. EL REACOMODO DE PARTES. Consiste en partir en pedazos una

de las superficies y en superponerlas, reacomodadas sobre la se

gunda superficie. Asi, para comparar y | |
se puede partir L1 | ] y acomodar los pedazos
sobre

Se obtiene asi una comparacién muy precisa, basada en el hecho
de que si todas las parfes de A equivalen a todas las partes de
B, entonces Aarea (A) = 4rea (B) y si la suma de las partes de A
estin contenidas en una parte de B, entonces 4rea (A) <: drea

(B).

n o : ,
Si A = r;E Ai  entonces 4rea A = :i drea (Ai)
i=4 i=1
En este procedimiento la.mayor dificultad reside en encontrar
una manera apropiada de partir una superficie de manera que
sus partes sean fAcilmente reacomodables en la otra.
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Una variante de estos ﬁltimos procedimientos se presenta cuando
la situacibn impide el acercamiento de los objetbs a.comparar’
con lo cual se hace necesario conStruir (copiando, calcando,
etc.) un tercer objeto que representa o simboliza a uno de los
objetos a comparar y que, éste si, puede acercarse al segundo

objeto para superponerlo o reacomodarlo. Y finalmente

V. MEDICION. Llamaremos équi medir”a la actividad que conduce
‘a una expresidén numérica o cuantificacibén de la comparacidn.
La medida se refiere entonces a la relacidén numérica o cocien-
te entre la magnitud de una unidad elegida para medir y la mag
nitud del objeto en cuestidén. Puede elegirse como unidad preci
samente -alguno de los objetos a comparar, en cuyo caso la medi
da de éste serid igual a 1.

Por ejemplo, puede elegirse el 4rea de un cuadrado como unidad,
iterar esa unidad sobre cada una de las superficies a comparar,
obteniendo asi sus respectivas medidas (dos n@meros), y al com
parar esos nimeros, decidir cull de las superficies es mayor.

El procedimiento de medir llega a ser necesario para comparar

cuando la situacidn real impide o dificulta la comparacidn di-
recta y también cuando ademés de comparar deseamos cuantificar

las diferencias entre las Areas.

Este procedimiento implica, como en el caso anterior, una
ﬁarficién de la superficie, pero que adquiere aqui caracteris
tjcas especiales: las partes elegidas son todas iguales y la
unidad elegida no forma parte como tal de ninguno de los obje-
tos a medir,sino es un tercer objeto independiente, intermedia.
rio en la comparacidn.

Investigaciones en Psicologia Genética nos han permitido cono-
cer algunos aspectos del desarrollo de los procedimientos es -

pontineos de comparacidén. Presentamos muy brevemente los aspec

g.

Ve
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~tos principales de este proceso: (*)

Sin duda el punto de partida son las comparaciones perceptivas
sin ningGn recurso hacia una medida comGn ni desplazamiento que
no sea el de la vista.

Se da por hecho que cualquier sujeto puede iniciar la compara-
cién que lo 1llevarid a la medida por una simple estimacidn vi -
sual, y que segGn el grado de confianza que le atribuye a su
evaluacidén perceptiva se ahorrari medir si dispone de puntos de
referencia suficientes.

Sin embargo lo que caracteriza este primer nivel de desarrollo
es la exageracibén del valor de la percepcidén y el rechazo a
cualquier otro método de comparacidn, dominado por un contexto

de comparacién global y sincrético.

Es quizé el descubrimiento de la insuficiencia de la aprecia -
cibén perceptiva lo que permite el inicio de la medida. En un

segundo nivel se observa en los sujetos que comienzan a descon
fiar de las comparaciones perceptivas a distancia una necesi-
dad de aproximar o juntar materialmente los objetos o comparar.
El subnivel II A introduce el "transporte manual" consistente

en el intento de acercar 1os objetos a comparar. E1 II B se sir
ve de un término medio, pero no todavia de una medida com@n in
dependiente (no es un 3er. objeto independiente) sino el cuer-
PQ mismo del sujeto que imita al objeto (transporte corporal).

(*) Esta presentacidén se hace siguiendo las conclusiones de
Piaget y colaboradores en relacidn a la tarea de construir
con bloques de madera sobre una mesa una torre de igual ta
mafio que otra que se le presenta construida sobre una mesa
de mayor altura. E1 chico no puede acercar las dos torres,
y la situacién lo obliga a desarrollar estrateglas para com
parar 1a altura de las dos torres.
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Entre los niveles II By III A el nifio se sirve de un tercer ob
jeto mbévil simbdlico construido a partir del primero para compa
rar con el segundo. Pero este objeto estid limitado por la condi
cibén de ser desde el principib simbblico en el sentido de que

imita siempre al modelo o lo copia (a uno de los objetos a com-

parar), no es independiente de los objetos a comparar.

Sin embargo, estos niveles (II A, II B, intermedio II B-III A)
manifiestan ya un contexto de comparacidén analitico (vs global
y sincrético) en el que comienza a manifestarse un tipo de
transporte que se diferencia de la percepcidén receptiva del ni
vel I para tomar la forma de una actividad‘propiamente dicha,
buscando mids o menos conscientemente retener algo del primer
objeto para aplicarlo al segundo y reciprocamente. Esta compa-
racidén analftica es para Piaget una condicibén de la medida,
pues en vez de atender al objeto total el sujeto atiende ahora
a una sola de sus cualidades o magnitudes.

El tercer nivel esté caracterizado por el manejo de la transi-
tividad y el uso de un tercer objeto intermediario en la compa
racién con lo que se accede a utilizar un objeto cualquiera co
mo "medidor" comln.

Veamos ahora el aspecto del manejo de la transitividad através
de una tarea de seriacidbn de superficies propuesta a los nifios

dqrante la entrevista.

E; posible que algunos de los procedimientos sean usados de
acuerdo a criterios de comparacidn diferentes, y es por esto
que més que el procedimiento es el criterio de comparacidén lo
que mis nos habla de la nocién de &rea que ha construido un ni
fio. |

“Por ejemplo, el procedimiento I, que llamamos transporte Vvi -
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sual, puede referirse 1lo mismo a la superficie como tal (espa-
cio ocupado) que a la longitud del perimetro. En el primer ca-
so el nifio diréd quizé Que una superficie le parece mayor por -
que esti '"mis extendida', sefialando toda 1la superficie, mien -
tras que en el segundo caso nos diré que es mayor porque es muy
largo, seflal4dndonos el perimetro.

En el caso del procedimiento de medicién, un chico podriaxnedir'
el largo de la figura, mientras que otro decide medir el largo
y el ancho, y un tercero mide 1la superficié, utilizando los
tres chicos las medidas obtenidas para comparar A4reas.

Por otro lado, lo mis comGn es encontrar una mezcla de procedi

mientos en un mismo nifio, Yy alin para una misma tarea.

‘A continuacidén se presenta, a partir de los resultados obteni-
dos en las entrevistas, el desarrollo de la nocidn de 4rea que
puede inducirse teniendo en cuenta el criterio de comparacién

manifestado en las tareas de comparacidén de Areas que hemos des

crito.

ITI.3. Comparacién del terreno circular y en forma de engrane

'Ld tarea mis simple de comparac1on de areas que presentamos a
los CthOS fue la de comparar A con B, ya que por simple super
posicibén se llegaba fAcilmente a la respuesta corrécta y a una
apreciacidn clara de las diferencias entre ambas superficies.

Las figuras fueron elaboradas de tal manera que una esti conte-
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nida en la otra, pero ambas tienen longitudes miximas iguales (*)
Todos los chicos llegan a la respuesta correcta por superposi-
cién; entre ellos sbélo Ana (7:6) no recurre espontineamente a

la superposicidén, pero si se sirve de ella para comparar:

Ana: Tiene més el redondo porque esti mis ancho.

Exp. (De dbénde esti mds ancho?

Ana: De lo ancho tiene mis (seﬁala el didmetro horizontal)

(Lo superpongo mostrindole que tiene igual de ancho)

Ana: Entonces los dos tienen 1gua1

Exp: Pero éste (B) parecfa mis chico ¢no?

Ana: Si, estd més chico. El redondo tiene mAs porque esti mis
grande.

Exp: ;De dbnde?

Ana: De aqui tiene mis pasto. Por eso estid mis grande (sefiala
lo que sobresale del redondo). |

El resto de los nifios de la muestra llega directamente a la su
perp051c1on afirmando que hay mas pasto en el redondo '"porque
la vaca se come todos estos pedazos de mis', '"porque en los ho

yos no hay pasto'", '"le sobran (o le faltan) todos estos pedaci
tos'", etc.

Es claro que la propiedad de la medicidn aqui implicada:

N,
e

Si B es una parte de A =P 4rea (B) <: drea (A)

es mds ficil y se presenta antes en el desarrollo que las com-
paraciones que exigen una particidén (real o mental), mis adn si

las partes en que se subdivide un todo adquieren por reacomodo

(*) De esta experiencia se analizaron adicionalmente las rela-

ciones que el chico supone entre perimetro y superf1c1e
Ver Capitulo 7.
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una configuracidn perceptiva distinta del todo que originalmen
te formaban.

III.4. Comparacién de A [ B i

~Es por eso que la tarea de comparacidn de los recténgulos.de
igual Area (21x28 cm y 7x84 cm) resulta mAs complicada y permi
te una mayor diferenciacidn entre 1los niveles de conceptualiza
cidén de los chicos. '

Entre nuestros nifios, la respuesta de primer nivel (I) es la
que considera como criterio de comparacibén de 4reas alguna de
las longitudes del objeto, reveldndonos con ello su concepcidn
del 4rea como determinada por magnitudes lineales. Asi Ana
(7:6) y Giordana (7:11) afirman que en el terreno A hay més pas
to porque "estd mAs ancho" y "es més grueso', mientras que
Erika (7:6) nos dice que es en B donde hay mids pasto porque
"estid mis estirado"y "porque es muy largo".

Ninguno de estos chicos recurre espontineamente al acercamien-
to de los objetos ni a su superposicidén. La dimensidén a la que
dan prioridad (largo o ancho) no es f(nica, y cambia_fécilmente
de una a la otra por sugerencia del entrevistador.

En ese primer nivel econtramos un solo caso, muy interesante,
del uso de la longitud del contorno como criterio de compara -
cidbn:

Giordana (7:11) que afirmb "a ojo" que A tiene mis pasto porque
"es mis  grueso" y a quien le muestro lo muy largo del otro te-

rreno, toma A y lo va girando descuidadamente sobre el largo
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de B (comparando asi el perimetro de A con el largo de B),

afirma entonces que ambos terrenos son iguales.

Cuando las figuras a comparar son otras, aparecen otros argumen
tos adaptandose a la nueva situacidn. Aparece entonces la con-
vexidad (*) de la figura como un factor muy importante en la

comparacibén de superficies.

Rodfigo, al comparar A con C dice que A es mayor (a pesar de
que la E es mis alta) porque '"aqui estd angostito (las seccio-
nes de la E) y tiene huecos, y el otro esti todo lleno de pas-

to, y aqui no'.

IT. En un segundo nivel los chicos, que siguen sin duda par -
tiendo de su apreciacién perceptiva, recurren ahora a procedi-
mientos de superposicién de los objetos recurriendo a crite -
rios que atienden coordinadamente a ambas dimensiones (largo y

ancho) y que se refieren propiamente a las 4reas respectivas.

Santiago (6:9) nos dice que 'hay més pasto en A, porque estd
mis ancho y aunque sea que sea mis corto, y no tan largo, es
mis ancho y tiene un poco més de cantidad, y ya vi que si lo

(*) Se dice que una figura es convexa cuando dados 2 puntos
cualquiera que pertenecen a la figura, &stos pueden unirse
mediante un segmento que NO sale de la figura. La E (ver
arriba) no es una figura convexa, pues para unir algunos
pares de los puntos que le pertenecen mediante una recta
hay que salirse de la figura. .

PSR e e e
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corto asi (sefiala con los dedos ) ... y los

pongo todos los pedazos juntos lo harian mis largo que el otro"

- Al pedirle que lo haga, Santiago va marcando en el cartbén, po-
niendo una marca para el largo que ha considerado en B, y otra

para lo ancho que ha cubierto en A:

-

y rectifica: '"mo, son los dos igualitos de pasto'.

Rubén (8:0) que empezd con consideraciones lineales y luego por
reacomodo de partes revela su idea sobre 4rea, nos dice cdmo le
mostraria a otro nifio: (Divide B en tres pedazos del largo de
A), vy los coloca sobre éste:ARubén "Tienen igual de pasto....
no, yo digo que B tiene mas (habfa dicho eso por ser méds lar -
go), pero como puse los 3 pedazos, [Tienen igual!

Exp: Pero B es muy largo ¢(no?

Rubén: No se... {Tienen igual, tienen igual!

Oswaldo (8:9) es menos afortunado en la eleccidn de los peda -
zos, pero sigue el mismo procedimiento: Corta B en 6 pedazos
cualesquiera y trata de formar con ellos sobre A un rectéingulo

S

e T



de igual forma:

acomod4ndolos de distintas maneras para aproximarse a la forma
de A, sin lograrlo del todo. El1 problema de Oswaldo es que ha-
biendo considerado una vez la comparacidn de las partes con el
todo, no puede extender el procedimiento repitiéndolo (cortan-

do a su vez los pedazos que sobresalen para reacomodarlos).
Victor (7:6) marca el ancho de B 3 veces sobre el de A, y lue-

go el largo de A 3 veces sobre el

largo de B [ | | | y nos dice:

"Son bien iguales. Solo tuve que rayar estos y ver si eran del
mismo tamafio los pedazos de B y de A", dejandonos ver muy cla-
ramente la comparacidn a través de pedazos congruentes de am -
bas superficies.

Todo estos intentos tienen en comn un avance bastante impor -
tante respecto al primer nivel: A través del acercamiento de
los objetos a comparar por superposicibén ponen claramente de
manifiesto la idea de que ambas dimensiones del terreno ''cuen-
tan'" para el 4rea, y de que lo que hay que comparar son los pe
dazos opartes que forman (que son equivalentes al total de) una
superficie.

Esta consideracidén del objeto como constituido por, y equiva -
lente a la suma- de las partes en que podria subdividirse, es
la conquista conceptual méds importante en el camino hacia 1la

‘medicidn del 4rea, pues sin particidn (sea real o mental) no
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hay comparacién posible entre 2 superficies no congruentes ni
contenidas una en la otra, y por lo tanto no hay medicidn posi
ble. ’ L

La tarea de comparar A con B de hecho no exige nada méis que di-
cha particién. '

De los ejemplos anteriores en adelante el desarrollo se obser-
va en una afinacibén de la particidn y en una confianza plena en
el procedimiento de superposicidn m4s alld de cualquier apa -
riencia perceptiva.

.Podriamos llamar a éste un nivel II B.

Martha Angélica (11:8) 'creo que hay mis en A, porque lo veo

més grande... pero segura, solamente que lo sefialemos'. Sefiala

de la misma manera que Santiago hasta verificar la igualdad.
-Yoatzin (11:3) mismo procedimiento.

Dolores (11:11) "para mi que hay mis en A... o mis bien igua -
les. Hay que medirlos'". Marca con igual procedimiento que los
anteriores" :S1, son iguales".

Exp:'aAsi ya mediste?

Dqlores: No, pero ya estoy seguré de qﬁe son iguales.

Para los chicos de 60. grado en particular es muy comin encon-
trar que intenten recurrir en primera instancia a medir el area
y hacer la comparacidn entre los nGmeros que resulten. Es cla-
TO que en esta situaciénvparticular, como en muchas de la vida
cdtidiaha;.no se requiere medir para obtener una comparacibn,

y la comparacién directa resulta mis simple y econdmica. Volve
‘Temos més adelante sobre esta primacia de los procedimientos



escolares en la resolucidén de tareas.
III.5. Seriacibén de superficies.

Como ya se menciond, esta tarea tenia como objetivo, ademis de
conocer las formas de conceptualizar el 4rea que han construf-
do los chicos, y de los criterios de comparacibén a través de
los cuales se manifiestan dichas conceptualizaciones, investi-
gar el manejo -o no- de la transitividad de las relaciones de

orden establecidas en la comparacidn.

Estas observaciones se basan por lo tanto en investigaciones

previas sobre las operaciones de seriacién y clasificacidén, ex
puéstas detalladamente en Piaget '"La Génesis de las Estructu -
Tas Légicas_elementales", y revisadas tedbdricamente en 'La equi

libracidén de las estructuras cognitivas" (p. 135-140)

El problema de la transitividad tiene una dificultad extra pa-
ra el caso de superficies (en relaCién a longitudes), pues el
objeto tal como es (sin transformarlo) s6élo es Gtil como '"obje
to intermedio simbélico” cuando las superficies a comparar son
congruentes, o una entra completa en la otra. En cualquier
otro caso el objeto tendrd que ser partido y reacomodado para
servir a la comparacién, con lo cual su funcién de simbolo o
representante del objeto se diluye, pues entre el primer objeto
Y\ei intermediario no hay equivalencia sino en funcibn de una
operacién que haga a las partes reacomodadas equivalentes al
todo original.

En las figuras a ordenar hemos introducido distintas variables
para hacer aparecer una mayor gama de criterios empleados en

‘la compracién. -Asi, hemos presentado figuras regulares e irre-
gulares, con lados rectos y curvos, figuras convexas y no con-

‘vexas, as{ como distintas relaciones entre perimetro y &reas.

49.
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'E1 orden real entre las éreas de los objetos que le presentamos
es el siguiente (designaremos con A, B,’C,{.}etc. a las superfi

cies en orden creciente de A4rea).

2 2 2 2

2 500 cm 530 cm® - 564 cm® 588 cm

. 465 cm
Presentamos algunos ejemplos obtenidos de la muestra organiza-

dos de la siguiente manera:

NIVELES
I Nifios sin manejo de transitividad, que atienden a con-
sideraciones lineales.
II Nifios sin manejo de transitividad pero que atienden a
Ja magnitud de la superficie.
ITI Nifios que manejan la transitividad, atendiendo a crite

rios de A4rea.

I. Nifios que recurren a consideraciones de longitud sin ningGn

empleo de transitividad.

Ma.Elena (8:0) S6lo en base a una estimacién visual los coloca:

5 (r ¢ {c

Luego pone uno encima del otro y los mira ”este (B) es el mas
chico, porque es una cruz y esta delgadita".

Exp: (Y ahora?

Ma: El redondo (D) tiene menos, porque a este (F) le sobra (se
' fiala la parte que sobresale de F -en largo).
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Rocio (12:6)

Ro: Este (B) tiene més (séﬁalando.el‘perimetro)

"ExpzaDénde tiene mas?

Ro: (sefiala la superficie)

Exp:¢.Y ahora?

Ro: (pone C sobre D) Este (C) tiene més porque tiene muchas
curvas. |

Exp:Cuando las pones asi encima (te sirve para saber cudl tiene
mis pasto? _ |

Ro: A veces... porque lo pongo asi y se ve que éste (C) tiene
mis curvas, y por eso es més grande. (Es decir, superpone

para facilitarse la_comparacidén de perimetros).

()

Rocio deja el orden: F <D £cC <B sin hacer nuevas
comparaciones. ,

II. En un segundo nivel los nifios logran hacer comparaciones
que se refieren ya a las superficies como tales, mediante com-
pensaciones entre espacios libres y ocupados pero, faltas de
transitividad, estas comparaciones no le permiten hacer toda la
serie ordenada.

Gerardo (10:0) superpone B sobre E, sefialando compensaciones,
y_decide el resto '"a ojo", colocando: '

ALp<E{B

Exp: Si te doy éste (F) para colocarlo ;dénde iria?
("a ojo" lo coloca entre A y D)
Exp: ¢(F tiene menos pasto que E?



Ge: (supérpone F y Ey por compensacibén dice) Ah, no, tiene

més (F) coloca ahora

A{D{F{EB y lo quita
(E) para superponer D con E.
Ge: Si, asi esta bien.
Exp: ¢(Dijiste qué F tiene més que E?
Ge: No, tiene un poquito menos. Asi ya esté&n todos bien.

Rodrigo (8:7) pone "a ojo'" sin superponer

B{C{A

como si estuviera muy seguro del orden de esos 3, y superpone
E con D, dejando

B C{ACELD
Exp: (Y F, dbénde iria?
Ro: (lo superpone al E) Es més chico (F) (deja

BLCKACEFSELD

Exp: Entre F f C ;Cuél tiene més pasto?

Ro: (Lo superpone y sefiala compensaciones) Es més grande C.
(los intercambia en la serie, sin comparar con la figura
intermedia -A- dejando)

B{FCASCCELD

Ricardo (8:9) superpone D con F y sefiala compensaciones
Ri: Si este pedazo lo ponemos aqui, y luego todo esto aci, le
sobra mucho, tiene mds este (F). (F)D)

Ri: (superpone B con Cj Tiene més C, porQue si le cortamos 1lo
que'se sale de C y lo ponemos aci adentro (en los pedazos
que sobresalen de B) no cabe todo ( C»B) __
Tiene acomodados F y C como grandes, juntos, y Dy B como
pequefios, también juntos. | ' |
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Exp: ¢(Cull es el mis chiquito?

Ri: (Superpone D con B y por compensaciones dice Que B es ei
mis pequefio. Ahora superpone F con C y dice que F es més
grande. Entonces acomoda).

B{D{C{F  -sin comparar D con C-

Exp: ;Cbmo supiste cuil era mids grande entre D y C?.

Ri: (superpone y "justifica' ese orden por compensaciones)

Fn el nivel III, en cambio, aparece el uso de la transitividad
como propiedad a emplearse en la construccidén de la serie, auna
do a consideraciones de superficie en el procedimiento de super
posicidn. |

Yoatzin (11:3) superpone D con E, y por compensaciones afirma
D( E. Por otro lado superpone B con C y llega a B(C sefialando

compensaciones. Entonces pone la serie
B{C{D(E

depositando su confianza en la percepcién para la comparacidn

entre (B, C) y (D,E). _

Yo: Entre esos se ve bien que estos dos (B, C) son mis chicos
que cualquiera de estos (D, E).

Exp: .Y éste (F) dénde lo colocarias?

Yo: (superpone E con F y por compensaciones afirma que F ( E,

) compara ahora F con D, afirmando Quel)<Iﬂ y dejando 1la

~
N

serie

' BLC{D{F{E

Al intercalar un nuevo elemento se ve muy claramente que Yoat-
zin no hace todas las comparaciones posibles, sino solamente
las que corresponden en funcibén del orden anteriormente esta-
blecido; empeando la transitividad de las relaciones de desi-
gualdad. |

16337
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~Martha Angélica (11:8) superpone F con C para "ver si con los

pedazos que se salen (C) caben todos en los que sobran de E"
..."Yo creo que son,més o menos iguales'" (sefialando compensacio
nes). , |

Superpone F con D y concluye que F <D, pero sin estar muy segu-
ra.

Acomoda .
B(CF( D (B 1o coloca diciendo '"a ojo"

¢
iguales
~que es el menor, sin superponerlo con ningdn otro).

Como Martha dud6é de la comparacibén entre F y D, superpone ahora
D con C "porque como F y C dije que son iguales, se me hizo més
f4cil comparar D con C" (Es decir, si dos figuras son equivaleg
tes, da lo mismo comparar una tercera figura con cualquiera de

ellas). Concluye que D{C (y por lo tanto D<F), y cambia la
serie a:

B<KDLCKLF

.
iguales



CAPITULO IV

CONSERVACION DE SUPERFICIES
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CAPITULO IV.
CONSERVACION DE SUPERFICIES

IV.1. Significado de la conservacidn

El estudio de la conservacidén de superficies se refiere a saber
si, independientemente de toda medicidn, el 4rea de una superfi
cie es una realidad estable, susceptible de permanecer a través
de los cambios de forma. |

Al respecto nos dice Piaget (*) que "El1 descubrimiento de una
nocién de conservacién por el nifio es siempre la expresidn de
la construccidén de un agrupamiento (légico o infraldgico) o de
un grupo (matemitico) de operaciones'", Es por eso que la inves-
tigacidén sobre la elaboracidn de esas invariantes operatorias
esvimportante en todos los dominios en que se aborda el estudio,
pues ponen en evidencia el modo de composicidén de los conceptos
que uno analiza.

La conservacién de superficies equivale a concebir la suma de
las partes como indepéndientes de su arreglo, e iguales al to-
do que constituyen. En superficie, un arreglo diferente de las
partes, a pesar de mantener su suma constante, engendra una su-
perficie cualitativamente diferente (un cuadrado puede transfor
marse en un tri&ngulo, un trapecio en un recténgulo, etc.) aun-
qlle tenga un valor cuantitativo equivalente (su 4rea). Ademés,
al modificar la forma se aumenta o disminuye la longitud de 1la
“1inea frontera, misma que juega un rol importante desde el pun-
to de vista de las intuiciones topoldgicas de las que parte el
nifio. Asi, la nocién de '"'superficie igual'" entre los estados su
cesivos engendrados por una transformacidén permanece singular-
mente abstracta, y constituye una laboriosa construccibén del -
chico, sin la cual toda la medida posible carece de sentido.

T e T e -

(*) Piaget et al. La geometria espontdnea, p. 337.



En "La Geometria Esponténea en el nifio'", Piaget y colaboradores
presentan sus investigaciones sobre distintos aspectos o mani-

festaciones de esta construccidn, que son:

-Sustraccibén de superficies parciales iguales a superficies to-

tales iguales, (conservacidén de las superficies restantes)

-Conservacibén de superficies formadas por partes iguales, al mo

dificar su arreglo.

-Conservacibén de superficies mediante transformaciones debidas

a la particidén y al rearreglo de partes.

-Conservacibén de superficies interiores y exteriores a una fron

tera cerrada (superficies complementarias)

De entre ellas hemos elegido introducir en la entrevista las
dos primeras por estar muy directamente relacionadas con los

procedimientos posibles de medicibén de superficies.
IV.2. Conservacidén de superficies al transformar su forma.

Veamos inicialmente la 2a. tarea que resultd ser mis sencilla.
En un primer nivel de nuestra muestra (correspondiente al nivel
IT A en Piaget) lcs chicos se basan en su apreciacidn perceptiva
de los estados para juzgdr el efecto de la transformacidn, sin
atender a ééta.

) Situacién 1
Rubén (8:0) Situacidn 1

Ru: Los dos tienen igual

A {8
Situacidbn 2
Ru: Tiene mds A porque estén .
 juntitos. ' v Situacidn 2

-

A 8




Exp:
Ru:

Ru:
EXp:

Ru:
Exp:

Ru:
Exp:
Ru:

Ru:

¢Qué pasa cuando estén juntitos?

- (Situacién 3) : A ' ||

Situacidbén 3

" Que tienen m4s pasto.

- 58.

B tiene mis porque estd de otra

forma.

(Esta vaquita tiene més para co-
mer? (B)

Si, mucho més.

Pero A tiene todos juntitos,

{no importa?

No, pero en esa figura (B) tiené
mis pasto.

Y los pedazos (cuadros) ¢son to-
dos iguales? Situacién 4

Si, son iguales. A

(Situacidbn 4)

lel 111 1]

Tiene m4s B porque estén juntitos
pero largo. |

(le recuerdo a Rubén su primera tarea -comparar el terreno de

21 x 28 cm con el de 7 x 84 cm- en la que mediante superposi-

cibn

llegbd a que eran iguales) (ver pig 46)

Exp: Y estos que tienes ahora (situacidn 4) ;podrian ser igua-

Ru:
Exp:
Ru:
Pero

cibn

les de pasto?

Si, iguales porque tienen igual de cﬁadritos.
(Y de pasto?

ITguales

modificando nuevamente el terreno B (volviendo a la Situa-

2) Rubén afirma que A tiene m4s pasto "porque no estéin se-

parados y tiene mas pasto asi' .



Rodrigo (8:7) Situacién 1 y .

Ro:

Ro:

Ro:

Esp:

Ro:

R0 &

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

N
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En 1os.dos igual

Situacibén 2

Hay mis aqui (A) porque en este o le sobra y acé

(B) no le sobra. Sélo si se puede cambiar este cuadro para

acid (regresar la transformacién) estarian igual.

Situacidn 3 :1
. ; 2

L]

‘En las dos. Porque aqui hay 6 y acé también 6.

(Las dos vacas comen lo mismo de pasto?
No, en A comen mis porque acid (B) estd mis angostito y tie
ne menos pasto.

Situacién 4

([Tl T[]

Tienen la mismavcantidad.én las dos, pero en este (B) se
ve menos.

;Cull vaca tiene mésvpasto?

La de aqui (A)

Pero tienen igual de cuadritos ;no?

Si, tienen igual de cuadros, pero come més pasto en A.

Erika (7:6) Situacibn 1

E:

Iguales, porque tienen 6 y 6. Tienen igual espacio los dos

terrenos.
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Situacién. 2
E: Iguales, las dos comen igual.

Situacibén 3

| [ ]

E: Igual, porque habia tres y pasaste una para acd y dos péra

acd, pero sigue siendo igualito de pasto.

Situacién 4 7

LTIl 1]

E: En B hay mis pasto porque estd mis extendido, entonces hay

més.
Exp: Pero aqui hay 6 y aqui también ¢no?
E: Si, pero porque estd més largo y mis extendido por eso
tiene més.

En un segundo momento (IIB) los sujetos comienzan a liberarse
de la forma del conjunto y de la longitud de la linea frontera
para mantener el &4rea invariante. Tienden a igualér las super-
ficies en funcién del nGmero de partes y a comparar entre ellas

a través de una correspondencia de cuadrito a cuadrito.

A 8
Ana (7:6) Situacidn 1
A:  Los dos igual
Situacié6n 2
A Bl |
]
A: Tienen igual otra vez, pero sélo lo cambié.

situacidn 3

7] P

[ ]
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A: De pasto tienen igual, pero este sefior dejd més espacio pa
~ ra que los nifios jugaran. '
;Dbnde? 0
_///
/% 7
- P 1
A: Sefiala lo sombreado

Exp: Y de pasto ;cbmo dejé?
A3 De pasto tienen igual, porque sbélo cambié sus pedazos de
lugar.
_§1tuac1on 4
A: De pasto igual, pero ahora deJo muchlslmo espacio para que
' jugaran los nifios.

Ana Isela, que no considera la superficie'verde como transforma
da por el rearreglo de las partes,'supone'una especie de super-
ficie complementaria que, esa si, varia seglin se acomoden los
espacios verdes.

Ricardo (8:9) Situacién 1

Ri: Lo mismo

Situacién 2




B2

Ri: Lo mismo porque la vaca se puede comer uno-dos, uno-dos,
uno-dos (sefialando los cuadritos de A en forma horizontal)
y acé uno-dos, uno-dos, uno-dos (seflalando los cuadritos
de B en forma irregular), entonces come lo mismo.
Situacién 3 y 4

A

é T —— [ [ [s] [ []

Ri: Tienen lo mismo porque la vaca se come éste (sefialando un

cuadrito) luego éste (sefialando otro cuadrito), y asi se
va acabando el pasto aunque esté en otro lugar.

Exp: (Cémo harias para que no tengan lo mismo?

Ri: S8lo que a éste (B) le quitemos un pedazo y asi A tiene
més.

Santiago (6:9) Afirma ante todas las transformaciones que los
dos terrenos tienen igual.

Exp: (Por qué siempre tienen lo mismo? _

S Porqus son los mismos cuadros y porque no se diferencian

porque sea otra forma, sino sblo porque sean menos o més.

En el siguiente nivel (III A) se logra totalmente la conserva-
cién. El sujeto parte de 1la transformacién misma y concibe 1la
superficie transformada como el producto de esa operacién y no
como otra superficie a comparar con la primera. Por lo tanto
cgnsidera que la nueva superficie resulta de otro arreglo de

las mismas partes.

Oscar (11:6)

0: Son iguales porque el pedazo_que le quitaste aqui 1lo pu-
siste acd, y el otro también lo puedes mover y no cambia
...Porque como son iguales los terrenos no importa cémo

~estén agrupados, en cambio si uno es mis grande que otro,
entonces si importaria, pero esos siempre son iguales,
aunque se cambie de forma. '
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Phen (11:2)

P: Siempre son iguales porque la.materia no se va, sélo cam-
-~ bia de lugar. ' |

Exp: Y de espacio jocupan igual?

P: Unos son més largos y otros mis anchos, pero de pasto, o

sea la superficie, es igual.
IV.3. Conservacidén de superficies restantes.

Este estudio es de mucha importancia para la verificacién de
conservacidén de superficies, pues, como nos dice nuevamente
Piaget, la adicidén y sustraccibén de superficies constituyen la
operacidén cuyo agrupamiento lleva a la conservacibén, antes de
permitir la medida por fusién operatoria con el desplazamiento.

Durante la realizacibn de las entrevistas cambiamos la distri-
bucidén de las casas propuesta por Piaget, pues aparecia muy
frecuentemente la afirmacidn de que '"'en la orillita" las casas
no estorban o no quitan espacio, sin que quedara muy claro el
significado que para el chico tiene que se coloquen las casas
en la orilla, asi que optamos por colocar las casas juntas cer-
ca del centro del terreno, sin que aprecieran diferencias res-
pecto a lo relatado por Piaget, excepto en la formulacidn de
los argumentos. |

Enulas entrevistas encontramos ejemplos de los niveles propues-
tos en el libro de '"La Geometria Espontinea del Nifio".

Un primer»nivel (correspondiente al nivel II A en Piaget) en el
que hay una evaluacidn perceptiva y una completa ausencia de
adicién o sustraccién operatorias. La igualdad de las superfi-
cies restantes es negada frecuentemente desde que la primera
pareja de casas es dispuesta de manera distinta, por la incapa
cidad del sujeto de mantener la invariancia ni de las partes
'quitadas ni de las restantes, con lo que tanto la operacidn de
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sustraccidén como la de adicién o reunién de superficies pierden
toda 510n1f1cac1on Si el nifio considerara las operaciones de
adicibén y sustraccidn de superficies -en realldad ‘una sola y
la misma operacidn- como reversibles, esta reversibilidad impli
caria o engendraria, segln el punto de vista, la conservacidn

en cuestidén. Veamos algunos ejemplos:

Rubén (8:0), después de verificar (superponiendo) la igualdadde

los terrenos y de las casitas observa:

R: A éste (B) le queda mis porque esta casita ocupa menos
porque estéd més abajo.

Exp: (Cémo harias para que las dos tengan igual de pasto?

R: Poner las dos igual de arriba (las coloca a la misma altu-

ra)

(Ponemds dos casitas juntas en:A y separadas en B)

. . : IIIII" Es lIIII"
R: En B hay mis porque estén separadas

Bxp: ¢(Esa vaca tiene més pasto para comer?

R: S{, tiene mis pasto porque estdn separadas las casitas y
hay mids espacio... porque seraradas ocupan menos espacio.

(mismas respuestas para 3, 4, 5, 6 y 7 casitas. Con 8 casas jun

tas en A y separadas en B).

R: En esta (A) porque ocupan menos porque estén juntitas y
tienen menos espacio (las casas) y la vaquita tiene mucho,
todo esto para comer. ' |

(lo mismo para 9, 10 y 11 casas)

Exp: ¢Qué podemos hacer para que tengan lo mismo?

R: Juntarlas todas igual (junta todas las de B con la misma
disposicién que en A). o | |
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Rodrigo (8:7)

(con una casa en B en medio y una casa en A en una esqulna)

Ro: Hay mis acid (A) porque esta es mis grande (sefiala la zona
verde) porque la casita no quita casi espacio y acd si (B)
porque estid en medio y estorba.

(mismas respuestas hasta 6 casas juntas en una esquina de A y

6 esparcidas en B.

Exp: &Y si juntas todo el pasto de aqui (B)?

Ro: Es mis poquito porque las casas estorbar mucho.

Exp: ¢Y las casitas son iguales?

Ro: Si, todas son iguales, pero éstas no ocupan casl espacio

(A).

Erika (7:6) ,

Sigue el mismo razonamiento que Rodrigo, con las casas de A jun

tas pero ahora en el centro del terreno en vez de en la esquina

E: Porque usd menos espacio.

Exp: ¢(Las casas son iguales?

E: Si, son iguales pero acid (A) deja mis espacio. Cuando las
va poniendo juntitas asi (A) ocupa espacio, pero no tanto

y por eso le queda mis pasto.

Ana (7:6)

(Con dos casas separadas en B y juntas en A)

A: Mis en esta (A) porque éstas no estln juntas y ésta si.

"Exp: &Y qué pasa cuando estén separadas?

A: Le quitan mis pasto a la vaca... porque deja un espacio
(sefiala el corredor entre las casas). La de aqui (B) tiene
mis porque las casas dejan'un espacio (intermedio entre
ellas) y la vaca se lo comid, y aquf no (no hay espacio en
tre las casas de A). |

(Sigue'asi hasta 8 casas en cada lado)
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A: Aqﬁi le quedd tantito pasto (B) y en éste (A) mucho pasto
porque no dejaron ni un hueco... porque en mediovde estas
casitas no hay pasto (A) y entonces a la vaca le quedd to
do esto para comer (sefiala el espacio de B) y aqui (B) de
jaron muchos huecos y a la vaca le quedd poquito.

En el nivel (II B) tenemos reacciones intermediarias como las
siguientes: '

Santiago (6:9) afirma con mucha seguridad la igualdad hasta que

hay trece casas juntas en A y separadas en B.

S El de éste (A) tiene més porque éste (B) tiene puros peda-
citos chicos de pasto, y las casitas cuando estin juntas
no ocupan tanto lugar, y acid como no estin juntas se héce
mds chiquito para el pasto. V

Aqui, el sujeto acepta hasta un cierto nlmero de casas la igual
dad hasta que 1la configuracién pérceptiva llega a ser demasiado
contradictoria. Hay una articulacién intuitiva que le permite
anticipar compensaciones debidas a un débil desplazamiento, una
cierta movilidad del pensamiento (contra la imagen estitica del
nivel II A) pero sin generalizacibén de dichas compensaciones.

Ricardo (8:9) que'comienza con una plena confianza en la igual-
dad '"porque si este sefior la pusiera acid (cambia una casa de
lugar) le quedaria igual, y ac4 también, en todas partes queda-
ria igual. Sélo si esta casa fuera més grande, como asi (pone
des casas juntas) esa vaca tenia menos"

(Con dos casas en cada terreno)

Ri: Lo mismo, igual porque si estuviera otra casa, aqui tres
'y ach dos, la de tres tenia menos pasto, pero si tienen
‘dos tienen lo mismo para la vaca.

(Sigue asi, sin titubear hasta 14 casas en cada terreno. Le

pongo 15 juntas en A y separadas en B).



Ri: Este (A) tiene mis pasto porque tiene mis espacio,'porque
tienen igual de casas, pero aquf la vaca tiene més porque
se pasa por aqui (pedazo grande, continuo de pasto) y la
otra tiene que venir por aqui y darle la vuelta a la ca -
sa, Yy a otra casa y le toca menos de pasto.

Exp: (Qué podemos hacer para que tengan lo mismo?

Ri: Juntarlas aqui también (B)

(Acerco las casas de B aproximadamente 7 mm de distancia
entre ellas)

Ri: No, sblo asi (las junta completamente en B)

En el nivel III, finalmente se logra la composicidén operatoria
inmediata por reunidn de todas las superficies restadas y sus-
traccidén de esta reunidn de un mismo todo inicial, de donde la’
igualdad de las superficies restantes es concebida como necesa-
ria.

Oswaldo (8:9) afirma siempre la igualdad.

Q: Siempre es igual porque aunque lo pusieras en cualquier
lado, las casas son iguales y le quitan igual de pasto ca -
da vez.

Exp: Pero mira, este pedazo es muy grande (regibn verde conti-
nua en A) y aci son puros cachitos. A ’

0:  Pero si juntamos todos los pedacitos se hace lo mismo,

siempre es igual. S6lo si uno de los dos construye mis, ese

tendria menos pasto.

Dolores (11:11) se rie de la pregunta. Afirma sin dudar que

siempre queda lo mismo. ‘ .

Exp: Pero esto (A) es muy grande y esto (B) son sblo pedacitos.

D: Si, parece poquito, pero eé igual porque quitaste igual de
cada lado.

Ireri (11:6)
(Con una casa en cada lado)
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Solamente que una casa fuera mis grande (Verifica.Superpg'
niendo las casas). No, son iguales entonces tienen los dos
igual de pasto. ‘

(Con dos casas juntas en A y separadas en B)

Tiene mis en A porque aqui tiene cuatro lados y all4d ocho

(cuenta los lados en B)...

...Ah, no, es que me confundi. Mas bien los dos tienen
igual de pasto, porque tienen igual de 4rea y las casitas
también. Es que yo pensaba que aqui como estén los dos la-
dos juntos (A) yo pensé que iban a ocupar menos, pero no,
ocupan lo mismo (a partir de ahi ya no duda de la igual -
dad). Es igual porque es como si lo juntédramos todo el
pasto... es que las apariencias -hacen que éste (B) parez-
ca menos pasto, pero en la realidad es igual.

Las razones de la no conservacibén se refieren a que:

1)

2)

\‘.

3)

4)

5)

Un todo partido no es igual porque ha perdido su continui -
dad, incluso si conserva su forma.

El desplazamiento de una parte altera la superficie total
por falta de compensacidén entre el espacio vacio y el ocupa
do. _ |

Las partes separadas dan lugar a una confusién entre el es-
pacio global que ocupan, considerando los intervalos, y la
superficie total (sin intervalos). |
La transformacibén modifica la forma y la longitud de la 11-
nea frontera. | |

La igualdad numérica de partes no establece la equivalencia
si estén arrégladas en_configuraciones perceptivas diferen-
tes.
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Estas razones pueden resumirse en una falta de composicién adi
tiva de las partes y una falta de coordinacidn en el plano, en
tre los espacios libres y los ocupados o entre las partes mdvi.

les y los espacios inmdviles e invariantes.

Los procedimientos de medicdén, convencionales o no, presuponen
que una superficie permanece constante al hacer un rearreglo de
sus partes, que la superficie unidad elegida no cambia de medi
da al ser desplazada y que la superficie total es igual a la
suma o reunibén de sus partes. En estas condiciones 1ldgicas de
la medicidén estid claramente involucrada la conservacidn de su-

perficies, y es por esto que la hemos estudiado.



TABLA II

CUADRO COMPARATIVO DE DIFICULTAD DE LAS TAREAS DE CONSERVACION

CONSERVACTI

0

© &

Erika 7:6 - No No
Rubén 8:0 No No
Rodrigo 8:7 No No
'Ana Isela 7:6 Siéigeagogglgriei;” No
Ma. Elena 8:0 No
Giordana 7:11 Si No
Santiago 6:0 Si No
Claudia 9:1 Si (limite) No
Ricardo 8:9 Si No (15 casas)
Gerardo 10:0 Si No
Victor 7:7 Si Si
Oswaldo 8:9 Si Si
Victor Noé 1 9:6 Si Si
- Dolores 11:11 Si Si
Phen Bolio 11:2 si si
Oscar Sadl 11:6 Si si
Marta Angélica 11:8 Si Si
Yoatzin 11:3 Si - Si
Ireri 11:6 Si Si




"CAPITULO V
EL SIGNIFICADO DE LA MEDIDA DE AREAS
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CAPITULO V.

-SIGNIFICADO DE LA MEDIDA DE AREAS
{Qué es medir A4reas?

Paralelamente al desarrollo del concepto de 4rea que hemos ana
lizado especialmente en la seccidn anterior, tiene lugar unpré
ceso de adquisicién de las conceptualizaciones sobre medicidén
de superficies que se refieren particularmente al objetivo o
utilizacién de la actividad de medir, y a lo que se obtiene co

mo resultado de esa operacidn.

Presentamos aqui algunos aspectos generales de la concepcidn
de medir superficies que ponen de manifiesto los chicos en sus
procedimientos de medicidn.

V.1l. Medir es asignar un nQmero.

Un aspecto que destaca inmediatamente es el hecho de que para
todos los chicos que hemos entrevistado (entre 7 y 12 afios) la
jdea de medir esti estrechamente vinculada a la asignacidn de
un nimero. Para ellos medir es encontrar un nﬁmero (o varios)
que representan al objeto en cuestibén. Sin embargo las caracte

risticas de ese nGmero varian muchisimo de un sujeto a otro.

Otro aspecto relacionado con el anterior y muy interesante es

el de la utilidad o no del procedimiento de medicidén, y de su

resultado numérico, para establecer una comparacidén entre &reas.

Aunque para la mayoria de los chicos medir es un recurso que
consigue hacer comparaciones que de otra manera resultan muy
dificiles, para muchos nifios medir y comparar son simplemente
dos actividades que no tienen nada en com@n. Asi Ana Isela
(7:6) que para medir ha superpuesto figuras a dos superfi--
cies recurre nuevamente a las argumentaciones de 'més largo' y

"m4s ancho" para validar su comparacidn.
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Santiago (6:9), que utiliza la regla para cubrir superficiesha
llegadd a la conclusidén de que el cuadrado de 7x7 cm mide "6 y
cacho" mientras que el tridngulo obtenido cortando por la dia-
gonal ese mismo cuadrado mide "7 y cacho'", admitiendo simulté-
neamente que dos triidngulos equivalen a un cuadrado. Al cuestio
‘néirsele si algo mis pequefio puede medir mis que algo mis gran-
de €1 no encuentra contradiccién alguna: '"no importa porque asi
midié" (y muestra de nuevo el procedimiento empleado para me -
dirlos).

Gerardo (10:0) a su vez atribuye al mismo objeto, medido con
las mismas unidades (centimetros) dos medidas diferentes obte-
nidas por dos procedimientos distintos, con lo cual la compara

cidn carece de sentido.
V.2. (Qué magnitud se mide?

Pero es en lo que se refiere al tipo de magnitud asociado a la
superficie donde los procedimientos de medicidén empleados por
los chicos resultan mis interesantes y reveladores. Hemos opta
do por distinguir tres grupos de procedimientos, que a pesar
de presentar muy grandes diferencias internas apuntan a modos
considerablemente distintos de concebir el 4reay de proceder a
la asignacidn de nlmeros que sean sus medidas.

Estos tres grupos se representan en el siguiente cuadro:

CONCEPCION DE

area . determinada por determinada por
med;EZ\\\\\\\\ longitudes - _ superficies
se miden lohgitg :
des : 1 : 2

~se miden Areas ' 3
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En el grupo 1 localizamos a nifios que tienen una concepcibn
del drea como determinada por longitudes y consecuentemente,
asignan un nGmero que representa 1dngitudes.Incluye procedi -
mientos tales como la medicidén del perimetro, la del largo o
el ancho de la figura (o ambos) y la medicidén de 1lineas o di -
recciones que se definen a partir de la forma de la figura (lon
gitud mayor, diagonal, etc.)

En el grupo IT localizamos a los nifios que consideran a la su-
perficie determinada por las superficies que la forman o que la
cubren, pero que, no sabiendo cbébmo asignar medidas que corres-
pondan a las éreas,_miden longitudes de las superficies en las

que subdividen o con las que cubren el objéto a medir.

En el grupo III hallamos finalmente a chicos que no sb6lo supo-
nen a la superficie como determinada por las superficies que
la componen, sino que asignan a su vez la medida a través de
alguna forma de contar esas superficies parciales. Se inclu -
yen también aqui los procedimientos que utilizan una fdérmula:
de cadlculo (tal como Bxh/2) pero que hacen referencia al sig-
nificado del nlmero de unidades de superficie contenidas en una
figura.

Eé importante hacer notar aqui que entre el grupo I y el II
hay un avance en la conceptualizacidén del 4rea, mientras que
entre el grupo II y el III hay fundamentalmente un avance en
los procedimientos de la asignacibén de la medida.

A continuacidn se relatan algunos aspectos generales de las en
trevistas que ejemplifican estos grupos de procedimientos, pe-
To no se analiza aqui-el detalle del procedimiento usado en
cuanto al significado de las unidades empleadas, uso de la re-
gla, etc., que serdn analizados separadamente en los capitulos
.siguientes.



Grupo I -Consideraciones meramente lineales; medida de longitu
des. ' ' ‘

Ricardo (8:9) elige el terreno para medir. Me pide

una regla y dice que eso es lo Gnico que le sirve. Mira las gra
duaciones (la regla, de 30 cm de largo, estéd graduada en centi
metros y en pulgadas) vy dice "aqui estid el cero'(en el lado de
los centimetros) . Coloca la regla en un lado del terreno (por

fuera) y hace coincidir el ndmero 1 con la orilla del terreno.

Sigue con la mirada ese lado hasta la otra orilla y dice "este
18". Gira el cartén dejando la regla en la misma posicidbn para
medir de la misma manera otro lado "este 22'. Anota 18+22 y ha
ce la suma. Sigue asi hasta completar los 5 lados y va anotan-
do: 40+19=59; 59+22=81; 81+16=97; diciendo cada vez en voz al-

N

ta lo que midié y el nuevo resultado.

3

Le pregunto si ya midié todo el pasto, todo lo verde.

Ri: Deja ver de ancho cuanto es.



Ri:

Exp:

Ri:

~ Exp:

Ri:

Exp:

Ri:

Exp:

Ri:

Exp:

Ri:

Exp:

Ri:

, ';’bm

gy

(Ahora éoloca la regla por dentro y con el mismo procedi-
miento mide el largo -34- y el ancho -20- del terreno).

AN
/

(suma 20+34) 54.

(Mide 547

§4.

¢54 6 97, o cuinto mide todo el pasto?

Es que de adentro mide menos, porque medi del anchoy del
largo nada més.

iCoémo serd mejor medir?

Por 1la orillita.

¢Asi se mide ya todo lo de adentro?

Si, ya todito.

¢Y asi con el largo y el ancho (le coloco.dos reglas si -
multineamente) yé mediste los pedazos de adentro?

Ya, por eso fueron 54 y 97.

El pasto todo j;cuinto mide?

(suma 54+97=151) un metro y 51 cm.



Ma. Elena (8:0) para medir el terreno en forma de cruz toma una
regla. La pone en el centro de uno de los brazos (Fig. 1) ymar
ca con su dedo a donde 1legd. Luego corre la regla hasta sumar
ca y mide el pedazo que le falta (Fig.2). Hace lo mismo para
el otro brazo.

L]

Fig. 1 : Fig. 2_

Escribe la suma de las medidas que tomd: 40=33=73 y dice que
mide 73.

Para el terreno circular procede similarmente midiendo dos did
metros perpendiculares (horizontal y vertical) y sumando ambas
cantidades. | '

Exp: ¢Qué es lo que mediste?

Ma: El pasto, el pasto que mide el redondo.



Giordana (7:11) para medir el pasto del terreno en forma de

cruz va midiehdo con la regla por fuera de la figura los peda-

—

— =

—

zos del perimetro.

Exp: ¢Asi mides el pasto o el alambre?
G: E1 pasto porque si mido estos lados, ya medi ese pedazo de
pasto (sombreado) y asi los mides todos.

Para medir

G: (No tienes figuras de esas (me sefiala los cuadrados,
tridngulos y circulos) pero con nGmero:5.

Exp: ¢No te sirven como estin?

G: Quiero que sean figuras de regla, que tengan nimeros. Si
no, no me sirven'pafa medir.

Exp: ¢Sin nlimeros no sirven?

G: Necesito cuadrados y circulos grandes y chiquitos y la re-
gla también. ‘

Exp: ¢(Est4s midiendo el pasto?
G: Si, asi ya esti todo... o por ejemplo aunque no tengan

nlmeros puedo contar (va contando seflalando alrededor de



Exp:

la figura con pequeflas marcas).

IREERE

ll_n 111

e

£rrrt i

Son 19, 19, 19 (por cada circulo chico) y 20, 20 (por ca-
da circulo grande) y 15 y 15 (los cuadrados). Y ahora lo
sumaria todo y ya se cuénto mide.

¢Te serviria poner las figuras adentro? (le coloco algu -
nas).

No, asi como lo hice se mediria.

Grupo II -Consideraciones de superficie pero a través de medi-
das de longitud. ‘

Gerardo (10:0) Elige el terreno circular para medirlo.

Exp:

Ge:

Ge:

N

Ge:

Exp.:

Ge:

EXp 1

Ge:

Exp:

;Cémo lo medirias? : ‘
Ah, pues con circulos.
(Le doy los de la caja)

Si, sabiendo cuanto miden estos, lo llenaria todo el te-

rreno y contaba (acomoda circulos de ambos tamafios, sinsa

lirse ni encimarlos, cubriendo lo més posible). Ya.
¢Cuinto mide?

iCulnto miden estos? (los que usb para cubrir)

;,Cémo podrias medirlos? |

Ah, con el estambre.

Pero estamos midiendo el pasto, no el alambre.

Si, por eso lo 1llené todo. '

(Gerardo nos muestra muy claramente que esti pensando en
términos de pedazos de superficies; sin embargo pone el
hilo alrededor de un circulo chico (2.2 cm de didmetro) Yy
lo corta. |



Ge:

Exp:

Ge:

Santiago (6:9) para medir lo cubre casi to-

Mide su longitud con la regla).

Son 7 y medio. Ahora los cuento (cuenta el nimero de cir-
culos pequefios que usd para cubrir) son 30x7 1/2 (hace la
multiplicacidén) son 225 de la mitad del terreno.

;De 1la mitad? - ‘

Bueno, no de la mitad, de los huecos que 1llené con chiqui
tos. ‘ ’
(Mismb procedimiento para los circulos grandes: al final
suma los dos resultados. Mas adelante usa cuadrados y
tridngulos para cubrir el terreno y sigue el mismo proce-
dimiento de medir el perimetro de cada figua, esta vez di
rectamente con la regla).

talmente con cuadrados, triidngulos y circulos de diferentes ta

mafios.

-Sa:

Exp:

Sa:

Ahora lo voy a medir con la regla.

¢Las figuras no te sirvieron?

S1, si me sirvieron para ponerlo todo asi, y ahora ya pue
do medir cada parte con la regla (toma la regla y va mi -
diendo un ejemplar de cada figura).

Para el cuadrado grande mide dos lados consecutivos, el
ancho del cuadrado -por en medio- y la diagonal -a la que
1lama esquina- (Fig. 1). Para el cuadrado chiquito
(1.5x1.5 cm) toma solo dos lados consecutivos y la diago-
nal, en cada ocasibén dice en voz alta la medida) tres,
tres y cachito, siete y cacho grande. A los triéngulos
chicos les mide la hipotenusa y la distancia del punto

80.



A los triingulos mis grandes les mide los tres lados y la altu

medio de ésta al vértice opuesto. A los circulos les mide
asi (Fig. 2).

-

Fig. 1 . _ Fig. 2

ra correspondiente a la hipotenusa. Esti pendiente que yo ano-

te todos los nGmeros que &1 dice).

Sa:

Ahora lo juntaria todo, tres veces lo del cuadrito porque
hay tres, cuatro lo del circulo porque hay cuatro... para
saber lo que mide todo el pasto.

(Habia colocado para cubrir la figura 3 cuadritos, 4 cir-
culos... etc).

Victor (7:6) para medir el terreno rectangular de 21x28 cm:

Vi:

Tendria que ir poniendo puras rayitas asi (pone la regla
a lo ancho muy cerca del borde, empezando del cero, y

cuenta hasta el 21; la corre un poquito -3 mm- hacia aden

tro y sigue) 22, 23, 24... 42 (1a vuelve a correr dos mi-

limetros y sigue contando). Asi tengo que ir subrayando y
ya llego... mediria como 900.

81.
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Exp: Y los cuadritos estos que td hiciste (antes habfia cuadri-

culado el terreno) ¢no sirven para medir el pasto?

I ancho de 1la regla

Vi: No, porque me falta medir todo lo de adentro (seflala lo

verde contenido en cada cuadrado que marcd) (*).

Para medir el terreno circular,-Victor pide del material un cir
culo grande (6.5 cm de didmetro) y uno pequefio (2.1 cm de dié-
metro) y me pregunta si no hay circulos mis grandes. Le doy
algunas tapas redondas de distintos. didmetros. Victor coloca
una de ellas en el centro del terreno y marca su circunferen -

cia. Esta tapa tiene marcas alrededor, a distancias regulares.

(*) Puede apreciarse en esto Gltimo una confusidn deriva-
da del manejo escolar de las figuras geométricas que al pre
sentarlas como contornos dibujados en papel, no permite dis
tinguir entre los bordes que limitan una figura y el plano
que queda definido por esos bordes. En el lenguaje sélo:
existe esa distincidn entre el circulo y la circunferencia.



Victor cuenta las marcas.

Vi:

Exp:

Vi:

Exp:

Vi:

Exp:

Vi:

Exp:

Vi:

Exp:

¥y

Vi:

Van 54 (toma una segunda tapa, la coloca en el centro mar-
'éando su circunferencia, le pone marquitas aproximadamente
cada 7 mm alrededor de la tapa y va contaﬁdo).‘ |
¢(Cuando cuentas asi, mides la orillita o todo el pasto de
adentro?

No, medi la orillita, por eso con la otra tapa medi un po-
co de pedazo y ahora con esta le cuento més pedazo (prosi-
gue el método de marcar y contar con todos los circulos de
que dispone, dibujandolos concéntricos).

)

Ahora me falta lo de hasta adentro, este pedacito (sefiala

el espacio dentro de la circunferencia més pequefia. Suma
todas las cantidades que ha anotado).

(Ya mediste todo el pasto?

Si, casi todo. '

(Y el pedazo que estld aqui (entre la circunferencia de 1la

tapa mis grande y el borde del terreno)? '

Ese no lo medi, necesitaria un circulo de este tamafio (se-
flala una circunferencia de tamafio intermedio entre el te-

rreno y la tapa mis grande).

(Y este pedacito? (en el centro del terreno)

No, necesitaria un circulo chiquitito.

¢Culntos diferentes necesitas para medir todo el pasto?

A ver cuintos (hace marquitas pequefias y va contando)

Necesitaria como 20 circulos de todos los tamafios. Uno
bien chiquitito como una pulga y uno casi tan grande como
éste (el borde del terreno) asi ya no me faltarfa ni un
pedacito. :



Exp:

Vi:

o
£

;Y no te serviria poner estos asi adentro? (le coloco cir-
culos de cartdn).

Si, un poco...;Culnto midié este? (El circulo grande de
6.5 cm. de didmetro que estaba en el material, medido con
el sistema de las marcas en el perimetro) 34... serian

34 + 34 + 34 +... Y los chiquitos miden la parte chiquita

(los coloca cubriendo los espacios verdes que le quedaron)

Grupo III -Procedimientos referidos a superficies que logran

asignar un nfimero que corresponde a consideraciones de superfi-

cie.

Rodrigo (8:7) para medir el terreno de 14 x 21 cm. pone la re-
gla a lo ancho, por dentro del terreno

Ro:

Exp:

Ro:

sdideadassasiansane itidgeeny nhul

Mide 21 centimetros.

:No importa que sobre esto? (Le sefialo la parte verde sin
cubrir por 1a.regla.

'Si (pone la regla més abajo -corriéndola 3.5 cm., que es

el ancho de la regla, registrando cada vez 21 cm y suman-
do).

D
IVETRACETRINRAN R ANTIN ulllllid

 TTTTTITTTIOTIN PRRRIO
21 21 21
21 : +21 , - +21
42 _ 21 , 21
63 ‘ 21
: ' 84

En el procedimiento de Rodrigo puede verse claramente que, aun-

que la medida que obtiene es la de una longitud, é1 la conside-

" ra como la medida del pedazo de la superficie que queda cublier-
to por la regla.
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Erika (7:6)

Exp: Las reglas y las escuadras isirven también para medir el
pasto?
(Erika ha medido ya varios terrenos cubriéndolos con figu-
ras).

E: Si, pero se me hace mis ficil con figuras.

Exp: ¢(Cbmo podriaé medir este terreno (21 x 28 cm) con la re-
gla?
(Pone la regla encima del terreno, sin hacer coincidir nin
gln nfimero, ni la orilla de la regla, marcando solamente
su ancho)

| IO A il

(corriéndola hacia abajo y contando)

E: Son cinco

TSNS

Exp: ;Cinco qué son los que contaste?
E: Cinco... rectangulos... mide 5.

' (Describe procedimiento similar para el uso de la escua-
N, dra)

Rodrigo y Erika, son ejemplos muy claros de adaptacidén del ins

trumento (regla) para considerar superficies (cubiertas por
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ella) y no sélo.longitudes. La regla es utilizada por ellos co-

mo instrumento que cubre y mide superficies.

De manera semajante, Oswaldo emplea las escuadras y las reglas
para evaluar superficies, tomando en cuenta en cada lectura de
la graduacidén la seccibn cubierta por la regla o por la escua-
dra, y tomando en cuenta, por lo mismo, tanto el largo como el

ancho de la seccidn respectiva.
Algunos otros chicos dentro de este grupo recurren a figuras
geométricas para cubrir las superficies a medir. Veamos algunos

ejemplos:

Victor Noé (9:6) Usa por sugerencia del experimentador las figu

ras del material para cubrir el terreno rectangular

(21 x 28 cm). Lo cubre con cuadrados de 7 x 7 cm.
vi: 81, mide 3 por 4, para més r4pido si lo ponemos son 12 .

Para medir coloca distintas figuras y dice

Vi: Mide 8 cuadrados, 4 triéngulos rosa, 5 triingulos café

S triangulitos naranja.

(E1 color indica diferencia de tamafio, como puede verse en el
Anexo 1}



Claudia (9:1) mide cubrlendo con flguras los terrenos

(::::::) , contando separadamente cada tipo

de figura, y estableciendo equivalencias entre ellas para compa
rar 1os terrenos. Usa también (por sugerencia) el papel cuadri-
culado (contando 1los cuadritos contenidos en el terreno) y al
preguntarle si se podrla_usar la regla para medir el pasto nos

contesta: ''No sé... no sé cbmo".

Ana Isela (7:6) recurre también al recubrimiento para medir

O ==

(sin establecer equivalencias) : '"'Si, le pongo cuadrados y figu

- ras para medirlo, cuando tape todo el pasto'. Lo mismo hace

Erika (7&6) para medir

O O ap

Por iltimo tenemos en este grupo a nifios que utilizan las férmu

las ensefladas por la escuela, reconociendo en ellas procedimien
tos que hacen referencia a nlmero de unidades de superficie que

ccben en la figura a medir.

Ireri (11:6) calcula la superficie del terreno rectangular (21
x 28 cm) multiplicando la medida de su base (”1a que tomé como
base”) por la de su altura.

Multiplica 21 X 27.9, y obtiene 585.9

I Entonces mide quinientos ochenta y cinco punto nueve centi
| metros. ' _ - - ' -
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iQué significa? ,
0 sea, que son quinientos ochenta y cinco centimetros cua-
drados, o sea que una partecita de esto es un cuadrado, o

sea un cuadrado de un centimetro de cada lado.

pido que dibuje un cm?

(Dibuja con ayuda de la escuadra un cuadrado de 1 cm por
lado) O sea que 585 de esos cuadros caben en el rectéingulo.

pido explicacién de fdérmula

Porque aqui (base) cabrian 21 cuadritos y aci hay 27.9 o
sea casi 28 cuadritos, y al multiplicar esos cuadritos
quiero decir que se va cubriendo todo completo, toda el

idrea.

Oscar Séﬁl (11:6). Para medir el terreno en forma de cruz.

0:

Exp:

0:

Tengo que medir la base y la altura de las cuatro puntas,
y luego multiplicarlas, y también el cuadrado de en medio,
y sumarlo todo. (Lo hace y da el resultado en cmz).

Dibuja un cm2

(Dibuja un cuadrado de 1 cm por lado)

Oscar explica la férmula del rectédngulo igual que Ireri. Sin em

bargo, Oscar no recuerda la fdérmula del circulo, pero usa entol

ces papel cuadriculado y también figuras (cuadrados) para medir

su 4rea.

Phen (11:2) Calcula también el 4rea del rectingulo multiplicando

la-longitud de la base (28 cm) por la de su altura, (21l cm) y da

el- resultadc en centimetros cuadrados.

P:

Porque aqui en esto (sefiala lo verde) no pueden ser asi
los centimetros (dibuja un segmento de 1 cm de la longitud)
sino que tienen que ser cuadrados... porque si no son cua-

drados no podrias saber por ejemplo, si pones la regla asi

-

sussnad




Exp:

P:

Exp:

P:
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son 28 cm, y luego otros 28 y otros 28 (va corriendo la re -
gla hacia abajo) y no sabrias cuintas veces 28.

¢Con la cuenta ya sabes? |

Si, porque son 21 cm.

¢Caben 588 de esos cuadritos aqui?

Si.

Phen acepta también medir usando figuras para cubrir, suponien-

do la equivalencia entre ambos procedimientos.

Sin embargo, no todos los chicos que optan por la utilizacidbn

de férmulas tienen idea del significado de éstas, y en conse-

cuencia no las recuerdan correctamente, y en ocasiones no en-

cuentran otro recurso de medicién de superficie.

Manuel (11:11) Mide el "largo" y el "ancho' del terreno en for-

ma de cruz y multiplica (39 x 39 = 1511)

Exp:

Ma.

Exp:

Ma:

1511 centimetros.. ah no, metros cuadrados

51511 qué? ) —t

Esta regla ;en qué mide?

Ah... entonces son centimetros cuadrados.

Le pido que dibuje uno

Ma:

EXp::

"

Ma:

Exp:

Ma:

Exp:

Ma:

No sé dibujarlo (me sefiala en la regla la distancia de 1
mn). A ver espérame jcuidles son los centimetros, aqui del
18 hasta el 19, o el que esti a la mitad?

TG, icull crees que sea?

Del 18 al 19... entonces es un cuadrito que mide eso (dibu

ja un recténgulo de 1 cm x i cm)

¢(Es un cuadrado?

51

¢Por qué se 1lamarin cuadrados? A ‘

Porque midiendo este cuadrado. .. Ah, no, porque también mi
de el redondo... no sé por qué se llamard cuadrado.

Manuel mide también el pasto del terreno circular y el del te-

rreno en forma de cruz multiplicando largo por ancho. (En el ca
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so del circulo tomandec las medidas de un diimetro vertical y

otro horizontal.

Exp:vaY siempre multiplicando largo por ancho puedes saber cuén
to pasto hay? ;para cualquier figura?

Ma: No, para cualquiera no.

Exp: iPara cuiles no sirve?

Ma: Para el triéngulo no... porque para ése hay que hacer base
por altura sobre dos.

Exp: Y icbmo se mediria?

Ma: No, este no porque no es una figura ('), no tiene un nom-
bre de figura, no es un circulo o cruz o cuadrado o algo.
Le ofrezco las figuras para cubrir.

Ma: No, no sirven para medir, se necesita regla y que estén
derechos. '

Dolores (11:11) disefia un método muy original para calcular el
drea del circulo: '

Do: Es que yo pienso que para saber el 4rea del circulo pode-
mos imaginarnos un cuadrado encerrando el circulo, y ese
cuadrado mide casi la misma 4rea que el circulo, y como el
circulo es redondo nos imaginamos el cuadrado y después le
quitamos unos centimetros de donde empieza a hacerse re -
dondo el circulo. -

Dolores traza un cuadrilétero (intenta que sea un cuadrado con
. lado igual al dibmetro del circﬁlo) y traza triidngulos en las
esquinas (para restar del 4rea del cuadrado los tridngulos que
se salen del circulo). Para calcular el drea de un tridngulo

‘usa la férmula (bxh)/2. ("Porque asfi me enseflaron') pero, en
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vez de restarlo del 4rea del cuadrado, calcula el perimetro de
éste (midiendo 2 lados consecutivos y sumando 2 veces cada medi

da), con lo que la cantidad a restar es mayor que el minuendo.

Polores nos muestra en su razonamiento una conceptualizacidn
avanzada acerca del 4rea, y un uso muy apropiado de la propie-
dad aditiva de ésta (el cuadrado es igual a las partes que lo
componen: un circulo més cuatro esquinas), y alin de la aproxima
cibén (las esquinas no son exactamente triidngulos), pero al 1lle-
var esas concepciones a férmulas que no comprende cae en erro -
res que a primera vista aparecerian como consideraciones linea-

les, tales como medir el perimetro para conocer el 4rea.

Marta Angélica (11:8). Utiliza bxh para calcular el 4rea del
rectéingulo. '
Exp: ;Por qué?
Ma: Porque las veces que cabe la base y la altura... no, la ba
) se... las veces que cabe la base en lo que cabe la altura.
Exp: ¢Las veces que cabe la base en dénde?
Ma: No sé... en el 4rea.
Le muestro que puede medir 28 (la "base') todas las veces
que QUiera en el rectangulo. Interrumpe.
Ma: Es que me equivoqué, porque ies un rectiangulo, verdad?...

¢El rectingulo no se dividiria entre dos?...
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‘Los tropiezos de estos chicos nos muesttéﬁ{cémQ un "aprendizaje"
sin comprensidn conduce a procedimienfos estereotipados que im-
piden y obstaculizan el razonamiento y el uso de las nociones ge
neradas en el curso del desarrollo sustituyéndolo por mecanis -
mos mas o menos memorizados pero carentes de significado y, por

lo tanto, imposibilitados para ajustarse a nuevas situaciones.

Por los procedimientos que emplean podriamos afirmar que estos
nifios se encuentran en el primer nivel y, en algunos casos, en
el segundo. Sin embargo, cuando resuelven tareas menos escola-
res, sus razonamientos son mucho mids avanzados y se refieren a
consideraciones no lineales, sino de superficie (como puede ver
se en los capitulos de conservacidn, seriacién y medida no con
vencional de superficie).En seguida analizaremos a qué pueden

deberse entonces sus terribles tropiezos con las fbérmulas.



CAPITULC VI

EL PROCESO DE CONSTRUCCION DEL CALCULO DE AREAS
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VIi. EL PROCESO DE CONSTRUCCION DEL CALCULO DE AREAS -

Como se ha venido mencionando, y se puede ver claramente en los
ejemplos citados, la adquisicibn de 1la nocién de Area y de la po
sibilidad de medirla implica un complejo proceso de construccibn
por parte del sujeto. En particular, este proceso requiere del
paso de consideraciones lineales a consideraciones propiamente
de superficies, y de ia adquisicidén de procedimientos que permi-
tan asignar nGmeros (medidas) que correspondan a la magnitud de
las é4reas. '

Si, ignorando la complejidad de este proceso, la ensefianza pasa
muy pronto a procedimientos fijos o férmulas de cédlculo del

drea se corren dos riesgos muy importantes:

VI.I. Riesgos de la introduccidén prematura de férmulas en la en-
seflanza.

I) El primer riesgo es suponer como adquiridas las propiedades
y caracteristicas de esas nociones y en consecuencia arribar a
un uso mecédnico y frecuentemente a una memorizacibn incorrecta
de las fdérmulas. Las propiedades de la medida de 4reas que he -
mos mencionado en el Cap. 2 son utilizadas y presupuestas en la
justificacidén de las fdérmulas para el cdculo del 4rea de figu -
ras regulares (que por otro lado son siempre las que aparecen
'en la escuela), sin que haya un trabajo previo dirigido a su
adquisicién, o al menos a conocer si ya existen como condicio-
nes 16gicas en el pensamiento de los nifios. Nos referimos aqui
a las propiedades "ldégicas'" de la nocidén de 4rea a las que alu
‘dimos en el capitulo 2, tales como el reconocimiento de la com
posicién aditiva de 4reas, la correspondencia del orden entre

sus magnitudes y el que se establece con sus medidas, etc.

~ Por ejemplo al introducir la férmula de céhlculo de érea del



_tfiéngulo_(Bxh)/Z se dice, y en el mejorAde los casos se mues -
tra, que duplicando cualquier tridngulo se obtiene un paralelo-
gramo (o un'recténgulo] de igual base y altura que el tridngulo.
Para comprender esto es necesario suponer, por un lado, que al
poner una figura en una nueva posicién su area no varia, y que
el 4rea de dos figuras iguales es igual que el doble del drea
de una de ellas. '

Al introducir la férmula para los paralelogramos y los poligo -
nos regulares se da por supuésto que el Area de una figura es
igual a la suma de las 4reas de las partes que la componen, y
que estas partes pueden ser reacomodadas sin alterar su 4rea.

Y todavia se va m&s lejos al introducir la férmula para el cél-
culo del 4rea del circulo (considerado como un poligono de ntime
ro infinito de lados), pues en este caso se requiere pensar que
dichas propiedades permanecen ciertas cuando la particidn es con
tinua y el nfimero de partes infinito.

La falta de manejo de todas estas propiedades se pone claramen-
te de manifiesto en la imposibilidad del nifio de reconstruir
por si mismo las férmulas cuando éstas han sido olvidadas o de
recurrir a procedimientos similares cuando se enfrenta a figu -
ras para las cuales el maestro no ha proﬁorcionado la férmula
indicada.

IT) E1 segundo riesgo del paso apresurado a las-férmulas es que
éstas suelen favorecer una aritmética errdnea para las 4reas al
alimentar ciertas representaciones '"tipo perimetro' de la super
ficie tales como calcular la suma de los lados de una figura pa
ra determinar su drea. Como hemos observado en las pafinas ante
riores los chicos pasan por un perifodo largo en el cual conside
ran que la superficie depende de la longitud de las lineas que

la determinan y por otra etapa en la que ya las superficies que
dan determinadas por superficies, pero su medida es asignada ob
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teniendo nlmeros que representan longitudes. Vergnaud y sus co-
laboradores han mostrado en mGltiples estudios sobre las estruc
turas multiplicativas (*) que al introducir el manejo dellongi—
tudes como procedimento para calcular'éreas, lo que se obtiene
es un manejo aditivo de tales longitudes en correspbndencia con
las representaciones antes mencionadas y con la enseflanza del
modelo de '"'suma abreviada" como significado Ginico de la multi -
plicacidén, ("las veces que cabe la base en el 4rea')que a su vez
puede, en el caso de las medidas espaciales, constituir un obs-
tdculo en la comprensibén de las fdérmulas, segln lo analizaremos
en las siguientes lineas.

VI.2. (No hay que ensefiar los férmulas?

Las consideraciones presentadas hasta aqui pueden hacer pensar
que lo que se propone es eliminar las férmulas para el cilculo
de éreas de los programas escolares de la primaria, o al menos
retrasar su aparicidn cuanto sea posible; sin embargo, debemos
analizar cudl es el interés de la presencia de las férmulas en
los contenidos escolares, y si su presentacidn lleva méis lejos
el desarrollo conceptual acerca de la medida de 4reas, o si sim

plemente abrevia y facilita el proceso de célculo.

Los problemas del manejo de férmulas para el cdlculo de 4reas
y vollmenes remiten a la adquisicidén de RELACIONES entre las di
ferentes cantidades o magnitudes espaciales. Estas relaciones
ponen en juego -como lo afirma J. Rogalski (**) un doble proce-

so de diferenciacidén y de coordinacidn:

(*¥) Ver bibliografia de los autores Vergnaud, Ricco, Rogalsky.

(*¥*%) La adquisicidon de la nocidn de dimensionalidad de las me-
didas espaciales, pag. -



-Diferenciacién de diversas propiedades simultidneamente presen-
tes en un obJeto o figura (su longltud su forma, la longitud
de su contorno, su area, etc.)

-Coordinacidén de esas propledades.de manera no solamente cuali-
tativa, sino cuantitativa, arribando a las llamadas '"ecuacio -
nes de dimensiones': |

S=Lx1L, V=LxLxVL = S x L

Rogalski aborda el trabajo sobre esta apropiacidén de la "dimen-
sionalidad" de las medidas espaciales a través del estudio de
las invariantes de ciertas transformaciones -las semejanzas-
(que forman un grupc) que act@an de manera diferencial para las

3 medidas espaciales:

"A una semejanza de razdn 'r' se puede asociar una inva -
riante propia de cada magnitud... que es la razdén de la me
dida transformada a la medida de la figura inicial. Para
la longitud esta invariante es r, para la superf1c1e la in
variante es r2 y para el volumen la invariante es r (es-

ta propiedad es equivalente a la apllcac1on de 1las ecuac1o
nes de dimensiones)'"(¥*)

- Pero, (qué tanto esta nocidn de dimensionalidad de las medidas

espaciales es accesible a los chicos en la presentacidn escolar
de la medida de Areas?

VI.3. Presentacidn tradicional del tema de érea.

Esquemiticamente, se puede decir que la presentacidén tradicio -

nal del tema es la siguiente: (seguimos aqui los estudios de

(*) Rogalski, J. Acquisition des notions... 350
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J. Rogalski, y ellanélisis hecho sobre los textos oficiales de
‘la SEP, por Ma. del Carmen Alvarez (*)-

A partlr del procedlmlento de subd1V1s1on exacta de rectanoulos
en figuras-unidad (casi siempre cuadrados y afin cm ) se lleva a
los alumnos al cilculo del 4rea de rectingulos por medio de me-
didas lineales enteras (con una unidad de longitud ad hoc)., con
el caso particular del cuadrado. Se pasa entonces al cilculo del
drea del triédngulo rectidngulo (como mitad de un recténgulo), de
cualquier triéngulo (como compuesto por dos tridngulos rectéingu
los), del trapecio y del rombo (como rectidngulos transformados),
‘de cualquier poligono (como suma de tridngulos) y del circulo
(como poligono de muchos lados, sin ninguna referencia al proce
so cbntinuo), basidndose en la propiedad aditiva de la medida de
dreas.

En todos estos pasos que utilizan la férmula bésica de Bxh = S,
se da por supuesto que cualquier superficie limitada por lados
rectos es descomponible en figuras con las cuales se puede fi -
nalmente construir un rectangulo, pero nada garantiza que asi

sea, menos aln en el pensamiento de los chicos.

Estos refieren el reticulado del cuadrado y del rectéingulo al
producto légico y a la multiplicacidédn numérica, y es a través
del recurso de imaginar filas de cuadritos que suelen tener éxi
te en las tareas que se refieren al cldlculo de superficies de
esas dos figuras. Pero la experiencia muestra que ese punto de
apoyo se utiliza poco para la construccién de un conocimiento
méseldxnadO)rpara la extensidén del deminio de validez de esta

(*) Alvarez, Ma. del Carmen, aaprender a medir o aprender for-
mulas? DIE, documento interno, 1983.



adquisicién. E1 recurso mencionado no es ya utilizado por los
nifios para otras figuras y otras tareas. Asi, frente a situacio
nes menos‘estereotipadas (figuras con limites curvos, o no regu
lares) los chicos se hallan sin recursos de solucidén, al menos

sin recursos disponibles y operacionales de inmediato.

De esta manera, los nifios nos dicen que figura no 1la puedeh me -
dir porque "para ésa no sé la férmula" o '"no hay férmula", o in
cluso que a algunas figuras no puede medirseles el 4rea porque

"no son una forma" (en el caso de figuras muy irregulares o cur

vilineas).
VI.4. La multiplicacién en las férmulas de cadlculo de 4rea.

A todos estos problemas se agrega el del significado mismo de
la operacidén de multiplicar, involucrada en todas las férmulas

para el cidlculo de 4rea,

Este aspecto, que podria parecer como obvio, representd un obs-
tadculo dificil de superar en el desarrollo de la matemética
griega. Los griegos se cuestionaron por qué los resultados de
la ley de composicidn del producto no estaban definidos sobre
el mismo conjunto de origen cuando se trataba del producto de
longitudes. Es decir, ellos sabian que al sumar nQmeros reales
obtenian como resultado un nmero real. También sucedfa esto
cuando multiplicaban nGmeros reales. Por otro lado, cuando su-
maban longitudes obtenian longitudes, pero observaban que al
multiplicar longitudes lo que obtenian no era una longitud,

sino una cierta Area.

Es en gran parte debido a este problema y a sus complicaciones
cuando intervienen mas dimensiones, que se observa en Grecia

‘una absoluta preponderancia de la geometria (que permitia obte
ner resultados pricticos) sobre el 4dlgebra (que no lograba ex-
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plicar tebricamente estas "extrafiezas").

Como mencionamos antes, Vergnaud (*) sostiene que el empleo Gni
co del modelo ADITIVO en la enseflanza como significado de 1la
multiplicacidn puede, en el caso del volumen y la superficie,
constituir un obstdculo a la comprensibén de las férmulas y al
anidlisis de su significacién. -

En efecto, si revisamos los textos de la escuela primaria lo
mismo que si preguntamos a los maestros, e incluso a los nifios,
el significado que se atribuye comfinmente al producto es el de
ser una suma abreviada de sumandos iguales. Incluso en algunos
intentos de introducir la multiplicacidn con el significado del
producto cartesiano (formacidén de pares ordenados), la multi -
plicacidén pasa ripidamente a ser un recurso‘para_el conteo 4gil
del nGmero de pares ordenados que pueden obtenerse a partir de
dos conjuntos de elementos, pasando asi a ser otra vez una su-
ma abreviada.

La blisqueda de este significado (suma abreviada) crea gran con-
fusidén en los nifios frente al caso del producto de medidas, co-
mo lo hemos podido observar muy explicitamente con Marta Angé-
lica que al tratar de justificar la férmula (Bxh) para calcular
el 4rea del rect4ngulo, nos decia: "Porque es las veces que ca-
be la base y la altura... no, la base... las veces que cabe la
base es lo que cabe la altura'". ;Las veces que cabe la base en
dénde?. "No se... en el idrea', etc.

-

_(*) Vergnaud, G. Diddctica y adcjuisicién del éoncepto de volu-
men, p. 67.
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VI.5. La multiplitacién como proporcionalidad

Pero el prdducto tiene otros posibles significados, tales como .
el de proporcionalidad simple (en el caso del isomorfismo de me
didas) o el de doble o mﬁltiple_proporcionalidad, como en el ca
so del Producto de Medidas, que es el que nos ocupa.

En efecto, tal como se mencionaba en la parte introductoria, el
érea es también una magnitud bidimensional, resultado de un pro
ducto de medidas de longitud, es decir proporcional a ellas. Pa
ra Vergnaud, el producto de medidas no es bien comprendido por

los nifios sino cuando se le analiza como una doble proporcicna-
lidad. '

Esta nueva concepcidén de la multilicacibdn da pleno sentido a

las férmulas de cédlculo de superficies apuntando no solamente
(como 1lo haria la concepcibén unidimensional) a la aditividad de
la medida, sino particularmente al significado del producto de
medidas, extendiendo asi también la nnocidén del producto mismo,
considerado tradicionalmente en la ensefianza solamente como una
suma abreviada de factores iguales para observarlo ahora bajo

el aspecto de doble proporcionalidad.

Si el producto fuera siempre una suma abreviada, (se suman a ve-
ces una magnitud) al sumar abreviadamente longitudes obtendria-
mos como suma longitudes, lo que jam4s nos conduciria a una me-
dida de superficie. Sin embargo, al considerar el producto de
medidas como una doble proporcionalidad, obtenemos una nueva
magnitud, cualitativamente distinta de las magnitudes de 1los
factores, y cuantitativamente proporcional a ellas. Asi, el prg
ducto de una longitud por otra es definido como una nueva magni
tud (4rea) que es proporcional a ambas longitudes. En-particu -
lar el metro cuadrado queda definido no ya como un cuadrado de
un metro por lado, sino como el producto de un metro por un me-
tro.
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Esta consideracidn del producto de medidas como doble proporcig
nalidad no se restringe al dominio espacial (superficie y volu-
men) sino que se extiende como concepto fundamental en el domi-
nio de la fisica, en el que la mayoria de las magnitudes son de
finidas como productos (o cocientes) entre otras magnitudes ba
sicas: E1 trabajo es definido como fuerza por distancia; la ve-
locidad como distancia entre tiempo: la fuerza como masa por
aceleracibn, etc.

La doble (o triple) proporcionalidad se presenta también en muy
diversas situaciones de la vida cotidiana (consumo = funcidn del
nGmero de personas, y del tiempo; salario: proporcional al tiem
po que se trabaje y a la categoria laboral, etc.) que pueden a

su vez ser aprovechadas en la ensefianza.

Esta consideracién bidimensional o multiplicativa del &rea per-

mite solucionar problemas de medida de Areas tales como:

-Encontrar una figura del doble (triple, etc.) de &rea que una
dada.

-Reconocer que si la razdén de semejanza entre la longitud de
los lados de dos figuras es de 1 a n, la razdn de semejanza en
tre sus Areas serd de 1 a n’.

-Conociendo el 4rea de una figura, obtener informacidn sobre las
longitudes en juego.

Las investigaciones de Piaget y colaboradores apuntan al conoci

miento psicogenético de esta nocidn bidimensional del drea. (*)

‘(*) La Geometria espontdnea, Cap. XIII.
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Para Piaget, las operaciones que implican_lasbnociones de con -
servacidén de superficies, eleccién de la unidad e iteracibn de
la misma, es decir las operaciones implicadas en la medicidn di
recta de 4reas son reductibles a adiciones, sustracciones y mul
tiplicacionésllégicas. Sin embargo... '"cuando hay que poner en
relacidén los lados de un cuadrado y su Area, no se trata ya de
una'simple multiplicacién aritmética (del tipo 3 filas de 4
cuadritos en cada una) ni atin hablando con propiedad, de una
aplicaéién de ésta al espacio: interviene un cilculo de la su -
perficie como tal en funcibén de elementos linéales, y es a ese
pasaje de lo lineal a la superficie lo que constituye un proble
ma esencial" (*) |

Para Piaget este pasaje involucra la particidén del espacio como
un continuo, por oposicibén a la multiplicacibén aritmética sobre
conjuntos discontinuos y proviene de concebir la superficie co-

mo una serie ilimitada de lineas infinitamente cercanas.

VI.6. Bidimensionalidad en el problema de 1la ”duplicacién del
cuadrado".

La gomprensién o no de esas relaciones multiplicativas entre la
longitud de los lados y el 4rea es lo que Piaget se propuso es-
tudiar en el capftulo dedicado a la duplicacidén de las figuras

(cuadrado, tridngulo, circulo y cubo) (**)

Los problemas de la duplicacidn del cuadrado y del cubo fueron

problemas clisicos de la geometria griega, como puede leerse en

(*) La Geometria espontdnea, p. 421.

(**) La Geometria espontdnea, Cap. XIII. -



el siguiente relato (*)

"En un conocido pArrafo del didlogo '"Mendén' de Platdn, Sbcrates
pregunta a un esclavo ignorante cémo duplicar el drea de un cua

~drado de dos unidades de lado manteniendo la forma del cuadra -
do. Para evitar malos entendidos, Sbcrates dibuja la figura del
cuadrado de dos unidades por lado: consecuentemente, el cuadra-
do esté formado por cuatro pequefios cuadrados. La cuestidn es,
entonces, cdmo construir un cuadrado con el doble de drea. Al
principio el esclavo piensa que, al duplicar el 4rea, los lados
del cuadrado también se duplicaréin y propone entonces cuatrouni
dades para cada lado. Al obtener esta respuesta, Sbdcrates dibu-
ja un cuadrado de cuatro unidades por lado (Fig. 1.) El dibujo,
sin embargo, muestra que el nuevo cuadrado tiene un drea no do-

ble, sino cuidruple del &rea original".
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"El esclavo tiene que admitir que ha fracasado en su primer in-
tento: su respuesta es incorrecta porque al duplicar la longitud

de los 1lados ha incrementado el Area del cuadrado no en dos si-

(*) Tomado de: Moreno, Luis y Guillermina Waldegg. Geometria,
fase de captacidn. o . S .
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no en cuatro. El razonamiento-que‘continﬁa es el siguieﬁte: el
cuadrado buscédo, como es mayor que el original, debe tener la-
dos méas grandes, luego, la longitud de cada lado es mayof que
dos porque dos es la longitud de los lados del cuadrado origi -
nal. Sin embargo, nuestro experimento muestra que la longitud
buscada no puede ser cuatro. Tendri que ser un ndmero menor que

cuatro pero mayor que dos, es decir, tres.

Un cuadrado de tres unidades por lado tendrid el doble del 4rea
del original?Nuevamente Sécrates contesta a esta sugerencia por
medio de un dibujo (Fig. 2) que muestra de inmediato que el
érea del cuadrado original no se duplica tampoco de esta mane -
ra. El1 4rea del cuadrado agrandado tiene nueve cuadritos en lu-
gar de los ocho que debe tener el cuadrado buscado. Observando
el dibujo, el esclavo tiene que admitir que, de nuevo, su res -
puesta no es correcta. Finalmente Sbcrates resuelve el problema
trazando otra figura y mostrando en ella que el 4rea del cuadra
do original se cuadruplica al duplicar los lados como lo habia
hecho el esclavo, sin embargo, si cada uno de los cuatro cuadra
dos asi obtenidos se parte en dos triédngulos trazando su diago-
nal, las diagonales mismas forman un cuadrado que tiene cuatro
tridngulos iguales (Fig 3). Es obvio que el 4rea de este nuevo
cuadrado es exactamente el doble del a4rea del cuadrado original
que tiene dos de estos tridngulos iguales. Asi, logramos dupli-

car el 4rea del cuadrado y mantener su forma'.

rEl"problema tuvo inicialmente soluciones graficas (como la pre-
sentada) y sblo después del descubrimiento de los nGmeros irra-
cionales, tuvo soluciones numéricas que establecian claramente

la relacibén entre la medida de los lados del cuadrado y su Aarea.

Piaget pide a los chicos la duplicacién de distintas figuras pa
ra introducir una forma poco escolar del problema que le permi-

tird observar de qué manera el sujeto pone en relacibén la longi



tud de los lados con el 4rea, y cbmo pasa a sustituir la simple
multiplicacién 1égica de las relaciones en juego del tipo 'lo

que aumenta de ancho compensa lo que disminuye de largo' por ope
raciones mateméticas de naturaleza multiplicativa. (Tal como se

ria la rafz cuadrada).

En el nivel II (4-5 a 7:6) encontramos que la accidn de dupli -
car se reduce a la de agrandar ligeramente, pero de forma arbi-
traria. "Las primeras intuiciones topoldgicas proporcionan la in
tuicién de una superficie en tanto que cerrada por una linea".
Las superficies son por lo tanto concebidas al principio en fun
cidén de las curvas que las rodean y es por eso que el factor 1i
neal adquiere primacia. (*) '

Cuando se trata de construir las estructuras euclideanas por-
puesta en relacidn de las figuras entre ellas o entre los ele-
mentos de las figuras, esta construccidén se basard en primer lu
gar sobre las lineas como tales, es decir sobre sus longitudes -
y las superficies y 1los Volﬁmenes seridn concebidos como-depen-
diendo directamente de las longitudes.

‘La reaccidn del nivel II da testimonio de una indiferenciacidn
completa entre la duplicacidén de segmentos lineales y la de las
superficies como tales. Asi se explica que el sujeto, al lle -
gar a la duplicacidén exacta de los segmentos de recta (en el ni
vel IITI A) comenzaréd también por duplicar las superficies du -
pficando sin més sus lados o sus diémetros. Este nivel no se

distingue del II sino en que el sujeto ha llegado a ser capaz

de duplicar una recta. Esto ya constituye una verdadera opera-

(%) Piaget et al. La Geometria espontdnea en el nino, p. 408.
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cién consistente en reportar la misma longitud, haciendo inter-
venir el mecanismo esencial de la medida: la iteracidn de 1la

longitud inicial tomada como unidad. Pero para llegar a la du-
plicacibén de superficies hace falta, ademés, partir mentalmente
esa unidad para lograr una transformacidn que conserve la forma

de la figura inicial.

Las conductas caracteristicas de este nivel consisten en yuxta-
poner simplemente una supérficie igual (reaccién que pefmanece
a medio camino entre la iteracidn de la unidad de superficie y
la simple reproduccidén en doble de una misma figura), sacrifi-
cando la forma demandada, o en duplicar simplemente todas las

dimensiones.

Veamos algunos ejemplos de las entrevistas (en ellas sblo se pi

dié a algunos nifios la duplicacidn del cuadrado).

Victor (7:6) Le pido que dibuje un cuadrado del doble de 4rea
del de 7x7 cm. Marca alrededor de ese cuadrado, calcindolo.

Nuevamente explico la consigna. Répidamente dibuja entonces

otro cuadrado de 7x7 cm, junto al anterior... '"pero seria un
rectangulo".

Dibuja ahora 14X14 cm.

Vi: Asi es cuadrado... pero no, no tendria lo mismo de pasto

(que el 7X14).

Santiago (6:9) Le pido que duplique el 4rea del cuadrado de
7x7 cm, pero conservando la forma cuadrada.



Sa: No, un cuadrado no se puede... no sé cbmo

Exp: (Le ensefio 14x14 cm) ;es del doble?

Sa: No, es el triple, porque mira (coloca 7x7) en una esquina

y cuenta el resto.

S\

Exp: ;Cabe 3 veces o cabe 47
Sa: Ah, si cabe cuatro porque éste también cuenta.

Exp: ;Y cbmo le hacemos para que sea de 2 veces?

Sa: Sb6lo un rectédngulo. (TCibuja con ayuda del cuadrado un rec

tangulo de 14x7 cm).
Le construyo cuadrados mayores que 7x7 cm, pero menores

que 14x14 cm, pero no parece seguirme.

Oscar (11:6) Le pido construir un cuadradd del doble de 4rea
que el de 7 x 7 cm.

O: Pues si, si se puede... éste son 49, el doble serian (ha-

\ ce la cuenta mentalmente) 98 cm2 y 98 dividido entre dos
son 49 de cada lado. (Pone la regla para ver los 49)...

ah, no, est4 grandisimo. ' ' '

Exp: (No es el doble? _ _ ,

O: No, es mucho... entonces séria de... No, no 1lo puedo ha

cer porque es como el cuadrito verde (4x4 cm) porque no se

puede saber cuéntas partes del verde hacen el amarillo

(1.5x1.5 cm) no tiene la mitad ni nada, y asi aqui no se
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puede tampoco. (Oscar hace referencia a una situacidén ante
rior, en la que no pudo determinar qué parte del cuadrito
verde (4x4 cm) es el cuadrito amarillo (1.5x1.5 cm).
Insistob |

S6lo que sea un rectingulo. (Dibuja 7x14 cm), pero no, cua

drado no se puede, porque no se sabe de cuidnto tiene que
ser.

Rubén (8:0) Le pido que dibuje un cuadro del doble de pasto que
el cuadrado de 7 x 7 cm.

Ru:

Exp:

Ru:

Exp:

Ru:

Exp:

Ru:

Es como éste (me da un rectidmgulo de 14x7 cm).
Bueno, ese terreno si tiene el doble de pasto. Le caben 2
cuadros amarillos, pero yo quiero que le entren 2 cuadros,

que tenga lo doble que éste, pero que tenga forma cuadra -
da.

(Lo puedo hacer?

s1. |
(Dibuja, con ayuda del rectidngulo, un cuadrado de 14x14 cm)
no, no puedo (antes de terminarlo niega poder hacerlo):
(Por qué no?. Trata de imaginarte una forma.

(Toma 2 cuadros amarillos y con el dedo, sefiala 2 cortes

perpendiculares en cada uno de ellos con-

tando las partes -hasta 8-). Seria uno de 8. (Dibuja, sin

~conservar la dimensidn, una figura cuadrada -de aproxima-

damente 2.5x2.5 cms.
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Vuelve a contar hasta 8 y ahora dibuja

.

Ru: Le faltarfa un pedacito, pero as{ es de 8.
Exp: ¢(Cémo le harias para que quede bien cuadrado?
Ru: Sblo que asi (completa el cuadrado, con 9 pedacitos) pero

asi queda un poco mis que 2 (2 cuadros).

El nivel III B marca una vuelta interesante, sin solucién opera
toria del problema y con simple bésqueda empirica. Hay un inten
to de puesta en relacidn entre la longitud del perimetro y la
superficie‘a duplicar, basada especialmente en una creencia de

proporcionalidad simple entre Perimetro y Area.

El sujeto toma conciencia de que duplicar los lados lo conduce
a una superficie de més del doble, y utiliza la experiencia ad-
quirida en los primeros intentos, de tal manera que las cons -
trucciones siguientes testimonian la anticipacidén que le permi-
te acercarse cada vez mis a una intuicién-exaéta. El sujeto de
‘este nivel busca descomponer y recompensar las totalidades
(superficies) en funcidén de sus partes.

\\

Marta Angélica (11 8) Le pido que haga un cuadrado del doblede
drea que el 7x7 cm.

Ma: (Dibuja 14x14 cm -con regla, por fuera-; le pone el cua -
drado de 7x7 encima). No, tiene 4 veces... No podemos, por
que sblo que sea un rectingulo asi (sefiala la mitad de su
cuadrado -14x14- mostrando que entra dos veces el cuadri-
to).
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Le digo que si no podria hacer un cuadrado mediano, no tan
.chico como 7x7 cm, ni tan grande como 14x14 cm, para que
quepa sblo 2 veces.

‘Ma: No, porque se haria un rectédngulo... si lo partimos a la

mitad (el 2° cuadrado de 7x7 cm)... cortaria a la mitad

(dibuja en el cuadrito). Si 4ste tiene 49, el do-
ble seria 98. (Construye N con el corte en el 2°
Cuadrado).

No, no me sale.

Exp: Sin usar los cuadritos, ite sirve saber que mide 98 el del

doble?
Ma: Si... 98 lo divido entre 2,... es 49... No,... harfa uno
.que tenga 49 de lado... No, mejor 98 entre 4, porque son

4 lados (hace la divisidén) Haria un cuadrado con 24 de ca-
da lado,como son 24 por 24 (hace la multiplicacidn) son
576... No, tienen que ser 98, no sé cémo hacerlo de 98.

Polores (11:11) Le pido que haga un cuadrado del doble de 4rea

del cuadrado de 7x7 cm. )

D;' (Dibuja un rectingulo de 14x7 cm)... ¢un cuadrado?

Exp: Si, porque ese tiene el doble de drea pero no es cuadrado,
ino? _'

D; (Piensa largo rato) Podria dibujar uno qué tuviera 49 cen-
timetros de un lado y 49 del otro.

Exp: Si lo dibujamos ;de qué 4rea de saldria?

T: Muy grande.

Exp: ;Seria de la misma 4rea que el rectidngulo que dibujaste?



Exp:
Exp:
Exp:

Exp:

Exp:
Exp:
Exp:

Exp:

Exp:

Exp:

11

No, serfia mucho mis grande... Es m4s grande que el doble de
este. . '

;Cémo le podemos hacer?

Su perimetro lo '"doblegamos" (en-vez de dupiicamos).
¢Cébmo 1o harias?

Lo multiplico por 2...

:Cuil es el perimetro de éste?

Es 7 cm.

(E1 perimetro?

No, eso mide la base. Duplicaria la base y la altura. (Li-
buja un cuadrado de 14x14 cms usaando la regla).

(Ese tiene el doble de 4rea que este?

8.

,Cabe 2 veces?

No, cabe 4, es el '"cuidruple".

.Cémo 1le hécemos'para que sea el doble?

Lo dividimos entre 2 para que sea 2 veces.

¢Qué dividimos?

La base y la altura... (pone 2/14 ) Ah! no porque sale uno
igual a ese (cuadrado de 7x7 cm)... le podria sumar siete
de 1o largo y lo ancho... No, pero me saldria igual a este
(14x14 cm). Dividir todo el perimetro entre 2:.. me va a
dar un rectidngulo aunque quiera yo un cuadrado (sefiala el
cuadrado de 14x14 cm dividido en 2 recténgulos).

A ver,-tenias el cuadrado de 7 cm en caca lado. Si le au-
mentas 7 de largo y 7 de ancho te sale muy grande (qué po
trias hacer para que no te quede tan grande? |
(Se queda callada) »

(Y si le aumentas menos de 77?

si, 1le puedo aumentar 5 (marca con la regla);

. 7 5

.




Exp:

Expe

Exp:

Exp:

D:

Exp:

N

;No le aumentarias hasta aqui (A)?
Si, le aumentaria 5 de largo, pero 7 de ancho. Pero me sa
le un rectidngulo (de 12 x 7) '

¢(Cébmo hacer para que sea un cuadrado?

‘(Vuelve a dibujar, de otro lado de la hoja, el cuadrado

de 7 x 7 cm. Le marca 5 cm de largo y 5 cm de ancho més)

No, no me sale. '
B

¥ A

5 B
(Con ayuda mia dibuja el cuadrado de 12 x 12 cm sobre eso)
.Ya es el doble?

(Pone el cuadrado de 7 x 7 cm sobre el pedazo A que aumen

td, marcando la parte que sobra.

(Coloca luego esa parte sobre B). No, es mis del doble (es

decir que le sobra una parte de B).

gQué podemos hacer?

Aumentarle un poco menos.

(Le dibujo encima el de 11 x 11 cm) (Es el doble?

(Repite el procedimiento de comparar el cuadrado 7 x 7 cm
con los pedazos que aumentd)

(Entonces?

Le seguimos reduciendo, que sean 3 centimetros aqu1 (1o
que/aumenté),vhasta que nos dé el doble.

Phen (11:12) Le pido un cuadfado del doble del érea que el cua

drado de 7 x 7 cm.

P:

(Recuerda que ése media 49 cm? de drea). Si, si se puede.
(Dibuja uno de 14 x 14 cm -lo dibuja con ayuda del cuadri
to, poniéndolo 2 veces cada lado. Cuando lleva 2 lados di
bujados sefiala con el dedo, visualizando que cabria 4 ve-
ces) el doble? | '

 Exp: Si, el doble de 4rea.

16337



Exp:

Exp:

Exp:

Exp:

114,

(Dibuja uﬁ rectdngulo de 7 x 14 cm -con ayuda del cuadri-
to) (Asi? | ' v

Bueno, ese es un recténgulo del doble de 4rea, pero yo
quisiera un cuadrado (se puede? '
Si...'(pone la regla sobre el cuadrado de 7 x 7 cm. Sefia-
lando la marca de 3.5 cmi;dibuja un cuadrado de 7 x 7, v a
partir de sus ladoé marca 3.S.cm mas).

3.5

3.5

3.5

{Por qué marcas asi? .
Porque la mitad de 7.cm son tres punto cinco, entonces 1lo
hago asi para que sea la mitad de cada lado. (Cuando lo
acaba pone la regla en uno de los lados y dice) No, mide
mucho més del doble. |

¢Cémo harias uno del doble? '
(Sefiala con el dedo un cuadrado inscrito en el que acaba

de trazar. Marca ahora 1.5 cm fuera de cada lado)

(Ese es del doble del 4rea que este? (7 x 7 cm)
Si, porque con todo esto (sombreado), se podria hacer un
cuadrado igual, y entonces es el doble.
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Finalmente es pfeciSO'mencionar que en el gran avance concep-
tual que repfesehta para la medida de superficies el paso de
las consideraciones lineales a consideraciones propiamente de
superficies interviere también el fendmeno observado. por Vinh-
Bang y Lunzer(*j»relativo a la existencia de un momento en el
desarrollo en el cual la conservaciédn de una de laé magnitudes
del objeto (por ejemplo su perimetro) esti asociada a la con-
servacidn de otra de sus magnitudes (por ejemplo su 4rea).. Es-
te desarrollo se considera detalladamente en la seccidén sobre

Relacibnes'entre‘Perimetro y Superficie (Cap.7)

(*) Conservations spatiales: XIX.
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VII. RELACION PERIMETRO-SUPERFICIE
VII.1 Las experiencias de Vinh-Bang y Lunzer. (*)

Vinh-Bang y Lunzer observaron que cuando el nifio llega a elabo
rar sus primeras nociones de conservacidn se construyen ademis
falsas conservaciones, tales como la de la superficie de una
figura que se modifica 4l tiempo que se deja constante su peri
metro, o la del perimetro de figuras distintas que se obtienen
por reacomodo de partes de una superficie. Estudiaron pues, la
- 2 - - )
construcclon operatoria de las relaciones entre la conserva -

cibén y la variacidén para el caso de P-S.

Los dispositivos empleados consisten en:

I. Partiendo de un hilo de algodénAqué inicialmente forma un

cuadradoAy desplazando los clavitos gque mantienen el hilo:en

los cuatro &4ngulos, se transforma el cuadrado en rectingulos ca

da vez mernos anchos hasta alcanzar la superficie limite nula.

e

(*) Bang, Greco, et.al. La epistemologia del espacio/Trad.
: Jorge A. Sirolli. Buenos Aires: Ateneo, 1971.

NOTA: Un andlisis detallado del tipo de funcionamiento propio
de estos razonamientos se puede encontrar en: Bronckart
y Rappe du Cher. Relations entre surfaces et périmétres
des rectangles, en Piaget, et.al. Recherches sur
l'abstraction réflechissante. Vol. II. Paris: PUF,. 1977.

e

.
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II. Partiendo de un cuadrado formado por bandas de cartdn, se
le transforma paulatinamente en rectidngulos de igual 4rea, pe-

ro cada vez mis angostos y largos.

"

Las preguntas hechas se refieren en ambos casos a la conserva-
cibén, aumento o disminucién de la superficie y de la longitud

del contorno de las figuras consideradas.

.Una vez conseguida la conservacibén de una de estas propieda -
des, los nifios act@ian como si existiera una necesidad 1lbgica
de que otras propiedades del objeto también se mantengan cons-

tantes (o en cierta etapa se compensen una a la otra).

Lunzer formuld la hipbtesis de que en la etapa de Compensacio-
nes cualitativas, que consisten en compensar lo que s agrega-
do en un lado quitédndolo en el otro, (sin recurso alguno de 1la
cuantificacidén) el nifio generaliza su tendencia a las conserva
ciones, aplicédndola a casos de transformaciones no conservado-
ras, como las descritas, y observd que la disociacidn de 1las

Qropiedades en juego (longitud y superficiej se efectlia por in
fluencia de las medidas desde el fin de las operaciones concre
tas y por anticipacidn deductiva apenas hacia el término de las
operaciones formales. o

VII.2 La relacibén Perimetro-Superficie en la entrevista.
En la presente investigacibén hemos tratado de analizar si las

~relaciones supuestas por el nifio entre la conservacidén del pe-

rimetro y la de la superficie estédn particularmente favoreci -

Q

Q
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das por la situacién de transformacién en la que una de las
propiedades si se conserva (como es el caso en la de Vinh-Bang)
o si esta suposicién de relacibén se da con igual fuerza fuera
de las situaciones de transformaciénAparcialmente conservado-
ras empleadas por Vinh-Bang y Lunzer. '

La hipbtesis especifica era que, ante 2 superficies A, B, para
las aue se establece claramente que 4rea (A) > 4rea (B) el
chico supondria que, anilogamente, perimetro .(A) ? perimetro
(B), y que por lo tanto encontraria contradictorio que si el
4rea (A) es mayor que el 4rea (B), el perimetro de B seamayor
que el perimetro de A.

La experiencia consistia en presentarles los terrenos

(ya descritos), pedir que compara -

» - . 2 z

ran sus 4reas, y una vez hecho esto, predecir coOmo serla la
-/ 2 - . - -/

comparacibén entre sus perimetros, verificar la predicciOn y -

analizar los resultados.

Ademis, en cualquier otra situacibén durante la entrevista, he-
mos seguido las suposiciones sugeridas por afirmaciones o pro-
cedimientos empleados por los nifios que involucren suposicio-

nes del tipo '"a mayor Area corresponde mayor perimetro".
VII.2.1."A mayor perimetro corresponde mayor 4rea'.

Para los nifios mis pequefios de la muestra hemos encontrado que

se presupone una correspondencia de proporcionalidad simple en
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‘tre las 2 propiedades ({superficie-perimetro) de los bbjetos en
juego: El objeto que es juzgado como 'mis grande" debe, para

ellos, ser también "mis grande'" respecto a la otra magnitud.

Ma. Elena (8). Déspués de afirmar que el circulo es mis grande

porque tiene mAs pedazos de pasto para que coma la vaca'" (su -

perponiendo).

Exp: ¢En cuél necesitarid mis alambre (para poner una alambrada
“en el borde).. ‘ ,

Ma: En éste (circulo) se necesita mas porque estid mis grande.

Exp: :Dbénde pondrias el alambre? '

Ma: (Sefiala el perimetro de ambos).

Exp: ;Y en cuil necesitarias més alambre?

Ma: E1 redondo.

Exp: Mira, este tendria que dar todas estas vueltas ;no?

Ma: Si, pero no importa, porque este (circulo) es mas grande,

y necesita mis alambre.

Erika (7:6)

Le presento

E: Este (circulo) tiene més pasto.

Exp: ;Y si yo dijera que éste (engrane) tiene mis pasto? ¢cd-

‘_ mo me podrias ensefiar?

Ei (Los superpone). Este tiene mAs pasto porque la estrellil-
ta deja espacios.

Exp: ¢Y aqui no comid la vaca? (Seﬁalando los espacios)

E:  No, aqui no. ’

Exp: ¢Y si les fueran a poner una alambrada? isabes qué es?
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E:  Si los seﬁores'quisieran pbner una alambrada alrededor.
Exp: ¢En cull necesitaria més alambre?

"E: (Sefiala el circulo) porque es mis extendido.
Exp: Y si quieres estar bien segura (te sirve un hilo?

E: Si (coloca el hilo sobre el borde del circulo) ;Lo puedo

cortar? (deja los extremos superpuestos).

Exp: ¢(No importa que aqui tenga 2 veces alambre?

E: Si, (los déja superpuestos, pero bien colocaditos).

E: (Coloca un hilo alrededor del terreno en forma de engrane
_ y deja los dos hilos puestos alrededor de las 2 figuras)
Exp: ;Cull necesitd mAs alambre?

Bz (Sefiala el engrane)

Exp: (Por qué?

E: Porque ésta tiene mAs partes...

Exp: ¢M4s partes como cuél?

E: (Sefiala las curvas)

Exp: (Aunque ésta tenga més pasto,

E: Si, no importa.

Exp: (Y se ocupa mads alambre o menos?

E: Creo que son iguales.

Exp: ¢Son iguales de alambre o de pasto?

E: De alambre.

Exp: (Y de pasto?

'E: Este es mis grande (el circulo) ,

Exp: ¢Te sirvid el hilo para saber cuil necesita mis alambre?
E: Si.

NOTA: Erika no compara la longitud de los hilos entre ellos.

Ana Isela (7:6) Le>doy el terreno circular y el de "engranes"

Al Tiene més éste (circulo) porgue estd mis ancho que éste
(engrane). ’ ‘

Exp: ;Segura estd més ancho? ;De dénde?

A: De asi (seﬁéla'el didmetro), de lo ancho tiene més.

(los superpongo para mostrarle que son iguales de ancho)



Exp:

Exp:

Exp:

Exp:
A:
Exp:

Exp:

Exp:

Entonces los dos tienen igual.

Pero, este (engrane) te parecia mis chicuito, ¢no?

Si, estd mis chico. El redondo tiene mis porque estd més
grande.

iDe dbénde estid mis grande?
De aquil tiene més pasto (sefiala ) por esto esta

més grande.

Historia del alambre (le muestro dbénde se podria).
Necesita mds alambre este (redondo) porque estd mids gran-
de. '

(Porque tiene mis pasto?

No, porque'esté mis grande, por lo redondo (sefiala el pe-
rimetro).

iCémo podrias estar muy muy segura?

Recortando. A

¢,Cébmo lo recortarias?

No, recortando no sirve (se queda pensando).

.Te serviria un hilo?

Si, un hilo o un estambre. (Pone un hilo alrededor del
circulo manteniendo toda la figura y corta al terminar,
pone otro hilo alrededor del engrane y corta. Compara los
dos hilos, pero pierde cuidl era cuil. Vuelve a acomodar y

ya ve que el del engrane tiene méas).

:Y puede ser si el redondo tiene més pasto?

Si, pero este (engrane) ocupa mAs alambre porque tiene
mas orillitas.

 En este caso, la accidn de colocar el estambre ha servido a

Ana Isela para rechazar su hipdtesis original y distinguir me-

jor la magnitud-perimetro de la magnitud-A4rea.

(S
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VII.2.2. Diferenciacién de las magnitudes Perimetro y Area.

En un segundo grupo encontramos a chicos que empiezan a dife -
renciar las dos magnitudes, suponiendo sin embargo una relacidn
entre ellas. Se presenta a continuacidédn un ejemplo largo pero

sumamente ilustrativo de la blsqueda sistemitica de regularida

des ‘0 "leyes'" a las que debieran obedecer esas relaciones.

Yoatzin (11:3) Le damos el terreno circular y el de forma de

engrane. |

Exp: ¢Cull tiene mis pasto? |

Y (Los superpone y dice) Claro que en este (circulo) es més
pasto. Es como si midieran igual pero aqui le faltan estos
pedazos (sefialando las diferencias)

Historia del alambre.

Y: En éste (engrane) se necesita més porque el otro es una
rueda, y en este le tienen que ir dando vuelta a las on-
das.

Exp: Pero este (circulo) era mis grande ino?

¥ Si. '

Exp: (Y no importa que sea mis grande, el otro necesita més

alambre?
Y: (Duda) No... pues el redondo.
Exp: ¢Cémo podrias estar segura?
Y: Pues midiéndolo con un hilito o algo asi. (Pone el hilo
'\‘ cuidadosamente sobre el cartdn circular; al acabar de ro-

dearlo lo corta. Extiende el estambre y lo mide con re -
gla). v |
Ahora iria poniendo este hilo (lo va poniendo sobre el
borde del engrane. Antes de acabar). Si, ocuparia mis es-
te (engrane) porque‘todavia me falta todo esto (sefiala la
parte del perimetro que falta de rodear). '
Exp:baPor qué pensaste que el circulo podia ocupar mis?
Y Porque tiene mis A4rea, y yo crei...
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- Més adelante en la entrevista le pedimos que compare.(en'éréa)
los terrenos A y B, donde el perimetro de B es mayor que el de
CA. '

Exp: ¢Culdl tendri més pasto?

Y: (Sin superponerlos) Este (B)

Para estar segura de las comparaciones dice que hace falta me-
dir. Trata de recordar la férmula —para‘el rectangulo- pero no
la recuerda. | | '

Yi Si no, le haria con el hilito, como lo hice el otro dia
(usa estambre para_él recténgulo)-si, el B es més grande,
porque ocupa més alambre; le sobra hilo, quiere decir que
si se ocupa aqui més hilo va a tener més Area.

 Exp: $Qué mediste con el hilo? ;(Mediste el 4rea con el hilo?

Y: si... (duda). |

Exp: (Y no habrd més pasto acé (rectingulo) que acéd (heptdgo -

| no)? _ ’ |

Y: (Superpone los terrenos y seflala algunas compensaciones.

| Opta por dividir el heptigono en triénguloé y usar la fér

mula (Bxh)/2 y calcular el 4rea del recténgulo -Bxh-. Lle

gé a que el heptégono tiene menos 4rea, pero mis perime -

tYo.) - | _

Exp: Pero se‘necesita mis alambre para éste y el 4rea es més
chica (eso puede ser? ‘

Y - Si, yo creo que es porque sus medidas qué tiene en las es
quinas son més grandes'(seﬁala el perfmetro en los vérti-
ces) ' o | '



Le doy ahora a comparar el mismo rectingulo y el terreno en
forma de "lago".

Exp: ¢(En cufl terreno habri més pasto?

Y:  (Compara los perimetros) Yo creo que también es mis gran-
~de el rectingulo porque si antes me pasd que el heptégono
necesitaba mids alambre y era més chico, y ahora el este
(lago) necesita més alambre, y entonces el recténgulo de-
be ser mis grande.

Yoatzin busca, claramente, una norma que le permita relacionar
siempre de la misma manera el 4rea con el perimetro, aunque dis
tingue claraménte entre esas dos magnitudes.

VII.2.3. El 4rea independiente del perimetro.

Finalmente los chicos.llegan a distinguir ambas magnitudes,

sin presuponer una relacidén cuantitativa entre ellas.

Gerardo: (10:0) le doy el circulo y la rueda ¢cudl tiene més

pasto? v
G: ’ (Pqne la rueda sobre el»circulo y sefiala las diferencias)
N El redondo porque éste tiene estos huecos y ahf no haypas

to, y en el otro si.
(Historia del alambre)

G: Mds alambre en este (engrane) porque éste tiene bajadasy
el alambre no se puede seguir asi (por la circunferencia)
sino pdr.la bajada. Si el c¢circulo tuviera bajadas, ehtog
ées‘necesitaria’alambre en las bajédas ( Verifica con el
esﬁambre). Si, necesita mis, por las bajadas.

Exp: Pero esto tenia menos pasto ;no?
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G:  Si, también por las bajadas, porque aqui no hay pasto.

Rubén (8:0) Le ensefio el terreno circular y el de forma de en-

grane. ;Cull tiene mis pasto? o '

Ru: EI1 redondo tiene mis (sin superponer). Porque no tiene es
tas cositas (seflala curvas). Si no tuviera esas tendria
mis pasto y serian iguales. Sb6lo si los dos eran redon -
dos. '

Exp: :Cébmo le podrias ensefiar a otro nifio?

Ru: (Los superpone). Es que mira, en estos pedazos la vaquita
no puede comer, porque no hay pasto.

Historia del alambre.
Ru: En este (engrane) porque asi en las cositas va ocupando
"~ mAs y si el que es redondo nomds se va asi derechito.
Exp: Pero el redondo tiene mds pasto.

Ru: Si, pero pasto, pero el alambre da todas estas vueltas.

Muchos de los chicos que en esta experiencia llegan féicilmente
a distinguir la comparacibn de 4reas de la de perimetros, recu
rren sin émbargo a procedimientos '"tipo perimetro'™ en la medi-
cién de superficies, como si medir los perimetros fuera sufi -
ciente para calcular las A&reas.

‘.“\

El problema>es demasiado frecuente para pasar desapercibido.

Interpretaciones simplistas de la psicologia genética podrian
afirmar que lo que sucede es una de tantas 'curiosidades" en

el pensamiento del chico que se '"corrigen" por si1 mismas con

el paso del tiempo. '

Sin embargo, hemos observado que estos '"errores'" se presentan



también muy coméinmente en el pensamiento adulto. Por ejemplo
en Ayotzinapa, Gro. Escuela de Verano, Julio, 1981).

VII.3. Las situaciones de variacidén de perimetro y superficie.

Aunque a los adultos se les puede hacer ver ficilmente su
error, recurren nuevamente a las concepciones antes descritas

cuando se enfrentan a situaciones un poco distintas. (A qué
puede deberse esto? '

Seguramente estos adultos y los nifios de los grados escolares
més avanzados han realizado mGltiples experiencias de medicién
y comparacién de perimetros y superficies. Algunos incluso han
comprendido los procedimientos de medicidén o hasta han memori-
zado correctamente algunas fdérmulas. Sin embargo, ante situa -
ciones que ponen en juego la relacidn entre perimetro y super-
ficies caen en las concepciones que hemos observado y que fue-
ron presentadas por Vinh-Bang.

Pensamos que el factor mids importante que incide en este hecho
es la poca frecuencia con que se presentan situaciones que pon
gan en contradiccién tales concepciones. La escuela, que ha ob
servado las confusiones de los nifios entre las dos magnitudes

al calcular perimetrOS)?superficies, procura separarlas cuanto
sea posible, como intentando que no se mezclen en la mente del
chico, evitando poner en relacidn ambas magnitudes a través de

transformaciones de una u otra.

Por otro lado, la realidad cotidiana no ofrece tampoco muchas
. . . - - 2 2
situaciones que obliguen a reconsiderar la concepcidn segln la
cual a perimetro mayor corresponde una mayor superficie, y si
hay, en cambio, situaciones que refuerzan esa suposicidn; por
ejemplo, al comparar superficies de igual forma, la de mayor

-perimetro serd también la de mayor Area.



Este hecho ejemplifica muy claramente un principio de aprendi-
zaje: la repeticidén de tareas o el sometimiento a varias expe-
riencias no conduce necesariamente a una reorganizacidn del sis
tema cognoscitivo, y'puede, por el contrario contribuir a suril
gidez y paralizacidn.

Como se ha mostrado en los trabajos de M. Sinclairvy'Bovet (*)
el aprendizaje de las estructuras 'l6gicas o aprendizaje opera-
cional sblo se'produce cuando las experiencias a las que son so
metidos los sujetos generan un conflicto o perturbacidn que‘hg
ce posible (y a la vez necesaria) una reorganizacién del siste
ma en un sentido a la vez m&s abarcativo (asimilacién de nue-
vas experiencias) y de mayor equilibrio (menos susceptible a la
perturbacidn).

Para genérar ekperiencias de este tipo es necesario operar so-
bre transformaciones de figuras o de objetos, y no sobre figu-
ras fijas, y reflexionar sobre esas transformaciones. Cons -
truir la figura de mayor 4rea que se puede hacer con perimetro
fijo, o la de menor 4rea; construir con un 4rea fija figuras'de
mayor o menor perimetro, etc. son actividades que, ademis de
contribuir a la diferenciacidn de las magnitudes en juego, ha-
cen posible la construccidn conceptual de sus relaciones o
coordinaciones. Nuevamente aparece aqui el doble juego de la
diferenciacién-coordinacién entre las magnitudes presentes en
el objeto.

Puede afirmarse que el trabajo escolar con transformaciones de

figuras favoreceria en los nifios tanto la diferenciacidn de las

magnitudes perimetro-4rea, como su coordinacién a través del es

(*) Aprendizaje y estructuras del conocimiento.

co



tablecimiento de relaciones tales como:

-Entre poligonos regulares de igual perimetro, el de mayor nd-
mero de lados encierra un 4rea mayor. En la situacién 1limite
se encuentra que | 4

-Con perimetro fijo, la figura de mayor érea que se puede .cons
truir es un circulo.

-Entre poligonos de igual nfimero de lados e igual perimetro, el

regular es el que define un 4rea mayor.
VII.4. Diferenciacidén Perimetro-Superficie en la historia.

El problema de la disociacién de la medida de 4reas con respec
to a la de perimetro fue un problema en la historia de las ma-
temiticas.

Gow dice sobre el relato de Herodoto acerca de la medicidén de

~superficies en las orillas del Nilo:

""Imagino que el primer intento de cidlculo numérico exac-
to de 4reas fue la medicién de la periferia, un método
que era suficientemente Gtil mientras las superficies fue
ran aproximadamente de la misma forma. Pero con el tiem-
po (con las inundaciones) las superficies fueron cambian-
do de forma y entonces fue descubierto por primera vez que
figuras de igual perimetro no tienen necesariamente la mis
ma 4rea'. (*) ‘ -

La suposicidn errbnea de que figuras de igual perimetro son de
la misma 4rea aparece en los autores clidsicos. Por ejemplo, se
sabe.que Tucidides estimd el 4rea de la isla de Sicilia midien
do el tiempo empleado en circunnavegarla (es decir, estable -

ciendo una medida de su periferia).

T (*) Cow; James‘.‘ A. Short hi-story of Greek Mathematics p. 125~
126. ' : ; E
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El trabajo de Ahmes contiene muchos ejemplos del mismo error (*)

La dificultad de disociar las longitudes de las &reas es muy
manifiesta. AGn siendo magnitudes distintas de un objeto, e in
dependientes (en realidad, un perfmetro dado sélo establece el
drea mixima que tal perfmetro puede rodear), los distintosvpug
blos fueron estableciendo relaciones entre el Area y las longi
-tudes de las figuras que median.-Estas relaciones, aunque
aproximadas, eran préicticas en los problemas cotidianos mien -
tras la forma de la figura se mantuviera, pero iban siendo ca-

da vez menos precisas cuando la figura variaba mucho.

- (*) También Bourbaki, N. Elements d'Histoire des Mathématiques
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CAPITULO VIII
LAS DIFICULTADES EN LA MEDICION DE AREAS Y LOS RECURSOS INFAN-
TILES.: V

Dificultades en la actividad de medir y recursos disponibles -en
los nifios.

En este capitulo se presentan los problemas intrinsecos a la
actividad de medir una superficie y su relacidén con los recur-

sos concretos movilizados por los nifios frente a dicha tarea.

Los problemas considerados son:

1) Particién del continuo

2) Eleccidén de la unidad

3) Cuantificacidén de las unidades y equivalencias
4) Aproximacién, precisién y exactitud

5) Convencionalidad de la medida
VIII.I. Particibén del continuo

Un primer problema al que ya nos hemos referido muy brevemente
es el da la necesidad, para el caso de las medidas espaciales,
de considerar al objeto como constituido por partes diferencia
" bles. Esta consideracidén (la particidén del continuo) es una

construccién del sujeto, puesto que en la experiencia los obje
tos (en nuestro caso los objetos a medir) se muestran como to-
talidades continuas,y es el sujeto quien debe crear artificial
mente partes discretas cue no existen por si mismas para poder
medir los objetos. Se habla entonces de una '"resistencia del

objeto a discretizarse'".

La operacidén inversa a la particibén es la "composicidn aditiva
de las partes', que permite equiparar la totalidad con las par
" tes que la constituyen y hacer comparaciones ''intensivas' en-

tre algunas de esas partes y el todo.



La constitucidn de la operacién de particidn y su inversa, la
composicidn partitiVa»(que en realidad constituyen una misma
operacidén) puede ser un muy buen recurso de comparaciones cua-
litativas (mayor que, menor que, etc.j pero no constituyen toda
via una métrica. Para que ésta exista se requiere alin que se
fusionen con las operaciones de desplazamiento, dando lugar a
la verdadera construccidén de una unidad de medida, es decir,
algo equivalente a una parte del todo que se elige para ser
desplazada, iterandola sobre el objeto a medir hasta que se cu
bra la totalidad, que se considera entonces como un mdltiplo

de la parte elegida como unidad.

El recurso de cubrir con algo la superficie a medir resulta es

pecialmente ilustrativo de las dificultades de la particidn.
8.1.1. Recubrimiento y la particiédn

A la edad en que iniciamos las entrevistas (7:0) resulta

muy natural y espontédneo recurrir a algin proceso de recubri-
miento para medir una superficie. Los nifios piden o utilizan
figuras de cartdn para cubrir la superficie, recortan pedazos
de papel que la cubran o adaptan la regla o escuadra (cuyo uso
ha sido seguramente privilegiado por la escuela), utilizéndo-
las como superficies para cubrir los '"terrenos' que intentan
‘medir. . '

.

Dado que los procedimientos para cubrir se expusieron extensa-
mente en la seccidn sobre significado de 1la medicién, s6lo men
cionaremos aqui due al utilizar estos procedimientos de recu-
brimiento los nifios hablan de '"saber cuintos pedazos tiene',
"ver cuintas partes de pasto caben'", o '"contar todos los peda-
zos", haciendo una clara alusién a su consideracibn de las su-
perficies como formadas por partes, que, sin ser unidades,
anuncian ya una métrica.

(#2]
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Sin embargo, los distintos procedimientos de recubrimiento que
podrian dar lugar al desarrollo de la medicibén son usados es-
ponténeamente cada vez menos por los chicos, conforme avanzan
en edad y grado escolar, y van siendo sustituidos por procedi-
mientos estereotipados ensefiados en la escuela, que abandonan
la consideracién de las partes o la van volviendo inaccesible
a la mente del nifio.

8.1.2. Férmulas y particidnm.

Asi, para la mayoria de los nifios de 6° grado, la forma mas es
pontédnea, si no la Gnica manera de medir bien una superficie
es utilizando la fbérmula que corresponde a dicha superficie, y
solamente son validas las unidades convencionales de medida,
incluso si éstqs no tienen para ellos un significado preciso.
Solamente para dos de los chicos entrevistados (Ireri y Phen)
el significado de la férmula es de inmediato atribuido a una
manera de calcular con cuintas unidades cuadradas (cmz) se cu-
briria el terreno, y de ellos solamente Ireri ve como equiva-
lente medir cubriendo con otras unidades, mientras que Phen
niega la validez de ese procedimiento, porque entonces ''mo sa-
bemos cuidnto mide'". Cubrir con figuras distintas de las unida-
des convencionales sbdlo sirve como recurso para medir por par-

tes la superficie total, cubriendo con esas figuras y sumando

la medida de cada una de las partes, a su vez calculada en uni.

dades convencionales mediante el empleo de las férmulas. Ade-
mis de su memorizacién carente de comprensidn, los problemas
mis importantes en relacibén a las fbérmulas de chlculo de &reas
han sido ya expuestos en el capitulo sobre la bidimensionali
dad en la medida de Aareas. -

Sin embargo, presentamos a continuacién una relacibén. de hechos
que aparecieron en las entrevistas como fuentes muy significa-
tivas de error, y que sugieren el interés de investigaciones y

atencién didActica especifica sobre estos problemas:
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-La fbérmula b x h, traducida a veces en largo por ancho, es so-

bregeneralizada. En las entrevistas fue utilizada para calcular

A

del y de

el 4rea del terreno.

e incluso para el

C

-En un caso (Gerardo) niega la validez de la fdérmula para el

circulo porque '"ese no tiene ni base ni altura". Se observa
aqui que, ademis de los factores de desarrollo que hemos descri
to en el capitulo 6 que atribuyen relevancia a la medida lineal
de dos direcciones privilegiadas, el largo y el ancho, hay un
total desconocimiento del significado de los conceptos de base

y altura, que seria necesario trabajar escolarmente.

':La base es'tratada como uno (y sdlo ﬁno) de los lados de 1la
figura, generalmente el que el nifio ve como horizontal. En
cuanto a la altura predomina la concepcidn de que ésta es la
longitud maxima de la figura en el sentido vertical, pero tam-
bién se le considera como alguno de los lados de la figura, el

que el nifio ve como vertical.’

Cuando se le pregunta a Oscar por el significado de la férmula
. b xh, nos-.dice ."Porque la base es cualquiera de los lados, y
la altura también, sblo que tienen que estar asi como en una |
L (ele) y ya luego las multiplicas y te da el &4rea". |
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Estas concepciones son reforzadas por la actividad escolar que
le da a la férmula B x h un tratamiento de férmula principal
(todas las deméds férmulas se derivan de ésta) y es la Gnica fér
mula que se introduce (o al menos se'sugiere introducir) con un
significado concreto: la del conteo del nlmero de cuadritos-uni
dad que caben en el rectéingulo. |

-Las fdrmulas tienden a ser consideradas el {inico camino para

medir una superficie. Asi, sbélo se puede medir algo si se re-

cuerda la férmula apropiada, y aln méds, hay superficies que no
se pueden medir, tal como el terreno ‘

porque, como nos dice Manuel, "eso no es una forma, no tiene
nombre de figura, no es un cuadrado o circulo, o cruz o algo"

y ''se necesita regla y que estén derechos'.

Esta consideracidn se encuentra muy presente en la mayoria de
1os'adultos, incluyendo por supuesto a los maestros. Recordamos
aqui el caso de algunos maestros que durante el curso de verano
de la maestria en matemitica educativa (Ayotzinapa, Gro, 1981),
habiendo usado durante el taller el recurso de cubrir con figu-
ras para medir &reas, frente a la tarea de medir una superficié
irregular con fronteras curvas, no recurren ya a ese procedi-
miento, y buscaron en cambio a los "matemiticos" (es decir a
los maestros de niveles superiores) para obtener la férmula de
chdlculo del A4rea de dicha figura. A su vez los '"matemiticos"
respondieron tratando de encontrar la ecuacibén de dicha curva,

para encontrar el 4rea por integracidn.

En este mismo sentido, se observa que superficies ''que no son
formas'", es decir, que no tienen un nombre escolar, no apare-
cen en la escuela para ser medidas. Las que aparecen son siem-

pre formas regulares o, cuando mucho, irregulares pero de la-
dos rectos.



-Para el caso del triangulo la férmula hace aparecer nuevos pro
blemas: En primer lugar, el "entre dos" de la fbérmula (BXh)/Z
es un verdadero misterio para los nifios. Las explicaciones van
desde "porque asi me lo ensefiaron", hasta la insbélita teoria de
Marta Angélica, que nos dice que hay que dividir entre dos ""por
que quedan dos lados que no medi'" (Es decir, que si tomb un la-
do como base, y una "altura'" que no coincide con ninguno de los
lados del tridngulo, hay 2 lados del tridngulo que no ha medi-
do). A partir de esta observacién, Marta Angélica cae en cuenta
de que la altura mide diferente que los otros dos lados, lo que
‘le causa gran sorpresa.

En segundo lugar, la "altura'" del triingulo es para los nifios.
la linea que une el punto medio del lado que consideraron como
la base con el vértice opuesto, con lo. cual convierten a la "al
tura" en una mediana. Puede aventurarse al respecto la hipdte-
sis de que esto también esti determinado escolarmente, pues los
tridngulos que aparecen en los textos y ejercicios escolares
son generalmente triingulos equilidteros o isdsceles, con un la-
do horizontal, y, en estos casos, la altura de dicho lado coin-
cide con la mediana. Si pidiéramos a los nifios de 6° afio que

midan la altura de un triingulo como éste

es probable qué muchos de ellos no la encontrarian.
A estos problemas se agrega, como factor muy importante, el
"accidentado'" uso de la regla graduada para medir longitudes

al que nos referiremos un poco mis adelante. (ver Anexo 2).
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VIII.2. Eleccibn de la Unidad.
Parte-Unidad -

Como ya se menciond, para que exista verdadera unidad de medida
se requiére un objeto equivalente a una parte que se itera so-
bre la totalidad del objeto. La unidad debe ser:

 -Una superficie plana (para el caso del drea) _

-De tamafio préctico en relacidn al objeto a medir. De acuerdo a
la teoria (matemitica) cualquier tamafio de la unidad es igual-
mente Gtil para medir, pero en términos practicos (modelo fisi-
co) es mejor elegir una unidad adecﬁada a las dimensiones del
objeto. Cuando los nifios utilizan figuras para cubrir la super-
- ficie a medir eligen de entre las disponibles las figuras (uhl
dades) de mayor tamafio que entran Varias.véces en el objeto, y
s6lo después de ellas eligen unidades mis pequefias para los es-

pacios restantes.

-Para el caso del 4rea, preferentemente la unidad debe ser de
forma adecuada para cubrir el plano. Aqui, nuevamente, Vemos
que en términos matemAticos la forma de la unidad puede ser
cualquiefa, pero en la préictica la eleccién de unidades que cu-
bren totalmente (o de manera continua) el plano facilita mucho
la operacidbén de medir, puesto que no van quedando espacios in-
termedios sin cubrir.

La seleccibén de la unidad convencional cuadrada para medir
dieas de entre muchas posibles, implicd seguramente en la histo
ria un largo periodo de observacidn y construccidn. Gow(*)

piensa que la utilidad de la unidad cuadrada fue quiza sugerida

‘por el aspecto de las construcciones de piedra o ladrillo. Sin

(*) Gow, James. A Short history of Greek mathematics, p. 126.



embargo se sabe que los pitagbricos estudiaron otras figuras y
mostraron que un entorno a un punto se llena cbmpletamente con
6 triéngulos equilateros, 4 cuadrados o 3 hex4dgonos regulares,
(también con otras figuras no regulares) y por tanto esas for-
mas facilitaban la medicidén de 4reas.

En todo caso, debe tomarse en cuenta que la construccibén de una
unidad cuadrada o rectangular requiere de la consideracidn del

dngulo recto, y de alguna forma de verificar la perpendiculari-
dad. |

Recientemente se han estudiado cbddices de la época de la con-

quista (*) que revelan que los aztecas utilizaban unidades cua-

dradas de érea para los terrenos agricolas y, aunque se descono
cen procedimientos para el cidlculo de 4reas, éstas se acercan
mucho y en la mayoria de los casos coinciden con las que .pueden
calcularse mediante el producto de la longitud de los lados de
los terrenos, suponiendo o verificando que éstos formaban 4ngu-
los rectos. Estas unidades cuadradas fueron seguramente desarro
lladas por los pueblos nahuas pues, en la misma época, los eépg
fioles se refieren a los terrenos agricolas solamente por su lon
gitud, sefialando ademés alg@in indicador del ancho.

Una de las observaciones mis interesantes y reiteradas durante
las entrevistas es el hecho de que los nifios busquen esponté-
hpamente utilizar figuras semejantes al objeto a medir para‘cg
brir éste, particularmente que usen cfrculos de todos tamafios
para intentar cubrir el terreno circular y cualquier otro con

" linea frontera curva. Esta eleccidén no es cambiada por los ni-
nos a pesar de las dificultades que implica pretender cubrir
con circulos un plano. '

(*) Harvey, H.R. y B.J. Williams, Aritmética Azteca... p. 29.
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Adem4s de las figuras circulares los nifios se inclinan, en es-
tos casos, por el uso de los transportadores(*) y de la "regla
curva" (que incluimos en el material disponible después de que

un nifio lo solicitd durante las entrevistas preliminares).

Los transportadores y la "regla curva" se abandonan réipidamente
al observar que su curvatura es fija, y por lo mismo no se adap
ta para cubrir cualquier objeto.

La explicacidén de la bisqueda de unidades con forma similar al
‘objeto a cubrir se encuentra en los estudios realizados pof
Piaget con relacibén a la forma de las partes obtenidas al divi-
dir segmentds o figuras y a la posibilidad de realizar continua
mente tal particidn. Ese estudio muestra que durante un muy lar
go periodo la parte es solidaria de la forma de la figura o seg
mento de la que fue obtenida, e incluso el punto, que en cierto
momento del desarrollo se postula como el limite de la parti-
cidén posible, es un punto que conserva la forma de la figura
original. Bajo estos hallazgos es lbgico suponer que el nifio
buscarid que las partes-unicdad conserven la forma de la totali-
dad o al menos algunas de sus caracteristicas importantes. Asit
particularmente los nifios mis pequefios de la muestra, rechazan
el uso de cuadrados y tridngulos para medir el circulo y otras
figuras de lados curvos porque "estos estén derechos y se nece-
sita que sean redondos" o "porque con cuadros y tri&ngulos siem
pre sobra o falta una parte"

(*) Un transportador es un acompafiante indtil por varios aros
de los "juegos de geometria" que se exigen como materiales
escolares desde 2° grado, sin que nadie lo use, ni hable.
sobre su uso, hasta los Gltimos grados de la escuela prima
ria. Los nifios parecen encontrar en la medida de superfi-
cies con linea frontera curva una oportunidad para usar
ese objeto misterioso. ‘
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Un problema en cierto sentido inverso es el que se presenta en-
tre los nifios mayores, una vez que han adoptado unidades cuadra
das (convencionales o no) para medir &reas. Cuando utilizan el

roceso de recubrimiento para medir el circulo o el terreno
5 b4

estos chicos observan aue, por mis particio-

nes que hagan de la unidad elegida, nunca llegan a cubrir la fi
gura hasta el limite curvo que la define, dudando entonces de
la utilidad de las unidades cuadradas para medir este tipo de
superficies. Un caso especialmente significativo a este respec-
to es el de Oscar, qué ha medido sin mayores problemas figuras
rectilineas usando las férmulas. Cuando se le da el circulo pa-
ra medirlo, Oscar se queda pensando largo rato, 'No, no sabria
...es que ya no me sé la férmula'".
Exp: ¢(De qué otra manera se te ocurriria medirlo?
Oz No, no se me ocurre nada.
(Se le ofrece papel cuadriculado transparente y figuras de car-
tén). ' '
Exp: ¢(Te sirve algo de todo esto?
O: No, no sé como...poniendo el papel (cuadriculado) asi en-

cima voy a marcar el circulo y ver adentro cuéntos cuadros

son, y luego los que sobran, por ejemplo este que sobra

, mis este pedacito de ach I

ya formaria otro cuadrado.

aqui

Sefiala de la misma forma tres parejas bien compensadas. Marca
‘el circulo en el papel cuadriculado y dentro de ¢l marca los
vértices de un rectiangulo (el mayor posible formado por cuadri
tos completos) y repasa las lineasAQue 1o'forman. Mide con re-
gla los lados de este rectangulo y dice que '"los multipliCaria

'y a eso le iria sumando los pedazos que me faltan'". Me explica



que formaria rectédngulos (sombreados en el dibujo) y les medi-
‘ria su base y su altura.

- Exp:

VExp:>

Gz ///, A
b
LA

¢Y los pedazos que faltan?
Asi, por ejemplo coh:estos dos (pareja que compensa) se 1lo

juntaria al cuadrado, como haciendo un cuadrado mas grande

142,

(se refiere a su recténgulo) y cada vez ir formando el cir.

culo... pero no, e€s que no sirve, porque se haria un cua-

‘drado y no un circulo, y no sirve.

Con esta parte y esta, harias otro cuadrito eﬁtero, y ese,
¢se puede medir?

Si (toma una regla y le mide un 1ado -2 cm- luego mide el
otro lado y calcula mentalmente) Son 4 centimetros cuadra-
dos, pero no se puede, poque me quedéria una figura como
cuadrada, no un circulo, mira. (Me sefiala que, él hacer
las compensac1ones, le queda una figura polloonal

T 1T T :H T
L T 1 |

-]
=

Vi .Y
7 =

/ | \\\

Y esa figura, ino tiene la misma 4rea que el circulo?




0: No, porque es como cuadrada, no son iguales.
Exp: ¢Entonces los cuadritos no sirven para medir el &rea de €és
te?

0: No, sblo para los que son un cuadro o un rectangulo.

Problemas similares a los de Oscar se planteaban los griegos en
lo que hoy conocemos como problemas relativos a la cuadratura .
del circulo. Los gebmetras griegos se preguntaban si era posi-
ble encontrar un cuadrado con &rea igual a la de un circulo da-
do, y este problema (junto con otros similares) ocuparon muchas
paglnas y hombres de la época. Hoy se puede demostrar que el
problema no tiene soluC1on con regla y compés, pero el problenma
»de fondo era saber si 1as figuras curvilineas (circulos, medias
1unas, etc.) podrian ser transformadas con exactitud en figuras
rectilineas y podian, por lo tanto, medirse con iguales unida-
des.

La ensefianza de la férmula para el chlculo del 4rea del circulo.
(TI x rz) no hace sino ignorar y ocultar esos problemas. En la
escuela, en el mejor de los casos, se justifica dicha fbérmula
hablando del circulo como un poligono con un ntmero infinito de
lados, pero ese ‘pasaje al "infinito", lo mismo que las pchlia-
ridades del nfimero 'II" (pi) son un oroblema conceptual que la

escuela. ignora.

7La formula del 4rea del circulo es el unlco pasaje al infinito
que encontramos en los contenidos- de la escuela primaria y aun
que la construcc1on de ese concepto fue un obstéculo fundamen-
tallque detuvo durante siglos el desarrollo de las mateméticas,

la escuela lo trata como una definicibén méis a memorizar.



VIII.$. Cuantificacidén de las unidades y equivalencias.

Paralelamente al proceso de particidén del objeto debe darse una
cuantificacidén de las partes para obtener, como resultado, una
medida. La actividad de recubrimiento no garantiza en s{ misma
la apropiacibn de 1la medida, ya que ésta involucra la asigna-
cién de un nlmero que represente la magnitud del objeto en rela
cién a la magnitud de la parte-unidad.

Para algunos de los nifios mis pequefios que integraron la mues-
tra, cubrir y asignar un nGmero no significa cuantificar la mag

nitud area. Dos terrenos pueden '"medir" lo mismo, pero no por

eso ambos tienen lo mismo de Area en la mentalidad de los nifios.

En esta etapa ante los terrenos

y

dicen que ambos miden 4 cuadrados, pero, por ejemplo, el terrenc

tiene mis pasto porque "esti mis estirado',

Estos nifios al cubrir reconocen la congruencia simple entre el
objeto y las partes que lo forman, pero no han logrado apropiar
se de la denominada congruencia compuesta que se deduciri del
manejo de la transitividad de una medida comfin. Pero como 10s
pedazos reunidos qué sirven para cubrir una superficie dejan de
ser iguales a ella tan pronto como se les: ‘desplaza, no puede.
hablarse aqul de métrica alguna.

En un segundo momento, el conteo de las figuras con que se cu-
bre es considerada ya por el nifio como una cuantificacién de la
magnitud: a medida mayor corresponde un 4rea mayor. Sin embargo,
el nifio cuenta todas las unidades que ha usado como siendo de

la misma magnitud. En este nivel el nifio aceptara que el terre-

%

fom



no ' es igual al terreno (mide lo mismo,

tiene igual de pasto, etc.) pero dirid que el terrcno

tiene mis pasto que el terreno pues éste mide sdlo

cuatro (cuadradbs) mientras el primero mide 7 (sin importar que
sean triingulos de la mitad del Area del cuadrado).

Veamos algunos ejemplos.

Ma. Elena (8:0) cubre el terreno rectangulér de 21 x 28 cm con
cuadrados (12) y el terreno circular con cuadrados, triédngulos

'y rectingulos de diversos tamafios (37 figuras en total).

Exp: (Cuil es mis grande? (Cudl tiene mé&s pasto para la vaca?:

Ma: Este (circulo) porque tiene més.

Exp: Pero al redondo le pusiste pedacitos muy chiquitos.

Ma: Pero no importa, porque acid son muchos, son 37, y acé sbdlo
caben doce.

‘Exp: (Y cudl tiene més pasto?

Ma: Pues este (circulo) porque le caben més pedazos de pasto.

Exp: ¢(No importa que sean chiquitos?

Ma: No, no importa porque son mis, y este (circulo) tiene més
pasto. |

Rodrigo (8:7) mide los terrenos rectangular (14 x 21 cm) y hep
tagonal para compararlos. Cubre el recténgulo con 6 cuadrados
y el otro con 4 cuadrados y 3_triéngulos, pero le sobre toda-
via mucho espacio, quita entonces los 3 cuadrados y acomoda 11
“tridngulos en total. o |
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Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:
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;Ya sabes cuil es mis grande?

Este (heptégono) porque le caben muchos. Son once y aqui

y allad (recténgulo) son 6: éste es més grande.

¢Son iguales el cuadrado y el trilngulo?

No... ah! (entonces coloca 2 triingulos sobre un cuadrado,
verificando la equivalencia. Cuenta ahora los cuadrados de
2 en 2 -es decir, cada cuadrado vale 2- y compara las medi
das 11 y 12 triénguloé. Pero como no ha terminado de cu-
brir el heptigono, usa ahora pequefios cuadritos -1.5 x 1.5
cm- para cubrir el espacio restante).

(Al terminar) ;Cuinto midid?

(Cuenta indistintamente triéngulos y cuadraditos) 16.
¢Diez y seis qué?

16 cuadros.

i(Todos son cuadros?

No, estos son rectangulos (sefiala los tridngulos)... es
mis grande este porque aqui son 16 (heptéigono = 11 triin-
gulos + 5 pequefios cuadrados) y en este 12 (rectangulo =
12 cuadrados). (Sigue comparando de esa manera a pesar de
pedirle nuevamente que vea cuidntos triingulos caben en el

cuadrado, y cuantos cuadrados pequefios).

Erika (7:6) Para medir el terreno en forma de cruz colota los

cuadrados de 7 x 7 cm en la cruz. No entran justo. Busca otros

en la caja. Toma los amarillos chicos (1.5 x 1.5 cm) y comple-

ta.

Los cuenta 1 a 1 sin tener en cuenta el tamafio.

&
.L[Ul 52

(Sefiala lo que falta -espacios sombreados en el dibujo-)

¢No tienes unos chiquitos?

(Corre los cuadros grandes hasta arriba, con lo que le'queda



s6lo un cSpacio verde. Le doy papel y tijeras. Corta una tira

larga que cubre el espacio que le sobra. Para cortarla mide

-marca en papel- el ancho del espacio que debe cubrir antes de

cortarlo. Luego'cuenta todo hasta 16 -hay 9 cuadros grandes, 6

cuadros pequefios amarillos y una tira de papel).

Exp:
E:

Exp:
E:
Exp:

. Te acuerdas cuéntobmediajéste (21x28 cm)?

Si, 12. Entonces la cruz tiene mis pasto. (Compara 16 con

12).

iSegurisima?
Si.

Pero acéd pusiste puros grandes. ;Por qué aci pusiste unos

més grandes, otros mis chicos? ¢no importa?

No, (vuelve a contar, pero cuenta los 6 cuadrados chicos
como 1 y cuenta 11 en total para la cruz).

(Estos 6 chiquitos hacen uno grande?

No, como un rectidngulo, como la mitad de un cuadrado.
Bueno pero ahora si lo cuentas asi, te da 11, y del otro
modo te daba 16, entonces /jcuinto mide?

Once, mide once... entonces es més chico que éste porque

.es once y. doce.

Entre estos procedimientos y la verdadera métrica hay reaccio-

nes

intermediarias que anuncian la consideracién de 1la magni -

tud de las unidades empleadas. Esta consideracidn se hace de

dos
des

maneras: O bien atendiendo a la equivalencia entre unida -

Ginicamente cuando durante el cubrimiento se forma efectiva

‘mente con unidades pequeﬁas'una unidad mayor, por ejemplo al

colocar 2 tridngulos rectéingulos formando un cuadrado, o bien,

en un momento mucho mis cercano a la construccidn de la itera-
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Cidon metrica, se supone una equivalencia sin verificarla. Ob-

servemos algunos éjemplos:

"Rubén: (8:0) Mide el terreno en forma de cruz cubriéndolo con
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9 cuadrados naranjas y 15 pequefios triéngulos cafés, hasta 1lle

narlo casi totalmente.

;Culnto mide?

Ru:

Mas

17 (cuenta hasta 9 los cuadros naranjas, y también por uno

J

cada par de triidngulos que estin acomodados formando un

cuadrado pero de tamafio mds grande que el naran

ja, y finalmente un triéngulo suelto también por uno.
17 = 9 cuadrados + 7 pares de triingulos formando peaue -
fios cuadrados + 1 -triéngulo solo).

(17 qué son?

17 cuadrados

;Son todos del mismo tamafio?

No, estos son més chiquitos.

;Se cuentan igual?

Si.

Si aiguien tiene un terreno que mide 10vcuadros naranjas,
(sé lo armo) ;tiene mis o menos pasto que la cruz?

Este (cruz) porque estid de esta forma, y tiene todos es -
tos (triédngulos) y son 17 y en el tuyo sbélo son 10...

adelante mide el terreno pentagonal cubriéndolo con cuadra

dos y tridngulos, contando de uno en uno los cuadrados, tam -

bién como uno los dos triénéulos sombreados en el dibujo y de

uno

Exp:

Ru:

en uno los triangulos restantes.

.

(Por qué estos dos triangulos los cuentas juntos?

Porque estén... hacen un cuadro.
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Exp: Y estos dos (los dos que estin en los extremos) ;no po -
drian hacer un cuadro?

Ru: Si, pero si estuvieran juntos como aqui (sefiala los que
forman el cuadrado). |

Exp: Asi, separados ¢no miden como un cuadro?

Ru: No, (cuenta nuevamente) mide 12 cuadros.

Exp: (Todos los que contaste son cuadros?

Ru: No, unos son tridngulos y otros cuadros.

Al hacer la comparacidn con el terreno rectangular (21x28 cm)
que mide 12 cuadros, Rubén dice que entonces son iguales: pues
los dos miden 12.

Dolores (11:11) Mide el terreno circular cubriéndolo con 16 cir
culos grandes y 28 chicos. Cuenta los grandes y luego, sin ve-
rificar equivalencia, cuenta uno mis por cada cuatro circulos
chicos.
Exp: ¢Cémo contaste los chiquitos?
Do: Es que yo pienso que 4 chiquitos son uno grande.
(Pone 4 chicos sobre uno grande y le sobra mucho espacio)
Do: ...Pero ahorita que veo no, son mis, son como 8.
(Va haciendo grupos de 8 circulitos.y los cuenta como uno
grande).

Do: Son 19, y la mitad (le sobraron 4 chicos).

En las actividades que siguen establece las equivalencias ya
verificandolas siempre.



Finalmente, y como culminacidén de este desarrollo, los equiva-
lencias entre unidades son consideradas sistem&ticamente, y con
independencia de la configuracidén perceptiva que adquieran du-

rante la actividad de recubrimiento.

Oscar (11:6) va a medir el terreno en formade 'lago"
- 0: No, no se cbdmo, no se me ocurre con qué.
(Le prdpongo cubrirlo -le cubro una parte).
(Sigue cubriendo con figuras de diferentes tamafios, tra -

tando de cubrir todo, pero sin salirse. Al terminar cuen-

(@]

ta cada figura por separado). Para ver cuintos cuadros se
pueden hacer, porque estos dos tridngulos (rosas) forman
otro cuadrado, entonces, ya van 7, y estos dos van ocho,
y luego estos tres tridngulos cafés forman... (los acomo-

da asizﬁS;Z:5 ... y asi 1o deja. Luego forma con cua -
tro triingulos naranja uno de los cafés y los cambia por

un café, luego cambia ocho triédngulos cafés por un cuadra

do naranja.

(Tiene en otro lugar un rectingulo de 4rea igual a 1/2 cuadra-
~do, formado con tri&ngulos. Le acerca un trilngulo rosa, de

igual 4rea pero no se anima a cambiarlos.

Cambia todo lo demis a cuadros naranjas, luego cambia los cua-
tro tridngulos cafés por un tri4ngulo rosa. Después de ver
equivalencia por superposicidn)

Exp: ¢(Ya sabes cuinto midib?

0: Son 10 cuadros (toma la regla y mide ambos lados de un

(*) Ver anéxo'l.
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cuadrado buscando traducir esa medida a unidades del sis-

tema métrico decimal).

Cabe hacer notar aqui que la necesidad de establecer o no la

equivalencia entre unidades es un realidad funciébén de la ta -

rea. Asl, es una "buena medida" decir que el terreno

mide dos cuadrados y tres triingulos, o simplemente siete trién

gulos. Pero si el objetivo es comparar las magnitudes de ese

terreno y el terreno . = 4 cuadritos, y mis aln si de-

seo cuantificar la diferencia, si necesito saber qué relacibn
hay entre la magnitud del tridngulo y la del cuadrado. Por ejem

~plo:

Claudia: (9:1) Le doy para medir el pasto de

Exp: ¢(Qué serviria para medirlo?
C: Los tridngulos (pone un triéngulo rosa en 1) y los cuadra

dos.

B v

K

(Uno de los triingulos café claro se sale y lo cambia por
tridngulos rosas chicos. Los espacios verdes pequefios los va

" 1llenando con triéngulos de diferentes tamafios, tratando ce cu-
brir totalmente. Deja encima o salidos sbélo pedacitos muy pe -
quefios. Al terminar).‘
C: Ya esté



Exp:
C:

C:
Exp:
G

Exp:

Exp:

(@)

Exp:

Gi
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iYa lo mediste? ,
(Cuenta los triingulos rosas y sigue con todas las figu -
ras, contando de 1 en 1) Son 30.

330 qué?

Treinta de todas las figuras.

.Y son iguales todas? _ _

No, son (cuenta otra vez) 16 triangulos rosas chicos, 7
tridngulos naranjas chiquitos, 1 trilngulo mediano café,
3 cuadros nafanja'y 4 triédngulos rosa grandes.

Y si alguien tiene un terreno que mide 7 cuadros naranja,
iseria mads grande o mas chiquito que este?

Tendria que poner unos triingulos (empieza a acomodar
tridngulos café en el naranja. Después de varios ensayos
no encuentra cdémo cubrirlo totalmente; le cubro uno). Con
8 cafés se hace uno naranja, pero yo sblo tenia uno café.
(Pone ahora triidngulos rosa chicos en el triangulo grande
-8- y tri&ngulos naranja sobre el rosa chico -2-. Inte -
rrumpe para contar).

Van 5 cuadros porque con 2 triidngulos rosa se hace uno, y
conestos 2 se hace otro (ensefidndomelos en el terreno).
(Y con los otros? jcuadntos rosas chicos necesitas para un
cuadro? '

(Pone 2 tri4ngulos rosas grandes formando un cuadrado, y
acomoda 16 triingulos rosa en la misma forma que antes).
Entonces ya son 6 cuadros. Seria éste més chiquito que el
de 7 cuadros.

iCébmo sabes que mAs chiquito?

Porque sélo me quedaron el café y 7 chiquitos naranjas y
sblo tengo 6 cuadros'y no me alcanza para 7.

vEn 1a actividad de Claudia puede observarse con claridad que

ella no establecid la equivalencia entre unidades sino cuando

la tarea se lo "exigid". En las tareas escolares es comdn en-

contrar ejercicios que piden conversiones de unas unidades a

i
o
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otras, sin presentar tareas que por si mismas exijan el esta-

~blecimiento de equivalencias.
VIII.4. Aproximacidn, precisidn y exactitud.

Las mediciones de propiedades fisicas, dado el caricter conti-
nuo de la mayoria de esas magnitudes, sb6lo pueden ser aproxima -
ciones, tanto mis precisas cuanto mencr sea la unidad de medi-
da empleada. Asi, la precisibén de una medida espacial depende
la Unidad empleada, asi como de los instrumentos mismos que se
usan para medir.

Una vez encontrado el nfimero entero de veces que la unidad ele
gida cabe en el objeto, para los espacios restantes existen va
rias posibilidades:

1. Considerar los espacios sobrantes como insignificantes y por
lo tanto no medirlos. _

2. Considerarlos cualitativamente (un poco mis de...)

3. Buscar una unidad m4s pequefia para cubrir los espacios so -
brantes. Esta nueva unidad puede tener una equivalencia en-
tera con la unidad original o ser una superficie cualquiera.
Este proceso se puede repetir varias veces, en funcidn de la
precisibén deseada.

4. Rechazar la necesidad de la aproximacidn, y pretender cubrir

totalmente la superficie.

Por supuesto la validez de cada una de estas posibilidades no
puede evaluarse en si misma, pues depende del objetivo con el
‘cual se mide. Sin embargo, algunos nifios muestran en las entre
"vistas una necesidad imperiosa‘de llegar al cubrimiento total
para dar validez a la medicidn. Algunos de ellos no se detie -
nen en partir y volver a partir la unidad para cubrir cada vez
mejor, ﬁegéndose a aceptar alguna de las aproximaciones logra-

das. Otros en cambio, sacrificando el significado de la uni -



dad como parte (fija, conocida), colocan unas figuras trasla -
pindose con otras hasta lograr el cubrimiento total. Veamos al

gunos ejemplos:

Claudia (9:1) Para medir el terreno circular utiliza circulos

grandes y pequefios. Utiliza los més pequefios cerca del borde y

los grandes en el centro. Cuando ve que no logra cubrir total-

mente pregunta:

C: ;Se puede ponerlos encimados?

Exp: TG qué piensas, ;te sirve mejor para medir?

G Si, para poder medirlo bien todo (me ensefia que enciméindo
los logra tapar todo el terreno)

Més adelante, para medir el terreno repite el

procedimiento, encimando los circulos hasta cubrir casi todo lo

verde. Cuenta los circulos grandes por un lado y los pequefios

por otro.

C: Mide 48 chicos y 20 grandes;

Exp: Cuando los prones asi encimados, ¢no importa?

Ct No, es para medirlo bien todo.

Exp: Pero asi encimados, este pedazo que estid encimado lo cuen
tas dosvvéces, uno con este circulo Y una con este otro
(no? _

(0p3 Si, se cuenta cada vez, pero no importa porque para que Se
tape bien todo todo. |

‘Erika (7:6) Utiliza cualquier'figura para medir el terreno cir
cular. Mientras coloca cuadrados y triadngulos, cubre totalmen-
te sin encimar, pero al poner circulos coloca 29 en un pedazo
donde cabrian 9 6 10, tapando hasta el m4s pequefio huequito.
Exp: (Y no importa que esta bolita esté encima de la otra, que
' le tape un pedazo? | '



E: Es_lo mismo.

(Le pongo circulos afuera del terreno, 2 separados_<i:>

O

y 2 encimados.

(Hay lo mismo de pasto en los dos?

E: Si, pero asi (encimados) no dejan pedacitos sin medir.

La interpretacidn de las palabras de Erika no puede ser conclu
yente, porqué cuando hablamos de figuras "encimadas', los obje
tos en cuestién siguen existiendo completos como tales y no pue
de distinguirse claramente aqui si Erika ha comprendido nues -
tra objecidbn, aunque por la forma en que cuantifica las partes
se puede suponer que no estia considerando la unidad como tal,

sino aue se centra en el objetivo de cubrir totalmente.

Marta Angélica (11:8) Trata de medir el circulo, pero no re -

cuerda la fbérmula. Acepta medirlo con figuras, pero siempre con

la reserva de que necesita saber lo que mide cada figura, y re

pitiendo: '

M: Pero me va a dar un nimero que no es muy exacto porque

' siempre me quedan huéquitos, entonces no queda nucho muy
aproximado la medida.

., MAs adelante esti midiendo el Area de las figuras que usd
para cubrir. Con regla y fbérmula establece que el cuadra-
do (7x7 cm) mide 4¢ cmz. Le pregunto:

Exp: ;CuAl ser4 entonces el 4rea del tridngulo rosa? (1/2 del
cuadrado). | '

E: Se supone que la mitad del cuadrado, o sea 24.5 (hace la
cuenta 49/2), pero lo voy a medir para que sea mis exacto.
(Mide entonces la hipotenusa del tridngulo y su "aultura',

y usando la fdérmula (Bxh)/2 concluye que mide 25 cmz);
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Exp: ¢(Cuil serid la medida?

M: 25 centimetros cuadrados, porque con figuras no es muy
exacto y con la regla si,... lo mis exacto es con la re -
gla.

No es de extrafiar que los nifios tengan tantos problemas con el
asunto de la exactitud, pues la escuela ha exigido siempre re-
sultados exactos y rechazado 1las reSpuestas aproximadas. Diff-
cilmente en la escuela se escucharéd al maestro aprobar una res
puesta del tipo: "Este terreno mide un poco més de 25 metros

cuadrados', o "este segmento mide entre 9 y 10 centimetros'. Se
presenta aqui nuevamente la contradiccidén entre un modelo mate
mitico, que asigna a cada objeto uno y sélo un ntmero real, y-
un modelo fisico, el de las mediciones reales y concretas, que

est4d imposibilitado para dar una medida Gnica exacta.

El problema en la escuela es que se pretende llevar de las me-
diciones concretas del modelo fisico a la exactitud del modelo

zZ - LR - . Rl
-matematico sin ninguna mediacidn.

Algunos textos de ensefianza bdsica de matemiticas (no el ofi -
cial) sugieren introducir el concepto de aproximacidbén de la me
dida mediante encuadramientos cada vez mis precisos. Asi, para
medir un terreno irregular se van estableciendo las cotas supe
riores e inferiores de la medida respectiva, mediante reticu -

Tos cada vez mis finos.
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Esta idea nos pérecia interesante y pedimos a los nifios en las
entrevistas que utilizaran un papel cuadriculado transparente
para medir alguna superficie. Pero en ningGn caso aparecid re-
ferencia a la cota superior; en cambio, establecer la cota in-
ferior y hacer compensaciones aproximadas para los cuadritos
restantes si les parecia un buen procedimiento para medir. Pen
samos que este (ltimo recurso seria muy Gtil para introducir el
caricter aproximativo de la medicidn y también una equivalen -
cia entre unidades. Sin embargo el papel cuadriculado no fue ele
gido en primera instancia por los nifios en ninguna ocasién,'y
seguramente resulta mucho mis natural introducir la medida de

Areas mediante recubrimiento con figuras aisladas.
VIII.5. Convencionalidad de la medida.

Otro aspecto muy importante en la construccién de la medida es
el que se refiere al cardcter convencional de la unidad, es de
cir al hecho de que la unidad de medida puede ser cualquiera

mientras que se refiera a la magnitud que se desea medir. Este
caridcter convencional queda expresado en docurientos europeos

previos a la instauracidén del sistema métrico decimal cuando se
habla de '"grandes pasos'", '"pasos razonables'", etc. y a la fir-
ma de los contratos cada una de las partes recibe un patrdn de’

madera de la unidad empleada en el documento.

El cardcter convencional de la unidad aparece también en las
transacciones sobre granos y harina de esa época. Se tenia con
ciencia de que se pueden medir esos productos con cualquier uni
dad siempre que se sepa cudl es y se emplee siempre de la mis- -
ma manera. Esto favorece la proliferacibén de unidades de medi-
da distintas para cada ciudad o regidén, e inlcuso para cada pro
ducto. Al extenderse el comercio esta situacidn crea innumera-
bles conflictos y necesidad de establecer conversiones de una
‘unidad a otra. Es por eso que trata de implantarse el sistema

~1



métrico decimal, buscando la adopciéﬁ de un sblo patrdn con

uso universal. Pero el carécter convencional de 1a unidad si -
‘gue presente: dado que las mediciones empiricas de la diezmi -
llonésima parte del cuadrante del meridiano terrestre estdn su
jetas a demasiadas variaciones se adopta un sélo patrdn, el pa
trdén del metro de Sévres, elaborado en una aleacibdn de platino
e iridio para evitar al midximo las deformaciones, que es guar-
dado con sistema de alarmas y lujo de protecciones para ofre -

cer al mundo la tranquilidad de que no se quedari sin metro.

M4s adelante, la variabilidad de ese patrén ya no resulta Gtil
P

para cadlculos muy exactos. Se adopta entonces una nueva manera

de definir el metro, completamente ajena a los primeros inten-

tos de definir una unidad en relacibén con los objetos y las di

mensiones cotidianas.

El "verdadero'" metro equivale a 1,650 763.73 longitudes de on-
da en el vacio de la radiacibn equivalente al paso del nivel
2p 10 al 5d 5 de un atomo de criptén 86, mismo que puede ser
reproducido con exactitud en cualquiervlaboratorio conveniente
mente equipado. ¢Hay algo mis convencional que la eleccidn de
"ese'" metro?.

Sin embargo, el caricter claramente convencional de este pa -
;rén se va perdiendo en el uso cotidiano del sistema. La impo-
sicibén de un sistema de medidds, organizado desde fuera y sin
comprensidn por parte de los sujetos que lo usan de la forma
en qué Surge y funciona, nos ha llevado a que para la gente co
mGn sea inaceptable medir una longitud con popotes, una super-

ficie con triangulitos, o pesar un objeto con canicas.
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En los nifios de la muestra, el sistema '"legal" (*) de medidas
va siendo, conforme méds grados escolares se hayan recorrido,

cada vez mis el Gnico sistema de medidas aceptable.

Las figuras, tales como cuadrados, triidngulos, etc., no sir -
ven para medir 4reas porque, dicen los nifios, no tienen nfme -
ros, ''no tienen centimetros" (es decir, no tienen una marca ca
da centimetro) o porque "no sé cuinto miden'". En el mejor de
los casos esos objetos sirven para medir a condicién de que
ellos sean a su vez medidos, ahora si, con unidades del siste-
ma métrico. (**)

Pero, paradb6jicamente, los nifios tienen ideas imprecisas yerrd
neas acerca de las unidades del sistema métrico decimal. De am_
bas cosas (rechazo a unidades de medida que no sean las lega -
les y confusién respcto a éstas) veremos ejemplos a continua -
cibn:

(*) Es mds comiin llamar ''convenciondles'" a las unidades de me
dida del sistema métrico decimal o de otros sistemas orga
nizados, y de uso muy generalizado tales como el sistema
inglés. Se adopta aqui la denominacidn francesa de "lega-
les" para caracterizar a esas unidades y destacar el he -
cho de que toda unidad de medida es necesariamente conven

. cional, aunque la convencidn de su uso se reduzca a un pe
quefio grupo de personas. Las medidas "legales'" alcanzan,
en cambio en su convencidn a un muy amplio grupo de per-
sonas.

(**%) Concepciones similares se han observado entre los maes -

' tros. Por ejemplo en el taller "Medicién de Longitudes vy
Perimetros" impartido por Irma Saiz y Dilma Fregona (DIE,
Laboratorio de Psicomatemdtica, Cuernavaca, Mor. Julio
de 1982) los maestros afirmaban que s6lo las unidades del
sistema métrico decimal eran validas, e incluso las unida-
des del sistema inglés (millas, pulgadas, etc.) eran re -
‘chazadas como unidades de medida validas en nuestro medio.
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Victor (7:6) Est4d midiendo el cuadrado de 14x14 cm. Coloca fi-
guras, pero eso es sblo '"para medir més facil con la regla'.
Coloca la regla encima de las figuras, como se relatd en el ca
pitulo V. ' ' |

Bueno,vpero vamos a guardar un ratito las reglas (*) y me di -
ces si sblo con las figuras puedes medir todo el pasto o todo
el papel que hay dentio ;Te sirve acomodarlas asi? (acomodo un
recténgulo de 7x14 cm sobre el terreno de 14x14 cm) .

Vi: (Acomoda cubriendo 2 recténgulos) Pero antes tendria que

~ saber cuinto miden estos (los rectingulos)... Si, miden...
doscientos, son doscientos, y doscientos son treinta...
treinta centimetros... ah, no, son trescientos, treinta
€s muy poquito.

Exp: (Y se puede decir que mide 2 rectingulos el terreno?

Vi: Sbélo si sabemos cuinto midieron.

Exp: Y con cuadros, jse puede? (7x7 cm)

Vi: (Acomoda 4 cuadrados) Los contaria como rectangulos. Se -
rian como 90 y 90 son 200, porque 2 son igual que el rec-
tangulo (2 cuadros = 1 rectingulo), mide igual que 2 de
estos. ‘

Exp: Entonces estas figuras ;sirven para medir? (el cuadrado,
el triangulo, el rectéingulo). .

Vi: Si, me sirven porque si las pongo asi como esfén me sir -
ve para pensar bien cuéinto mide, entonces ya lo sumo.

Exp: :Se te hace mis facil que sin las figuras?

Vi: Si, porque puedo pensar mejor.

(*) Como las dificultades propias del uso de la regla resulta-
ron en si mismas muy ricas e interesantes, proporcionando
mucha informacidén sobre los problemas de la mediciédn, se
ha incluido un anexo que se refiere a la utilizacidén de es
te instrumento (ver Anexo 2).



Exp: ¢(Pero las figuritas miden el terreno?

Vi: No, lo tengo cue medir con los nGmeros y con la regla.
Le pregunto por qué usa el lado de los centimetros y no
el de las pulgadas, sefialandolas.

Vi: Porque aqui estin por grandes, estin muy separados.-

Exp: ¢Y no-sirven esos péra medir?

Vi: Para mi no, porque estin muy separados.

Exp: ;Para medir tienen que estar muy juntitos?

Vi: Un poco

Marta Angélica (11:8) Cubre los terrenos:

con figuras, e inmediatamente usa la'regla para calcular, con

férmula, el 4rea de cada figura con la que cubrib.

Exp: ¢(No serviria decir que este (cuadrado de 14x14 cm) mide 4
cuadrados?

1o

I: No, porque asi no decimos su medida.

Oscar (11:6) Usa la férmula Bxh y da el resultado en centime -

tros cuadrados:

0: Porque si no, serian del perimetro, y el 4rea da en centi
metros cuadrados.

Exp: ;Cébmo sabes que da en centimetros cuadrados?

0: Seria en centimetros cuadrados o también en otras unida -

~ des més grandes.- '

iCémo cu4l?

&5 El milimetro... no se podria medir éste, pero serian el
metro, el kilbmetro, el décémetro y el decimetro... pero

serian cuadrados, por el A4rea.

161.



162

Expf zPodfias‘dibujar'un centimetro cuadrado?

O (Dibuja, con ayuda de la regla, un cuadrado de 1 centime-
| tro por lado).

"Exp: ¢Y un centimetro?

0: (Dibuja una recta de uncentimetro -0 al 1 en la regla).

Mis adelante, al insistirle que use las figuras para me -

dir, Oscar marca los cuadrados en el terreno

Como antes calculd el area del cuadrado (49 cmz) multipli
ca 49x7 y divide 49/2 (el triidngulo es de 1la mltad) y su
ma ambos resultados:

Oz Mide 367.5 centimetros cuadrados.

Exp: (Y se puede decir que este terreno mide 7 cuadros y medio?

0z Pero si me preguntaran cudnto miden los cuadrados, yo no
sabria qué€ decirles.

Los nifios tienen la sensacién de que, en cambio, si dicen cuén
to mide ‘en.centimetros cuadrados o en decimetros cuadrados 1la me
dida es totalmente vilida. A este respecto puede hacerse tam -
bién la hipbtesos de que para los nifios las unidades convencio
nales son medidas por si mismas, y por lo tanto, no es necesa-

rio medirlas, a diferencia de las unidades no convencionales.

Manuel (11:11) Mide el terreno en forma de cruz multiplicando

su largo por su ancho.



Ma:
Exp:
Ma:
Exp:
Ma:
Exp:
Ma:

Exp:
Ma:

Exp:
Ma:

Exp:
Maj
Exp:
Ma:
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Mide 1511
¢1511 qué?
1511 centimetros... ah, no, 1511 metros... cuadrados.

(En qué esti marcada la regla que usaste?

Ah, entonces son centimetros cuadrados.

iPuedes dibujar un centimetro cuadrado?

No sé dibujarlo (sefiala en su regla la distancia de un mi
1imetro...) Es un cuadrito asi, de este tamafio.

iEse seria un centimetro cuadrado?

A ver espérame, ;cuidles son los centimetros, aqul el del
18 hasta el 19 es un centimetro o el que estd a la mitad?
i Cull crees? _

E1l del 18 al 19. .. Ah, entonces es un cuadrito que mide
eso, un centimetro.

(Dibuja con la ayuda de la regla un recténgulo de 1 centl
metro x el ancho de las marcas de su regla, que es de
aproximadamente 0.5 cm).

;Ese es un centimetro cuadrado?

S1.

iPor qué se llamari cuédrado, centimetro cuadrado?

Porque midiendo este campo (toma el cartdén 21x28)... Ah
no, porque también mide el redondo... no sé por qué se lla

mari cuadrado.

Se ve aqui también la tendencia infantil por definir los obje-

tos de acuerdo a su funcionalidad, e independientemente de su

estructura o constitucidén. De acuerdo a este criterio harian

falta también centimetros redondos para medir A&reas circulares.

Gerardo (10:0) Nos dice que el terreno circular mide 483 centi

metros cuadrados. Lo midid cubriendo con grandes y pequefios

circulos y sumando los perimetros de esos circulos.

Exp:

Ge:

iMe puedes dibujar un centimetro cuadrado?
¢S61lo uno?



_EXp:

Ge:

Exp:

Ge:

Exp:

Ge:

Exp:

Ge:

Exp:

Ge:

Exp:

Ge:

Exp:

Ge:

~

Si, uno solito.

164.

(Dibuja sin usar la regla un rectéingulo partido

de 1.5x1 cm aproximadamente- luego en otro lugar, una 11-
nea de un centimetro con ayuda de la regla, y me la ense-
fia). Aqui esti.

Y el otro que dibujaste ;qué es?

Nada. '

(Entonces este es un centimetro cuadrado (
51

iPiensas que caben 483 de esas rayitas aquil en el circulo?

)?

Si, porque eso mide.
Le pido que me ensefie dénde estin. Dibuja dentro del cir-
culo: '

iAsi cabrian 4837

Si.

.Y un centimetro cbdmo seria?

Pues igual.

(Para qué le llaman a uno centimetro cuadrado?
(Levanta los hombros) Es igual.

Yoatzin (11:3) Ha medido algunos terrenos con férmula y otros
cubriendo con figuras. Calcula el &rea del rectdngulo (21x28)

con fbérmula y contesta:

Y:

Exp:

Y:

Exp:

Mide 588... centimetros... cuadrados.

¢Es 1o mismo un centimetro que un centimetro cuadrado?

No.

(Puedes dar o dibujar o ensefiar un centimetro?

(Dibuja con la regla un segmento horizontal de un centime

tro -del 0 al 1 en la regla).




Exp:

Exp:

Exp:

d65,

Ahora un centimetro cuadrado.

(Marca un segmento vertical de un centimetro y le escribe

junto 1 cm® y se queda muy pensativa).

:Se parecen el centimetro y el centimetro cuadrado?

Si, se parece. Repite el primef dibujd correspondiente al
cm pero para representar ahora un cm2

.,Se parecen tanto que son iguales?

No, debe ser distinto. _

M4s adelante calcula con fdérmula el 4rea del cuadrado de
7x7 cm. _

Mide 49 centimetros cuadrados... ¢ sea que son cuadrados.
Son 49 centimetros y como es un cuadrado, cuadrado... ¢(No?
... porgue tienen forma de cuadrado (el terreno).

Los 49 centimetros, ¢(son cuadrados porque es cuadrado el
que mediste?

No... porque en el rectingulo también serian centimetros
cuadrados...

Hacia el final de la entrevista Yoatzin recibe un cuadrito de

‘1x1 cm para medir su 4rea. Ella mide los lados y dice muy sor-

prendida que 'mide uno,... un centimetro cuadrado... jentonces

ese cuadrito si es el centimetro cuadrado!".
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CONCLUSIONES



Este trabajo se inscribe en una corriente de investigaciéhque
“Jean Brun (*) ha llamado Psicopedagogia de las Matematicas y
que centra sus esfuerzos en el estudio de los procedimientos
empleados por los alumnos para conseguir apropiarse del conoci
miento matematico. ’ | '

En este esfuerzo intervienen como apoyo fundamental las inves-

tigaciones en Psicologia Genética. Sin embargo, se intenta evi

tar aqui el reduccionismo que identifica la problematica del de

sarrollo cognitivo con la de la adquisicibén de contenidos par-
ticulares en el ambiente escolar. Es decir, se buscd conocer
las formas especificas de acceso a ciertos conceptos y sSu mang

jo a través de las situaciones que la ensefianza propone.

Bajo estos supuestos se plantearon los objetivos del presente

trabajo de investigacibén. Se ha buscado analizar el modo de fun

cionamiento de las estructuras intelectuales en relacidén a vn
contenido matemitico -el de la medicidén de &4reas- que. se consi
dera valioso no solamente por el tipo de problemas reales que
permite solucionar, sino también por las repercusiones que el
proceso de su aprendizaje puede tener en el desarrollo intelec
tual.

Queda sin embargo pendiente el problemé didéactico, es decir,
el disefilo y anédlisis de situaciones que tiendan a favorecer la
evolucibén de las representaciones y nociones que los nifios van
construyendo a lo largo del desarrollo. Este aspecto no consti
tuye parte de los objetivos de esta investigacibn, pero debe

‘quedar senalado como una med1ac1on necesaria para proponer pric

(*) "Pedagogia de las matematlcas y psicologia: andlisis de al

gunas relaciones". En Infanc1a y Aprendizaje No. 9 Enero,
1980. p. 44-56. '
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ticas de aprendizaje mis racionales y eficientes.

Como se menciond al principio de este trabajo, la investiga -
cién se proponia observar los recursos y procedimientos que los
nifios despliegan frente a ciertas tareas de medicidn de dreas,
asi como observar la posibilidad que tienen de adaptar dichos
recursos a nuevas situaciones. Se buscé analizar estas observa
ciones en relacibn a:

-Los aspectos estructurales de desarrollo involucrados enlas

‘tareas presentadas y '

-E1 manejo de las nociones y procedimientos que la escuela se -

plantea como objetivos de aprendizaje.

Es oportuno presentar aqui una breve sintesis de las cuestio -

nes mAs interesantes que esta investigacién ha puesto de mani-
fiesto. ' '

)

Existen al menos tres concepciones pbsibles de la medida de

dreas. Estas san ' |
-la medida como cociente de dos magnitudes, (razén entre la
magnitud del objeto a medir y la de la unidad elegida).

. -1la medida como funcibén (que asigna a cada superficie un nﬁ--
mero real). °

-la medida de Areas como producto de medidas de longitud.

ﬁinguna de estas concepciones basta para resolver cualquier si
tuacién de medida de &reas. En particular, el modelo de conteo
ordenado de cantidades enteras de filas y coiumnas de unidades
-de Area, que pertenece a la primera concepcidén, es insuficien-

te para abarcar todo el campo conceptual de la medida de 4reas.

El aprendizaje de las propiedades de la medida que se han enun
ciado‘én el Capitulo 2 es condicibén y a la vez componente basi

"co de cualquier procedimiento de medicién de &reas. Su adquisi
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cidén representa un complejo proceso de desarrollo al que es ne
cesario poner atencidén. En este trabajo se muestra claramente
que la memorizacidbn y»apliéacién de las "fbérmulas" de chlculo
de 4reas carece de sentido si no cuenta con la comprensidn
de 1las prbpiedades que hemos mencionado. Por ejemplo, las de -
mostraciones de las férmulas para las distintas figuras geomé-
tricas involucran tres supuestos bAsicos: que al partir una su
~perficie y reacomodar sus partes el 4rea no se altera; que el
4rea de la superficie asi obtenida es igual a la suma de las
Areas de las partes; y que a una superficie mayor le correspon
de una medida (4rea) mayor. Pero es un hecho que el nifio no
comparte desde siempre supuestos como éstos y es fundamental -
mente por ello que cuando olvida una fbérmula le resulta imposi
ble reconstruirla por si mismo.

En este proceso de construccién tienen un lugar sumamente im -
portante las actividades de medicién directa de Areas. Medir di
versas superficies con unidades de tamafios y formas distintas

a las de las unidades convencionales no es una simple inicia -
cibén al tema, sino que constituye un proceso fundamental en la
apropiacién de las-propiédades de la magnitud &rea y de Sucuag
tificacidén. La realizacién-de mediciones directas de figuras de
formas dlversas regulares o no, de lados curvos o rectos, con
vexas o no, etc. es un proceso fundamental en el aprendizaje

de la medida y no constituye en el desarrollo la repeticidén de
casos equivalentes o simples extensiones de la medicidn del rec

tangulo y el cuadrado con que suele conformarse la ensefianza.

En el proceso de construccién de la medida de 4reas pueden dis
tinguirse dos aspectos fundamentales:
-el de diferenciacién o abstracc1on de la magnitud drea
-el de-cuant1f1cac1on o asignacidn de un nimero a dicha mag-
nitud.



170.

Esta distincidén resultdé de una granvﬁtilidad,en 1a:comprensi6n
de los procedimientos y dificultades de los nifios en medicién
de Areas. Observando esta distincién categorizamos a los nifios
en tres grupos: '

1. Nifios que conciben el 4Area como determinada por longitudes
y que, en consecuencia, le asignan una medida que corfeSponde
a dichas longitudes. Ubicamos en este grupo a los nifios queprg
tendiendo medir 4reas obtienen una medida del perimetro, o del
largo y/o el ancho de la figura a medir, etcétera.

2. Nifios que conciben el Area como determinada por las superfi
cies que la componen o que la cubren pero que, no sabiendo cé-
mo cuantificar éstas, asignan una medida que corresponde a '
ciertas longitudes de las partes que constituyen la superficie.
En este grupo tenemos como ejemplo a los nifios que para medir
cubren la superficie con figuras que representan unidades de
drea pero que asignan la medida mediante la suma de los perimg
tros de esas unidades. Ubicamos también aqui a los nifios que
emplean la graduacibén de la regla para asignar una valor numé-
rico a la porcién de la superficie a medir que queda cubierta
por la regla.

3. Finalmente existe un grupo de nifios que ademis de conside -
rar a la superficie como determinada por superficies, tiene re
cursos para asignar medidas que corresponden al A4rea. Se inclu
: V.d . o~ ) - - - . . -

yen aqul los nifios que utilizan procedimientos de recubrimien-
to con conteo de las partes necesarias para cubrir y también a
los que utilizan fdérmulas ensefiadas por la escuela atribuyéndo
les el significado de cuantificacibén del nfimero de unidades de

area que podrian cubrir la superficie a medir.

A través de esta distincidn entre los aspectos de diferencia -
cibén de la magnitud y los de cuantificacibén de la misma hemos

‘constatado que existen nifios que a pesar de haber desarrollado



una‘éoncepcién,avanzadé de 1a magnitud 4rea (que muestranprig.
cipalmente frente a las tareas de comparacidn y seriacidn de
superficies), recurren a férmulas que no comprenden y parecen
retroceder hacia consideraciones de longitud cuando se trata

de asignar una medida del 4rea.

Dado que para los nifios mas pequefios que analizamos resulta bas
tante natural recurrir a procedimientos de recubrimiento para
medir 4reas, se puede formular la hipbtesis de que la introduc
cibn prematura de las fbérmulas en la ensefianza tiende a hacer
desaparecer esos procedimientos conforme se avanza en grado es
colar, y a sustituirlos por procedimientos empleados en forma
estereotipada que obstaculiza el desarrollo espontédneo hacia la
cuantificacién de las A&reas al acentuar la atencidn sobre las
medidas de longitud.

Se postula también en este trabajo que la consideracidn del pro
ducto de medidas como una relacibén de proporcionalidad mGlti -
ple da un nuevo significado a las "ecuaciones de dimensiones"
(del tipo superficie = largo x ancho), a las fbérmulas de cédlcu
lo de Areas y a las unidades legales de medidas de éreas y vo-
lGmenes. Se puede suponér que el trabajo sobre producto de me-
didas como proporcionalidad m@iltiple permitiria aprovechar es-
te concepto como modelo para interpretar magnitudes que son
proporcionales a otras magnitudes. Me refiero particularmente
'aanociones fisicas tales como la velocidad (= distancia entre

tiempo), fuerza (= masa por aceleracidn), etcétera.

El modelo de doble o mﬁltiple proporcionalidad permitiria am -
pliar, por otro lado, el concepto mismo de multiplicacidn, po-
sibilitando la superaciéh de algunas dificultades inherentes
al modelo de ”suma abreviada', particularmente la dificultad
que se observa en relacibén al cambid del dominio de las unida-
des (m x m = mz)
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Se observaron en los nifios mﬁltiples procesos que hacen suponer
que al paso de los afios escolares se va estrechando el campo de
los procedimientos que los nifios aceptan como vilidos en rela-
cién a la medicibén del Area. Algunos ejemplos de este proceso
son: ' |

*El nifio que en 10s primeros afios escolares utiliza procedimien
tos plausibles de comparacidén de superficies, tales como la su
perposicidén, el reacomodo de partes o la compensacidn, abando-
na progresivameﬁte esos procedimientos hasta llegar a afirmar
que Gnicamente midiendo se puede comparar, incluso en los ca-

sos en que la tarea no exige una medida.

*Asimismo, en los Giltimos grados escolares de la primaria se
tiende a reconocer como vilidos para establecer una medida de
Areas Ginicamente los procedimientos que emplean 'férmula" y
que calculan el 4rea a través de medidas de longltud Se llega
a la 1n5011ta conc1u51on de que si una superf1c1e "'no tiene
férmula" (o no se le conoce), no se puede medir.

*Hay también una progresiva desacreditacién de unidades de medi
da que no sean las legales, creindose la imagen persistente de
que tales unidades poseen validez especial, fuera de cual-
quier convencién. "Medir, medir, sélo se puede con metros y

- centimetroé". | |

Parece haber en todos estos ejemplos una ev1denc1a de que el
aprendlzaje que se logra se refiere mas a las formas escolares
constituidas que a sus 51gn1f1cados en 51tuac1ones reales.

Se observé también una gran dificultad en los nifios para elegir
una forma adecuada para la'unidad de medida. Los niﬁbs‘parecen
actuar bajo el supuesto de que la parte-unidad debe conservar.
‘la forma del todo, o al menos ciertas caracteristicas de éste.



- De-esta manera, para nedlr rectangulos y otros poligonos acep-
tan unidades de lados rectos (cuadrados, triédngulos o rectingu-
los),_pero se inclinan por unidades de forma circuiar cuando se
trata de medir superf1c1es de lados curvos y esto afin después
de constatar las dificultades que 1mp11ca pretender cubrlr el
plano con figuras circulares.

La medida de superficies'de forma circular presenta todavia »
otro problema interesante. En los ‘textos de primaria se Justlfl
ca la férmula para el chlculo del 4rea del circulo CTTix_rz)
presentando a éste como un pollgono re"ular con un nGmero infi-
nito de lados. Pero se puede afirmar, seglin observamos en el Ca
pitulo 8, que ese pasaje al infinito ofrece dificultades de com
’prensién para los nifios (y los adultos) que deben extender e1
dominio de validez de 1la formula ba51ca de B x h, pasando de un
modelo de particiones finitas y poco numerosas al concepto de
‘1limite en la part1c1on mismo que represento un periodo de va-
rios siglos en el desarrollo hlstorlco,de las matemiticas.

La adqﬁisicién de las relaciones de conservacién-variacién, in-
cremento-decremento, etc. entre-diversas magnitudes presehtes'
en un mismo objeto (tales como su perimetro y Su érea), se ob-
tiene como resultado del trabajo y la reflexidn sobre ciertas
transformaciones de los objetoe y sus magnitudes respectivas.
Se puede suponer que la bfisqueda sistemética de'reflexiones
acerca de las transformaciones apropladas contrlbulrla paralela
mente al doble proceso de diferenciacidn y coord1nac1on de las
magnltudes en juego.

'Las observaciones presentadas ‘en esta tesis hacen suponer que
la presentac1on trad1c1onal de los temas de perlmetro y area

en la escuela contrlbuye a reforzar la suposicibn de una rela-
c1on directa entre perlmetro y area, Yy no ofrece 51tuac1ones_‘

-que obllguen a poner en duda esta concepc1on Mlentras las com
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paraciones se hacen entre figuras de igual forma, la suposicidn
de que a mayor perimetro corresponde mayor &rea opera correcta-
mente. Para ponerla en duda se requiere de comparaciones que

pongan en juego el cambio de forma, y no solamente de tamafio.

Se presentan finalmente observaciones diversas que muestran que
el uso de la regla vehiculiza no solamente las dificultades de
la medicidén de longitudes, sino ademis las dificultades propias
del instrumento graduado. Seria recomendable un estudio méis es-
pecifico_al respecto, pero este trabajo-muesfra suficientemente
la urgencia de atender a las concepciones que desarrollan los
nifios en relacidn a este instrumento de uso tan generalizado en
la escuela primaria. ' N '



ANEXO 1.

1) Terrenos para medir, comparar o seriar (Escala 1:14)

588 cn® 588 cn? 580 cm?
. 21 x 28 am | 7x8 an "circular"
465 cm? 564 cn’ . 476 cn® 570 cm®
"engrane"' ""pentagono"’ "eruz" "reptagono''
500 cn’ 536 am” Cig6e? 175 o
"lago" “E" v ' 4 u ' 3.5u
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. 367.5 cm

7.5 u

196 cm
4 u

2) Unidades no convencionales (Escala 1:2.8)

2 u 1u i 1/8 u
café naranja ' rosa café

1/6 u 1/32 u ~ Diam= 6 m Diam = 2.2 cm

Naranja Rosa-



ANEXO 2.

'LAS DIFICULTADES EN EL USO CE LA REGLA

La regla graduada es el instrumento de medicibén por excelencia

en la escuela. Se exige entre los Gtiles escolares desde prime
ro hasta sexto grado y los nifios recurren a ella frecuentemen-
te. Pero para usar este instrumento eficientemente seria nece-

sario entender la forma en que se construye su graduacibn.

Durante las entrevistas, como se ha venido sefialando, los ni -
fios recurren muy frecuentemente al empleo de 1la regia, sea pa-
ra medir longitudes (en los procedimientos de chlculo de 4reas
o fuera de éstos), sea para medir directamente Areas mediante
procedimientos inesperados.

Sin embargo, la forma en que la utilizan manifiesta diversas
dificultades y errores provenientes del desconocimiento de la
manera en que esti construida la graduacidén y del significado
de las unidades que la constituyen. |

Aunque las dificultadés'observadas son tan interesantes e ilus
trativas que debemos sugerir un estudio especifico sobre el par
ticular, aqui se presenta una sintesis de las observaciones més
interesantes hechas durante las entrevistas (*)-

La regla es considerada por los nifios de varias maneras distin
tas: | '

La primera es considerarla como patrén o unidad, formando un to

(*) En algunas de estas observaciones se siguieron los crite-
‘rios de andlisis sugeridos en la investigacidn presentada
en "Analyse d'une sequence de Legons sur la mesure des lon
gueurs en CEl", de Annie Bessot y Madelein Eberhard.



do sin tener en cuenta nada que se refiera a las graduaciones.

La segunda manera es con51derarla como un conjunto de nimeros,
a los que corresponden marcas, pero sin tomar en cuenta la re-
lacibén de distancia entre las marcas.

Una tercera forma es la consideracidn de 1la regla como itera -
cién de una unidad (en general el centimetro).

No hay ninguna duda de que estos modelos coexisten en la mente
del nifio, pero algunos procedimientos nos hablan de la utlllza

cibén privilegiada de algunos de esos modelos.

Asi, se distingue claramente la segunda concepcidén de la terce
ra por la utilizacidn no sistemitica de la marca del cero al
‘principio de lo que se desea medir. Este es uno de los proble-
mas mds comlinmente observados. Los nifios hacen coincidir algu-
nas veces la orilla de 1lo que miden con la marca del cero,
otras con la del nGmero uno y otras mis con la orilla misma de
- la regla (las reglas suelen tener un pedacito libre antes de la
primera marca) y a veces ignoran 1as marcas y hacen coincidir

el lugar donde estid impreso el nfimero. Veamos algunos ejemplos:

- Rubén (8:0) Para medir el terreno circular ;Qué te haria falta?
Ru: (toma una regla y mide varias cuerdas paralelas) Veinti -
' seis, veintisiete, veintiocho, veintisiete, veintitres
(intenta correr en cada ocasidn el ancho de la regla, pe-
TO sin marcarlo). | _ |

Le pido que me sefiale cacda vez cuil pedazo esti midiendo.
En cada océsién me sefiala el pedazo que queda cubierto

con la regia. Algunas veces hace coincidir el cero con la
ofilla, y otras veces sube o baja la regla un poco, para
hacer coincidir el nfimero con la otra orilla del terreno;
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le pregunto por qué lo hace asi.

No importa, porque el que mide es acid (sefiala el nlmero en

en otro extremo)

Puede notase en este ejemplo la importancia dada a la gradua -

cibén, independientemente de la distancia implicada.

Exp:

Ru:

Exp:

Ru:

Exp:

Ru:

Exp!
Ru:

N ]

Ru:

iQué harias con esos nQmeros?
(Se queda callado)
i;Crees que serviria sumarlos?

No... digo si para que se junte todo.

O>

(]

~J1
~J

iQué son esos numeritos? Por ejemplo aqui, (qué midi
squé con los 272 | '

Son recténgulos.

;De qué tamafio?

De un centimetro. (Dibuja con ayuda de la regla un rectén
gulo de medio centimetro de largo y muy angostito: = )
(Le hago 1a.suma. Le pregunto si con 153 de los recténgu-
los que me dibujé se llenaria todo el térreno).

No.
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| Ricardo'(8:9) 

Le pido que elija un terreno para medif.y elige

Exp: (Me pide una regla) ¢(Te sirve alguna otra cosa?

"Ri: Sblo eso me sirve. (Mira las graduaciones y dice:)

Ri: Aqui esti el cero (en el lado de los centimetros. Enton -
ces la coloca en la orilla del terreno -por fuera- y hace
coincidir el nlmero uno con la orilla del terreno, miran-
do hasta dénde 1llega).

Ri: Este diez y ocho. (Gira el cartén, dejando la regla en la
misma posicidén para medir otro-lado). |

Ri: Este midid 22 (Anota el 18 y el 22 y los suma. Sigue asi
hasta medir los cinco lados y va anotando las sumas: 40 +
19 = 59; 59 + 22 = 81; 81 + 16 = 97, diciendo cada vez en
voz alta la medida y el nuevo resultado).

EXp: ¢Por qué empiezas en el uno? (cuando tiene colocada 1la re
gla)

Pi: Porque si lo pongo acid (sefiala el ceio) entonces me como

~ un centimetro. Mide noventa y siete.

Exp: ¢97 qué? |

Ri: 97 centimetros... Si tuviera... (cuenta con los dedos)...
si tuviera tres seria un metro. '

Exp: (Cbémo un metro? |

Ri: Porque si llegara a cien tuviera un metro.

Victor (7:6) es un caso muy ilustrativo del permanente conflic
to entre iniciar con la marca del cero, con la del uno o conel
principio de la regla, ademids de mezclar la medida de longitu-

~~des con las consideraciones de superficie. Para medir el terre

S ——— T

= .
: !

it
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no rectangular (21x28 cm.) le pregunto: jqué te sirve?.

Vi

- Vi:
Exp:
Vis
Exp:

Vi:

Exp:

Vi:

Vi:

Exp:

Vi:

Exp:

Vi:

Una regla. |

Le doy una regla, y-ie'muestrd las_dbs cajas con materia-
les. (Pone la:regla a lo Iargo -por dentro-, haciendo coin
cidir el cero con el_principib del terreno. Usa la gradua

~cidn en centimetrbs; luego hace 1o mismo con el ancho).

Mide 28 de ese lado y 21 de este.
628 qué?

28 metros... no, no son metros.

(Por qué no? ;Qué son?

(No me contesta) Y son 21 de este lado.

.Y ahora ya sabemos cuédnto pasto? |

Es que necesito rayarlo asi (seﬁala lineas paralelas por
dentro) '

~ (Marca tiras a lo largo del terreno, del ancho de la re -

gla. Le sobra una tira mis angosta que la regla que esti

usando. Toma entonces una regla mis angosta, pero no la
usa en el espacio que le sobrd, sino que la pone sobre

las lineas que trazd antes. Hace coincidir ahora el nfme-

.To uno con la orilla del terreno y marca hasta el 20 -la

regla‘angostA-mide un poco mas de 20 cms,=-; luego'la co -
rfe; haciendo coincidir el nfimero uno con su marca. Laori
1la de la hoja estd a los 9.7 cms., pero Victor reacomoda
la hoja para que llegue al nGmero diéz).

Son como diez centimetros més ..

iPor qué aqui pones el uno al prinCipio?

A mi me gusta empezar desde el uno, se me hace mis fac11
$Y el pedac1to de aqul (le sefialo del O al 1), no cuenta?
No, es mas fac11 desde el uno. _

Repite el procedlmlento para cada una de las. lineas que

trazo En cada caso dice que mlde 20 vy dlez




Vi:

Vi:'

Vi:

Exp:

Vi:

Vi:

Ahora tengo que medir este lado (el ancho del terreno. Co

loca la regla angosta -de 20 cms- transversalmente y ob-

serva)

No, ahora me sirve mejor la otra (regla ancha de 30 cms
que usd antes.

Usa nuevamente ellantho de la regla, hasta cuadricular el
terreno. Luego mide cada linea, empezéndo ahora en el ce-
ro). ‘

Mide 21 (Lo va diciendo cada vez que mide una 1inea).

(Al terminar) ¢(Ya sabes cuédnto mide el pasto?

No, necesito poneflas asi (Coloca la regla de 30 cms a lo

largo, la regla de 20 cms perpendicularmente; y luego bus
ca otras dos reglas hasta obtener

Illll]

ETINT]

FITITS TR uu]

Illlil T

(Hace coincidir indistintamente el cero orél uno sea con
la orilla del terreno, sea con el lado interior de 1la G1-
rima regla que colocd. Cuenta los centimetros, siguiendo
el conteo al llegar a las _eSquinas;_comenzando por el nd
mero uno de la siguiente regla, de manera que a Veces
cuenta centimetros encima de la regla que ya contd y a ve
ces no). '

Mide 94 metros.

Otro problema grave en la utilizacipon de las reglas es el que

se refiere al conocimiento y comprensién de las unidades ahi

utilizadas, de lo cual hemos hablado en la seccidén sobre con -

vencionalidad de la medida. Veamos a continuacidén algunos ejem

184
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plos especificos de las unidades de longitud:

Oswaldo (8:9) Para este terreno 28x21 cms ;con qué lo quieres

medir?

0:

Exp:
Exp:

Exp:

Exp:

Exp:

s

(Coloca una escuadra por fuera, midiendo el largo del te-
rreno. Voltea la escuadra para que quede en el borde del
terreno el lado de la escuadra graduado en pulgadas. Como
la escuadra es mis corta que el terreno, pone su dedo en
la marca del siete y corre la escuadra. El pedazo restan-
te mide aproximadamente 3 pulgadas)
Mide diez pulgadas.
(Diez pulgadas?

diez... centimetros.
;Son pulgadas o son centimetros?

Centimetros.

Estos (le sefialo en la graduacibén de la escuadra) ¢son pul

gadas o centimetros?

No, son centimetros. .

(Y con este lado (le sefialo el graduado en centimetros),
puedes medirlo? '

No, estas (pulgadas) son centimetfos; y los chiquitos son
pulgadas. Mira, de aqui a aqui (me sefiala una pulgada) es
un centimetro, y aqui otro, y asi. |

Mira qué dice aqui (Lé muestro en la escuadra; junto a la
graduacién dice "pulgadas" y '"centimetros"

iAh!... entonces &stos son centimetros... y las pulgadas
son més grnades que los centimetros... entonces con los
centimetros (continfia midiendo, pero ahora con el lado

gradudado en centimetros)

Rocio (12:6)

Exp: ¢Me podrias dibujar un centimetro?

Ro:

(Dibuja sin utilizar la regla una serie de marcas sin con

siderar el nfimero de marcas ni tomar en cuenta la distan-
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Exp: ¢Y cudl es ahi el centimetro? _
Ro: (Me Seﬁala en la regla) De aqui, donde empieza, hasta el
‘ uno, y del uno al dos, y de aqui (2) aqui (2.5).

Le pregunto si el espacio entre el uno y el dos es igual
al 2 - 2.5 (seﬁaléﬁdoselo en la regla).
Ro: Si. ' o

Victor (7:6) ha estado cubriendo los terrenos con figuras, pa-
ra después medir con la regla.

Exp: ¢(Pero las figuritas miden el terreno?

Vi: No, lo tengo que medir con nlmeros y con la regla.
Le pregunto por qué usa el lado de los centimetros y noel
de las pulgadas, sefialdndoselos en la regla. '

Vi: Porque aqui (pulgadas) estén por grandes, estin muy sepa-
rados
(Y no sirven esos para medir?

Vi: Para mi no, porque estin muy separados.

Exp: (Para medir tienen que estar muy juntitos?

Vi: Un poco

Exp: (Le ensefio las marcas de la "regla curva'") ;De ese tamafio
si sirven? (Las marcas estin separadas aproximadamente un
centimetro y medio)

Vi: Si, pero para uno redondo

T e

Manuel (11:11) Le pregunto cémo medirfia 'L l
el terreno '
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Pone la regla asi | ] pone una marca en el

ntmero 30, corre la regla y mide el pedazo restante

M:

Exp:

- Exp:

Exp:

Mide siete punto dos, entonces son treinta y nueve (30 +
7 + 2) _

(Mide de la misma manera el otro brazo. Anota 39 x 39 y ha
ce la cuenta)

Mide 1511

(1511 qué? ] , _
1511_centimetros... Ah, no, 1511 metros... cuadrados.
Esta regla, jen qué mide? '

(Cémo en qué mide?

Si, lo que marca 1aireg1a, ;qué son?

Ah, entonces son centimetros cuadrados

¢Me podrias dibujar uno?

No se dibujarlo (Me sefiala en la regla la distancia de un
milimetro)... Es un cuadrito asi, de este tamafio

;Ese seria un centimetro cuadrado?

‘A ver, espérame... jcuidles son los centimetros?... aqui,

el del 18 hasta el 19 es un centimetro? ;o el que estd a
la mitad? _

(TG cull crees Que sea?

E1l del 18 al 19

Aja 4

Ah, entonces es un cuadrito que mide éso, un centimetro
(Dibuja un recténgulo de un centimetro por aproximadamen-
te medio centimetro)

(Por dénde‘mide un centimetro?



- 186

M: Por aqui ;No? (seﬂala el lado de 1 cm)
~Exp: (Ese es un centimetro cuadrado?
M: Si

Como puede verse aqui, no sbdlo hay problemas con las unidades
cuadradas de 4rea, sino que las dificultades se inician con las
unidades legales de longitud. '

Rodrigo (8:7) (ha mencionado los centimetros; le pido que me di

buje uno)

Ro: Aqui mide 27 centimetros (me sefiala en la regla el nlmero
27) |

Exp: Pero quiero que'me dibujes un centimetro solito.

Ro: Ese tiene 100 (me sefilala el metro)

Exp: ¢Cien qué?

Ro: Centimetros.

Exp: (Le sefialo en la regla un centimetro comprendido entremis
ufias) ¢Cuidnto mide ese cachito?

Ro: Diez (cuenta los milimetros)

Exp: ¢Diez qué?

Ro: Diez centimetros.

Desde otro punto de vista, hemos analizado ya que la regla pue
de ser utilizada por los nifios lo mismo como un instrumento de
medida de longitud que como uno que mide directamente &reas

‘cuando se le usa para cubrir una superficie.

En este segundo caso, se observd que la regla se utiliza como
un patrdén-unidad (primera concepcidn), sea sin tomar en cuenta
las graduaciones o bienutilizando éstas, segGn puede distin -

guirse en los ejemplos siguientes. (algunos de ellos ya citados)

Erika (7:6) » '
. ¢Cbémo podrias medir este (21x28 cm) con la regla?

E: Es que ya me ensefiaron, pero no me acuerdo.



Erika utilizb anteriormente la regla para otros terrenos, pero

al pedirle uno de los que supone que ya le ensefiaron a medir en

la escuela, se resiste a utilizar sus propios recursos.

Al insistirle, superpone la regla, sin hacer coincidir un ntme
ro en particular ni la orilla de la regla:

Luego marca

(IR TSI

Son 1; 2,'3, 4, 5 (Los pedazos 1 al 4 tienen el ancho de
la regla; el 5 le quedd mis angosto)

;Cinco qué son los que contaste?

Cinco recténgulos ' '

iSon iguales todos 1los recténgulos que contaste?

No, son méis delgaditos‘(Seﬁala el 5) (Toma un recténgulo

que usd antes para cubrir y lo coloca al lado del terreno

marcado. Observa que esos rectingulos tienen el doble de

- ancho que sus marcas).

Exp:

S OHD >~

Mide dos de estos... Si mido con esos serian 2 (sefialarec

tdngulo 1 y 2)... 2 (S’y 4) y este pedazo, serian como dos
y medio. '

¢Y las escuadras, cbmo las usarias? (Le muestro una) ;Te
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sirven para medir el pasto?

E: Pues igual. (Toma la escuadra y la coloca)

\\\/7

(Marca con el 14piz el ancho de la escuadra, y la bajaesa
distancia, y asi sucesivamente, contando el nlmero de ve-

ces que corre la escuadra hasta cubrir toda la superficie)

Rubén (8:0) _

Por éjemplo_e1 terreno rectangular (21x28 cms) ¢con qué te gus

taria medirlo) ’

Ru: Con una regla (elige una ancha, de 30 cms de largo. Hace
coincidir la orilla del terreno con la marca del .30, lue-
go mira hacia atréis, hasta el uno.

Ahora coloca la regla en la orilla -antes del cero-)

‘Ru: Mide 27 (Va girando la regla -sobre su largo- y cada vez

dice:)

- Ru: Mide 27... también 27... también 27 (hasta llegar al otro
extremo del terreno. | '

Exp: aCuéntés veces midid 272

Ru: Tres (en realidad fueron cuatro)

Exp: ¢Y ya lo mediste todo? '

~Ru: Si, todo su pasto



,Rodrigo (8:7) aY si midieras este terrenito? (4 .x 5 cms.)

- Ro:

Ro:
Exp:

Ro:

Ro:

Exp:
Ro:
Exp:
Ro:

Exp:
Ro:
Exp:

Ro:
Exp:
Ro:

Ro:
Exp:
Ro:

(Pone 1la reglavgraduada en centimetros encima; la regla
tiene 3.5 cms de ancho, de manera que le queda sin cubrir
solamente un espacio de 0.5 cms por 5 cms) '
Mide cinco metros chiquitos

(Le doy un terreno de 7 x 7 cms) ¢Culnto

mide su pasto?

(Pone la regla encima, a partir de cero,

,;Ill [FTTTIRLITaY RXTETIN

y lee:)

Siete (Marca el ancho de la regla, y la vuelve

a colocar abajo, es decir cubriendo la parte que le falta-
ba) Mide siete y siete, son catorce centimetros.
icentimetros?

Metros chiquitos

¢Los cehtimetros son metros chiquitos?

Si, mira (me sefiala en la regla la graduac1on en cms) es-
tan chiquitos

Y en este terreno (14 x 21 cms) ;Cuénto mide el pasto?
(Pone la regla, igual que antes) Mide 21 centimetros

¢Y no importa que sobre esto? (Le muestro la parte sin cu-

brir por la regla) -

ARSI AANATANRY Lin) ""le‘!

Si, si importa
¢Entonces cuanto mide el pasto?

(Corre la regla hacia abajo; marcando su ancho; lo repite

~hasta llegar al otro-éxtremo'del terreno. Registra 21 + 21

= 423 42 + 21 = 63; 63 + 21 = 84
Ochenta vy cuatro

¢Ochenta y cuatro qué?

Metros... jcentimetros! _ R \.] ;
21

ACTERTRINEINVE] Hllﬂ\\ll‘]

*
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También utilizada como patrdén para medir longitudes la regla

ofrece nuevas dificultades. Dificilmente el objeto a medir mide

lo mismo que la regla. Si el objeto es menor que la regla se re

quiere considerar solamente una parte del patrdén, y si en cam-
bio el objeto es mayor, se requiere iterar el patrdn, todo lo
cual exige el conocimiento de la forma en que se construyd la
~graduacidén. Si la regla midiera lo mismo que el objeto, la cosa

seria mucho mis f4cil, como lo ilustra el caso de Rocio (12:6)

Exp: ¢Y este (21 x 28) lo podrias medir con la regla?.

Ro: Si, este si se puede. Ponia aqui la regla y veria cuinto
hacia de ancho.

Le doy la caja con reglas y otros instrumentos. Toma una regla

angosta y la coloca sobre el lado de 28 cms. La cambia por otra

regla més gruesa y luego por una tercera.

Exp: iPor qué no te sirven?

Ro: Porque no miden exacto los treinta centimetros (Todas las

reglas que ha usado hasta ese momento son de treinta centi

metros; se entiende que est4d buscando una regla de 28 cen-
timetros de.largo -para que coincida con el largo del te-
rreno- o0 una que marQue treinta centimetros en el limite
del terreno, para que el terreno mida treinta centimetros)
Ro: Estas se pasan,no me resulta, da 27 (Ro coloca la orilla
- del terreno en el nfmero 1)

Prueba con una escuadra -con el lado graduado de 18 centimetros.

Ro: No, esta no me 51rve, es de 18.
Toma una regla rota -le falta del cero 'al ocho-, pero no le al-
canza para todo el ancho; 1la qu1ta '

Ro: Lo que quisiera aprender es a medir el este, mira (me mues

tra el transportador) el este de aqu1 (senalando la gradua

cibn)
Prueba varias escuadras en el ancho del terreno

Ro: No, nadie me mide exacto



Toma una regla de 20 cms, la pone, y sin marcar hasta ddnde 1le

gb la corre lo necesario para que mérque'10 -30 en total- al fi

nal del terreno. Usa una escuadra con el lado marcado de 13 cen

timetros y la corre hasta el final del terreno.

Ro:

marca del 13)

Vuelve a tomar la regla angosta y la pone.

Ro:

Exp:

Ro:

Ro:

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

~ Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

Exp:

Ro:

- Exp:

‘Ro:

Mide 27...28, son 28 (Ahora 1la cdloCa a lo ancho y dice:)
Mide 21.

¢Y estas reglas, aunque estén més largas que el terreno,
sirven para medirlo?

(Toma otra regla de 30 centimetros y verifica sus medicio-
nes (-28, 21-) '

Si, miden lo mismo

¢(Aunque le sobren pedazos de la regla?.

Si, porque ninguna me da exacto. :

Y una regla mids cortita como esta (20 cms) (Te sirve para
medir el terreno? ‘

1971

- Trece, trece... no, no me da tampoco la escuadra (no en la

(La pone sobre uno de los lados) No, no sirve porque no al '

canza para los 30 para medirlos, y si por ejemplo aqui me
resulta 20 (pone una marca en el 20) y luego la volvemos a
poner, son ocho (Ves? ' '
¢Cuinto midid con esa chiquita?

(Repite el procedimiento) Da 28

Entonces esa, ¢sirve? (da lo mismo cualquier regla?

Con unas da, pero con otras no. '

¢Por qué con algunas no?

Por ejemplo con esta escuadra (graduada 13 cms)>da 13, vy

13 no me da, no se puede..

iPor qué?

Porque no tiene los centimetros exactos

(Y cbmo se mide algo larguisimo, como el patio de la es-
cuela? ;cbébmo lo harias?

S61lo con un metro



Exp: jcomo de qué tamafio es un metro?
(Me ensefia con los brazos, buena aproximacibn)

Exp: ¢Y eso alcanza para todo el largo del patio?

Ro: No v

Exp: (Entonces cbémo le harias?

Ro: Dejaba una marquita donde ya habia medido, y con ese metro
lo ponia otra vez y lo vuelvo a medir, y otra marquita y
1o vuelvo a medir.

Exp: ¢Y con esa regla no se puede hacer lo mismo?

Ro: No, no se puede

Es claro que Rocio tiene un gran conflicto en medir con un ins-
trumento que no mide lo mismo que el objeto, y que no tiene pre
sente la interacién de unidades -en el uso de la regla.

Finalmente, al medir con regla también se presenta el problema
del conteo y la aproximacibén. Veamos qué hacen los nifios cuando

el objeto no mide un nfimero entero de unidades:

Manuel (11:11), como citamos un poco mis arriba, pone 1las re=
glas sobre la cruz para medir su largo y marca hasta el nfimero

30, corre la regla y mide el pedazo restante y dice:
Ma: Mide siete punto dos... entonces son 39 (30 + 7 + 2)

En este caso se da el conteo de unidades como iguales, sin con-
siderar sus diferencias, exactamente como lo hemos descrito pa-

ra el caso de unidades de 4rea. Un caso muy similar es el de:

Oswaldo (8:9). Para medir el terreno rectangular (21 x 28 Cm).
mide el largo colocando una escuadra por el lado graduado en
centimetros. Marca a los 19 centimetros y corre la escuadra pg'
ra medir el resto (8.5 cm) y dice:

0: Mide 24 (15 cm + 5mm)

Exp: Pero a ver, aqui tienes 1s B50sa8s

0: = (Interrumpe) Pero aqui cuando estid en medio es cinco.



' EXp:-Entonces en total...

0: Veinticuatro
Exp: £19. + 57
0: Si, son veinticuatro.

Exp: (Y este pedazo no se suma? (0-8 cm)

O: Si, si se suma, entonces son 19 y 5, 24 y tengo que sumar-
le los 10 de aqui (10 de cada uno de los 8 centimetros),
son 10, 20, 30...70. (Registra 70 + 24 = 94). Son 94.

Exp: ¢(Entonces ese campo mide 94, o todavia no terminas?

0: Ah no, me falta (pone la escuadra a lo largo del otro lado
del terreno. No lo mide,sdlo poné la escuadra). Son 94 vy
94 (los suma) Son 188.

Exp: ¢Ya? »

0: No, me faltan estos (sefiala los dos lados cortos. Pone 1la
escuadra, marca hasta el 19 y la corre. Mide 20.4). 19 +
10 (de 1 céntimptro mas) son 29 + 4 (de 4 mm mis) son 33.

Exp: ¢Cuindo mediste acé'(19) contaste los chiquitos?

O: Si,bsi las conté, son 19 pulgadés de esas... digo centime
tros.

Exp: ¢(Habia 19 chiquitas?

0: No, las chiquitas no las conté, son 19 de las grandes.

Como se ve hay conciencia de las diferencias entre las unidades
pero esta diferencia no es considerada para efectos de cuantifi
cacidn de la magnitud.

Las observaciones aqui relatadas son mis que suficientes para
evidenciar 1las insélitas situaciones a las que conduce el em-
pleo de la regla anterior a la cdnétruccién de las nociones que
ese instrumento vehiculiza. La regla es un instrumento de medi-
cién que concretiza una serie de convencionalidades respecto a
la medicidén de longitudes, convencionalidades que el nifio asimi
la adaptéindolas y deformindolas en funcién de sus propias ideas
de 1la longitud y sobre la medicidn. |

0w

B2 ]



Trabajar’escolarménte‘sobre las nociones de 1ongitud y medicibn
de 1la longitud, asi como sobre el uso mismo de un instrumento
graduado se hace‘CIaramente indispensable, méis aGn el trabajo
de construccién de un instrumento graduado implica un proceso
de reflexién sobre la magnitud considerada y sobre la actividad
de medirla. ' '

ot
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