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Resumen

Durante los tltimos afios, las dispersiones coloidales tipo patchy (coloides con parches) han
emergido como candidatos ideales de formadores vitreos en sistemas compuestos por particulas que
interactian con potenciales no isotrépicos. Sin embargo, desde el punto de vista computacional, la
caracterizacion de las propiedades dindmicas cercanas a la transicion vitrea por medio de cualquier
técnica de simulaciéon de Dindmica Molecular puede resultar muy dificil debido a la ralentizacion
de las dinamicas rotacional y traslacional. En consecuencia, técnicas nuevas y suplementarias son
requeridas para explorar la transicion al arresto de sistemas coloidales con un niimero maés grande
de particulas en una ventana de tiempo extendida. En esta contribucion, mediante el método de
Monte Carlo Dinamico, reportamos el arresto dinamico, tanto rotacional como traslacional, de
una dispersion coloidal bidispersa tipo patchy, y siguiendo tres diferentes caminos sobre el plano
densidad-temperatura, incluyendo altas densidades y bajas temperaturas. Aun cuando este método
tiene algunas limitantes, mostramos que, incluso en la transicién al arresto dindmico, nos permite
extraer informacién dinamica valida para un sistema complejo. Por tanto, resulta ser una técnica
prometedora para explorar el comienzo de la vitrificacion de particulas coloidales anisotropicas.
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Abstract

During the last few years, patchy colloidal dispersions have emerged as ideal candidates as glass
formers in systems composed of particles that interact with non-isotropic potentials. However, from
the computational point of view, the characterization of the dynamical properties close to the glass
transition via any kind of Molecular Dynamics simulation technique can be very difficult due to
the slowing down of the rotational and translational dynamics. Then, new and complementary
simulation techniques are required to explore the arrest transition of colloidal systems with a
larger number of particles in an extended time window. In this contribution, by means of the
so-called Dynamic-Monte Carlo method, we report on the dynamical arrest, both rotational and
translational, of a bidisperse patchy colloidal dispersion, following three different paths along the
density-temperature plane, including high densities and low temperatures. Although this method
has some limitations, we show that, even at the dynamical arrest transition, it allows us to extract
good dynamical data from a complex system. Therefore, it turns out to be a promising technique
to explore the onset of vitrification of anisotropic colloidal particles.
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Capitulo 1

Introduccion

Los materiales vitreos han sido conocidos por la humanidad desde la era del antiguo Egipto, y
se han desarrollado y dominado una gran variedad de técnicas para trabajar con dichos materiales.
Sin embargo, aun no existe una teoria fisica robusta que describa completamente a los vidrios, por
lo que esta es una de las lineas de investigacién mas activas en el area de Materia Condensada. Ha
habido muchos esfuerzos, tanto tedricos como experimentales, para describir la transicion vitrea
y el frenado de la dindmica durante dicho fenémeno. La importancia de la ultima tarea es muy
alta debido a la relevancia de los sistemas vitreos en distintas dreas de aplicacién e industrias [1]
e incluso en el campo de la Biologia [2]. La comprensién de la dindmica de los objetos en sistemas
(macro y microscopicos) desordenados y muy densos es igual de importante [3]. Entre los enfoques
teodricos para abordar estos problemas abiertos, se encuentran la Teoria de Acoplamiento de Modos
(MCT, por sus siglas en inglés) [4] y la Ecuacién de Langevin Generalizada y Auto-Consistente
(SCGLE, por sus siglas en inglés) [5], las cuales han hecho grandes avances en la descripcién desde
primeros principios del proceso de formacion de vidrios. De igual manera, muchos experimentos
se han llevado a cabo y reportado, enfocado principalmente en encontrar (e incluso predecir) la

temperatura T, a la cual ocurre la transicién vitrea, para una variedad de materiales [6].

En el contexto de estudios computacionales, esto es, simulaciones numéricas, es bien sabido que
la mayoria de los fluidos simulados cristaliza al ser enfriados por debajo de cierta temperatura T,
pues este proceso de cristalizacion implica alcanzar el minimo de la energia libre. Ahora bien, si se
pretende estudiar la transicion vitrea y su dindmica, es claro que se debe evitar la cristalizacién
para alcanzar un estado desordenado. Esto ultimo puede ser una tarea complicada, por lo que
existen distintas maneras de prevenir la cristalizacion y conseguir un vidrio (en el contexto de
las simulaciones), como por ejemplo la aplicacién de un campo externo, la introducciéon de algun
grado de polidispersidad en el fluido, y/o por medio de un potencial de interaccion que sea capaz

de frustrar el ordenamiento de las particulas en una red cristalina [7]. La clase de sistemas que



implementan alguna de las alternativas anteriores son conocidos como precursores vitreos o for-
madores de vidrios [§], y algunos ejemplos son: esferas duras binarias, la mezcla Wahnstrom y la

mezcla binaria Lennard-Jones del tipo Kob-Andersen [7].

Las novedosas y tnicas propiedades fisicas inherentes a los vidrios dependen de distintos fac-
tores, tales como la geometria y especie de las particulas constituyentes, asi como del potencial
de interaccion en el sistema. Segun lo anterior, los vidrios pueden ser clasificados como coloidales,
i6nicos, metales vitreos, atractivos, repulsivos, entre muchos otros [9]. Existe un gran interés en
aquellos precursores vitreos con un potencial de interaccién que es de naturaleza anisotrépica, esto
es, una clase de interaccién entre particulas que es altamente direccional (orientacional), ya que
esta clase de sistemas muestran un amplio rango de fendmenos de auto-ensamblaje [10]. En este
sentido, muchos modelos se han desarrollado, tanto en experimentos como simulaciones compu-
tacionales, en los cuales es posible ajustar las superficies de las particulas y asi obtener un fluido

anisotrépico con propiedades de auto-ensamblaje muy especificas [10, [11].

Entre los modelos anisotrdpicos, las dispersiones coloidales Janus y con parches (referidas como
patchy en la literatura y de aqui en adelante por conveniencia) han sido de las més estudiadas,
lo dltimo evidenciado por el alto nimero de articulos publicados en torno a ellos. Estos sistemas
tan versatiles y a la vez simples, han sido capaces de reproducir muchos procesos biofisicos de
auto-ensamblaje tales como la formacién de membranas celulares, moléculas anfifilicas, ADN y

muchos otros [12].

En un trabajo previo, hemos estudiado el arresto dindmico en un fluido Janus bidisperso me-
diante el algoritmo de Monte Carlo Dindmico (Dynamic Monte Carlo, DMC por sus siglas en
inglés) [13], obteniendo resultados muy sélidos. Desde entonces, hemos extendido el estudio a dis-
persiones coloidales tipo patchy con una metodologia mejorada y los resultados principales son

ahora presentadas en esta tesis doctoral.

1.1. El modelo de esfera dura

Desde la concepcion temprana de la ecuacion de estado de van der Waals, hubo una clara
distincion entre las dos fuerzas de interaccién presentes en la fase liquida. Primero, la repulsion
intensa pero de corto alcance entre los ntucleos, asociada al traslape de las capas electrénicas
interiores [I4] y que origina el orden de corto alcance en liquidos y cristales, asi como el proceso de
cristalizacion [15]. La otra fuerza es atractiva con un rango mucho mas grande que el de la repulsiva,
dicta la transicién gas-liquido y la densidad del estado liquido [15], a la vez que contribuye a su
estabilidad.



El modelo méas simple para un liquido, bastante bien estudiado y que tnicamente toma en
consideracién la interaccién repulsiva, es el modelo de esfera dura (HS, por sus siglas en inglés)
[14]. En muchos sistemas con una alta densidad, la fuerza repulsiva es fundamental mientras que
la atractiva es casi irrelevante, y el modelo HS (que carece de una parte atractiva) resulta ser una
aproximacion muy buena desde el punto de vista cualitativo para potenciales intermoleculares mas
complejos en los que la atraccion es despreciable al compararla con la repulsién de corto alcance.

El modelo HS cae dentro de la categoria de potenciales a pares y se escribe de la siguiente manera:

00, Ssi 1y <
VES = kA (1.1)
0, sir;=>o

donde o es el didmetro de la esfera dura y 7;; es la distancia centro-centro entre las particulas ¢ y
j. La grafica del potencial HS se muestra en la Figura Este potencial discreto, a pesar de su
simplicidad, ha demostrado ser muy robusto y capaz de reproducir fenémenos fisicos tales como

la cristalizacion para valores altos de la fraccién de llenado, y para la transicion de tipo jamming
[14].

100
80| ]
60/ ]
S
>
10} ]
20[ ]

Figura 1.1: La grafica del potencial HS, donde el valor r = 1 corresponde a un didmetro ¢ unitario.

Asi como se muestra en la ecuacién ((1.1]), este es un potencial atérmico, es decir, la energia
es independiente de la temperatura del sistema y las propiedades de un conjunto de particulas
tipo HS estdn determinadas por la fraccién de llenado ¢ [16], donde ¢ = N7wo3/ (6V), esto es, el
volumen ocupado por las esferas duras dividido entre el volumen total disponible. Notese también

que en la ecuacion (1.1, ya que el potencial es cero a distancias mayores que el didmetro o, la
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energia de interacciéon también serd cero. Esto tultimo conduce a una energia libre de Helmholtz
que es puramente entropica, y no tendra lugar la tipica competencia entre energia y entropia, por
lo que la transicién de fase es enteramente conducida por la entropia configuracional (el volumen
total disponible para las esferas duras es lo que determina la fase del sistema) [I5]. A volimenes
grandes, la fase es un gas no ideal; por otra parte, para un volumen pequeno (alta presion) la fase

es cristalina.

La existencia de una transicion de orden fluido-cristal en un sistema HS fue encontrada ini-
cialmente por Alder y Wainwright en 1957 [I7], y este importante trabajo constituye el primer
ejemplo de dindmica molecular computacional, ademéas de que predecia un fenémeno que sélo anos
mas tarde fue posible corroborar experimentalmente. De manera simultdnea, Wood y Jacobson
en 1957 [I§] repitieron los calculos empleando el método Monte Carlo, pues los resultados previos
con dicho método discrepaban de manera importante con los de Alder y Wainwright. Los nuevos
resultados que obtuvieron coincidieron mejor con lo reportado por Alder y Wainwright. Sin em-
bargo, fue muchos anos después que el diagrama de fases para un fluido aproximadamente de tipo
HS fue obtenido empiricamente por Pusey y van Megen en su publicacién del ano 1986 [19]. En
dicha publicacién estudiaron particulas coloidales de polimetilmetacrilato (PMMA, por sus siglas
en inglés) estabilizadas estéricamente con un poli-(dcido 12 hidroxiestedrico), a través de técnicas
como microscopia electronica, cristalografia y mediciones de dispersion de luz. La razon por la que
hasta ese entonces no habia sido posible verificar la prediccién de la transicion fluido-cristal, es
que resulta muy complicado en términos experimentales crear un coloide en el que las particulas
se comportaran aproximadamente como esferas duras. En un coloide compuesto tinicamente de las
particulas de PMMA sin ninguna funcionalizacién, las interacciones de van der Waals suelen ser lo
suficientemente fuertes como para que las particulas se aglomeren, lo que conlleva a un problema
de estabilidad. Al funcionalizar las particulas con el polimero mencionado (ver Figura lo que
se logra es crear una interfaz, de tan sélo una pequena fraccién del radio de particula, que da
origen a una repulsiéon de contacto relativamente fuerte entre las particulas, y de esta manera se
estabiliza el coloide. Posteriormente muchos trabajos [20, 21} 22] se inspiraron en la publicacion
original de Pusey y van Megen [19]. El diagrama de fases previamente mencionado (o mejor dicho,

una versién mas reciente del mismo) se aprecia en la Figura [23]

A partir de este diagrama de fases, se puede ver una regiéon en la que un fluido y una fase
policristalina pueden coexistir, lo cual ya habia sido predicho por Alder y Wainwright en 1957.
Dicha regién esta contenida en el rango ¢p < ¢ < ¢y, donde ¢p = 0.494 es la concentracion de
congelamiento y ¢y = 0.545 es la fraccion de volumen de fusidn [16]. Es importante destacar que
existe una analogia directa entre la regién de coexistencia para un coloide tipo HS y la coexistencia

de las fases liquida y sélida en una transicion de primer orden [19].



Funcionalizaciéon
>

~

Figura 1.2: Vista simplificada de la funcionalizacién de las particulas PMMA (nicleo de color azul oscuro) con el
polimero-12 de 4cido hidroxiestedrico (hilos negros sobre la superficie de la particula).

El modelo HS es uno de los sistemas mas simples en Termodinamica y dado que sus caracteris-
ticas y propiedades son bien conocidas, resulta ser un excelente punto de partida para las teorias
de perturbaciones del estado liquido (ecuaciéon de van der Waals) y para aproximaciones que pre-
tenden modelar liquidos compuestos por particulas suaves [14]. De igual manera, este modelo ha
servido como inspiracion para distintos potenciales continuos que intentan reproducir la Fisica de
fuerzas repulsivas intensas y de corto alcance, tales como el potencial de Weeks-Chandler-Andersen
(WCA), el potencial Yukawa con apantallamiento de Coulomb, el potencial repulsivo Mie 49-50,
entre otros [24]. Sin embargo, es necesario hacer el siguiente comentario sobre estos “potencia-
les HS continuos”: no importa que tan “rigidos” puedan llegar a ser dichos potenciales continuos
(mediante sus pardmetros), simplemente no seran capaces de reproducir el rango completo de fe-
noémenos fisicos asociados a un genuino potencial HS discreto. Siempre hay una pérdida implicita
de informacién fisica, consecuencia del mapeo entre ambos tipos de potenciales y de la naturaleza

fundamentalmente distinta de los mismos.

Después de lo que se ha mencionado sobre el potencial de esfera dura, no es coincidencia que
el modelo de interaccion patchy que usamos en las simulaciones (y que serd descrito con detalle en

el Capitulo |2|) tenga al potencial HS como base.

1.2. Coloides tipo patchy

Una particula patchy se define como una particula coloidal con sitios de interacciones direc-
cionales altamente localizados en su superficie [25], y ya que son coloidales, su rango de tamarios
varia desde unos cuantos nanémetros hasta la escala de las micras. El origen de estos sitios de
interacciones o discontinuidades en su superficie pueden ser de tipo quimico o topoldgico (alguna
concavidad o convexidad) [26]. En el primer caso en que el parche es de origen quimico y atrac-

tivo, se habla de un parche entalpico; por el otro lado, cuando el parche es un patrén topologico,
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Figura 1.3: Diagrama de fases para el modelo de esfera dura, donde 3Po? es la presién reducida y ¢ la fraccién de
volumen. Figura tomada de: Royall et al., 2023 [23].

es conocido como parche entrépico [26]. Las particulas tipo patchy, de acuerdo con la definicién
de Glotzer et al. [27], tienen al menos una superficie a través de la cual puede interactuar di-
reccionalmente con otros parches. Sin embargo, se han reportado dispersiones coloidales de este
tipo en las que cada particula tiene hasta 12 parches distribuidos sobre su superficie, y no sélo
el nimero de parches puede variar, sino que también su distribucién, extensién superficial y su
rango de interaccion. Lo anterior se traduce en un ntimero enorme de posibles combinaciones de
los parametros anteriores, lo cual a su vez hace posible el surgimiento de una gran variedad de pro-
piedades y comportamientos colectivos en esta clase de coloides. Un caso particular y que también
ha sido extensamente estudiado es el de las particulas Janus, las cuales tienen dos superficies con
areas equivalentes y diferenciables entre si, ya que poseen propiedades contrastantes. Ejemplos de
lo anterior son superficies hidrofébicas/hidrofilicas, metélicas/poliméricas, con/sin carga eléctrica,

organica/inorgéanica, entre otras [11].

El primer modelo de interaccion sitio-sitio fue introducido por Smith y Nezbeda en 1984 como
un modelo primitivo para describir fluidos con asociacion, esto es, enlaces de Hidrégeno, por medios
del método Monte Carlo [28]. Las especies asociativas fueron modeladas como esferas duras con
un pequeno numero de sitios de interaccién tipo pozo cuadrado, de manera que el niicleo de cada
particula era practicamente “invisible” para los puntos de interacciéon. Este modelo fue capaz
de reproducir con éxito y de manera cualitativa las propiedades bésicas de fluidos asociados, y

desde entonces muchos otros modelos comenzaron a surgir para estudiar sistemas cada vez més



complejos, tales como un modelo primitivo de agua [29], la transicién de fase fluido-fluido de
proteinas globulares [30], fluidos en los que las caracteristicas angulares y radiales de los parches
son independientes [31], un modelo de silice donde los dtomos de silicio y oxigeno son modelados

como esferas duras con sitios de enlace [32], entre muchos otros.

La relevancia de las particulas patchy (en general aquellas con interacciones anisotrépicas) y
el gran interés que han despertado se debe a que tienen un amplio espectro de aplicaciones en
distintas &reas, como por ejemplo: materia blanda, biologia molecular, virologia, materia activa,
entre muchas otras. Gran parte de las aplicaciones de las particulas patchy se basan en la idea de
utilizarlas como bloques en el autoensamblaje de estructuras meso o incluso macroscopicas mas
complejas, que a su vez pueden ser usadas en campos como el de la foténica, electrénica o en
la fabricacién de sensores [33]. Por otro lado, algunas aplicaciones se basan en la anisotropia de
esta clase de particulas, caracteristica que se aprovecha en el encendido/apagado de displays, en
materiales que pueden regenerarse a si mismos o incluso en el transporte y la liberaciéon controlada

de farmacos [11].

1.3. Antecedentes

Para estudiar la dindmica de un sistema complejo (como un coloide Janus o tipo patchy)
mediante métodos computacionales, la Dindmica Molecular (DM) y la Dindmica Browniana (DB)
son los dos algoritmos que se suelen implementar por defecto [34]. Estos algoritmos han sido
optimizados durante las dltimas décadas y al mismo tiempo, las capacidades de computo también
han incrementado, lo cual queda en evidencia gracias a la gran cantidad de trabajos recientes que
recurren a ellos [35, [36], 37, 38,139, 40]. Sin embargo, existen unas pocas pero relevantes limitaciones

que son inherentes a los métodos de DM y DB:

= No hay una manera directa de usar potenciales de interaccion discretos, y alguna clase de

mapeo hacia un potencial continuo es requerido [41].

= Al introducir grados de libertad rotacionales, la complejidad de los c6édigos incrementa sig-

nificativamente.

» Para simular coloides considerando los efectos del medio en el que las particulas estan in-
mersas, es decir, interacciones hidrodinamicas, y en el régimen de tiempo difusivo, las simu-

laciones de DM requieren la inclusion explicita de las moléculas del solvente.

Sobre el primer punto, se debe aclarar que DM con potenciales discontinuos y particulas con

simetria distinta a la esférica ya ha sido implementada utilizando una variante del enfoque de
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dindmica por eventos (event driven en la literatura), lo cual requiere del uso de un algoritmo muy
complejo y no paralelizable [42]. A pesar de ello, Marin-Aguilar et al., recientemente implemen-
taron una técnica de simulacién event driven para examinar tanto la dindmica rotacional como
traslacional en modelos de Kern-Frenkel vitreos [43]. Sin embargo, vale la pena mencionar que el
desarrollo de técnicas de simulacion alternativas complementarias para modelar potenciales patchy
discretos permitira explorar una diversidad mayor de dispersiones coloidales no isotropicas incluso
bajo condiciones termodinamicas fuera del equilibrio o cerca de este punto. Sobre la complejidad de
las simulaciones de DM cuando interacciones orientacionales son permitidas, esta aumenta debido
a la adicion del término de torque en la ecuaciéon de movimiento, junto con la integracién para
la evolucién de los dngulos de Euler (equivalente a la evolucién de las matrices de rotacién). Por
tanto, la integracién numérica para cada paso en el tiempo requerird un mayor tiempo computacio-
nal. Otro factor que favorece al método Monte Carlo Dindmico por sobre DM o DB (relacionado
con la primera limitante mencionada), es que la manera méas simple de modelar una interaccién
orientacional es a través de un potencial discreto. Como ya se ha mencionado, alguna clase de
mapeo es necesaria para modelar las propiedades mas relevantes de un potencial discreto hacia
una forma continua [36}, [B9] [41), [44], [45], 46|, 47]. Como consecuencia de la naturaleza distinta de los
potenciales discretos y continuos, una comparacién directa no es 100 % precisa: a pesar de que el
mapeo permite al potencial continuo reproducir muchas propiedades similares, siempre hay una
pérdida de informacion. Debe notarse que normalmente en ninguno de estos esquemas simulacio-
nales se incluyen explicitamente las interacciones hidrodinamicas. Se puede aun asi argumentar
que una simulacion de DM con solvente explicito al menos aproxima estos efectos, sélo que, para
tener una aproximacion realista se necesitaria simular una cantidad gigantesca de particulas del

solvente por cada particula coloidal.

Desde la década de los 90’s, algunos trabajos iniciales fueron publicados sobre la posibilidad
de emplear el algoritmo MC para obtener informacién dinamica cuantitativa de sistemas termodi-
namicos, en el limite de desplazamientos muy pequenos [48], 49, [50]. Estos esfuerzos demostraron
ser exitosos y motivaron a la comunidad para seguir explorando esta novedosa alternativa a la
DM y DB. Algoritmos més avanzados, catalogados como Monte Carlo Dindmico (DMC, por sus
siglas en inglés) fueron desarrollados en los afos siguientes, y muchos trabajos comparando sus
resultados con aquellos obtenidos mediante la DB han sido publicados desde entonces, mostran-
do que, de hecho, existe una equivalencia entre ambos métodos bajo las circunstancias correctas
[511, 52, 53], 54, B5]. Se debe recalcar que aqui estamos hablando de informacién dindmica; el método

Monte Carlo ha servido para obtener informacién estatica desde su publicacién hace ya 71 afos.

El método DMC incluso ha sido utilizado exitosamente en anos recientes para obtener informa-
cién sobre la dindmica de sistemas que se encuentran fuera del equilibrio [54) 56]. En este trabajo

empleamos una version ligeramente modificada del algoritmo primeramente publicado por Romano



y colaboradores, disenado para mapear el nimero de pasos Monte Carlo hacia una escala de tiempo
Browniano equivalente [52]. Los autores mostraron que el reescalamiento correcto da origen a un
“tiempo Monte Carlo” bien definido, consistente bajo cambios de parametros. A pesar de que el
DMC original fue disenado para ser utilizado en sistemas muy diluidos, ha habido mejoras y ex-
tensiones de gran importancia para el algoritmo, particularmente basados en la versiéon propuesta
por Patti y Cuetos en 2012 [57]. Tales extensiones al algoritmo han demostrado ser ttiles para
investigar la dindmica de sistemas complejos, como cubos y cuboides coloidales [58, [59], e incluso

para estudiar la Microreologia activa de suspensiones coloidales [60].

En el presente trabajo, mostramos que es posible usar el método DMC para estudiar el arresto
dindmico de una dispersién coloidal; donde aqui damos como muestra un sistema bidisperso del
tipo patchy, constituido por particulas con un parche en cada polo y a bajas temperaturas y/o
altas fracciones de llenado. El método DMC nos permite obtener las propiedades estaticas usuales
del sistema de interés, es decir, la funcién de distribucién por pares g(r), los pardmetros de orden
orientacional local y global Qu, Qs, G4 v Gs, v la energia promedio por particula. Adicionalmente,
también se pueden extraer resultados dindamicos como los desplazamientos medios cuadraticos
(MSD, por sus siglas en inglés) rotacional y traslacional, y la parte self de las funciones de dispersion
intermedia (ISF, por sus siglas en inglés) F*. Los resultados estaticos se obtienen por defecto a
partir del algoritmo MC “tradicional” que sirve como base para la variante DMC, y son mostrados
como una confirmacién de la validez fisica de los calculos, aunque en el sistema considerado también
nos permiten detectar ciertas peculiaridades en su comportamiento. Es bien sabido que el MC
estandar, cuando se permiten movimientos que carecen de significado fisico, es méas rapido en
alcanzar la termalizacion y no hay ninguna diferencia perceptible (fuera de las barras de error)
entre los resultados obtenidos mediante la variante DMC o un MC estandar con movimientos no
fisicos. Respecto a esto ultimo, se debe agregar que siempre y cuando se respeten las condiciones
de ergodicidad, reversibilidad y balance detallado, los resultados de cualquier método MC tienen
que ser idénticos. Ahora, sobre la informacién dindmica, las curvas de MSD y F*! son las més
interesantes que aqui se muestran. Estas ultimas son reescaladas y muestran el frenado de la
dindmica cuando el sistema se aproxima a la transicion vitrea, y a partir de su consistencia podemos
evaluar qué tan apropiado es el método en este limite particular. Es necesario enfatizar que en este
trabajo no reportamos una comparacion extensiva con, por ejemplo, simulaciones de DB, ya que

lidiamos con particulas que interacttian entre si mediante un potencial patchy discreto.
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Capitulo 2
Marco Teédrico

En este capitulo se describen algunos de los conceptos més importantes y que resultan bésicos
para el desarrollo de la presente tesis doctoral. Entre estos se encuentran los fendmenos de transicién
vitrea, el efecto caging o enjaulamiento (por su traduccién al espanol), el potencial patchy utilizado

en las simulaciones y los aspectos mas relevantes del método Monte Carlo Dinamico.

2.1. La transicion vitrea y el efecto de enjaulamiento

La transicién vitrea tiene lugar cuando un sistema es enfriado y/o comprimido a una velocidad
lo suficientemente alta, de modo que el proceso de cristalizacion se evita completamente y la diné-
mica del sistema es ralentizada o arrestada por largas escalas de tiempo. La pérdida de movilidad
—aumento subito de la viscosidad en el caso de liquidos— de las particulas del sistema es causada
principalmente por las jaulas que los vecinos mas cercanos forman alrededor de sus posiciones,
impidiendo que la particula escape de ellas [61] como se muestra en la Figura 2.1} El fenémeno
anterior es conocido como enjaulamiento, y no es permanente, pues eventualmente cualquiera de
estas particulas enjauladas logra escapar, sélo para ser atrapada por una nueva jaula formada por
sus nuevos vecinos. Vale la pena agregar que el enjaulamiento descrito es de origen traslacional,
pero un analogo rotacional puede ocurrir para potenciales anisotrépicos cuando las orientaciones
actuales de los vecinos més cercanos son tales que cualquier rotacion grande que intente la particula
atrapada no sera permitida por ellas. Hay una gran cantidad de sistemas de interés que bajo las
condiciones correctas presentan esta clase de dinamica vitrea, pero aquellos con potenciales anis-
tropicos, tales como los coloides tipo patchy y Janus, han probado ser unos de los mas interesantes
18, 62, [63], 64], 65, 66].

La distincién entre las dos clases de enjaulamiento, traslacional y rotacional, introduce la si-
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Enjaulamiento ‘
‘

Figura 2.1: Tlustracion del proceso de enjaulamiento traslacional.

guiente pregunta: jcudl de las dos formas de arresto dinamico se presenta primero en fluidos con
interacciones anisotrépicas? Algunos trabajos experimentales han sido publicados en torno a la
pregunta anterior, tal como el experimento realizado por Yunker et al. [64] en el cual estudiaron
las propiedades vibracionales de “vidrios elipsoidales” en 2D, y encontraron que los modos rota-
cionales y traslacionales son favorecidos por las particulas en funcién de sus relaciones de tamaio
y aspecto. Zheng et al. [65] estudiaron suspensiones bidimensionales de estos mismos elipsoides
coloidales cercanas a la transicién vitrea, y descubrieron que el arresto rotacional ocurre a una
densidad mas baja que el traslacional. En anos mas recientes se han estudiado estos sistemas elip-
soidales en tres dimensiones [67, [68], y la evidencia muestra que existe un estado conocido como
“vidrio liquido” en el que las rotaciones se encuentran “congeladas”, mientras que las traslaciones
no se ven limitadas. Entre los esfuerzos tedricos por entender la dinamica de la transicién vitrea
en sistemas anisotrépicos, destaca el llevado a cabo por Letz, Schilling y Latz [69]. Por medio de
la Teoria de Acoplamiento de Modos (MCT, por sus siglas en inglés), los autores calcularon el
diagrama de fases para la transicion vitrea en un sistema tridimensional de elipsoides con distintas
relaciones de aspecto y fracciones de llenado. Entre sus hallazgos destaca la existencia de una
transicion vitrea cerca de la linea de inestabilidad nematica (linea que separa las fases isotrépica y
nematica en el diagrama fraccion de llenado contra relacién de aspectos), en la que los elipsoides

muestran un orden nematico, mientras que el centro de masas permanece ergodico.

Cuando en un sistema se presenta alguno de los dos tipos de arresto dinamico anteriores, es
posible detectarlo al analizar las curvas de MSD (desplazamiento medio cuadréatico, en inglés),
rotacionales y traslacionales, asi como también las graficas de las distintas componentes de las
funciones F**f. En el caso de las curvas MSD rotacionales, el arresto se manifiesta cuando el valor
de saturacion no se alcanza, o bien, se encuentra una aproximacién retardada a la saturacion, que

se identifica por la apariciéon en la curva del MSD de una regiéon de baja pendiente, pero separada
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del valor de saturacion. Dicho valor de saturacién puede variar, dependiendo de la definicién
elegida para esta cantidad. En el caso traslacional, el arresto se presenta como una meseta o un
aplanamiento de la curva, alejandose drasticamente de la pendiente m = 1 asociada al régimen
difusivo. Por tltimo, para las funciones F**f ocurre algo similar al caso traslacional del MSD, pues el
decaimiento clasico de las curvas hasta el valor cero toma un tiempo mucho mayor y también puede
aparecer una meseta. Estos tres comportamientos, tipicas senales del arresto dinamico rotacional

y/o traslacional, se mostraran en el Capitulo|3|y en las secciones correspondientes a cada resultado.

2.2. Modelo patchy

El modelo del sistema consiste en un coloide bidisperso de particulas con un nicleo HS e in-
teracciones patchy, con un parche atractivo en cada polo y con un nimero igual de particulas
“grandes” y “pequenas” (big y small respectivamente en inglés, y de aqui en adelante por con-
veniencia), ver Figura 2.2] Las simulaciones se realizan en la colectividad canénica NVT' usando
la version tradicional del algoritmo de Metropolis, el niimero total de particulas es N = 8192.
Para casos en los que se cambia T*, la fracciéon de llenado total ¢ estd fija en valores del 25%
(Camino 1) y 45% (Camino 2), ver Figura [3.1] La temperatura reducida T* inicia en un valor de
1.0 y se permite termalizar al sistema antes de obtener los resultados, y posteriormente el fluido
es enfriado abruptamente a una temperatura de 0.5. Luego, se repite el proceso desde 0.5 hasta
0.2. Adicionalmente, se exploré el camino alternativo de fijar 7 = 1.0 e incrementar la fraccion
de llenado desde un valor del 54 % hasta el 60 % en pasos de 2% (Camino 3); lo anterior puede
visualizarse en la Figura La escala de longitud esta determinada por el didmetro promedio de
las particulas @ = 1.0, y los didmetros son tales que cumplen:

14, (2.1)
Os
donde oy, = 1.16666 es el diametro de la especie big y o5 = 0.83334 el de la small, y los subindices
‘b’ y ‘s’ denotan respectivamente a cada especie. La razén de diametros mostrada en la ec.
fue elegida porque ya se ha demostrado antes que es capaz de frustrar la cristalizacion en sistemas
compuestos de esferas duras con fracciones de llenado tan altas como ¢ = 0.662 [70]. El rango de
la interaccion patchy es relativamente corto con un valor de A = 0.25. El potencial usado en las

simulaciones es una combinacién del potencial de esfera dura descrito previamente en la ec. (1.1),
VHS'

00, Si 1y < 0y

H

yHS — ’ ] " * , (2.2)
0, si 1y >0y
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y el potencial patchy VP*Y (modelo de Kern-Frenkel) [31], el cual depende de la distancia relativa

r;; v la orientacién entre los parches de las particulas i y j. Definiendo 0;; = (0; + ;) /2
05 < Tij SO’ij—i‘A y

—€, Si: A . {L
patchy _ ; 1fi;; - O] > cosby y

(2.3)

|ﬁ¢j . ﬁ]l > COS(90

0, sialguna de las condiciones anteriores falla.

El vector unitario fi;; conecta los centros de las particulas ¢ y j, @; y G, son los vectores que

definen la orientacion de los parches de sus respectivas particulas, y 6y es el angulo de semiapertura

de los parches, tal y como se aprecia en las Figuras [2.2(a)|y [2.2(b)| para una particula big y small,

respectivamente. Hemos tomado 6y = 7/6; valor que implica una cobertura superficial dada por
X = (1 —costy) =13.2%.

(a) Una particula big. (b) Una particula small.

Figura 2.2: Representacion esquematica de ambas especies de particulas patchy del coloide bidisperso.

2.3. El método Monte Carlo Dinamico

En términos generales, se puede decir que el algoritmo DMC no difiere mucho del Monte Carlo
“estdndar” [71]. La diferencia principal radica en que, para que exista una convergencia entre el
numero de pasos Monte Carlo y el tiempo Browniano tg, no se permite la utilizacién de movimientos
carentes de significado fisico. Lo anterior equivale a decir que movimientos de intercambio de

posiciones entre particulas, aceptados con cierta probabilidad, asi como movimientos en ctimulos
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de particulas, estan prohibidos. Si ademas se impone que el ancho de los pasos MC traslacionales
o rotacionales, d ), sea lo suficientemente pequefio y el sistema esté diluido, la convergencia entre

pasos MC y tiempo Browniano serd correcta.

En el algoritmo DMC utilizado en esta tesis (el cual estd basado en el publicado en [52], que
a su vez es una extension del trabajo de Sanz y Marenduzzo en 2010 [51]), sélo permitimos que
las particulas realicen movimientos con significado fisico. El ancho de paso traslacional maximo,
0; v su analogo rotacional dy derivado del anterior, también son fijados en valores relativamente
pequenos para poder lograr la antes mencionada convergencia de los resultados hacia una escala
temporal Browniana. Es necesario comentar que en términos de los pasos generales del algoritmo,
tanto el mostrado en el presente trabajo como aquel publicado por Romano et al. en [52] son
esencialmente los mismos. La principal diferencia entre ambos es la definiciéon que nosotros elegimos
para el MSD rotacional, y ya que esta difiere; las ecuaciones de reescalamiento temporal (que seran
desarrolladas méas adelante) son ligeramente diferentes a las obtenidas por los autores mencionados.
Otra diferencia menor es que nuestro sistema es una mezcla binaria, por lo que hay mas ecuaciones
para recalcular las 0’s (como se verd después) debido a la presencia de una segunda especie. Por
lo tanto, ya que existen dos tamanos de particulas en la mezcla bidispersa, cada especie tendra su
propio 0; y 0y, esto es, tendremos el conjunto de pardmetros d;1, 05, 0pp ¥ dos donde se sigue la

misma convencion anteriormente descrita para los subindices ‘b’ y ‘s’

Consideremos ahora la obtencién de las ecuaciones de reescalamiento: en un sistema tridimen-
sional con una unica especie esférica, el MSD traslacional, W' (tg), para tiempos cortos o en

situaciones muy diluidas esta definido por:
W' (tg) = 6Dy g, (2.4)

donde D™ es el coeficiente de difusion traslacional y tg es el tiempo Browniano equivalente (fisico)
para cada paso MC. Para el caso traslacional con particulas de simetria esférica, la relaciéon de

Stokes-Einstein da una expresion para D{™ en el limite de dilucién infinita [72]:

o kT kaT
0 3mno o’

(2.5)
donde kg es la constante de Boltzmann, 7" la temperatura absoluta, n la viscosidad del medio y o

el didmetro de las particulas; mientras que 7" = 37no es el coeficiente de friccion, el cual hemos

tomado como 1 para particulas esféricas con o = 1, fijando asi las unidades de tiempo.
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Para un tnico paso MC exitoso en la direccion x, se tiene que:

O p2dr 52

((Az)?) S (2.6)

un paso MC fil(sl dz 3

Aqui la ¢; es el desplazamiento en la direccion de x, y ya que en cualquiera de las otras direcciones,

los promedios son los mismos, se puede escribir directamente que en tres dimensiones:

((ar%)

La idea basica del DMC es el establecer que la ec. anterior, valida para un paso MC, se puede

= 07. (2.7)

un paso MC o

extender a multiples pasos MC si tomamos en cuenta la razén de aceptacion a;. Asi, tomamos en
consideracién todos los pasos traslacionales aceptados, asumiendo una situacién estacionaria, en

la que la aceptacién promedio a;, es independiente del tiempo [52]:
((Ar)?) = W'™ = am;o7, (2.8)

con n; como el nimero total de intentos de movimientos traslacionales MC. En cierto sentido, el
uso de la razén de aceptacion trata de regresarnos del coeficiente de difusién a tiempo largo, que
incluye los efectos de las interacciones coloide-coloide, al de tiempo corto, que asume un sistema
infinitamente diluido. Luego, usando la relacion de Stokes-Einstein e igualando y , se

obtiene: - -
w3mnod; ™o}

6hpT

. 9.
kgl (2.9)

B:

Por tanto, la ec. (2.9) relaciona directamente la escala de tiempo fisica con el nimero de movi-
mientos MC de la simulacion, a través de la aceptacion promedio y el cuadrado del ancho de paso
traslacional. Se debe tener en cuenta que esta conexion lineal entre el tiempo y niimero de barridos
MC, usando a; y ¢, sigue siendo una aproximacién, inicamente valida para d;’s lo suficientemente

pequenas y a; grandes.

Para obtener el analogo rotacional de la ec. , es necesario considerar las posibles rotaciones
en el sistema. Sea  una rotacién alrededor de un eje arbitrario (aleatorio) fi; lo que resulta
interesante es medir la separacion angular inducida, ©, entre la orientacion inicial de algin eje
dado, y su orientaciéon después de esta rotacion aleatoria. Por simplicidad se elige Z como el eje
de interés, dado que 1 es promediado en todas las direcciones. A partir de la matriz de rotaciones

R (#,1), es posible escribir el coseno de ©:

cos© = 2TR(#,1) 2 = cosf 4+ n*(1 — cosb), (2.10)



donde 27 es la traspuesta de Z y n? es el cuadrado de la componente 2 de fi. Ahora, al promediar a
la ec. (2.10]) sobre todas las direcciones posibles de i, y sabiendo que (n3), = 1/3 se cumple para

cualquier direccion k:

(2cosf+1). (2.11)

Wl =

(cos©), = cosf + ;(1 —cosf) =

Si so6lo se consideran pequenas rotaciones 6, se pueden expandir en series los cosenos de ambos

angulos:
2
(cos @), = 1—<®2>ﬁ:;(2—92+1+...), (2.12)
2
S == E 2.1
(%), = 3¢ (2.13)

Esto quiere decir que una secuencia de rotaciones {6;}, realizadas sobre ejes de direccién aleatoria,
resulta en un dngulo polar promedio ©. Puesto que 6 puede tomar valores en el intervalo de —dy

hasta dy, se sigue un procedimiento similar al seguido para el caso traslacional de la ec. ({2.6)):

2 /% 6240 242 2

CHIE ff“f;; _2%/3 _2g (2.14)
f, 3 %, do 3 2 9

El MSD rotacional, W**(tg), puede tener distintas definiciones y la seleccionada para este trabajo

W™ (tg) = (1 — Py(cos O)) = <1 - ; (3cos”® — 1)> : (2.15)

donde P,(cos ©) es el segundo polinomio de Legendre. Para tiempos muy cortos, el MSD rotacional

se puede escribir de la siguiente manera [73]:
W™ (tg) = 4D tp, (2.16)

donde Dy es el coeficiente de difusién en dilucién infinita y estd dado por la ecuacién de Stokes-

Einstein-Debye para particulas esféricas como [74]:

kgT

o3’

DIt = (2.17)

El factor de 4 en vez de 6 que aparece en la ec. (2.16) proviene de nuestra definicion de difusion,

pues ahora es sobre la superficie de la esfera, que para distancias muy cortas podemos aproximar

por un plano. A partir de la relacién existente entre W™ (tg) y la ec. (2.10)), asi como considerando
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todos los movimientos rotacionales aceptados, se puede escribir:
2 Tot 2 —~ 2
(0%) =W (tg) = §aomad. (2.18)

con ag como la tasa de aceptacion promedio para movimientos rotacionales y ng como el nimero
total de rotaciones intentadas. Al combinar a la ec. (2.16)) y ec. (2.18)) y reemplazando D{** (dado
por la ec. (2.17))), finalmente se obtiene el andlogo rotacional de la ec. (2.9):

agmno3ds

. 2.19
18kgT " (2.19)

En ambas ecuaciones, (2.9) y (2.19), la temperatura reducida 7" = kgT'/e es definida por

conveniencia, y € = 1.0 define las unidades de energia en el fluido:

a,;3mno o} a;y"m o}
= = 2.2
B 6el™ " GeT™ " (2.20)
= 352
agmnoo;
t ———ny. 221
" 187+ (2.21)

Las ecuaciones anteriores se obtuvieron para el caso monodisperso, pero llevarlas al caso de
interés con dos especies, big v small, es un proceso directo de simplemente agregar las etiquetas

correspondientes ‘b’ o ‘s’ a las cantidades que cambian para cada uno de los tamanos de particula:

1 (b,5) 37110 (1) 7 (1 )

tB,(bs) = - 2.22
B’(bu ) 6€T* nt ( )
—~ 3 52
@9,(1,s) 19 (1 5 59, b,s
th(b7S) 186;—‘*) ( ) nI‘Ot' (223)

Algunas simplificaciones finales se pueden realizar. Primero, debido a que la probabilidad de realizar
un intento de traslacién o rotacién estd fija en un 50 %, se puede introducir el nimero total de

tm en ambas

pasos MC nye, con un factor de 1/2. También se realiza la sustitucién de la definicién v
ecuaciones, por lo que se multiplica y divide por el didametro promedio de las particulas, que en

este sistema toma el valor 7 = 1.0:

1, (b,5)3TNTO (0,5)07 (1 5)

t = s 2.24
Bbs) 125¢T™ nt (2:24)
s — 3 2
g, (bs)TNOO . 597 b,
tB,(b,s) 3666(T*S) L. (2.25)
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Luego, para el caso rotacional de la ec. (2.21)), también se multiplica y divide por un factor de 3:

01 (b.5) 37170 (6,507 (1 5)
120€T™
g, (b,s) 3TN ?b,s)ég,(b,s)
(3)36zers

tB,(bss) Nirn, (2.26)

tB,(bs) (2.27)

Finalmente, recordando que anteriormente se fijaron los valores de € = 1.0, y v"™ = 3mno = 1.0

para o =g = 1.0, se llega a:

dl,(bvs)a(bys)éf,(bys)

tB,(bs) = 127~ Mot (2.28)
e 3 2
a07(b7 )O- b,S 69, b,S

tB,(b,S) = S]_O(8]3* ( ) ntOt . (2.29)

Este dltimo par de ecuaciones, ([2.28)) y (2.29)), es el que hace posible el reescalamiento de las curvas
MSD traslacional y rotacional, al igual que de las F**f. No se debe perder de vista que estas tltimas

ecuaciones son validas sélo para los parametros aqui usados, mientras que las ecuaciones generales
son 229) y (223).

Resulta que para el método DMC es muy importante asegurar que la evolucién temporal de los
modos rotacional y traslacional esté sincronizada para ambas especies de particulas, big y small.
Esto tltimo se logra fijando el valor de d; 1, y ajustando el resto de las deltas después de una corrida

pre-produccion lo suficientemente larga y de acuerdo al siguiente conjunto de ecuaciones:

P LY (2.30)
Q1505

oo = 3 _al’bgfsl,b, (2.31)
Qg HLOY,
a0

dos = 3 : O b 2.32

0, 703 (2.32)

Estos ultimos resultados son obtenidos al exigir la auto-consistencia: tg1, = tg ¢ tanto para el caso
rotacional como el traslacional. Sobre esta corrida de pre-produccion, se puede decir que esta etapa

de la metodologia tiene dos objetivos principales:

= Alcanzar un estado de equilibrio del sistema, en el cual los criterios de dicho equilibrio son:
1) la estacionariedad de la energia por particula durante la corrida, y 2) la igualdad de las
funciones de distribucién por pares correspondientes al inicio y al final de la altima corrida
de transiente. Este ltimo criterio es en realidad mucho mas demandante que el primero.

Mientras el sistema se aproxima mas y mas al régimen vitreo, el estado de equilibrio se
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vuelve mucho maés dificil de alcanzar (y no siempre es posible obtenerlo dentro de la ventana

de tiempo disponible).

= Asegurar que la evolucién temporal para ambas especies de particulas y para ambos tipos
de movimientos sea la misma, a través de las ecuaciones (2.30)-(2.32)). Tras varias de estas
corridas de pre-produccién, cada dg ) ¥ 015 comienza a converger hacia un valor especifico
y detenemos el proceso cuando la diferencia entre la delta actual y la anterior esta dentro

del error numérico.

Es necesario senalar que la suposiciéon de & unitaria tomada al derivar la ec. (2.28|) también
es usada en las ecs. (2.22)-(2.29)). La viscosidad del medio, 7, es asumida implicitamente fija y

toma en cuenta las diferencias de tamafno explicitamente, tal y como se puede apreciar en las ecs.
(2.30)-(2.32)) con la introduccién de oy, y 0.

Un tltimo comentario sobre el método empleado en esta tesis es que para cada par (¢, T*) se
usaron cuatro valores distintos para d;;, = {0.01,0.02,0.03,0.04} para asegurar que el reescala-
miento no depende del tamano de paso. Lo anterior ayuda a validar el método DMC, cuando las
cuatro curvas independientes convergen hacia una tunica curva maestra, como se mostrard en la
Seccion Sin embargo, y como quedara en evidencia en el siguiente Capitulo, el escalamiento
temporal no es perfecto para las curvas asociadas a los grados de libertad rotacionales del Camino
3 (T* fija y distintos valores de ¢). Para remediar lo anterior, nos referimos al trabajo de Sanz y
Marenduzzo del afio 2010 [51], en el que los autores realizan una expansion en series del cambio
promedio en la posicion y del desplazamiento medio cuadratico para una particula de su sistema,
en funciéon del ancho de paso traslacional §; y tomando tnicamente los primeros términos. Esta
expansion bajo las condiciones anteriores es equivalente a considerar una funcién de potencial que
varfa lentamente en el espacio [51]. En nuestro caso la expansién en series del MSD es la que nos

interesa, siendo el resultado [51]:

(Az?) = 6 [1 - 5251 +0 (5,2)] : (2.33)
donde = 1/ (kgT) es el inverso de la temperatura y f es un pardmetro con unidades de ener-
gfa/distancia. De esta ecuacién se debe resaltar que tinicamente se tomé el primer término a 67
en el trabajo de Sanz y Marenduzzo, truncando de esta manera la expansion e ignorando cual-
quier otro término de orden mayor. Los autores argumentan que los términos que van como &} y
superiores, resultan ser probleméaticos debido a que producen diferencias importantes en la com-
paracién que hicieron de sus resultados obtenidos mediante MC y DB. En la tesis de maestria [13]
implementamos una primera correccién al reescalamiento, recuperando el término ciibico en §; de

la expansion y definiendo un nuevo parametro C, que contiene a los parametros f, 5 vy el factor
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—1/2 de la ec. (2.33). De esta manera, es posible reescribir a las ecs. (2.28)) y (2.29) como:

Ay, (b,5) 0 (b,s) 5l27(b,s)

tB,(b,S) — 12T* ntot (1 + C(Sl’(b, s)) 9 (234)
P 3 2
aev(b’s)o- ,S 5 ,(D,s

tB’(b7S) = 102)13* o0 )ntot (1 + Oé@,(b, S)) . (235)

En el presente trabajo hemos considerado una mezcla binaria, y como ya se mencion6 anterior-
mente, las curvas para las cuales fue necesario aplicar la correccion con el término cibico fueron
las correspondientes a la dinamica rotacional, es decir, usando la ecuacion ([2.35)). Tanto para las
curvas MSD como de las componentes orientacionales de F**f, los resultados mostrados son para
el fluido sin distinguir entre las especies de particulas, por lo que tomamos el promedio de las
dos deltas rotacionales 0y}, ¥ dgs para sustituir en . El criterio que elegimos para asignar el
valor de C' fue que para un valor aproximado a 107! del MSD rotacional, la convergencia de las
cuatro curvas distintas para cada valor de dy}, fuera la mejor posible. En el caso de las curvas Fself
asociadas a las componentes angulares (¢ = 1,2), el criterio fue similar pero para un valor de Fyp,,

cercano a 0.8.

2.4. Paralelizacion

Existen muchas variantes del algoritmo original de Metropolis (primer algoritmo MC) [71], v,
dependiendo del sistema de interés, hay incluso mas modificaciones que pueden ser implementadas
para optimizarlo. Ademas del uso de movimientos no fisicos, que no empleamos en este trabajo,
tenemos que tomar en cuenta avances puramente computacionales en el algoritmo original. En
particular avances tecnologicos recientes abren la posibilidad de hacer movimientos simultaneos
de particulas, es decir, de trabajar en paralelo, lo cual introduce una consideracién extra, ya que
el algoritmo original de Metropolis es estrictamente secuencial. En la paralelizacion “estandar”
del algoritmo MC, la celda de simulacién es dividida en subceldas a las que las particulas son
asignadas, y luego se crea una lista con esta informacion. Durante cada barrido MC, una particula
es seleccionada al azar en cada subcelda no adyacente, y un intento de moverlas simultaneamente es
realizado. Una restriccién importante en esta variante es que estd estrictamente prohibido para una
particula abandonar su propia subcelda; la posibilidad para una particula de moverse por todo el
espacio disponible se asegura mediante la redefinicion del sistema de celdas después de cada paso
MC paralelo. Lo anterior impone el balance detallado para el algoritmo en general, y no tiene
ningtn efecto adverso cuando el tnico objetivo es estudiar las propiedades estaticas del sistema
en equilibrio [75]. Sin embargo, en sistemas donde la dindmica es considerada, y la condicién de

equilibrio no es necesariamente alcanzada, dicha restriccion claramente limita la difusién de las
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particulas y se vuelve una condicién sin sentido fisico. El codigo DMC paralelizado empleado en
esta tesis estd basado en la variante MC previamente descrita, pero se agrego el célculo explicito
de la tasa a la que las particulas intentan salir de su subcelda y se les impide por el algoritmo
mismo. Hemos llamado a este niimero tasa de “encajamiento” (boxing rate en inglés y de aqui
en adelante por conveniencia) y a través de varias corridas de prueba observamos que, como era
de esperarse, mientras mas pequeno sea el valor de la delta translacional, esta boxing rate sera
también mas pequena. Esto ultimo quiere decir que en el caso extremo en que los valores de delta
son infinitesimalmente pequenos (cercanos a cero), dicha boxing rate también se acercara a cero y no
tendra efectos significativos en los resultados. Para valores pequetios de la bozing rate, corregimos
las tasas de aceptacién para incluir este efecto. Definiendo una tasa de aceptacién efectiva agf,

analoga a la que se esperaria de un algoritmo MC sin bozing, es posible escribir:

raw

a
a?ff _ l : ’
1 — boxing

(2.36)
donde aj* es la tasa de aceptacion real (cruda) que resulta del algoritmo. Nétese que en el limite
en el que la boring rate se aproxima a cero, ambas aceptaciones son iguales. Un argumento més a
favor de no preocuparse demasiado por esta tasa, es recordar que los sistemas de interés para este
trabajo son aquellos cercanos a la transicién vitrea. Mientras mas cerca se encuentre el fluido a esta
transicion, el efecto del enjaulamiento sera mayor y las particulas no seran capaces de trasladarse
con tanta facilidad. Estas jaulas efectivas que surgen cerca de la transicién vitrea reducen el efecto
de la restriccion impuesta en el cédigo que prohibe a las particulas abandonar su subcelda. Debe
notarse desde ahora que en todos los resultados a presentar, la boxing rate fue muy pequena,
raw

tipicamente de unas milésimas. En el Capitulo [3|se incluyen las tasas de aceptacion ai*V, a y la
boxzing rate en la forma de las Tablas [3.3] para las particulas big y [3.4] para las small.
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Capitulo 3
Resultados y Discusion

En este Capitulo se presentan los resultados obtenidos mas destacados, comenzando con las
propiedades estaticas para cada uno de los tres caminos descrito previamente, a saber: energia pro-
medio por particula, funcién de distribucién por pares g(r) y los parametros de orden orientacional
local Gs, G4 y global Qg, Q4. En la seccién siguiente se muestran los resultados correspondientes a
la dindmica, que son los mas importantes para nuestro trabajo, puesto que las curvas de MSD y
de F*! son sometidas al reescalamiento y muestran la fenomenologia del arresto dindmico cuando

este 1ultimo aparece.

3.1. Propiedades estaticas

Como se describi6 en el capitulo anterior, el primer paso en nuestra metodologia es fijar la frac-
cion de llenado y la temperatura a los valores prescritos comenzando con 7% = 1.0. La simulacién
corre hasta que se alcance un estado estacionario en la energia, estado al que se llega facilmente y
es el de equilibrio. Aqui se inicia la corrida de produccién de 107 pasos MC. Para el caso en que
se fija el valor de ¢ (Caminos 1 y 2), las posiciones finales de las particulas en la tltima corrida
son utilizadas como la configuracién inicial para las nuevas muestras con una temperatura menor
(enfriamiento stbito o quench en inglés), y el proceso se repite hasta alcanzar la temperatura més
baja de T* = 0.2. Cuando el valor fijo de la temperatura es 7* = 1.0 (Camino 3), es necesario partir
de una configuraciéon no termalizada con la ¢ prescrita. Los tres caminos previamente descritos

pueden ser representados en el plano conformado por ¢ y T™, y tal representacién se muestra en

la Figura [3.1]

Esta seccién se enfoca en los principales resultados estaticos, los cuales son obtenidos a partir

del algoritmo MC “estandar” que sirve como base para el método DMC. Estos resultados son: la
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Figura 3.1: Visualizacién de los 3 caminos explorados en el plano {¢, T*}.

energia promedio por particula, la funcién de distribucién por pares y los parametros de orden

orientacional local y global.

3.1.1. Energia promedio por particula

El primer resultado a inspeccionar es la energia promedio por particula de las simulaciones para
cada valor de T™, ya que esta es una de las maneras mas simples de ver si el sistema en cuestion

ya ha alcanzado un estado de equilibrio, o no.

Para todos los valores T™ reportados, la mezcla binaria de particulas patchy ha termalizado
y la energia promedio por particula oscila alrededor de un valor constante, tal y como era de
esperarse cuando lo primero ocurre. Los resultados no son demasiado relevantes, excepto porque
indican claramente la termalizacién, por lo que s6lo como referencia mostramos tnicamente la

curva correspondiente a ¢ = 0.60 y T = 1.0 perteneciente al Camino 3.

3.1.2. Funcién de distribucién por pares g(r)

A continuacién reportamos la funciéon de distribucion por pares, g(r), la cual proporciona in-
formacion sobre la estructura local del fluido. Incluso si el interés principal de este trabajo es la
dindmica, esta funcién sigue siendo valiosa pues permite determinar las escalas de longitud ca-
racteristicas, asi como la microestructura del sistema. Ademas, la igualdad entre las funciones de

distribucion radial obtenidas al inicio y final de una corrida particular constituye una prueba com-
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Figura 3.2: Energia promedio por particula correspondiente a los parametros ¢ = 0.60 y T* = 1.0, del Camino 3.

pleta de la termalizacion. Dicha prueba ha sido realizada con éxito en todos los casos reportados.
Para cada par (¢,7*), tnicamente mostramos las curvas correspondientes a ¢;1, = 0.04, dado que
no hay ninguna diferencia significativa (fuera del error numérico) entre esta y las tres correspon-
dientes a los d;1;, menores como es de esperarse de una simulacién Monte Carlo correctamente
implementada. De igual manera se reportan las g(r) total y parcial, puesto que esta ultima otorga

una vista interesante de la contribucién de cada especie a la estructura local de la mezcla binaria.

Camino 1

Primeramente mostramos los resultados para 7% = 1.0 y T* = 0.2 en las Figuras v B4
respectivamente. Los tres picos de la g(r) total (en azul) corresponden a los tres puntos de con-
tacto: big-big, big-sml y smil-sml, donde se ha usado la contraccién sml en referencia a la especie
small. La densidad relativamente pequena da como resultado una g(r) mas “plana”, y se aprecian
las discontinuidades asociadas a la activacién de la atraccion, incluso para T* = 1.0. Al bajar la
temperatura hasta 7™ = 0.2, estas discontinuidades se vuelven més pronunciadas ya que la energia
térmica disminuye y el potencial atractivo comienza a dominar; dicho de otra manera, las corre-
laciones espaciales entre las particulas se fortalecen. Las g(r)’s parciales muestran que las alturas
de los picos son muy cercanas entre si, sin embargo, para T* = 1.0 la curva correspondiente a las
particulas big (en naranja) domina ligeramente a las otras. Por otra parte, para la temperatura
menor 7% = 0.2, el dominio cambia y ahora la curva asociada a las particulas small (en verde) es

la mas alta.

25



2.0F T"=10,0=025 — 4() total
Dbig i 0.183 o(r) bie
¢SIIﬂ = 0.067
150 — g(r) sml
— ¢(r) big —sml
% 1.0
2,
0.5 b
! 1 1
00 I \.O I ’ I
1 2 3 4 b
r/o

Figura 3.3: Funcién de distribucién por pares total y parcial para ¢ = 0.25, T* = 1.0 y §;, = 0.04. La ampliacién
muestra una vista cercana alrededor de la capa de primeros vecinos y las fracciones de llenado parciales, ¢nig ¥ @sml
han sido incluidas.

Camino 2

Para este camino, mostramos los resultados para 7% = 1.0 en la Figura [3.5]y para T* = 0.2 en
la Figura 3.6l El comportamiento general es similar al de ¢ = 0.25. Notese que a la temperatura
T = 1.0 (Figura no hay senal (discontinuidad) proveniente del potencial de atraccion. La
densidad en este caso es lo suficientemente grande para generar varias oscilaciones, incluso a esta
temperatura. En la Figura [3.6] las mismas discontinuidades aparecen como senal de la activacién
de la atraccién patchy en el fluido. Las oscilaciones de la curva g(r) debidas a los segundos y
terceros vecinos permanecen a 7" = 0.2. Adicionalmente, y similar al Camino 1, para 7% = 1.0, la
g(r) big es ligeramente més alta que el resto. A T* = 0.2, en esta ocasién la g(r) parcial big-sml

(en rojo) es la dominante.

Camino 3

Para el Camino 3, mostramos en las Figuras y los resultados para ¢ = 0.54 y 0.60,
respectivamente. Las curvas correspondientes a ¢ = 0.56 y 0.58 no son mostradas, puesto que
exhiben el mismo comportamiento, pero con una evolucién progresiva hacia la mostrada en la

Figura (3.8
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Figura 3.4: Funcién de distribucién por pares total y parcial para ¢ = 0.25, T* = 0.2 y §;, = 0.04. La ampliacién
muestra una vista cercana alrededor de la capa de primeros vecinos y las fracciones de llenado parciales, gnig ¥ @sml
han sido incluidas.

3.1.3. Parametros de orden orientacional local y global

A continuacién se reportan los pardmetros de orden local (g, @s) v global (Qu, Qg), ya que
estos permiten determinar si el sistema ha cristalizado o si se encuentra en el proceso de hacerlo.
Los detalles y definiciones de estos parametros se encuentran muy bien reportados en la literatura
[76, [77, [78]; sin embargo, aqui mostraremos los detalles basicos. El punto de partida es establecer
que dos particulas ¢ y j forman un “enlace” (bond, en inglés) siempre y cuando se cumpla que
lr; — r;| < 1.4r.. El factor 1.4 es el que se aplica usualmente en la literatura: cambios muy pequenos
en este coeficiente modifican muy poco los resultados. El parametro r. es la distancia equivalente

de primeros vecinos para una estructura cristalina FCC [79]:

e (2" )

N

donde V es el volumen de la celda de simulacién y N el nimero de particulas. A continuacion, se

define el pardmetro global Q.. de la siguiente manera:

_ 1 X A
Qim = ﬁ Z Yim (Tij), (3-2)
€ enlaces

donde Y}, (7;;) es el Arménico Esférico correspondiente al vector unitario 7;; y Ne es el nimero de
enlaces entre particulas, y se entiende que se incluyen todos los enlaces del sistema. Para que la

ec. (3.2) se un invariante orientacional, se debe eliminar la dependencia en los ejes coordenados.
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Figura 3.5: Funcién de distribucién por pares total y parcial para ¢ = 0.45, T* = 1.0 y d;, = 0.04. La ampliacién
muestra una vista cercana alrededor de la capa de primeros vecinos y las fracciones de llenado parciales, ¢nig ¥ @sml
han sido incluidas.

Esto ultimo se logra con la ayuda de una contraccion de los indices, obteniendo el pardametro de

orden orientacional global:

Q=

1/2
4 l
T ] , (3.3)

m=-—I

Ya que para @;, los primeros términos no nulos aparecen para ctimulos con simetria ctibica (I = 4)
e icosahédrica (I = 6) [76] (I = 6), por lo que se eligieron los mismos valores de [ como el criterio
para determinar la presencia o ausencia de cristalizacién. De manera particular, Qg resulta ser
muy sensible a los ordenamientos FCC y HCP. A manera de referencia y con el fin de comparar los
resultados obtenidos, se presenta la Tabla tal y como se muestra en [76], que contiene algunos
de los valores de los pardmetros Q4 y Qg para geometrias de cimulos simples.

Tabla 3.1: Valores de Q4 y Qg para ctimulos con geometrias simples, como se muestra en [76]. Los valores particulares
para Qg correspondientes a FCC y HCP son calculados en [79].

Geometria del cimulo Q4 QG

Icosahédrica 0 0.66332

FCC (ctbica centrada en la cara) 0.19094 13v/2/32 = 0.575

HCP (red hexagonal compacta) 0.09722 (13/144)./(173/6) = 0.485
BCC (cibica centrada en el cuerpo) 0.03637 0.51069

SC (cibica simple) 0.76376 0.35355

Liquido 0 0

Este parametro global es muy 1til para determinar si el sistema ha cristalizado o si se encuentra
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Figura 3.6: Funcién de distribucién por pares total y parcial para ¢ = 0.45, T* = 0.2 y §;, = 0.04. La ampliacién
muestra una vista cercana alrededor de la capa de primeros vecinos y las fracciones de llenado parciales, gnig ¥ @sml
han sido incluidas.

en dicho proceso; sin embargo, cuando de manera simultanea existen diferentes estructuras crista-
linas y cada una con diferente orientacion, la ; global se anula y esto puede ser mal interpretado
como una senal del estado liquido. Debido a lo anterior es que se define la versién local de este

parametro:
LS G (3.4)
Ne(i) J !

q_lm(z) =

donde N,(i) es ahora el niimero de vecinos para la particula ¢, mientras que j corre sobre cada uno
de estos vecinos. Luego, al igual que en el caso global, se construye una versiéon independiente de

la eleccion de los ejes coordenados:

l 1/2
00 = |17 X Gl (35)

El dltimo paso que resta es tomar el promedio sobre todo el volumen, de modo que se obtiene
@ = (@u(i))-

En la Tabla se muestran los resultados para los parametros de orden orientacional global y
local obtenidos de las simulaciones de los tres caminos. Al comparar las Tablas v 3.2 se puede
verificar que en ninguno de los sistemas existe un ordenamiento global, por tanto la cristalizacion
se evitdé de manera exitosa. Sin embargo, notese que hay ciertos valores para los parametros locales
s Y (s que se encuentran relativamente cerca de valores correspondientes a algunas estructuras

cristalinas. Esto es especialmente cierto para el Camino 1, y es probable que sea una consecuen-
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Figura 3.7: Funcién de distribucién por pares total y parcial para ¢ = 0.54, T* = 1.0 y §;, = 0.04. La ampliacién
muestra una vista cercana alrededor de la capa de primeros vecinos y las fracciones de llenado parciales, ¢nig ¥ @sml
han sido incluidas.

Tabla 3.2: Parametros de orden orientacional global y local obtenidos en este trabajo.

Camino ¢ T Q4 4 or do
; 02 1.0 0.00731(2)  0.49404(2)  0.00837(2) _ 0.53423(2)
‘ 0.2 0.00714(2)  0.47829(2)  0.00827(2)  0.52155(2)
, e 1.0 0.00469(1)  0.26235(1)  0.00748(2) _ 0.39819(1)
‘ 0.2 0.01771(2)  0.26532(1)  0.00962(2)  0.39497(1)
0.54 0.00377(1)  0.18484(1) _ 0.00755(2)  0.38629(1)
; 0.56 o 0.00363(1)  0.16967(1)  0.00744(2)  0.38579(1)
0.58 ' 0.00348(1)  0.15566(1)  0.00729(1)  0.38612(1)
0.60 0.00362(1)  0.14728(1)  0.00707(1)  0.38384(1)

cia del predominio de la interacciéon orientacional sobre el desorden inducido por la composicién
bidispersa del fluido. Esto es posible a bajas temperaturas y bajas densidades, ya que en este ulti-
mo limite el sistema satisface con facilidad la condiciéon de no traslape. Notese que a la densidad
usada en el Camino 1 (¢ = 0.25), el fluido de esferas duras monodisperso no cristaliza. También es
importante mencionar que i) los valores encontrados para g4 y g son poco sensibles al cambio en
la temperatura, y ii) la presencia de dos tamanos hace que el sistema se desordene a altas densi-
dades. Una “fotografia” de la configuracién del fluido correspondiente a los parametros ¢ = 0.60 y
T* = 1.0 se aprecia en la Figura|3.9] como una confirmacion visual de la ausencia de ordenamiento

global.
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Figura 3.8: Funcién de distribucién por pares total y parcial para ¢ = 0.60, T* = 1.0 y §;, = 0.04. La ampliacién
muestra una vista cercana alrededor de la capa de primeros vecinos y las fracciones de llenado parciales, gnig ¥ @sml
han sido incluidas.

3.1.4. Tasas de aceptacion reales y efectivas

El dltimo resultado estatico que se presenta antes de discutir la dindmica, son las tasas de
aceptacion traslacional real (al®V), efectiva (a$) y la bozing rate. Estos tiltimos se condensan en la
Tabla[3.3|para el caso de las particulas big, y en la Tabla[3.4]los correspondientes a la especie small.
En estas tablas inicamente se muestran los valores obtenidos correspondientes al d;, = 0.01, pues
el comportamiento para los demas es similar pero con tasas de aceptaciéon menores, como es de
esperarse. Debe aclararse que nos referimos a estas tasas de aceptacién como un resultado estatico,
puesto que desde el inicio asumimos que para el reescalamiento del método DMC, el promedio de
las tasas de aceptacion es independiente del tiempo. En este sentido, se sobreentiende que los

valores mostrados son las tasas de aceptacién promedio.

3.2. Propiedades dinamicas

En esta seccién se presentan las propiedades dinamicas, a saber: los desplazamientos medios
cuadréticos (MSD, por sus siglas en inglés) rotacional y traslacional, y la parte self de las funciones
de dispersién intermedias (ISF, por sus siglas en inglés). Se sigui6 el protocolo tal y como fue

descrito en 2.3y s6lo se muestran las curvas reescaladas.
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Figura 3.9: Configuracion del sistema correspondiente a los parametros ¢ = 0.60 y T = 1.0.

3.2.1. Desplazamiento Medio Cuadratico rotacional y traslacional

Se calcularon tanto el MSD traslacional como el rotacional. Entre los fenémenos dinamicos que
es posible estudiar a partir de las curvas anteriores, resulta de particular interés el frenado de la
dindmica, también conocido como arresto dinamico. Este tltimo se manifiesta como una meseta
(plateau, en inglés) en la curva del MSD traslacional. La extensién temporal de dicha meseta esta

directamente relacionada con la escala de tiempo tipica del efecto de enjaulamiento [80), [81].
Cuando se toman en cuenta interacciones anisotrépicas, como la mostrada en la ec. (2.3)), existe

un arresto dinamico tanto en los grados de libertad traslacionales como en los rotacionales. Sin

embargo, estas dos clases de arresto no siempre son concurrentes en el espacio de los parametros

Tabla 3.3: Boxing rates, tasas de aceptacién (a'™V) y efectiva (&eg) para las particulas big de nuestras simulaciones.

Notese que las tasas de aceptacion son siempre mayores a 0.6 y muchas de ellas incluso son cercanas a 1. Las tasas
de aceptacion rotacionales ag son incluso mayores.

Camino 0] T* Boxing rate a™v a°tt ag
1 0.95 1.0 0.007856 0.957127 0.964706 0.998955
0.2 0.007906 0.915300 0.922593 0.970962
9 0.45 1.0 0.009621 0.862118 0.870493 0.998654
0.2 0.008242 0.803491 0.810168 0.950461
0.54 0.007297 0.760852 0.766445 0.997688
3 0.56 1.0 0.007399 0.727291 0.732713 0.995950
0.58 ) 0.007480 0.687604 0.692786 0.997630
0.60 0.007506 0.615758 0.620414 0.995930
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del sistema (densidad y temperatura). En la practica, si la temperatura es lo suficientemente
alta, el potencial anisotropico se vuelve irrelevante y no hay ninguna limitante para las rotaciones
disponibles de las particulas en el fluido. Esto puede suceder incluso a altas densidades en las que
las interacciones tipo HS limitan las traslaciones de las particulas, por lo que el sistema estara
arrestado en términos traslacionales pero no en los rotacionales. En el limite de bajas T™’s, la
fenomenologia es totalmente distinta, dado que la interaccién anisotrépica se vuelve comparable
con la energia térmica, y los grados de libertad traslacionales y rotacionales permanecen acoplados.
Por lo tanto, ambos modos, en general, se arrestan simultaneamente. Esta es la razon por la que
hemos examinado los casos con ¢ = 0.45 y ¢ = 0.25 fijas, disminuyendo 7™ (arresto simultdneo);

y otros casos fijando T = 1.0, a la vez que se incrementa ¢ (sélo arresto traslacional).

Para medir el MSD traslacional, W' (¢g), seguimos la definicién estdndar:

W (ts) = ([r(ts) — r(0)*) = ]1VZ. ri(ts) — 1:(0) . (3.6)

En la ecuacion anterior, r;(tg) es la posicién de la i-ésima particula al tiempo tg, r;(0) es el andlogo
para tg = 0y N es el nimero total de particulas. Ya que se consideran dos didmetros distintos, se
mide el MSD para tres casos: para el sistema en general sin distinguir entre los dos tamatios (con
la etiqueta all proveniente de “todos” y usada por conveniencia), unicamente considerando a las

particulas big, y por ultimo sélo para las particulas small.

En el caso del MSD rotacional, es necesario considerar una simetria cilindrica de las particulas
patchy alrededor de su eje principal, y de cualquier otro eje que sea perpendicular al principal y
que pase a través del centro (simetria semi-cilindrica). Siguiendo la definicion de Perrin [73] para

el MSD rotacional, W™*'(¢g), se da en términos del primer polinomio de Legendre no trivial e

Tabla 3.4: Misma informacién que en la Tabla pero para la especie de particulas small de nuestras simulaciones.

Camino 10) T* Boxing rate a™v a°ft ag
1 0.95 1.0 0.009352 0.962175 0.971258 0.998748
0.2 0.009324 0.914206 0.922810 0.965570
5 0.45 1.0 0.011340 0.890648 0.900864 0.998427
0.2 0.009773 0.822838 0.830958 0.944111
0.54 0.008608 0.816117 0.823202 0.997217
3 0.56 L0 0.008728 0.790745 0.797707 0.995158
0.58 ' 0.008892 0.760758 0.767584 0.997141
0.60 0.008987 0.706591 0.712999 0.995162
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invariante ante las simetrias anteriormente mencionadas, Ps:
1
Wt (tg) = (1 — Py(cos b)) = <1 ~ 5 (3 cos? ) — 1)> . (3.7)

Esta definicién es tal que W™ (tg) tiende a 1 cuando el sistema ha explorado todas las posibles
rotaciones en una superficie esférica. Entonces, para un fluido en el que no hay arresto rotacional, la
curva MSD alcanza este valor de saturacién en un tiempo corto con una transicién (cross-over, en
inglés) de corta duracion entre el comportamiento difusivo y el comportamiento saturado. Por otra
parte, cuando si existe un retraso en la dindmica rotacional, se forma un cross-over prolongado,
que puede inclusive llegar a ser una meseta en la curva, y, si se alcanza el valor de saturacién,
sera a tiempos muy largos. Por tultimo, al igual que para el caso traslacional, se han tomado en
consideracién las tres maneras distintas de medir el MSD rotacional: W% all(¢g) TW/LP(¢5) v
Wrot,s(tB)'

Por 1ultimo, ya que todos los resultados de esta seccién son de naturaleza dinamica y han sido
sometidos al reescalamiento temporal, a través de las ecs. (2.28)) y (2.29)), mostramos las curvas de
MSD y de las funciones F*?!f antes (subfiguras con la etiqueta ’(a)’) y después (subfiguras con la

etiqueta ’(b)’) del reescalamiento.

Camino 1

Se sigue el mismo orden que en la Seccion [3.1.2] mostrando primero los resultados rotacionales
para el valor fijo de ¢ = 0.25 y ambas temperaturas en la Figura|3.10], y los resultados traslacionales

para los mismos pardametros en la Figura [3.11

En la Figura (v en todas las siguientes), la linea con pendiente 1 sirve como referencia para
el crecimiento lineal en el MSD rotacional. Para T = 1.0, el valor de saturacién es alcanzado en un
tiempo corto y el crecimiento no se desvia del comportamiento lineal. Para el caso en que T* = 0.2
(Figura , incluso a esta fraccion de llenado relativamente baja, el valor de saturacion si
se alcanza pero requiere de un tiempo mayor. De igual manera, una primera senal del arresto
rotacional comienza a aparecer cerca de los 107!'s cuando la pendiente de la curva es menor al
valor de referencia, es decir, hay comportamiento subdifusivo. En contraste, la curva traslacional
para T* = 1.0 (Figura practicamente no se aleja del comportamiento difusivo, es decir,
de la pendiente 1. Unicamente la curva correspondiente a 7% = 0.2 muestra una sefial leve de
arresto traslacional, como se aprecia en la Figura , pero a tiempos largos esta recupera el

comportamiento difusivo.
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Figura 3.10: MSD rotacional para T = 1.0,0.2, ¢ = 0.25 y todos los valores de dg .
Camino 2

Para ¢ = 0.45 y ambos valores de 7™, mostramos las curvas en las Figuras y para el
MSD rotacional y traslacional, respectivamente.

Para este camino y 7" = 1.0, el comportamiento es muy similar al mostrado para ambas
temperaturas en el Camino 1. El MSD rotacional no muestra arresto y el crecimiento es lineal con
pendiente 1 tal y como en el Camino 1 y 7% = 1.0. Por otro lado, el MSD traslacional muestra
una sutil senal de arresto pero el régimen difusivo es alcanzado casi de inmediato, recordando al

caso para T* = 0.2 en el Camino 1, pero con una inflexién mas pronunciada.

Al bajar la temperatura a T* = 0.2, comienzan a surgir diferencias importantes. A partir de la
Figura , es posible afirmar que hay un frenado en la dinamica rotacional del fluido, ya que
la pendiente de la curva se aleja fuertemente del comportamiento lineal con pendiente 1. Mientras
tanto, y por primera vez en este trabajo, el valor de saturacion del MSD rotacional no es alcanzado
dentro de la ventana de simulacion. Esto ultimo se interpreta como que el sistema esta blogqueado
en términos rotacionales, y que las particulas pierden la capacidad de rotar libremente debido a
las orientaciones de sus primeros vecinos. Al inspeccionar con mas detalle a la Figura ,
el resultado anterior se vuelve mas interesante: a pesar de que la senal de arresto traslacional es
mas pronunciada que en los casos anteriores, el régimen difusivo ain es alcanzado. También se
encuentra que las particulas han recorrido distancias mayores a 107, y la correlacién en el espacio
ya se ha perdido por completo. En conjunto, todo lo anteriormente descrito conduce a la conclusion
que las particulas en el fluido tienen pocas restricciones para trasladarse en el espacio, mientras que

sus orientaciones estan bloqueadas en términos practicos, y inicamente se permiten desviaciones
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Figura 3.11: MSD traslacional para T* = 1.0,0.2, ¢ = 0.25 y todos los valores de J; .

muy pequenas respecto a dichas orientaciones.

Antes de mostrar los resultados del ultimo camino, vale la pena destacar que para todos los
MSD’s reportados hasta este punto, los escalamientos hechos no tienen ningin parametro libre,
y los resultados son bésicamente independientes de los valores seleccionados de d;,1,, ) ¥ 9g,(b, s)-
Por lo tanto, encontramos que el algoritmo DMC funciona para fluidos de densidad media, incluso
a valores de T™ relativamente bajos, donde las primeras seniales de arresto dindmico comienzan a

manifestarse.

Camino 3

Las ultimas curvas MSD mostradas son las obtenidas para el camino con T = 1.0 fija, donde en
la Figura se muestran los resultados rotacionales correspondientes a ¢ = 0.54,0.56, 0.58, 0.60,
mientras que en la Figura [3.15] estdan los traslacionales. Como ya se habia mencionado al final
del Capitulo [2] el reescalamiento para los grados de libertad rotacionales en el Camino 3 no fue
perfecto, por lo que incluimos las curvas con el término cubico y el parametro C' elegido para cada
caso (ver ecs. y ([2-35)). Estas curvas se identifican con la etiqueta ’'(c)” en el conjunto de

curvas correspondiente a cada par de pardmetros (¢, 7).

Para el Camino 3, el reescalamiento para el MSD traslacional funciona notablemente bien,
incluso para estos fluidos de alta densidad donde el arresto dindmico se manifiesta completamente.
El aplanamiento tipico del MSD traslacional comienza a aparecer con un valor de ¢ = 0.54 y se
vuelve mas pronunciado a medida que la fracciéon de llenado aumenta. En la Figura (al
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Figura 3.12: MSD rotacional para T = 1.0,0.2, ¢ = 0.45 y todos los valores de dg .

igual que en los otros dos valores intermedios de ¢), la curva correspondiente a ¢ = 0.54 recupera
la pendiente unitaria y muestra el comportamiento difusivo, pero cuando ¢ = 0.60 esto no ocurre
asi: hacia el final de la ventana de simulaciéon se puede observar que la pendiente permanece por
debajo del valor de 1. El sistema con una fracciéon de llenado de ¢ = 0.60 permanece arrestado
traslacionalmente cerca de tres décadas hasta que las particulas logran escapar de las jaulas que

las rodean, y eventualmente intentan alcanzar el régimen difusivo.

Para los mismos parametros ¢ y T%, el reescalamiento rotacional no resulta ser tan bueno
como el traslacional (ver Figura|3.14(b))), ya que las curvas no convergen antes de llegar al valor de
saturacion y existe una separacion notoria entre ellas. En todos los casos rotacionales, el crecimiento
de las curvas es lineal con pendiente 1 y alcanzan el valor de saturaciéon en un tiempo relativamente
corto. Por lo tanto, es posible concluir que no existe arresto rotacional en ninguno de los sistemas

pertenecientes al Camino 3.

En resumen, al fijar T en un valor relativamente alto e incrementar ¢, se observa que el arresto
dindmico tnicamente aparece en el modo traslacional, mientras que el rotacional se comporta como
si no hubiera ninguna clase de efecto de enjaulamiento orientacional. Lo anterior es consecuencia de
la dominancia de la energia térmica sobre la atraccién tipo patchy. El ligero desperfecto en la con-
vergencia de las curvas MSD rotacionales en este camino, muy probablemente esté relacionado con
el desacoplo de los grados de libertad (arresto traslacional sin arresto rotacional). Otra posibilidad
es que a pesar de que los maximos desplazamientos y rotaciones parecieran ser lo suficientemente
pequenos, podrian no serlo para garantizar una tasa de aceptacion lo suficientemente grande, y se

tendrian que implementar modificaciones para sistemas fuera del equilibrio [55] [57]. Entonces, una
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Figura 3.13: MSD traslacional para T* = 1.0,0.2, ¢ = 0.45 y todos los valores de §; .

posible causa de la falla aparente del método es que este haya sido aplicado fuera de su rango de
validez, donde las tasas de aceptacién no son lo suficientemente grandes o por lo menos, aun es
necesario correr las simulaciones hasta obtener desplazamientos y rotaciones més pequenos. Con-
cluimos esta seccion afirmando que incluso en este punto, sigue siendo posible obtener informacion
dindmica relevante a partir del algoritmo DMC incluso antes de implementar la correccién a orden
3. En la Figura se observa que esta correcciéon contribuye considerablemente en alcanzar
la convergencia de las curvas hacia la curva maestra, por lo que podemos afirmar que su inclusion

juega un papel importante en la exploracion de sistemas cercanos a la transicién vitrea, cuando se
utiliza el método DMC.

3.2.2. Parte self de las Funciones de Dispersion Intermedias

Los ultimos resultados que se mostraran son las funciones de dispersiéon intermedia (Interme-
diate Scattering Functions, ISF por sus siglas en inglés) traslacional y rotacional, las cuales son la
version en el espacio de Fourier de las funciones de van Hove G (r, 1/, @i, @', t) [82]. Estas ultimas son
funciones de correlacién dinamica en el espacio real que caracterizan las distribuciones espaciales
y orientacionales en el tiempo, para un par de particulas en un fluido. En el sistema de interés, la
orientacion 1 es la direccion del eje principal de las particulas patchy. Las funciones de van Hove
estan definidas como:

G(r,r", 0,0 ,t) = (p(r,4;t) p(r',0';t = 0)), (3.8)



donde p (r, ;) es la densidad de niimero local en la posicién r, con orientacion @ y al tiempo ¢,
esta densidad esta definida por [36]:

p(r, G Z 53 (r —1y(t)) 0% (Tt — Ga(2)) . (3.9)

Se usa VN en vez de N para normalizar por conveniencia posterior. La 62 angular estd definida
por 62 (0,¢;0',¢") =6 (¢ — ¢') d (cos§ — cos@').

Las funciones de van Hove pueden ser separadas explicitamente en dos contribuciones distintas
llamadas “auto” (self en inglés, y a partir de ahora por conveniencia) y “colectiva” (collective en
inglés). En un sistema de N particulas, la primera funcién G, describe el movimiento promedio de
una sola particula, mientras que la parte colectiva Gopective describe el comportamiento, respecto a
una particula dada, de las N — 1 particulas restantes [82]. La misma distincién se puede hacer para
las ISF; en el presente trabajo iinicamente estamos interesados en la contribucién correspondiente

a la parte self.

Las ISF (a partir de ahora se asume que se trata de la parte self), siendo definidas en el espacio
de Fourier, toman la forma Ff,f i (K, 1), donde las £’s y las m’s son los indices de los Arménicos
Estféricos correspondientes a las tres diferentes orientaciones que aparecen en ellos; estas son, 1, 0’
y k. Estas funciones proporcionan informaciéon sobre las correlaciones en el tiempo del sistema
para la escala de observacion espacial A = 27/k, y la granularidad angular definida por ¢, m. Para
tomar estas funciones de van Hove en el espacio de Fourier de manera consistente, es necesario
considerar algunas relaciones invariantes para los coeficientes de la transformada de Fourier y la
expansién en Armonicos Esféricos de p (r,1;t) [36] (una discusién més detallada se encuentra en

el Apéndice A, asi como en distintas referencias como [36, [83]. Esto lleva a:

Fk, a0, 1) = Y F*% (k1) 9% (ﬁ, o, k) , (3.10)
s
donde
FY% (k. t) = 747”'% % (krap(t)) S O (14, (1), 1y(0), Bap(t)) (3.11)
) N(2€k+ e ab - a s Up s Lab .

En la ultima ecuacion, jy, (krq(t)) son las funciones esféricas de Bessel cuyos primeros tres valores
son: jo(z) = sinz/z, ji(x) = sinz/x? — cosx/x y jo(x) = (3/2? — 1)sinz/z — 3cosz/z?%; se debe
notar que lim,_,jo(x) = 1, y lim,_,ojn(x) = 0 para n > 1. Las funciones Pt (ﬁ,ﬁ’ ,E) son

invariantes rotacionales —de hecho, son los tinicos invariantes rotacionales que pueden obtenerse
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a partir de productos triples de Armonicos Esféricos [84]—, y estan definidos por:

O (6,0, k) = N C (U0 [mm/my) Vi () Vg (@) ViE" (k) (3.12)
mm/my
donde los C (£0'¢; |mm’my,) son los coeficientes de Clebsch-Gordan y Y, son los Arménicos Esfé-

ricos, todos siguiendo la convencion de Rose [85]. Nétese que los coeficientes en la ecuacion ((3.10))

son por si mismos invariantes rotacionales.

. =pp! . . .z . .
A pesar de que los coeficientes F'*““* (k,t) contienen toda la informacién orientacional relevante,
se suele optar por utilizar el “marco de referencia k” por razones de practicidad (simplificaciéon de
calculos analiticos). En dicho marco de referencia, se asume que el vector k es paralelo al eje z, y

que los coeficientes toman la forma Fyp,,, definidos por [86]:

20, + 1\ /
Foorm =Y ( ’f ) C (600 |m m 0) P, (3.13)
o T
donde usamos la convencién usual m = —m [85]. Los detalles precisos sobre estos coeficientes se

encuentran bien descritos en varias referencias, tales como [87], pero aqui resumiremos los puntos

mas importantes:

» La simetria cilindrica del sistema (invarianza bajo el cambio @, — —,) impone que

Eypry, = 0, a menos que £ — ¢’ sea un nimero par.
s Fyp, = 0 al tiempo tg = 0 a menos que ¢ = ¢'.

Las condiciones anteriores establecen que los primeros coeficientes no nulos de la expansion
de Fﬂé’m SOI: Fogo, FllOa F1117 F2007 F201, F220 y F221. La primera Componente, Fooo, Corresponde
a la funcién de autocorrelacion en la posicién, ya que no contienen ninguna dependencia angular

(¢ =0 =m =0). En este trabajo, inicamente mostramos las componentes: Fyoo, Fi10 y Fao-

En el limite de tiempos ¢ muy largos para fluidos, estas funciones van a cero [82], pero en el caso
de sistemas arrestados muestran una meseta a tiempos intermedios, separandose en dos regimenes
de decaimiento, conocidos como decaimientos v y 5 [88] donde 3 es el inicial (antes de la meseta)
y « es el posterior a la meseta. Suele definirse un tiempo de correlacion 7, para el decaimiento «,

tomando a 7, de manera que F' = 1/e.

Camino 1

Primero mostramos las curvas Fjp,, ya mencionadas para el valor fijo de ¢ = 0.25 y T* = 1.0,
y T* = 0.2 en las Figuras y [B.17], respectivamente.
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Para este primer camino, se puede observar el comportamiento esperado para un fluido, en
el cual las curvas para valores de tg pequenos son 1 y rapidamente decaen desde dicho valor
hasta alcanzar el 0. Para las tres componentes de Fys,,, mostradas y para ambos valores de T,
el reescalamiento temporal muestra una excelente convergencia. Para T* = 1.0 (Figura ,
los tres conjuntos de curvas reescaladas correspondientes a las diferentes componentes de Fyp,,
estdn muy cercanas entre si. Esto ultimo parece sugerir un fuerte acoplamiento entre los grados
de libertad rotacional y traslacional para esta 7™, por tanto también un proceso de decorrelacién
muy similar. Para 7% = 0.2 (Figura , hay una ligera separacion entre las tres componentes,

a la vez que las componentes angulares (Fi1g, Fag) decaen més rapido que la traslacional (Fygp).

Camino 2

A continuacién, mostramos los resultados para ¢ = 0.45 y T* = 1.0 en la Figura y para
T* = 0.2 en la Figura (3.19

La curva en la Figura para T™ = 1.0 manifiesta un comportamiento similar al mostrado
en la Figura , que corresponde a los parametros T* = 0.2 y ¢ = 0.25 en el Camino 1, pero
con una separacién mayor entre las tres componentes de Fyp,,. La primera gran diferencia ocurre
al bajar la temperatura a 7" = 0.2, dado que la Figura muestra que la componente Fjyq
parte del valor 1.2 y no de 1.0, como es de esperarse. Lo que a primera vista pareciera un error en
el codigo, en realidad resulté ser una senal de un fenémeno interesante e inesperado. Procedimos
a visualizar la configuracién de la mezcla para estos parametros a partir de las snapshots tomadas
durante las simulaciones, a través del software OVITO (ver Figura . Lo anterior sugirié que el
sistema comienza a mostrar un orden nematico, pues en la Figura la mayoria de los parches
en un color mas oscuro son visibles, y en una vista rotada como el de la Figura , los niicleos
en tonos mas claros son los que resaltan. En esta clase de fluido, las orientaciones de las particulas
estan bloqueadas y sélo se permiten pequenas oscilaciones alrededor de dichas orientaciones. Al
mismo tiempo, en términos traslacionales practicamente no hay restricciones y, en este sentido,
sigue comportandose como un fluido. Esto ya se habia manifestado en el comportamiento del MSD
(ver Figura El hecho de que la componente Fyqq inicie en 1.2 refleja la orientacion preferida
del sistema, y proviene de las corridas de pre-produccion en las cuales la mezcla termalizé y accedio

a esta fase nemaética.

Para confirmar nuestra hipétesis, recurrimos al parametro de orden nematico A\, donde X es el
mayor autovalor de la matriz simétrica Q, definida por (los detalles completos se encuentran en la

literatura, por ejemplo el libro de Selinger[89]):

Q:<‘;’ (ﬁ@ﬁ—;l>>, (3.14)
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aqui U es el eje de simetria de la particula, también llamado director y I es el tensor de identidad de
dimension 3 x 3. Este parametro de orden es capaz de distinguir entre fases isotropicas y nematicas;

en forma matricial, para los dos comportamientos extremos se puede escribir:

000

Qisotropico = [0 0 O, A =0, (3.15)
000
-1 0 0

Quematico = | 0 —3 0], A=1 (3.16)
0 0 1

Para cada configuraciéon tomada del fluido, es posible escribir una matriz 3 x 3 simétrica con
la orientacion de las particulas patchy, la cual después es diagonalizada y los tres eigenvalores
obtenidos ¢; son almacenados. Este célculo fue realizado para cada par de parametros (¢, 7*) y
los resultados fueron graficados. Todos los sistemas estudiados resultaron ser isotrépicos, dentro
de un error numérico en el rango 1%-2 %, excepto para ¢ = 0.45 y T* = 0.2. En la Figura se
muestran dos ejemplos representativos de estos resultados: el primero indica isotropia (ver Figura
y corresponde a los parametros ¢ = 0.60 y T* = 1.0, y el caso nematico en la Figura
3.21(b)| corresponde a los pardmetros ¢ = 0.45 y T* = 0.2.

Camino 3

Los ultimos resultados a ser discutidos son aquellos obtenidos para una temperatura fija en
T* = 1.0 y los cuatro valores de la fraccion de llenado ¢ = 0.54,0.56,0.58 y 0.60, mostrados en las
Figuras [3.22] [3.23] [3.24] v [3.25| respectivamente. Adicionalmente, al igual que en el caso rotacional

del MSD de la seccién [3.2.1] mostramos las curvas con la correccién a orden cubico en la delta

correspondiente, identificadas con la etiqueta ’(c)’ y con el pardmetro C' que fue utilizado para
cada ¢.

Estos resultados muestran la aparicion del arresto dinamico a medida que la fraccién de llenado
aumenta, particularmente en la componente traslacional Fypo. En la F igurapara ¢ =0.541a
curva decae en un tiempo relativamente corto, mientras que para los valores siguientes de ¢ = 0.56
(ver Figura y ¢ = 0.58 (ver Figura el decaimiento requiere de aproximadamente
una y dos décadas mas, respectivamente. En la Figura|3.25(b)| para la fraccién de llenado méxima,
¢ = 0.60, se aprecia un arresto dinamico traslacional muy fuerte, al grado que dentro de la ventana

de simulacién no fue posible alcanzar el valor 0. Las componentes rotacionales Fiig y Fogo reflejan
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el hecho de que no hay senal alguna de arresto en los grados de libertad correspondientes, dado que
las curvas para todos los casos de estudio decaen en tiempos cortos. Este tltimo resultado refuerza
la discusion referente a las curvas de MSD rotacional mostradas en la Seccién B.2.1l En términos
del reescalamiento temporal, el algoritmo funciona para la componente traslacional Fyyy y todas
las fracciones de llenado, incluso en el caso de ¢ = 0.60 para el cual el valor de 0 no se alcanza y en
el que la region de tiempos largos es ruidosa. Los términos angulares F19 y Fo99 aun proporcionan
informacion dindmica relevante, ya que siguen mostrando la ausencia de arresto rotacional en el
fluido a una T™* fija. A pesar de lo anterior, no es posible ignorar que el factor de reescalamiento en
estos casos falla en lograr la convergencia hacia una sola curva maestra, y la separacién entre las

diferentes muestras correspondientes a cada valor de d; 1, ¢) es grande. Con la adicién del término

ctibico de la expansién en series (ver Figuras [3.22(c)H3.25(c)) vemos una mejora muy marcada

en la convergencia de las curvas, lo cual es un indicativo de que la inclusiéon de este término
cubico es necesaria cuando se exploran valores muy altos de ¢. Ademas de incrementar el rango de
aplicabilidad del método DMC, esta correccion nos permite recuperar la curva maestra rotacional
en sistemas con un desacople fuerte entre los grados de libertad traslacionales y orientacionales.
Un ultimo comentario respecto al parametro C', es que este no fue el mismo para el escalamiento de
las curvas MSD rotacionales y las F*!. Si bien las diferencias no son tan pequeias como pudiera
esperarse (debido al error numérico siempre presente en este tipo de trabajos), esto definitivamente
no demerita los resultados de aplicar esta correccion y soélo motiva a seguir refinando el calculo de

esta contribucién.
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Figura 3.14: MSD rotacional para T* = 1.0, ¢ = 0.54,0.56,0.58,0.60 y todos los valores de dg p.
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Figura 3.15: MSD traslacional para T = 1.0, ¢ = 0.54,0.56,0.58,0.60 y todos los valores de d; 1.
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Figura 3.16: Curvas Fyoo, Fi10 y Faoo para T% = 1.0, ¢ = 0.25 y todos los valores de §;,. Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un d;,, distinto.
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(a) Sin el escalamiento temporal. (b) Con el escalamiento temporal.

Figura 3.17: Curvas Fyoo, Fi10 v Fazo para T = 0.2, ¢ = 0.25 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un d;;, distinto.
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(a) Sin el escalamiento temporal. (b) Con el escalamiento temporal.

Figura 3.18: Curvas Fyoo, Fii0 ¥ Faoo para T = 1.0, ¢ = 0.45 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un d;, distinto.
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Figura 3.19: Curvas Fyoo, F110 y Fa20 para T = 0.2, ¢ = 0.45 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un d;,, distinto.

(a) La celda de simulacién vista desde el (b) La celda de simulacién vista desde el
plano zz. plano yz.

Figura 3.20: Dos persepctivas de la mezcla binaria para ¢ = 0.45 y T = 0.2; la visualizaciéon también sugiere que
la mezcla estd en una fase nematica.
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(a) Eigenvalores g; para el caso isotrdpico, con (b) Eigenvalores ¢; para el caso nemdtico, con
parametros ¢ = 0.60 y T = 1.0. pardmetros ¢ = 0.45 y T* = 0.2.

Figura 3.21: Eigenvalores del parametro de orden nematico Q.
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(b) Con el escalamiento temporal.

Figura 3.22: Curvas Fyoo, F110 y Fa0 para T = 1.0, ¢ = 0.54 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un d;;, distinto.
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(c) Con el escalamiento temporal y C' = 15.0 para Fy19 y

Fygo.

Figura 3.23: Curvas Fyoo, Fi10 ¥ Faoo para T = 1.0, ¢ = 0.56 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del

mismo color corresponde a un J;;, distinto.
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Figura 3.24: Curvas Fyoo, Fi10 ¥ Froo para T = 1.0, ¢ = 0.54 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un d;;, distinto.
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(c) Con el escalamiento temporal y C' = 34.0 para Fi19 y
Faao.

Figura 3.25: Curvas Fyoo, Fi10 ¥ Faoo para T = 1.0, ¢ = 0.54 y todos los valores de d; . Cada tono diferente del
mismo color corresponde a un J;;, distinto.
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Conclusiones

Hemos estudiado el arresto dinamico, tanto rotacional como traslacional, en un coloide tipo
patchy bidisperso y siguiendo tres caminos distintos dentro del plano formado por los parame-
tros (¢, T™), mediante el método de Monte Carlo Dindmico. A pesar de que dicho método fue
implementado fuera del rango de aplicabilidad previamente conocido, hemos mostrado en esta
tesis que incluso a valores altos de la fraccion de llenado se puede obtener buena informacion so-
bre la dinamica de un sistema complejo con interacciones anisotropicas. Estos mismos resultados,
para potenciales tipo esfera dura como los usados aqui, requeririan aproximaciones extra si se

implementaran simulaciones de Dinamica Molecular o de Dindmica Browniana.

En todos los caminos explorados hubo senales del arresto dindmico, mas o menos intensas,
asi como diferentes combinaciones de arresto traslacional o rotacional en funcién del par (¢, T%).
El Camino 1 (con ¢ = 0.25) mostré que al bajar la temperatura reducida 7™ al valor de 0.2,
practicamente no hay arresto traslacional debido a la densidad relativamente baja, mientras que
la curva de MSD rotacional comienza a mostrar evidencia de arresto a medida que la energia de
interaccién entre los parches es comparable con la energia térmica. En el Camino 2 (¢ = 0.45 fija)
la densidad més alta permite a ambos tipos de arresto aparecer simultaneamente cuando se tiene
la temperatura mas baja de 7% = 0.2, y para los dos primeros caminos el reescalamiento temporal
del método DMC funciona. El Camino 3 (7™ = 1.0 fija) exploré fracciones de llenado muy altos,
y al hacerlo a una temperatura relativamente alta se obtuvo el caso opuesto al del Camino 1: el
arresto traslacional se manifest6 intensamente y debido a que el potencial tipo patchy es dominado
por la energia térmica, no hubo senales de arresto rotacional. Sin embargo, este ultimo camino
también mostré que cuando el método DMC es implementado cerca de su limite de aplicabilidad
(en lo que a fraccién de llenado concierne) o fuera de dicho limite, el escalamiento temporal
comienza a fallar. Esto tltimo resulta ser particularmente cierto cuando existe un desacople muy
fuerte entre los grados de libertad traslacionales y rotacionales, conduciendo a dificultades para
lograr la convergencia a una sola curva maestra. Para solventar esta problemética en las curvas

de MSD rotacional y de las componentes angulares de las funciones F*!f, incluimos un término de
correccién C'dy en las ecuaciones de escalamiento (ecs. (2.34]) y (2.35))), de modo que al elegir de
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manera conveniente el valor del parametro C, se puede mejorar considerablemente la convergencia
en el reescalamiento. Mostramos que este término adicional abre la posibilidad de estudiar sistemas
cada vez mas cercanos a la transicién vitrea con el método DMC, aprovechando asi las ventajas
que este método ofrece por sobre las simulaciones de DM y DB, y al mismo tiempo extendiendo

el rango de aplicabilidad de esta técnica de simulacion.

Para terminar vale la pena recalcar que en casi todos los casos cubiertos en esta tesis el escala-
miento de pasos Monte Carlo a tiempo (tiempo Browniano) se obtuvo sin usar ningin parametro
ajustable. Toda la informacién necesaria para las ecs. (2.27)) y (2.28) proviene de los pardmetros

del sistema y de los resultados de la simulacion.

También es notable que en los caminos 1 y 2 se haya encontrado evidencia de un arresto rotacio-
nal mayor al arresto traslacional, para temperaturas bajas. Si bien la pérdida de movilidad es mas
o menos simultanea para ambos desplazamientos, si es perceptible la diferencia antes mencionada.
Esto se encuadra dentro del concepto de “vidrios liquidos”, que son sistemas recientemente pro-
puestos que muestran arresto rotacional sin perder la movilidad traslacional [67, 68]. Aqui también
se debe resaltar el hecho de que en estos dos caminos nos encontramos con el fenémeno contra-
intuitivo de niveles de ordenamiento local relativamente altos coexistiendo con una movilidad no
nula; esto es, tenemos valores altos de los parametros q, y ¢g pero sin que el MSD traslacional se

sature.

En el Camino 2 (¢ = 0.45), el caso de T* = 0.2 es peculiar, ya que mas que “vidrio liquido”
parece ir hacia la categoria de cristal liquido, ya que tiene un orden nematico apreciable. Estos
ultimos resultados, arriba mencionados, indican que la capacidad de este tipo de coloide patchy
—esto es, coloides esféricos con dos parches circulares en extremos opuestos de la esfera — no
son realmente buenos formadores de vidrios regulares. Su capacidad de formar “vidrios liquidos”

parece promisoria, pero la exploracion de este punto requiere de trabajo al futuro.
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Apéndice A

Detalles de la expansion en Armoénicos

Esféricos de las funciones Fself

El punto de partida es considerar la densidad microscépica de particulas en la posicion r, con

orientaciéon @ y al tiempo ¢, densidad que esté definida por [36]:

p(r,G;t) 2(53 r—1,(t)) 6% (0 — ,(1)), (A.1)

aqui 62 (1 — Giy) = 6 (¢ — ¢a) 0 (cos§ — cosb,), y los dngulos ¢, y 0, determinan la orientacién de

la particula a.

El siguiente paso es hacer la transformada de Fourier de la densidad p (r,1;t), que da como

resultado:
1

p(k,a =N

El correlador en el espacio de Fourier, F' (k, i, #’,t), estd definido como:

i —iHera (052 (6 — 1, (1)) (A2)

F(k,a,0',t) = (p* (k,0,t) p (K, ¥, t))

v A3
_ <]1/v Z elk-[ra(t)*rb(o)]52 (ﬁ _ ﬁ;(t)) 52 (ﬁ _ ﬁ2(0>)> . ( )
a,b=1

En la ec. (A.3) sélo hay un vector de dispersién k, debido a la invarianza del correlador bajo
traslaciones del eje coordenado; de lo contrario, un término a- (k — k') carente de significado fisico
apareceria para un desplazamiento arbitrario a del origen. De aqui en adelante, los promedios en

la colectividad (-) estédn sobreentendidos.

A pesar de que, en principio, se debe exigir que k = %’T (ng,ny,n,), donde L es el tamaio
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lineal de los sistemas y n,,n,,n, son enteros, se considera |k > 27 vy por lo tanto se ignora esta

restriccion, en otras palabras, se permite al vector k cambiar de manera continua.

Por definicién, F'(k,@,@',t) es una funcién de dos magnitudes (k,t) y tres orientaciones
(IA<7 41, 0'). Esto tltimo significa que es posible realizar una expansién en Armoénicos Esféricos de la
siguiente manera [86]:

A A ZEK 4 A Z/ A y4 * i
Fk oo t)= Y Fik (k)Y @)Y, @) vE" (k)
0w

mm/'my,

(A.4)

A o /. . e s A 0l .
con Y}, (1) como los Arménicos Esféricos para la orientacion vy F,, F  (k,t) como los coeficientes

de la expansion, los cuales pueden obtenerse a través de la ortogonalidad de los Arménicos Esféricos:

mm/ mk

P (k) = / dikdadd’ F (k, 0,8, 6) Y. (80) V5" (8) v (k). (A.5)
Ahora, sustituyendo a (A.3)) en (A.5) y después de integrar las deltas de Dirac se obtiene:

]_ N /X A
. 4 ilr,
mekmk N Z be Ynﬂ’ /dke kerg(t) YEk (k) 7 (A6)
donde ry, = r,(t) — rp(0).

A A

Las funciones F' (k, {1, @', t) son, por definicién, escalares que son independientes de la orienta-
cién de los ejes, es decir, deben obedecer que: F’ (lf{k, R, Rﬁ’,t) = F(k,0,%,t), VR e SO(3).
Esto implica que debe ser posible reunir los términos de la suma en de tal manera que el
resultado sea rotacionalmente invariante. Luego, dados los tripletes Y (1) Y%, (') Vi . (lAc), sus

combinaciones lineales que también son invariantes rotacionales estan definidas por [84]:

O (a0 k) = Y0 O (000 mm'my) Vi (8) Y () Vi (K), (A7)

mm’my

donde Ot (A, o k) es un objeto invariante rotacionalmente que depende tinicamente de los indi-
ces £, 0' U, y C (Ll [mm/my ) son los coeficientes de Clebsch-Gordan coefficients en la convencién

de Rose. Dichas combinaciones son tinicas.

Para que las formas dadas por (A.7]) aparezcan en la ec. (A.4), es necesario que se cumpla:

B8, (k1) = F% (k1) O (000 [ )

mm/ mpg

con Ft (k,t) como un nuevo conjunto de coeficientes que sélo dependen de los indices ¢, ¢, (.
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Al juntas las ecs. (A.7) y (A.8)), (A.4) se convierte en:

F ko, 0,1 = Y F% (k) C (000 [mm'my) Y, () Y (@) V" (k)
000y,

mm/my, (Ag)
=3 B (k) @ (1,0, K)
0wy,

00! ’ A A > . . .
donde tanto F*“*% (k,t) como & (u, o, k) son invariantes rotacionales.

A partir de la definicion de F®% (k,t), se puede multiplicar por un coeficiente de Clebsch-

Gordan idéntico y sumar sobre todos los tres indices m [84]:

o (0 lmmimy) B (k1) = FO% (k) Y CF (04 [mmimy,) . (A.10)

mm/my
mm’my mm/my,

Ahora, la regla de suma para los coeficientes de Clebsch-Gordan establece que:

Tomando lo anterior y con {5, = Ek, y my, = 1My, se obtiene:
S CP(l mmimy) =Y 1 =20, +1, (A.12)
mm/my, mg
por lo tanto:
~ 1 A ppl
000 _ / / 000,
FY% (ko t) = %1 m%;nk C (0l |mm'my,) Fo ok (K, t). (A.13)

El siguiente paso es hacer la integral sobre dk que permanece en (A.6)). A partir de esta ecuacion,

resulta que para cada par de particulas a, b, hay una integral de la forma:
1% (k) = / dk ™ ry (1) V2 (K). (A.14)
Para resolver estas integrales, se recurre a la expansién de Rayleigh [84]:

e =3 drit j (kr) Y (k) Vi (8), (A.15)

Im

aqui jy (kr) son las funciones esféricas de Bessel. Al sustituir esta expansién en la ec. (A.15) y
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sumando sobre todos los indices ¢, m:
Ik (k) = 4mi™ jo, (krap(t) Yok (Fap(t)) -
Recolectando los términos similares y reescribiendo a la ec. ({A.6]) se obtiene:

/ 47T . N . * A B NN A
Frdiny (ks t) = erk > do (kra(t) Y, (@a(1) Y (85(0) Yt (Ba(2))

a,b=1

de donde F** (k,t) puede ser reescrito como:

~ o1 47TZ
FU Zk(k},t) 2£k+1 Z jﬁk krab
ab 1
x>0 (00 mm'my) Y, (8,(1) YA (6,(0)) Y (Ra(t))

obteniendo finalmente:

Agrite

F”%’“(ka t) = 7]\[ Q6 +1

Z Jon (Rrap(£)) 30 @7 (84 (1), 84(0), Fas(t)) |

a,b=1 174

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

mostrando explicitamente como los coeficientes son invariantes rotaciones en si mismos, y por tanto

también lo son las ISF’s.
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