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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos los sistemas de control automético han adquirido una
gran importancia. Los avances en la teorfa y préactica del control automati-
co brindan medios para mejorar la productividad, lograr el funcionamiento
6ptimo de sistemas dindmicos, tiempos menores de produccién, una ma-
yor seguridad con sistemas de alto riesgo, etc, por nombrar algunas de las
ventajas.

Aunque estas ventajas no se obtienen de manera universal, la meta pri-
maria de un sistema de control automético es por lo general uno o més de
estos efectos. Estas tareas que realizan los sistemas de control pueden ser
para llevar a cabo desde una simple accién de control, hasta un conjunto de
acciones de alta complejidad, haciendo que el estudio de estos sistemas sea
complejo. El estudio de la mayoria de los sistemas y procesos a controlar son
mas dindmicos que estdticos, por lo tanto, sus comportamientos son descri-
tas por ecuaciones diferenciales, y ademds la mayoria de estas son ecuaciones
diferenciales no lineales.

El estudio de estos sistemas ha estado bajo estudio desde muchos puntos
de vista como lo son: fisicos, matematicos, ingenieriles y otros campos. Dada
la importancia de sus estudios se presentan varias técnicas para controlar este
tipo de sistemas, cada una de ellas con diferentes estructuras de control.

Un aspecto fundamental del control automaético es el de verificar que la
teoria desarrollada sea aplicable a sistemas reales. Un primer paso en este
proceso es entonces aplicar esquemas sofisticados de control a experimentos
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de laboratorio, para comprobar qué tan bien funcionan en situaciones reales.
Un experimento particularmente favorecido en aplicaciones de control es el
llamado péndulo invertido.

Los péndulos invertidos son cldsicos en aplicaciones de control por las
caracteristicas que presentan, como son: no linealidad, inestabilidad, fase
no minima, etc., lo cual los hace muy convenientes para probar técnicas y
esquemas de control. Estudios relativos al modelado y control de péndulos
invertidos pueden encontrarse en [7] y en [3]. En [7] se presenta el control de
un péndulo invertido sobre un riel, haciendo desde el modelado del sistema
hasta el disefio de un control éptimo por medio de retroalimentacién de
estado. En [3] se modela un péndulo invertido y se disefa el control por
retroalimentacién de estado, llevando el péndulo a la posicién vertical.

Un tipo especial de péndulo invertido es el llamado péndulo invertido
giratorio, el cual consiste en un experimento similar a el cldsico péndulo
invertido, pero en este caso la trayectoria es circular. Ademé4s de las carac-
teristicas ya mencionadas este sistema pertenece al tipo de sistemas conocidos
como subactuados, los cuales son sistemas mecénicos que tienen un mayor
nimero de eslabones o uniones que de actuadores, y cuyo estudio es impor-
tante en aspectos de robética, por ejemplo. Algunos resultados interesantes
con respecto a este tipo de sistema se realizan en [2] que presenta el control
del péndulo en base a una aproximacién lineal del modelo y en [1] el cual
presenta un control robusto sobre un doble péndulo invertido giratorio.

El objetivo principal del presente trabajo es probar diferentes esquemas
de control sobre el péndulo invertido giratorio. Desde este punto de vista,
nuestro trabajo puede considerarse como la aplicacién de la teoria de control
a un caso particular de estudio.

Bésicamente, los objetivos de control que se persiguen son lograr la esta-
bilizacién del péndulo en posicién vertical y hacer seguimiento de trayectoria.
Estos son objetivos bésicos del cualquier aplicacién de técnicas de control a
un sistemal real, ya que se busca hacer que la salida del sistema se com-
porte de un modo deseado. En el primer caso se pretende que el péndulo se
mantenga en posicién vertical, ain en presencia de pequenas perturbaciones;
de hecho es el mismo problema que se tiene en el lanzamiento de un cohete
espacial, para el caso del péndulo clasico. El problema de seguimiento de
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trayectoria es un problema cldsico de control, donde se pretende que la sali-
da del sistema siga a una senal de referencia que generalmente es generada
por un sistema o un modelo externo.

Las técnicas de control que utilizamos para lograr los objetivos ante-
riores son: retroalimentacién lineal de estado, modos deslizantes y control
fuzzy. Dichas técnicas se aplicardn primeramente en simulacién y después
sobre el sistema real, el cual es un prototipo que fue disenado y construido
expresamente para este trabajo, en el laboratorio de control de la Unidad
Guadalajara del CINVESTAV.

Como veremos en el desarrollo de la tesis, los resultados obtenidos fueron
en general satisfactorios, lograndose los objetivos del trabajo. El anélisis de
los resultados obtenidos utilizando cada una de las técnicas de control se
realiza en los capitulos correspondientes.

Un objetivo extra del presente trabajo, fue también equipar al laborato-
rio de control con un experimento donde los estudiantes pueden aplicar los
conocimientos aprendidos en clase. También como resultado del trabajo de-
sarrollado se publicé el articulo “ Control de un Péndulo Invertido Giratorio
Usando Retroalimentacién Lineal de Estado, Modos Deslizantes y Fuzzy ”
el cual participé en la “IV Conferencia de Ingenierfa Eléctrica (CIE 98) ”
realizada en la Ciudad de México.

1.1 Estructura de la tesis

La estructura general de la tesis es la siguiente:

En el Capitulo 2 se presenta una descripcién general de las partes que
componen el péndulo invertido giratorio, tanto las partes mecénicas como
eléctricas.

Un aspecto importante en la aplicacién de esquemas de control es contar
con un modelo adecuado del sistema. En el Capitulo 3 se obtiene el modelo no
lineal del péndulo invertido giratorio aplicando las ecuaciones de Lagrange.
Después se procede a linealizar el modelo en un punto de equilibrio, esto con
objeto de disenar las leyes de control a partir del modelo linealizado.
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En el Capitulo 4 se aplica retroalimentacién lineal de estado para estabi-
lizar el péndulo en posicién vertical y hacer el seguimiento de una trayectoria
deseada. La ley de control se disefia sobre el modelo lineal del sistema. Se
muestran aqui también los resultados obtenidos tanto en simulacién como en
aplicacién sobre el sistema real.

Los mismos objetivos de control se persiguen posteriormente utilizando
otros esquemas de control. En el capitulo 5 utilizamos modos deslizantes y
en el capitulo 6 técnicas de control fuzzy. En cada uno de estos capitulos
se presenta el disenio de la ley de control correspondiente y los resultados
obtenidos.

En el Capitulo 7 se presentan las conclusiones generales de la tesis y
algunos comentarios finales.

En el Apéndice A se presenta el articulo “ Control de un Péndulo Invertido
Giratorio Usando Retroalimentacién Lineal de Estado, Modos Deslizantes y
Fuzzy ” presentado en la Ciudad de México.

El Apéndice B contienen algunas definiciones y conceptos generales de
teoria de control que se usan en este trabajo.



Capitulo 2

Descripcién del sistema

El sistema bajo estudio es el péndulo invertido giratorio mostrado en la figura
2.1. El péndulo invertido clasico consiste en un carro sobre un riel y el
péndulo montado en el carro el cual tienen movimiento limitado. En el
péndulo invertido giratorio, el péndulo se encuentra colocado sobre un brazo
que tiene movimiento giratorio. El prototipo de este experimento, asi como
la tarjeta de adquisicién de datos y el programa para el control del sistema,
fueron disefiados y contruidos en el laboratorio de control de CINVESTAV
unidad Guadalajara.

— 9
4
e 8
7
1
33 — |
Figura 2.1



8 CAPITULO 2. DESCRIPCION DEL SISTEMA

2.1 Elementos del sistema

Los elementos que componen al péndulo invertido giratorio son los que a
continuacion se describen:

(1). El servomotor, €l cual es un motor de corriente directa con un “en-
coder” integrado. Este motor sirve para proporcionar el par que requiere el
sistema, y tiene las siguientes caracteristicas:

Par pico 350 oz-in
Resistencia 1.9 Ohms
Corriente en par pico 24 Amps

(2). Los engranes que proporcionan una ganancia al par dado por el
motor.

(3). El primer “encoder” de 500 pulsos por vuelta del motor que nos da
la informacién de la posicién del brazo. Este “encoder” es bidireccional lo
cual nos indica que podemos saber la direccion en el cual gira el motor y en
qué posicién se encuentra, esto es posible por los dos canales de salida del
encoder. El “encoder” tiene la siguientes caracteristicas:

Canal A

Canal B
Voltaje de entrada (Vec) -0.05a7V
Voltaje de salida -0.05 a Vce

(4). El segundo “encoder” de 1024 pulsos por vuelta del péndulo, también
este encoder es bidireccional, el cual nos dice en qué dngulo se encuentra
el péndulo. Con este “encoder” podemos alcanzar una resolucién de 0.351
grados, lo que nos permite determinar con una precisién aceptable la posicion
del péndulo. El “encoder” tiene la siguientes caracteristicas:

Canal A
Canal B
Voltaje de entrada 5,126 15V
Voltaje de salida 5,126 15V
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(5). El brazo, es el que sostiene el péndulo y transmite el par del motor
al péndulo.

(6). El péndulo, el cual nos interesa controlar y se encuentra sin actuador.
Este consta de una varilla de acero-plata.

(7). Una etapa de potencia, la cual proporciona al motor el voltaje asf
como la corriente adecuada para su funcionamiento. Esta etapa se encuentra
fuera de la computadora.

(8). Una tarjeta de adquisicién de datos, la cual contiene tres puertos,
contadores incrementales/decrementales para los encoders, un convertidor
digital-analégico (DAC) de 8 bits para la etapa de potencia, todo esto en
una tarjeta insertable en los "ISA Slots” de la computadora.

(9). Una computadora personal, la cual procesa la informacién de entrada
que son los d4ngulos del péndulo y del brazo, estima las velocidades angulares
y calcula la ley de control que se requiere. El desarrollo del programa estd
en lenguaje C.

2.2 Procesamiento de datos

El procesamiento de datos es una parte importante para el buen funcionamien-
to del sistema. En la figura 2.2 muestra un esquema de como se hace el proce-
samiento de datos. En este diagrama se muestra como se hace la transferencia
de informacién del sistema hacia la computadora y viceversa. Bésicamente,
la informacién que se procesa son la posicién del péndulo, la posicién del
brazo y el voltaje aplicado al motor.
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Péndul Contadores
éncu =]
N Puerto —

Nl T e =|re

Brazo =

DAC

Motor A ¢

Figura 2.2

La tarjeta de adquisicién de datos contiene los contadores, los puertos
y el DAC. Los contadores reciben una sefial cuadrada de cada uno de los
“encoders” que indica en cada pulso un desplazamiento angular ya sea del
péndulo o del brazo. Estos contadores tienen que ser bidireccionales y pre-
fijables para poder dar la informacién de la posicién de cada uno de estos
“encoders” Para dar el sentido del giro se ocupa que sean bidireccionales
y para obtener una posicién absoluta que sean prefijables, asi el desplaza-
miento angular es convertido a una palabra digital la cual es procesada por
el programa para proporcionar la ley de control correspondiente.

Los puertos son los intermediarios entre el microprocesador y los periféri-
cos como lo son el DAC y los contadores. El DAC es el encargado de convertir
la palabra digital de 8 bits a un nivel de voltaje. El DAC no proporciona la
corriente suficiente para alimentar el motor por lo cual se requiere reforzar la
corriente que el motor necesita para entregar el par requerido por el péndulo.



Capitulo 3

Modelo dindmico del péndulo
invertido giratorio

El primer paso para disefiar un sistema de control es tener un modelo ma-
temadtico del sistema que se va a controlar. En este capitulo se obtendra
el modelo dindmico del péndulo invertido giratorio. Primeramente se in-
troducen aspectos generales de modelado y se mencionan las técnicas més
comunes que se utilizan para obtener el modelo dindmico de un sistema. En
la seccién 3.2 se aplica el método de Lagrange para obtener el modelo dindmi-
co no lineal del péndulo invertido giratorio para después tener el modelo en
variables de estado. En la seccién 3.3 se linealiza el modelo no lineal obtenido
previamente.

3.1 Introduccion

El concepto de modelo matemético se puede definir como la abstraccién del
objeto fisico en una descripcién en términos de férmulas matematicas. El
modelo del sistema es parte importante de cualquier problema de control.
Aunque un modelo matematico proporciona solo una aproximacién al com-
portamiento de un sistema real y fisico, debe representar lo suficientemente
bien al sistema dindmico en estudio.

El modelo matemaético de un sistema fisico frecuentemente es deseado
que sea lo mds sencillo posible siempre y cuando pueda proporcionar la sufi-
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12CAPITULO 3. MODELO DINAMICO DEL PENDULO INVERTIDO GIRATORIO

ciente informacién para disefiar un control efectivo. Casi siempre se cuenta
con dindmicas no modeladas que tienen efectos de orden superior y se debe
asegurar que el controlador se comporte apropiadamente en presencia de es-
tas dindmicas no modeladas. Todas las dindmicas no modeladas se pueden
agrupar bajo la categoria de perturbaciones a la planta, y no importa qué tan
bien se haya modelado un sistema, siempre habra dindmicas no modeladas
que produzcan perturbaciones paramétricas en la planta.

Los sistemas continuos en el tiempo generalmente se expresan en términos
de ecuaciones diferenciales. De acuerdo al tipo de ecuaciones diferenciales, el
modelo que describe a un sistema puede ser lineal o no lineal. En los modelos
lineales podemos aplicar el principio de superposicion, el cual establece que la
respuesta producida por la aplicacién simultdnea de dos funciones excitadoras
distintas a un sistema relajado, es la suma de las dos respuestas individuales.
En un sistema no lineal este principio no se aplica, ademés de que estos
sistemas constituyen la gran mayorfa de los modelos fisicos. El modelo lineal
es més simple que el modelo no lineal, pero no es tan exacto, ya que al
linealizar se desprecian términos de alto orden. El uso de un modelo, ya sea
lineal o no lineal depende de la precisién que se desee y la complejidad del
anilisis a usar.

Un sistema lineal cuyas caracteristicas no cambian con el tiempo, es decir,
cuyas propiedades son invariables con traslaciones en el tiempo, se dice que
es un sistema lineal invariante en el tiempo. En este tipo de sistemas, los coe-
ficientes de las ecuaciones que describen el sistema son términos constantes,
a diferencia de los sistemas variantes en el tiempo, donde dichos términos
dependen de la variable de tiempo.

Nuestro objetivo es obtener un modelo lineal invariante en el tiempo para
el péndulo invertido giratorio. Para ello procederemos a linealizar un modelo
no lineal, el cual se obtendrd aplicando el método de Lagrange.

En la figura 3.1 se muestra el sistema a modelar, que es el péndulo in-
vertido giratorio el cual consiste en un péndulo colocado al final de un brazo
giratorio, el cual esta actuado por un servo motor. Las variables involucradas
se describen en la seccién 3.2.1. Fisicamente, este sistema es parecido al pén-
dulo invertido clésico, excepto que la trayectoria inducida por el actuador es
circular y no lineal, ddndole una nueva dimensién al problema.
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Figura 3.1

Para obtener las ecuaciones que describen el comportamiento dindmico
del sistema necesitamos analizarlo con base a las leyes bésicas de la dindmica,
pero estas pueden ser expresadas de varias maneras diferentes. Las més
importantes de estas formas son:

a) El principio de D’Alembert
b) Las ecuaciones de Hamilton
¢) Las ecuaciones de Lagrange
d) El principio de Hamilton

Todas ellas son basicamente equivalentes, si se parte de las leyes de New-
ton y del principio de trabajo se pueden deducir cualquiera de las formas
anteriores. La eleccién de una de las cuatro formas depende del sistema
a analizar. Por ejemplo, las ecuaciones de Newton son adecuadas para la
solucién de muchos problemas sencillos; las ecuaciones de Hamilton han si-
do 1tiles en ciertas aplicaciones, asi como en el desarrollo de la mecénica
cudntica; las ecuaciones de Lagrange son aplicables a una amplia variedad
de problemas, como lo son sistemas mecdnicos, eléctricos, electromecénicos,
etc.
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3.2 Modelo dinamico no lineal del sistema

3.2.1 Meétodo de Lagrange

El método de Lagrange [13] es de manera especial potente y notablemente
sencillo como instrumento de solucién de una gran variedad de problemas, por
esta razon es que se escogié este método para la obtencién de las ecuaciones
dindmicas del sistema. La ecuacién de Lagrange para un sistema est4 dada
por:

d [ OL oL
7(33)-%-F (31)

donde g y ¢ son coordenadas generalizadas, L es el lagrangiano formado
por la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial, y Fr se
denomina fuerza generalizada. Con este método hay tantas ecuaciones, como
grados de libertad se tengan.

Los grados de libertad son el niimero de coordenadas independientes que
se requieren para especificar completamente la posicién de todas y cada una
de las partes componentes del sistema, que en este caso son dos.

Considerando el diagrama simplificado (figura 3.1) la energia potencial y
cinética del sistema estdn dadas por:

‘/pen = m2gl2 COS(;B)
4 2 . 2
Kpen = $m3 [(7 Lt Blacos(8)) + (B Lasin(8)) }

Kpase = %J'Yz

donde J es el momento de inercia de la base, g es la aceleracién gravita-
cional; my,l;, v son respectivamente la masa, la longitud y el dngulo rota-
cional del primer eslabon, my, I3, (3, son la masa, la longitud y el angu-
lo rotacional del péndulo. Estas ecuaciones son no lineales y describen la
dindmica del péndulo.

El Lagrangiano estd dado por :
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L= ern -+ Kbase - Vpen

Resolviendo las derivadas parciales de la ecuacién (3.1):
oL _

5 =0 |

% = myl} ¥ +maly B lycos(B) + J 7

2(&) = myl? ¥ +mahla(B cos(8)— B sin(B)) + J 4

35 = —malaly 4B sin(B) + magla sin(B)

aL '

B—B' = m2l2ll ’)’ COS(,B) <k m2lg ,6

%(-Z—g) = myl2 B +malaly (cos(8) ¥ — ’YB sin())

Las ecuaciones obtenidas son:

(mal} +J) ¥ +maly B 15 cos(8) — myly Bz losin(B) =T (3.2)

myly cos(8) 4 ly +my B 12 — maglysin(8) = 0

donde 7 es el par.

La ecuacién del motor también se debe de incluir en el modelo, para esto
se resuelve la malla del siguiente circuito:

L Rm

e
VQ—_’ % {
|

Figura 3.2
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El valor de L en motores de corriente directa es pequefia comparada con
R, por lo tanto la constante de tiempo eléctrica es pequefia y el efecto de
L se puede despreciar.

entonces:
v=R,I+ e, Tm = kpd
ey = kpw, T = kng
w=kyYy

donde k, es la ganancia de los engranes, k,, es la constante del motor,
R, es la resistencia de armadura, k;, es la constante contraelectromotriz y v
es el voltaje del motor.

Entonces el par de entrada estd dado por:

T=pv—p27
con
2
p1 = k%:-‘l py = '—“9% constantes

3.2.2 Modelo no lineal en variables de estado.

Las ecuaciones dindmicas para el péndulo invertido giratorio pueden ser des-
critas por la ecuacién:

D(q) 4 +C(q,9) 4 +G(q) =T

donde ¢ son las coordenadas generalizadas, D(q) es la matriz de inercias,
C(q,9) es la matriz de coriolis, G(q) son los terminos gravitacionales.

T di1 dyo 7 Ci1 C12 7 ()1
[0 ~|:d21 d22][ﬂ +[ [5]+[g2

€21 C22
donde cada término estd dado por:

d]] = mgl% +J
dip = malyly COS(ﬁ)
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d21 = m21211 COS(,B)
d22 ='m2l§
cn=cn=cn=0
C12 = —mzlll2 sin(ﬂ) ,3
g1=0

g2 = —malzgsin(B)

T
Escogiendo el vector de estadocomoz = | v B v f ] , que son los

angulos del brazo y del péndulo y las velocidades angulares correspondientes,
la entrada u = v . que es el voltaje aplicado al motor y la salida como y = z2,
que es la posicién del péndulo, la descripcién del sistema puede ser dado en
espacio de estado de la forma:

z (t) = f (z) + g(z)u(?t) (3.3)
y(t) = h(z)
donde:
T3
T4
f(x) = Rmmaly sin(z2)(laz3 —g cos(z2))—k2kmksz3

mal3 Rm+JRm —ma R} cos?(z2)
cos(z2)l (It Rmmal223 sin(z2) —k2km kyz3)— Rmg sin(z2) (mal3+J)
cos? (Iz)l%&nmzlz—mnlgmzl%—ﬂc,nlz.]

0
0
9(z) = kmke
mal3 Rm+J Rm—ma Rml% cos?(z2)

cos(x2)l1km }cg
cos? (Iz)l%anmzb —R,,nlgmzl% —RmlaJ

h(x) = T2
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3.3 Modelo linealizado

Para linealizar el sistema se requiere encontrar sus puntos de equilibrio, esto
es, encontrar (z,y) = (z°°), tales que f(z°9°) = 0. Encontrando los
puntos de equilibrio:

11=0=23=0
To=0=24=0
3= 0= x5 =nm

con
n=20,1,2...
=>$4=0

Esto nos dice que los puntos de equilibrio se encuentran en x = [ Il nm 00 ]T
donde ! puede tomar cualquier valor real y n definido anteriormente. Para
linealizar el sistema se definen las variables incrementales:

br=x—1z"

ou=u—u*

by=y—y"

donde el par (z*,y*) corresponde a un punto de equilibrio del sistema,
quedando la aproximacién por series de Taylor como:

8 i (t) = Adz(t) + Bou(t)
By(t) = Coz(t)

donde:
A=
B =g(z")
C =% o

Quedando al linealizar alrededor del punto de equilibrio g = [ 0 00O ]T:

7= Az + bu (3.4)
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y=cx
donde:
00 1 0
00 0 1
s g2
+m. mKpl1
0 lzJLL 3Rm[2 0
0
0
b=| kmks
I8ty
TRz
c=[010 0]
Los valores de los pardmetros del sistema son:
my: masa del péndulo 0.50 kg
l: longitud del péndulo 0.75 m
l,: longitud del brazo 0.12m
J: inercia de base 0.003 kg-m?
kn: ganancia del motor 0.104 N-m/amp
ky: ganancia de engranes 5.9
R,,: resistencia del motor 1.9 ohms

ks : constante contraelectromotriz 0.104 Volts-s/rad

sustituyendo los valores se obtiene:

0 0 1
0 0 0
0 —128.46 -38.11
0 3363 6.097

OO = O
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0

0
59.73
—9.55

b=

el cual serd el modelo matematico del sistema que utilizaremos para la
sintesis de los diferentes controles a implementar.



Capitulo 4

Control por retroalimentacion
lineal de estado

El control por retroalimentacién lineal de estado es la primera técnica aplica-
da al péndulo invertido giratorio, teniendo como objetivo la estabilizacién del
péndulo en posicién vertical. El diseno de la ley de control se obtiene a partir
del modelo linealizado. Otro problema que se resuelve es el de seguimiento
de trayectoria del péndulo por medio de regulacién lineal.

4.1 Introduccion

La Retroalimentacién de estado es una de las técnicas mds ampliamente uti-
lizadas para modificar las caracteristicas dindmicas de un sistema y realizar
acciones de control.

Es importante observar que a excepcién de la entrada de referencia, el es-
tado de la planta es la dnica informacién que necesita el controlador. Esto es
cierto puesto que el estado, por definicién, proporciona un resumen completo
del pasado del sistema y cualquier otra informacién con respecto al futuro
del sistema se puede sintetizar a partir del estado. Por ejemplo, la salida
y se puede obtener siempre a partir del conocimiento del estado al usar la
expresién y = cz y por lo tanto, no se necesita mostrar al controlador como
un ente dependiente de la salida.

21
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La salida del controlador, es decir, la senal de control u, es en general
una funcién de las variables de estado. Sin embargo, més que esta forma
general del controlador, se considera un caso més especifico conocido como
retroalimentacién lineal de las variables de estado. En el problema de retroa-
limentacién del estado se asume que el vector de estado completo se mide o
se estima, y est4 disponible para la retroalimentacién.

El sistema de retroalimentacién lineal de las variables de estado se ha
escogido considerando tres razones bésicas. Primero, la configuracién da co-
mo resultado un sistema lineal, lo que permite hacer uso de las poderosas
técnicas basadas en transformadas para anélisis y sintesis. Segundo, esta
configuracién es lo suficientemente general como para obtener un desempeno
satisfactorio en muchos problemas practicos de control. Tercero, la retroali-
mentacién lineal de las variables de estado es un enfoque que sirve como una
introduccién adecuada para una amplia gama de temas, tales como obser-
vadores, control 6ptimo, etc.

4.2 Diseno de la ley de control

Dado un sistema lineal en la forma de variables de estado, tal como en (3.4),
una ley de retroalimentacién lineal de estado es de la forma:

u(t) = —kz (4.1)

donde k£ = [ ki ko ks ky ] es el vector de ganancias y x es el vector de
estado. En otras palabras, el control estd determinado como una combinacién
lineal de los estados del sistema. Los coeficientes de k son las ganacias a ser
determinadas. Sustituyendo la ley de control (4.1) en (3.4) obtenemos:

7= (A — bk)z (4.2)
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En la siguiente figura se muestra el esquema del sistema en lazo cerrado:

K e—]

Figura 4.1

Como puede verse de (4.2), los polos del sistema en lazo cerrado estan de-
terminados por la matriz A — bk. El poder cambiar los polos arbitrariamente
en un sistema por medio de la ley de control (4.1), requiere de que el sistema
cumpla con la propiedad de controlabilidad. Controlabilidad es la propiedad
que permite una ubicacién arbitraria de polos en lazo cerrado mediante la
retroalimentacién de las variables de estado. Un sistema es controlable [4] si
para cada estado inicial z(to) y cada estado final z(¢;) hay una entrada de
control u(t) que transfiere al sistema desde z(to) al tiempo t, hasta z(¢s) al
tiempo ¢t

Se sabe que un sistema escalar es controlable [4] si y solo si
det[b Ab A%... A™b]#0

donde n es el orden del sistema.

La matriz den x n [ b Ab A%.. A" b ] es llamada matriz de con-
trolabilidad para un sistema definido por el par (A, b).

Hay muchos algoritmos que pueden ser usados para determinar las ganan-
cias en (4.1) para obtener un conjunto de polos deseados en lazo cerrado. Esto
es conocido como el problema de asignacién de polos. En este caso la mayor
dificultad estd en escoger los polos adecuados en lazo cerrado basados en el
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comportamiento deseado, limites en la entrada, etc, para obtener el objetivo
de estabilizacién del péndulo. Una manera para disefiar las ganancias de
retroalimentacion es tratando de optimizar el proceso, utilizando la teoria de
control 6ptimo. Por ejemplo, nosotros podemos escoger como nuestra meta
de minimizacién:

J = %/Ooo(a:TQx + u” Ru)dt (4.3)

donde @ es una matriz simétrica semidefinida positiva y R es una matriz
simétrica definida positiva. Donde @ es la matriz que pondera los estados
y R en este caso es un escalar el cual pondera la entrada. Al escoger Q y
R, para tener un control lineal 6ptimo que minimize (4.3) estd dado como
u = —kz donde:

k=RWTP

Teniendo que P es una matriz simétrica, definida positiva de n x n que
satisface la llamada ecuacion de Riccatti:

ATP + PA— PbRWITP+Q =0
La ecuacién tienen solucién si el par (A, b) es estabilizable y el par (C, A)

es observable, donde la matriz Q = CTC.

Las matrices obtenidas para el péndulo invertido giratorio son:

0 0 1 0
0 0 0 L
0 —128.46 -38.11 0
0 33.63 6.097 0
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0

0
59.73
-9.55

b=
La funcién de transferencia del sistema queda como:

_ s(s — .0234)
~ s(s —3.87)(s + 3.33)(s + 38.65)

G(s)

Por la localizacién de sus polos el sistema es inestable en lazo abierto,
estos se localizan en:

P1 =0

P, =387
P3; = -3.33
Py = —38.65

Si el par (A,b) es estabilizable asint6ticamente [4], entonces cualquier
retroalimentacion de estado, de la forma u = —kz que estabiliza asintética-
mente la proximacion lineal, también estabiliza asintéticamente al sistema no
lineal original, entonces las ecuaciones no lineales originales tienen estabilidad
local en ese punto de equilibrio, bajo pequenas perturbaciones.

La matriz de controlabilidad es:

0.000 0.089 -—-2.276 87.97

0.000 —-0.009 0.364 —14.19

0.059 -—-2.276 8797 —3399
—0.009 0.364 —14.19 548.6

1x 103

la cual es invertible, por lo tanto el sistema lineal es controlable.

Escogiendo los valores de Q y R, para obtener un buen desempeno del
sistema:

Q=

© O O in
co~o
OSSO
oo oo
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R=12
se obtiene P quedando:

0.78 876 037 243
8.76 289.75 11.42 76.85
037 1142 045 3.04
243 76.86 3.04 20.42

P=
Por lo tanto el vector de retroalimentacién est4 dado por:

k=[—-064 —4316 —1.66 —11.31 ] (4.4)

La ubicacién de los polos en lazo cerrado es:

P =-1

P, =-324
Py = -394
P, = -38.77

Los resultados se prueban en el sistema no lineal teniendo las simulaciones
siguientes:

La figura 4.2 muestra la posicién del péndulo que parte con una condicién
inicial igual a 0.15 radianes (8.59 grados).

) 2 o1

rad
* )0.12-

0.1
0.08
0.06
0.04
0.024

04
o] /
-0.04 r
1

0

2

w -

t (seg)

Figura 4.2
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La figura 4.3 muestra la ley de control aplicada para estabilizar el sistema.

u 6
(Volts)
54
4
34
24
14
04
T __F—'_—’_I'—d_'_ T T 1
0 1 2 3 4 t(seg) 5
Figura 4.3

Los resultados en tiempo real fueron los siguientes:
La figura 4.4 muestra la posicién del péndulo cuando se le aplica un
impulso:

Figura 4.4

La figura 4.5 muestra el voltaje aplicado al motor:
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u
{volts)

t(seq)

Figura 4.5

Como puede verse de los resultados obtenidos en tiempo real, la ley de
control lineal logrd estabilizar el péndulo pero no tiene el comportamiento
deseado como en la simulacién. Esto debe esperarse ya que el modelo es solo
una aproximacién del sistema, ademds tenemos otras aproximaciones como
lo son el voltaje aplicado, ya que este depende de la resolucién del convertidor
digital-analégico, otro inconveniente es el juego de los engranes, ya que estos
presentan dindmicas extras al sistema.

4.3 Regulacién lineal

Otro problema de importancia en la teoria de control es el de regular la
salida de un sistema para que siga asintéticamente una trayectoria deseada,
es decir, que la salida satisfaga

@) — g @)l = 0

t — 00
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donde y(t) es la salida de nuestro sistema, en este caso la posicién del
péndulo y y,(t) es la sefal de referencia que pertenezca a una familia prescrita
(de funciones definidas en el intervalo [0, c0)), para cada estado inicial z (0) .
Tomando un sistema lineal del tipo

= Az + Bu+ Pw (4.5)

e=Czr+ Quw

donde w € R" es un vector de entradas exégenas que incluye perturba-
ciones a ser rechazadas o referencias a ser seguidas, la entrada de control
u € R™, y el error e € RP estd definido por una combinacién lineal de las
entradas exégenas w y los estados de la planta z € R™

Este problema se puede resolver con la teorfa de regulacién lineal [5].
Tomando el sistema (4.5), entonces la ley de control que genera la entrada
apropiada para hacer el seguimiento est4 dada por:

u=Kz+ Lw (4.6)

Encontrando K y L tales que:

(1) la matriz A+ BK tenga sus valores propios en el semiplano izquierdo
del plano complejo.

(2) Para cada (z° w°), la solucién (z(¢), w(t)) de

z=(A+ BK)z+ (P + BL)w
w= Sw

satisfaciendo (z(0), w(0)) = (z° w°) es tal que
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im (C(t) + Qu(t)) = 0

t—oo

El sistema

w= Sw

es visto como un modelo matematico de un generador de las posibles
entradas exégenas, llamado exosistema.

(H1) La parte real de los valores propios de S estdn contenidos en el
semiplano derecho cerrado del plano complejo, es decir

Re{c(S)} € clos(C*) = {\ € C : Re[A\] > 0}

Lema 1. Supongase que (H1) se satisface y existe una ley de control
u = Kz+ Lw para la cual (1) se satisface. Entonces , la condicién (2) también
se satisface si y s6lo si existe una matriz IT que resuelve las ecuaciones lineales
matriciales.

IIS = (A+ BK)I1 + (P + BL) (4.7)

CII+Q=0 (4.8)

La ecuacién (4.7) es una ecuacién de Sylvester, la cual tiene solucién si:

o(S)N o (A+ BK) =0
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y tiene solucién II (es unica si p = m).

(H2) El par (A, B) es estabilizable, es decir, existe una matriz K tal que
la matriz (A + BK) tiene todos sus valores propios en el semiplano izquierdo
del plano complejo.

Teorema 1. Supéngase que las condiciones (H1) y (H2) se satisfacen.
Entonces el problema de regulacién de la salida por retroalimentacién de
estado tiene solucién si y solo si existen matrices IT y I' que resuelve las
ecuaciones lineales matriciales [5] :

1S = AIll+ BT' + P (4.9)
ClI+Q=0 (4.10)
donde:
I'=KII+L

Para una senal de referencia y, = sen(at) nuestro exosistema estd dado
por:

yr= acos(at)
v.= —a’sen(at)

donde y, =w; y w;= w2 por lo tanto:

con a > 0, y la matriz @) asociada a la senal de referencia es:
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@=[-1 0]
con esto obtenemos que el error estd dado por:
e=zy—w

El sistema cumple con (H1) y (H2), entonces las ecuaciones (4.9) y (4.10)
quedan como:

I;; I 0 0 1 0 I, 1l;s
H21 H22 0 1 _ 0 0 0 1 H21 H22
H31 H32 —052 0 - 0 —128.46 —38.11 0 H31 H32
MMy Iy 0 33.63 6.097 0 Iy Il
0
0
+| sors [[T1 T2]
—9.55
Iy I
My Iy
00(=(0100 +({-10
[0 0]=] IR
gy g
A partir de estas ecuaciones se obtienen los siguientes resultados:
H22 = 0, H21 = 1
—OL2H12 = H31, Hll = H32
—a2H22 = H41, I—‘[21 =l I—142

—a2H32 = —12846H21 — 3811H31 -+ 5973P1
[13; = —128.46I15 — 38.11113; + 59.73I";
—-0./2H42 = 3363H21 + 6097“31 - 955F1
[14; = 33.63I152 + 6.0971I3; — 9.55I;

El exésistema genera una senal de referencia sinusoidal de frecuencia a%.

Supdngase que queremos que el péndulo invertido giratorio siga una senal de
referencia y, = 0.15sen(3t). En este caso a = 3 y:
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~15.35 0.0398
1 0

F=[423 -98] M=1 03589 —15.35
0 1

La ley de control para seguir esta senal de referencia est4 dada de acuerdo
a (4.6) por:

u=[.64 4317 166 11.31 —2851 4.34] [:}

Los resultados en simulacién fueron los siguientes:

El exosistema genera una senal de la forma 0.15sin(3t), el sistema tiene
condiciones iniciales iguales a cero. La siguiente grafica se muestra la posi-
ci6én del péndulo y la senal de referencia.

%5 0.15+
(rad)
0.

0.05]

-0.05

0.1+

0 1 2 3 4 t(seg) 5

Figura 4.6

La siguiente grafica muestra la ley de control aplicada al sistema para
generar la referencia deseada.
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0 1 2 3 4 t(seg) 5

Figura 4.7

La figura 4.8 muestra el seguimiento de trayectoria para el péndulo y la
senal referencia en tiempo real:

015
.M
(rad)0 1

005

o

005t

01t

0 1 2 3 4 5 7 8
t (seg)

Figura 4.8

La grafica nos muestra que el seguimiento tiene mayor dificultad en los
picos de la referencia, ya que estos representan un mayor esfuerzo para
el sistema para controlar la inercia que lleva el péndulo. Para lograr un
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seguimiento con mayor precisién primeramente se debe obtener una buena
estabilizacién del sistema, ya que el sistema depende de la estabilizacién para
tener el comportamiento deseado. Como se puede observar la ley de control
por retroalimentacién lineal de estado es una técnica sencilla y poderosa
para el control de sistemas, siempre y cuando el modelo del sistema sea una
aproximacién muy buena del sistema.
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Capitulo 5

Control por modos deslizantes

En este capitulo aplicaremos control por modos deslizantes al péndulo in-
vertido giratorio para realizar las mismas acciones de control del capitulo
anterior, ésto es, estabilizacién y seguimiento de trayectoria.

5.1 Introduccién

Desarrollado en la ex-Unién Sovietica hace méas de 30 afios, el control de mo-
do deslizante difiere de un simple control de relevador en que el control por
modos deslizantes depende extremadamente de altas velocidades de cambio
entre valores de control. Recientemente los avances en la electrénica de po-
tencia han hecho dispositivos de alta velocidad practicamente implementados
en muchas clases de sistemas, como motores eléctricos. La idea principal de
modos deslizantes es escoger una superficie en el espacio de estados, esta
superficie es llamada superficie de cambio, y el cambio depende de esta su-
perficie. El disefio de un control de modo deslizante puede describirse en tres
pasos :

1. Definir la superficie de cambio

2. Escoger una ley de control tal que las trayectorias cercanas a la super-
ficie apunten hacia ella.

3. Determinar las dindmicas del sistema en la superficie.

37
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Los problemas basicos son las especificaciones de las ganancias en el con-
trolador para que las trayectorias alcancen a la superficie en un tiempo finito,
la determinacion de la légica de cambio por el controlador, y la definicién de
la ecuacién de la superficie que dictaminan el comportamiento dindmico del
sistema en la superficie.

5.2 Condiciones para la existencia de modos
deslizantes

Suponiendo que tenemos un sistema del tipo:

i= f(z) + gla)u

con

_fut sios(z) >0
YZ) u osios(z) <0

donde s(x) es la funcién de cambio.

Una condicién suficiente para la existencia de un modo deslizante esta
dada por

ds
lim
_—>0
s—0 dt

. ds

lim
ot g <0

La cual es la condicién para la existencia de modos deslizantes.
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5.3 Meétodo de control equivalente

El control equivalente estd definido por las condiciones s = 0 y s= 0. La
primera condicién nos dice que el sistema estéd sobre la superficie de cambio
y la segunda condicién nos dice que el sistema no deja a esta superficie.
Considerando un sistema lineal de entrada simple (3.4) y la superficie :

s=clz (5.1)

De la condicién s= 0 tenemos que

s=cTz=cTAz +Tbu=0 (5.2)

Si det(cTh) # 0 entonces el control equivalente se encuentra resolviendo
(5.2) con respecto a u quedando:

Ueq = —(cTb) (T Ax) (5.3)

Sustituyendo (5.3) en (3.4) obtenemos las ecuaciones de modos deslizantes:

z= (I —b(c"b)'c") Az

El control equivalente depende del conocimiento de los pardmetros del
sistema por lo tanto es sensitivo a incertidumbres de estos parametros. El
punto principal de la filosoffa de modos deslizantes es realizar u., para una
estructura variable de control. Entonces tomamos una ley de control de la
forma



40 CAPITULO 5. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

(5.4)

ut sis>0
U= _
u- sis<0

Por lo tanto el modo deslizante existe usando la ley de control (5.4) si y
solo si ut y u~ satisfacen [11]

U < Ugg < ut (5.5)

Una manera de implementar la ley de control es

u = —Msgn(s) (5.6)

donde :

+1 sis>0
sgn(s) =\ _1 sis<0

y M es la ganancia para garantizar (5.5). La figura 5.1 representa el
esquema de control con modos deslizantes.
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5.4 Diseno de la ley de control

Considerando un sistema lineal del tipo:
r= Az + Bu, r e R, u e R™
y teniendo una superficie del tipo:
y = Cx sT = (51(x), ..., sm(x))
podemos hacer una transformacion del tipo:
Z=TAT™' T +TBu

donde
rango B =m y T es una matriz no singular, tal que:

- (3)

Reescribiendo el sistema queda de la forma:

= Anz + Anzy T, €RTTT (5.7)

ZTo= AT + Az + Bou Ty € R™ (58)

entonces la superficie respecto a las nuevas variables tiene la forma:
s = Cl.’El + CQ.'EZ

donde:
CT ! = (Cy,C,), Cy y Cy son matrices de (m x n) y (m X m) repectiva-
mente.
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Las siguientes consideraciones estardn dadas para superficies dicontinuas
para las cuales det CB # 0,es decir, las ecuaciones de modos deslizantes
pueden ser escritas sin ambigiiedades.

Como ahora CB = (C,B, este requerimiento equivale a la condicién de
det Cy # 0 una simple solucién es la de tener Cy = I,.

Con el fin de obtener las ecuaciones de modos deslizantes resolvemos el
conjunto de ecuaciones s = 0 y s= 0 con respecto a zs y u, sustituyendo en
(5.7) y en (5.8), el resultado es un sistema reducido en m ecuaciones. De este
procedimiento obtenemos:

T1= Anz + Apz (5.9)

To = —011'1

El sistema (5.9) puede ser visto como un sistema de lazo abierto de di-
mension (n —m). Entonces el problema se toma como un disefio de retroa-
limentacién lineal el cual tiene dimensién m menor que el sistema original.

Lema 2. [12] Si el par (A, B) es controlable el par (A;;, A;2) también lo
es.

Teorema 2. [12] Si el par (A, B) es controlable, entonces los valores
propios de la ecuacién de modos deslizantes

= (An - A1201)751

pueden ser colocados arbitrariamente.

Para el modelo lineal del péndulo invertido giratorio se obtiene una trans-
formacién T para llevar al sistema a la forma regular, de tal modo que el
sistema quede de la forma (5.7) y (5.8) esto es:
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10 O 0
01 0 0
T= 0 0 .0167 0 (5.10)
00 1 6.2545
de donde:
0 0 59.73 0
= 0 0 —-9.55 .159
10 —-215 -3811 O (5.11)
0 81.87 1.397 0

|
O = O O

Escogiendo una superficie de cambio de la forma (5.1) y resolviendo para
s = 0 se tiene :

z3 = —(c171 + 22 + C314) (5.12)

Sustituyendo en (5.11) tenemos:

B —59.73¢; —59.73¢c, —59.73c3
A= 9.55¢; 9.55¢; 9.55¢3 + .159
—1.39¢; 81.87 — 1.39¢, —1.39¢3

obteniendo el polinomio caracteristico det(A\]— A)= 0 se puede obtener
un sistema de ecuaciones y hacer ubicacién de los polos. Otra manera sencilla
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es obtener un sistema reducido eliminando x3 esto es por (5.12) quedando
como en (5.9):

0 0 0 59.73 1
=10 0 0159 |z + | —9.55 | z3
0 81.87 0 1.397

donde:
T,
z = Zo
T4

Entonces se obtienen las ganancias para la ubicacién de polos deseados,
quedando de la forma:

c=[—00153 —0.9397 —0.0413 ] (5.13)

Para que el sistema se comporte como un problema de retroalimentacién
de estado, se debe asegurar que s s< 0, para esto se deriva s entonces:

s= C1 C_Cl +co S_L'z +c3 54 + 5‘3
8= ¢159.73 73 +cp(—9.55 73 +0.159 z4) — 2.15 T3 —38.11 z3 +c3(81.87 z»
+1.39 73) + u

como u = —M sign(s), M € R
entonces

€159.73 T3 4+¢o(—9.55 T3 +0.159 T4) — 2.15 T —38.11 z3 +c3(81.87

M > -

con 532 —(Cl 51 +co 52 +c3 5’4)
Finalmente se obtiene la ley control :

s = —0.0153z; — 0.9397z5 + 0.0167z3 — 0.0413(x3 + 6.2545x4)
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u = —8 sign(s)

Los resultados en simulacién son los siguientes:

La figura 5.2 muestra la posicién del péndulo, donde su valor inicial es de
0.15 radianes (8.59 grados).

g
0.12-

0.14

0.08+
0.064
0.04-

0.024

0
-0.02

3 Ll T 1
0 1 2 3 t(seg) 4

Figura 5.2

La siguiente grafica nos muesta la ley de control aplicada al sistema, donde
se puede ver los cambios dados por la superficie escogida. Estos cambios se
realizan con mayor frecuencia al acercarce la superficie a cero, hasta tener
una frecuencia infinita cuando la superficie es cero.

Q.

u it
(vo s)6

4]
24
0
24
-4
-6

-8

0 01 02 t(seg)03

Figura 5.3
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El comportamiento ideal de modos deslizantes es alcanzado en teorfa
cuando la frecuencia en el cambio es infinita. En la préctica se tiene pequenios
tiempos de retardo cuando se efectuan los cambios, esto provocara que el
control a lo largo de la superfice no sea la deseada. En algunos casos el
ruido puede excitar altas frecuencias, entonces las dindmicas no modeladas
van adquiriendo mayor peso sobre el comportamiento del sistema.

Para eliminar los efectos no deseados se introduce una aproximacién
del control discontinuo por un control continuo alrededor de la superficie
deslizante [10]. La ley de control discontinua es remplazada por:

u = —Msat(s/e) (5.14)

donde la funcién sat(z) estd definida como:

[ sgn(z) si |z|>1
sat(z) = { z s |z <1

En la siguiente figura se muestra la ley de control (5.14) con € = 0.05,
donde se puede ver que la ley de control es mucho més suave:

0 e

¥ T ]
0 1 2 3 4t(seg) 5
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Las gréaficas en tiempo real son las siguientes:
La figura 5.5 que acontinuacién se muestra, es la regulacién del péndulo
cuando se le aplica un impulso.

(:gd)[lﬂ -
012}
01}
008¢
006
0041
0.02+

0

002+

0041

0.06

0 1 2 3 4 5 t(seg) b
Figura 5.5

La figura 5.6 nos muestra la ley de control aplicada al sistema para al-
canzar la estabilizacion.

6

u
(volts)
4t

5 5
t (seg)

Figura 5.6
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Para regular el sistema fue necesario aplicar la ley de control dada por
(5.14) y colocar un observador lineal. Al colocar el observador sirvié para
que las altas frecuencias estuvieran en el lazo cerrado del observador y no del
sistema, con lo cual se mejoré el comportamiento del péndulo eliminando las
oscilaciones provocadas por las altas frecuencias.

5.5 Seguimiento de trayectoria

Al igual que en el caso de retroalimentacién de estado, la trayectoria que se
desea que siga la salida es de forma sinusoidal sen(wt), y puede ser repre-
sentada por:

w= o w
T —a? 0

la salida del sistema es la posicién de la varilla la cual estd dada por z,,
entonces se hard un nuevo sistema que sera el error que hay entre la salida y
la referencia esto es:

29 = TI9 — U
entonces:
Z4 = Tyqg — W2

La posicién del brazo también debe seguir una trayectoria para lograr la
referencia indicada, entonces se escogen las nuevas variables como:

z1 = Z1 + p1w1 + paw2
2
23 = I3 + p1We — Q°Pawy

donde p; y p2 son constantes a determinar. El nuevo sistema tiene la
siguiente forma:

0 0 10 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
=10 —12846 —3811 0 |*F | 5973 |“T |, m, |V

0 3363 6.097 0 —9.55 M, TI,
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Los valores de II; son los siguientes:

1, = —128.43 — 38.11p,a® — p1a®
I, = 38.11p; — p2a?

I1; = 33.63 + a? + 6.097pya’

H4 = —6.097[)1

Volviendo a tomar (5.10) para hacer la transformacion el sistema queda:

0 0 5973 0
S_|0 o 955 0159 | -
“lo —215 -3811 0

0 81.87 1.397 0

0 0
0 0
0.01671I, 0.01671I,
II; + 6.25411; Il + 6.254114

u+

o= O O

(5.15)

Ahora se debe escoger la superficie y resolver para s = 0, tenemos que:
z3= —(c1 21 +c2 23 +C3 24)

z3 se eliminara de (5.15) y quedard un sistema reducido, de este sistema
resultante se calcula p; y p2 de tal forma que el sistema quede como:

0 0 0 59.73 | _
=10 0 0159 |2+ | —9.55 | 23
0 8187 O 1.397

con:
z

Z=1|2 |, Pp=1535 py=-004
z4

Este sistema es controlado por las ganancias dadas en (5.13), obteniendo
la ley de control de la forma:

s = —0.01532; — 0.9397z5 + 0.016723 — 0.0413(z3 + 6.254524)
u = —8 sign(s)

Las graficas que se muestran a continuacién son los resultados de la si-
mulacién realizada para el seguimiento de trayectoria. La figura 5.7 gréfica
la posicién del péndulo y la referencia a seguir.
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X2 vs Wy

(rad)
0.14

0 1 2 3 :‘ 15{ (Seg)ls

Figura 5.7

La figura siguiente muestra la ley de control dada por (5.6) para realizar
el seguimiento de trayectoria de la senal deseada.

u g
(volts)

6
4
2
0
-2
-4
-6
-8 T 1

Figura 5.8

La figura 5.9 muestra la ley de control dada por (5.14), con € = 0.008.
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u
(volts)

24

04

24

4

s

T T 3 % et

Figura 5.9

La siguiente grafica muestra el resultado en tiempo real, el cual la ley de
control dada por (5.14):

02
XQ/ w1
(rad)g 45

01

005

-0.05

-01

-015

-0.2 -
0

Figura 5.10

El seguimiento de trayectoria con modos deslizantes mejoré con respec-
to a la regulacién lineal, pero sigue teniendo problemas en los picos de la
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referencia. Como se muestra en la figura 5.8 en los picos de la referencia
el control debe dar un mayor esfuerzo para lograr darle al péndulo el com-
portamiento deseado. Con esta técnica de control el sistema tiene un mejor
comportamiento, ya que no presenta un desfasamiento de la sefial de refer-
encia.



Capitulo 6

Control Difuso

El objetivo de esta seccién es el de describir la estructura de un controlador
fuzzy, especificar las caracteristicas de los mecanismos que actuan en su cons-
truccién y describir su funcionamiento, para después hacer un control fuzzy
aplicado al péndulo invertido giratorio.

6.1 Introduccion

La légica difusa (“Fuzzy”) es una alternativa a las técnicas cuantitativas con-
vencionales de anilisis y diseno de sistemas. Las principales caracteristicas
de este enfoque son:

Uso de las llamadas variables lingiiisticas en vez de variables numéricas.

Caracterizacién de las relaciones simples entre variables lingiiisticas por
relaciones condicionales difusas.

Caracterizacién de relaciones complejas por algoritmos difusos.

La légica difusa se basa en que los elementos claves del pensamiento hu-
mano no son nimeros, sino etiquetas de conjuntos difusos, esto es, clases de
objetos en los cuales la transicién desde membresia total a la no membresia
es gradual. Esta caracteristica primordial de los conjuntos fuzzy son la clave
para emular una actividad de un humano envuelto en soluciones de proble-
mas. El asumir que todo diseno y anilisis de control puede ser reducido a la
solucién de un conjunto de ecuaciones algebraicas y diferenciales ha estado
progresivamente cambiando por técnicas heuristicas y estocésticas.

53
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Este enfoque describe aproximada pero efectivamente el comportamento
de sistemas complejos o mal definidos, que no permiten anslisis mateméticos
precisos. Esencialmente las técnicas cuantitativas del analisis de sistemas son
inadecuadas para tratar con sistemas complejos; esto se debe al principio de
incompatibilidad.

La esencia de este principio es que cuando la complejidad de un sistema se
incrementa, nuestra habilidad para establecer principios precisos pero claros
sobre su comportamiento disminuye, hasta que se alcanza un umbral més
alla del cual precisién y claridad son mutuamente excluyentes. Para mu-
chos propésitos las tareas bésicas no requieren de un alto grado de precisién
numeérica para su ejecucién. El cerebro humano toma ventaja de esta tole-
rancia de impresicién para codificar las tareas o decisiones.

La habilidad para resumir informacién se manifiesta en forma prepon-
derante en los lenguajes naturales. Consideremos el color de un objeto como
una variable, entonces los valores: rojo, azul, etc., pueden interpretarse como
etiquetas de subconjuntos difusos de un universo de objetos; estos valores
pueden ser enunciados en un lenguaje especifico y se denominan variables
lingiiisticas. Esta técnica no solo se puede usar para controlar sistemas sino
también para el modelado de ellos.

6.2 Diseno de la ley de control

La funcién principal de las variables lingiiisticas es proveer un medio sis-
temético para una caracterizacién aproximada de fenémenos complejos o
mal definidos. En métodos cuantitativos de sistemas la relacién entre dos
variables numéricas a y b se pueden caracterizar por una tabla, la cual se
expresa en palabras como un grupo de relaciones condicionales; por ejemplo,
si a = 5 entonces y = 10. La misma técnica es empleada en el método a
proponer, excepto que a y b ahora son variables difusas. En particular si a
y b son variables lingiifsticas, la relacién condicional describe la dependencia
de b en a; Si a es pequena entonces b es grande.

En principio los controladores fuzzy son similares a los sistemas expertos.
Ambos tienen en sus elementos basicos:
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Un conjunto de reglas de control, las cuales forman el esquema de
conocimiento del controlador.

Un mecanismo de inferencia.

Una interface de salida

Un esquema general de un controlador fuzzy es presentado en la siguiente
figura:

———p  Proceso
(Sistema)

Interface de | Mecanismode | Interface de

salida inferencia entrada

Figura 6.1

Sea U un conjunto cuyos elementos toman valores discretos o continuos.
U es llamado universo de discurso; y u representa un elemento genérico de
U(u € U). Un conjunto difuso F, definido en un universo de discurso U,
esta caracterizado por una funcién de pertenencia F'. la cual toma valores
en el intervalo [0,1], y se representa por uF : U — [0,1]. Las funciones
de pertenencia més utilizadas en control difuso son de forma triangular y
trapezoidal. Las caracteristicas de estas funciones se muestra a continuacién:

"'tri(x) T
1.0

Figura 6.2
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0 r<a
() %ﬁ—:—;‘% a<z<b
Hers ) = i b<z<c
0 c<zx
el
104
]
| |
| |
' |
' |
I . R
a b o d X
Figura 6.3
0 r<a
=) o<z <b
(b—a)
/J’trap("r): 1 bSl‘SC
L(%:_j)l c<zr<d
0 d<z

En la figura 6.4 se muestra el universo de discurso X, con los conjuntos
difusos N, NS, Z,PS y P, la interface de entrada relaciona el parametro x
con estos conjuntos difusos, este proceso es llamado difusificar, en el ejemplo
x es P y SP. El parametro z, tiene un valor de pertenencia en cada uno
de los conjuntos, el cual dependerd de la funcién de pertenencia utilizada,
en este caso es triangular y el valor de pertenencia de z en SP es mayor
que en P Al utilizar las reglas de inferencia se obtiene un conjunto fuzzy
como control; como un sistema requiere de un valor no fuzzy para su control,
entonces se necesita una interfaz de salida llamada desdifusificacién. Esta
interfaz tiene varias maneras de ser implementada.
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N SN 1l7 sp p

Figura 6.4

Las funciones de pertenencia para el control del péndulo invertido girato-
rio, requieren del error y la derivada del error para difusificar. En la figura
6.5 se muestra el esquema del controlador a utilizar.

Sistema

(péndulo invertido
giratorio)

~

Cortrolador [X1
Fuzzy 4

Controlador X
Fuzzy ¢

X4

Figura 6.5

Las funciones de pertenencia para los controladores a utilizar son del tipo:

-L L

Figura 6.6



58 CAPITULO 6. CONTROL DIFUSO

Las reglas de inferencia utilizadas para el control de este sistema son como
siguen, sea e = error :

Si e positivo y e positivo entonces u positivo
Si e positivo y e negativo entonces u cero

Si e negativo y e positivo entonces u cero

Si e negativo y e negativo entonces u negativo

Esta reglas de inferencia son faciles de entender, ya que la derivada del
error da la pendiente del error y su signo, con esto indica si el control actual
es el correcto, por ejemplo, si el error es positivo y su derivada negativa,
entonces se entiende que hay error pero este tiende a disminuir, entonces el
control es el correcto y no hay que afectarlo o afectarlo en menor medida
seguin sea la pendiente.

La desdifusificacién més comin es la del centro de drea dada por:

o _ Doy m(ui)us
22;1 ()

u

para este controlador Fuzzy PD se hard una descomposicién de veinte
regiones [6] mostrados en la figura 6.7, donde cada regién es usada para
evaluar la ley de control:

Kje
IC18| IC12 |p IC11 |IC17
IC13 1C4 | IC3
ICS 1C2 |

T
IC8 IC1 | 10g
IC14| Acy |1c8

Ic19| I1C15 L 1c18 | IC10

Figura 6.7
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En IC1, IC2, IC5, IC6 En IC3, IC4, IC7, IC8

o = ——2(2Lfk,|e|) [kpe + kq €] qf® = —|_|—2(2L—Lkd % [kpe + ka ]
En IC9, IC10 En IC11, IC12

u® = 0.5(L + kq €) u® = 0.5(L + kye)

En IC13, IC14 En IC15, IC16

w0 = 0.5(—L + kq &) w® = 0.5(—L + kye)

En IC17 En IC19

’U.o = L uo B ——L

En IC18, IC20
u®=0

La ley de control estard dada por u = ku°®

Escogiendo las ganancias ky, kg, la L, y k de tal forma que el sistema
se estabilize, encontrando de una manera sencilla utilizando la informacién
apriori del capitulo 4 obtenemos k, y k4 para cada controlador entonces
la tarea es encontrar L y k , para el controlador del péndulo se tienen los
siguientes valores:

k, =43, kg=11
L=38, k=3

Para el controlador del brazo los valores son los siguientes:

k, =065 kq=16
L =38, k=25

La siguiente grafica muestra la estabilizacién del péndulo invertido gira-
torio en simulacién, cuando tiene condiciones iniciales de 0.15 radianes (8.59
grados):
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X2
0.15
(rad)
0.1
0.05
0 '\/k
-0.05 .
0 2 4 t(seg) b
Figura 6.8

La ley de control es de la forma:

15}
(volts)

10}

Figura 6.9

Las gréficas obtenidas en el laboratorio fueron las que acontinuacién se
muestran:

La figura 6.10 muestra la regulacién del péndulo invertido giratorio en
tiempo real, cuando se le aplica un impulso:
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0.15
%
(rad)
01
0051

opF

005}

O01F

015

02 L
0 7 t(seq) 8

Figura 6.10

La ley de control aplicada al motor se muestra en la siguiente figura:

u
(volts)

10

Figura 6.11

El control por medio de l6gica difusa en este sistema es bueno, se tiene
la ventaja que para el disefio del controlador se tomaron informaciones de
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los controladores anteriores. El controlador difuso es robusto a cambios de
parametros del sistema, ya que se cambio el peso y longitud del péndulo,
esto es, de 0.5 kg a 0.15 kg y de 0.75 m a 0.5m, obteniendo resultados
satisfactorios.

6.3 Seguimiento de trayectoria

Para hacer el seguimiento de trayectoria de una referencia sinusoidal, la ley
de control del controlador difuso serd de la siguiente manera:

u = us + kyw; + kow?2

donde uy es la salida del control difuso para el controlador del péndulo.
Las entradas se escogen de esta manera, ya que en el capitulo 4 tenemos
informacién apriori de como son k; y ks, lo que facilitara el encontrar estos
valores para obtener una respuesta deseada.

La estructura del controlador fuzzy sigue siendo la misma, entonces para
seguir la referencia solo basta con encontrar los valores adecuados de k; y k».
Al encontrar los valores, se obtiene:

kl = —20

ko =2

La siguiente simulacién muestra el seguimiento de trayectoria del péndulo:

Xo Vs WY

rad) 0.15
0.1

0.05

0

-0.05 |
0.1
0.15

Figura 6.12
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La figura 6.13 muestra el voltaje aplicado al motor para obtener el seguimien-
to de trayectoria:

Figura 6.13

La figura 6.14 muestra la senal de referencia y la posicién del péndulo en
tiempo real:

0.2
X W

(rad)
0

15t

-015¢

02 N R . ”

0 2 4 6 8 t(seq) 10

Figura 6.14
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Uno de los problemas que tiene el controlador difuso para el seguimiento
de trayectoria, es el de obtener las constantes requeridas para obtener el
comportamiento deseado. Como se muestra en la simulacién (figura 6.12)
el péndulo tiene un error cuando se pretende seguir la trayectoria deseada,
entonces es de esperarse que el sistema tenga un error mayor en tiempo real.
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Conclusiones

En este proyecto de tesis se probaron tres diferentes esquemas de control
en un sistema real, como lo es péndulo invertido giratorio, con cada uno
de ellos se regulé el sistema y se hizo seguimiento de trayectoria. Es dificil
comparar el desempeno del sistema con las diferentes técnicas empleadas ya
que cada una de ellas presentan caracteristicas muy diferentes, pero se puede
ver como funcionan cada una de las técnicas de control bajo el mismo sistema
real. Las ventajas y desventajas de cada tipo de controlador son subjetivas
ya que dependen del sistema a controlar, y el disenador debe seleccionar el
controlador méds adecuado para satisfacer las necesidades que requiere para
el sistema.

Estas necesidades pueden ser: facil anélisis del control, implementacién
de facil manejo, robustez en el sistema, etc. Este prototipo se construyé en el
laboratorio del CIVESTAV-GDL el cual es un sistema titil para el desarrollo
de nuevas técnicas de control, asi como también de apoyo didéctico para la
formacién académica de los alumnos, la cual es importante ya que se puede
mejorar la comprensién de cada una de las técnicas de control. Los trabajos
futuros son el de implemetar otras técnicas de control como no lineales, redes
neuronales, control adaptativo, etc.
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Control de un Péndulo Invertido Giratorio
Usando Retroalimentacion Lineal de Estado,
Modos Deslizantes y PD Fuzzy.

Javier Ruiz, Alejandro Carrasco

Laboratorio de Ingenieria Eléctrica y Ciencias de la Computacion
CINVESTAV-Guadalajara.
Ap. Postal 31-438, Plaza la Luna,
44550, Guadalajara, Jalisco.
Tel. (3)684-1580, Fax (3)684-1708
e-mail: jruiz@adl.cinvestav.mx, ace@gdl.cinvestav.mx.

Resumen: En este trabajo se presenta el control
de un péndulo invertido giratorio usando
diferentes esquemas de control como son
retroalimentacion lineal de estado, modos
deslizantes y PD Fuzzy. Las leyes de control se
disefian a partir del modelo linealizado sobre un
punto de operacién. Se presentan los resultados
obtenidos asi como un andlisis comparativo de
los diferentes esquemas.

1. INTRODUCCION.

Los experimentos con péndulos invertidos son
clasicos en aplicaciones de teoria de control.
Estos sistemas son bastante interesantes debido
a las caracteristicas que presentan, como: no
linealidad, inestabilidad, fase no minima, etc,, lo
cual los hace muy convenientes para probar
nuevas técnicas y diferentes esquemas de
control. Estudios relativos al modelado y control
de péndulos invertidos pueden encontrarse, por
ejemplo, en [1] y [2], ademas de las paginas que
se les dedican practicamente en cualquier texto
sobre control de sistemas o teoria de sistemas.

Un tipo especial de experimento basado en el
péndulo invertido es el llamado péndulo invertido
giratorio. Ademas de las caracteristicas
dinamicas ya mencionadas, este sistema es
atractivo porque pertenece al tipo de sistemas
conocidos como subactuados, los cuales son
sistemas mecanicos que tienen un mayor
nimero de uniones o eslabones que de
actuadores, y cuyo estudio es importante en
aspectos de roboética, por ejemplo. Algunos
resultados interesantes respecto al control de
este tipo de sistemas pueden encontrarse en (3]
y [4].

El objetivo de este articulo es probar diferentes
esquemas de control sobre el péndulo invertido

giratorio y hacer una comparacion del
desemperio que se tiene con cada uno de ellos.
Las técnicas de control que utilizamos son:
retroalimentacion lineal de estado, modos
deslizantes y PD fuzzy. Para el disefio de las
leyes de control, se considera el sistema
linealizado alrededor de un punto de operacion, y
posteriormente se implementan las acciones
correspondientes en simulacién y sobre el
sistema real, este ultimo disefiado y construido
en el Laboratorio de Ingenieria Eléctrica y
Ciencias de la Computacién, CINVESTAV-
Guadalajara.

La organizacion del articulo es la siguiente. En la
Seccion Il se presenta la descripcion del sistema
y la obtencién del modelo matematico. En la
parte Il se introducen los tipos de control a
utilizar, se explica brevemente en que consisten
y como se obtuvieron para el caso de estudio.
Finalmente, en la Seccién IV se presentan las
conclusiones.

I. DESCRIPCION DEL
OBTENCION DEL MODELO
El péndulo invertido giratorio, mostrado
esquematicamente en la Fig. 1, consiste en un
péndulo colocado al final de un brazo giratorio, el
cual esta actuado por un servo motor.
Fisicamente, este sistema es parecido al
péndulo invertido clasico, excepto que la
trayectoria inducida por el actuador no es lineal,
sino circular, dandole una nueva dimension al
problema.

SISTEMA Y



Fig. 1. Péndulo invertido giratorio

Para obtener las ecuaciones que describen el
comportamiento dinamico del sistema (modelo
matematico del sistema) se utilizara el método
de Lagrange, esto por ser un método eficaz para

modelar sistemas mecanicos.

La ecuacién de Lagrange para un sistema
conservativo esta dada por:

u (1)

donde g es una de las coordenadas
generalizadas  independientes, L es el
Lagrangiano formado por la diferencia entre la
energia cinética y la energia potencial, y 0O
INCRUSTAR Equation.3 Opo se denomina
fuerza generalizada.

Cuando se aplica este método, se obtienen
tantas ecuaciones de movimiento como grados
de libertad se tengan. Los grados de libertad son
el numero de coordenadas independientes que

se requieren para especificar completamente la
posicion de todas y cada una de las particulas o
partes componentes del sistema. Para el
péndulo invertido giratorio, tenemos 2 grados de
libertad, que son los angulos del brazo y del
péndulo, especificados respectivamente como O
INCRUSTAR  Equation.3 o-0, vy O
INCRUSTAR Equation3 00 (ver Fig. 2).

0

Fig. 2

Considerando las energias cinética y potencial
del sistema, y aplicando (1), obtenemos las
siguientes ecuaciones de movimiento del
sistema

0O INCRUSTAR Equation.3 O O (2)

O

[0 INCRUSTAR Equation.3 0 0O
)

y la ecuacién del torque generado por el motor
de DC
0O INCRUSTAR Equation.3 0O O

0 4)

donde cada una de las variables y los
parametros se especifican en la tabla I, asi como
los valores correspondientes para el sistema
real.



IIl. DISENO DE LAS LEYES DE CONTROL
A. Control por retroalimentacién de estado

Retroalimentacién de estado es una de las
técnicas mas ampliamente utilizadas para
modificar las caracteristicas dinamicas de un
sistema y realizar diversas acciones de control
[5]. Para controlar el péndulo invertido giratorio,
utilizaremos una retroalimentaciéon de estado de
la forma

u(t) = -kx(t),

donde u(t) es la entrada del sistema, x(t) es el
vector de estados, y k es el vector de
retroalimentacién, este Ultimo a ser determinado
de manera tal que el sistema en lazo cerrado
tenga una dinamica especifica.

A partir de (7), puede verse que el sistema es
controlable en el punto de operacién, ya que la
matriz de controlabilidad correspondiente es no
singular. Los estados del sistema (angulos y
velocidades angulares del brazo y péndulo) son
medibles, por lo tanto podemos retroalimentar
esta informacion.

El comportamiento dinamico del sistema
retroalimentado depende de la colocacién de los
polos en lazo cerrado, y ésto depende a su vez
del vector de retroalimentacion k. A partir de
resultados en simulacion, se determiné que un
comportamiento deseable del sistema (deseable
en el sentido de establecer un compromiso
adecuado entre la velocidad de respuesta y
evitar un valor de sobreimpulso muy grande en
el periodo transitorio) se obtiene con una
colocacion de polos en lazo cerrado en las
siguientes posiciones

p1=-3299
p2 = -463

p3 =-345

pd =-12

El valor de k para obtener el polinomio
caracteristico correspondiente en lazo cerrado
es

k=[-0.7 -31.95 -1.5 -7.76].

Los resultados obtenidos usando
retroalimentaciéon de estado se muestran en las
siguientes graficas, en donde se puede apreciar
la evolucién de los angulos del brazo ( x, ), y del

péndulo ( x, ), asi como la ley de control (u).
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B. Control por modos deslizantes

Este tipo de control [6] es discontinuo ya que es
de la forma:

u=VWmngqm>o
- ; <
uT(x,t)ysis(x)<0 @)
donde s es una superficie de cambio. Como
puede verse, en nuestro sistema la entrada
afecta directamente a dos estados; para obtener
un sistema mas sencillo de analizar utilizamos la
siguiente matriz de transformacion T.

100 0
T 010 0

0 0 1 4615

0 0 0 -0.0803



Parametro Valor

m,: masa del péndulo 0.55 kg

15 longitud del brazo 012 m
Jp : inercia de base 0.002 kg-m?
y : angulo del brazo

B - angulo del péndulo
I, : longitud del péndulo 0.75m

g : fuerza de gravedad 9.81 m/s?
k, : ganancia del motor 0.104N-m/amp
kg, : ganancia de engranes 55

R, : resistencia del motor 1.9 ohms

V : voltaje de entrada

Tabla I.

Haciendo la siguiente asignacion de variables

Xy=y. Xag=p., Xzg=y. X4=p
u=sv. y=p

donde x; son los estados, u es laentraday y es

la salida del sistema, y reescribiendo (2), (3) y
(4) en forma matricial, obtenemos la siguiente
representacion no lineal del sistema

x=f(x)+g(x)u (5)
y = h(x)
donde
X3
X4
fx) = RufMakisin(x,) (1,5 — 9 cos(x,)) - kakaxs

MR, +JR, — MR 12 cos?(x,)
f1-f2
€082(X,)2R ;Mo ly — Rylbm,fZ =Ryl

0

0
Kk

969 = m,ER,, + JR,, — MR, 12 cos?(x,)
cos(Xp)liknKg
€052 (X)PR ymyly — Rolmol2 =Ryl

h(x)=[o x2 0 0]

f1 = cos(xy )4 (I1R Myl x2sin(X,)
- kgkixs)

y
2 = R,,gsin(x, )(m,l? + J)

Nuestro objetivo es controlar el sistema en el
punto x, =0, x, =0, es decir, en el punto cero
del angulo del brazo, y con el péndulo en
posiciéon vertical. Por tanto, procederemos a
linealizar (5) alrededor del punto xo=[0 0 0 0].
Para ello, utilizamos una aproximacioén en series
de Taylor.

Después de algunos calculos, obtenemos que la
representacion del sistema en dicho punto de
operacion es

X = AX +bu (6)
y =X
donde:
0 0 1 0
0 0 (2)2 1
-mg  —KpK
-jo /8 —ma g
A ) JR,,
i gJ+m2|$ k2k2l, 5
L JRL
0
0
Knkg
R,
KKy
Ryl
c=[0 10 0]

Finalmente, substituyendo los valores del
sistema real, obtenemos

0 0 1 0 0
oo o 1 | o
0 -2434 -3286 0| '| 5746 |
0 2162 712 0| |-1245
™
y=1[0 10 0]x

el cual sera el modelo matematico del sistema
que utilizaremos para la sintesis de los
controladores.



para obtener

0o o0 1 5747
0o o 0 -1245
0 7544 O 013

0 -174 -057 -3286

A:

(10)

A continuacién, escogemos una superficie del
modo

S=C1X1 +chZ +CSX3 +X4 (11)
donde c4,co y C3 son constantes. Para este
control se utilizé la superficie deslizante:

§=-0.55x1-5.83x2-0.297(x3+4.61x4)-0.0803x4
(12)

Su ley de control es u=-k sign(s).

Los resultados obtenidos se muestran en las

siguientes graficas.

x2 02
(rady;
0 3

01f

0.2f

x1 25
(rad)2

- e ajaao

0 02 04 06 08 1 12
t(seg)

C.Control Fuzzy

Para el control Fuzzy tenemos la siguiente
funcién de membresia de entrada:

p
n p

-L L

Las reglas utilizadas son las siguientes
(e=error,de=d.error,p=positivo,n=negativo):

1) Si e=p y de=p entonces u*=p

2)Si e=py de=n entonces u*= cero

3) Si e=ny de=p entonces u*= cero

4)Si e=ny de=n entonces u*=n

para la defuzzificacion comunmente se utiliza el
centro de masa. Para este controlador haremos

KdeL
IC181C12 1 IC114IC17

IC13 IC|504 IC3|02 IC10
! L Kpe

IC6 IC1
IC14 (7118 IC9

IC1911C15 II_C16 IC20

una descomposicion de 20 regiones [7], y el
control estara dado por u=Ku*, donde:

enIC1, IC2, ICS, IC6
, L
-t lke+k
v 2(2L-K,,|e|)[ e "e]

en IC3, IC4,1C7, IC8

u =———L—[er+Kde

22L-Kqy |e))

en IC9, IC10

o1
u ==|L+Kye

enIC11,ICI12
o1
u = §[L+er]



enIC13,1C14

en IC15,IC16
o1
u = E[—L+K,,e]

en IC17

u =L
en IC19

u =-L
en IC18, IC20

u =0

donde las constantes para el primer eslabon
(brazo) son L=8, K=2.5, Kp=1.29, Kd=1.82.
Para el péndulo, los valores correspondientes
son: L=10, K=3, Kp=37.9, Kd=9.25.

Los resultados obtenidos se muestran a
continuacion.
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IV. CONCLUSIONES

Como podemos ver de los resultados
presentados, el péndulo invertido giratorio pudo
ser controlado usando los esquemas
propuestos, existiendo, desde luego, diferencias
entre los resultados obtenidos con uno y otro
método.

En las graficas que se muestran, puede
apreciarse la evolucién de los angulos del brazo
y del péndulo, asi como el comportamiento de la
ley de control para cada caso. De estas gréficas,
pueden hacerse comparaciones entre los
tiempos de respuesta para que los angulos
lleguen a la posicion deseada, el rango de
sobreimpulso y el valor del voltaje aplicado al
servomotor.

Como puede apreciarse, el tiempo de respuesta
para la estabilizacién y el voltaje aplicado al
servo servomotor son menores en modos
deslizantes en comparacién de los otros dos
métodos, pero el sobreimpulso es mucho mayor
en este caso. Esto es légico, si se tiene en
cuenta que en general una respuesta mas rapida
del sistema involucra costos de energia
mayores. Cabe mencionar que en todos los
esquemas se traté de la misma ubicacion de
polos en el sistema linealizado, para poder hacer
las comparaciones.

Por lo que respecta al rango de perturbacién
(rango en el que el sistema puede ser
controlado), éste es menor para modos
deslizantes y retroalimentaciéon de estado que
usando técnicas fuzzy. Una de las razones de
ello puede ser debido a que la ley de control en
los dos primeros casos se obtuvo a partir de la
representacion lineal del sistema en el punto de
operacion.
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A continuacion, escogemos una superficie del
modo

S=C1X1 +CZXZ +CSX3 +X4 (11)
donde cq,cp Y c3 son constantes. Para este
control se utilizo la superficie deslizante:

s=-0.55x1-5.83x2-0.297(x3+4.61x4)-0.0803x4
(12)

Su ley de control es u=-k sign(s).

Los resultados obtenidos se muestran en las

siguientes graficas.
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2) Si e=py de=n entonces u*= cero
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donde las constantes para el primer eslabon
(brazo) son L=8, K=2.5, Kp=1.29, Kd=1.82.
Para el péndulo, los valores correspondientes
son: L=10, K=3, Kp=37.9, Kd=9.25.

Los resultados obtenidos se muestran a
continuacion.
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IV. CONCLUSIONES

Como podemos ver de los resultados
presentados, el péndulo invertido giratorio pudo
ser controlado usando los esquemas
propuestos, existiendo, desde luego, diferencias
entre los resultados obtenidos con uno y otro
método.

En las graficas que se muestran, puede
apreciarse la evolucion de los angulos del brazo
y del péndulo, asi como el comportamiento de la
ley de control para cada caso. De estas graficas,
pueden hacerse comparaciones entre los
tiempos de respuesta para que los angulos
lleguen a la posicién deseada, el rango de
sobreimpulso y el valor del voltaje aplicado al
servomotor.

Como puede apreciarse, el tiempo de respuesta
para la estabilizacion y el voltaje aplicado al
servo servomotor son menores en modos
deslizantes en comparacion de los otros dos
métodos, pero el sobreimpulso es mucho mayor
en este caso. Esto es légico, si se tiene en
cuenta que en general una respuesta mas rapida
del sistema involucra costos de energia
mayores. Cabe mencionar que en todos los
esquemas se tratd de la misma ubicacién de
polos en el sistema linealizado, para poder hacer
las comparaciones.

Por lo que respecta al rango de perturbacién
(rango en el que el sistema puede ser
controlado), éste es menor para modos
deslizantes y retroalimentacién de estado que
usando técnicas fuzzy. Una de las razones de
ello puede ser debido a que la ley de control en
los dos primeros casos se obtuvo a partir de la
representacion lineal del sistema en el punto de
operacion.
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Apéndice B

Definiciones.

Estabilidad en el sentido de Liapunov.

Sea k el radio de una regién esférica, alrededor de un estado en equilibrio
X, como ||z — z.|| < k, donde ||z — z.|| se denomina norma euclidiana.

Sea S(8) la regién que contiene todos los puntos tales que:

|z — z|| < 6y S(e) la regién que contiene todos los puntos tales que:

lo(t; zo,to) — ze|| < € para todo t > tg

Se dice que un estado de equilibrio z., es estable en el sentido de Liapunov
si, para cada rango de S(e), existe una S(6) tal que las trayectorias que se
inician en S(6) no salgan de S(¢) al crecer ¢ indefinidamente.

Estabilidad Asintética.

Se dice que un estado de equilibrio z. es asintéticamente estable, si es
estable en el sentido de Liapunov y si toda solucién que sale desde el interior
de S(8) converge hacia z., sin abandonar S(¢), al crecer t indefinidamente.

Inestabilidad.
Se dice que un estado de equilibrio z. es inestable si para algin mimero
real € > 0 y para cualquier nimero real § > 0, por pequefio que sea, siempre

hay un estado zy en S(8), tal que la trayectoria que comienza en este estado
sale de S(g).

Rango de una matriz.
Se dice que una matriz A es de rango m, si la maxima cantidad de ren-

glones (o columnas) linealmente independientes es m

ix



x APENDICE B. DEFINICIONES.

Valores propios de una matriz cuadrada.

Para una matriz A de n x n, el determinante |\ — A| se denomina poli-
nomio caracteristico de A. Es un polinomio de n-ésimo grado de A. La
ecuacién caracteristica, estd dada por

|AI — A| = 0, las n raices de la ecuacién caracteristica se denomina valores
propios de A.

Vectores propios de una matriz cuadrada.
Cualquier vector z; no nulo, talque Az; = \;z; se dice que es un vector
propio asociado con un valor propio A; de A, donde A es una matriz cuadrada.

Matrices Similares.

Se dice que las matrices A y B de n x nson similares, si hay una matriz
P tal que

P~ 'AP = B.

Matrices Definidas Positivas y Semidefinidas Positivas.

Una matriz A de n X n es una matriz semidefinida positiva si z7 Az > 0,
para toda x, si esto se mantiene solo para z = 0, se dice que A es definida
positiva.

Prueba de valores propios.

Una matriz A de n X n es una matriz definida positiva, si todos sus valores
propios A; son positivos.

La matriz A es semidefinida positiva si todos sus valores propio \; son
no negativos y al menos uno de ellos es cero.

Nétese que si A es una matriz definida positiva, entonces |A| # 0, porque
todos los valores son positivos. Por tanto, para una matriz definida positiva,
siempre existe inversa.

Polos y Ceros.
Se dice que una funcién de transferencia tiene tiene n polos y m.

— (s461)(s+62).....(5+6m)
G(s) = (i+,\11)(ss+,\22)....(:+,\,,)

Los m valores de s denominados —é;1, — 6, ..., —0m, que hacen al polinomio
del numerador de G(s) cero, se conoce como los ceros del sistema. Los n
valores de s, denominados —A; — Ag....,—A, que hacen al polinomio del

denominador de G(s) cero, o hacen infinita a la funcién, se conocen como los
polos del sistema.
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