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Resumen

Después de hacer el andlisis de los resultados del diagnéstico que se aplicé a profesores y a
estudiantes de secundaria para identificar el manejo que tienen de los tres usos de las
variables en el algebra escolar, como numero general, como incognita y en una relacion
funcional y tomando en cuenta que tanto profesores como alumnos presentaron un
deficiente manejo de estos, fue lo que motivé el dar a conocer a los maestros una
alternativa para su ensefianza.

En este trabajo se presenta la alternativa para la ensefianza del algebra escolar, para lo cual
se disefid, se elaboré y se implementé un taller para profesores de matematicas de
secundaria. Aqui se presenta el cuadernillo guia del taller, en el que se describen los
propositos y las actividades de cada una de las sesiones que lo conforman. En el taller
participaron 57 profesores de matematicas de secundaria, y los resultados al término del
taller muestran el interés de los profesores por encontrar alternativas viables para
desarrollar mejor su trabajo docente.

Abstract

After analysing the results from a diagnostic test taken by secondary school students and
teachers, which was designed to identify the use the three main uses of variable in
elementary algebra: specific unknown, general number, as missing data, and related
variables, and taking into account that teachers as well as students presented a deficient use
of these, was the primary motivator to develop an alternative to what is currently being

taught.

In this project an alternative to the current teaching method used in elementary algebra is
presented, for which a workshop was designed, developed and implemented for secondary
school Teachers. You will find in the present work a booklet, which served a project guide,
in which its purposes are explained, and the activities that conform it are described. Fifty-
seven secondary school Mathematics professors participated in the workshop, and the
findings show that professors are interested in finding new, better and viable alternatives to
the teaching method that is currently used in elementary algebra.
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INTRODUCCION

Los profesores, como parte fundamental del proceso educativo y consciente de que no basta
con poner en juego los conocimientos logrados en nuestra formacion inicial para realizar
nuestra tarea y aplicar la experiencia adquirida durante el desempefio profesional,

reconocemos la necesidad de mantenernos en permanente actualizacion.

En particular sobre las aportaciones de la investigacion acerca de alternativas que mejoren
nuestro trabajo didactico, en este caso, la ensefianza del algebra, tema que esta presente en
los tres grados del programa de estudio en la escuela secundaria. (Programa de Matematicas

2006. SEP).

El trabajo realizado en esta tesis se concentra en el disefio de un taller para profesores de
matematicas, en el cual se presenta una alternativa didactica para la ensefianza del algebra
escolar, y que al utilizarla, favorece una mejor comprension en los estudiantes. Dicho
trabajo fue el producto de una revision bibliografica sobre la ensefianza y el aprendizaje del
algebra, en especial con respecto a la variable, un anélisis de algunas actividades resueltas
por estudiantes, y de unas actividades resueltas por profesores de matematicas, asi como

del analisis de libros de texto.

El capitulo 1 contiene una revisiéon bibliografica donde se presentan los errores mas
frecuentes que cometen los estudiantes de secundaria e incluso los que inician en el nivel
universitario cuando trabajan con variables, asi como las interpretaciones que algunos
autores le dan a éstas. También se presentan los principales usos de la variable en el algebra
escolar que de acuerdo con Ursini (1994) son: como niimero general, como incdgnita y en
relacion funcional. Se describe en qué consiste el modelo “Tres Usos de la Variable

(3UV)”, el sustento tedrico y su propuesta didactica.

En el capitulo 2 se presenta la metodologia con la que se realizo el trabajo, la justificacion
del taller para profesores que se propone, la estructura del mismo, la distribucion de las
actividades y las sesiones de trabajo. Se describen las caracteristicas de los participantes en
el taller y el cuestionario que se utiliz6 como instrumento para evaluar a los profesores que

participaron en él.



El capitulo 3 contiene el resultado del diagnostico aplicado a estudiantes y a profesores, y

se presenta el andlisis de los resultados obtenidos.

En el capitulo 4 se presentan los resultados cuantitativos y cualitativos que se obtuvieron en
las seis sesiones del taller para profesores de matematicas, los aciertos y las dificultades
que se presentaron para su implementacion, asi mismo se realiza un andlisis de los

resultados obtenidos en el taller, y se proponen algunas sugerencias.

Tomando en cuenta los resultados obtenidos, en los capitulos 3 y 4 se presentan las

conclusiones y reflexiones del trabajo.

Se incluye la bibliografia que fue el soporte de éste trabajo y que pretende dar al lector las

referencias que se utilizaron en esta tesis.

En el anexo 1, se presenta el cuadernillo guia titulado “Taller para profesores de
matematicas: La ensefianza del algebra escolar a través del Modelo 3UV” que se elabord en
el transcurso de la maestria y se implementd con 57 profesores de matematicas de

secundaria.

En el anexo 2, se presenta una tabla que contiene las preguntas que los profesores
contestaron correctamente y las que contestaron incorrectamente, las preguntas que no
contestaron, y los porcentajes de las respuestas correctas y de las respuestas incorrectas,

también contiene el porcentaje de omisiones.

El anexo 3 contiene las respuestas correctas a las preguntas del cuestionario aplicado a los

profesores asi como el porcentaje de aciertos, errores y omisiones de cada pregunta.



CAPITULO 1. ANTECEDENTES

1.1 Interpretacion de las literales y dificultades de los estudiantes.

Es innegable la dificultad que los estudiantes de secundaria tienen en el estudio del algebra,
y que ésta continua en la preparatoria y hasta los primeros afios de la universidad. Esta
afirmacion se sustenta en diversos estudios que se han hecho en los ultimos treinta afios,
Kiichemann (1980); Matz (1980); Booth (1988); Lopez, (1996); Lozano (1998); Ursini y
Trigueros (1998).

Kiichemann (1980) y Booth (1988) sefialan explicitamente que las literales pueden y deben
ser interpretadas de diferentes maneras. La investigacion de Kiichemann realizada en
escuelas secundarias, consistio en aplicar un cuestionario con problemas tipicos del algebra
que se estudian en este nivel, con preguntas que le permitieron observar las diferentes
interpretaciones que los estudiantes hacian de las literales a partir de expresiones
algebraicas en donde tenian que manipular y resolver problemas con simbolos literales. A
partir de este estudio, Kiichemann identifico seis interpretaciones distintas que los

estudiantes hacen de las literales:

1) Letra evaluada: El alumno asigna un valor a la literal. En ocasiones determina el valor de
la literal segun el lugar que ocupa ésta en el alfabeto. Por ejemplo en la expresion a+b, los

estudiantes tienden a interpretar como 1 + 2.

2) Letra no usada o ignorada: El alumno no toma en cuenta a la literal, opera solo con los
numeros. En caso de usarla, la afiade al resultado numérico sin asignarle significado alguno.

Como en la expresion 2x + 1 la interpretan como 2 + 1.

3) Letra como objeto: el alumno considera que la literal representa un objeto o es ella

[13 bad “l”

misma un objeto. Para estos estudiantes “m” son metros; “/” son litros; “b” es la base, etc.

4) Letra como incognita especifica: el alumno considera a la literal como una incognita y

puede operar sobre ella.



5) Letra como numero general: el alumno considera que la literal representa o puede asumir

diversos valores.

6) Letra como variable: el alumno considera que la letra representa un rango de valores no

determinados y que existe una relacion bien definida entre dos conjuntos de valores.

En estos resultados destaca el hecho de que los alumnos tienen diferentes maneras de
interpretar las letras usadas para representar las variables, lo cual indica que quienes se
inician en el estudio del algebra consideran que los simbolos literales pueden interpretarse
de diferentes formas, y que su significado puede variar con el problema. Esto muestra que
la interpretacion dada no es siempre la apropiada, y frecuentemente es la fuente de

respuestas erroneas.

Kiichemann (1980) consideraba que estas interpretaciones de los simbolos literales reflejan
un grado de dificultad creciente: afirmaba que un nifio habra comprendido perfectamente el
uso de los simbolos literales en algebra cuando sea capaz de trabajar con la “letra en una
relacion funcional”. El orden que Kiichemann propone sugiere que es mas fécil para el nifio
trabajar con la “letra como incognita especifica” que con la “letra como numero
generalizado”, y que es mas fécil trabajar con la “letra como numero generalizado” que con

la “letra en una relacion funcional”.

Por su parte, Booth (1984), tenia el propodsito de identificar los errores mas comunes que
cometian los estudiantes al resolver problemas algebraicos y detectar el por qué cometian
dichos errores. En esta investigacion se encontrdé que la mayoria de los estudiantes tienen

algunas dificultades como las siguientes:

e La transicion de la aritmética al algebra. Como los estudiantes lo primero que
aprenden en matemadticas es aritmética, y las respuestas son numéricas, pretenden
hacer lo mismo en los problemas algebraicos, es decir, siempre quieren obtener un

numero como resultado.

e Aceptar expresiones abiertas como respuestas. Para ellos 27 no es una respuesta.



e El uso de la notacion y la convencion en algebra. En este caso los estudiantes
trasladan sus conocimientos de aritmética al algebra. Por ejemplo, como en
aritmética tener 2 'z es igual a 2 + !4, ellos tienden a considerar que a+b = ab, 6 que
2a+5b = 7ab.

e El significado de las letras y variables. Es muy comin que los estudiantes
interpreten a las variables como etiquetas o abreviaturas, y es que, aunque en la
primaria en aritmética se usan letras, por ejemplo, 3 m es 3 metros, 4 es area, ! es

tiempo; en algebra €stas representan valores.

e Los tipos de relaciones y métodos utilizados en aritmética. Muchas de las
dificultades de los estudiantes se relacionan con las diferencias entre aritmética y
algebra; sin embargo, el algebra no esta separada de la aritmética, es en muchos
aspectos una aritmética generalizada (Booth, 1984). Otra dificultad que tienen los
estudiantes es no ver al signo igual como un indicador de equivalencia entre dos
partes y lo ven unicamente como el indicador de que hay que escribir un resultado

numérico (Montes, 2003).

En estudios realizados en México se han encontrado resultados similares (Guevara, 1999);
estos resultados llevan a reconocer que el manejo e interpretacion de las letras en el algebra,
utilizadas como simbolos algebraicos y a los que llamaremos variables (Phillipp, 1992),

resultan ser un concepto importante en su aprendizaje.

En investigaciones mas recientes se ha sefialado que a los estudiantes les cuesta mucho
trabajo apropiarse de la esencia del concepto de variable y, en consecuencia, desarrollar la
capacidad de pasar de manera flexible entre los distintos usos que ésta tiene (Trigueros y

Ursini, 1999; Usiskin, 1988).

Algunos factores que hacen que las variables sean un tanto faciles de usar pero dificiles de

entender, tienen que ver con el hecho de que:



1) Las variables son como los niimeros pero tienen algunas caracteristicas diferentes

2) Las variables son como palabras pero tienen algunas caracteristicas diferentes, es
decir, las variables tienen caracteristicas de los numeros, caracteristicas de las
palabras y caracteristicas propias (Wagner, 1983). Otra razon tiene que ver con lo
que significan o representan las variables, ya que este significado puede cambiar de
acuerdo con el contexto en el cual aparece. Usiskin (1988) menciona cuatro
diferentes usos de la variable que resultan de las diferentes concepciones que se

tienen del algebra:

CONCEPCIONES DEL ALGEBRA USO DE LA VARIABLE

Generalizadores de patrones

Aritmética Generalizada (Traduce, generaliza)

Incognitas, constantes

Medio para resolver problemas (Resuelve, simplifica)

Argumentos, parametros

Estudio de relaciones (Relaciona, grafica)

Marcas arbitrarias en papel

Estructura (Manipula, justifica)



De aqui puede verse que las causas de esta dificultad en la comprension del concepto de
variable. estriban en que una variable tiene caracterizaciones que varian de acuerdo al
problema en el cual estd inmersa. Por ejemplo, una variable puede representar una
incognita especifica, esto es, un numero desconocido pero especifico que puede ser
calculado considerando las restricciones dadas; también puede representar un numero
generalizado, es decir un numero indeterminado comprendido dentro de un método general;
o también puede ser utilizado para representar una relacion funcional entre dos cantidades

cuyos valores cambian.

Mas atn, una variable puede utilizarse de diferentes formas en momentos distintos dentro
de un mismo problema, es decir, puede tener distintas caracterizaciones, por ejemplo:
“Encuentra la ecuacion de la linea que pasa por el punto (6, 2) y cuya pendiente es 117,
(Usiskin, 1988, p. 14). Para resolver este problema, se parte de la relacion general que
existe entre los puntos de una recta y su pendiente: y = mx + b: queda implicito que se
espera que el estudiante sea capaz de concebir las variables como numeros generales. En
efecto, esta expresion describe una linea general y las variables involucradas representan
numeros generales que pueden, por lo tanto, asumir cualquier valor. Sin embargo, para una
linea particular, m y b no representan nimeros generales, sino constantes. En el ejemplo
arriba mencionado el valor de la pendiente esta dado y tiene que substituirse a m; b es una
incognita que puede determinarse usando los datos. La x y la y son dos variables vinculadas
por una relacion funcional: x puede considerarse un argumento al que se le puede asignar
cualquier valor mientras que los valores de y cambian en correspondencia. Asi pues, el
concepto de variable se utiliza en diferentes contextos con diferentes significados y

dependiendo del contexto lo tratamos de diferente manera (Usiskin, 1988).

Histéricamente se ha observado que en general la ensefianza actual no produce los
resultados deseados, pues no forma en el estudiante nociones y operaciones nuevas, es decir
el estudiante solo repite de manera mecanica lo que el profesor resuelve en el pizarrdn,

incluso frecuentemente origina un conjunto de ideas confusas que dificilmente asimila y



retiene el estudiante, lo cual provoca una serie de dificultades para la correcta comprension

de las nociones y conceptos matematicos.

Como ya se ha mencionado, el concepto de variable resulta ser muy importante tanto en la
ensefianza como en el aprendizaje de las matematicas. Asi mismo es un concepto de dificil
comprension para los estudiantes. Las razones de su dificultad residen entre otras, porque
es dificil de definir (Ursini y Trigueros, 1998). Este concepto es tan importante que su
invencion constituye un punto de partida en la historia de las matematicas (Rajaratnan,
1957 en Morales y Diaz, 2003), y es una de las ideas fundamentales de las matematicas

desde la escuela elemental hasta la universidad (Davis, 1964, Hirsch y Lappan, 1989).

La comprension del concepto de variable proporciona la base para la transicion de la
aritmética al algebra y es necesaria para el uso significativo de toda la matematica avanzada
(Philipp, 1992).

Las variables se usan generalmente en los textos escolares sin proporcionar una experiencia
introductoria que pudiera servir como base, en la cual la idea de variable pueda
desarrollarse en sus diferentes significados (Ursini, 1993). El aprendizaje del concepto de
variable logrado por los estudiantes a través de su paso por el sistema escolar es poco
significativo; aunque son capaces de reconocer el papel que juega la variable en
expresiones y problemas muy simples, un ligero aumento en la complejidad de los mismos
provoca generalizaciones inadecuadas y la busqueda de soluciones memorizadas o por
inspeccion, que no son acordes al nivel requerido para el estudio de matemaéticas mas

avanzadas (Morales y Diaz, 2003).

Las estrategias de los estudiantes estan dominadas por procedimientos que no han sido
interiorizados, lo cual los deja anclados a un nivel de accién que se manifiesta, por ejemplo,
en la necesidad de hacer explicitos los pasos que siguen en el proceso mental de solucion y
usarlos como soporte para continuar, sin ser capaces de analizarlos, y detectar posibles

errores (Ursini y Trigueros, 1997).

El no reconocer las diferencias que caracterizan los distintos usos de la variable se torna
frecuentemente un obstaculo que bloquea el aprendizaje de las matematicas. En otras

palabras, los estudiantes no sélo deben aprender a trabajar con muchos tipos de simbolos



literales en un problema, sino que deben aprender que un simbolo literal puede asumir mas

de un papel dentro de un problema dado (Morales y Diaz, 2003).

Algunas dificultades que resaltan son las experimentadas por los alumnos cuando se
avanza a un sistema de representacion mas abstracto, en el cual aumenta tanto el poder del
lenguaje simbolico, con respecto a la etapa anterior, como el grado de abstraccion. Esto se
manifiesta cuando los numeros, elementos basicos, materia prima de las matematicas
escolares. dejan de ser percibidos como objetos, cosas, elementos concretos del
pensamiento matematico, y son representados por letras, ya sea como incognita, nimeros
generalizados, parametros ¢ variables (Enfedaque, 1990). El momento critico del paso de
los estudiantes al nivel de la simbologia algebraica se ubica en nuestro sistema educativo al

inicio del algebra (Morales y Diaz, 2003).

1.2 Los usos de las variables en el algebra escolar

A menudo los estudiantes tendran que resolver problemas en los que aparece mas de un uso
de las variables, por lo que segun Ursini (1994) los estudiantes deben ser capaces de
trabajar con niimeros generales, con constantes, con incdgnitas, con variables en una
relacion funcional y poder pasar de una a otra interpretacion, aun cuando estas diferentes
caracterizaciones de la variable tengan la misma representacion simbdlica. Esto llevo a
Ursini a plantear que dentro de lo que consideramos el algebra escolar existen tres
principales usos de la variable: como incognita, como nimero general y la variable en una

relacion funcional.

En otro estudio, Benitez (2004) encontré que en los libros de texto de matematicas
utilizados en la secundaria se privilegia el uso de la variable como incognita especifica, y
aunque hay ejercicios donde se maneja la variable como nimero general y en relacion
funcional, a los estudiantes no se les proporcionan actividades encaminadas a lograr la
flexibilidad para pasar de uno a otro de los usos de la variable. Por otro lado, Juarez (2002)
reporta que los profesores muestran incapacidad para aceptar que una expresion abierta

representa un valor indeterminado y que se puede operar con ella; también aprecia en los



profesores la incapacidad de plantear una ecuacion para un problema dado y para
simbolizar la incégnita adecuadamente, recurriendo también en este caso a procedimientos
aritméticos. Y sobre el manejo de la variable en relacion funcional los resultados muestran
que los profesores son capaces de reconocer la correspondencia entre cantidades en
cualquiera de sus formas de representacion, sin embargo la variacion conjunta resulta poco
comprendida cuando se presenta en problemas que involucran determinar intervalos de
variacion o describir el comportamiento en conjunto de las variables. En resumen, Juarez
observo que los profesores mostraron un buen desempeifio en el uso de la variable como
incognita especifica, pero que tienen dificultades para simbolizarla, para aceptar las
expresiones abiertas como validas y muestran que tienden a evitar métodos algebraicos, en

la resolucion de problemas.

El programa de matematicas para la escuela secundaria que se mantuvo vigente desde el
afio 1993 hasta el 2005, afio en que empezd el Proyecto de Desarrollo, tenia como
propdsito general el desarrollo de las habilidades operatorias, comunicativas y de
descubrimiento de los alumnos, para lo cudl tenian que desarrollar sus capacidades para
adquirir seguridad y destreza en el empleo de técnicas y procedimientos basicos a través de
la solucion de problemas. En particular, en los temas de algebra, los programas estaban
concebidos de manera que los alumnos tenian la oportunidad de revisar y utilizar
constantemente las nociones y procedimientos basicos del algebra. También se resaltaba la
importancia que tiene para el aprendizaje de las matematicas que los alumnos aprendan a
resolver problemas utilizando el lenguaje y los procedimientos del algebra; en ningin
momento se mencionaban los diferentes usos de la variable, por lo cual, en los libros de
texto utilizados no se contemplaba esto; la tendencia de las actividades planteadas en los
temas de algebra era la de visualizar a la variable sobre todo como incognita, y casi no se
presentaban actividades de la variable en sus otros dos usos (numero general y relacion
funcional). Las tareas y problemas no presentan contextos ni se plantean preguntas

adecuadas para que los estudiantes reconozcan, interpreten y manipulen a la variable.

Sin embargo, con la Reforma a la Educacién Secundaria (RES), el planteamiento sobre la

ensefianza del algebra y la importancia del concepto de variable se ve reflejado en el
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programa de matematicas 2006 en donde se plantea entre lo mas relevante en el estudio de
la aritmética y del algebra: por un lado, encontrar el sentido del lenguaje matematico, ya
sea oral o escrito; y por otro, tender un puente entre la aritmética y el algebra. Por medio
del eje tematico Sentido numérico y pensamiento algebraico, los alumnos profundizan en el
estudio del algebra con los tres usos de las literales conceptualmente distintos: como

namero general, como incognita y en relacion funcional.

1.3 El modelo 3UV

A partir de todo lo anterior, nuestro Proyecto de Desarrollo se enfoca al proceso de
ensefianza y aprendizaje del algebra en secundaria tanto en estudiantes como en los
profesores de matematicas, haciendo énfasis en el concepto de variable, vista ésta como una
entidad multifacética, para lo cual se toma como marco de referencia el modelo 3UV (tres
usos de la variable) propuesto por Ursini et al. (2005). En este modelo se presentan en
forma detallada los tres principales usos de la variable que mas frecuentemente
encontramos en el algebra elemental: como incognita especifica, como numero general y
variables en relacion funcional; ademas presenta una propuesta de ensefianza en la cual el
profesor tiene un papel fundamental para propiciar, por un lado, un ambiente adecuado de
aprendizaje y por otro, proponer y llevar a cabo actividades que logren en los alumnos la
comprension del concepto de variable y por lo tanto del algebra elemental. Estamos
conscientes de que las dificultades que los estudiantes manifiestan para entender el
concepto de variable se deben en gran medida a la forma de ensefianza del algebra, que se
ha enfocado principalmente a manipular y operar la variable sin darle un significado o
interpretacion a la letra. Nos parece muy importante que los profesores conozcan la
propuesta de ensefianza del modelo 3UV para que tengan una alternativa mas en la

ensefianza del algebra.
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El propdsito de nuestro trabajo es disefiar e implementar un taller dirigido a profesores con
la finalidad de que conozcan el modelo 3UV y su propuesta de ensefianza para que puedan

integrarlo a su practica docente.

Como ya se ha mencionado anteriormente, en el algebra de secundaria se manejan
basicamente tres usos de la variable: como incdgnita, como niumero general y en relacion
funcional, para lo cual es necesario que los estudiantes desarrollen algunas capacidades

basicas, que implican:

e Realizar calculos sencillos operando con las variables.

e Comprender por qué es posible operar con las variables y por qué estas operaciones
permiten llegar a un resultado, sea éste numérico o no.

e Darse cuenta de la importancia que tiene lograr la capacidad de usar las variables
para modelar matematicamente situaciones de distinto tipo.

e Distinguir entre los distintos usos que se les da a las variables en algebra.

e Pasar con flexibilidad entre los distintos usos de las variables.

e Integrar los diversos usos para verlos como caras distintas de un mismo objeto
matematico, que se revelan dependiendo de la situacion particular.

(Ursini, et al. 2005, p. 23)

Para lograr lo anterior, es primordial que los profesores de matematicas tengan una
total comprensién del concepto de variable y de sus diferentes usos. El modelo 3UV
hace una descripcion detallada de aspectos que tienen que ver con los diferentes niveles
de conceptualizacion que los alumnos y profesores tienen que lograr para resolver
problemas que involucren los diferentes usos de la variable que se presentan con mas

frecuencia en el algebra escolar.

A continuacion se presentan en forma esquematica los aspectos que es necesario
dominar para una mejor comprension del concepto de variable, como se menciona en

Ursini et al. (2005).
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LA VARIABLE COMO INCOGNITA

I1 Reconocer e identificar, en una situaciéon problematica, la presencia de algo

desconocido que puede ser determinado considerando las restricciones del problema.

[2 Interpretar la variable simbodlica que aparece en una ecuaciéon, como la

representacion de valores que hacen de la ecuacion un enunciado verdadero.

I3 Sustituir la variable por el valor o los valores que hacen de la ecuacién un

enunciado verdadero.

[4 Determinar la cantidad desconocida que aparece en ecuaciones o problemas,

realizando operaciones algebraicas, aritméticas o de ambos tipos.

IS Simbolizar las cantidades desconocidas identificadas en una situacion especifica y

utilizarlas para plantear ecuaciones.

LA VARIABLE COMO NUMERO GENERAL

G1 Reconocer patrones y percibir reglas y métodos, en secuencias y en familias de

problemas.

G2 Interpretar la variable simbodlica como la representacién de una entidad general,

indeterminada, que puede asumir cualquier valor.
G3 Deducir reglas y métodos generales, en secuencias y en familias de problemas.
G4 Manipular (Simplificar, desarrollar) la variable simbdlica.

G5 Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales.
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LAS VARIABLES EN UNA RELACION FUNCIONAL

F1 Reconocer la correspondencia entre variables relacionadas, independientemente de
la representacion utilizada (Tablas, graficas, problemas verbales, expresiones

analiticas).

F2 Determinar los valores de la variable dependiente, dados los valores de la

independiente.

F3 Determinar los valores de la variable independiente, dados los valores de la

dependiente.

F4 Reconocer la variaciéon conjunta de las variables involucradas en una relacion
funcional, independientemente de la representacion utilizada (tablas, graficas,

problemas verbales, expresiones analiticas).

F5 Determinar los intervalos de variacion de una de las variables, dado el intervalo de

variacion de la otra.

F6 Simbolizar una relacion funcional, con base en el analisis de los datos de un

problema.

Como se mencioné anteriormente, el modelo 3UV propone un modelo de ensefianza, una

enseflanza en espiral, es decir, ir acercando a los estudiantes de manera gradual al trabajo

con los distintos usos de la variable, e ir elevando la complejidad de las actividades. Se

proponen actividades para diferenciar cada uno de los tres usos de la variable y actividades

para integrar estos usos; las primeras son con el objetivo de que se trabaje con uno solo de

los tres usos de la variable y los estudiantes logren una mejor comprension de cada uno; las

segundas actividades involucran los tres usos de la variable cuyo propdsito es que los

estudiantes desarrollen la capacidad de pasar entre los distintos usos de la variable de

manera flexible (Ursini et-al. 2005).
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A continuacion se presenta un esquema que muestra la ensefianza en espiral que

propone el modelo 3UV (Montes, 2003).

ACTIVIDADES PARA
INTEGRAR

ACTIVIDADES PARA
DIFERENCIAR

ACTIVIDADES PARA
INTEGRAR

ACTIVIDADES PARA
DIFERENCIAR

En lo que respecta al papel del profesor, Ursini et al. (2005) consideran que es
fundamental, y por lo tanto sera él quien, por un lado, debera organizar el entorno social de
tal manera que se logre el acercamiento de los alumnos al concepto de variable; por otro
lado, debera guiar a los estudiantes en el trabajo y las discusiones de grupo para propiciar el

desarrollo de las habilidades para la comprension de los usos de la variable.

Lo anterior esta relacionado con la teoria desarrollada por Vygotsky y el concepto de Zona
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de Desarrollo Proximo (ZDP), definida como “la distancia entre el nivel de desarrollo
actual determinado por la capacidad de resolver independientemente un problema y el nivel
de desarrollo potencial determinado a través de la resolucion de un problema bajo la guia
de un adulto o en colaboracién con compafieros mas capaces” (Hernandez, 1986). Ademas
Vygotsky consider6 que la ZDP no es algo que se encuentre en el nifio en espera de que

sea despertada sino que es algo que se crea en la interaccion social.

1.4 Propuesta de trabajo

Nuestra propuesta es poner al alcance de los profesores de educacién secundaria los
resultados de las investigaciones que se han realizado en materia de la ensefianza del
algebra en la escuela secundaria, en particular el modelo 3UV, mediante la implementacion
de un taller dirigido a profesores de matematicas, pues de acuerdo a Sanchez (2006), son
contados los investigadores que trabajan directamente con los profesores y los que lo hacen,
no siempre tienen una propuesta para mejorar la practica docente. Nuestro proposito es que
este trabajo sea de utilidad para los profesores y que sea en su practica docente donde los
resultados se vean reflejados, logrando un mejor aprendizaje de los estudiantes y una
mayor comprension del algebra. Es de gran importancia que las investigaciones que se
realizan, y que son el fruto del trabajo y del esfuerzo de los investigadores y de los recursos
econdmicos de las instituciones que las sustentan, cumplan su objetivo final: llegar a los

salones de clase e impactar en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

Como lo reportan las investigaciones antes descritas, a lo largo de mi practica docente, he
constatado que los estudiantes tienen una gran dificultad para comprender el algebra,
muchos de ellos no reconocen a las variables como valores, tampoco reconocen por
ejemplo, que una variable puede ser una medida de longitud, y se les dificulta operar con

literales.
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CAPITULO 2. METODOLOGIA

En este capitulo se presenta la planeacion del trabajo, la descripcion del diagnostico, la
descripcion del taller, propdsitos y sesiones que lo forman, la poblacion participante, asi

como la estrategia para llevarlo a la practica.

2.1 Diagnéstico de Estudiantes y Profesores

Para iniciar este trabajo, se hizo un diagnostico a estudiantes y a profesores de matematicas
de secundaria para reconocer como manejan e interpretan la variable en problemas que
requieren de un manejo algebraico para resolverlos. El propdsito fundamental de este
diagnostico fue, por un lado, identificar algunas de las dificultades que presentan los
alumnos en el estudio del algebra y si éstas coinciden con lo que se ha reportado en la
literatura y en las diversas investigaciones mencionadas en el capitulo anterior. Por otro
lado, reconocer el manejo de las variables que tienen los profesores y constatar si hay
relacion entre los resultados del diagnéstico aplicado a los estudiantes y el aplicado a los
profesores, pues segun Vigotsky (Herndndez, 1986), el profesor resulta ser el instrumento

mediador entre el alumno y el objeto de conocimiento, que en este caso es el algebra.

El diagnostico de los estudiantes se aplicé a 14 alumnos de primer grado de secundaria y a
16 de segundo grado seleccionados al azar, ambos grupos del turno vespertino; para lo

cual se disefiaron dos hojas de trabajo, una para cada grado.

Para que los profesores resolvieran la actividad diagndstica, primero les planteamos de
manera individual la finalidad de ésta, también les explicamos de manera verbal que
describieran detalladamente los conocimientos matematicos necesarios para resolver el
problema; la hoja de trabajo se les entregoé a 6 profesores, de dos escuelas secundarias, cabe

mencionar que solamente 5 maestros entregaron la actividad resuelta.

Cada profesor resolvié dos problemas diferentes, los profesores que participaron en el
diagndstico son compafieros de trabajo, lo que nos permiti6 pedirles el apoyo para la

realizacion de la actividad.
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2.2 El Taller para Profesores de Matematicas

Este trabajo forma parte del Proyecto de Desarrollo El Algebra Escolar: Hacia Una Mejor
Comprension a través del Concepto de Variable. Este proyecto se concibi6 con dos lineas
de trabajo: Una enfocada a los estudiantes en donde se pretende disefiar secuencias de
actividades haciendo énfasis en el modelo 3UV. La segunda linea de trabajo estuvo dirigida
a profesores, porque para trabajar las actividades disefiadas bajo la perspectiva del modelo
3UV es necesario que los profesores que lo impartan lo conozcan. Asi pues, este trabajo
tiene la finalidad de acercar a los profesores de matematicas de secundaria la propuesta del
modelo 3UV como una altemativé para mejorar su conceptualizacion de la variable y en su

trabajo de ensefianza del algebra.

Se escogio la modalidad de Taller breve porque es una estrategia que permite la

participacion activa de los docentes. Las caracteristicas de esta modalidad de taller son:

e Que tienen una duracion entre 20 y 30 horas, aunque la duraciéon finalmente
dependera de que los objetivos se hayan cubierto y puede ser que se alargue o que
se acorte (4, 8 0 12 hrs.)

e El aprendizaje es el resultado de una integracion entre reflexioén y practica, como se
menciond anteriormente, que los profesores participen activamente haciendo

comentarios y realizando las actividades propuestas en el cuadernillo del taller.
e Existe la alternativa de trabajar en forma grupal o individual

e Se tiene la opcion para seleccionar los instrumentos, los medios de trabajo y los

criterios de accion

e Son unidades o médulos de actualizacion autosuficientes, pues en cada uno de ellos
se aborda por completo un tema o asunto central, desde los contenidos disciplinarios
que implica y el enfoque para su ensefianza hasta el disefio de actividades y

secuencias didacticas para aplicarlas en el aula (Lucarelli, & Correa, 1994).
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En general los propdsitos de los talleres breves son:

i) Ofrecer a los maestros la posibilidad de realizar un taller de actualizacion en
torno a problemas especificos del quehacer docente en un lapso breve y con la
obtencion de productos utiles para su desempefio cotidiano.

i) Impulsar en la practica las competencias necesarias para participar en
colectivos docentes vinculados con su centro de trabajo, que analizan y
reflexionan sobre sus experiencias y generan, con base en ellas, estrategias,

materiales y propuestas didacticas (Ander-Egg ,1999).

Los propositos especificos de este taller breve son los siguientes:

e Propiciar una reflexion mas a fondo sobre los enfoques adoptados para la
ensefianza del algebra en la educacion bésica, y su aplicacion en el aula
(Modelo 3UV, énfasis en el concepto de variable).

e Profundizar en el manejo del concepto de variable que por su caracter
multifacético resulta complejo y de dificil manejo en el aula.

e Contribuir en la resolucion de problemas concretos relacionados con la
practica docente, es decir, mejorar el manejo del concepto de variable,
mejorar el disefio de actividades de trabajo, mejorar las estrategias de
enseflanza y como consecuencia de todo eso, mejorar la comprension del

algebra.

Con base en lo anterior, este taller para profesores de matematicas La Ensefianza del

Algebra Escolar a través del Modelo 3UV (Anexo 1) tiene actividades encaminadas a:

Dar a conocer investigaciones relacionadas con las dificultades que tienen los
estudiantes para el aprendizaje del algebra y, en particular el concepto de variable.
Esto con la finalidad de conocer y reconocer los problemas mas comunes a los que
se enfrenta el profesor en el aula.

Dar a conocer los fundamentos y la propuesta de ensefianza del modelo 3UV.

Realizar analisis de actividades basado en el modelo 3UV.
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Trabajar algunas actividades ya disefiadas con los alumnos y realizar un anélisis de
los resultados obtenidos

Redisefiar actividades para cada uno de los grados de secundaria tomando como
base el modelo 3UV

Elaborar un plan de trabajo para la ensefianza del algebra, que contemple secuencias
de actividades que los profesores puedan llevar a cabo con sus alumnos en un ciclo

escolar.

El taller La Ensefianza del Algebra Escolar a través del Modelo 3UV es una propuesta de
actualizacion, dirigida a profesores de matematicas de secundaria frente a grupo como una
estrategia fundamentada en la reflexion de su propia préctica; esta reflexion supone la
comprension critica de las caracteristicas de su quehacer docente y de sus supuestos
tedricos y metodoldgicos. A partir.de ello es posible la reconstruccion colectiva y autébnoma
de dicha practica y de nuevos referentes que contribuyan al logro de mejoras significativas

en los resultados que se obtienen en la ensefianza del algebra escolar.

2.3 Caracteristicas de la poblacién que participé en el taller

En el taller participaron 57 profesores de matematicas que estan adscritos a 24 escuelas
secundarias técnicas publicas que pertenecen a las zonas escolares 13, 18 y 21 del Sector
Escolar V del Estado de México. El taller se llevé cabo en la escuela Secundaria Técnica
numero 49 que esta ubicada en la comunidad de Santa Maria Tianguistengo del municipio

de Cuautitlan Izcalli.

Los profesores que asistieron al taller fueron convocados por las autoridades del Sector
Educativo en el area de matematicas de la zona antes mencionada por lo que se tuvo una
numerosa asistencia de profesores, cabe mencionar que es dificil que los profesores asistan

a algun taller o curso fuera de su horario de trabajo.
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Por problemas de tiempo el taller no se llevé a cabo como estaba previsto, es decir una

sesion por dia, se llevaron a cabo dos sesiones por dia. De esta forma el taller se realizé en

tres dias y no en seis.

2.4 La estructura del taller. Descripcion de las sesiones

Se disefi6¢ y elabor6é un cuadernillo guia (anexo 1) que contiene los guiones de las seis

sesiones de trabajo de las que consta el taller. La duracion aproximada de cada sesion es de

tres horas.

La estructura del taller fue la siguiente:

Sesion Actividades Propésito Producto Tiempo
Cuestionario diagnoéstico. Reconocer los errores que Cuestionarios
cometen los estudiantes y las resueltos.
Lectura comentada dificultades al aprender
(Children’s Difficulties in° algebra, asi como las
Primera Beginning Algebra. dificultades que tienen los 3 horas
profesores en su ensefianza. Preguntas
Booth, L.) contestadas.
Lectura comentada (What
are these things called Definir e identificar los errores Pregunt
variables? Wagner, S. Los que cometen los estudiantes al mg‘i das
usos de las variables iniciar el estudio del algebra. Soniestanes:
Segunda algebraicas, Philipp, R.) Comentariosy 3 horas
Presentacion del modelo Reconocer el modelo 3UV y su
preguntas de los
3UV. propuesta para la ensefianza del
; profesores.
algebra escolar.
Analisis y redisefio de un
problema tomando a la Analizar y redisefiar una Actividades
Tercera variable como nimero actividad del uso de la variable disefiadas por 3 horas
general en base al modelo como nimero general. los profesores.
3uv
— ~eno d _ .
Ar:—jtj;;ﬁtﬁi:];o : ll;n Analizar y redisefiar una Actividades
Cuarta p actividad del uso de la variable disefiadas por 3 horas

variable como incégnita en
base al modelo 3uv

como incognita.

los profesores.
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Analisis v rediseiio de un

problema tomando a la Analizar \ rediseiiar una Actividades
Quinta variable como relacion actividad del uso de la variable disefiadas por 3 horas
funcional en base al modelo como relacion funcional. los profesores.
3uv
Analisis y redisei izar y di .
nalisis ) redisefio de un Analizar y diseflar una Adtisidades

problema que integre los tres | actividad integradora. en el cual
usos de la vanable tomando se manejen los tres usos de la
como base ¢l modelo 3uv variable.

Sexta disefadas por 3 horas

los profesores.

2.4.1 Cuestionario diagnoéstico

El cuestionario se utilizé como instrumento para detectar de manera general la comprension
del concepto de variable en la poblacion de profesores que participaron en el taller. Esto
nos sirvié para mostrarles el modelo 3UV y su alternativa de ensefianza, también para que
los profesores tomaran conciencia de estos conceptos que conocen pero que con los
estudiantes no se enfatizan, también para que se dieran cuenta de los errores que cometen
en la ensenanza del algebra. Se realizaron 32 preguntas, que son parte de un cuestionario de
65 preguntas abiertas, disefiado y validado previamente en una investigaciéon con
estudiantes universitarios (Ursini y Trigueros, 1998) y que fue utilizado en investigaciones
con profesores de matematicas de secundaria (Juarez, 2002; Sanchez, 2006). El antecedente
del disefio de este cuestionario se encuentra en el trabajo: Disefio de un cuestionario
Diagnostico acerca del manejo del concepto de variable en el algebra. (Trigueros et al,
1996). Un criterio que se tomo en cuenta para reducir el nimero de preguntas fue el tiempo
disponible para el taller. La resolucion del cuestionario se programé para una hora, y el

cuestionario original tiene 65 preguntas y se resuelve en aproximadamente dos horas.

El cuestionario de 32 preguntas aplicado para este trabajo, contiene preguntas que
involucran los tres diferentes usos de la variable: incognita especifica, nimero general y en
relacion funcional (Anexo 3). Las preguntas se eligieron tomando en cuenta la proporcion
de preguntas de cada uso que tiene el cuestionario original, otro criterio fue el porcentaje
de aciertos de cada pregunta de acuerdo con Juarez (2002), es decir, se tomaron preguntas
con alto porcentaje de respuestas correctas, (mas del 80%); medio (entre el 60%-80%) y
bajo (menos del 60%).
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El cuestionario contiene 7 preguntas relativas al uso de la variable como incognita
especifica, que aparecen en el cuestionario como preguntas: 1, 4, 6, 7, 8, 21 y 22; las
preguntas relativas al uso de la variable como nimero general son 10 y aparecen en el
cuestionario como: 2, 3, 5,9, 10, 11, 12, 13, 14, y 15; las preguntas relativas al uso de la
variable en relacion funcional son 15, y aparecen con los nimeros: 16, 17, 18, 19, 20, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31 y 32. Se incluyeron mas preguntas de la variable en relacion
funcional porque de acuerdo con Juarez (2002), es con este uso de la variable donde los
profesores tienen mas problemas pues es donde se obtuvieron los porcentajes de respuestas
correctas mas bajos. Para ésta actividad se estim6 un tiempo de una hora, el cuestionario se

resolvio de forma individual.

A continuacion se describen las actividades de cada una de las seis sesiones del taller.
Primera sesion: Las dificultades de los niiios en el inicio del algebra.

Se iniciaria con la aplicacion del cuestionario diagnostico, posteriormente se mostraria al

grupo las respuestas correctas y se realizaria el andlisis de éstas.

Posteriormente se realizaria la lectura del articulo “Children’s Difficulties in Beginning
Algebra de Lesley R. Booth, esta se haria de forma individual y se contestarian algunas
preguntas basadas en dicha lectura que se incluyeron al final del articulo. Finalmente en

plenaria los profesores darian su opinion sobre el contenido del articulo.

Segunda sesion: ;Qué son esas cosas llamadas variables? y el Modelo

3UV

En la primera parte de la sesion se realizaria la lectura y el analisis de los articulos
“What are these things called variables?” de Sigfrid Wagner, y “Los usos de las variables
algebraicas” de Philipp Randolph. Esta actividad se llevaria a cabo de manera individual y

se contestarian las preguntas que se incluyeron al final de los articulos, posteriormente en
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plenaria se comentaria la lectura y las respuestas de las preguntas planteadas. En la segunda
parte de la sesion se presentaria al grupo, mediante diapositivas, el modelo 3UV. Se les
presentarian las causas que motivaron el disefio de esta herramienta tedrica, cuales fueron

los pasos que se siguieron para desarrollarla y como se esta aplicando.

Tercera sesion: La variable como nimero general

En ésta sesion se presentaria un problema planteado de acuerdo al modelo 3UV donde el
uso de la variable es como niimero general. Se analizaria detalladamente cada una de las
preguntas planteadas para resolver el problema y posteriormente se pediria a los profesores
que en equipo redisefiaran un problema que se les plantea en el cuadernillo siguiendo los
pasos que propone el modelo 3UV. Posteriormente los equipos expondrian al grupo su

trabajo.

Cuarta sesion: La variable como incognita especifica

En ésta sesion se presentaria un problema planteado de acuerdo al modelo 3UV donde el
uso de la variable seria como incégnita especifica. Se analizaria detalladamente cada una
de las preguntas planteadas para resolver el problema y posteriormente se pediria a los
profesores que en equipo redisefiaran un problema cuyo uso de la variable seria como
incognita especifica que aparece en el cuadernillo, siguiendo los pasos que propone el

modelo 3UV. Finalmente los equipos expondrian su trabajo al grupo.
Quinta sesion: La variable en relacion funcional

En ésta sesion se presentaria un problema planteado de acuerdo al modelo 3UV donde el
uso de la variable seria en una relacion funcional. Se analizaria detalladamente cada una
de las preguntas planteadas para resolver el problema y posteriormente se pediria a los

profesores que en equipo redisefiaran un problema cuyo uso de la variable seria en relacion
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funcional que aparece en el cuadernillo, siguiendo los pasos que propone el modelo 3UV.

Posteriormente los equipos expondrian al grupo su trabajo.

Sexta sesion: Actividades integradoras

En esta sesion se presentaria una actividad integradora planteada de acuerdo al modelo
3UV donde la variable tuviera los tres usos (numero general, incognita especifica y en
relacion funcional). Se analizaria detalladamente cada una de las preguntas planteadas
para resolver el problema y posteriormente se pediria a los profesores que en equipo
redisefiaran un problema que aparece en el cuadernillo, donde la variable tuviera los tres
usos y siguiendo los pasos que propone el modelo 3UV. Posteriormente los equipos

expondrian al grupo su trabajo.

Se consideré importante repartir, antes de iniciar el taller el cuadernillo a cada uno de los
profesores ya que contiene el cuestionario, los propositos de cada una de las sesiones, las
lecturas propuestas, asi como las actividades que se llevardn a cabo durante las seis

sesiones.
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CAPITULO 3. RESULTADOS DEL DIAGNOSTICO DE
ESTUDIANTES Y PROFESORES

En este capitulo se presentan los resultados de las actividades que resolvieron los alumnos
y profesores como parte de un diagnostico previo al disefio del taller. Se hace un analisis

de sus respuestas para identificar algunas de las dificultades que presentan.

3.1 Diagnéstico de los estudiantes

Lo que se observo en este diagndstico es que la mayoria de los alumnos que participaron en
el diagnostico cometen los mismos errores que han sido reportados en los trabajos de
investigacion relacionados con el aprendizaje del algebra. Consideramos que al conocer las
dificultades de los estudiantes, tenemos evidencias de los aspectos que, en consecuencia,
tienen dificultades para su ensefianza. El hecho de que un alumno cometa un error, por
ejemplo de interpretacion de la variable, es evidencia de que en clase no se hace un trabajo
suficiente sobre este punto. Esto nos permitira plantear actividades que vayan encaminadas
a fortalecer el conocimiento algebraico de los maestros y por consiguiente, mejorar sus

estrategias de ensefianza.

A continuacion se presentan los resultados en porcentajes de cada una de las preguntas de
las hojas de trabajo que resolvieron para el diagndstico los estudiantes de primer grado. En
la exposicion se presenta primero la consigna del ejercicio y después se exponen los

resultados obtenidos en la aplicacion del instrumento.
INSTRUCCIONES: Observa la figura, después contesta las preguntas.
RECUERDA: El perimetro de una figura se calcula sumando la medida de sus lados.

Figura a:
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Figura b:

3k

RECUERDA: El area de un rectangulo se obtiene multiplicando la base por la altura.

Pregunta % de % de Ejemplos de respuestas Respuestas
respuestas respuestas incorrectas correctas
correctas incorrectas
1.- Obtener el perimetro 0% 100% 52,10, 18, 26, 58, 5.4, 6w
de la figura a 8w,Sumando todos sus
lados, lado + lado
2.- {Qué representa la 7% 93% 3,w3,n°3 La altura, el
letra w en la figura a? ancho
3.- Si w = 3;cuanto 14% 86% 3,5,23, 12w 6
mide el largo de la
figura a?
4.- Si w =3, ;cuanto 14% 86% 11,2 cm, 52,9, 12 w, 6, 18
mide el perimetro de la 26, 10, 58.
figura a?
5.- Obtener el area de la 0% 100% 136, 9, 12k, 7.5, 42 cm, 3K%
figura b bxh
6.- (Qué representa la 14% 86% 4, kilémetros, base. La altura, ancho
letra k en la figura b?
7.-Sik=4, ;cudlesel 14% 86% 34, 3,16k, 29,9 cm, 7, 12
valor de la base de la unidades y decenas.
figura b?
8.- Sik=4;cuél es el 14% 86% 136, 12, 4, 8, 28, 16k 48

4rea de la figura b?

Tabla 1. Respuestas de los estudiantes de primer grado a las preguntas del diagnostico
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De acuerdo a la tabla 1, podemos observar que la mayoria de los estudiantes tienen
dificultades para reconocer, simbolizar, y operar con las variables. Cabe sefialar que en la

pregunta 2 y en pregunta 6, se les mostro en la figura a qué letra se referia la pregunta.

A continuacion se presentan los resultados en porcentajes de cada una de las preguntas de
las hojas de trabajo que resolvieron los estudiantes de segundo grado. Como en el caso
anterior, se presenta primero la consigna del ejercicio y después el concentrado de

respuestas.

CONSIGNA: observa la figura y contesta las preguntas. La expresion que aparece es el
area de cada porcion.

Recuerda que para obtener el area de cualquier rectangulo se utiliza la expresion:

A=Db x h (b: base; h: altura)

Figura 1 Figura 2
Y 1 XY X
Figura 3
]
X2 X | X
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Pregunta % de % de Ejemplos de respuestas Respuestas
respuestas respuestas incorrectas correctas
correctas incorrectas
A) (Cuanto mide la base de la 44% 56% Y1,Y,52cm,5cm, Y +1
figura 1?
5.3 cm

B) (Cuénto mide la altura de la 25% 75% 2cm, Y, Y+1,6 1
figura 1?
C) (Qué operacion se debe 0% 100% Multiplicacion, bxh, Y +1)(1)
realizar para obtener el 4rea de divisién, suma, yx1
esta figura?
D) Expresa algebraicamente el 13% 87% 1Y, YxI, 1x Y +1
area de la figura 1
E) (Cuanto mide la base de la 0% 100% XY +X, 5 cm, X4, 2xy Y +1
figura 2?
F) (Cuanto mide la altura de la 37% 63% 2 cm, Xy, Xy - X X
figura 2?
G) (Qué operacion se debe 0% 100% Bxh, multiplicacién, Y +1)X)
realizar para obtener el 4rea de XYxX, xy+x, suma,
esta figura? division
H) Expresa algebraicamente el 37% 63% Xy © X XY +X
area de la figura 2
1) (Cuanto mide la base de la 0% 100% 4.6cm,4.2,4.7, x H2x, X+2
figura 3? X, x, x*
J) (Cuanto mide la altura de la 31% 69% 2 cm, X+X, X, X, y, X X
figura 3? +X-X
K) Expresa algebraicamente el 31% 69% 3x2, X 42Xy, X XX+ X3+ 2X

area de la figura 3

X, X+X+X

Tabla 2. Respuestas de los estudiantes de segundo grado a las preguntas del diagnéstico
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Como podemos observar en la tabla 2, los estudiantes de segundo grado siguen teniendo

dificultad para interpretar, simbolizar y operar con las variables.

Cabe sefialar que en las preguntas C y G, se les recalco a los alumnos que escribieran la

operacion para obtener el area de esa figura en particular, no la de cualquier rectangulo.

A continuacion se presentan algunas evidencias de las actividades resueltas por los
estudiantes de primer grado, donde se identifican algunos errores que coinciden con los

que se reportan en la literatura especializada.

1. Letra evaluada con diferentes criterios (Kiicheman, 1980) y el significado de la
variable (Booth, 1984).

INSTRUCCIONES: Lee y observa cuidadosamente, despues contesta las preguntas.

RECUERDA: El perimetro de una figura se calcula sumando la medida de sus lados.

Fig. a :22
L )
W 6

et

e

2w

I - Obtener ¢l perimetro de la figuraa Resp. @

2.- Qué representa la letra w en la figura a? Resp. 3

3-Si w = 3 ;Cuanta mide de largo Ia figura a? Resp_ 2 3

1-Si w3 Cuanto mide el perimetro de la figura a?__ 59_

En la pregunta 2, el alumno no reconoce la representacion del valor del ancho del
rectangulo con una literal. No logra hacer una interpretacion de w en el contexto que se le

presenta. Para los estudiantes, todas las preguntas tienen que tener una respuesta numeérica.

30



En la pregunta 3, no visualiza a 2w como un producto, le asigna el nimero 3 a w y su
respuesta que es 2w es igual a 23. Es decir, evalua la expresion bajo algtn criterio que para
el tenga sentido y da su respuesta basada en ella. En este caso simplemente sustituye el

valor que se le da a w en la expresion, por lo que, el calculo del perimetro, también sera

equivocado.

2. Las letras utilizadas como etiquetas. (Booth, 1984)

Fig. b

IK K

RECUERDA: Que el area de un rectangulo s¢ obticne multiplicando la hase por 1a alwra.
5.- Obtener el area de 1a figura b. Resp. J Z___&_ L

6.- (Qué representa la letra K enla figura b? Ko mmetr.os

7-Sik -4 ;Cual es el valor de la base de la figura b? Resp /6 K

8-Sik =4, Cual os el area de la figura b” Resp 1 A

Como se observa, la interpretacion de la variable es un problema recurrente en los alumnos.
En la pregunta 6, el alumno responde de acuerdo a lo que en otros contextos utiliza la letra

k, por ejemplo en la letra inicial de kilémetros.

La siguiente es una evidencia de los estudiantes de segundo grado:
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3. No aceptan expresiones abiertas como respuesta (Booth, 1984)

OBSERVA LAS FIGURAS Y CONTESTA LAS PREGUNTAS, LA EXPRESION
QUE APARECE ES EL AREA DE CADA PORCION

__ FIGURA1 FIGURA 2
_ FIGURAY .

|
[ Y 1 XY [x

RECUERDA QUE PARA OBTENER EL AREA DE CUALQUIER RECTANGULO
SE UTILIZA LA EXPRESION A= b x h (b: base; h. altura)

A} ; CUANTO MIDE LA BASE DE LA FIGURA 12 D _
B8) ¢ CUANTO MIDE LA ELTURA DE LA FIGURA 17
C) ¢QUE OFERACION SE DEBE REALIZAR PARA OBTENER [ L AREA DE

ESTA FIGURA? %a
D) EXPREr ALGEBRAICAMENTE EL AREA DE LA FIGURA 1

Los alumnos tienden a dar respuestas numéricas, midieron las figuras, lo que nos indica

que no conciben a las variables o expresiones algebraicas como respuesta.

Como puede observarse, los estudiantes tienen dificultades en la interpretacion de la
variable. Esto es entendible ya que la ensefianza del algebra tiende a enfocarse mas a la

manipulacion y operacion algebraica y no a la interpretacion y significado de las variables.

3.2 Diagnostico de profesores

Los resultados de este diagnostico nos muestran que si bien los profesores resolvieron
correctamente las actividades planteadas, no mostraron una conciencia clara de lo que
realizaron. Los profesores a la hora de explicar su procedimiento en forma escrita, no
mencionaron que la variable tenia un uso especifico y que primero habria que identificarla
para posteriormente manipular y simbolizar. Se concretaron a describir las operaciones
aritméticas y algebraicas que realizaron para resolver los problemas. Juarez (2002)

menciona que los profesores de matematicas de secundaria no tienen un buen manejo de los
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tres usos de la variable. Si bien son capaces de reconocer el papel de la variable en
expresiones y problemas simples, en problemas complejos tienden a buscar soluciones
memorizadas o a utilizar procedimientos aritméticos. Sanchez (2006) reporta que los
profesores de secundaria son capaces de reconocer el papel de la variable en diferentes
tareas, pero cuando la complejidad de éstas aumenta, provoca interpretaciones y
simbolizaciones inadecuadas. Asimismo concluye que debido a la poca comprension que
tienen los profesores de secundaria de los diferentes aspectos de la variable que intervienen
en problemas de élgebra esto hace que sus alumnos cometan los mismos tipos de errores.
Esto se constato en los resultados del diagndstico, pues en ningun momento los profesores
mencionaron o manejaron los usos de la variable, y no porque los desconozcan, sino
porque en la mayoria de los casos durante el proceso de ensefianza dan por entendido

aspectos que en realidad los alumnos no han comprendido.

A continuacion se presentan las evidencias de las actividades resueltas por los profesores
de matematicas. Ambas actividades se tomaron del Libro para el Maestro, Educacién

Secundaria que edita la SEP (p. 151 y 153).

La consigna se comunicé a cada uno de manera verbal, y fue que ellos explicaran qué es lo
que se necesita saber y hacer para resolver el problema: “Resuelve el problema, y escribe

todos los procedimientos y los contenidos matemadticos que se necesitan desarrollar”

Con lo cual se pretendia que los profesores pudieran desglosar todos los conocimientos y
habilidades que se ponen en juego al resolver el problema y poder reconocer los aspectos

de la variable que estan involucrados.
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ACTIVIDAD 1

UN TINACO DE FORMA CILINDRICA TIENE UN DIAMETRO DE 1.5 m
Y SU VOLUMEN ES 4.4 m”. ;CUANTO MIDE LA ALTURA?

D=\ 5mM
V= 4.4 m?3
\/:ﬂ"\r?’\'\
o - Hxh
R o1 ph= Y
A= 3.14 (.7,5“\ =~
‘ 3
Rosaw (56e23) 440 Mg
-1 —
Axyye M -3 6 >
h=25 ™M

OBTENE MO S ELC
éﬂ&'ﬂ DEL Ci/nNDLo

Cor) LA M1T AD DEC

# DE LTURA
DiameTLO =& DeESPEJA Lﬂ/ﬂ

RPUCANDO E L AEEA
DEL CiLiNDR

34



El profesor resuelve correctamente el problema, sin embargo lo hace en forma mecanica, es
decir, enfatizando los procedimientos operatorios. Lo primero que escribe son las formulas
para obtener el area y el volumen del cilindro, pero en ningun momento especifica lo que
representa cada una de las variables que intervienen en ellas, tampoco especifica que las
diferentes literales representan valores, que la letra h representa la altura del cilindro y que
en este caso es un valor desconocido pero que se puede determinar, es decir representa una

incognita especifica.

Suponemos que esta forma de resolver el problema, refleja la forma de ensefiar: énfasis en
el manejo de la formula y los célculos. El maestro tiende a dar por hecho que los
estudiantes entenderan el problema y lo podran resolver, sin embargo de acuerdo a los

resultados del diagndstico realizado con estudiantes constatamos que no es asi.
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ACTIVIDAD 2

Se va a cercar una parte de un tetreno que colinda con un rio y solo se dispone de
matetial para construir 90 m de barda. Si se quiere que la parte cercada tenga
forma rectangular, ¢Cudles serén las dimensiones del terreno de mayor area que se
puede bardar?

\
X X
CIO-,,’z)( W 90 - 2x
]
. % 5 AL TABULAL ACS
» 4] ’ :
B 60 l‘; DATOS gnNC 0/&.}72//,{//(‘.5
> So 2o s — QuE ~0S5S Rec /‘f//N/(/(.LO'Q
€ ‘/O Z'S 5 ' /
F 30 ;G ® Sor' eSS MAS  LoGre oe,
G Ro 3s JUE SE LuEpEr BAYDAE
g i Gos 90
/ & 45

Cabe mencionar que el profesor tuvo muchas dificultades para resolver este problema. Al
igual que en el problema anterior, el profesor no es explicito a la hora de tabular, es decir
no especifica que hay una relacion entre el area del rectangulo y el valor de la variable x;
que el area del rectangulo depende del valor de x, tampoco se especifica que la variable x
representa la altura del rectangulo y que la expresion 90-2x es la medida de la base del
rectangulo. Tampoco sefiala que los valores de x caen dentro de un intervalo, el profesor no

escribe el area que resulta al sustituir los diferentes valores de x.
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Como resultado del diagnostico realizado con los profesores concluimos que, en la
ensefanza del algebra, los maestros ensefian resolviendo los problemas sin ser explicitos en
cuanto al uso que tienen las variables ni a los aspectos que se tienen que manejar para
resolver exitosamente el problema: (reconocer, interpretar, simbolizar), de tal manera que
dan por entendido aspectos de la variable que ellos manejan, aunque no de manera
explicita, pero que en el momento de la ensefianza los estudiantes dificilmente

comprenden.

Los resultados de estos diagnosticos, nos permitiran conducir de mejor manera el taller
dirigido a profesores, pues nos sefialan algunas ideas o dificultades que pueden surgir
durante el trabajo de las sesiones y en los que hay que poner énfasis durante las discusiones

que se generen.
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CAPITULO 4. RESULTADOS DEL TALLER

En este capitulo se presentan los resultados de la implementacion del taller. Se hace un
analisis a partir de las observaciones hechas en cada sesion, de la participacion activa de los

profesores y de los productos que se obtuvieron en cada una de ellas.

Los resultados se presentan en dos apartados. El primero es un analisis cuantitativo de los
resultados obtenidos en el cuestionario aplicado al inicio del taller y que da cuenta de la
comprension y manejo de la variable que hacen los profesores. El segundo apartado es un
analisis cualitativo del trabajo desarrollado en el taller y que nos permite ver el impacto que

tuvo esta propuesta en los maestros.

4.1 Analisis del cuestionario
El cuestionario aplicado en la primera sesién const6 de 32 preguntas.

El analisis se realizo a partir del porcentaje de respuestas correctas, incorrectas y omisiones

para cada pregunta. (Ver Anexo 2).

Se esperaria que el porcentaje de respuesta correcta para cada pregunta fuera mas alto y que
como profesores pudieran contestar correctamente todo el cuestionario, sin embargo no fue
asi. Contrario a lo que se esperaba, ningun profesor contesté correctamente todas las
preguntas. El nimero mas alto de respuestas correctas fue 27 y el mas bajo fueron 4
respuestas correctas, 1o que nos muestra el nivel de conocimientos matematicos que tienen

algunos profesores.

De la tabla, Anexo 2 se puede obtener la siguiente grafica de acuerdo con el uso de la
variable.
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00 ——————

porcentaje de respuesta correcta

preguntas

[ ] Variable como incognita
Il Variable como niimero general
=3 Variable en relacion funcional

Figura 1. Porcentaje de respuesta correcta de acuerdo al uso de la variable.

Las preguntas que obtuvieron el porcentaje mas alto de aciertos (91%) son la pregunta 1y
la 10:

Pregunta 1. Escribe una formula que exprese: Un nimero desconocido multiplicado por la

suma del mismo nimero desconocido con 2 es igual a 6.
La mayoria de la profesores contestaron correctamente y escribieron la expresion x(x+2)=6

Esta pregunta implica el uso de la variable como incognita especifica. Para contestarla
correctamente es necesario reconocer e identificar en la expresion algo desconocido que se
puede llegar a determinar, también hay que interpretar la incognita y representarla
simbolicamente en una ecuacién. En expresiones sencillas como la anterior la mayoria de

los profesores lo hace correctamente.
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Pregunta 10. Reduce las siguientes expresiones a una equivalente:
V4 2y + 4y2 -5y -8

La mayoria de los profesores contestaron correctamente la expresion
5 -3y-8

Esta pregunta implica manipular a la variable como niamero general y ocurre lo mismo que
en la anterior: en expresiones sencillas, la mayoria de los profesores resuelve

correctamente, aunque se esperaria que todos lo hicieran, pero no fue asi.

Ambas preguntas implican interpretar, representar y manipular a la variable en problemas
sencillos. La manipulacion de la variable es un aspecto muy trabajado en la escuela y en el

que generalmente se pone énfasis en la ensefianza.

La pregunta con el mas bajo porcentaje de aciertos (25%) es la pregunta 30.

Dada la siguiente grdfica:

Pregunta 30. ;Entre qué valores de x, los valores de y decrecen?

Para contestar esta pregunta es necesario reconocer la variacion conjunta de las variables a

partir de la grafica y determinar los intervalos de variacién en los que la funcién crece o

decrece.
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Los profesores presentan dificultades para identificar y determinar los intervalos de
variacion. Algunos profesores confunden la nocion de funcion creciente con la de funcion

positiva.

Este tipo de problemas y de preguntas es poco comun que se trabajen en el aula, en

consecuencia, es de esperarse que los profesores tengan un pobre manejo en estos aspectos.

En lafigura siguiente se muestran los porcentajes promedio de respuestas correctas de
acuerdo con cada uno de los tres usos de la variable

90

80

70

60

50

40

porcentaje promedio

30

20

10

numero general  incognita relacion funcional

Figura 2. Porcentaje promedio de aciertos por uso de la variable.

Se observa que el porcentaje mas alto (76.4%), corresponde al uso de la variable como
nimero general, un porcentaje menor es para la variable como relacion funcional (63.6%) y

el mas bajo se refiere a la variable como incognita especifica (59.7%). Estos resultados
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hacen suponer que los profesores presentan mayores dificultades cuando se enfrentan a este
ltimo uso de la variable. Si bien el porcentaje promedio de aciertos no es el mas bajo en el
uso de la variable en relacion funcional, las preguntas del cuestionario donde se obtuvo el
menor numero de aciertos son las que se refieren a este uso, especificamente en las que se
tiene que interpretar la grafica de una relacion funcional para obtener valores de la variable

independiente, la variable dependiente o intervalos de variacion.
A continuacidn se presenta el analisis del cuestionario por cada uso de la variable
La variable como niumero general.

El cuestionario presentd diez preguntas de la variable como numero general. A
continuacion se presentan los porcentajes de respuesta correcta a cada una de estas

preguntas.

100

90

80 4

70 4

60 4

50 4

40 4

30 -

porcentaje de respuesta correcta

20 -

10 4

2 3 10 11 14 15

preguntas

Figura 3. La variable como niimero general
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En este uso de la variable podemos observar que la mayoria de las preguntas tiene un
porcentaje de acierto por encima del 60%, esto demuestra que los profesores tienen un
adecuado manejo de este uso de la variable a excepcion de la pregunta 5, donde los
profesores muestran mas dificultades para contestar correctamente. Esta pregunta tiene el
40% de respuesta correcta e implica determinar cuantos valores puede tomar la variable

en la siguiente expresion:
x+1)=x"+x+1

La mayoria de los profesores contestd que puede tomar sélo dos valores. La respuesta
correcta es que la variable puede tomar infinidad de valores ya que se trata de una
identidad. Con esta respuesta que dieron la mayoria de los profesores, nos damos cuenta
que como se trata de una expresion cuadratica ellos automaticamente contestan que la
variable solo puede tomar dos valores sin analizar la expresion. Los profesores consideran
que se trata de una ecuacion de segundo grado, por lo tanto ven a la variable como una

incognita que sélo puede tomar dos valores.
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La variable como incdognita especifica

Con respecto a este uso de la variable, como ya se menciond, los profesores obtuvieron, en
promedio, los porcentajes de respuestas mas bajos, cabe mencionar que las preguntas donde
se obtuvieron mas altos porcentajes en este uso de la variable, son muy sencillas y en las
preguntas con un poco de mayor dificultad, los profesores tuvieron muchos problemas para

contestar correctamente.

Consideramos que otra razén es que no reflexionan sobre la pregunta, y en automatico
resuelven la ecuacion, como en la pregunta 4 que dice: en la expresion 7x* = 2x - 5;cuantos
valores puede tomar la letra? la mayoria resolvié la ecuacion. Creemos que todo lo anterior
contribuyd para que los resultados en este uso de la variable fueran diferentes a lo que

reporta la literatura especializada.

La siguiente grafica muestra el porcentaje de respuesta de las siete preguntas de este uso de

la variable.
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100

90

80

70

60

50

40

30

porcentaje de respuesta correcta

20

1 4 6 7 8 21 22
preguntas

Figura 4. La variable como Incégnita especifica

La grafica nos muestra que en.el uso de la variable como incégnita especifica, los
profesores tuvieron mayores problemas, puesto que las preguntas 4, 6 y 8 muestran
porcentajes por abajo del 40% .

Para cada una de las siguientes expresiones ;cudntos valores puede tomar la letra?
4, T =5—5
Algunas respuestas incorrectas que dieron los profesores fueron:

Infinito

Uno
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7x2-2x +5=0

Para cada una de las siguientes expresiones escribe los valores que puede tomar la letra:

6. (x+3)7°=36

Algunas respuestas que dieron los profesores fueron:

No tiene solucidn real

Un valor

X = +/27 =5,
Infinito
x% +6x -27=0

8. 102=2
1+x

Las respuestas que dieron los profesores fueron:

Uno

Xx=2
Xx=-Y%
10=2(x>+1)= 2x*+9

Los profesores aunque intentaron resolver las ecuaciones, la mayoria de ellos lo hicieron de

forma equivocada.

Se observa que los profesores tienden a resolver inmediatamente las ecuaciones, sin hacer

un analisis de lo que se pregunta y de las expresiones mismas. Generalmente esto es lo que
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se hace en la ensefianza, plantear problemas donde el propdsito es buscar los valores que
tiene la incognita. Los profesores no analizan que en el caso de las pregunta 4 la variable
se presenta como incognita y que por lo tanto ésta tomara dos valores; que pueden ser
reales o no. En las preguntas 6 y 8 se percibe que se les dificulta la manipulacion de las

expresiones algebraicas.
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La variable en relacion funcional

El cuestionario presentd quince preguntas de la variable en relacion funcional. A

continuacion se presentan los porcentajes de respuesta correcta a cada una de estas

preguntas.
100
90
S 80
Q
£
o 70 1
Q
s
% 60
=
% 50 -
e
3
S 40
‘T
S 30
2
2 20-
10 -
0 .

19 20 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
preguntas

16 17 18

Figura 5. La variable en relacion funcional

En este uso se observaron mayores dificultades en los profesores, pues como se muestra en
la figura 5 las preguntas con un porcentaje de acierto menor a 60% son la 17, 29 30, 31y
32. En las tres ultimas se requiere que se reconozca la relacion entre las variables
dependiente e independiente y que se identifique el intervalo de variacién entre las
variables, que en este caso estdn representadas en una grafica. Sin embargo, es en este uso
de la variable donde hay un mayor nimero de preguntas con porcentaje mayor al 80%,
como la 20, 23 y 25 en las que se requiere que reconozcan la correspondencia entre las
variables y la variacion conjunta entre €stas. En estos casos la relacion funcional esta

representada mediante una expresion analitica y mediante una tabla de valores. Podemos
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mencionar entonces que los profesores presentan mayor dificultad cuando la relacion

funcional se representa mediante una grafica.

El siguiente cuadro nos permite ver la distribucion de las preguntas con respecto a su uso y

su grado de dificultad a partir de los porcentajes de respuesta de los maestros.

Rango de porcentajes | Variable como | Variable como Vanab.l? en
de aciertos incognita numero general telacion Totdl
¢ . funcional
100%-80%
MUY FACIL 1 6 4 -
80%-60%
FACIL 3 3 7 13
60%-40%
REGULAR 1 1 ) 4
40%-20%
DIFICIL 2 2 4
20%-0%
MUY DIFICIL

Tabla 3. Rangos de aciertos para los tres usos de la variable
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Se puede apreciar que las preguntas que se localizan con mas del 80% de aciertos son 11,
de las cuales 6 corresponden al uso de la variable como niimero general, 4 a la variable en
relacion funcional y 1 a la variable como incognita. 13 preguntas se encuentran en el rango
del 60 al 80% de aciertos, de las cuales 7 corresponden a la variable en relacion funcional,
3 a la variable como numero general y 3 como incdgnita. Cabe destacar que la mayoria de
las preguntas estan por arriba del 60% de aciertos, por debajo de este porcentaje solo se
encuentran 8 preguntas de las cuales 4 corresponden al uso de la variable en relacion
funcional. sin embargo, los porcentajes indican que es la variable como incognita especifica
la que tiene preguntas con porcentaje de respuesta correcta menores al 60% dandonos

indicio de que los profesores presentan mayores dificultades con este uso de la variable.

Podemos decir que el 25% de las preguntas tiene un porcentaje de respuesta correcta
menor del 60% y si este porcentaje lo tomamos como un puntaje podemos decir que los
profesores no aprueban. Lo que nos muestra que se tienen serias dificultades para
identificar a la variable en sus diferentes usos, asi como para interpretarla, representarla y

manipularla, sobre todo cuando se trata de incognitas.

Con base en el resultado cuantitativo de este diagnostico podemos darnos cuenta que los

profesores tienen las siguientes dificultades al trabajar con la variable:

La tendencia a no desarrollar expresiones algebraicas y realizar operaciones, o tienden a

determinar el valor por simple inspeccion.

No reconocer los diferentes usos de la variable, sobre todo cuando se trata de incognitas

especificas y de relaciones funcionales.
- No interpretar y manejar una relacion funcional expresada mediante una gréfica.

También encontramos que los profesores conocen y manejan los conceptos algebraicos
que les ensefian a sus alumnos solo que en la mayoria de las ocasiones no se reflexiona
acerca de la forma en que éstos se ensefian, para que los estudiantes los comprendan, en

este caso las variables.
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La identificacion de las dificultades que presentan los profesores, nos permitiran entender

de mejor manera sus respuestas, opiniones y participaciones en el desarrollo de las sesiones
del taller.

4.2 Analisis cualitativo de los resultados

En este punto se presentan los resultados del taller a partir del desarrollo de las sesiones.

Para realizar el analisis se tomo en cuenta:
e las respuestas a las preguntas planteadas al final de las lecturas

e las participaciones y comentarios que los profesores realizaban en cada una de las

sesiones

o el andlisis de las actividades que los profesores redisefiaron utilizando el modelo

3UV.

e las preguntas planteadas por los profesores en cada una de las actividades que

redisefiaron utilizando el modelo 3UV.

Los resultados y el analisis se presentan por sesion.

Sesién 1. Las dificultades de los niiios en el inicio del dlgebra.

Al iniciar la primera sesion se repartié el cuadernillo guia del taller a cada uno de los 57
profesores. Cabe mencionar que al principio los profesores estuvieron expectantes, no
preguntaban ni comentaban nada, solo escuchaban a la coordinadora del taller. El ambiente
se sentia un poco tenso, la coordinadora supuso que esta situacion se debia sobre todo a que
los profesores no sabian exactamente si se les evaluaria y si los resultados de dicha

evaluacidn las tendrian sus directores.
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La coordinadora ley6 el indice y los propositos de las sesiones. Se les aclaré que el
propdsito del cuestionario era una autoevaluacion de conceptos matematicos,
especificamente de algebra y del manejo de la variable. Se les coment6 que los resultados
servirian para el trabajo que estdbamos realizando, que nadie mas iba a tener acceso a
ellos e inclusive se les menciond que no era necesario que escribieran su nombre en el
cuestionario. Después de estas aclaraciones los profesores se relajaron y empezaron a

contestar las preguntas. Este trabajo lo concluyeron en dos horas.

Una vez que terminaron de contestar el cuestionario se analizaron en plenaria cada una de
las preguntas y respuestas de dicho cuestionario. A continuacion se presentan algunas de

ellas.
En la pregunta 2: Para la siguiente expresion, ;cudntos valores puede tomar x?
x+2 =2+x

La respuesta correcta es infinito nimero de valores. Poder responder esta pregunta implica
ver a la variable como un nimero general; reconocer que en esta expresion puede
representar una infinidad de valores y que no es necesario sustituir ningin valor ni obtener

una respuesta numeérica. Sin embargo un profesor comento:

Si a x le pongo un niimero por ejemplo 4+2 y hago la igualdad es un unico valor, estards
de acuerdo que al alumno generalmente se le traduce en un problema que tiene una

solucion unica.

En este caso, la respuesta del profesor refleja su tendencia a ver el dlgebra como la solucién
de ecuaciones, donde siempre hay que encontrar un valor numérico. El uso que el profesor
le da a la variable es como incdgnita y segun lo reportado en algunas investigaciones, es el

mayor uso que también se trabaja en los libros de texto (Landeros, 2003).

En la pregunta 5 del cuestionario: ;cudntos valores puede tomar la letra en la siguiente

expresion?

(c+1)°=x>+2x +1
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Muchos profesores contestaron que solamente puede tomar 2 valores y al comentar que la
respuesta correcta es infinito nimero de valores, un profesor respondié que el exponente
nos da el numero de resultados. Esto obedece a que los profesores defienden sus creencias
aunque éstas sean erroneas. Su analisis de la expresion se limita a inspeccionar los
exponentes y la tendencia a resolver cualquier expresion algebraica. No reparan que es una

identidad y que cualquier valor que se le asigne a la variable, la hara valida.

En la pregunta 11:

El perimetro de una figura se calcula sumando la longitud de sus lados. Escribe la

formula que expresa el perimetro de la siguiente figura.

Tanto los profesores como los alumnos, siempre quieren dar una respuesta numeérica, pues

se tiene la tendencia a asignar un valor a x, lo cual se puede apreciar en los siguientes

comentarios:
Ante la respuesta
P=2(x+5)+8 o0 2(x+5)+8
Un profesor dijo: esa seria una respuesta parcial porque no conocemos el valor de x.

Otros profesores preguntaron: /cudl es el valor de x?

En la pregunta 20: Considera la siguiente expresion
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y = 3+x
Si x toma valores entre 8 y 15, ;entre qué valores caerdn los valores de y?

La respuesta correcta es el intervalo 11<y < 18 sin embargo hubo respuestas de profesores

como la siguiente:

Si nos vamos con los chavos, el papel del maestro para poder calificar es estricto, y no nos

vamos a poner a revisar cada uno de los valores.

Lo que el profesor quiso decir con esta respuesta es que con los alumnos solamente se
deben manejar los valores 11 y 18, es decir solo los valores extremos del intervalo, no todo
el intervalo. Lo cual nos deja ver que el trabajo con intervalos no es algo que los profesores
trabajen en clase. Se limitan a determinar el valor de una variable a partir del valor de la
otra. Esto coincide precisamente con las preguntas relacionadas con intervalos de variacion

en este cuestionario donde se presentaron mayores dificultades.

En la pregunta 31 y 32. Dada la siguiente grdfica:

X

31. ;Para qué valor de x, se obtiene el valor mdximo de y?
32. ;Para qué valor de x se obtiene el valor minimo de y?

Un profesor comento:
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La grdfica representa una funcion cubica, pero como no se conoce la funcion no se puede

decir cual es el valor mdximo y cudl es el valor minimo.
Otro profesor comento:

No se aprecian bien los valores de la grdfica, por lo que no se puede determinar con

exactitud los valores maximos y minimos.

Como se observa, los maestros siempre tendran un argumento para justificar su
desconocimiento. Reconocer que no se sabe algo es muy dificil de aceptar cuando se tiene

la creencia que como maestros, y de matematicas, debemos saber todo.
El jefe del drea técnica de la asignatura de matematicas de la zona comenté:

Hablando honestamente la parte de funciones nos la saltamos porque es un tema que nos

cuesta mucho trabajo.

Este comentario, en este taller, cuyo propésito es que los profesores reflexionen sobre su
practica, nos permite ver que efectivamente es muy importante que los maestros acepten
sus limitaciones y que hagan algo por resolverlas. Los profesores no abordan el tema
relacionado con funciones que marca el programa porque es un tema dificil para muchos

de ellos.

El papel del profesor como el poseedor del conocimiento y ademas infalible se refleja en
las actitudes que tomaron los profesores al ir revisando el cuestionario ya que al ir leyendo
las preguntas la mayoria de los profesores contestaban en voz alta la respuesta numérica,

como hacen los estudiantes, un tanto para demostrar ante los demas sus conocimientos.

Algunos profesores decian que algunas preguntas eran confusas y no se entendia lo que se
preguntaba, pues no se podia dar una respuesta numérica. Ellos solamente conciben las
respuestas numéricas, esta concepcion que tienen los profesores se refleja en los

estudiantes.

La segunda actividad de la primera sesion consisti6 en la lectura del articulo que habla de
los errores que con mas frecuencia cometen los estudiantes de secundaria en el algebra.

Esta lectura se realizé de manera individual.

55



Después de la lectura los comentarios de los profesores coincidieron con lo que plantea la

lectura, algunos comentarios fueron:
Los nifios siempre quieren dar una respuesta numérica.

Los muchachos, al resolver una ecuacion simple y si el valor de x es 1, siempre quieren

dar el mismo valor a x, para ellos x siempre va a valer 1.

Cuando aplicamos la propiedad distributiva, cuando lo hacen con niimeros no se les hace

dificil pero si le ponemos letras se pierden.

Finalmente, los profesores tomaron conciencia de los errores que cometen los estudiantes,
pues otro profesor comentd: nosotros ya estamos contaminados y no visualizamos o no nos

preguntamos porqué los alumnos tienen esos errores

Como podemos ver, esta lectura ayudo a los profesores a reconocer que las dificultades que
tienen sus alumnos no son propias de ellos, ni s6lo de los nifios mexicanos. Son
dificultades que se presentan comunmente en cualquier estudiante cuando inicia el estudio
del algebra. Lograr que los profesores se hagan la pregunta ;por qué los alumnos tienen
esos errores? Es el primer paso para reconocer que hay algo en el proceso de ensefianza

aprendizaje que es necesario modificar.

Sesiéon 2. ; Qué son esas cosas llamadas variables? y el modelo 3UV
[

Esta sesion empez6 con la lectura del articulo “Qué son esas cosas llamadas variables” de
S. Wagner, que los profesores hicieron de manera individual, posteriormente contestaron
las preguntas planteadas en el cuadernillo. Después de la lectura no hubo comentarios al
respecto, y nos dimos cuenta que algunos profesores volvieron a leer el articulo, por lo que
creemos tuvieron dificultad para comprender la lectura, lo que les generd inseguridad para

expresar sus opiniones.
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Finalmente los profesores empezaron a hacer comentarios sobre la lectura: en matematicas
las letras representan valores, la diferencia entre las letras y los nimeros es que cada
numero tiene un unico valor y las letras o literales pueden tomar valores diferentes, hay

letras que solo asumen un valor como 1t o como e.

Con el propésito de ayudarlos, la coordinadora les planteaba preguntas como /que
diferencia hay entre la expresion 3mn y el nimero 345?, los profesores contestaron: la
expresion significa que hay que multiplicar el 3 con el valor de m y de n'y en el nimero
pues cada digito toma un valor de acuerdo a su posicion, pero no se trata de una

multiplicacion entre ellos.

Otros comentarios fueron: Lo primero es que cada uno de nosotros tendremos que volver a
leer el articulo para asimilar mejor su contenido; lo que hay que aceptar es que no

estamos acostumbrados a leer y mucho menos lo relacionado con nuestra materia.

Los profesores poco a poco fueron aceptando que se tienen carencias y debilidades con
respecto al concepto de variable. El aceptar que no se tiene todo el conocimiento, es
fundamental para empezar a indagar o investigar eso que se desconoce y para explorar
nuevas alternativas que hay para la ensefianza de las matematicas; sobre todo aquellas que

faciliten su aprendizaje.

Los contenidos de los talleres y/o cursos que la Secretaria de Educacion Publica imparte a
los profesores en servicio, dificilmente se incluyen temas matematicos; dichos cursos
generalmente se utilizan para hacernos llegar los programas institucionales que se
implementan a nivel nacional por parte de las autoridades educativas. Hace falta una
oferta de formaciéon y actualizacion que permitan al profesor adquirir mejores
conocimientos matematicos y estrategias didacticas que puedan implementar en su salon de

clases.

Posteriormente se hizo la presentacion del Modelo 3UV (mediante una presentacion de
power point), como un modelo que describe a la variable como un concepto matemaético
que tiene diferentes facetas que se muestran dependiendo del contexto en el que esté

presente. Se sefial6 ademas que en el dlgebra elemental aparecen esencialmente 3 usos de la
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variable: como nimero general, como incognita especifica y en relacion funcional. Se
establecid que cada uso estd asociado a una serie de aspectos que estan presentes en
cualquier actividad algebraica. Se preciso que el Modelo 3UV consiste en una descripcion
detallada de los aspectos basicos de cada uso de la variable y que son necesarios para
resolver los problemas que tiene que ver con el algebra elemental y que requiere

capacidades como: reconocer, interpretar, simbolizar y manipular las variables.

Se explicé que cuando hablamos de reconocer nos referimos a las acciones como percibir
ya sean patrones, reglas y métodos en secuencias y en familias de problemas; percibir en
una situacion problematica la presencia de algo desconocido que puede ser determinado
tomando en cuenta las restricciones del problema; la correspondencia entre variables; la

variacion.

Cuando decimos interpretar nos referimos a que debemos ser capaces de expresar de forma
oral o escrita el significado de una representacion simbdlica de un nimero general, o del
simbolo que represente un valor especifico, o del simbolo que represente un niimero cuyo

valor depende de otra variable.

Cuando hablamos de simbolizar nos referimos a tener la capacidad de representar
expresiones, enunciados, métodos, reglas utilizando simbolos o cantidades desconocidas
que pueden ser identificadas en problemas y utilizarlas para plantear ecuaciones o para

simbolizar una relacién funcional basada en el analisis de los datos.

Cuando hablamos de manipular nos referimos a la habilidad para operar con los simbolos
que constituyen las expresiones algebraicas. Durante toda la presentacion los profesores
estuvieron en silencio y atentos a la exposicion. Volvemos a destacar que para los
profesores no fue sencillo comprender los conceptos que se estaban exponiendo; pero son
temas que les resultaban interesantes, pues algunos comentaron, seria mds benéfico que en
los TGA (Talleres Generales de Actualizacion), se abordaran temas que nos aporten algo
nuevo, como éstos y no los que casi siempre se nos brindan. A partir del ciclo escolar
2010 -2011, hubo cambio en el nombre, ahora se llama Curso Basico de Formacion

Continua para Profesores en Servicio, sin embargo el contenido no cambio.
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Sesion 3. La variable como nimero general

La sesion empezo con la lectura del articulo “Los nifios y las variables” de Ursini (1994),
que se refiere al uso de la variable como numero general. Posteriormente se leyeron los
cinco aspectos que se consideran para este uso de la variable (Anexo 1). Estas actividades
se realizaron de manera individual.

Después se presentd y analizé un problema geométrico en el cual el uso de la variable es
como numero general. (Anexo 1) De acuerdo al Modelo 3UV, se trata de que los
profesores sean concientes de lo que implica poder resolver correctamente el problema.
También se presentaron las posibles preguntas guia que el profesor podria plantearles a los
estudiantes para comprender y resolver correctamente el problema.

En seguida, los profesores organizados en equipo modificaron una actividad de acuerdo al

modelo 3UV. En el cuadernillo guia del taller estan planteados dos problemas, asi cada
equipo decidi6 qué problema trabajar. También se les dio la opcion de que ellos plantearan
algun problema nuevo, sin embargo ningun equipo lo hizo.

Uno de los equipos trabajo el siguiente problema:

En las orillas de un rio crecen dos palmeras, una mide 30 metros y la otra 20 metros de
altura, en la parte alta de cada palmera hay un pdjaro. De pronto los dos pdjaros ven un
pez que aparece en la superficie del rio. Los dos pdjaros se lanzan sobre el pez y lo pescan
al mismo tiempo. Encuentra las expresiones algebraicas que permitan calcular las
distancias que recorren los pdjaros. La distancia entre las palmeras es de 50 metros.

Un profesor paso al pizarron para explicar como en su equipo resolvieron el problema.
Después de varias operaciones algebraicas, resulté que las distancias eran de 20 metros,
porque supuso que las distancias eran iguales. La coordinadora intervino, pues ningin
profesor cuestioné el resultado. La coordinadora sugiri6 que volvieran a leer el problema,
pues la pregunta del problema era encontrar una expresion algebraica y no el valor de las
distancias.

Los profesores se mostraban un tanto confundidos, por lo que se les mostré otro ejemplo
para esclarecer sus dudas.

Asi mismo se volvié a puntualizar que la dificultad para definir la variable esta en su
caracter multifacético, que los estudiantes no logran apropiarse de la esencia de este
concepto y desarrollar la capacidad de pasar de manera flexible entre sus distintos usos
(Matz, 1982; Usiskin, 1988; Trigueros and Ursini, 1999).Que las dificultades con la
variable puede ser una de las causas de sus dificultades para aprender algebra.
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Que lo que subyace a una buena comprension de la variable es la capacidad de:

Calcular y operar con los simbolos literales, comprender porqué son necesarias estas
operaciones, darse cuenta de la importancia que tienen las variables para modelar
situaciones de distinto tipo, distinguir entre sus diferentes usos, y pasar entre los distintos
usos de manera flexible. Integrar los distintos usos de la variable como caras distintas de un
mismo objeto matematico, que se revelan dependiendo de la situacion particular.

Que para lograr lo anterior, el Modelo 3UV propone el planteamiento de preguntas guia
que permitan al estudiante la mejor comprension de cada uno de los usos de las variables.

Por un lado ellos se daban cuenta de sus errores, sin embargo, estamos tan acostumbrados
a no ser reflexivos, y ademas, tenemos ideas que hemos aplicado por afios en nuestra labor
docente que son dificiles de cambiar, y tampoco estamos acostumbrados a que nos
cuestionen o a cuestionarnos la manera en que ensefiamos. A pesar de que como
profesores no aceptamos la critica y tampoco aceptamos que nos evalien, ellos
descubrieron que existen trabajos de investigaciéon de temas matematicos en los que
dificilmente habian reflexionado, y lo mas importante, como en el caso del Modelo 3UV
que se trata de una propuesta que se puede aplicar en el aula.

Finalmente los profesores presentaron las expresiones algebraicas que resuelven el
problema.

Una vez que pudieron comprender y resolver el problema, los profesores pudieron plantear
algunas preguntas que acompaiiarian al problema y que ayudarian a los estudiantes a
comprenderlo y resolverlo. A continuacién se presentan las consignas y preguntas que los
profesores plantearon:

Realiza el esquema que represente la situacion del problema

Esta consigna ayuda a que los estudiantes hagan una representacion de la situacién que se
les plantea y reconocer que se comprende lo que se dice y lo que se busca. Seria
conveniente que desde esta representacion los estudiantes utilizaran variables para
representar las distancias que no se conocen

¢ Cémo representas la distancia de la palmera al pez?
;Como representas la distancia de la otra palmera al pez?

(Qué representa la x?

Preguntas directas como éstas, exigen del estudiante que haga una representacion
algebraica de la situacion. Para representar, el alumno tiene que haber hecho una

60



interpretacion de los datos. Reconocer que hay datos que no conocen su valor y al
representarlos con una literal, sabe que existe, que es, que no lo conoce pero que tiene un
valor

En el segundo problema planteado:

En la siguiente secuencia deduce una regla para encontrar el nimero de cuadrados de la
enésima figura.

lsnnl

figura 1 figura 2 figura 3 figura 4 figura 5

Las preguntas guia propuestas por los profesores fueron las siguientes:

-De acuerdo a la figura 1,2 y 3, ;que numero de cuadros le corresponden a la figura 4y a
la figura 5?

¢Cuadles son las variables que intervienen?
- (Como identificas a las variables?
-¢Qué relacion existe entre el numero de figura y el nimero de cuadros?

Al plantear estas preguntas se trata que los estudiantes reconozcan que hay una secuencia
entre las figuras y que éstas siguen un patron, que reconozcan € interpreten a la variable

simbdlica como la representacion de una entidad general.

-¢Cudl es la regla general?

Una vez que reconocieron la secuencia y el patron, con esta pregunta los estudiantes

podran establecer la expresion algebraica que define el patron que siguen las figuras.
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En este problema, algunos profesores al plantear las preguntas, utilizaron los simbolos
que sugiere el modelo 3UV para identificar los aspectos de la variable que se estaban

utilizando, en este caso, G2, G3 y GS.

-¢Qué representa el No. Fig. en relacion al No. de cuadros? (G2)
¢ Qué figura contiene 10,000 cuadrados? (G3)

- ¢(Cudl es la expresion que define el resultado? (G5)

-¢ Existe alguna diferencia de la regla entre una figura par e impar? (G3) (G5)

En un primer intento para plantear las preguntas guia se observa que algunas de ellas no
son adecuadas para que los estudiantes puedan resolver el problema y a su vez que
interpreten a la variable simbodlica como la representacion de una entidad general,
indeterminada, que puede asumir cualquier valor (G2); que deduzcan reglas y métodos
generales, en secuencias y en familias de problemas (G3); y que simbolicen enunciados,
reglas 0 métodos generales (G5). Dado que el disefio de actividades, y la elaboraciéon de
preguntas no es una tarea sencilla, de ahi la importancia que los profesores conozcan esta
herramienta tedrica (El Modelo 3UV) y la utilicen para el redisefio de las actividades que

trabajan en el aula.

Sesién 4. La variable como incégnita

Esta sesion al igual que la anterior inici6 con la lectura del fragmento del articulo “Los
nifios y las variables” de Ursini (1994), que se refiere al uso de la variable como incognita
especifica. También se leyeron los cinco aspectos que se consideran para este uso de la

variable, de acuerdo al modelo (Anexo 1). Las lecturas se realizaron de manera individual.
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La siguiente actividad consistio en la presentacion y analisis de un problema geométrico en
el cual el uso de la variable es como incognita especifica (Anexo 1). Al igual que en la
sesion anterior, se trata que los profesores tomen conciencia de lo que implica para los
estudiantes resolver correctamente el problema, basados en esto, también se presentaron
las posibles preguntas guia que el profesor puede plantear a los estudiantes para guiarlos en

su proceso de aprendizaje.

En seguida, los profesores organizados en equipo redisefiaron una actividad de acuerdo al
modelo 3UV. En el cuadernillo guia del taller estan planteados dos problemas, asi cada
equipo decidié que problema trabajar. También se les dio la opcion de que plantearan
algin problema, sin embargo ningin equipo lo hizo. El problema que los profesores

expusieron fue el siguiente:

¢ Cudles son las dimensiones de un rectangulo (base y altura), cuyo perimetro es de 72 cm,

si la base es 3 cm mayor que la mitad de la altura?

Uno de los equipos presento el siguiente trabajo:

22 X

x/2+3

El dibujo que los profesores presentaron no representa correctamente la situacion que
plantea el problema. Se coment6 que es importante tener cuidado y verificar los datos antes
de presentarlos a los estudiantes, pues errores como éstos los confunden todavia mas. Sin

embargo las preguntas que plantearon fueron adecuadas para solucionar el problema.
;Como obtienes el perimetro del rectdngulo?

Esta pregunta hard que los estudiantes utilicen sus conocimientos previos, y el profesor

podra darse cuenta del dominio que éstos tienen del concepto de perimetro.
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(Como representas la altura del rectangulo?

Esta pregunta hara que los estudiantes representen mediante una variable el valor de la
altura del rectangulo, ellos estén reconociendo que hay un valor desconocido pero que se

puede conocer.

¢ Qué expresion representa la base de la figura?

(Qué haces para obtener la base del rectangulo?

Al plantear estas preguntas se trata que los estudiantes traduzcan a un lenguaje matematico

representado por una expresion algebraica la situacion del problema.
¢ Como expresas el perimetro del rectangulo?
Desarrolla la expresion para obtener el valor de la incégnita

Una vez que reconocieron que las medidas del rectangulo estan dadas por expresiones
algebraicas, los estudiantes podran plantear la ecuacion y finalmente operar para encontrar

el valor de la incognita.

Pudimos darnos cuenta que en esta sesion los profesores se llevaron menos tiempo para
plantear y redactar las preguntas guia que en la sesi6n anterior, lo que nos llevo a pensar
que les resulté menos dificil el desarrollo de la actividad. Sin embargo, se observo que no
todos los profesores tienen la habilidad ain de usar el modelo para plantear preguntas
adecuadas, pues hubo quienes plantearon preguntas que no resultan relevantes para el
aprendizaje de los estudiantes.

¢ Cudnto mide la altura del rectangulo?
-¢Cudnto mide la base del rectangulo?

-¢Con que formula obtienes el perimetro de un rectangulo?
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Esto nos demuestra que es necesario que a los profesores se nos ofrezcan cursos — talleres
como el que se implementd, con el objeto de hacernos llegar el resultado de las
investigaciones. Pero un solo taller no es suficiente para un cambio total. Este primer taller
es el agente que puede lograr que el maestro se interese y se motive en continuar con su
actualizacion. Un esfuerzo aislado es muy probable que no logre un buen impacto tanto en
el conocimiento de los maestros como en su trabajo en el aula y por supuesto en el
aprendizaje de los estudiantes.

Sesion S. La variable en relacion funcional

Al inicio de la sesion los profesores leyeron el fragmento del articulo “Los nifios y las
variables” de Ursini (1994), que se refiere al uso de la variable en relacion funcional.
También se leyeron los cinco aspectos que se consideran para este uso de la variable

(Anexo 1). Las lecturas se realizaron de manera individual.

La siguiente actividad consistio en la presentacion y analisis de un problema geométrico en
el cual el uso de la variable est4 en relacion funcional. (Anexo 1). La dinamica de trabajo
fue la misma que en la sesion anterior. Los profesores escogieron trabajar con el siguiente

problema:

Un tinaco se llena de agua a razon de 4 litros por minuto. Se quiere saber cudntos litros

tendra el tinaco en cierto tiempo. Encontrar la funcion que representa dicha actividad.
Las preguntas que los profesores plantearon son las siguientes:

-¢Cudntos litros de agua tendrd el tinaco en 3 minutos?

-¢Cudntos litros de agua tendrd el tinaco en 7 minutos?

-¢Cudntos litros de agua tendra el tinaco en 15 minutos?

65



Son estas preguntas las que haran que los estudiantes reconozcan que hay una relacion entre
el tiempo transcurrido y el volumen de agua del tinaco y tendran que obtener los valores de

la variable dependiente dados los valores de la variable independiente.
-¢De qué depende la cantidad de agua que tenga el tinaco?
-¢Cudles son las variables que intervienen en este problema?

Al plantear estas preguntas los alumnos podran reconocer que hay dos variables una

dependiente (volumen de agua) y otra independiente (tiempo).

- ¢Cuantos litros de agua tendra el tinaco en n minutos?

-¢Qué expresion algebraica se obtiene si relacionas la cantidad de agua que cae en el

tinaco y el tiempo?

Para los estudiantes serd mas sencillo plantear la expresion algebraica si ya reconocieron

cual es la relacion entre las variables

En esta actividad los profesores estuvieron muy participativos y plantearon un mayor

namero de preguntas guia.

Un profesor comento al término de la actividad que ahora ya podemos volver a contestar el
cuestionario. Este comentario nos deja ver que el maestro estd viendo al modelo como una
herramienta que le permite reflexionar en el problema algebraico que resuelve. Le permite
ir mas despacio y analizar lo que realiza y no “dejarse llevar” por la inercia de contestar

por contestar sin analizar el problema.

Las evidencias obtenidas en cada una de las sesiones nos muestran lo que cotidianamente

ocurre en los salones de clase de las escuelas secundarias.

Por un lado los profesores tenemos creencias fuertemente enraizadas con respecto al

algebra, algunas de ellas erroneas, estas creencias nos limitan a no analizar las causas por
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las que los estudiantes tienen tantas dificultades para comprender el algebra y que ésta
deficiente comprension los lleva a cometer errores que van arrastrando desde los niveles
basicos hasta incluso niveles universitarios. También encontramos que en los niveles
bésicos de la educacion, los estudiantes cometen los mismos errores en el manejo de la

variable que cometen sus profesores.

Por lo que estamos convencidos de la utilidad que tiene el curso- taller que se elaboré y se
implement6 y lo consideramos una buena opcién de actualizacion para los profesores, que
estan interesados en conocer y aplicar alternativas ya probadas en la ensefianza del algebra

que den como resultado una mejor comprension de las matematicas.

Sesion 6. Actividades Integradoras

Los profesores leyeron el contenido de la sexta sesion del cuadernillo guia del taller, alli se
explica que en las actividades integradoras se trabaja con los usos de la variable de forma
conjunta, es decir, se pasa de uno a otro durante la resolucion del problema y el propésito
es que los estudiantes desarrollen la capacidad de pasar entre los distintos aspectos y los
distintos usos de la variable de manera flexible. Se les presentd un ejemplo de una actividad
integradora para que observaran coémo se plantean preguntas de cada uso de la variable.

Por cuestiones de tiempo, en esta actividad no hubo oportunidad para que los profesores

expusieran su trabajo ante el grupo.

Lo que se observod en esta sesion fue que los profesores tuvieron dudas acerca del orden de
las preguntas para ir trabajando cada uso de la variable, asi mismo algunos maestros no
tenian mucha claridad respecto a como integrar los tres usos en un sélo problema, pero sus

dudas se fueron esclareciendo al presentarles el ejemplo, y con la participacion del grupo.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES

Una vez concluido el Taller para profesores de matematicas La ensefianza del algebra
escolar a través del modelo 3UV, y después de analizar los productos obtenidos en cada una

de las sesiones, se presentan las siguientes conclusiones.
Los profesores que participaron en el taller:

e Tienen dificultades en el manejo de los tres usos de las variables : para reconocer
los diferentes usos y sobre todo cuando se trata de incognitas especificas y de

relaciones funcionales.

e Tienen la tendencia a realizar operaciones y tratar de encontrar siempre un valor
numérico como respuesta y no aceptar expresiones algebraicas como tal al resolver

un problema

e Tienen dificultad para interpretar y manejar una relacion funcional expresada

mediante una grafica.

e Muchos de los participantes, se muestran reacios ante la critica sobre todo cuando se

trata de su trabajo docente.
e Dificilmente aceptan que se evalien sus conocimientos matematicos.

e Reconocieron y recapacitaron acerca de los errores que cometen los estudiantes y

ellos mismos en el manejo de las variables.
e Reconocieron sus debilidades en la ensefianza del algebra.
e Reconocieron que no lo saben todo y que es importante mantenerse actualizados.

e Reconocieron al modelo 3UV como un apoyo en su trabajo de ensefianza del
algebra. Sobre todo en el redisefio de problemas, planteando mejores preguntas que
puedan promover una mejor reflexion del problema a resolver y por lo tanto, una

mejor comprension del algebra.
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En el transcurso de las seis sesiones del taller, se presentaron algunas de las investigaciones
que se han realizado en relacion con el uso y manejo de la variable; de los errores que se
cometen al trabajar con la variable y su conceptualizacion, al leer estos trabajos los
profesores tomaron conciencia de sus limitaciones, reconocieron una de las causas por lo
cual sus alumnos tienen tantas dificultades para comprender el algebra, y conocieron una
estrategia alternativa para ensefiar el dlgebra. Lo anterior creemos seré de gran utilidad para
los profesores pues en la medidad que ellos tengan mas informacion tendran la posibilidad

de presentar actividades mejor disefiadas que facilite el aprendizaje del algebra a sus

estudiantes.

Una limitante del taller fue la cantidad de profesores y el tiempo que se destiné a cada una
de las sesiones, consideramos que con grupos mas reducidos se tendrian mejores resultados,

y trabajar una sesion por dia como se plane6 inicialmente.

Aun cuando los profesores se muestran reacios a ser evaluados, a ser cuestionados en sus
conocimientos matematicos y didéacticos, siempre estan esperando que alguien les ofrezca
recursos y apoyos para su trabajo docente. Motivarlos a actualizarse y a conocer y utilizar
otras estrategias o modelos en el aula, diferentes a lo que siempre han hecho, es todo un
reto. Un taller de 15 Horas, no es suficiente para que el profesor conozca a fondo el
modelo 3UV. Es importante que el profesor lo siga estudiando y vaya desarrollando esa
habilidad de plantear mejores preguntas que son las que guian el proceso de ensefianza y
aprendizaje. Esperamos que los profesores participantes en este taller sigan motivados en
el estudio y en el uso del modelo como una estrategia que puede apoyar su trabajo. Seria
muy valioso que también se pudieran implementar talleres exclusivamente para el
redisefio y analisis de actividades y lograr que cada colectivo docente pudiera elaborar
cuadernillos de actividades, bien planeadas, que pudieran trabajar en su saldn de clases, de

acuerdo a las necesidades de su escuela y de sus grupos.

Finalmente, como parte del gremio de profesores de matematicas en escuelas secundarias
del Estado de México, y después de haber cursado esta maestria, nuestra recomendacion es
que se sigan implementando talleres de este tipo a los profesores que desempefian su labor
en los niveles basicos tanto en primaria como en secundaria. Que las autoridades ofrezcan

los espacios y el tiempo para que los maestros tengan la oportunidad de conocer los
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resultados de las investigaciones en matematica educativa para que estos esfuerzos se

reflejen en el aprendizaje de los estudiantes mexicanos.

El haber cursado la maestria me dej6 una serie de ensefianzas en muchos aspectos: aprendi
primero a ser mas analitica y a ser reflexiva sobre todo con las respuestas erroneas que dan
los estudiantes a los cuestionamientos matematicos, esto me ha servido para buscar y
elaborar actividades que fomenten un mejor entendimiento de los conceptos matematicos

en los estudiantes.

El Proyecto de Desarrollo, también me dej6 una gran ensefianza, especificamente sobre el
algebra escolar, con toda la bibliografia especializada que no conocia, y que me ha sido de

gran utilidad en mi trabajo docente.
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Presentacion

Pedagogos, matematicos y profesores trabajamos para concebir las matematicas
mas como “una forma de pensar" que como "una forma de hacer" el reto para
nosotros como formadores de una disciplina es lograr que nuestros estudiantes
desarrollen habilidades de pensamiento y el uso de herramientas que les permitan
resolver problemas de su vida cotidiana y, mas aun, les motiven la curiosidad
innata que cada uno de nuestros nifios tiene por descubrir y explicar el mundo que
les rodea. El “Taller la Ensefianza del Algebra Escolar a través del Modelo 3UV”
se desarrolla en 18 horas de trabajo distribuidas en 6 semanas. A lo largo del taller
se presentan algunas lecturas que nos daran fundamentos tedricos para nuestro
taller y que tienen el propodsito de hacernos reflexionar y revalorar nuestra vision
sobre la ensefianza del algebra. El proposito del taller es que los profesores de
matematicas frente a grupo, conozcan una alternativa mas para la ensefianza del
algebra escolar; para que las y los estudiantes a su cargo, logren a su vez
conocimientos significativos que les sean Utiles en su proceso de aprendizaje del
algebra. Durante el desarrollo del taller los profesores podran compartir
experiencias exitosas, que han despertado el interés y gusto a nuestros
estudiantes por esta disciplina, y estamos seguros que muchos de ustedes, que
forman parte de esta comunidad, tienen grandes ideas que les gustaria compartir
ya que lo sustantivo de este taller lo constituye el deseo de los profesores por
hacer bien su trabajo, el reconocimiento de cuanto saben, de cuanto pueden

aportar y escuchar, para enriquecer las formas propias de ensefar.



Introduccion

La ensefanza y aprendizaje del algebra elemental puede centralizarse en el
concepto de variable (Schoenfeld y Arcavi, 1988), éste concepto es multifacético e
intentar definirlo en una sola concepcion complicaria la idea de como utilizarla
para tal fin, y a su vez, desviaria los propédsitos del algebra, es necesario
comprenderlo para su uso significativo en todas las matematicas y para lograrlo se
tienen que remontar una serie de obstaculos que necesitan ser superados, y que
puede depender, directamente, de la manera en que se introduce la iniciacion
temprana al pensamiento algebraico. El concepto de variable esta implicito en el
conocimiento del algebra de cualquier nivel e interpretarla adecuadamente como
un ente multifacético que puede aparecer con dos 0 mas usos en un mMismo

problema, puede ser fundamental en la comprensién del algebra elemental.

El modelo 3UV (Tres Usos de la Variable), es un marco tedrico que presentan
Trigueros y Ursini (2001) como una alternativa que analiza la problematica de la
ensefianza del algebra elemental a través del concepto de variable y donde se
resaltan los tres usos mas significativos: como incégnita, como numero general y
como relacién funcional de la misma, ademas el modelo analiza los problemas que
comunmente surgen en el aula, ideas para el disefio de estrategias que se pueden
usar como actividades en la practica docente y como un apoyo para el disefo,

diagnoéstico y evaluacion de materiales didacticos.

El taller “La Ensefianza del Algebra Escolar a través del Modelo 3UV” se propone
para profesores de matematicas frente a grupo como una estrategia
fundamentada en la reflexion de su propia practica. Esta reflexion supone la
comprension critica de las caracteristicas de su quehacer docente y que a partir

de ello es posible la reconstruccion colectiva y autbnoma de dicha practica y de



nuevos referentes que contribuyan al logro de mejoras significativas en los
resultados que se obtienen en la ensefianza del algebra escolar.

Descripcion del taller

Propésitos generales

A través de la realizacion de las actividades de este taller se espera que los
profesores:

1). Tomen conciencia de las dificultades que presentan los estudiantes en la
comprension de la variable en algebra elemental.

2). Conozcan el modelo 3UV, como una alternativa para la ensefianza del algebra
elemental.

3). Realicen analisis de actividades basadas en el modelo 3UV y disefien
secuencias didacticas tomando como referencia dicho modelo.

Propdsitos de las sesiones

e Reconocer las dificultades y errores que cometen los estudiantes al
aprender algebra, asi como las dificultades que tienen los profesores en
su ensefianza.

e Definir e identificar los errores que cometen los estudiantes al iniciar el
estudio del algebra escolar.

e Reconocer el modelo 3UV, y su propuesta en la ensefanza del algebra a
través de la comprension del concepto de variable.

e Analizar una actividad donde se presente a la variable como numero
general.

e Analizar alguna actividad donde se presente a la variable como incégnita.



e Analizar alguna actividad donde se presente a la variable en relacién
funcional.

e Analizar y disefiar una actividad integradora, en la cual se manejen los tres
usos de la variable.

Distribucion de actividades

Sesion Actividades Tiempo

Lectura de la presentacion,
introduccion y resolucion de
Primera cuestionario. Lectura comentada 3 horas
(Children’s Dificulties in Beginning
Algebra. Booth, L.)

Lectura comentada (What are these
Segunda things called variables? Wagner, S.). 3 horas
Presentacion del modelo 3UV.

Analisis y rediseno de un problema
Tercera tomando a la variable como numero 3 horas
general en base al modelo 3UV

Analisis y redisefio de un problema
Cuarta tomando a la variable como incégnita 3 horas
en base al modelo 3UV

Analisis y redisefio de un problema
Quinta tomando a la variable como relacion 3 horas
funcional en base al modelo 3UV

Andlisis y redisefio de un problema
Sexta que integre los tres usos de la 3 horas
variable tomando el modelo 3UV

Simbologia

~- & s )
Individual Equipo Plenaria




Primera sesion

LAS DIFICULTADES DE LOS NINOS EN

EL INICIO DEL ALGEBRA

&4  Que los participantes del taller reconozcan las dificultades y errores que
cometen los estudiantes al aprender el algebra.
Vel Que reconozcan las dificultades que tienen los profesores en la ensefianza

del algebra.

7¥ Hojas blancas tamafio carta

/¥ Hojas para rotafolio
/% Cuaderno de notas
/¥ Marcadores

/¥ Cinta adhesiva

/¥ Cuestionarios



PARA EMPEZAR... Trabajemos en taller

Tengan presente que esta guia debe ser desarrollada en taller, lo que implica un trabajo en colectivo

en un ambiente de respeto, tolerancia y comunicacion entre los participantes; esto favorecera el logro

de los propositos ya que la modalidad de trabajo, propicia el dialogo, la discusion y debate de las

ideas, la toma y establecimiento de acuerdos y metas para alcanzar la calidad educativa.

1

~

»~ Se iniciara el taller con una plenaria para dar la bienvenida a todos los maestros y

las maestras participantes.

Para tener un conocimiento del contenido de este taller, exploren de manera
individual los apartados que conforman esta guia; lean los titulos y subtitulos que
presenta e identifiquen los contenidos por abordar en las sesiones.

Realicen una lectura comentada de la Presentacion y de la Introduccidn, haciendo
las pausas necesarias para comentar lo leido; a continuacion analicen el proposito
general y los propositos de las sesiones a fin de establecer la relacion que existe

entre ellos.

Con base en la revision anterior y tomando en cuenta la pregunta que se formula
enseguida, escriban en sus cuadernos las expectativas personales que tienen
respecto al taller:
.Qué espero me aporte este taller acerca de la tarea que tengo como
profesor de matematicas?
Compartan sus textos personales y obtengan las expectativas del colectivo;
anotenlas en una hoja para rotafolio. Peguen la hoja en un lugar visible del
salon para contrastarlas con los logros que alcanzaran durante y al final de

las actividades del taller.

De manera individual los profesores resolveran el siguiente cuestionario que tiene
como finalidad diagnosticar el dominio de los tres usos de la variable que propone

el modelo 3UV (tres usos de la variable).



CUESTIONARIO

En los ejercicios que a continuacién se proponen, solamente escribe una formula. NO
CALCULES el niumero.

1. Escribe una férmula que exprese: Un nimero desconocido multiplicado por la
suma del mismo numero desconocido con 2 es igual a 6

Para cada una de las siguientes expresiones ;cuintos valores puede tomar
la letra?

2. X+2=2+x

3. atata+ta+10

4. 7x2=2x-5

5. (x+1)2=x2+2x+1

Para cada una de las siguientes expresiones escribe los valores que puede
tomar la letra:

6. (x+3)*=36
7. 4+x=2

102=2
8 1+x

Reduce las siguientes expresiones a una equivalente:

9. X+ 1)(x*-2)=

10. y>+2y +4y* Sy -8 =

10



11. El perimetro de una figura se obtiene sumando la longitud de sus lados. Escribe la
formula que expresa el perimetro de la siguiente figura.

12. En la siguiente figura, el poligono no es completamente
visible. Debido a que no sabemos cuiantos lados tiene el
poligono en total diremos que tiene N lados. Cada lado
mide 2 centimetros de longitud. Escribe una formula para
calcular el perimetro del poligono.

Observa la siguiente tabla:

Numero de puntos

Figura #1 o 1
Figura #2 (N 4
e e
Figura #3 o000 9
(N
(N N

Figura #4

13. ;Cuantos puntos habré en la figura # 4?

14. Dibuja la figura # 6 y da el nimero total de puntos.

11



15. Imaginate que puedes seguir dibujando figuras hasta la figura # m. ;Cuéntos puntos en
total tendra la figura # m?

Si x+3=y

16. ;Qué valores puede tomar x?

17. {Qué valores puede tomar y?

18. Siy =7 + x, ;qué les pasa a los valores de y cuando los valores de x aumentan?

Considera la siguiente expresién y=3+x.

19. Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mds pequefios que 10, ;qué
valores puede tomar x?

20. Si x toma valores entre 8 y 15, jentre qué valores caeran los valores de y?

21. Juan es 15 afios mayor que Santiago. La suma de las dos edades es 41.;,Cuales son las
edades de Juan y Santiago?

22. Rentar un automévil cuesta $25por dia, mas $0.12 por kilémetro. ;Cuantos kilémetros
puede manejar Diego en un dia, si solo dispone de $40?

12



Observa los datos de la siguiente tabla

" v 23. Determina qué pasa con el valor de y cuando el valor de x va
0 0 creciendo

10 100

-15 225

25 625

20 400

-10 100

15 225 | 24. (Para qué valor de x, alcanza y su valor maximo?

20 | 400 : Y '

25. ;Para qué valor de x, alcanza y su valor minimo?

26. Escribe la regla general que relaciona a la variable x con la variable y.

27. Si queremos que el valor de y esté entre 256 y 10000 ;entre qué valores tiene que estar
x?

28. Si x toma valores entre -2 y 26 ;entre qué valores estara y?

Dada la siguiente grafica:

101

0 10 0p ™0 2

X
'10' \
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29. ;Entre qué valores de x, los valores de y crecen?

30. ;Entre qué valores de x, los valores de y decrecen?

31. ;Para qué valor de x, se obtiene el valor maximo de y?

32. ;Para qué valor de x se obtiene el valor minimo de y
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En plenaria se hara la revision del cuestionario mostrando las respuestas
correctas y los resultados que arrojo el mismo, aplicado a otro grupo de

profesores en una investigacion realizada por Juarez (2002).

Lean el siguiente texto, en donde se expresan algunas ideas en torno a las

dificultades y errores que cometen los estudiantes en el aprendizaje del algebra.

LECTURA

.POR QUE ES DIFiCIL APRENDER ALGEBRA?

Una manera de intentar averiguar qué es lo que hace que el algebra sea dificil
aprender, es identificar los errores mas comunes que cometen los estudiantes e
investigar las razones de estos errores. Un proyecto de investigaciéon retomod
este enfoque y fue el conducto para verificar en algebra las Estrategias y
Errores en Matematicas en la escuela secundaria (SESM). El proyecto fue
dirigido en el Reino Unido de 1980 a 1983 (Booth 1984). Los estudiantes
involucrados en esta investigacion estaban en los grados de octavo a décimo
(edades entre 13 y 16) y habian estado estudiando el algebra en un programa
integrado desde el séptimo grado. Por consiguiente los estudiantes mas jovenes
ya habian realizado trabajos tipicos como; simplificacion de expresiones
algebraicas, factorizaciones simples, resolucién de ecuaciones lineales simples,
la sustitucion en formulas, y otros. Los estudiantes mas avanzados, también
habian estudiado fracciones algebraicas, ecuaciones cuadraticas y simultaneas,
graficas de igualdades y desigualdades, factorizaciones y simplificaciones mas
complejas. A pesar de las diferencias en edad y experiencia en el algebra, los
errores que cometian los estudiantes de los diferentes grados eran similares en
cada nivel. En las entrevistas con los estudiantes se mostré que muchos de
estos errores podrian ser por las ideas que ellos tienen en aspectos como:

a) El enfoque de la actividad algebraica y la naturaleza de las "respuestas”;
b) El uso de la notacion y convencién en el dlgebra;

c) El significado de las letras y las variables;
d) Los tipos de relaciones y métodos usados en aritmética.

EL ENFOQUE DE LA ACTIVIDAD ALGEBRAICA Y LA
NATURALEZA DE LAS RESPUESTAS

En aritmética, el objetivo de las actividades es encontrar respuestas numéricas
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especificas. En dlgebra, sin embargo, esto no es asi. En algebra el objetivo son
los procedimientos que derivan en relaciones, asi como la expresion de éstos en
una forma general y simplificada. Una razon para derivar tales relaciones
generales es usarlas como ‘“reglas de procedimientos" para resolver
apropiadamente los problemas y de ahi encontrar respuestas numeéricas, pero el
enfoque inmediato estd en la derivacion, expresion, y manipulacion de la
propia relacion en general. Muchos estudiantes no comprenden esto; ellos
todavia asumen que lo que se les esta requiriendo es una respuesta numérica.
Por consiguiente, los estudiantes pueden acudir a varias estrategias para
derivar una respuesta numérica, incluso estudiantes que obtienen un correcta
expresion algebraica no pueden verla como la respuesta apropiada (una
observacion particularmente vista por Chalouh y Herscovics [1984]).

Algunos estudiantes aparentan aceptar la posibilidad de una respuesta
algebraica, pero ellos tienden a asumir que por lo menos lo que se requiere
como respuesta es un "solo término” La idea sobre las respuestas de un solo-
término parece estar dentro de los errores que normalmente son observados en
los estudiantes al "simplificar" una expresion como 2a + 5b es igual a 7ab.
Este problema puede ocurrir porque los estudiantes tienen una dificultad
cognitiva en "aceptar una falta en el procedimiento” (Collis 1975), o
simplemente puede reflejar lo que se espera en aritmética que involucra esto
como una respuesta "correcta”" (Matz 1980).

Hay también otro aspecto en este problema: No sélo es reconocer a las
expresiones algebraicas como "respuestas,” si no que también la expresion
puede representar el procedimiento o relacion, por lo que la respuesta obtenida
es tomada como la propia respuesta. Por ejemplo, "'n + 3" puede ser como una
"instruccion” (o procedimiento) relacionando que 3 serdn agregados a la
variable n y como “respuesta,” al haber efectuado la suma. En el primer caso,
la expresion puede interpretarse como "agregue 3 a n"; y en el segundo, como
"otro nimero n con 3 unidades mas". Este "dilema del nombre-proceso" (Davis
1975) puede ser una fuente de dificultad considerable para el estudiante. Sin
embargo, este problema puede relacionarse mas estrechamente a la dificultad
de que los estudiantes estén aceptando respuestas algebraicas, al hecho de que
ellos tengan la misma expresion, la cual representa el procedimiento y a la vez
la respuesta.

LA NOTACION Y CONVENCION EN ALGEBRA

La interpretacion de los Simbolos por los estudiantes.

Parte del problema de los estudiantes al intentar simplificar expresiones tales
como 2a + 5b tiene que ver con su interpretacion en la operacion simbolica. En

aritmética, simbolos como (+) y (=) se interpretan tipicamente en términos de
las acciones a realizar, para el simbolo (+) se interpreta la accion de operar vy el
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simbolo (=) quiere decir escribir la respuesta (Behr, Erlwanger, y Nichols
1980; Ginsburg 1977). Semejante interpretacion no se restringe a los nifios de
la escuela elemental. Asi Kieran (1981) mostré dentro del contexto de
ecuaciones que los estudiantes de doce a catorce afios consideran tipicamente
al signo de igual como un simbolo unidireccional que precede una respuesta
numérica, como hizo Wagner (1977) en estudiantes de diecisiete afios. La idea
de que el simbolo de suma pueda ser la sefial de la accion de sumar para
obtener el resultado, asi como, el signo de igual puede verse como el indicador
de una relacion de equivalencia en lugar de un "escribir la respuesta”, puede no
ser apreciado rapidamente por el estudiante aunque ambas nociones son
necesarias en la comprension algebraica. La manera en que estd restringida la
lectura de la operacion del simbolo también estd dentro del dilema del
“nombre-proceso” descrito anteriormente.

En ejemplos como 2a + 5b, la accion actual asociada con el simbolo de suma
es a menudo obtener un conjunto de los términos, produciendo 7ab como una
respuesta. Esto quizas no les sorprende, debido a esas ideas tempranas de
suma donde se involucra el conjunto fisico de dos relaciones. Ademas, el hecho
de que la conjuncién de términos denota adicion aparece en aritmética; como
en fracciones mixtas (ej. 21/2 = 2 + 1/2) y también implicitamente en lugares
como un valor relativo (ej., 43 = 4 decenas + 3 unidades) pueden llevar a los
estudiantes a ver una situacion semejantemente en algebra (Matz 1980).
Ciertamente hay evidencia para mostrar que los nifios que nunca antes han
estudiado algebra muestran una tendencia fuerte a "simplificar" una expresion
como “a+b” esequivalentea “ab” (Booth 1984).

La confusion en el aspecto "espacio valor ", puede llevar a otro tipo de errores,
como se evidencia por alumnos de quince afios: que en la expresién Sy
sustituyen la “y” por un numero por ejemplo 4 y lo consideran como 54. Estos
hallazgos llevan a varias sugerencias.

El primero relaciona las ideas acerca del significado de las operaciones y del
simbolo igual que los nifios adquieren durante sus experiencias aritméticas
tempranas. Asi los nifios necesitan tener hechos conscientes que "2 + 3" no
s6lo representa una instruccion para agregar 2 y 3, si no también que el
resultado se obtiene realizando la suma. Esto podria hacerse, por ejemplo, no
sé6lo leyendo la expresion como "2 mas 3" o "adicione 2 y 3" si no también
como "el nimero que es 3 mas 2" Asi mismo se necesita enfatizar el valor
bidireccional del signo igual, ambos requieren una lectura apropiada del
simbolo (ejemplo "es igual a" en lugar de "hace,” como en" 2 mas 3 hacen 5")
y dando a los alumnos experiencia con expresiones de la forma 5 =2 + 3 (asi
como 1 +4 =2+ 3, etc.).

La segunda sugerencia se relaciona con la introduccion en algebra de unir
términos para representar multiplicacion (ej., 3n) - aparentemente la tendencia
fuerte que los nifios tienen es ver esto como la suma en lugar del producto (o
como un representacion del espacio-valor) puede indicar que la introduccion
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debe retardarse y que el producto debe escribirse totalmente (n x 3 0 3 x n) por
un periodo sustancial cuando los estudiantes empiezan con el algebra. Incluso
cuando la forma abreviada se introduce, puede ser sabio el continuar

escribiendo el producto también en su forma extendida, por lo menos en el
periodo de su introduccion.

Tercero, con la expresion "2 manzanas mas 5 platanos” se puede aprovechar el
problema para obtener una representacion como 2m + 5p, la cual les puede ser
util. Pero no solo es incongruente y erroneo, si no anima a ver incorrectamente
el significando de las letras, pero también puede ser usado por los estudiantes
para justificar su simplificacion de 7mp. Asi en la investigaciéon de SESM, el
mismo nimero de estudiantes usé esta ilustracion para explicar por qué 2m +
5p eran igual a 7mp (2 manzanas mas 5 platanos son 7 manzanas y platanos)
como aquéllos que lo usaron para explicar por qué 2m + 5p no puede ser
simplificada mas alla.

Versi6én tomada y traducida exclusivamente para este taller de:
Children’s Difficulties in Beginning Algebra
Lesley R. Booth.

LECTURA

;,QUE SON ESAS COSAS LLAMADAS VARIABLES?
Por SIGFRID WAGNER, Universidad de Georgia, Atenas, GA 30602,

Una de mis historias favoritas acerca de otra concepcion errdnea sobre las
variables: “el tema de la leccion era enteros consecutivos”, el maestro estaba
intentando preparar a los estudiantes para el x, x+1,...simbolizado con literales
para empezar con un ejemplo numérico. “;cudl es el siguiente entero
consecutivo después de 17?”, pregunt6. Un estudiante contesté “dieciocho”
conociendo que la representacion para agregar 1 seria un problema para los
estudiantes, el maestro preguntd “que tenemos que hacer al 17 para que sea
187" “agregar 1”, respondieron.”Bien”, dijo el maestro. “ahora supongamos
que usamos X para representar un numero entero desconocido. Como podemos
escribir el siguiente nimero estero después de x? es decir como podemos
representar el niimero que obtenemos cuando agregamos 1 a x?”, sin vacilacion
la respuesta fue “y.” Esta confusion entre el orden lineal del alfabeto y el orden
lineal de los niimeros enteros es un error comun de los estudiantes que se estan
iniciando en los simbolos literales Wagner 1981).

Version tomada y traducida exclusivamente para este taller de:

.Qué son esas cosas llamadas Variables?
Por SIGRID WAGNER, Universidad de Georgia, Atenas, GA 30602,
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¢ A Al concluir la lectura, contrastenla con su experiencia personal y contesten las

siguientes preguntas.

e /Cual es la diferencia entre un enfoque aritmético y un
enfoque algebraico en matematicas?

e De acuerdo a la lectura, ;Cuales son los errores mas
comunes que cometen los estudiantes en el inicio del
algebra?

w ~ Organizados nuevamente en equipos, comenten la lectura, discutan sus
reflexiones y compartan las respuestas que dieron individualmente a las
preguntas planteadas. Analicen los diferentes puntos de vista que surjan y
lleguen a acuerdos en torno a lo discutido. Establezcan un modo de presentar la

informacion a los demas compaiieros.
(1] ~# En plenaria, compartan sus conclusiones y rescaten las ideas principales que se

expresen acerca de los errores mas comunes que cometen los estudiantes

cuando se inician en el algebra.
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Segunda sesion

¢QUE SON ESAS COSAS LLAMADAS

VARIABLES? Y EL MODELO 3UV

Propositos

A  Conocer algunas de las definiciones del concepto de variable.

Ve g Identificar los usos de la variable que con mas frecuencia se manejan en el
algebra escolar y que propone el modelo 3UV

Ve Que conozcan el modelo 3UV, el sustento tedrico y su propuesta en la

ensefianza del algebra.

Materiales

/¥ Hojas para rotafolio

/¥ Cuaderno de notas

7¥ Marcadores

/¥ Cinta adhesiva

7% PC, cafién

/¥ Presentacion del modelo 3UV
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Activldides

V.' A Lean el siguiente texto, en donde se expresan algunas ideas en torno al

concepto de variable.

LECTURA

¢QUE SON ESAS COSAS LLAMADAS VARIABLES?

La pregunta es ;por qué los simbolos literales son faciles de usar para los
estudiantes elementales y pueden causar problemas en los estudiantes
avanzados?, investigaciones recientes han identificado varios factores que
hacen a los simbolos literales faciles de usar pero dificiles de entender.
Algunos de estos factores pueden agruparse en dos titulos principales:

1. Los simbolos literales son como niimeros, pero diferentes.
2. Los simbolos literales son como palabras, pero diferentes.

Letras como numeros pero diferentes.

Similitudes. Ademas de las coincidencias entre letras y nimeros, hay otras
similitudes y es que algunas letras como “n” y “e” actian como numerales
porque son simbolos estandar de numeros que no tienen una representacion
simple de digitos. Otra similitud entre letras y numeros es que en ocasiones
aparecen juntos en expresiones matematicas. De hecho una de las primeras
formas que los estudiantes ven a las literales es en expresiones abiertas como:
n+3=17 6 46-x=28, en la cual las letras aparecen en toda la expresién con
numeros, signos de operaciones y simbolos de relaciones. En otras palabras las
letras se ven como si ellas solo fueran numeros. Resolviendo esas expresiones
abiertas para el “(verdadero) valor” de n 6 x puede ser la similitud mas
contundente entre letras y nimeros, es decir, que una letra puede actuar como
un nimero temporalmente, el simbolo que se escriba hasta deducir cudl es el
numero perdido y se pueda escribir el niimero real. Es cuando los estudiantes
aprenden acerca de los reemplazos, donde las limitaciones de la interpretacion
de letras como numeros parecen obvias. Es entonces que los estudiantes deben
comenzar a comprender que los simbolos literales son mas que solo niimeros
elegantes.

Diferencias. Matematicamente hablando, las diferencias mas significativas
entre letras y nimeros, es que unos solo aluden a que los numerales representan
a un solo valor y las letras pueden representar simultineamente e
individualmente, diferentes valores, como en 0<n<20 6 y= 3x+2. Esta
propiedad de representacion simultanea que referimos es cuando nosotros
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llamamos variables a los simbolos literales, sabiendo que algunos de estos
simbolos dependiendo del contexto pueden representar  un numero
desconocido o incluso una constante, esta propiedad de representacion
simultanea, en combinacion con alguna otra caracteristica de los simbolos
literales que mencionaremos en la siguiente seccion, es lo que le da al lenguaje
matematico la capacidad para realizar expresiones generales definiciones,
axiomas, teoremas, férmulas y otras - en una forma concisa y precisa.

Matz (1979), puntualiz6 otras dos diferencias entre letras y numerales. Una es
la yuxtaposicion, convencion que usamos con letras y numerales para indicar
una multiplicaciéon, como en 3mn, en contraste con el valor posicional que
tienen los numerales solos, como en 347. Claro, la razén de la yuxtaposicion,
es que las letras y los numerales vienen de diferentes sistemas de simbolos, y
las letras pueden representar nimeros de un solo digito o nimeros con muchos
digitos. De esta forma en una expresion como 3mn se puede interpretar como
el producto de 3 my n.

Sugerencias para la enseiianza

(Como podemos como maestros ayudar a los estudiantes a desarrollar una
mejor comprension de los simbolos literales? primero necesitamos estar
concientes de las diferentes formas en que esos simbolos son utilizados y
reconocer sus caracteristicas en los diferentes contextos. Después, necesitamos
alertar a los estudiantes de las propiedades de los simbolos literales y
puntualizar que las caracteristicas pueden ser similares a palabras o
numerales y qué caracteristicas son unicas de los simbolos literales.

Si queremos que los estudiantes tengan una apreciacion real del poder de los
simbolos literales y ahora no ser aplastado por un largo y probablemente
discurso sin sentido sobre sus caracteristicas, entonces necesitamos introducir
esas ideas gradualmente como los diferentes usos de los simbolos literales
aparecen en la curricula. Por ejemplo en los primeros grados, cuando usamos p
como la etiqueta de un punto o n para denotar un numero, podemos decir que
esas letras son como abreviaciones de palabras. Posteriormente, cuando
usamos arbitrariamente letras como etiquetas, podemos explicar que esas letras
son como nombres de cosas. Cuando empezamos a usar arbitrariamente letras
en contextos numéricos, debemos mencionar que no hay una conexion entre el
orden alfabético y el orden numérico.

.QUE SON ESAS COSAS LLAMADAS VARIABLES?

Como los estudiantes vayan avanzando en el algebra, pueden empezar a darse
cuenta que las letras se pueden comportar como numerales cuando representan
a un solo nimero y que puede ser sujeto de operaciones numéricas y
relaciones; ellos también pueden darse cuenta que una letra se comporta de
forma diferente que un numero  considerando la convencién de la
yuxtaposicion y el signo de los numeros. Ellos reconocen que una letra es
similar a una palabra cuando significan diferentes cosas en diferentes
contextos, pero que una letra es diferente a una palabra en que se refiere a la
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misma cosa a través de todo el contexto.

Considerando la analogia del espacio vacio entre palabras y simbolos literales
puede ayudar a los estudiantes a apreciar que las letras hay veces representan
numeros diferentes en forma simultanea. Es en este punto que podemos
discutir la propiedad de los simbolos literales, la libertad de la delimitacion, y
nosotros podemos contrastar la generalidad de las letras con la pobre
connotacion de las expresiones verbales.

Mas adelante debemos sefialar a los estudiantes que la delimitacién del campo
de un simbolo literal no es solamente una prerrogativa sino una obligacién- una
obligacién que algunos autores de libros de texto lo pasan por alto o no lo
hacen explicito. Podemos ayudar a los estudiantes delimitando el campo de los
simbolos literales que se utilizan en los ejercicios de los libros de texto y
explicar que un campo sin especificar generalmente se asume dentro de los
nameros reales.

La libertad de escoger los simbolos literales parece ser una idea que los
estudiantes rapidamente repiten, pero lentamente lo internalizan. Algunos
estudiantes quienes dicen que diferentes letras se pueden usar para representar
la misma cosa en ocasiones creen que diferentes letras pueden representar
cosas diferentes.

Por ejemplo, en estudiantes de prealgebra y los que empiezan en el algebra
piensan que cambiando la incognita en una ecuacion se puede cambiar también
la solucion (Wagner 1981). Podemos checar esta concepcidon errénea,
preguntando a los estudiantes cual es la solucion de la ecuacién, y a un lado
escribir la misma ecuacion con una incognita diferente y preguntandoles la
solucidn de la segunda ecuacion sin resolver.

Posteriormente, en el curso de algebra, cuando demos ejemplos numéricos de
las propiedades de los numeros, como la ley asociativa o la ley distributiva,
podemos usar ejemplos en los cuales letras diferentes tengan el mismo valor.
Naturalmente, nosotros queremos enfatizar la generalidad de las propiedades
de los nimeros tomando en forma arbitraria (y usualmente diferentes) valores
para cada letra en una expresion matematica. Pero si siempre evitamos los
casos especiales en donde dos o mas letras tengan el mismo valor, podemos
inadvertidamente reforzar la falsa creencia que letras diferentes representan
numeros diferentes.

Version tomada y traducida exclusivamente para este taller de:

. Qué son esas cosas llamadas variables?
Sigfrid Wagner, University of Georgia
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LOS USOS DE LAS VARIABLES ALGEBRAICAS

El concepto de variable es una de las ideas fundamentales en matematicas
desde la escuela elemental hasta la universidad (Davis 1964; Hirsch y Lappan
1989). Este concepto es tan importante que su invencion ha constituido un
parteaguas en la historia de las matematicas (Rajaratnam 1957).

Sin embargo, las investigaciones indican que los estudiantes experimentan
dificultades con el concepto de variable, estas dificultades se explican en parte
por el hecho de que en matematicas, las variables son usadas en diferentes
formas (Rosnick 1981; Schoenfeld y Arcavi 1988; Wagner 1983).

Definicion de variable

La nocion de variable representando una cantidad que varia la introdujeron por
primera vez los inventores del célculo infinitesimal, Gottfried Wilhelm
Leibnitz (1646 — 1716) y Sir Isaac Newton (1643 — 1727). El concepto de
variable se relaciona con el concepto de funcion. De hecho, fue Leibnitz el que
introduyjo el término de funcion y variable (Kline 1972).

El enlace entre el concepto de variable y el concepto de funcién continué a lo
largo de la primera mitad del siglo XX, como se puede ver en la siguiente
definiciéon: “Relaciona nimeros que cambian juntos, como X y y en una
ecuacion, son llamadas variables. Cuando una variable depende de otra para su
valor se dice que esta en funcion de la otra variable” (Upton 1936, 239). La
mayoria de los libros de texto distinguian entre cantidades representando
valores Unicos, los cuales fueron llamados constantes, cantidades representando
muchos valores, los cuales fueron llamados variables. La definicion dada por
Osborne (1909) es tipica para ver esta diferenciacion: “Una cantidad la cual
puede asumir un nimero ilimitado de valores es llamada variable. Una cantidad
cuyo valor no cambia, es llamada constante. Por ejemplo, en la ecuacion del
circulo x> + y* = a%, la “x” y la “y” son variables, y “a” es constante (Osborne,
1909, 1).

La reforma matematica, movimiento que se dio a finales de los 1950s y
principios de los 1960s, trajo un cambio sustancial en la definicion de variable,
un cambio que ahora sigue predominando.

Buscando unificar conceptos en el curriculo de mateméticas, el concepto de
variable se ensefid desde el principio en una forma mas general, resultando que
todos los simbolos literales se denominaran como variables (Kieran 1989).

La variable no siempre estuvo asociada con el concepto de funcion, y en vez
de eso se le asocié con coleccion. En un estudio sobre libros de texto de
matematicas publicado a finales de los 1950s y principios de los 1960s,
Tonnessen (1981) encontré que casi cada libro de texto defini6 a la variable ya
sea explicita o implicitamente como un simbolo que refiere a una coleccién que
consta por lo menos de dos elementos. Asi, casi todos los usos de los simbolos
literales fueron variables. Incluso la literal x en la expresion x+3 =7 es una
variable, porque x representa cualquiera de los elementos de la coleccion, no
manifestada, pero implicitamente asumida en el dominio, que estd en los
ntmeros reales, los numeros racionales, los enteros, los numeros naturales y
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mas. Con tal de que el dominio tenga por lo menos dos elementos, x es una
variable. Los unicos ejemplos de una no variable pueden ser numerales o
simbolos de numeros especificos, tales como la base del logaritmo natural, el
nimero e¢; la velocidad de la luz, ¢; y n. Un ejemplo tipico de la definicion de
variable en libros de texto escritos durante los ultimos 30 afios, la encontrd
Dolciani et al. (1967), en la cual una variable se define como “un simbolo que
puede representar alguno de los miembros de una coleccion especifica, llamada
coleccion sustituto o dominio de la variable”

Version tomada y traducida exclusivamente para este taller de:

LOS USOS DE LAS VARIABLES ALGEBRAICAS
Philipp Randolph A

Al concluir la lectura, de manera individual registren en su cuaderno las ideas
principales que plantea el texto en torno a la problematica planteada.
Contrastenlas con su experiencia personal, ademas, tomen en consideracion las
siguientes preguntas como guia de reflexion:

e ;Qué similitudes hay entre las letras usadas en algebra y los

nimeros?

e ;Qué diferencias hay entre las letras (literales) y los
numeros?

e Después de la lectura, ;cambid su concepto de variable?
Explique.

Organizados nuevamente en equipos, comenten la lectura, discutan sus
reflexiones y compartan las respuestas que dieron individualmente a las
preguntas planteadas. Analicen los diferentes puntos de vista que surjan y
lleguen a una definicion del concepto de variable por equipo. Establezcan un
modo de presentar la informacién a los demés compafieros.

En plenaria, compartan sus definiciones del concepto de variable.

En plenaria, se hard la presentacion del Modelo 3UV en una presentacién

Power Point.

25



Tercera sesion

LA VARIABLE COMO NUMERO

GENERAL

/% Que analicen una actividad donde se presente a la variable como nimero general

7¥ Que redisefien una actividad donde se presente a la variable como numero general

utilizando el modelo 3UV

/¥ Hojas para rotafolio
7¥ Cuaderno de notas
/¥ Marcadores

/¥ Cinta adhesiva

7¥ PC, caiién

/¥ Libro de texto
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Los alumnos y la variable como nimero general.

La habilidad para generalizar es una de las caracteristicas mds importantes de la
inteligencia (Krutetskii). Es una habilidad general, esto es, se usa en diferentes campos y
aparece desde edades muy tempranas. Sin embargo Krutetskii y su grupo encontraron que
la habilidad para generalizar en matematicas es una habilidad especifica: es la habilidad de
generalizar relaciones numéricas y espaciales, expresadas a través de numeros o simbolos
literales. Encontraron ademds que existe una relacion muy estrecha entre la habilidad para
generalizar material matematico y la habilidad para estudiar matematicas. Argumentan, por
ejemplo, que los alumnos que tenian facilidad para las matematicas, podian detectar
rapidamente cuales eran los rasgos generales que caracterizaban situaciones exteriormente
distintas, mientras que los alumnos menos habiles necesitaban mucho entrenamiento y
practica para poder generalizar. Un punto enfatizado por Krutetskii es que la habilidad
matematica y en particular la habilidad para generalizar en matematicas, no son habilidades
innatas sino adquiridas. Este es un hecho crucial que hay que tomar en cuenta cuando se
disefian ambientes de ensefianza para ayudar a los alumnos a desarrollar la habilidad para
generalizar en matematicas. Distintos estudios que investigaron la capacidad que tienen los
alumnos para trabajar con la variable como numero general cuando aparece en tareas
algebraicas tradicionales, encontraron que la gran mayoria tenia dificultades para trabajar
con esta caracterizacion de la variable. Se encontr6 (Kiichemann, 1980; Booth, 1984), por
ejemplo, que los alumnos tienden a interpretarla de varios modos distintos dependiendo del
problema: la ignoran; la interpretan como una incégnita especifica asignandole un valor
especifico; la interpretan como un objeto. Resultados similares se obtuvieron en un estudio
desarrollado en México con alumnos de secundaria (Avila, et al., 1990).

Estos resultados muestran que ante la necesidad de interpretar un simbolo literal usado para
representar un numero general los estudiantes estan bastante desorientados. Booth (1984),
por ejemplo, sugiere que los alumnos tienden de manera “natural” a interpretar las letras
como numeros especificos. Tanto Booth (1984) como Kiichemann (1980) sugieren que la
dificultad para interpretar la letra como un nimero general puede depender del desarrollo
cognitivo.

Los niiios y las variables

Sonia Ursini Legovich
Departamento de Matematica Educativa
CINVESTAV —IPN
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Numero general

De acuerdo con el modelo 3UV, la variable como numero general considera los siguientes

aspectos:

- Gl Reconocer patrones, percibir reglas y métodos en secuencias y en familias de

problemas.

- G2 Interpretar la variable simbélica como la representacion de una entidad

general, indeterminada, que puede asumir cualquier valor.
G3  Deducir reglas y métodos generales en secuencias y familias de problemas.
G4  Manipular (simplificar, desarrollar) la variable simbdlica.

- G5 Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales.

Actividades

Presentacion y analisis de un problema geométrico donde se trabaja a la variable
como numero general.

Se plantean problemas para que, tomando como base el modelo 3UV los profesores
los redisefien. Dichas actividades las podran utilizar para el disefio de secuencias

didacticas. Esta actividad se trabajard por equipo de 4 personas.
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Actividad 1

Para el disefio de actividades se analizar4 el siguiente problema.

¢ Calcular el perimetro y el 4rea de la siguiente figura.

(x+3)2 12

¢ ;Qué implica resolver este problema?

¢ ;Qué preguntas se podrian hacer para guiar al estudiante?

Resolver este problema implica:

¢ Interpretar x como un nimero general y la expresion (x+3)? como una expresion
que representa una medida.

¢ Operar con (x+3)? como si fuera un numero, para expresar la base del rectangulo
(x+3)*+ 12.

7~ Manipular las expresiones para obtener una expresion mas simple de las ecuaciones
de2°gradox*+3x—-7=0y x*+3x-27=0.

Posibles preguntas guia para este problema:

. Qué representa x?
(;Cuantos valores puede tener?
,Coémo expresas la medida de la base del rectangulo?

. Como expresas su area?

NN
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Actividad 2

Disenar la siguiente actividad de acuerdo con el modelo 3UV

En las orillas de un rio crecen dos palmeras una mide 30 metros y la otra 20 metros de
altura, en la parte alta de cada palmera hay un pajaro. De pronto los dos pajaros ven un pez
que aparece en la superficie del rio. Los dos pajaros se lanzan sobre el pez y lo pescan al
mismo tiempo. Encuentra las expresiones algebraicas que permitan calcular las distancias
que recorren los pajaros. La distancia entre las palmeras es de 50 metros.

En la siguiente secuencia deduce una regla para encontrar el nimero de cuadrados de la
enésima figura.

Sfuanl

figura 1 figura 2 figura 3 figura 4 figura 5
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Cuarta sesion

LA VARIABLE COMO INCOGNITA

‘ Propésitos

/¥ Que analicen una actividad donde se presente a la variable como incognita
/¥ Que redisefien una actividad donde se presente a la variable como incognita

utilizando el modelo 3UV.

/¥ Hojas para rotafolio
/¥ Cuaderno de notas
/¥ Marcadores

7¥ Cinta adhesiva

/¥ PC, caiidén

7% Libro de texto
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Los alumnos y la variable como incognita especifica

Los nifios que inician en el estudio del algebra son capaces de razonar con incégnitas y
encontrar el valor correcto cuando éstas aparecen en problemas verbales simples y también
son capaces de trabajar con la variable como incognita especifica cuando ésta aparece en
ecuaciones de un paso de la forma ax = b, a +x = b y x + a = b (Kieran, 1984). De lo
anterior se muestra que frente a problemas verbales simples o ecuaciones algebraicas de un
paso, los nifios que inician el estudio del 4lgebra son capaces de conceptualizar una
incognita especifica y determinar su valor, deshaciendo las operaciones, o empleando el
“ensayo- error” Sin embargo, cuando una incognita especifica aparece en ecuaciones con
una estructura mas complicada, los nifios tienen serias dificultades para trabajar con ellas.
Para resolver estas ecuaciones es necesario realizar primero ciertas operaciones numéricas,
operar con la incégnita 0 ambas cosas. Esto implica la capacidad de percibir la ecuacion de
manera global a fin de reordenar los términos, antes de intentar calcular el valor de la
incdgnita especifica (Hercovics y Linchevski, 1991b). Cuando se enfrentan a este tipo de
ecuaciones, los novatos usan diferentes estrategias a fin de evitar operar con los numeros y
con las incognitas. Por ejemplo una de las estrategias es cortar la ecuacion después del
signo de igualdad cuando la ecuacion tiene mas de un término, e ignorarlos otros. (p. €j.
Resolver la ecuacion 4+ x -2+ 5=11+3 -5 como si fuera la ecuacion 4 + x -2 + 5=
11 (Kieran, 1984). Los nifios también tienen dificultades para determinar el valor de la
incégnita especifica cuando esta aparece en ambos lados del signo de igualdad (Kieran,
1984; Filloy y Rojano, 1984, 1989; Herscovics y Linchevski, 1991a). Filloy y Rojano
(1984, 1989), por ejemplo, encontraron que el paso de la resolucién de ecuaciones de la
forma x + a = b a la resolucion de ecuaciones de la forma ax + b = ¢x + d, no es inmediato
ni espontaneo. Para resolver este tipo de ecuaciones, es muy frecuente que los nifios que
inician el estudio del algebra usen el ensayo y error y asignen diferentes valores a las
diferentes apariciones de la incgnita especifica en una misma expresion (‘polisemia’). La
“polisemia”, sin embargo, puede evitarse cuando se aclara a los alumnos de manera
explicita que todas las apariciones de la incégnita especifica representan el mismo valor
(Herscovics y Linchevski, 1991a).

Estos resultados ponen en evidencia las dificultades que los nifios tienen para operar con o
sobre la incognita especifica. La ensefianza tradicional que tiende a desarrollar y fortalecer
las habilidades manipulativas no parece ser adecuada para ayudar a los nifios a superar estas
dificultades. Ademas, parece ser que algunos de los acercamientos a las incognitas
especificas usados en la escuela primaria pueden ser los que originan algunas de las
estrategias incorrectas que usan los nifios para resolver ecuaciones.

Los nifios y las variables

Sonia Ursini Legovich
Departamento de Matematica Educativa
CINVESTAV - IPN
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De acuerdo con el modelo 3UV, la variable como incognita considera los siguientes

aspectos:

11 Reconocer e identificar en una situacion problematica la presencia de algo
desconocido que puede ser determinado considerando las restricciones del
problema.

12 Interpretar las variables simbdlicas que aparecen en una ecuacion como la
representacion de valores especificos.

13 Sustituir la variable por el valor o los valores que hacen de la ecuacion un
enunciado verdadero.

714 Determinar la cantidad desconocida que aparece en ecuaciones o problemas
realizando las operaciones algebraicas y/o aritméticas.

I5 Simbolizar las cantidades desconocidas identificadas en una situacion
especifica y utilizarlas para plantear ecuaciones.

Actividades

Presentacion y andlisis de un problema geométrico donde se trabaje a la variable
como incognita.

Se plantearan problemas para que, tomando como base el modelo 3UV los
profesores los redisefien. Dichas actividades las podran utilizar para el disefio de
secuencias didacticas. Esta actividad se trabajarda por equipo de 4 personas.

Tiempo estimado 1 hr.
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Actividad 1

Para el diseiio de actividades

Cual es el valor de x si el 4rea del rectangulo total mide 456

(x+3)2 12

7 (Qué implica resolver este problema?

¢ ;Qué preguntas se podrian hacer para guiar al estudiante?

Resolver este problema implica:

Operar con (x+3)? + 12 para expresar el area 6[(x+3)* + 12] = 456

Sustituir los valores dados para el area y obtener las ecuaciones:

Interpretar la x como una incognita.

Realizar las operaciones algebraicas y aritméticas necesarias para determinar el
valor de x.

TNA9

Posibles preguntas guia para este problema:

¢ ;Como expresarias la medida de la base del rectangulo?
¢ (;Coémo expresarias su area?
¢ ;Para qué valor de x el drea mide 4567
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Actividad 2

Disefiar la resolucion de los siguientes problemas de acuerdo con el modelo 3UV

(Cuales son las dimensiones de un rectangulo (base y altura), cuyo perimetro es de 72 cm,
si la base es 3 cm mayor que la mitad de la altura?

Calcular las dimensiones de un rectangulo si la altura es 8 m menor que el doble de la base
y el perimetro es de 108m.
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Quinta sesion

LA VARIABLE EN RELACION

FUNCIONAL

/¥ Que analicen una actividad donde se presente a la variable en relacion funcional
7% Que redisefien una actividad donde se presente a la variable en relacion funcional

utilizando el modelo 3UV.

Materiales

/¥ Hojas para rotafolio
7¥ Cuaderno de notas
/¥ Marcadores

7¥ Cinta adhesiva

/¥ PC, caiion

/¥ Libro de texto
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Los alumnos y las variables en una relaciéon funcional.

Las variables pueden ser empleadas para expresar una relacion funcional entre dos
cantidades cuyos valores pueden estar cambiando. Lo que caracteriza este uso de las
variables es, por un lado, su movimiento dentro de ciertos rangos de valores (aspecto
dinamico) y, por el otro, el hecho de que el valor que se asigna a una de las variables afecta
el valor de la otra variable (aspecto estatico). El aspecto dinamico es enfatizado cuando se
considera una relaciéon funcional como una manera de expresar la variacion. Si bien
anteriormente la definicién para introducir la idea de funcién reflejaba una visién dindmica
de la relacion funcional, en los curriculos actuales las funciones se suelen definir por medio
de dos conjuntos y una regla de correspondencia que asigna a cada elemento de un conjunto
exactamente un elemento del otro conjunto. En esta definicién “moderna”, que aparece en
consecuencia del desarrollo de la teoria de conjuntos, se resalta el aspecto estatico de una
relacion funcional, mientras la idea de variacion y la relacion entre el movimiento de las
variables, o sea, el aspecto dindmico queda relegado. Se encontré que cuando se usa la
definicion moderna para introducir la idea de funcidn, los alumnos tienen dificultades con
las ideas de dominio y de rango de variacion, tanto si se representa la funcion de forma
grafica como analitica. Markovits y sus colegas (1986) sugieren que estas dificultades
pueden ser una consecuencia de esta definicion “moderna” de funcién en la que la idea de
variacion ya no se enfatiza. Sin abogar por un regreso a un acercamiento mas tradicional,
estos investigadores sugieren que los alumnos deberian ser ayudados a relacionar la vieja y
la nueva definicion de funcion. Esto implica que para auxiliarlos a trabajar con las
funciones y con las nociones subyacentes, como por ejemplo, las ideas de dominio, rango,
monotonicidad, maximos y minimos, habria que ayudarlos por un lado, a percibir las
variables como entidades cuyos valores cambian bajo restricciones dadas, y por el otro, a
fijarse en la regla de correspondencia que las une.

Los niiios y las variables

Sonia Ursini Legovich
Departamento de Matemética Educativa
CINVESTAV - 1PN
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Relacion funcional

De acuerdo con el modelo 3UV, la variable en relacion funcional considera los siguientes

aspectos:

Fl1 Reconocer la correspondencia entre variables relacionadas,
independientemente de la representacion utilizada (tablas, graficas, problemas
verbales, expresiones analiticas).

F2 Determinar los valores de la variable dependiente, dados los valores de la
independiente.

F3 Determinar los valores de la variable independiente, dados los valores de la
dependiente.

F4 Reconocer la variacion conjunta de las variables involucradas en una
relacion funcional, independientemente de la representacion utilizada (tablas,
graficas, problemas verbales, expresiones analiticas).

F5 Determinar los intervalos de variacion de una de las variables, dado el
intervalo de variacion de la otra.

F6 Simbolizar una relacién funcional, con base en el analisis de los datos de un

problema.

Actividades

Presentacion y analisis de un problema geométrico donde se trabaja a la variable en

relacion funcional.

Se planteardn problemas para que, tomando como base el modelo 3UV los
profesores los redisefien. Dichas actividades las podran utilizar para el disefio de

secuencias didacticas. Esta actividad se trabajara por equipo de 4 personas.

Tiempo estimado 1 hr.
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" Actividad 1

Para el diseiio de actividades
El area de la siguiente figura varia entre 168 y 288
(Qué valores debe tomar x?

Siel valor de x crece o decrece ;qué pasa con el 4rea?

(x+3) 12

7 :Qué implica resolver este problema?

#~ (Qué preguntas se podrian hacer para guiar al estudiante?

Resolver este problema implica:

oy

" Operar con (x+3)* + 12 para expresar el area 6[(x+3)>’+ 12] =A.o0 y
Sustituir los valores dados para el area y obtener las ecuaciones:
6[(x+3)*+12] = 168
6[(x+3)* + 12] =288

Sy
|

4~ Realizar las operaciones algebraicas y aritméticas necesarias para determinar los
valores de x

Determinar los intervalos de variacion de x [-9, -7] , [1, 3].

Reconocer que los valores de x y del 4rea estan en correspondencia, que varian de
manera conjunta y determinar cual es esa variacion.

s
AT |

Posibles preguntas guia para este problema:

7 ;Para qué valor de x el area mide 168? ;Y 288?
7~ ¢(Cuéles son todos los valores de x que hacen que el area esté entre 168 y 2887
4~ Cuando el valor de x crece en los intervalos determinados ;cdmo varia el area?
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Actividad 2

Disefiar la resolucion de los siguientes problemas de acuerdo al modelo 3UV

Encontrar una correspondencia entre el lado de un cuadrado y su é4rea

Un tinaco se llena de agua a razdn de 4 litros por minuto. Se requiere saber cuantos litros
tiene el tinaco en cierto tiempo. Encontrar la funcién que representa dicha actividad.
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Sexta sesion

ACTIVIDADES INTEGRADORAS

Propésitos

7¥ Analisis y redisefio de un problema que integre los tres usos de la variable con
referencia al modelo 3UV.

7¥ Que redisefien una actividad donde se presenten los tres usos de la variable.

Materiales

/¥ Hojas para rotafolio
/¥ Cuaderno de notas
7¥ Marcadores

/¥ Cinta adhesiva

7% PC, cafion

/¥ Libro de texto
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Actividades integradoras

7 Actividades en las que aparece cada uno de los usos de la variable en forma

diferenciada.

7 Actividades que integren los tres usos de la variable para desarrollar la capacidad de

pasar entre los distintos aspectos y los distintos usos de manera flexible.

Actividad 1

Observa detenidamente el siguiente dibujo y contesta las preguntas

5cm de
radio

En la circunferencia de 5 cm. de radio, esta inscrito un rectangulo, cuya base es X

, y de altura J100-x
¢ Cuanto mide la base? R= x
¢ Cuénto mide la altura? R= s
-x
¢ Qué valores puede tomar x R = Cualquier valor
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7 . ¢La formula para encontrar el area de

e cualquier rectangulo es A =b x h, conla
. ime |0 formula anterior, podrias expresar el area del
e = ¥ rectangulo inscrito el la circunferencia?

Para el rectangulo inscrito en la circunferencia
¢Cuanto vale b ? R. X

¢Cuanto vale h? R 100 = x?

¢ Cémo quedaria expresada el area del
rectangulo inscrito en la circunferencia? R. A =(X) (~hoo-x)

,/—\ /—\\
/| R=S ;! R=5c
K 100-x* ! )x/lOO—xJ
. N X 7
X ‘o ¥
Moo g

Observa las figuras anteriores.

Cuando la base disminuye, ¢ Qué le pasa a la altura?

Cuando la base aumenta, ;Qué le pasa a la altura?

¢ Cual es la relacion entre la base y la altura cuando

aumenta o disminuye la base?

¢ Cuando aumenta o disminuye la base que pasa con el area del rectangulo?
¢El area del rectangulo depende de la longitud de la base?

¢ Cual es la funcién para encontrar el area del rectangulo en términos

de la base?



Cuando x = 0 4 Cuanto vale el area?
Cuando x = 2 4 Cuanto vale el area?

Realizar una tabla con la funciéon cuando x toma
los valores de 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

A=(X) (100-x?)

o| x

0

9.9

19.6

286

36.7

433

48

499

48

olo|vN|lo|lon|s|lw|N| =

39.2

-
[=]
o

¢ De quien depende el valor del area?

¢ Qué pasa con el valor del area al
aumentar la longitud de la base?

Si el valor del area esta entre 19 y
48. ; Cuadl es la longitud de la base?

¢ Cual es la ecuacién que determina el area del rectangulo inscrito?

¢ Para qué valor de x el area del rectangulo inscrito en la circunferencia es

30?

44



Actividad 2

Disenar la resolucion del siguiente problema como una actividad integradora de acuerdo
con el modelo 3UV

En lz} siguient.e maquina de calcular, al introducir un nimero (E) por la entrada puede
seguir cualquiera de los dos caminos (superior o inferior) y llegara a un numero (S) de
salida.

Encontrar las expresiones que siguen los caminos superior e inferior
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ANEXO 2



RESULTADOS DE LOS CUESTIONARIOS APLICADOS A PROFESORES

Profesores que Profesores que Omisiones % de % de %
Pregunta contestan contestan Respuesta | Respuesta iy
correctamente |  incorrectamente COPrent . Omisiones
1 52 4 1 91.0 7.0 2.0
2 45 6 4 82.0 11.0 7.0
3 36 16 5 63.0 28.0 9.0
4 23 23 11 40.0 41.0 19.0
5 23 24 10 40.0 42.0 18.0
6 19 35 3 33.0 62.0 5.0
7 41 11 5 72.0 19.0 9.0
8 19 35 3 33.0 62.0 5.0
9 44 10 3 77.0 18.0 53
10 52 3 2 91.0 5.0 4.0
11 51 5 2 88.0 9.0 3.0
12 47 3 7 83.0 5.0 12.0
13 49 8 0 86.0 14.0 0
14 50 6 1 88.0 11.0 1.0
15 38 17 2 67.0 30.0 3.0
16 45 9 3 79.0 15.0 5.0
17 31 22 4 54.0 39.0 7.0
18 51 4 2 90.0 7.0 3.0
19 40 14 3 70.0 25.0 5.0
20 47 8 2 82.0 14.0 4.0
21 44 11 2 77.0 19.0 4.0
22 41 10 6 72.0 18.0 11.0
23 47 7 3 83.0 12.0 5.0
24 40 12 5 70.0 21.0 9.0
25 48 5 4 84.0 9.0 7.0
26 39 12 6 68.0 21.0 11.0
27 34 9 13 61.0 16.0 23.0
28 35 8 13 63.0 14.0 23.0
29 24 20 12 43.0 36.0 21.0
30 14 30 12 25.0 54.0 21.0
31 31 11 14 55.0 20.0 25.0
32 15 28 13 27.0 50.0 23.0




ANEXO3



PORCENTAJES DE ACIERTOS, ERRORES Y OMISIONES PARA
LAS PREGUNTAS DEL CUESTIONARIO CON RESPUESTAS

CORRECTAS INCLUIDAS

En los ejercicios que a continuacién se proponen, solamente escribe una férmula. NO CALCULES el

numero.

1. Escribe una foérmula que exprese: Un numero
desconocido  multiplicado por la suma del mismo
numero desconocido con 2 es igual a 6.
X(X+2)=6

aciertos

errores

omisiones

91.0

7.0

2.0

Para cada una de las siguientes expresiones ;cuantos valores puede tomar la letra?

2. X+2=2+x Infinitos

3. 3+a+a+ta+10 Infinito

4, 7x2=2x-5 Dos

5. (x+1)2=x2+2x+1 Infinito

aciertos

ermores

omisiones

82.0 11.0 7.0
aciertos errores omisiones
63.0 28.0 9.0
aciertos errores omisiones
40.0 41.0 19.0
aciertos errores omisiones
40.0 420 18.0




Para cada una de las siguientes expresiones escribe los valores que puede tomar la

letra:

6. (x+3)*=36 3y-9

7. 4+x=2 -2
! 10,=2 2y -2
1+x”

Reduce las siguientes expresiones a una equivalente:

9.x*+ 1)(x* 2)= % —x -2

10.y?+2y+4y’-5y-8 =  5y’-3y-8

aciertos

€Irores

omisiones

33.0 62.0 5.0
aciertos errores omisiones
72.0 19.0 9.0
aciertos errores omisiones
33.0 62.0 5.0
aciertos errores

77.0 18.0 5.0
aciertos errores omisiones

91.0 5.0 4.0




11.. El perimetro de una figura se calcula sumando la longitud de sus lados. Escribe la
formula que expresa el perimetro de la siguiente figura.

P=2(X+5)+8 & 2(X+5)+8

aciertos errores omisiones

88.0 9.0 3.0

12. En la siguiente figura, el poligono no es completamente
visible. Debido a que no sabemos cuantos lados tiene el
poligono en total diremos que tiene N lados. Cada lado
mide 2 centimetros de longitud. Escribe una férmula para
calcular el perimetro del poligono.

P=2N 6 2N

aciertos errores omisiones

83.0 5.0 12.0

Observa las siguientes figuras:
Numero de puntos

Figura #1 ] 1
Figura #2 o0 4
(N
Figura #3 o000 9
00
o000

Figura #4



13. ;Cuantos puntos hay en la figura # 4?

aciertos errores omisiones
86.0 14.0 0
16
14. Dibuja la figura # 6 y da el numero total de puntos.
aciertos errores
88.0 11.0 1.0

36

15. Imaginate que puedes seguir dibujando figuras hasta la figura # m. ;Cuantos puntos en
total tendra la figura # m?

aciertos errores omisiones
67.0 30.0 3.0
m2

Six+3=y

16. ; Qué valores puede tomar x?
aciertos errores omisiones
79.0 16.0 5.0

Infinitos

17.;, Qué valores puede tomar y? » _
aciertos errores omisiones
54.0 39.0 7.0

Infinitos




18. Siy =7 + x, ;qué les pasa a los valores de y cuando los
valores de x aumentan?

Aumentan

Considera la siguiente expresion y=3+x.

aciertos

€rrores

omisiones

70.0

25.0

5.0

19. Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mas pequefios que 10, ;qué

valores puede tomar x?

0<x<7

aclertos

errores

omisiones

90.0

7.0

3.0

20. Si x toma valores entre 8 y 15, ;entre qué valores caeran los valores de y?

aciertos

errores

omisiones

82.0

14.0

4.0

21. Juan es 15 afios mayor que Santiago. La suma de las dos edades es 41.;Cuales son las

edades de Juan y Santiago?

(x+15)+x =41

aciertos

errores

omisiones

71.0

19.0

4.0

22. Rentar un automévil cuesta $25por dia, mas $0.12 por kilémetro. ;Cuantos kilometros

puede manejar Diego en un dia, si sélo dispone de $40?




0.12x + 25 =40

aciertos

errores

omisiones

72.0

17.0

11.0

Observa los datos siguientes

23. Determina qué pasa con el valor de y cuando el valor de x va

X y
0 0 creciendo
10 100
-15 225
25 625 | aumenta cuando los valores de x crecen de 0 a 25
20 400 Aciertos errores omisiones
-10 | 100 830 | 120 5.0
15 225
-20 400
disminuye cuando los valores de x crecen de —20 a 0
24. ;Para qué valor de x, alcanza y su valor maximo?
Parax=25yx=-2§
aciertos errores
70.0 21.0 9.0
25. ;Para qué valor de x, alcanza y su valor minimo?
aciertos errores omisiones
84.0 9.0 7.0

Parax=0




26. Escribe la regla general que relaciona a la variable x con la variable y.

x?

Entre -100< x <-16 y 16< x <100

28. Si x toma valores entre -2 y 26 ;entre qué valores estard y?

En0<y <676

Dada la siguiente grafica:

— =
-
M
s
i
-
!

29. ;Entre qué valores de x, los valores de y crecen?

En0<x<5

aciertos

errores

omisiones

68.0

21.0

11.0

27. Si queremos que el valor de y esté entre 256 y 10000 ;entre qué valores tiene que estar

aciertos

€ermores

61.0 16.0 23.0
aciertos errores omisiones

63.0 14.0 23.0
aciertos errores omisiones
43.0 36.0 21.0




30. (Entre qué valores de x, los valores de y decrecen?

En-20<x<0yS<x<2§

31. ;Para qué valor de x. se obtiene el valor maximo de y?

Parax=5

32. ;Para qué valor de x se obtiene el valor minimo de y

Para x =25

aciertos

errores

omisiones

25.0 54.0 21.0

aciertos errores omisiones
55.0 20.0 25.0
aciertos errores omisiones
27.0 50.0 23.0
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