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RESUMEN

El crecimiento de la investigacion sobre la practica del docente muestra la importancia
de comprender los conocimientos didacticos y matematicos de los profesores en servicio;
su naturaleza y las fuentes, con la intencion de mejorar la practica que llevan a cabo en la

clase de matematicas.

El presente estudio reporta el analisis de un estudio de caso del discurso de un profesor
de bachillerato en la resolucion de problemas verbales-algebraicos, con el empleo de una
actividad de tales problemas modelados por sistemas de ecuaciones lineales. El objetivo del
estudio fue analizar las dificultades referentes al uso de la simbologia y del discurso del
profesor, haciendo énfasis en las dificultades referentes al uso de cédigos matematicos, asi
como las formas de argumentacion que el profesor da a sus estudiantes. El analisis de dicho

discurso se baso en los registros video-grabados y audio-grabados de las clases.

Para explicar los resultados del analisis fueron revisados trabajos relacionados con la
Teoria Antropoldgica de lo Didactico de Yves Chevallard (1999) y el Contrato Didactico
de Guy Brousseau (1999).

Se pretende dar evidencias de como el analisis de los datos deja entrever cambios en la
ensefianza del profesor conforme va avanzando en la actividad propuesta, entre ellas la

argumentacion que el profesor da a sus estudiantes, asi como la mayor participacion de

ellos durante las clases.
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ABSTRACT

The growth of research in the teaching practice shows the importance of
comprehending the didactic and mathematical knowledge of in-service teachers; its nature
and the sources, with the intention to improve the practice which teachers carry out during

the mathematics class.

This study reports the analysis of a case study of the discourse of a high-school teacher
during the solution of verbal-algebraic problems, by means of the use of an activity of such
problems modeled by linear equation systems. The objective of the study was to analyze
the difficulties regarding the use of both the symbology and discourse of the teacher,
emphasizing the difficulties regarding the use of mathematical codes, as well as the ways of
argumentation the teacher provides his students with. The analysis of such discourse was

based upon the video-recorded and audio-recorded samples of classes.

In order to explain the results from the analysis, the work related to the
Anthropological Theory of Didactics by Yves Chevallard (1999) and the Didactic Contract
by Guy Brousseau (1999).

We aim at providing evidences of how the analysis of the data leaves hints of the
changes of the teacher’s practice as the proposed activity carries on, among them the
argumentation that the teacher gives to his students, as well as the greater participation of

them during class.
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PRESENTACION

El propésito de la investigacion contenida en este trabajo es, justamente, analizar el
discurso del profesor de bachillerato en la ensefianza de resolucion de problemas verbales-
algebraicos a partir de las praxeologias u organizaciones matematicas y didacticas. En
especifico, analizar las dificultades referentes al uso de la simbologia y del discurso del
profesor, asi como las formas de argumentacion que ¢l da a sus estudiantes cuando

resuelven tales problemas.

De los cinco capitulos en los que esta dividido este documento, el Capitulo 1 describe y
documenta el problema de investigacion que se abordo en esta tesis, asi como los objetivos

y las preguntas de investigacion que guiaron el presente estudio, y la importancia de éste.

En el Capitulo 2 se hace una revision de la literatura relacionada con el problema de
investigaciéon, mediante la cual se analizan los datos; se revisa la referente a las
praxeologias matematicas y didacticas de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD)

de Chevallard (1999), asi como el Contrato Didactico de Guy Brousseau (1999).

La metodologia empleada en la investigacion es descrita en el Capitulo 3. En éste se
detallan las caracteristicas del profesor participante en el estudio, asi como el disefio de la
actividad implementada, y los diferentes procesos de solucién de los problemas de la

actividad.

En el Capitulo 4 se expone el andlisis de los datos recabados durante la
implementacion de las actividades, con base en el marco tedrico utilizado en esta
investigacién. Este analisis pone énfasis en los tipos de argumentos dados por el profesor
durante la resolucién de los problemas. Se exponen partes de las clases en las que se

discuten las diferentes formas de llegar a los sistemas de ecuaciones que modelan la

solucion del problema.

Finalmente, en el Capitulo 5 se describen las conclusiones y reflexiones obtenidas del

analisis y discusion de los datos recabados. Son presentados primero, las conclusiones
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respecto a los objetivos de la investigacion y, segundo, respecto de las preguntas de
investigacion, asi como algunas observaciones finales que se derivan de este trabajo de tesis
en torno a las futuras investigaciones que pueden continuar explorando la problematica
relacionada con el discurso del profesor. Al final de presente documento, es anexada la
actividad implementada en el presente estudio, tanto del alumno como la guia

proporcionada al profesor.
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CAriTULO | 1

PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Introduccion

El discurso’ del profesor de matematicas constituye el espacio donde se construyen,
negocian e interpretan los significados matematicos y de los signos utilizados en la
interaccion social que se realiza en el salon de clases; por lo tanto, construir conocimiento
en interaccion requiere del lenguaje usado socialmente. El discurso matematico escolar en
el salon de clases proporciona un escenario al profesor y a los alumnos con el fin de
representar, pensar, hablar, estar de acuerdo o en desacuerdo con lo discutido socialmente

en ese ambiente educativo.

El mensaje presente en el discurso, en las aulas de clase, funciona como mediador entre
las personas que intervienen en la comunicacion. Algunos mensajes, referidos a contenidos
especificos, ya se encuentran semantica y sintacticamente estructurados en los libros o
guias de clase. La distancia entre estos y los mensajes verbales que originan las diferentes
actividades de la clase son fuente de problema en la comunicacién. Muchas veces, a pesar
de observar la participacion de los alumnos en la interaccion, la légica generada por la

interaccion verbal entre ellos y el docente desvirtua la 16gica del contenido académico.

El contenido del discurso, en cambio, se refiere a la sustancia matematica de las ideas
planteadas, a la profundidad y la complejidad de éstas en términos de los conceptos
matematicos que se traten (Sherin, 2002, p. 209). En el papel del docente, en una
comunidad discursiva, Sherin menciona que los profesores tienen diferentes papeles a

desempeiiar en el salén de clases.

! Martinez & Pérez (2004, p. 185) definen el discurso como un conjunto de palabras y frases utilizadas para
manifestar lo que se piensa o siente, las cuales permiten expresar ideas, opiniones y estados afectivos para
facilitar el proceso de ensefianza-aprendizaje.



El desarrollo de una comunidad discursiva en el propio salon de clases puede ser una
poderosa forma de desarrollo profesional para quienes participan en ella. En concreto, en
una comunidad de discurso’, no se trata sélo de los estudiantes que aprenden, sino también
del profesor que aprende (Sherin, 2002). Y el hecho de que los estudiantes comparten y

explican sus ideas a la comunidad, parece ser un factor clave en este aprendizaje.

En el estudio de como se desarrolla una comunidad, Yackel y Cobb (1996) describen la
importancia de las normas establecida en el aula. En particular, sostienen la existencia de
normas socio-matematicas especificas para participar en los debates de las matematicas.
Por lo tanto, si bien las normas de justificacion y explicacion podrian aplicarse al discurso
de cualquier tema, argumentan que “lo que cuenta como una explicacién matematica
aceptable y una justificacion es una norma socio—matematica” (p. 461). Es decir,
convertirse en un miembro de una comunidad de discurso matematico implica aprender a

hablar sobre las matematicas de tal forma que sean productivas matematicamente hablando.

En cambio, Manghi (2010) menciona que los estudios acerca del discurso del profesor
y su papel en la alfabetizacion escolar, tradicionalmente, han asumido dos creencias. La
primera, es que el lenguaje constituye el medio principal y Unico para enseiiar y aprender en
la escuela, mientras que la segunda creencia asume que hay sélo una forma de usar el
lenguaje en la escuela, y que esa forma sirve para comunicarse y aprender de manera

eficiente en todas las asignaturas escolares.

En este primer capitulo, se da a conocer la justificacion e importancia del problema de
investigacion, pues hasta ahora los estudios en torno a la resolucién de problemas verbales
han estado enfocados, principalmente, a los estudiantes y no a los profesores. En la
actualidad, investigaciones que aborden la problematica que implica ensefiar sistemas de
ecuaciones lineales ha sido muy escasa. Es por ello que se orienta la presente investigacion
en el discurso del profesor, en la ensefianza de resolucion de problemas verbales-
algebraicos conducentes a sistemas de dos o tres ecuaciones lineales con dos o tres

incognitas. También, en este capitulo se da a conocer el problema de investigacion y las

2 En una comunidad del discurso los alumnos deben exponer y explicar sus ideas y responder a las ideas de
sus compaiieros de clase. Se les pide a los profesores facilitar estas conversaciones y de recoger ideas de los
alumnos, ya que se desarrolla una nueva comprensiéon de contenidos, por ejemplo, en el cambio de su
propia ensefianza de las matematicas. (Sherin, 2002, p. 207)



preguntas que guiaron el presente estudio, asi como los objetivos y la importancia que tiene

desarrollar e implementar un estudio como el aqui reportado.
1.2. Problema de investigacion

Un profesor de matematicas tiene una gran oportunidad y responsabilidad en la
ensefianza de esta disciplina a estudiantes de los distintos niveles educativos en los que
trabaje. Polya (1965) menciona que si el profesor dedica parte de su tiempo a ejercitar con
los alumnos operaciones rutinarias (mayoritariamente de caracter algoritmico), matara en
ellos el interés e impedira, posiblemente, su desarrollo intelectual y acabara
desaprovechando su oportunidad como buen ensefiante de matematicas. Pero, si por el
contrario pone a prueba la curiosidad de sus alumnos planteandoles problemas adecuados a
sus conocimientos, y les ayuda a resolverlos por medio de preguntas estimulantes, podra
despertarles el gusto por el pensamiento independiente y proporcionarle ciertos recursos

para resolver y plantear problemas matematicos.

En general, el planteamiento y resolucion de problemas, propuestos a los alumnos, son
presentados por el profesor por medio de una ecuacion que les ayudara a encontrar la
solucion. Es comin que dicho procedimiento se muestre sin las dificultades que éste
conlleva, por lo que los alumnos al momento de enfrentarse a la resolucion de un problema
verbal, quieren imitar el procedimiento utilizado por el profesor sin considerar las
condiciones del problema; lo que puede llevar a no obtener un resultado exitoso. Esta forma
de proceder puede convertirse, para los estudiantes, en una de las dificultades al momento
de resolver un problema verbal; principalmente, en su fase de traduccion del enunciado a la

ecuacion involucrada en el problema.

De acuerdo con Even y Schwarz (2003), la investigacion en educacion matematica
comenzd a centrarse hace varias décadas en los estudiantes y en la participacion de los
docentes en actividades de ensefianza y de aprendizaje. Sin embargo, la practica que lleva a
cabo el profesor en el aula, ha sido investigada entre la materia de matematicas, su papel en

el aula y su formacion profesional.



La ensefianza de las matematicas, mediante la resoluciéon de problemas verbales-
algebraicos, es una actividad importante del profesor dentro del aula. En el salén de clases,
no sélo se debe dar importancia a encontrar la solucion a de los problemas propuestos, sino
también al discurso del profesor, ya que juega un papel fundamental en la enseiianza y el

aprendizaje de las matematicas. Por lo anterior, se plantea la investigacion:

ANALISIS DEL DISCURSO DEL PROFESOR DE BACHILLERATO EN LA ENSENANZA DE

RESOLUCION DE PROBLEMAS VERBALES-ALGEBRAICOS: ESTUDIO DE CASO

De acuerdo con Chevallard (1999), las praxeologias matematicas y didacticas
constituyen la herramienta fundamental para estudiar y modelar cualquier actividad
asociada con el profesor de matemadticas y con las matematicas. Esta investigacion esta
centrada en el analisis del discurso del profesor en la ensefianza de problemas verbales-
algebraicos, a partir de las praxeologias u organizaciones matematicas y didacticas. En el
Capitulo de 2 de esta tesis son explicados en detalle algunos de los conceptos tedricos de la
Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) de Chevallard (1999) que sirvieron de base

para la implementacion de la presente investigacion.
1.3. Objetivos

Esta investigacion tiene el interés de analizar el discurso del profesor en una clase
normal de matematicas (analizar las dificultades referentes al uso de la simbologia y del
discurso) en particular en la ensefianza de resolucion de problemas verbales-algebraicos,
modelados por sistemas de ecuaciones lineales; asi como las formas de argumentacién que
el profesor da a sus estudiantes cuando resuelven tales problemas. Ademas, inferir el

impacto que se logra en la ensefianza de las matematicas al utilizar problemas verbales-

algebraicos.
1.4. Preguntas de investigacion

El discurso que despliega el profesor cuando se le propone resolver problemas, puede
incluir cudles son las acciones y caracteristicas que de manera mas predominante tiene el
profesor en relacion con su discurso en el salén de clase. Para lograr los objetivos

precedentes en la presente investigacion, es necesario conocer la influencia que tienen los



problemas verbales-algebraicos en la ensefianza. Por lo anterior, las preguntas que guiaron

el presente estudio son las siguientes:

1. ;Cémo influye en la ensefianza y el aprendizaje la resolucion de problemas

verbales-algebraicos, tanto en los profesores como en los alumnos?

Para responder esta pregunta, se les proporciond a los profesores y alumnos actividades
que involucran problemas verbales-algebraicos; que pueden ser modelados por sistemas de
ecuaciones lineales. Las actividades fueron disefiadas con el proposito de que los alumnos
utilizaran los métodos de solucidn de sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con

dos incognitas.

2. ;Cudl es el discurso matemadtico y los argumentos del profesor en clase cuando

aborda problemas verbales-algebraicos?

La respuesta a esta pregunta esta ligada principalmente con los indicadores verbales;
sobre todo, en los codigos de comunicacion matematica y no matematica del discurso
utilizado por el profesor. El analisis de dicho discurso, se basé en los registros video-
grabados y audio-grabados de las clases. Sin embargo, la respuesta a esta segunda pregunta
se basa en la clasificacion y caracterizacion de los distintos argumentos del profesor (en la
ensefianza de la resolucion de dichos problemas) de acuerdo con Robert y Rogalski (2005),
asi como de las praxeologias matematicas y didacticas mencionadas en la TAD
(Chevallard, 1999).

3. (De qué manera ayuda al profesor el hecho de proporcionarle actividades (tareas)

a utilizar en sus clases ordinarias?

La respuesta a esta tercera pregunta se ve reflejada en los diversos elementos de
argumentacion del profesor durante las clases en las que se aplico la actividad, de las cuales
permite obtener evidencia de la importancia que tiene la resolucion de problemas verbales-
algebraicos, y qué tipo de ayuda ofrece al profesor en la ensefianza de las matematicas en

las clases ordinarias.



1.5. Importancia del estudio

El crecimiento de la investigacion sobre la practica del docente muestra la importancia
de comprender los conocimientos didacticos y matematicos de los profesores en servicio;
su naturaleza y las fuentes, con la intencion de mejorar la practica que llevan a cabo en la

clase de matematicas.

En realidad, la mayor parte de las investigaciones en educacion matematica documenta
la forma de resolucion de problemas por parte de los estudiantes y muy pocos estudios se
enfocan en como influye la ensefianza del profesor en el aprendizaje de las matematicas via
resolucion de problemas verbales-algebraicos. Desde inicios de 2000, en el campo de
educacion matematica, empezaron a tomar relevancia investigaciones interesadas en
conocer cuales y como son las diferentes formas de enseiiar a resolver problemas verbales-
algebraicos por parte del profesor y como éstas influyen en el aprendizaje de los estudiantes

en los distintos niveles educativos.

En la literatura de investigacion en torno a la practica del profesor se reconoce que hay
dos tipos de factores que afectan sensiblemente su practica; estos factores son llamados
externos e internos (Jaworski, 2003). De acuerdo con esta autora, los factores externos son:
la situacion (sistema escolar, el establecimiento de ejercicios, el grupo particular con quien
trabaja, las condiciones materiales, etc.), mientras que los factores internos son: las
caracteristicas propias del profesor (sus conocimientos sobre el contenido a ensefiar y su
ensefianza, su estilo de interaccion, el conocimiento de sus alumnos, y también su estado

personal: vigor, estrés, fatiga, etc.).

Dado que los profesores tienen su propia didactica, ya sea por medio de discusion con
los alumnos de algun concepto, por medio de resolucion de problemas o como una clase
tradicional (el profesor dice qué debe hacer el alumno), es conveniente realizar
investigaciones sobre el discurso del profesor en la ensefianza de conceptos matematicos,

asi como la simbolizacion y sintaxis propia de estos.

Incluso, algunos profesores exhiben dificultades conceptuales cuando ensefian algebra,
ya sea mediante la resolucion de problemas verbales-algebraicos que involucran variacion
de cantidades; particularmente, cuando en la resolucion de tales problemas se vuelve

necesario el uso de literales, o bien, cuando tratan temas en los que, desde su punto de vista,
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se vuelve “necesaria” la memorizacion de reglas o férmulas que permiten al estudiante, por

ejemplo: reducir expresiones algebraicas, resolver ecuaciones lineales y cuadraticas, etc.

En el siguiente capitulo, se exponen las principales caracteristicas de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico de Yes Chevallard (1999), asi como sus principales
fundamentos, los cuales sirven como parte esencial para elaborar el analisis de datos de esta

investigacion, también se expone el Contrato Didactico de Guy Brousseau (1999).



CAPITULO |2

MARCO CONCEPTUAL

2.1. Introduccion

En este capitulo se hace una revision de la literatura relevante relacionada con el
problema de investigacion de este estudio. En la primera parte, se revisa la referente a las
praxeologias matematicas y didacticas de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD)
de Chevallard (1999). En la segunda parte, se hace referencia al Contrato Didactico de Guy
Brousseau (1999).

2.2. Teoria antropolégica de lo didactico

De acuerdo con Chevallard (1999), la TAD situa la actividad matemdtica, y en
consecuencia /a actividad del estudio en matematicas, en el conjunto de actividades
humanas y de instituciones’ sociales. Se establece que todo quehacer matematico tiene un
componente didactico esencial, y se parte del supuesto de que el conocimiento matematico,
como una obra matematica, se construye como respuesta a determinadas tareas matematicas

y es, en el seno de una institucion, un medio para realizar dichas tareas.

De esta manera, el objeto de estudio para la TAD es la actividad matematica
institucional y su esencia es el hombre cuando aprende y ensefia matematicas a través de las
relaciones humanas, tomando en cuenta el conocimiento matematico respecto a las

instituciones dedicadas a la ensefianza.

Se admite que foda actividad humana regularmente realizada puede describirse con un

modelo #nico, que se resume aqui con la palabra de praxeologia. [Chevallard, 1999, p. 220

Cursivas en el original.]

? Una institucion (la escuela) es un dispositivo social en el que se ofrecen e imponen distintas maneras de
hacer y de pensar, y en el que las personas, convirtiéndose en sujefos de las instituciones, encuentran las
condiciones apropiadas de desarrollo de sus actividades (Bosch & Gascon, 2009, p. 93).



Por ello, la TAD postula que toda actividad humana puede ser estudiada en términos de
organizaciones o praxeologias (Chevallard, 1999), y en caso de que la actividad sea una
actividad de estudio, se puede hablar de una praxeologia determinada y sustentada por un
proceso de estudio; esto es, de una praxeologia didactica. En este sentido, en dicha teoria
antropoldgica, el conocimiento matematico se describe en términos de praxeologias
matematicas (objeto de estudio) y la actividad matematica en términos de praxeologias
didacticas (proceso de estudio), las cuales estan intimamente relacionadas y, por esa razon,
se deben tomar en conjunto. Es decir, toda praxeologia didactica contiene, al menos, una
praxeologia matematica y toda praxeologia matematica estd contenida en, al menos, una

praxeologia didactica (ibidem, p. 229).
2.2.1. La nocion de praxeologia

La palabra praxeologia se apoya en el hecho de que todo conocimiento surge a partir
de la practica. En el concepto de praxeologia se identifican cuatro elementos importantes,
situados en la TAD e imprescindibles para construir cualquier tipo de praxeologia
(Chevallard, 1999): el tipo de tarea (T), la técnica (7), la tecnologia (8) y la teoria (®). Estos

cuatro elementos forman parte de la praxis y el logos, como es detallado en seguida.

Tipos de tareas

En la nocién de praxeologia, se encuentran las nociones solidarias de rarea t, y de tipo
de tareas T. Cuando una tarea t forma parte de un tipo de tareas T, se escribira t € T. En la
mayoria de casos, una tarea (y el tipo de tareas asociado) se expresa por un verbo: limpiar
la habitacion, desarrollar la expresion literal dada, dividir un entero entre otro, saludar a un
vecino, /eer un manual de empleo, subir una escalera, integrar la funcién x — xInx entre

x = 1lyx = 2, etc. Tres puntos deben ser subrayados inmediatamente (Chevallard, 1999,
p- 220):

a) Lanocién de la tarea empleada es mas amplia que la del lenguaje corriente: rascarse
la mejilla, ir del sofa al armario, e incluso sonreir a alguien, son tareas.

b) La nocién de tarea o, mejor, de fipo de tareas, supone un objeto relativamente
preciso. Subir una escalera es un tipo de tarea, pero subir simplemente, no lo es. De

la misma manera, calcular el valor de una funcién en un punto es un tipo de tareas,



pero calcular simplemente, es lo que se llama un género de tareas, que pide un
determinativo.

¢) Las tareas, tipos de tareas, géneros de tareas no son datos de la naturaleza, son
“artefactos”, “obras”, construcciones institucionales, cuya reconstruccion en tal
institucion, y, por ejemplo, en tal clase, es un problema completo, que es el objeto

mismo de la didactica (ibidem, p. 223).
Técnicas

Sea T un tipo de tareas dado. Una praxeologia relativa a T requiere (en principio) una
manera de realizar las tareas re T la manera de llevar a cabo la tarea recibe el nombre de

técnica (del griego tekhné, saber hacer).

La técnica no es necesariamente de tipo algoritmico o casi-algoritmico (Chevallard,
1999). por ejemplo, la técnica que se lleva a cabo en el tipo de tarea pintar un paisaje o
limpiar la habitacion no es algoritmica. Sin embargo, en el ambito de las matematicas, las
técnicas suele ser institucionalizadas y algoritmizadas cuando se emplean para dar solucién

a tareas de tipo algoritmico (ibidem), excluyendo otras que pueden ser igual de efectivas.

Una praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene pues, en principio, una técnica t
relativa a 7. Contiene asi un “bloque” designado por [T/r], que se denomina bloque
prdctico-técnico 'y que se identifica, genéricamente, con lo que se denomina un saber-
hacer: un determinado tipo de tareas T y una determinada manera, t, de realizar las tareas

de este tipo.
Dentro de las técnicas se deben sefialar tres puntos importantes:

a) Una técnica 7 —una “manera de hacer”— no tiene éxito mas que sobre una parte P(z)
de las tareas del tipo T a la cual es relativa, parte que se denomina alcance de la
técnica: la técnica tiende a fracasar sobre T\P(t) de manera que se puede decir que
“no se sabe, en general, realizar las tareas del tipo T " [ibidem, p. 223. Cursivas
en el original.]

b) Una técnica 7 no es necesariamente de naturaleza algoritmica o cuasi-algoritmica:

no es asi mds que en casos poco frecuentes. [ibidem, p. 223. Cursivas en el

original.]

10



<)

En una institucion I dada, y a propdsito de un tipo de tareas T dado, existe en
general una sola técnica, o al menos un pequefio numero de técnicas
institucionalmente reconocidas, con la exclusion de técnicas alternativas posibles
que pueden existir efectivamente, pero en ofras instituciones. [ibidem, p. 223.

Cursivas en el original.]

Tecnologias

Para que la técnica tenga validez, ésta se debe poder explicar, justificar y comprender

mediante un discurso racional. Se entiende por tecnologia, y se indica generalmente por 6,

un discurso racional -el logos- sobre la técnica -la tekhné- 1, discurso cuyo primer objetivo

es justificar “racionalmente” la técnica 7, para asegurarse de que permite realizar las tareas

del tipo 7, es decir, realizar lo que se pretende.

a)

b)

d)

Se admite como un hecho que, en una institucion I, cualquiera que sea el tipo de
tareas 7, la técnica t relativa a T esta siempre acompariada de al menos un embrion
0 mds frecuentemente aun, de un vestigio de tecnologia 0.

El hecho de que exista en I una técnica canonica, en principio la unica reconocida y
la unica empleada, confiere a esta técnica una virtud “autotecnoldgica™: actuar de
esta manera no exige justificacion, porque es la buena manera de actuar (en I).

La primera funcion de la tecnologia es justificar la técnica; es decir, consiste en
asegurar que la técnica da lo pretendido; mientras que la segunda funcién de la
tecnologia consiste en exponer por qué es correcta.

Una tercera funcion corresponde a un empleo mas actual del término de tecnologia:
la funcion de produccion de técnicas. Siempre hay tecnologias potenciales, a la
espera de técnicas, que no son aun tecnologias de alguna técnica o que lo son de

muy pocas técnicas (Chevallard, p. 225).

Chevallard (1999) sefiala que, en el contexto de las matematicas, la justificacion suele

predominar, por la via de la demostracién, sobre la explicacion de la técnica. También,

indica que la técnica, relativa a un tipo de tarea, estd siempre acompafiada de una

tecnologia o elementos tecnoldgicos que, incluso, pueden estar integrados en la misma

técnica; esto es, la técnica tiene la funcién de encontrar el resultado de una tarea en cuestion

Y, a la vez, la funcién de tecnologia para justificar que es correcto el resultado esperado.
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Teorias

El discurso tecnolégico contiene afirmaciones, mas o menos explicitas, de las que se
puede pedir razon. Se pasa entonces a un nivel superior de justificacion-explicacion-
produccion, el de la teoria, @, que retoma, en relacion a la tecnologia, el papel que ésta

ultima tiene respecto a la técnica.

En todo ambito, la naturaleza de la teoria puede fluctuar, y de hecho fluctua
histéricamente; como ocurre en materia técnica o tecnoldgica, hay aqui un progreso tedrico
que conduce en general a sustituir las evidencias “metafisicas” por enunciados tedricos

positivos.

En griego, theéria toma a partir de Platon el sentido moderno de “especulacion
abstracta” Pero, en el origen, significaba simplemente la idea de contemplacion de un
espectaculo —el thedros era el espectador que miraba la accion sin participar—. De hecho,
los enunciados tedricos aparecen frecuentemente como “abstractos”, apartados de las
preocupaciones de los “simples” tecnologos y técnicos. Este efecto de abstraccion es
correlativo a lo que funda la gran generatividad de los enunciados tedricos —su capacidad

para justificar, para explicar, para producir.
2.2.2. Praxeologia puntual: saber-hacer y saber

La estructura praxeoldgica, que se conoce con el nombre de praxeologia puntual, se
compone de un tipo de tareas (7), de una técnica (1) o manera de resolver la tarea del tipo
de tareas, de una fecnologia (0) o discurso racional sobre la técnica y de una teoria (®) de
la tecnologia empleada. Asi, la praxeologia puntual se puede denotar como [7/1/6/@] y esta
constituida u organizada por dos bloques: el bloque prdctico-técnico [T/t] y el bloque
tecnologico-tedrico [6/@]. El bloque [6/@] se identifica habitualmente como un saber,

mientras que el bloque [T/t] constituye un saber-hacer.

El bloque practico-técnico se conoce como saber-hacer (o praxis) porque engloba el
tipo de tareas y la o las técnicas para resolverlas, y el bloque tecnolégico-tedrico se define
como saber (o logos) ya que sitia la o las tecnologias y la teoria. En una praxeologia

matematica, el saber es el conocimiento matematico y el saber-hacer es la didactica o
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conocimiento didactico de ese conocimiento matematico. Chevallard (1999, p. 225) seiiala

que este saber permite generar una o varias técnicas para un determinado tipo de tarea.

Asi, la praxeologia matematica puntual del profesor de matematicas puede darse como
un conocimiento matematico (saber) acompaiiado o generado de un conocimiento didactico
(saber-hacer). Es decir, que entre los factores internos que afectan la practica docente del
profesor esta “‘el conocimiento matematico del contenido a enseiiar y el contenido didactico

de ese contenido matematico”
2.2.3. Organizaciones diddcticas y momentos del estudio

La practica que lleva a cabo el profesor de matematicas se encuentra relacionada con
dos praxeologias inseparables: organizaciones o praxeologias matematicas y organizaciones
o praxeologias didacticas. Cada praxeologia estd constituida por su saber-hacer y su saber.
De esta manera, el andlisis de la practica del profesor es apoyado en las praxeologias

matematicas y didacticas.

La praxeologia matematica, que construye el profesor de matematicas, surge siempre
con una respuesta a una o a un conjunto de tareas matematicas (Bosch & Gascdn, 2009, p.
92). Para construirla, el profesor utiliza praxeologias didacticas orientadas a la “difusion

social de las matematicas” (Bosch & Gascdn, 2009, p. 93).

De acuerdo con Chevallard (1999), las praxeologias didacticas son ‘el conjunto de
tipos de tareas, de técnicas, de tecnologias etc., movilizadas para el estudio concreto en una
institucion concreta” [p. 246, cursivas en el original]. Asi pues, todo proceso de estudio de
las matematicas, en cuanto actividad institucional de construccién o reconstrucciéon de
praxeologias matematicas, consiste en la utilizaciéon de una determinada praxeologia
didéctica con su componente saber-hacer (formado por tipos de tareas y técnicas didacticas)
y su componente saber (formado por una tecnologia y una teoria didactica). Sin embargo,
como sefiala Bosch y Gascon (2009, p. 93), es dificil encontrar para las praxeologias
didacticas un saber que las describa, estructure y justifique de forma méas o menos

sistematica.

En las praxeologias didacticas se presentan dos aspectos inseparables: el proceso de

construcciéon matematica y el resultado mismo de esta construccion. La consideracién de
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los diversos procesos que conciernen a la construccién matematica permite identificar
diferentes dimensiones o momentos que estructuran cualquier proceso de elaboracion
matematica. De esta manera, el proceso de estudio se situa en un espacio determinado por

seis momentos didacticos (Chevallard, 1999):

El momento del primer encuentro con el tipo de tarea que esta en juego: hace

referencia a los objetos matematicos que constituyen un tipo de tarea.

¢ El momento exploratorio del tipo de tareas, que esta relacionado con la construccién

de una técnica adecuada para abordarlo.

e El momento de construccion de un entorno tecnoldgico-tedrico, que explica y
justifica las técnicas puestas en funcionamiento y permite la elaboracion de nuevas

técnicas.

e El momento de trabajo de la técnica, que provoca la evaluacion de las técnicas
existentes y la construccion de nuevas. Se refiere al dominio y a la creacion de

nuevas técnicas matematicas.

El momento de la institucionalizacion, que delimita y precisa aquellos elementos

constituyentes de la praxeologia matematica construida.

e El momento de la evaluacion de la praxeologia construida; relacionada con el
momento de la institucionalizacién, examina la praxeologia matematica en su

conjunto.

Cada momento puede ser vivido con distintas intensidades en diversos tiempos, tantas
veces como se necesite a los largo del proceso de estudio y estan distribuidos de una forma
dispersa a lo largo del proceso de estudio, de tal forma que no se pueden llevar todos al

mismo tiempo (Chevallard, Bosch & Gascén, 2009).

2.3. Contrato didactico

Guy Brosseau desarrolla la Teoria de Situaciones Didécticas (TSD), que trata de una
teoria de ensefianza, que busca las condiciones para una génesis artificial de los

conocimientos matematicos, bajo la hipétesis de que los mismos no se construyen de

manera espontanea.

14



Brousseau (1999) afirma que la descripcion sistematica de las situaciones didacticas es
un medio mas directo para discutir con los maestros acerca de lo que hacen o podrian hacer,
y para considerar como estos podrian tomar en cuenta los resultados de las investigaciones
en otros campos. La TDS aparece entonces como un medio privilegiado, no solamente para
comprender lo que hacen los profesores y los alumnos, sino también para producir
problemas o ejercicios adaptados a los saberes y a los alumnos y para producir finalmente

un medio de comunicacion entre los investigadores con los profesores.

Al referirse a las Situaciones Diddcticas, en principio se debe distinguir dos enfoques:
uno, tradicional; otro, el enfoque planteado por la teoria de Brousseau. Ambos en relacion
con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En el primero, se tiene una relacién
estudiante-profesor, en la cual, el profesor simplemente provee (o deposita) los contenidos,
instruye al estudiante, quien captura dichos conceptos y los reproduce tal cual le han sido

administrados.

En el enfoque planteado por Brousseau intervienen tres elementos fundamentales:
estudiante, profesor y el medio diddctico’. En esta terna, el profesor es quien facilita el
medio en el cual el estudiante construye su conocimiento. Asi, la Situacion Diddctica se
refiere al conjunto de interrelaciones explicita o implicitamente entre tres sujetos: profesor-

estudiante-medio didactico.

Cuando el alumno se vuelve capaz de poner en funcionamiento y utilizar por él mismo
el saber que esta construyendo, en una situacidn no prevista en cualquier contexto de
ensefianza y también en ausencia de cualquier profesor, esta ocurriendo entonces lo que

puede ser llamada situacion a-didactica.

Dentro de la interrelacion: profesor-estudiante-medio didactico, hay dos conceptos que
vienen a integrarse: la transposicion diddctica’ y el contrato diddctico. E1 Contrato
Diddctico se refiere al conjunto de comportamientos del maestro esperados por el alumno,

y de comportamientos del alumno esperados por el maestro. Estos comportamientos

* Este constituye el espacio donde se desenvuelven los elementos. El medio no representa por ello una
] dimension pasiva, sino que es sujeto dentro de las situaciones didécticas. .
Es la transformacion del saber cientifico o saber sabio en un saber posible de ser enseiiado; es decir, el
proceso por el cual ciertos contenidos seleccionados como aquellos que se deben ensefiar en un tiempo y
lugar dados, son transformados en contenidos ensefiables.
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regulan el funcionamiento de la clase, definiendo asi los roles de cada uno y distribuyendo

las tareas. El contrato didactico posee componentes explicitos e implicitos.

Las relaciones de ensefianza se pueden observar a través de las interrelaciones entre el
maestro, el alumno y el saber, sin dejar de analizar el contexto. No se puede dejar de
conocer cual es el lugar que ocupa el saber dentro de la institucién educativa para el

profesor y para los alumnos.

De alguna manera, el concepto de contrato didactico permite tomar conciencia de que
una parte de las ideas matematicas de los alumnos son producto de inferencias que, por
provenir de lo que el profesor expresa, pero no necesariamente dice, escapan generalmente
de su control. En el contrato didéctico el profesor tiene el compromiso de exponer, explicar,
ejercitar diferentes trabajos, asi como tener el papel de mediador y responder dudas
planteadas, estar abierto al didlogo, escuchar inquietudes y responder, acompaiiar a los
alumnos con dificultades en el aprendizaje y mantener un buen ambiente de trabajo

(relacion de respeto (profesor-alumno y alumno-profesor).

Los conceptos tedricos presentados y discutidos en este capitulo, permitieron disefiar y
elaborar las actividades implementadas en la presente investigacion, asi como analizar y
discutir los datos provenientes de los diferentes registros de la actividad propuesta al

profesor participante en este estudio.
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CAPITULO |3

METODOLOGIA

3.1. Introduccion

En este capitulo se describe la poblacion participante en este estudio y la forma en que
ésta fue seleccionada. De igual manera, se describe la actividad disefiada para esta
investigacion, asi como sus diferentes componentes, caracteristicas y propdsitos. Al final de
este capitulo, se describe la forma en que las actividades fueron implementadas; cuyo fin es
el acopio de datos para analizar el discurso del profesor en la ensefianza de resolucion de
problemas verbales-algebraicos, ademas de entrevistas que se realizaron al profesor, antes y

después de la aplicacion de la actividad, las cuales no son analizadas, en este documento.
3.2. Descripcion y seleccion de la poblacion

Esta investigacion es de corte cualitativo; se extraen descripciones a partir de
observaciones que adoptan la forma de entrevistas, grabaciones, video-grabaciones y
transcripciones. La mayor parte de los estudios cualitativos estan preocupados por el
contexto de los acontecimientos, y centran su indagacion en aquellos contextos en los que
los seres humanos se implican e interesan, evaliian y experimentan directamente. Esto es, la
investigacion cualitativa investiga contextos naturales, o tomados tal y como se encuentran,

mas que reconstruidos o modificados por el investigador (Sherman & Webb, 1988).

La investigacion se llevd a cabo en nivel bachillerato con un profesor a cargo de las
clases de algebra de primer semestre. El profesor estudié Ingenieria en Electronica en el
Instituto Politécnico Nacional y realiz6 una Maestria en Educacién en el Instituto de
Ciencias y Estudios Superiores de Tamaulipas (ICEST). Cuenta con 26 afios de
experiencia, de los cuales los primeros 10 afios trabajo en nivel secundaria, y cuenta con 16

aflos de experiencia como profesor de matematicas en el nivel medio superior.
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Imparte las clases de algebra, matematicas aplicadas, geometria analitica, geometria y
trigonometria, calculo, probabilidad y estadistica, en diferentes semestres. En el semestre

que se grabaron las clases s6lo impartia las clases de algebra.

No se dio ninguna orientacion al profesor sobre como desarrollar su clase, ya que el
proposito de esta investigacion es analizar el discurso del profesor en su ambiente natural,
poniendo énfasis en su participacion y la forma de argumentar la resolucion de problemas
verbales-algebraicos, que permite reconocer la naturaleza de la ensefianza promovida. Se
interviene en la investigacion solo al proporcionarle al profesor la guia de problemas

verbales-algebraicos a trabajar en la clase (Anexo 1).

En relacion con la resolucion de problemas, el profesor considera que la principal
dificultad de los alumnos es la competencia antropoldgica; es decir, es aquella que incide
en la cuestion personal de los estudiantes: la motivacion, los habitos de estudio y el gusto
por las matematicas. Ademas, considera importante las sesiones de resolucion de problemas
para aprender matematicas, ya que a través de éstas, el alumno puede definir los contenidos

que puede utilizar en la solucion de la situacion-problema.

Su experiencia como profesor esta enfatizada en relacion con el aprendizaje de los
alumnos en forma significativa; es decir, donde ellos a través de una situacion-problema
usan sus conocimientos previos, sus habilidades y competencias para dar solucién a los
problemas que se les plantean. Utiliza también una secuencia didactica basada en tres
momentos: apertura, desarrollo y cierre. En apertura trata de la primera aproximacion al
objeto de conocimiento, recuperacion de los saberes previos vinculados con el tema; en
desarrollo se refiere a la ampliacion y profundizacion de la informacion, construccion del
objeto de conocimiento, a como desarrollan su conocimiento previo, y es aqui donde el
profesor apoya con actividades de refuerzo y retroalimentacion para rescatar sus
conocimientos previos, por medio de circulos de estudio y tutorias; el cierre trata de la
reconstruccion del objeto de conocimiento y del todo en una nueva sintesis, sintesis final

del tema y sintesis parciales de nuevos aprendizajes.

En algunas ocasiones, el profesor se apoya en diferente material didactico para sus
clases como: las presentaciones, el rota-folio, videos, entre otros, siendo estos de gran

utilidad. Pero a partir de la Reforma Integral de Bachillerato 2008, el profesor solo se
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encarga de 5% de la clase, que corresponde a retroalimentar a los alumnos en las
actividades establecidas durante las sesiones y evaluar su desempefio y rendimiento en

ellas.

Al terminar la educacion media superior, todos los egresados, independientemente de
la particular forma de organizacion curricular de cada institucion, comparten una serie de
competencias. Las competencias estan organizadas en un Marco Curricular Comun (2008)

que incluye competencias genéricas, disciplinares y profesionales.

De acuerdo con la Reforma Integral de la Educacion Media Superior (2008), las
competencias genéricas que conforman el perfil del egresado del Sistema Nacional de
Bachillerato, son aquellas que permiten a los jovenes comprender el mundo e influir en €l,
continuar aprendiendo de forma auténoma a lo largo de sus vidas, desarrollar relaciones
armoénicas con quienes les rodean y participar eficazmente en su vida social, profesional y

politica.

Para cumplir este perfil, el profesor se apoya en las siguientes competencias genéricas:
conocer y abordar problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos que persigue;
escuchar, interpretar y emitir mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiadas, respectivamente. En esta ltima,
el alumno debe expresar ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas,
matematicas o graficas, asi como identificar las ideas clave en un texto o discurso oral e

inferir conclusiones a partir de ellas.
3.3. Descripcion y proposito de las actividades

En este apartado se muestran como fueron disefiados los instrumentos del estudio, asi
como la descripcion de los mismos. Entre los instrumentos del estudio se encuentra una

actividad propuesta al profesor para implementar durante la clase.

El propésito de la actividad propuesta al profesor es promover en los estudiantes la
comprension de los métodos algebraicos de sustitucion, reduccion e igualacion, usados para
resolver sistemas de ecuaciones lineales; asi como dar elementos teéricos necesarios para
que ellos lleven a cabo el proceso de traduccion de problemas verbales-algebraicos a

notacion algebraica.
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La estructura general de la actividad es la siguiente:

1. Parte I. Métodos a utilizar en la resolucion de problemas (presentados en una tabla)
a. Igualacion
b. Sustitucion
c. Reduccion
d. Una pregunta después de cada tabla sobre el porqué piensan que este método es
llamado Método de Igualacion (sustitucion o reduccion), es decir, en qué sentido
se lleva a cabo la igualacion (sustitucién o reduccidn) en este método.
2. Parte II. Ejercicios
3. Parte III. Uso de los métodos en la resolucion de problemas verbales-algebraicos
a. Pregunta sobre qué tienen en comun estos métodos y cudl es el de su preferencia.

4. Al final de cada parte de la actividad se propone una discusion de lo visto en ellas.

Muchos problemas que requieren la determinacion de dos o mas cantidades
desconocidas pueden ser resueltos por medio de un sistema de ecuaciones lineales. Las
cantidades desconocidas se representan con letras, por ejemplo x,y, etc. y se establece un
sistema de ecuaciones que satisface las diversas condiciones del problema. La resolucion de

este sistema conduce a los valores de las incognitas.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales, es necesario recordar en qué consisten
los métodos usados para resolverlos. Por lo que, la primera parte esta conformada de una
tabla por cada método, donde aparecen los pasos a seguir en cada método, respectivamente,
y también un ejemplo donde se va avanzando en él conforme va pasando cada paso de
dicho método (ver Tabla 3.3.1).

Seguido de la tabla se presenta la siguiente pregunta: ;por qué piensas que este método
es llamado Método de Igualaciéon? En otras palabras, jen qué sentido se lleva a cabo la

igualacion en este método?

Y la dltima pregunta de reflexién de esta primera parte: (En qué forma estos métodos
(los métodos de Igualacion, Sustituciéon y Reduccion) te permiten reducir el sistema dado

en otro que ya sabes como abordarlo?
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Tabla 3.3.1. Parte I de la actividad

METODO DE IGUALACION { x+3y=5
] ] 7x + 6y = 20
El Método de Igualacién consiste en:
1. Despejar la misma incognita en cada una de las _5-x
ecuaciones y, de este modo, construir dos y = 3
expresiones; las cuales tienen la misma incdgnita; _ 20 —7x
¥ 6
2. Proponer que las dos expresiones obtenidas en el 5—-x 20-7x
paso 1 sean iguales entre ellas, y asi construir una 3 6
ecuacion con una incégnita;
3. Resolver la ecuacion que resulta; 5—x 20-7x
3 7 6

2(5—-x)= (20—7x)
10-2x = 20—-7x

7x—2x = 20-10
5x = 10
x =2
4. Sustituir el valor obtenido en una de las _S5-x_5-2_ 1
ecuaciones del sistema, con objeto de calcular el -3 T 3 °

valor de la otra incégnita de la pareja solucién. La pareja solucién es (x,y) = (2,1)

i Verifique esto!

En la segunda parte, se proponen cinco sistemas de ecuaciones con el propdsito de que
se resuelvan con la libertad de usar alguno de los métodos mencionados en la Parte I. En la
actividad dada al profesor, se le sugiere proponer otros sistemas de ecuaciones, si es

conveniente.

Al final de las partes I, II y III, se le sugiere al profesor algunas preguntas para la
discusion de lo visto durante la actividad, con el propésito de que se reflexione sobre lo que

se ha realizado en la resolucion de problemas.

¢ Cuales son los elementos del problema verbal-algebraico que ayudan a que éste se
modele mediante un sistema de ecuaciones lineales?

(Consideras importante verificar las respuestas que obtuviste? ;Por qué?
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; Tiene sentido la solucion que obtuviste en cada problema?

En el anexo de esta tesis se muestra la actividad del alumno y la guia del profesor

completas, e implementadas en este estudio.

3.3.1. Diferentes soluciones de los problemas implementados en esta

investigacion

Se presentan problemas verbales-algebraicos en la Parte III, de los cuales se pide
determinar el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resolver dicho sistema.
Los problemas verbales-algebraicos presentados son tomados de Ramirez (2008), Guzman,

Bednarz y Hitt (2003), Rees y Sparks (2007) y Lehmann (2009).

En el proceso de resolucion de un problema pueden observarse diferentes soluciones al
mismo, derivados de toda una gama de conocimientos previos que se ponen en juego y que
requieren relacionarse mutuamente, por lo que a continuacién se hace una revisién de los

problemas verbales-algebraicos de la actividad y sus diferentes formas de solucion.

1. Rosa compré cinco cuadernos y cuatro plumones y gastd en total $63. Si cada
cuaderno le costd el doble que cada plumén, ;cuanto le costdé cada cuaderno y cada

plumén? (Ramirez, 2008, p. 24).
Este puede ser resuelto de las siguientes formas:

i) Planteando una ecuacién lineal que modela el problema: 4y + 5(2y) = 63 donde y

representa el precio de cada plumén y x = 2y representa el precio de de cada

cuaderno.

El valor del plumén es de $4.50, pero 4y + 5(2y) = 63
como el cuaderno cuesta el doble de cada 4y + 10y = 63
plumén, entonces el cuaderno cuesta $9. 14y = 63

63
Y 4
y=4.5
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ii) También, se puede plantear un sistema de ecuaciones que modela el problema:

5x + 4y = 63 . .
{ = _y 2y donde x representa el precio de cada cuaderno y y el precio de cada
plumon. Para resolver estas ecuaciones, el alumno puede auxiliarse de cualquiera de
los métodos (igualacion, sustitucion y reduccion), si usa el método de igualacién sélo
hace falta despejar, de la primera ecuacion, la incognita x para igualarla con la
segunda ecuacion.

63
Entonces, partiendo de x = y x =2y

63 — 4y =2y Cada plumén tiene un costo de $4.50,
5 ahora solo se sustituye ese valor en la
63 — 4y = 2y(5) segunda ecuacion del sistema
63 — 4y = 10y x=2y=2(450)=9 por lo que cada
—10y — 4y = —63 cuaderno tiene un costo de $9.
14y = 63
63
Y 1
y=4.50

Para verificar los resultados obtenidos, se sustituyen los valores en las ecuaciones del

sistema:
5x +4y =63 x =2y
5(9) + 4(4.50) = 63 9= 2(4.50)
45+ 18 = 63 9=9
63 =63

iii) Otra manera de resolver el problema es por medio de una tabla de valores (ver tabla
3.3.2), en la cual se le van dando valores a las incdgnitas hasta llegar a aquellos que

cumplen las condiciones del problema.
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Tabla 3.3.2. Tabla de valores del problema 1

y Zy:x Sx+4y
4 2(4) = 8 5(8) + 4(4) = 40 + 16 = 56
< 2(5) = 10 5(10) -+ 4(5) = 50 + 20 = 70

aac | 2(445) =89 5(8.9) -+ 4(4.45) = 445 + 17.8 = 62.3

450 | 2(450)=9 5(9) + 4(4.50) = 45 + 18 = 63

Cuando el costo del cuaderno es de $4.50 y el costo de cada plumén es de $9, se

satisfacen las condiciones del problema.

. ., ., 1,
2. Si el numerador de una fraccién dada se aumenta en 1, la nueva fraccidn es E; si el

denominador se disminuye en 1, la nueva fraccion es 7 ¢Cual es esta fraccion?

(Lehmann, 2009, p. 99).

" vy a . .
Si la fraccién es 7o este problema puede ser resuelto por las siguientes formas:

i) A partir de las condiciones del problema (ver tabla 3.3.3), se llega a las ecuaciones

2a—b= -2
3a—bh = —1

incognitas se puede utilizar cualquier método, de los ya discutidos antes.

del sistema: { . Para resolver este sistema de ecuaciones lineales con dos

Tabla 3.3.3. Condiciones del problema 2

Si % la fraccion buscada y el numerador se @Xa+1) = 1(b)
aumenta enl, y el denmominador permanece 2a+2 =58
constante, entonces:

2a—b=-2
a+1 1
b 2
Si el denominador se disminuye en 1, y el Bla=1b-1)
numerador permanece constante, entonces:
3a=b—-1
a 1 3 b
hb-1 3 a-h=-1
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Por ejemplo, a través del método de reduccion:

Se multiplica por —1 a la ecuacién

2a—b=-2
3a—b=-1 y se suma la ecuacion ~ =
equivalente con la otra ecuacidn. —a=-1
a=1
Luego, se sustituye el valor de la 3()-b=-1
incognita @ = 1 en la ecuacion 3a—b = 3—p=—1
-1
-b=-1-3
-b=-4
b=4

Asi es obtenido el valor de la incognita b = 4, por lo que la fraccién buscada % Para

comprobar que los valores obtenidos son los correctos, se sustiuyen en ambas ecuaciones

2a—-b=-2 -3a+b=1
2()-(4) =-2 -3(1)+4=1
2—4=-2 -3+4=1

-2 ==2 1=1

ii) Otra manera de encontrar los valores pedidos es por medio de una tabla de valores

(Tabla 3.3.4), en la cual se van dando valores a las incognitas hasta llegar a los valores
que cumplen con las condiciones del problema.

Se puede observar en la tabla, que en la tercera fila se cumplen las condiciones del

1
problema, por lo que el niimero buscado es —

25



Tabla 3.3.4. Tabla de valores para encontrar la solucién al problema 2

a a+1 a
a b B b b-1
1 141 2 1 1
- e, S —_— =1
1|2 3 7 =371 2-1 1
5 1 1+1 2 1 1
1 3 3 3 3-1 2
4 1 1+1 2 1 1 1
1 4 4 2 2 4-1 3
2 | 2 7=1 553 2-1 1

3. Dos aeropuertos, A y B, estan a 400 km uno de otro y B esta situado al Este de A. Un
avion vol6 en 45 min. de A a B y luego regres6 a A en 60 min. Si durante todo el viaje
estuvo soplando viento del Oeste a velocidad constante, determina la velocidad del

avion y la velocidad del viento (Rees & Sparks, 2007, p. 98).
He aqui algunas formas de resolver este problema:

i) Sea v la velocidad del avion a favor del viento y u es la velocidad del viento. Se sabe
que distancia (d) = velocidad (v) * tiempo (t), de las cuales son conocidas la

distancia entre los aeropuertos y el tiempo que durd cada viaje. Sustituyendo los

. . 400 = 451, _ .
valores conocidos se tiene { 400 = 60v, donde v; = v + u es la velocidad del

visjede AaB y v, = v- u eslavelocidad del viaje de B a A.

400 80 80
{400=45(v+u) E=v+u ?=v+u v+u=?
400 = 60(v — ) 00 _ o _ 20 _ L, 20
50 v—u 3 v—u v-u 3
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Se llega asi al sistema de ecuaciones que modela el problema verbal. Al resolver el
sistema, se obtiene que la velocidad del avioén es 7.8 km/min y la velocidad del viento es

de 1.1 km/min, aproximadamente.

4. Una caja registradora contiene $50 pesos en monedas de cinco, diez y veinticinco
centavos. En total son 802 monedas, siendo 10 veces mayor el numero de las de cinco
centavos que el de las de diez centavos. Encuentra cuantas monedas hay de cada valor
(Rees & Sparks, 2007, p. 99).

He aqui algunas formas de resolver este problema:

i) Sea v el numero de monedas de 25 centavos, d el nimero de monedas de 10
centavos y ¢ es el nimero de monedas de 5 centavos. Se puede establecer el sistema

de ecuaciones del problema con las incégnitas v, d y ¢ de la siguiente manera

25v 4+ 10d + 5¢ = 5000 (1)
v+d+c= 802 (2
c = 10d 3)

Donde:
(1) puesto que $50 = 5 000 centavos
(2) que es el total de monedas

(3) ya que hay 10 veces mas monedas de cinco centavos que de diez centavos

Si es sustituido ¢ = 10d en las otras dos ecuaciones, se obtiene un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incdgnitas:

{251] +60d = 5000
v+ 11d = 802

El cual se resuelve por el método de igualacion en la tabla 3.3.5.
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Tabla 3.3.5. Resoluci6n del problema 4 por el método de igualacion

Despejando la misma incégnita v en cada

. 5000—60d
una de las ecuaciones: v HR= ¥ U=

802 —11d, e igualando las expresiones

obtenidas:

5000 — 60d
25
5000 — 60d = (802 — 11d)25
5000 — 60d = 20050 — 275d
275d — 60d = 20050 — 5000
215d = 15050

_ 15050
- 215
d=170

=802 —11d

Ahora, sustituyendo el valor de la incégnita

_ 5000-60d

denv T

o v=802-11d

_ 5000 — 60(70)
V= 25
_ 5000 — 4200
- 25
800

Wl

25
v=32

v

Pero, se sabe que ¢ = 10d, entonces ¢ = 10(70) = 700. Por tanto, hay 700 monedas

de 25 centavos, 70 monedas de 10 centavos y 32 las monedas de 5 centavos.

Para comprobar el resultado, se sustituyen los valores obtenidos en las ecuaciones

iniciales.

25v + 10d + 5¢ = 5000
25(32) + 10(70) + 5(700) = 5 000
800 + 700 + 3500 = 5 000

5000 = 5000

32+70 +700 = 802

802 = 802

v+d+c= 802 c=10d
700 = 10(70)
700 = 700
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5. Un propietario recibié $12 000 por pago de la renta de dos oficinas en el afio de 1984.
La renta mensual de una era $100 mayor que la de la otra. ;Cual fue la renta mensual
que recibid de cada una si la mas cara estuvo desalquilada dos meses? (Rees & Sparks,
2007, p. 97).

Se puede encontrar la solucién del problema a través de diferentes maneras:

i) Se sabe que el precio de una renta es $100 mayor que la otra, donde p representa el

precio de la renta mas barata, entonces 12p + 10(p + 100) = 12 000

12p + 10p + 1000 = 12 000 Entonces, la renta mas barata es de
22p =12 000 -1 000 $500 por mes. Pero como la renta mas
22p = 11000 cara es $100 mayor que p, entonces la
11 000 renta cara es $600 por mes.
p =
22
p =500

ii) Por otro lado, m representa el precio de la renta mensual de la oficina més cara y p
representa el precio de la renta mensual mas barata. Se establece un sistema de
ecuaciones que modela el problema (donde 12 y 10 son los meses en que estuvo
rentada la oficina), entonces

{ m = p+ 100
10m + 12p = 12000

Resolviendo por igualacion, solo se despeja m de la segunda ecuacion

12 000-12p

m= — igualarla con m = p + 100

12 000 — 12p
10

10(p + 100) = 12 000 — 12p
10p + 1 000 = 12 000 — 12p
12p + 10p = 12 000 — 1 000

100 + p=

22p = 11000
11 000
~ T2
p = 500
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El precio por mes de la renta mas barata es de $500. Ahora solo resta sustituir ese
valorenm = p + 100
m = 100 + 500
m = 600
Por lo que la renta mas cara tiene un costo de $600 por mes. Para saber que los

resultados obtenidos son los correctos, se comprueba sustituyéndolos en las ecuaciones del

sistema que modela el problema.

m = p+ 100 10m + 12p = 12000
600 = 500 + 100 10(600) + 12(500) = 12000
600 = 600 6000 + 6000 = 12000

12 000 = 12 000

iii) Por medio de una tabla de valores (Tabla 3.3.6) se puede encontrar una solucion al
problema:

Tabla 3.3.6. Tabla de valores del problema 5

P m=100+p 10m + 12p

10 100 + 10 = 110 10(110) + 12(10) = 1100 + 120 = 1 220
200 100 + 200 = 300 10(300) + 12(200) = 3 000 + 2 400 = 5 400
400 100 + 400 = 500 10(500) + 12(400) = 5000 + 4 800 = 9 800
500 100 + 500 = 600 10(600) + 12(500) = 6 000 + 6 000 = 12 000

Se van dando valores a las incdgnitas del problema, hasta que encontrar valores que

cumplan con las condiciones del problema, por lo que la renta mas barata fue de $500 por
mes y la mas cara de $600 por mes.
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6. Un namero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos; si los digitos se
invierten, el nimero resultante es 45 unidades menor que el namero original. Halla el

numero original (Lehmann, 2009, p. 99).
Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:

i) Se sabe que es un numero de dos cifras, por lo que se puede expresar ese niimero
como 10x + y, donde x representa el digito de las centenas y y representa el digito
de las unidades, pero el problema dice que ese niimero es igual a 8 veces la suma de

sus digitos, entonces:

10x+y =8(x+y), o bien, 10x+y =8x+8y, que puede ser reescrita como
10x + y —8x — 8y = 0, de modo que la primera ecuacion del sistema que modela el

problemaes 2x — 7y = 0.

Ahora, si los digitos se invierten 10y + x = (10x + y) — 45

(10y + x), el nimero es 45 unidades menor 10y + x — 10x —y = —45

que el nimero original, entonces:

9y — 9x = —45
_ 45

x —y =5, segunda ecuacion del sistema que modela el problema. Por tanto, el sistema de

2x—T7y=0

se resuelve por reduccion
x—y=5

ecuaciones lineales que modela el problema es: {
en la tabla 3.3.7.

Se obtiene asi el valor de la incdgnita faltante, el digito de las decenas. Por lo tanto, el
numero de dos digitos buscado es el nimero 72. Para comprobar la solucién del problema,

se sustituyen los valores de las incégnitas en el sistema de ecuaciones:

2x—=7y =0 x—y=5

2(1)-72)=0 7—(2)=5

14-14=0 7-2=5
0=0 5=5
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Tabla 3.3.7. Sistema de ecuaciones del problema 6

x—y=5

Al multiplicar la ecuacién x —y =5 por —2 2x-7y=0
se tiene —2x + 2y = —10. La suma de la = ==
ecuacién equivalente con la ecuacién 2x — ~Sy = —10
Yy=73
El digito de las unidades es 2.
y=2
. e x—y=5
Una vez obtenido el valor de la incégnita y, se
sustituye en una de las ecuaciones del sistema el
x=5+2
que modela el problema, en este caso en
=7

ii) Otra forma de resolver este problema es por medio de una tabla de valores (ver tabla

que cumplen con las condiciones del problema.

3.3.8), en la cual se le va dando valores a las incdgnitas, hasta llegar con los valores

Sean p y q las incognitas del problema, donde p representa el niimero de las decenas y

q representa el nimero de las unidades. Si las tres ultimas columnas dan el mismo numero,

entonces sera el nimero buscado. Por lo tanto, el nimero buscado es el nimero 72, ya que

los digitos de este nimero cumplen con las condiciones del problema.

Tabla 3.3.8. Tabla de valores del problema 6

Pplq| 10p+gq 8(p+9q) 10q +p + 45

12 12 8(1+2)=8(3) =24 10(2) + 1 + 45 = 20 + 46 = 66
611 61 8(6+1)=8(7) =56 10(1)4+6+45=10+51=61
711 71 8(7+ 1) =8(8) = 64 10(1)+7+45=10+52=162
712 72 8(7+2)=8(9) =172 10(2)+74+45=20+52=72
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7. En México, se necesitan 4 vagones del Metro y 7 autobuses para poder transportar a
678 personas. Si colocamos 21 personas de mas en un vagén del Metro que en un
autobus, encuentra el nimero de personas que podemos acomodar en un autobus y en

un vagon del Metro (Ramirez, 2008, p. 27).
Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:

i) A partir de la incognita b, que representa el nimero de personas que se pueden

acomodar en un autobus, se establece una ecuacion lineal que modele el problema

4(b+21)+7b =678
4b+ 84+ 7b = 678

11b = 678 — 84
11b = 594
5%

11
b =55

El nimero de personas que se pueden acomodar en el autobis es de 54 personas.
Como en un vagén de metro son 21 personas mas, entonces se pueden acomodar 75

personas en cada vagén de metro.

ii) Para este problema se plantea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{4a+7b=678
a=b+21

acomodar en un vagon del Metro y b al nimero de personas que se pueden acomodar

donde a representa el numero de personas que se pueden

en un autobus.
4a +7b = 678
4(b+21)+7b =678
4b + 84 + 7b = 678

Se puede resolver el sistema de
ecuaciones por medio de cualquier

método. Por ejemplo, por sustitucion,

) _ o 11b = 678 — 84
dado que ya esta despejada la incdgnita a 11k= 504
se sustituye en la primera ecuacion del 594
sistema y se resuelve la ecuacion lineal b= 11
obtenida. b =54
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Entonces, se pueden acomodar 54 personas en un autobus. Ahora, sustituyendo ese

valor en la ecuacion.

a=b+21
a=54+21
a=175

Asi, en cada vagén del metro se pueden acomodar 75 personas. Para comprobar que la
solucion es la correcta, se sustituyen los valores encontrados en las ecuaciones del sistema

que modelan el problema.

4a+7b =678 a=b+21
4(75) + 7(54) = 678 75 = 54 + 21
300 + 378 = 678 75 =175
678 = 678

ili) Se puede llegar a la solucion del problema por medio de una tabla de valores (Tabla
3.3.9), dando valores a las incognitas hasta llegar a los valores que satisfagan las

condiciones del problema.

Tabla 3.3.9. Tabla de valores del problema 7

b a=b+21 4a+7b

10 10+ 21 =31 4(31) +7(10) =121+ 70 =191
51 51+21=72 4(72) +7(51) = 288 + 357 = 645
53 53+21=74 4(74) + 7(53) = 296 + 371 = 667
54 54+21=175 4(75) + 7(54) = 300 + 378 = 678

Por tanto, se pueden acomodar 54 personas en un autobls y 75 personas en cada

vagoén del metro.
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8. Un ciclista viajo en linea recta de la ciudad 4 a la ciudad B a una velocidad media
promedio de 24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvid y viajé a la
ciudad 4, a una velocidad media promedio de 18 km/h. Si todo el viaje (ida y regreso)
tomo 7 horas, jcuanto durd el viaje en cada direccion? (Guzman, Bednarz y Hitt, 2003,
p. 12).

Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:

i) Dado que se debe encontrar el tiempo que duré cada viaje, se considera a las
incognitas t; y t;, que representan al tiempo de los viajes de ida y regreso,

respectivamente; de donde el sistema de ecuaciones que modela el problema es:

{ t1+t2=7
24t, — 18t, =0

Al resolver el sistema por el método de sustitucion, se despeja t; de la primera

ecuacion, t; = 7 — t; y se sustituye en la segunda ecuacion:
24(7 = tz) = 18t2 =0

168 — 24t, — 18t, = 0

—42t, = —168
. 168
27 42
tz = 4'

El viaje de regreso dur6 4 horas. Para saber cudl es el tiempo del viaje de ida, se

sustituye el valor obtenidoen t; =7 — ¢,
t1 =7—4
tl =3

Por lo tanto, el viaje de ida duré 3 horas. Al sustituir los valores de las incognitas
en el sistema de ecuaciones que modela el problema, se puede comprobar si los valores

hallados son los correctos.
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t1+t2=7 24t1—18t2=0

3+4=7 24(3) — 18(4) = 0
7=7 72-72=0
0=0

iii) Otra forma de encontrar solucion al problema es por medio de una tabla de valores
(Tabla 3.3.10), en la cual se le van dando valores a las incdgnitas hasta llegar a los

valores que cumplen con las condiciones del problema.

Tabla 3.3.10. Tabla de valores del problema 8

tl tz t1 + tz =7 24t1 = 18t2 =0

1 6 1+6=7 24(1) — 18(6) = 24— 108 = -84

2 5 1+6=7 24(2) —18(5) = 48 —90 = —42

3 4 1+6=7 243)-184)=72-72=0

4 3 1+6=7 24(4)—18(3) =96 —54 =42

Cuando t; = 3 y t, = 4 se cumplen las condiciones del problema, por tanto, el viaje

de ida fue de 3 horas y el de vuelta de 4 horas.

9. Un ciclista viajo de la ciudad 4 a la ciudad B a una velocidad media de 24km/h. Al
llegar a la ciudad B, de inmediato se volvid y viajé a la ciudad 4, a una velocidad
media de 18km/h. Si el viaje de regreso fue de una hora mas que el de ida, ;cuéanto

duré el viaje en cada direccion? (Guzman, Bednarz & Hitt, 2003, p. 12).

Pareciera que el problema anterior y éste son iguales, pero no lo son, ya que a
diferencia del anterior, en este problema se tiene una comparacién entre dos magnitudes

homogéneas. Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:
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i) Se sabe que la distancia es igual a velocidad por tiempo d = (v)(t), y lo que pide el
problema es encontrar el tiempo que durd el viaje de ida y regreso. Por lo que, al
sustituir los valores conocidos y contemplamos la incdgnita t: el tiempo del viaje de
regreso, se tiene: d = 24(t—1) y d = 18t, y como la distancia recorrida es la
misma en ambos caminos, se igualan las expresiones posteriores, llegando a la

siguiente expresion.
24(t—1)—18t=0

24t —-24-18t=0

6t = 24
t_z4
T 6
t=4

El viaje de regreso fue de 4 horas, y como el viaje de ida fue de una hora menos,

entonces el viaje de ida fue de 3 horas.

ii) Dado que se debe encontrar el tiempo que dur6 cada viaje, se considera a las
incégnitas t, y t,, que representan al tiempo de los viajes de ida y regreso,

respectivamente; de donde el sistema de ecuaciones que modela el problema es:

{ t1=t2—1
24t1 = 18t2 =0

Basta con sustituir la primera ecuacién en la segunda para obtener el valor de una

incognita, por lo que:
24(t; —1)—18t, =0

24t, — 24 —18t, = 0

6t, = 24
; _24
276
t2=4’
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El viaje de regreso durd 4 horas. Ahora, se sustituye el valor de la incdgnita t; en

t; = t; — 1, para obtener el valor de la otra incdgnita:
ti=t;—1
t1=4-1

t;=3

El viaje de ida duré 3 horas. Para comprobar que los valores obtenidos son los

correctos, estos se sustituyen en el sistema de ecuaciones que modela el problema.

ti=t,—1 24t, — 18t, = 0
=4-1 24(3) - 18(4) =0
3=3 72-72=0
0=0

iii) Otra forma de encontrar solucién al problema es por medio de una tabla de valores
(Tabla 3.3.11), en la cual se le van dando valores a las incognitas hasta llegar a los

valores que cumplen con las condiciones del problema.

Cuando t;, = 4 y t; = 3, se satisfacen las condiciones del problema, por lo tanto, el

viaje de ida dur6 3 horas y el viaje de vuelta dur6 4 horas.

Tabla 3.3.11. Tabla de valores del problema 9

t, | ti=t;—1 24t; —18t, =0

2 2-1=1 24(1) —18(2) = 24— 36 = —12
3 3-1=2 24(2) — 18(3) = 48 — 54 = —6
4 4-1=3 24(3)-18(4)=72-72=0

5 5-1=4 24(4) - 18(5) = 96 — 90 = 6
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10. En ocasion de un dia de asueto, un estudiante aprovech6 para ir de visita con sus
padres, yendo y viniendo por dos caminos diferentes. El viaje de regreso fue 4
kilémetros mas corto que la mitad del viaje de ida. El recorrido total, ida y regreso,
fue de 68 kilometros. Determina la distancia recorrida en cada tramo (Rees & Sparks,

2007, p. 100).
Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:

i) De acuerdo con la estructura general del problema, éste puede ser resuelto de
diferentes formas. He aqui una de las formas de resolverlo: sean las incdgnitas s:
distancia recorrida en el viaje de ida y r: distancia recorrida en el viaje de regreso. De
acuerdo con los datos y relaciones del problema, es posible plantear el sistema de

ecuaciones:

r+s=68

ES—4=T'

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto por cualquiera de los métodos antes

comentados. Por ejemplo, por igualacion:

Despejando la incognita r de la primera r+s =268
5o r=68-—=s
ecuacion.
1
Igualar la expresion obtenida con la 68 —s = 35~ 4

segunda ecuacién y resolver la nueva

1
ecuacion lineal. —Ss - ES = —4-68

3
—ES ==72
_ 2
s=72 (5)
s=48

En el viaje de ida, la distancia recorrida fue de 48 kilémetros. Para encontrar la

distancia recorrida en el viaje de regreso, se sustituye el valor encontrado en r = 68 — s.

r=68—48
r=20
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En el viaje de regreso el estudiante recorrié 20 kilometros. Para comprobar el resultado

obtenido, se sustituyen los valores en las ecuaciones iniciales:

1

r+s =68 Es—4=r
20 + 48 = 68 >(48) -4 =20
68 = 68 24— 4 =20
20 = 20

ii) Si sdlo es considerada a la incognita s: distancia recorrida en el viaje de ida, se tiene

1 S . . .
que S+(ES_4) = 68; al resolver esta ecuacion lineal se obtiene la distancia

recorrida del viaje de ida.

1 LY
5 (ES _ 4) - 68 Pero como el viaje de regreso fue 4
kildmetros mas corto que la mitad del
ES —4 =68 viaje de ida (24 kilémetros), entonces el
3 viaje de regreso fue de 20 kilometros.
=s=68+4
2
2
=(72)(=
s=(72)3)
_ 144
*T73
s=48

iii) Otra forma de encontrar la solucién al problema es por medio de una tabla de valores
(Tabla 3.3.12), en la que se van dando valores a las incognitas hasta llegar a aquellos

que satisfacen las condiciones del problema.

Cuando s = 48 y r = 20, se satisfacen las condiciones del problema, por lo que el

viaje de ida fue de 48 kilometros y el de regreso de 20 kilémetros.
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Tabla 3.3.12. Tabla de valores del problema 10

1 _
s T=Es_4 s+r=68
20 _
20 7—4:10—4:6 204+ 6 =26
50 _
50 S -4=25-4=21 50+21=71
45 45+ 185 = 63.5
45 7—4=22.5—4=18.5 D = 63.
48 _
48 T-4=24_4=20 48 + 20 = 68

11. En un concierto de musica moderna, el precio de los boletos es de $75, pero si se

compran con anticipacion, se hace un descuento de 10% al precio del boleto. Si

asistieron 1500 personas y el ingreso por concepto de entradas fue de

$105,630, ;cuantas personas compraron el boleto a precio normal? (Ramirez, 2008,

p. 28).

Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:

i) Si x representa el nimero de personas que compraron el boleto de entrada a precio

normal e y representa nimero de personas que compraron el boleto de entrada con

anticipacion, entonces con esta suposicion se establece el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:

{ x+y=1500

75x + 67.5y = 105 630

De donde $67.5 es la cantidad del boleto con descuento. Resolviendo el sistema de

ecuaciones por el método de sustitucion:

despejando y de la primera ecuacidn, se tiene y = 1500 — x;

se sustituye y en la segunda ecuacién para obtener el valor de x
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75x + 67.5(1500 — x) = 105 630
75x + 101250 — 67.5x = 105 630

75x — 67.5x = 105 630 — 101250

7.5x = 4380
4380
*=75
x =584

El problema consiste en encontrar el nimero de personas que compraron el boleto a
precio normal, por tanto la cantidad pedida es 584 personas. En el caso de que el problema
también pidiera la cantidad de personas que compraron el boleto a precio con descuento,
solo se sustituye el valor de la incognita x en cualquiera de las ecuaciones iniciales y se

obtiene asi el valor de la incognita y.

12. Dos hermanos compraron, a partes iguales un receptor de television con un costo de
$2 200. El hermano mayor invirtié en esta operacion la mitad de sus ahorros y el
hermano menor las dos terceras partes de los suyos. Después de haber efectuado la
compra todavia reunian entre los dos $1 600 de ahorros. Determina la cantidad

ahorrada por cada uno, previa a la compra (Rees & Sparks, 2007, p. 100).
Se puede encontrar la solucion del problema a través de diferentes maneras:

i) Considerando la primera condicién de que compraron la television a partes iguales y
que el hermano mayor aportd %= 1100 pesos, donde x representa la cantidad
ahorrada por el hermano mayor, y que el otro hermano aporté % y = 1100 pesos,
donde y representa la cantidad ahorrada por el hermano menor, entonces, de
%= 1100 pesos, se tiene que x =2200pesos y de 3y =1100 pesos se

concluye que y = 1 650 pesos.
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Pero, la otra condicién del problema dice que después de la compra reunian $1 600. Si
el hermano mayor aporta la mitad de sus ahorros le restan $1 100, al hermano menor le
resta un tercio de lo que tenia ahorrado, por tanto le sobré $550, pero

$1100 + $550 = $1 650 # $1 600, por lo que no cumple la ultima condicion.
ii) Ahora, considerando la condicion de que cada hermano aporté a la compra
%x + §y = $2200, pero después de la compra les sobro %x + %y = $1 600,

entonces de estas dos ecuaciones es posible establecer el sistema de ecuaciones que

modela el problema:

Por reduccion, multiplicando la ecuacion %x + %y = $1 600 por —1, y sumamos la

ecuacion %x + %y = $2 200 con — %x - %y = —$1600:

L+ 2y 252200
2* T 3Y T

L~ s1600
2° _ 3*

3 = $600
y = $1 800

i 1 2
Sustituyendo el valor de y en la 5% + 5(1 800) = 2200
ecuacion %x + %y = $2 200, se obtiene:

1
§x+ 1200 =2200

1
§x=2200-—1200

L= 1000
g
x=2000

Si son calculadas las cantidades aportadas para la compra, a partir de las cantidades
ahorradas, se deduce que el hermano mayor aporté6 1 000 pesos y el hermano menor

aportd 1 200 pesos, pero la primera condicion dice que aportaron partes iguales.
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iii) Una técnica no escolarizada que se puede utilizar para resolver este problema es la de
completar. Sea x la incognita que representa la cantidad ahorrada por el hermano

mayor y y que representa la cantidad ahorrada por el hermano menor. Considerando

la condicion de lo aportado por cada hermano, se tiene que %x + g-y = 2 200.

A partir de la condicion del problema de que después de la compra reunian
1600 pesos, se toma en cuenta la cantidad total ahorrada por ambos hermanos

(2 200 + 1 600), la ecuacion quedaria de la siguiente forma:
x+y=2200+1600
x+y=3800

Entonces, al resolver el sistema de ecuaciones, se deduce que las cantidades ahorradas
por los hermanos son 2 000 pesos y 1 800 pesos, que son las cantidades obtenidas en el
inciso ii, por lo que no cumplen con la primera condicion del problema, respecto a que

ambos aportaron la misma cantidad para la compra.

Entonces, se puede concluir que las cantidades ahorradas dependen de la condicién que
se tome en cuenta, ya sea que los hermanos hayan aportado cantidades iguales o que

después de la compra reunian 1 600 pesos.

iv) Este problema, también puede ser resuelto por medio de una tabla de valores (Tabla

3.3.13) para encontrar los valores pedidos.

En esta tabla se puede observar que en la penultima fila se cumple la primera y tercera

condicion del problema, pero no cumple el que las cantidades aportadas para la compra del

televisor sean iguales.

A diferencia de la ultima fila de la tabla, donde si aportan partes iguales para la compra
del televisor, no cumple con la condicion de que al juntar el dinero que les sobra después de

la compra sea de 1 600 pesos.
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Tabla 3.3.13. Tabla de valores del problema 12

2y
x 2y x_2 x Yy
ol B 2 = Z +Z=$1600
x y 5+ 3 2200 2- 3 5 5 $
0 X 200 350
100 — 1oo+4oo=55 100+ _
2 3 3 2 3 3
1000 2200 3700 X 1000 1100 2600
1000 | 1100 = =
2t 3 3 7 T3 3
2000 3600 X 2000 1800
2000 | 1800 | —— + ——=2200 — + ——=1600
2 3 2 3
2200 3300 v 2200 1650
2200 1650 T+T=2200 T+T=1650

3.4. Recoleccion de datos

Para analizar el discurso del profesor en la ensefianza de resolucion de problemas
verbales-algebraicos, se disefid6 una actividad con diferentes apartados con base en
ejercicios y problemas de los mencionados anteriormente. La implementacion de la
actividad se llevd a cabo en el aula donde se imparten las clases de algebra de la escuela
donde labora el profesor participante. El tiempo dedicado a la actividad fue de 3 clases de 2

modulos cada una, de 50 minutos cada modulo.

Los materiales utilizados en cada sesion fueron: actividad impresa, videograbadora y
grabadora. Cada uno de los alumnos contaba con la actividad impresa; también se le
proporciond al profesor la actividad, pero con la diferencia de que su actividad contaba con

ayudas para la resolucion de los problemas (ver Anexo 1).

Para lograr los objetivos, asi como para responder las preguntas de investigacion
planteadas se recurrid6 a diferentes instrumentos de recoleccion de datos. En las
investigaciones de corte cualitativo, como ésta, es necesario utilizar varios métodos de

recoleccion de datos, como video-grabaciones, audio-grabaciones, entrevistas, entre otros.

Durante la implementacion de la actividad en esta investigacion, se recurrié a los

siguientes instrumentos para el acopio de datos:
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o Actividad: fue disefiada en tres partes, con el objetivo de analizar la resolucién de
los problemas verbales-algebraicos.

o Registro escrito en la actividad: este tipo de instrumento permite observar las
respuestas de cada uno de los estudiantes en los diferentes momentos en que se
dividid la actividad.

o Video-grabacion: fueron video-grabadas las clases correspondientes a la
implementacion de la actividad propuesta al profesor.

o Audio-grabacién: fueron audio-grabadas las clases correspondientes a la
implementacion de la actividad, con el fin de complementar la informacion obtenida

en la video-grabacion.

Las sesiones de trabajo llevadas a cabo en la presente investigacion fueron de acuerdo
con el programa de estudios del primer semestre de bachillerato en la clase de algebra. La
implementacién de la actividad propuesta fue durante el tema de Sistemas de Ecuaciones

establecido en el programa de estudios de bachillerato vigente en ese sistema.

El analisis de los datos recabados mediante el instrumento descrito anteriormente se

explica en el capitulo siguiente.
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CAPITULO |4

ANALISIS DE DATOS Y DISCUSION DE

RESULTADOS

4.1. Introduccion

En este capitulo se analizan y discuten las video-grabaciones de las clases de
resolucion de problemas verbales-algebraicos de la actividad implementada en la presente
investigacion. Se exponen partes de las clases en las que se discuten las diferentes formas

de llegar a los sistemas de ecuaciones que modelan el problema, asi como a sus respuestas.

El analisis de los datos y la discusion de cada una de las clases se exponen en

episodios, los cuales son tomados a partir de las clases en que fueron grabados.
4.2. Seleccion de los episodios

La participacion del profesor y los estudiantes fue caracterizada por lineas (e.g., L1,
L2), cada una de las cuales indica la ocasion en la que una sola persona hablé, ademas, se
hace referencia si la persona que hablé es el profesor (P) o algin alumno (e.g., Al, A2, etc.)

o varios alumnos al mismo tiempo (Alumnos (varios)).

En cada linea se escribe, en letra tipo cursiva y entre corchetes ([...]), si lo dicho por el
profesor o el alumno es acompaiiado por algin gesto, sefial o algun simbolo escrito.
Algunas palabras o frases aclaratorias que sirven para dar coherencia a las elocuciones de

los participantes son también escritas en ese tipo de letra.

Los puntos suspensivos (...) son utilizados para indicar breves pausas hechas por el
profesor o los estudiantes. Cuando los puntos suspensivos se encuentran entre corchetes

([.-.]) son utilizados cuando en las participaciones se omite parte del discurso, como lo son

comentarios extra-clase.
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Las transcripciones son organizadas en episodios. Cada episodio contiene informacion
sobre las tareas, técnicas, tecnologias, teoria, momentos de Chevallard o el contrato
didactico de Brousseau; es decir, cada episodio tiene informacién que aporta elementos en

cuanto a la forma en que el profesor trabajo la actividad propuesta.
4.3. Analisis de la clase 1

La forma de iniciar las tareas por parte del maestro, fue tomar control inmediato del
trabajo a partir de que el estudiante lee el problema, con una sucesion rapida de preguntas
contestadas por ¢l mismo. La meta del profesor solo fue resolver los problemas que se
encontraban en la actividad. En general, lo hizo sin alguna técnica, sélo tratando de llegar a

la solucion de los problemas y con poca participacion de los alumnos.

Para dar inicio a la clase, el profesor daba una presentacién de la actividad a trabajar,
asi como un recordatorio de lo que se evaluara en relacion con las competencias que marca
el perfil de egreso (genéricas y disciplinares). Una vez iniciada la clase, dejaba a los
alumnos que leyeran la actividad y contestaran la primera parte de ella, donde se pedia

responder preguntas acerca de los métodos de sustitucion, igualacion y reduccion.

Cuando los alumnos trabajaban en silencio, el profesor realizaba varias intervenciones
en las que hacia comentarios o respondia dudas en relacion con la forma de responder las
preguntas de la primera parte de la actividad, por ejemplo:

P: ...desde la clase pasada se los dije, para resolver un sistema de ecuaciones de tres
incognitas de tres ecuaciones, lo reduces a un sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas, y al final resulta lo que ya saben resolver (Figura 4.3.1), eso es lo que te
estan preguntando [...] en realidad todos los métodos al final de cuantas tienen pasos
comunes y todos si ustedes ven, empezamos con tres ecuaciones con tres incognitas

después continuamos con dos ecuaciones con dos incognitas y concluimos con una
ecuacion con una incognita que ustedes ya saben como se resuelve.

Al: no le entiendo.

La tecnologia del profesor tiene como proposito justificar la fécnica de solucion de
sistemas de ecuaciones de tres ecuaciones con tres incognitas; sin embargo, su tecnologia es
incompleta, ya que explica que todos los métodos tienen pasos comunes (en este caso los
sistemas de ecuaciones), los cuales se van reduciendo hasta llegar a una ecuacion lineal.

Explica explicitamente cémo llegar a la ecuacion lineal, y afirma que llegando a tal
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ecuacion se concluye tal procedimiento, a pesar de que sélo se encuentra el valor de una

incognita.

Figura 4.3.1. Secuencia del profesor para resolver un sistema
de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas

La segunda funcion de la tecnologia es aclarar la técnica, pero Al le hace saber al
profesor que no entiende lo que dice, a lo que el profesor da una explicacion a tal
comentario:

P: ...0 sea que al final de cuentas todo se reduce a una ecuacion lineal... aqui estamos
hablando de sistemas lineales, ;si? O sea, ;por qué se llama sistemas de ecuaciones o
ecuaciones simultaneas? porque una depende de la otra, ;si? Si tenemos dos
ecuaciones con dos incdgnitas, las dos ecuaciones dependen una de otra, porque x es la
misma de una ecuacioén y la otra, y y es la misma en las dos, o sea son ecuaciones
simultaneas. Todos los procesos de la vida estan simultaneos, unos dependemos de

otros, nosotros dependemos de la vegetacion y ella de la tierra, o sea todo estd en
relacion [...]

En este pequeiio discurso, el profesor trata de continuar con la justificacion a la
técnica, pero con ayuda de lenguaje comin para ejemplificar; sin embargo, su
comunicacion no tiene sentido, ya que explica en una direccion sin contemplar la direccion
opuesta de la dependencia de los sujetos, la cual es necesaria para los sistemas de

ecuaciones.
4.3.1. Discusion de la introduccién al problema

Trata de dar una analogia con base en la explicacion del porqué se llama sistemas de
ecuaciones; sin embargo, no es acorde con la justificacion que realiza. Tal analogia es dada
como una cadena, si la comparamos con las ecuaciones, entonces solo una ecuacion

depende de la otra, pero no implica que ésta ultima dependa de la primera.
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Robert y Rogalski (2005, p. 285) identifican tres categorias de respuestas del profesor
dadas a las preguntas de los alumnos; entre ellas, la repeticién con una redaccién corregida,
la respuesta con una correccion implicita (en general con una pregunta sobre el acuerdo de

los demas) y la respuesta que explicitamente le corrige un error.

Después de transcurridos 24 minutos de la clase, a través de un foro de discusion el
profesor pregunta sobre las respuestas dadas a las preguntas de la actividad. La dinamica
del foro se centr6 en que los alumnos dieran lectura a sus respuestas, el profesor sélo
realizaba repeticiones directas de las respuestas de los alumnos, siendo ésta una manera de
hacer publica tal contribucion, para indicar el punto alcanzado en el desarrollo de la tarea, y
no necesariamente la vincul6 con alguna evaluacion previa o actual, sin pasar del primer

momento de la teoria de Chevallard (ver p. 14 de esta tesis).
4.3.2. Episodio 1: Foro de discusion [De 24:52 a 34:50]

L1: P: Vamos a discutir lo que viene en la hoja tres [Parte I, de la Actividad: Sistema de
ecuaciones lineales (Anexo 2)], entonces voy a hacer unas preguntas para que ustedes
lean lo que contestaron, pero no lo vamos a hacer para todos. Entonces le voy a pedir
de favor a A3 nos lea que contesto en la hoja niimero 1, la hoja numero 1, escuchen
todos los demas.

L2: A3: yo pienso que trata de igual y cambiar las expresiones que nos presentan al igualar
una por la otra, las dos expresiones tienen la misma incognita, existen mas métodos al
igual que [este pero todos son diferentes, con este método yo creo que aprendimos a
comparar expresiones que tienen el mismo valor; es decir, la misma incognita, en el
sentido de que podamos acomodar, observar y resolver este tipo de ecuaciones.

L3: P: entonces lo que ella dijo A1, abona a la duda que ta tienes [se dirige a un alumno],
que al final de cuentas que resulta, una ecuacion lineal que se tiene que resolver como
ya lo sabes por inspeccion, o propiedades de la igualdad o reglas de despeje, ¢si?
Abhora le voy a pedir a A7 nos lea por favor lo que respondié en la hoja 1, nada mas lo
vamos a hacer de tres personas cada apartado para irnos rapido, si A7, adelante.

L4: A7: yo creo que se lleva a cabo al igualar las ecuaciones resultantes del despeje de las
mismas.

L5: Profesor: muy bien, en eso consiste el método de igualacion, de ahi viene, se despejan
las dos variables y se igualan, la ecuacion resultante Al se resuelve por el método que
ta elijas, ;si? Y por ultimo le vamos a pedir de favor a A5, nos dé su respuesta de la
hoja namero 1, ;no la anot6? [El alumno asiente el no haber anotado la respuestal)

Bueno vamos a preguntarle a A10, me puede decir ;qué fue lo que respondid en la hoja
1?

L6: A10: para comparar los resultados obtenidos de una ecuacion.
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L7: P: para comparar los resultados obtenidos de una ecuacion. Ustedes valdrenlo si es
correcto o incorrecto. Ya escucharon dos respuestas ;si? La de su compaifiero A3 esta
completa, pero algo le falto ahi ;verdad? Y lo complet6 su compaiiero A7. Vamonos a
la siguiente la hoja numero 2. A14 ;me puedes leer lo que contestaste?

L8: Al4: porque sustituye la expresion y al final la x, y tiene un valor igual pues se llama
método de sustitucion porque sustituye las letras con numeros y luego los resuelves
para ver si esta bien.

L9: P: usted habla de una palabra sustituir ;verdad? Y la pregunta es ;Por qué piensas que
este método es llamado método de sustitucion? Si, por qué es la accion la meta de
sustituir la variable es lo que usted esta indicando. A ver Al ;nos podrias decir que fue
lo que respondiste ahi?

L10: Al: que para encontrar el valor de las incognitas es necesario sustituir una de ellas
para encontrar la otra y viceversa, y al sustituir y realizar la expresion que nos queda
nos va a dar el valor de una de las incognitas.

L11: P: siempre encontramos el valor de una incdgnita, en cualquiera de los métodos.
Viene al final hay una discusion al respecto, entonces ahi vamos a concluir eso. Pero le
falto un detalle, siempre primero se tiene que despejar la incognita y luego antes de
sustituir se tiene que despejar.

4.3.2.1. Discusion episodio 1

En L1 se muestra el primer momento didactico, la primera tarea especifica, sin llegar a
explorarla, y realizada a través de un foro de discusion donde se dan a conocer las
respuestas de los alumnos, pero sin brindar la posibilidad de acercarse a entablar una
comunicacion (entendiendo comunicacion como el mensaje ininterrumpido entre el emisor

y el receptor).

La técnica en el foro de discusion, fue dar lectura a las respuestas de los alumnos y
donde el profesor se limité a repetir las respuestas de los alumnos y dejar a criterio de ellos
si tales respuestas eran correctas o no, por lo que no se permitia llegar al momento de
institucionalizacion y evaluacion, dejando incompleta la técnica. En la actividad se sugiere
realizar una discusion referente a las respuestas de esta primera parte, y en L11 el profesor

afirma que se hara tal discusion, la cual no es realizada.

Para dar continuidad con la siguiente parte de la actividad, la cual corresponde a
resolver ejercicios en los cuales se da el sistema de ecuaciones, el profesor no dio
importancia a ellos y continud con los problemas verbales-algebraicos con una dindmica de

trabajo en equipo.
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A cada equipo le dio a resolver de 2 o 3 problemas durante el resto de la clase. Al
terminar por lo menos un problema de los dados a cada equipo, se pretendia que los
alumnos escribieran en un papel cuadriculado, el sistema de ecuaciones y el procedimiento
que realizaron para llegar a la solucion. La sorpresa fue que solo a los equipos que le
correspondian los problemas 1 (referente a los cuadernos y plumones) y 2 (referente a la
fraccion), los resolvieron, el resto de los equipos mostraron inquietudes al no poder

resolverlos.

Pasa frente a grupo un alumno por equipo de los que resolvieron los problemas, y dan a
conocer su procedimiento y comprobacion (pero sélo comprueban en una ecuacion). Sin
embargo, el profesor valida una técnica incompleta, y no da explicacion ni justificacion a
tal procedimiento. Al realizar la comprobacion del sistema, solo se comprueba en una
ecuacion y se da por hecho que la solucion es la correcta. Para que la solucion de un
sistema de ecuaciones sea la correcta, es necesario y suficiente comprobar en ambas

x+y=40

Xx—y=10 supongamos que la solucion obtenia es

ecuaciones. Por ejemplo en el sistema {

(20, 10) , para comprobar sustituimos estos valores en ambas ecuaciones:

x+y=40 x—y=10
20+10 =40 20-10=10
30 =40 10=10

Si so6lo se comprobara en la segunda ecuacion, se tiene que satisface la condicion, pero
al hacerlo en la primera no se cumple, por tanto (20,10) no es solucién al sistema de
ecuaciones. No se realiza un cierre de la clase, dado que termina el tiempo que dura la

clase.

Respecto al discurso empleado por el profesor, se manifestaba utilizando diferentes
representaciones de codigos matematicos, los cuales no coincidian con su lenguaje natural;
su discurso matematico fue débil, no maneja con seguridad diferentes conceptos
matematicos; por ejemplo, al comprobar solo e una ecuacién el resultado obtenido del
sistema de ecuaciones. Ademas, el discurso empleado se inclinaba hacia los procedimientos
y calculos al momento de diseiiar los sistemas de ecuaciones que modelaban los problemas

y no se preocupaba por que los alumnos desarrollaran ideas novedosas en cuanto a que
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éstas les pudieran ayudar a resolver los problemas propuestos, por lo que el profesor

tomaba el papel principal.

En relacion con el lenguaje utilizado por el profesor a lo largo de la primera clase, fue
notable la utilidad del lenguaje comun para responder las preguntas de la actividad a través
del foro de discusion; en las intervenciones realizadas por los estudiantes, el profesor solo
realizaba repeticiones directas de las respuestas de los alumnos, siendo esta una manera de
hacer publica tal contribucion para indicar el punto alcanzado en el desarrollo de la tarea, y

no necesariamente la vinculo con alguna evaluacion previa o actual.
4.4. Analisis de la clase 2

En la siguiente clase se abordaron cuatro problemas de la actividad propuesta, de los
cuales resalta la poca participacion de los estudiantes, y su intento por romper el contrato
didactico en uno de estos problemas. Ademas, trata de adaptar su técnica conforme avanza

la case, y deja atras el trabajo en equipo.
4.4.1. Anadlisis del problema de las velocidades del avion y del viento

En la clase anterior se presentaron algunas dificultades al momento de resolver los
problemas con la técnica propuesta por el profesor (trabajar por equipos). Por lo que en la
siguiente clase el profesor decide dejar de trabajar por equipos y ahora realiza un foro de
discusion, en el cual se va analizando cada problema hasta encontrar el sistema de

ecuaciones que lo modela y en algunos casos encontrar la solucién a dichos problemas.

Este problema es un ejemplo del como trabaja en un foro de discusion, y como se

resuelven los problemas de la actividad de esta investigacion.
4.4.1.1. Episodio 2: Representacion de las incognitas [De 1:10 a 4:09]

L12: P: [...] vamos a leer el problema 3, ;esta bien? Al, problema 3 por favor.

L13: Al: Dos aeropuertos, A y B, estan a 400 km uno de otro y B esta situado al este de A.
Un avién vol6 en 45 min. de A a B y luego regreso a A en 60 min. Si durante todo el
viaje estuvo soplando viento del oeste a velocidad constante, determina la velocidad
del avion y la velocidad del viento.

L14: P: entonces aqui estamos hablando de dos cosas importantes, ustedes tienen que
aportar para sacar el sistema de ecuaciones, lo que... [inferrumpe A1.]

L15: Al: ;si podemos hacer dibujitos?

53



L16: P: si hacer dibujos y todo lo que ustedes quieran, acuérdense que con estrategia
solucién hay que ayudarse de esquemas, dibujitos, es mas, pueden hacer un avioncito
de cartén y efectivamente ver que va de A a B. Entonces aqui estd diciendo el
problema que, hay una velocidad del viento y la velocidad del avién, ¢si, estan de
acuerdo? Entonces, ;como podemos establecer..? Primero hay que establecer las
incdgnitas, cuéles van a ser las incognitas?

L17: Al: jlas incgnitas?, mm pues la velocidad del avién y la del viento.
L18: P: y ;como le van a llamar a la velocidad del avién?
L19: Alumnos (varios): x.

L20: P: x va a ser la velocidad del avién [escribe en el pizarrén x = vel.del avion y
y = vel. del viento], muy bien.

L21: Al: x la velocidad del avion.

L22: P: y la velocidad del viento. Entonces hay dos cosas muy importantes, cuando va el
avion de A a B [sefiala con una flecha el recorrido del avion en los puntos Ay B en el
pizarrén). Y en la velocidad del viento, dice que viene del Este, ;verdad? o ;qué dice
el problema?

L23: A2: del Oeste.

L24: P: [...] entonces cuando va el avién de A a B, jel viento lo tiene en contra o a favor?
L125: Alumnos (varios): a favor.

L26: Al: profe, no pero... [interrumpe el profesor.]

L27: P: no, entonces el viento va al revés ;verdad? [Borra la flecha que sefialaba la
direccion del viendo y dibuja una nueva flecha indicando el sentido del punto A al
punto B.]

L28: Al: el viento es al revés, el viento es del Oeste para el Este.
L.29: A3: la segunda vuelta si va para el otro lado.

L30: P: si, porque si ya el avién va de B a A, el viento si se lo encuentra al contrario, si.
Entonces aqui habla de una razén muy importante, estamos hablando de suma y resta
de velocidades, eso nos va a ayudar a establecer las ecuaciones. Entonces vamos a
tener ;x + y que va a ser? [Escribe en el pizarrén x + y =.]

4.4.1.1. Discusién episodio 2

Al inicio de la clase se presenta como primera farea, encontrar el sistema de
ecuaciones que modela el problema. Para esto, el profesor da inicio a la clase mediante la
lectura del problema, y sugiriendo que para llegar a la solucién se puede utilizar cualquier

tipo de ayuda como lo es, dibujos, esquemas, entre otros.
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El profesor establece las incognitas del problema de la siguiente manera:
x = vel.del avién
y = vel. del viento
El problema pide determinar la velocidad del avién y la velocidad del viento, por lo
que las incognitas del problema estarian dadas a partir de que x representa la velocidad del
avion y y representa la velocidad del viento; sin embargo al usar el simbolo =" se esta
afirmando que x es igual a la velocidad del avién, que es la incdgnita, analogo para y, por

lo que se tiene una mala interpretacion de los simbolos matematicos.

Cada vez que el profesor realiza una pregunta a los alumnos, relacionada con lo que él
dice dentro de su lenguaje comun o matematico, por ejemplo: jestan de acuerdo?, ;si 0 no?,
(cudles son las incognitas de ...?, entre otras; dichas preguntas estin guiadas a que el
alumno responda un si o un no, en otros casos (por ejemplo en L26 y L27) A1 responde a la
pregunta, pero el profesor lo interrumpe y se responde sin dar oportunidad al alumno a
externar su opinion respecto del problema. En otras ocasiones, el profesor inmediatamente
después de hacer una pregunta, responde sin dar oportunidad a los alumnos de que
contesten o den su opinion al respecto, por lo que no hay un foro de discusién durante la

clase.

4.4.1.2. Episodio 3: Cédigos de comunicacion [De 4:17 a 5:16]

L31: P: x + y vaaser la velocidad del viento y del avion juntos, cuando el avién vade A a
B.

L32: Al: ;jdel tiempo?

L33: P:si. Y x- y es cuando viene de alla para aca [sefiala la direccion del punto B al
punto A.]

L34: Al: ;entonces?

L35: P: entonces, estas dos sumas y restas [sefiala las expresiones x + y, x-y escritas en
el pizarrén] nos van a ayudar para establecer las incdgnitas. ;Dice que de aqui a aqui
cuanto tarda? [Sefiala la direccion del punto A al punto B.]

L36: Alumnos (varios): 45 minutos.

L37: P: 45 minutos, si son 45 minutos ;Qué fraccion son de 60 minutos? [Escribe en el
pizarron ambas cantidades. )

L38: Alumnos (varios): %.
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L39: P:
v =

si, entonces, ustedes saben jla velocidad a qué es igual? [Escribe en el pizarrén

— e | W

L40: A3: distancia sobre tiempo.

L41: P: [completa la formula de la velocidad v = d [t] pero ustedes aqui deben de saber el
tiempo, entonces vamos a despejar el tiempo [...]

4.4.1.2.1. Discusion episodio 3

En las lineas L31 a L41, se muestra que los cddigos de comunicacion del profesor son
incompletos y erréneos, ya que el problema pide las velocidades del avion y del viento, el
profesor establece como primera expresiéon x + y como las sumas de velocidades que se
buscan en una direccion, luego en sentido contrario estaran dadas por x — y (signo negativo
porque el viento va en sentido contrario al avion), pero menciona en L35 que estas
expresiones le seran utiles para establecer las incognitas, a pesar de que cuando se empezd
a resolver el problema se establecieron las incognitas como x y y. Por otro lado, si x + y,
x —y son las sumas de las velocidades en ambas direcciones, entonces tendriamos una

tercera y cuarta incognita, que serian x +y =?yx —y =?

Ademas, parte de que conocemos el tiempo que durd cada viaje (45 minutos ida y 60
minutos regreso), pero el hecho de conocer ciertos valores de una férmula (en este caso el

tiempo) no implica que se tenga que despejar ese valor y sin embargo lo realiza en L30.
4.4.1.3. Episodio 4: Uso de formula de la velocidad [De 5:35 a 8:47]

L42: P: entonces, esta ecuacion [sefiala la ecuacion obtenida t = d/v y la encierra en un
circulo], esta férmula nos va a servir para establecer la ecuacion. Entonces cuando el

avion va de A a B, va a utilizar ;cuénto? 3 del tiempo, ;estan de acuerdo?
L43: Al: si.

L44: P: ;Qué distancia va a recorrer, distancia de aqui a acé [sefiala la direccion del punto
A al punto B]?

L45: Alumnos (varios): 400.

L46: P: y la velocidad que va a llevar es ;con el viento o en contra del viento?

L47: A3: es con el viento.

L48: P: entonces voy a utilizar ;ésta o ésta [sefiala las expresiones x + y,x -y ]?

L49: Alumnos (varios): la de arriba. [Es la expresion x +y.]
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L50: P: la de arriba, entonces x + y, entonces ahi tienen la primera ecuacion [sustituye

x+y 400y % en la formula t = d /v, quedando su primera ecuacion de la forma
% = ':2_(;,] ({Coémo podemos establecer la segunda?

LS1: A4: profe pero ;por qué no se parece a ninguna de las ecuaciones que nos dio usted?

L52: P: no, pero es una ecuacion fraccional, ahorita se puede acomodar y se establece como
x + y = a un valor, eso es lo que vamos a hacer, lo que pide aqui el problema es
establecer el sistema de ecuaciones. Y ;Cual seria la otra?, ;de aqui para aca cuanto
tarda [indica la direccién del punto B al punto A]?

L53: A2: 60.

L54: P: 60 minutos, y ;60 minutos cuanto es?

L5S: Alumnos (varios): una hora.

L56: P: una hora, y aqui esta marcado el tiempo que es distancia entre velocidad [sefiala la
formula t = d/v) entonces el tiempo va a ser % que son 45 minutos, ;jestan de
acuerdo?

L57: Alumnos (varios): si.

L58: P: entonces aqui en el otro tarda una hora, ;si o no? en recorrer los 400 kilémetros
con la velocidad en contra del viento. Ya esta el sistema [sustituye 400, 1 horay x —
y, en la formula t = d/v, formando asi sus ecuaciones del sistema que modela el
problema). [...] Nada mas hay que resolver el sistema, como dice su compaiiero

vamos a acomodar el sistema, ;Como lo podemos acomodar? Vamos a convertir esta

. " . ; ;2 ., 3 _ 400
ecuacion en una ecuacion entera [sefiala la primera ecuacion obtenida riasl v 1.[...]

entonces quedaria 3x + 3y = 1600 ... es que no nos gusta trabajar con ecuaciones
fraccionarias y hacemos lo mismo [...] quedaria x - y = 400, o sea el sistema de
ecuaciones ya lo tenemos establecido aqui [escribe el sistema de ecuaciones
encontrado] quedaria 3x + 3y = 1600 y x —y = 400, ya esta. El problema aqui, es
establecer el sistema de ecuaciones, ahi esta establecido [...]

4.4.1.3.1. Discusion del episodio 4

El haber despejado el tiempo de la formula de la distancia (t = d/v), implico que las

. . 3 400 . .
ecuaciones obtenidas quedaran de la forma e ey Si lo que se busca es la velocidad,

. ., 400
entonces de la formula v = d/t se obtiene la ecuacion X +y = —— Y es por ello la
4

inconformidad de A4 (L51) del porqué la ecuacion obtenida no es como una ecuacion de la
forma ax + by = c. El profesor no da el paso de la técnica a la tecnologia, ya que no

Jjustifica de manera racional la técnica, sélo responde que el problema pide establecer el
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sistema de ecuaciones, entonces a partir de esa primera ecuacion se puede establecer una de

. 400
la forma “x +y = a un valor” Andlogo a como se encontré la ecuacion Vi -;;,
A 400
encuentra el profesor la siguiente, quedando 1 = 7
.

Al llegar a un sistema de dos ecuaciones de la forma ax + by = c, se da por terminada
la primera tarea, pero se deja inconclusa en relacion con encontrar la solucion al problema,
ya que al final de LS8, aclara que la dificultad del problema es encontrar el sistema que lo
modela, pero esto no implica que el resolver el sistema de ecuaciones exista alguna
dificultad. En dicha tarea no se utiliz6 alguna técnica especifica, ya que el profesor solo se
limité a dar una clase tradicional, es decir, el profesor trasmite informacion al resolver los
problemas y los alumnos escuchan y reciben tal informacion pasivamente y en caso de ser

necesario responden afirmativa o negativamente a las preguntas del profesor.

En relacion con el lenguaje comun, se tiene que cada vez que se habla de “el viento”,
se maneja el término “con viento”, por ejemplo en L46, se pregunta sobre qué direccion
lleva el viento en el viaje de la ciudad A a la ciudad B, pero la pregunta no tiene sentido, ya

que siempre habra viento.

Concluida la tarea, pero sin alguna técnica empleada para dar solucion a la tarea, el
profesor da oportunidad de que los alumnos transcriban los procedimientos escritos en el

pizarron.
4.4.2. Analisis del problema de las monedas

Cuando el profesor da por terminada la tarea de encontrar el sistema de ecuaciones del
problema de las velocidades del avion y del viento, realiza comentarios extra-clase, para
después continuar una nueva tarea, resolver el problema siguiente, donde resalta el uso de

una técnica no institucional de completar cantidades.
4.4.2.1. Episodio 5: Uso de técnica no institucional [De 17:52 a 23:49]

L59: AS: Una caja registradora contiene $50 en monedas de cinco, diez y veinticinco
centavos. En total son 802 monedas, siendo 10 veces mayor el nimero de las de cinco
centavos que el de las de diez centavos. Encuentra cuantas monedas hay de cada valor.

L60: Al: son 802 monedas, y son 10 veces mayor las de 5 que las de 10.
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L61: P: bueno ;de cuantos tipos de monedas hay? [Escribe en el pizarron las cantidades de
monedas que estan involucradas en el problema.]

L62: Alumnos (varios): de tres.

L63: P: hay monedas de 5 centavos, de 10 centavos y de 25 centavos, si, jestan de
acuerdo?

L64: A6: si.

L65: P: entonces si todo lo manejamos en términos de centavos, entonces ;50 pesos
cuantos centavos son?

L66: Alumnos (varios): 5000.

L67: P: [...] entonces 5000 centavos y entonces vamos a establecer las incognitas, por
ejemplo ;cuantas monedas de 5 centavos tenemos?

L68: Al: tiene 10 veces mayor que las de diez.
L69: P: si, pero ;cuantas son?
L70: Al: x.

L71: P: exactamente, vamos a establecer las incdgnitas, eso es lo que les falta jovenes, si.
Entonces x van a ser cantidad de monedas de 5 centavos [escribe en el pizarrén
X =cant. monedas de 5¢], y la cantidad de monedas de 10 centavos [escribe y =cant.
monedas de 10¢], y z la cantidad de monedas de 25 centavos. [Escribe z =cant.
monedas de 25¢.]

L72: A3: pero este, todos los sistemas eran de dos incdgnitas, ;no?

L73: P: pero este problema es de tres, entonces ya tenemos la cantidad de monedas de 5
centavos y de 25 podemos establecer una ecuacion ¢si o no? ;Cuantas monedas son?

L74: Alumnos (varios): 802.
L75: Al: x + z es. [interrumpe el profesor.]

L76: P: x + y + z = 802, ;si 0 no?, ;si 0 no alumno 3?, verdad que si. Ahora los 50 pesos
los podemos establecer de monedas de 5, de 10 y de 25 centavos, por eso los 50 pesos
los convierto a centavos. Entonces, si yo multiplico x por 5 centavos, ;Qué voy a
encontrar? La porcion de los 50 pesos convertidos en centavos que representa las
monedas de 5 centavos [escribe la expresion 5x] ;si o no? x es la cantidad de
monedas de ;qué? de 5 centavos, si lo multiplico por 5 centavos, no voy a saber cuanto
es de los 5000 centavos, jestan de acuerdo? Y si a ese le sumo el producto de las
monedas de 10 centavos [escribe la cantidad 1]) por la cantidad de las monedas que
son de 10 centavos [escribe a la incégnita y] va a ser la fraccion de los 5000 centavos,
iestan de acuerdo? Mas 25 por z, si yo sumo esta porcion de los 50 pesos [indica las
cantidades correspondientes de cada cantidad de centavos] mas esta otra, mas esta
otra, ;voy a obtener cuanto? Pues los 5000 centavos. [Su ecuacion queda
5x + 10y + 25z = 5000.]

L77: Al: a.
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L78: P: y la otra ecuacion la encuentro con la relacion de qué dice ;qué existe 10 veces
qué?

L79: Al: 10 veces mas que las de 5 centavos que el de las 10.
L80: P: ;10 veces mas de qué?

L81: Al: las de 5 centavos que las de 10.

L82: A7:10 x = 50.

L83: P: vuélvalo a leer.

L84: Al: mire es que dice que, si hago 10 veces mayor el nimero de las de 5 centavos que
las de 10 centavos.

L85: P: que las de 10 centavos, x, la cantidad de 5 centavos, va a ser igual a 10y, es que
usted lo leyd bien, a ver léalo de nuevo.

L86: Al: jcomo, como, como?

L87: P: no nada mas lo de, siendo ;qué?

L88: Al: siendo 10 veces mayor el numero de las de cinco centavos que el de las de diez
centavos.

L89: P: o sea, la cantidad de monedas de 5 centavos, debe ser 10 veces mayor que las de
10 centavos [sefiala la expresion que indica dicha cantidad y quedando su ecuacion
x = 10y] ...este es el sistema, ;Como lo podemos resolver? Lo podemos resolver por
determinantes, por sustitucion, o por reducciéon, o igualaciéon. [El sistema de

x + y+z= 802
ecuaciones que le queda es {5x + 10y + 25z = 5000 .]
x = 10y

L90: Al: profe, pero ahi no pude hacer nada, hasta ahi lo tengo, pero... [interrumpe el
profesor.]

L91: P: por ejemplo, aqui hay que despejar la x [sefiala la tercera ecuacién] lo sustituyes
acé en estos dos [sefiala las primeras ecuaciones del sistema) y tienes un sistema de
dos ecuaciones y luego ya despejas una de ese lado y encuentras el valor de una
incognita y te regresas y puedes calcular la cantidad de monedas de 5 de 10 y de 25.
Copienlo jovenes.

4.4.2.3.1. Discusion del episodio 5

El que se haya empezado a resolver los problemas iniciando con la lectura del mismo,
permite a los alumnos dar inicio a la resolucién del problema, leyéndolo en voz alta sin que
el profesor pida que lo hagan. Cuando se genera este tipo de situaciones, el profesor no

tiene la libertad de usar alguna técnica en la nueva rarea.
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En L71 se nota que las representaciones de las incgnitas, para cada problema son de la
misma forma; es decir, por medio de un signo de igualdad (x = :-+) y utilizando las mismas
letras x, y o z para representar las incognitas de los problemas. Cuando se le presenta a los
alumnos un sistema de ecuaciones con incognitas diferentes de las representadas

comunmente (X y y) presentan una serie de dificultades al momento de resolver el sistema.

Por otro lado, la técnica utilizada para llevar a cabo la tarea, es realizando preguntas
que guian al profesor a encontrar el sistema de ecuaciones, donde orienta al alumno a
responder lo que €l quiere; por ejemplo, en L69 pregunta el profesor ;cudntas [monedas]
son? A pesar de que es lo que se busca; sin embargo, lo que se estd haciendo es buscar el
cémo simbolizar algo que no se conoce, por lo que los alumnos responden lo que el
maestro quiere escuchar (x). Ademas de limitar a los alumnos a responder un si o un no
como en L64, también, los alumnos muestran sus ideas en relacion con las ecuaciones que
se pretende modelar, pero su opinién no es tomada en cuenta, ya que el profesor estaria
permitiendo romper el contrato didactico y se romperian los roles que tiene cada uno de

ellos, como en L75.

Para modelar la segunda ecuacion del problema, el profesor parte de la cantidad
conocida $50 y los convierte en centavos. Realiza preguntas que él mismo contesta (no da
oportunidad de que el alumno responda a ellas) o realiza preguntas que solo requieren de
una respuesta negativa o positiva; asi obtiene la segunda ecuacion, completa la cantidad de
5000¢ siendo éste una técnica no institucional, pues parte de las condiciones del problema

para completar tal cantidad.

Después, dada una condicion del problema (siendo 10 veces el niimero de las de cinco

centavos que las de diez centavos) se establece la tercera ecuacion que modela el problema.
x+y+z= 802
Se llega al sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas {5x + 10y + 25z = 5000.
x =10y
Chevallard, Bosch y Gascén (2009) argumentan que es preciso poner en
funcionamiento repentinamente los tres métodos de solucidon de sistemas de ecuaciones
(igualacién, sustitucion y reduccion), analizar las semejanzas y las diferencias que cada uno

de ellos pone en marcha, trabajarlos hasta que dejen de ser problematicos y llegar a

rutinizarlos. Sélo entonces se pone de manifiesto la relacién que hay entre ellos, qué es lo
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que tienen en comun (eliminacion de una ecuacién y una incognita), cual es el mecanismo
que cada uno de ellos pone en marcha para alcanzar ese objetivo y cual es la forma mas

adecuada de extenderlos al caso de mas de dos incognitas.

Sin embargo, en L90 A1l manifiesta no saber qué hacer con un sistema de ecuaciones
como al que se llegd en este problema; el profesor s6lo explica que basta con despejar la
incognita x de la tercera incognita y sustituirla en las otras dos ecuaciones para asi obtener
un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, después resolver el nuevo sistema por
sustitucion (lo dice de manera implicita). A diferencia de los problemas anteriores, el
discurso no matematico disminuye y el profesor se limita a encontrar el sistema de

ecuaciones y deja el sistema sin resolver.
4.4.3. Andalisis del problema de renta de departamentos

De acuerdo con Sherin (2002), al inicio de una clase el profesor debe generar discusion
para que el alumno dé a conocer sus ideas y participe mas en las clases. En el caso de la
clase del profesor, no genera discusion alguna y se limita a escribir en el pizarron los datos

del problema (incognitas y datos conocidos), sin tomar en cuenta las ideas de los alumnos.

Dado que el profesor no permite que los alumnos den a conocer sus ideas, no existe
una discusion de como resolver el problema y continua realizando preguntas que requieren
de una respuesta afirmativa o negativa. Para iniciar con la resolucién del problema, el

profesor pide a alumno 8 leer el problema.
4.4.3.1. Episodio 6: Relacion entre las incégnitas [De 0:30 a 3:02]

L92: P: [...] le voy a pedir por favor que, A8 nos haga el favor de leer el problema.

L93: A8: Un propietario recibié $12 000 por pago de la renta de dos oficinas en el afio de
1984. La renta mensual de una era $100 mayor que la de la otra. ;Cual fue la renta
mensual que recibid de cada una si la mas cara estuvo desalquilada dos meses?

L94: P: vuelva a leer el problema.

L95: A8: ...lee el problema... [El profesor va escribiendo en el pizarron los datos del
problema.]

L96: P: entonces, aqui estamos hablando también, nuevamente de un sistema de ecuaciones
donde tenemos que utilizar dos incognitas [sefiala las incégnitas x e Yy, que escribio en
el pizarrén] entonces, dos departamentos estuvieron rentados, uno diez meses y el otro
doce, uno fue mas caro y el otro mas barato y la diferencia entre ellos fue de 100
pesos, ;estan de acuerdo?
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L97: A8: si.

L98: P: entonces, le podemos llamar a x renta mas cara [escribe en el pizarron
x=rentamascara], y y la renta mas barata [escribe en el pizarron
Y = renta mas barata), entonces como podemos relacionar x con y [escribe en el
pizarron x > y), icomo podemos relacionarlas? Porque esa inecuacién no nos va a
servir de nada [sefiala a x > y], x es mayor que y, porque ésta [sefiala a x] es mas
cara que esta. [Sefialaa y.]

L99: Al:esx + x + y, ;jno?
L100: P: es x =. [interrumpe A3.]
L101: A3:no,esx+ y- 100 = 1200 y x + y + 100.

L102: P: no, estamos relacionando la renta mas cara con la mas barata, ella lo leyd bien, A8
leyé bien, dijo que la renta mas cara era 100 pesos mas que la mas barata...
[interrumpe alumno 1.]

L103: Al: entonces x = y + 100.

4.4.3.1.1 Discusion episodio 6

Como primer momento en la resolucion del problema, el profesor escribe los datos y
las incognitas del problema. Al igual que en problemas anteriores, utiliza las mismas letras
(x y y) para representar los valores buscados, siendo una de las dificultades en los alumnos
al momento de resolver problemas donde se sugiere utilizar como incognitas a letras
distintas de las usuales. Ademas, la comunicacion matematica no coincide con sus cédigos
matematicos, ya que expresa las incdgnitas con el signo “=”", es decir
x = renta mas cara, pero es lo que se esta buscando; dentro de los errores clasicos de la

ensefianza se encuentra el tomar a la incognita como un objeto (renta de departamento) y

no como lo que es (el costo).

Después, en L96, el profesor infiere que el problema se resuelve con un sistema de
ecuaciones con dos incognitas, lo cual, no necesariamente se necesitan dos incégnitas para
resolverlo, por ejemplo en p. 34 de esta tesis, se observa que una de las forma de resolver el

problema es por medio de una ecuacién lineal: 12p + 10(p + 100) = 12 000.

Después de darle la representacion correspondiente a las incdgnitas, se sigue con la
interpretacién del problema, buscando una relacion entre las incégnitas escribe en el
pizarrén x >y, y con un lenguaje no adecuado, realiza la pregunta ;como podemos

relacionarlas?, pero al escribir x > y, ya esta estableciendo una relacién entre ellas; sin
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embargo, argumenta “[...] porque esa inecuacion no nos va a servir de nada” sefiala la

relacion ya escrita en el pizarron.

Se presenta otra situacion por parte de los alumnos en tratar de romper el contrato
didactico, en L99, L100 y L102, pero el profesor sigue sin tomar en cuenta su respuesta,
hasta que A1 da una respuesta que es aceptada por el profesor sin dar alguna justificacion

del porqué es la respuesta correcta.
4.4.3.2. Episodio 7: Modelado del sistema de ecuaciones [De 3:04 a 4:45]

L104: P: [...] aqui tenemos la ecuacion 1 jovenes [hace énfasis en la ecuacion que da el
alumno 1: x = y + 100], ahi esta la ecuacion 1, ;como puedo encontrar la ecuacion
numero 2?

L105: Alumnos (varios): x + y - 100. [interrumpe el profesor.]

L106: P: a ver jun afio cuantos meses tiene?

L107: Alumnos (varios): 12.

L108: P: 12 meses [escribe en el pizarrén 12 meses], pero una estuvo rentada doce meses.
L109: Al:y laotra 10.

L110: P: ;Cual fue la que estuvo rentada doce meses?

L111: Alumnos (varios): la mas barata.

L112: P: la mas barata todo el afio [escribe todo el afio donde tiene la incognita y] y la mas
cara 10 meses [escribe 10 meses donde se encuentra la incégnita x], entonces la otra
ecuacion la voy a encontrar por los 12 000 pesos, ;estan de acuerdo?, ;co6mo voy a
obtener los 12 000 pesos? [Hace las preguntas inmediatamente una después de la otra
y no da tiempo de que los alumnos respondan] Pues multiplicando la renta de la mas
cara por los 10 meses que la tuvo rentada y la mas barata por los 12 meses, ;la mas
barata la estuvo rentada todo el afio, si 0 no?

L113: Alumnos (varios): si.

L114: P: entonces, la renta y la multiplico por 12, vamos a obtener 12y ese va a ser el
costo que le dio a esa persona que rentd el departamento, la mas barata durante doce
meses [hace énfasis en la expresion 12y] y si le agrego yo €1 10 [le agrega 10 + a la
expresion 12y] porque estuvo rentado 10 meses, por la renta mas cara [escribe x a un
lado de 10, quedando la expresion 10x + 12y = 12 000] voy a tener los 12 000
pesos, y aqui va a estar la ecuacion nimero 2. ;Querias comentar algo A3? Ve tus
ecuaciones y ve si la interpretaste bien, pero éstas son las dos ecuaciones.
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4.4.3.2.1. Discusion episodio 7

Para encontrar la segunda ecuacion, un alumno se dispuso a sugerir una ecuacioén que
modelaba las condiciones del problema, pero el profesor al no romper el contrato didactico,
interrumpe al alumno y realiza una pregunta que le llevara a la ecuacion que €l quiere que

se establezca.

Por un lado, a partir de los datos del problema, por ejemplo en L108, especifica en las
incognitas las condiciones que da el problema y a partir de una cantidad conocida parte
para modelar dicha ecuacion. Dada la cantidad a la que quiere llegar (12 000 pesos),
pregunta a los alumnos cémo obtener esos 12 000 pesos, pero continua sin dar oportunidad
a ellos de que den a conocer sus ideas. Para llegar a esa cantidad, suma las multiplicaciones
del nimero de meses que estuvieron rentados los departamentos por las incdgnitas que
representan los costos de las rentas, para llegar asi a la segunda ecuacién. Realiza este
procedimiento a partir del segundo miembro y de ahi al primero, pero de izquierda a
derecha, siendo ésta una fécnica no institucionalizada, pues los pasos realizados no tienen

un orden.

Al llegar a la segunda ecuacion del sistema, se da por terminada la tarea de encontrar
el sistema de ecuaciones que modela el problema; afirma que son las ecuaciones correctas
para encontrar las incognitas del problema. Pero los alumnos manifiestan sus dudas, en

relacidn con las ecuaciones del sistema.
4.4.3.3. Episodio 8: Intento por romper el contrato didactico [De 4:45 a 9:44]

L115: A7: jesas son las ecuaciones?
L116: Al:y ;asi deben de estar? Nosotros lo hicimos de otra forma y si nos dio.
L117: A3: a mi también.

L118: P: a ver, que bueno, pasale de aquel lado [pasa al pizarrén el AI] ...les dije al
principio, en la clase pasada, podemos resolver un problema desde contextos
diferentes, desde una ecuacién lineal, desde un sistema de ecuaciones, o un sistema
cuadratico, o una ecuacién cuadratica, como quieran. Entonces, este problema lo
hemos trasladado a una ecuacién lineal, dice que doce por x mas doce por x mas 100
[lee la primera expresion que el alumno I escribe en el pizarrdn], pero y luego ;por
los diez meses que estuvo?, ahi hay un error, si, en vez de 12 es 10. [E] profesor se
acerca al pizarrén 'y de la primera expresion de la  alumna:
12x + 12(x + 100) = 12 000, borra el 12 que multiplica a (x + 100) y en su lugar
escribe 10.]
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L119: A1l: no profe, pero si nos sale, mire es que espéreme. Hay que comprobar y hacemos
x, la mas barata que son 500 pesos por los doce meses que estuvo y nos da 6000
pesos, y luego el x; [las respuestas que obtiene las expresa con x;1 y x,] que son 600
pesos por diez meses que estuvo y nos salen los otros 6000, y 6000 y 6000 son doce
mil [la alumna solo explica la comprobacicn, el procedimiento para encontrar los
valores lo deja expresado, pero sin explicacion]. Ya, si nos salid.

L120: P: pero esta mal planteado el problema por lo que les estoy diciendo.
L121: Al: bueno pues.

L122: P: Efectivamente, la renta mas cara fue 600 y la mas barata fue 500, ;si? Si lo
resuelven por este método efectivamente x le va a salir 600 y y = 500 si. Pero, miren
;a qué es igual x?, i x es igual a qué? [no da tiempo de que los alumnos respondan y el
continua hablando] ay + 100, y eso es lo que hizo aqui [sefiala el procedimiento de
la alumna en donde escribié 12(x + 100)] mas o menos parecido, pero con 10.
Entonces esta mal planteado el problema, la ecuacion la debieron haberla puesto asi:
[escribe la expresion en el pizarrén arriba de la expresion de la alumnal
12(x +100) + 100x = 12 000.

Perdén 10 [borra de su expresion un cero del término 100x] es 10x igual a doce mil, ;por
qué?, porque x... [Observa los datos iniciales del problema y se da cuenta de que la
expresion que escribid tiene un error] es igual ay + 100, entonces es 10y [cambia la
incégnita x por la incdgnita y en su expresion] donde la variable seria y, no x, o sea
ese sistema de ecuaciones, si yo esta x la sustituyo va a ser 10y + 100, perdén aqui es
10 [vuelve a cambiar su expresion original de 12 por 10]. Diez por y més 100 mas 12
por y [su expresion original era 12(x + 100) + 100x = 12 000, después cambio a
12(x + 100) + 10x = 12 000, luego a 12(y + 100) + 10y = 12 000] si, doce por
y igual a 12. [Su expresion final queda de la siguiente manera:
10(y + 100) + 12y = 12 000].

Vean la diferencia, o sea podemos enlazar aquello con esto [sefiala el sistema de
ecuaciones encontrado para dicho problema] en el contexto de ecuaciones lineales,
haciendo la sustitucién. ;Ya vieron la diferencia? [e/ profesor asiente con la cabeza,
pero los alumnos no responden a su pregunta, inmediatamente continua con el
siguiente problema). Vamonos al siguiente problema.

4.4.3.3.1. Discusion episodio 8

El profesor le da mas importancia a encontrar la ecuacién lineal que modela el
problema, por lo que al no cumplir con sus expectativas la ecuacién de la alumna, realiza el
comentario en L119 “...ahi hay un error, ;si?, en vez de 12 es 10 ...” la alumna segura de

los resultados que obtiene, resuelve la ecuacion para llegar a la solucion del problema.

66



Cuando la alumna no resuelve el problema con un sistema de ecuaciones, se tiene el
segundo momento de Chevallard (p. 14 de esta tesis) al explorar la tarea y realizarla

mediante una técnica distinta de la del profesor, en L118 justifica este hecho:

[...se puede resolver un problema desde contextos diferentes, desde una ecuaci6n lineal, desde
un sistema de ecuaciones, o un sistema cuadratico, o una ecuacién cuadratica, como quieran]

Sin dar explicacion alguna de porqué tal ecuacién lineal, y sin comentar cual es la
representacion de la incognita, la alumna que pasa al pizarrén escribe una ecuacion lineal

que modela el problema, como se muestra en la Figura 4.4.3.3.1.1.

X+ Q ()H fOO):l’ZOOo

Figura 4.4.3.3.1.1. Primera ecuacion de A1l

Donde para ella la incégnita x representa la cantidad de la renta mas barata, es por ello
que escribe 12x, y como la renta mas cara es 100 pesos mas, establece la relacién x + 100,
para ella no es necesario agregar una incégnita mas. Un punto importante que el profesor
no toma en cuenta, es la interpretacion que la alumna le da a la incdgnita, que es diferente

de la de él, siendo x que representa el costo de la renta mas cara.

En su segundo paso, se observa que realiza un gjuste a su primera expresion (ver

Figura 4.4.3.3.1.2).

/7
b I ARV 1200-2x-200= 2000

Figura 4.4.3.3.1.2. Ajuste al procedimiento de A1l
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Pero este ajuste “*—2x — 200" se debe a que esta contemplando en la primera ecuacién
la unidad de 12 meses de renta por departamento, lo que implica un exceso en sus cuentas.
A pesar de este exceso, la alumna tiene control de lo que hace, ya que en su segunda
expresion realiza ese ajuste restando las cantidades que corresponden a los dos meses de
renta del departamento mas caro que no estuvo rentado, que son dos meses de renta (2x) y
como es 100 pesos mas caro que el otro departamento, resta 200 pesos. Se tiene asi una
técnica no institucional de Chevallard (p. 11 de esta tesis), la cual se muestra en Figura
4433.13.

2+ lo(xq '00)= (2000
1T

20~y 000 = 1205,

. ~ _
o UUNUN I

¥4y 4 1200-24- 200000

o~
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' ‘if/‘ 7\

*
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Figura 4.4.3.3.1.3.Técnica no institucional

Sin embargo, a partir de la primera expresion el profesor inmediatamente da por hecho
que hay un error y que el procedimiento esta mal (L118), sin detenerse a preguntar el por
qué de tal técnica. Ademas, cambia la expresion de la alumna, borra lo que estd mal para €,

y queda la expresion de la Figura 4.4.3.3.1.4.
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Figura 4.4.3.3.1.4. Correcci6n de expresion

Sin detenerse a preguntar sobre lo que esta haciendo la alumna, el profesor afirma que
estd mal planteado el problema y, sin embargo, ella continiia resolviendo su ecuacién y
pretende demostrar que es correcto lo que realiza, y comprueba al multiplicar los valores
obtenidos por los meses rentados en cada caso y sumar estos valores para obtener asi los

12, 000 pesos (figura 4.4.3.3.1.5).

Si se tomara en cuenta que la representacion de la incognita x, es diferente para el
alumno como para el profesor, se podria presentar una discusion del proceso que realiza la

alumna, sin embargo, no se da el caso.

XO00%12=4000

Figura 4.4.3.3.1.5. Comprobacién de valores obtenidos por A1

Dado que la soluciéon de la alumna es correcta, el profesor pretende plantear la
ecuacion lineal correcta del problema en L122, pero sin contemplar la representacion de la
incégnita y afirmando que la ecuacion lineal debe ser como se observa en la Figura
4.433.1.6.
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Figura 4.4.3.3.1.6. Ecuacién dada por el profesor

Si se contempla que la incdgnita representa la renta mas cara para el profesor, entonces
hay inconsistencia en su expresion, ya que en el primer término multiplica por 12, que son
los meses que estuvo rentado el departamento mas barato, pero lo multiplica por x + 100
que no es lo que vale la renta mas barata, entonces la renta seria mas barata de la cara. El
segundo término representa el ingreso de la renta del departamento mas caro, que fue 10
meses, pero especifica que son 100x, que no es la condicién del problema. Se da cuenta de
un primer error ¢ inmediatamente borra un cero del término 100x (Observa los datos
iniciales del problema y se da cuenta de que la expresion que escribio tiene otro error,

Figura 4.4.3.3.1.7).

Figura 4.4.3.3.1.7. Primera correccion del profesor

Ahora, se da cuenta de que la incognita que utiliza es la que representa la renta més
cara para él, pero no para la alumna. Cambia las incognitas, ahora el primer término
12(y + 100) representa el ingreso de la renta mas cara, pero estd contemplando los 12
meses y solo fueron 10 meses; el segundo término 10y es el ingreso de la renta mas barata,

en este departamento la renta fue de 12 meses.
Después de haber realizado los cambios de variable se da cuenta de un error mas:

P:...perdén aqui es 10 (vuelve a cambiar su expresion final de 12 por 10). Diez por y mas
100, mas 12 por y, ¢si?, 12 por y igual a 12 mil.
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Su expresién final es 10(y + 100) + 12y = 12000, y su expresion original era
12(x + 100) + 100x = 12 000, después cambié a 12(x + 100) + 10x = 12 000, luego a
12(y + 100) + 10y = 12000 y la ultima expresion 10(y + 100) + 12y = 12 000.

Después de haber corregido los errores, seiiala:

P: ...vean la diferencia, o sea podemos enlazar aquello con esto [sefiala el sistema de
ecuaciones encontrado para dicho problema) en el contexto de ecuaciones lineales,
haciendo la sustitucion. ;Ya vieron la diferencia? [El profesor asiente con la cabeza,

pero los alumnos no responden a su pregunta, inmediatamente continua con el
siguiente problemal.

Al comparar la expresion de la alumna con la del profesor (Figura 4.4.3.3.1.8), y mirar
que las incognitas representan lo mismo, no existe diferencia en ambas. Se observa también
que el profesor pregunta sobre la diferencia de las ecuaciones lineales que ya estan
establecidas en el pizarrén, pero la ecuacién de la alumna ya tiene la modificacién que el
profesor le realiz6 (cambio de 12 por 10). La ecuacion lineal inicial de la alumna
12x 4+ 12(x + 100) = 12000 a diferencia de la del profesor, es el exceso en relacién al

costo de una renta, pero realiza un ajuste, en el que su expresion es igual a la del profesor.

Si se contempla que las incognitas no representan lo mismo, entonces se tienen dos

expresiones totalmente distintas.

10(y + 100) + 12y = 12 000 profesor
12x + 10(x + 100) = 12 000 alumna

Figura 4.4.3.3.1.8. Ecuaciones lineales de alumna y profesor

4.4.4. Andlisis del problema de un niimero de dos cifras

Al terminar de resolver el problema anterior, el profesor no da tiempo de que los
alumnos comenten sobre dudas o comentarios acerca de dicho problema, y para dar

continuidad con la serie de problemas, s6lo se limita a continuar con el siguiente problema.

En el problema siguiente, el profesor reduce su comunicacién no matematica, y sin
alguna técnica por aplicar, conforme se va avanzando en la resolucion del problema se va
generando una nueva farea.
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4.4.4.1. Episodio 9: Traduccién del problema con ayuda de ejemplo [De 11:57 a 14:23]

L.123: P: a ver jévenes vamos al siguiente. ;Qué dice el inciso g?
L124: Al: el g ya lo resolvimos. [Se refiere al problema del inciso g.]
L125: P: ;Quién lo resolvio?

L126: Al: falta el £ [Una alumna lee el problema sin que el profesor se lo pida, luego el
profesor pide a los alumnos que pongan atencion y escuchen el problema. Pide a la
alumna que lea el problema otra vez.]

L127: A6: Un numero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos; si los digitos
se invierten, el nimero resultante es 45 unidades menor que el nimero original. Halla
el nimero original.

L128: P: miren vamos a llamar a x, digito de las decenas y y, ;digito de qué? [EIl profesor
escribe en el pizarron “x = digito de las decenas”y “y = digito de las unidades”.]

L129: Alumnos (varios): unidades.

L130: P: ahora si yo enlazo el numero asi xy [escribe la expresion xy], pues de nada me va
a servir, porque si no tendria yo, no un sistema de ecuaciones lineales, es una ecuacion
cuadraética [sic], ;jentonces qué tengo que hacer? [No da tiempo de que los alumnos
respondan a su pregunta e inmediatamente continua con la clase] trasladar este
producto en una suma [sefiala la expresion xy y agrega una flecha, quedando de la
siguiente manera “xy —"] ... Entonces miren, por ejemplo, tengo un numero, el 45
(escribe el numero 45 bajo la expresion xy] jestan de acuerdo? El 45 lo puedo
representar como 40 + 5 [escribe 45 — 40 + 5] ;estan de acuerdo? 40 + 5 son 45. El
40 lo puedo representar 10(4), ;estan de acuerdo?, jsi?

L131: Alumnos (varios): si.

L132: P: entonces [en la expresion 10(4) le agrega +5] si estamos hablando de que, 4 = x
y 5 = y, entonces yo puedo generalizar un numero xy de dos cifras como si fuera una
suma, ;cual seria la suma? [Sin permitir una respuesta, escribe la respuesta.]

L133: Al: jsuma?
L134: P: 10x, si [responde a la alumna), porque el 4 no lo conozco.
L135: A2: mas y.

L136: P: mas y, eso lo habiamos visto desde la semana pasada A9 en el equipo de ustedes,
,se acuerdan? Entonces un niimero de dos cifras es 10x + y, ese es el niimero que
andamos buscando. Aqui es 10x + y es el nimero buscado [lo escribe en el pizarron
como 10x + y = el numero buscado.]

4.4.4.1.1. Discusion episodio 9

Como primer momento de Chevallard (p. 14 de esta tesis), el profesor como

organizador de la clase, orienta a los alumnos hacia al nimero buscado (L128) y cémo
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representar las incognitas del problema. El profesor continua utilizando las letras x y y,
donde su representacion estd dada por medio de un signo de igualdad, es decir, x =. Dicha
representacion la utilizé en problemas anteriores, pero con diferencia de que ahora el
contexto del problema pide encontrar un nimero de dos cifras, y al momento de establecer
las incognitas es de la forma x = digito de las decenas, y en los problemas anteriores el
contexto del problema daba pie a que la representacion de las incdgnitas fuera de otra
forma, por ejemplo, x = renta del departamento, y lo que se queria encontrar era el costo

por mes de la renta del departamento, que son cosas muy distintas.

Por otro lado, al modelar el sistema de ecuaciones el profesor pretende justificar el
porqué xy no puede ser una ecuacién que modele el problema; sin embargo, afirma que
necesita un sistema de dos ecuaciones lineales y lo que se obtiene con xy es una ecuacion
cuadratica, que es falso. Una ecuacion cuadratica esta definida como una ecuacién donde el
mayor exponente es igual a dos y cuyo coeficiente es distinto de cero, normalmente la
expresion se refiere al caso en que solo aparece una incognita y que se expresa en la forma
canénica ax? + bx + ¢ =0, donde a # 0. El término xy no puede ser una ecuacion
cuadratica por definicion, se puede decir que representa un digito de dos cifras, pero no

usarla como ecuacién de un sistema, dado que es lo que se estd buscando.

Al final de L132, el profesor afirma que el producto xy se debe trasladar en una sumay
realiza ese traslado mediante el signo —, el cual es usado en logica y teoria de conjuntos
como “implicacion” que no es el caso. Ademas, para darle sentido a la traslacién de
producto a suma, el profesor da un ejemplo, pero realizando una comparacion entre el
nimero buscado xy y el numero escogido por él 45. En tal ejemplo, representa a
45 - 40 + 5, haciendo un mal uso del signo matematico, dado que 45 = 40 + 5. A partir
de esta suma, parte de que 40 = 10(4) y por tanto concluye que 4 = x y 5 = y, ademas de
generalizar a partir de ese ejemplo, del nimero 45, a la suma 10x + y (Figura 444.1.1.1),

. , . ris . 6
es decir, el profesor ve al algebra como aritmética generalizada

7 Mason (1996) considera la generalizacién como una ruta hacia el élgebra, incluso como la esencia del
dlgebra, y afirma que la estructura de la aritmética cuando es expresada, produce édlgebra como una
aritmética generalizada.
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Después de obtener la expresion 10x + y, que es el nimero buscado, a partir de las
condiciones del problema el profesor se da la tarea de encontrar el sistema de ecuaciones,

pero sin la participacion de los estudiantes.

1= %rs Ly,
001 + .

Figura 4.4.4.1.1.1. Ejemplo del que generaliza el profesor

4.4.4.2. Episodio 10: Definicion de sistema de ecuaciones [De 14:30 a 16:01]

L137: P: ... A6 vuélvanos a leer el problema.

L138: A6: Un numero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos; si los digitos
se invierten, el niimero resultante es 45 unidades menor que el nimero original. Halla
el nimero original.

L139: P: Hallar el nimero original, entonces hay que establecer primero el sistema,
entonces ya tenemos los datos del problema, como le llamamos enunciado verbal, hay
que traer y sacar de ahi la ecuacién simultanea. Entonces, dice que un niimero de dos
cifras es 8 veces, es 8 veces la suma de sus digitos, eso es lo que dice el problema ;no?
un nimero de dos cifras es 8 veces la suma de sus digitos, entonces aqui tenemos la

ecuacién namero 1 [Figura 4.4.4.2.1]. ;Y qué dice el siguiente enunciado? A ver Iéalo
A6.

L140: A6: Un numero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos.
L141: P:y lo demas...

L142: A6: si los digitos se invierten, el niumero resultante es 45 unidades menor que el
numero original.

L143: P: entonces si las cifras se invierten, voy a poner 10y + x, ja poco no estian
invertidas las cifras ahi? Ahi estan invertidas ;jno? la x se pasa para acd y la y para ac
lescribe la expresion 10y + x bajo la primera ecuacion 10x +y =8(x+y), y
sefiala la direccién que toman las incdgnitas de una expresion a otra) si?

10y = § (Xv9)

Figura 4.4.4.2.1. Ecuacién 1 del sistema que modela el problema
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4.4.4.2.1. Discusion episodio 10

La participacion de los alumnos se limita a leer el problema o partes de él siempre y
cuando el profesor lo indique, por ejemplo en L118, L140, L142. Siguiendo con la
dindmica de que el alumno lee el problema y el profesor plantea las ecuaciones que
modelan su solucion, se da continuidad a la clase con la exploracion de las condiciones del
problema.
ax+ay = fi
a3x +asy = f

donde a, -, ;34 son coeficientes reales. La primera ecuacion del sistema que establece el

Un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas es de la forma {

profesor no esta dada con base en la definicion formal de sistema de ecuaciones, el cual,
para €l basta con estar de la forma 10x + y = 8(x + y), pero sin cumplir con la definicién

de una ecuacion lineal de la forma ax + by = c.

Para encontrar la siguiente ecuacién del sistema, continua la participacion de los
alumnos, pero sélo al leer partes del enunciado del problema que pide el profesor, como se

muestra en el siguiente episodio.
4.4.4.3. Episodio 11: Comprobacion del sistema de ecuaciones [De 16:06 a 17:55]

L144: P: ...el numero resultante... [interrumpe alumno.)
L145: A2: es el invertido.

L146: P: no, el nimero resultante ;qué dice ahi?

L147: A6: 45 unidades...

L148: P: 45 unidades menor [escribe del lado derecho de la igualdad de 10y + x =

— 45, y deja un espacio] que el niimero original [en el espacio que deja escribe

10x + y], entonces aqui tengo la ecuaciéon nimero 2 [10y + x = 10x + y — 45].

Entonces son ecuaciones que se complementan, se ponen con x y y, y se resuelven
[Figura 4.4.4.3.1], ;si?, {quién encontr6 el namero?

L149: A3: el numero es 72, pero no pude resolverlo, no supe hacer la ecuacion.
L150: Profesor: jes el 62?

L151: A3:72.

L152: P: ;72?7 A ver 72-45 =,

L153: A3: 27.

L154: P: 27...pero estas en el campo aritmético necesitas hacerlo en el campo algebraico.

L155: A3: no sé como, no pude...
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L156: P: aqui estan las ecuaciones, ;si? Nada mas hay que acomodarlas, sacar el resultado
dexyy.Entonces x = 7y y = 2. A ver, vamos a ver si el nimero es 8 veces la suma
de sus digitos, 8 por 9, 72 [no escribe el producto que realiza, sélo sefiala las
incognitas] si tiene razoén [se queda en silencio por unos segundos]. Entonces x vale 7
y y vale 2 [escribe los valores de las incégnitas]. Hagan sus anotaciones sefioritas y
sefioritos.

;’"'/0)09 = f (Kry) oul
k 17(% ~yjant

!
by X

Figura 4.4.4.3.1. Sistema de ecuaciones del profesor que modela el problema

4.4.4.3.1. Discusién episodio 11

En L148 cuando el profesor llega a su segunda ecuacién, afirma que para poder
resolver las ecuaciones hay que ponerlas con x y y, es decir, escribirlas de la forma

{alx +ay=fi

_ "4, apesar de que en los problemas anteriores no ha escrito los sistemas de
ax+ay=fo

a;x +ay = fi

esta forma, sino como {
azx + f, = agy

En L149 y L155 el alumno manifiesta no saber como modelar un sistema de
ecuaciones; sin embargo, el profesor no le da importancia, se presenta una oportunidad para
que el alumno dé a conocer su manera de encontrar la respuesta, para ejemplificar que no

s6lo con un sistema de ecuaciones se puede resolver el problema verbal-algebraico.

Por otro lado, comparando la resolucion del problema con los resueltos anteriormente,
el profesor cambia de técnica, y permite dar a conocer el valor buscado, dado por un
alumno y realiza su comprobacion, pero sin escribir en el pizarron y lo realiza mediante un

proceso mental.
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Para el cierre de la clase y después de unos minutos al terminar L156, el profesor da un
discurso a cerca de los diferentes problemas verbales-algebraicos; manifiesta que se

aprende algebra para resolver problemas verbales:

P: ...lo que si les puedo decir es que hay millones y millones de problemas de ese tipo,
millones pero todos se conjuntan en ciertos esquemas que tienen una forma casi
sinénima de resolucion, ;si?... pues hay muchos tipos de problemas, entonces
necesitamos aprender a resolver ese tipo de problemas ;si?, porque para eso estamos
aprendiendo algebra para resolver enunciados verbales.

En general, el discurso empleado por el profesor, en esta clase se manifest6 utilizando
diferentes representaciones de codigos matemaéticos, los cuales no coincidian con su
lenguaje natural y eran incompletos y erréneos, por ejemplo, cuando utiliza el signo “<”
para establecer la relacion que pide el problema entre las incdgnitas; su discurso
matematico sigue siendo débil, no maneja con seguridad diferentes conceptos matematicos,
y duda al utilizarlos. A diferencia de la clase pasada, se involucraron elementos de lenguaje

comun y matematico, pero esta vez con mayor énfasis en el lenguaje matematico.

Ademas, el profesor sigue tomando su papel de profesor tradicional, donde el alumno
se limita a escuchar y a no desarrollar ideas en cuanto a que éstas les pudieran ayudar a

resolver los problemas propuestos.

En relacion con la técnica empleada durante la clase, fue analoga a la clase anterior, ya
que el conjunto de procedimientos y recursos utilizados por el profesor estuvieron
relacionados con encontrar las ecuaciones de los sistemas que modelaban los problemas sin
pasar al momento de evaluacion, sino hasta el problema de la renta de departamentos

siendo ésta influenciada por la participacion de Al.

A partir de la participacion de Al en tal problema, el profesor fue permitiendo la
participacién de los alumnos al dar a conocer sus ideas. Por lo que en el problema del
nimero de dos cifras, en el segundo momento en L128, se inicia con la exploracion de la

tarea, asi como la elaboracion de una técnica relativa a ésta.
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4.5. Analisis de la clase 3

En la siguiente clase se abordan los seis problemas finales de la actividad propuesta, de
los cuales resaltan cambios en el momento de la exploracion de los mismos, y en relacion

con la técnica utilizada para realizar las tareas.

Conforme resuelven los dltimos problemas, el profesor va reduciendo su discurso no
matematico, va permitiendo la participacion de los alumnos y respeta su opinion y explica
su respuesta del porqué es o no correcta, asi como el cambio al momento de iniciar a
resolver los problemas, ya que ahora pregunta y da oportunidad de que los alumnos

participen; puntos importantes que no realizaba en la solucién de los problemas anteriores.
4.5.1. Anadlisis del problema del autobus y vagon del metro

Como primera farea en la resolucién de este problema, es encontrar el sistema de

ecuaciones que modela el problema verbal-algebraico.

De acuerdo con Shulman (1986) para enseiiar, en primer lugar hay que comprender
criticamente un conjunto de ideas que se enseiiaran. Se espera que el profesor entienda lo
que enseiia y, cuando sea posible, que lo haga de diversas maneras. Sin embargo, este no es

el caso, ya que el profesor muestra que no tiene claro el problema.
4.5.1.1. Episodio 12: Uso de letras como etiquetas [De 0:31 a 2:07]
L157: P: [...] a ver vamos a ver ahora el inciso g [sin que el profesor lo pida, una alumna

lee el problemal, a ver escuchen por favor, ahora si A10.

L158: A10: En Meéxico, se necesitan 4 vagones del Metro y 7 autobuses para poder
transportar a 678 personas. Si colocamos 21 personas de mds en un vagon del Metro
que en un autobiis, encuentra el nimero de personas que podemos acomodar en un
autobus y en un vagon del Metro.

L159: P: ...[El profesor escribe los datos en el pizarron (4 vag, 7 autobuses) y 4v + 7a =]
jcuantas personas?

L160: All: 478, a no 678 [Escribe el profesor 678 en la expresion 4v + 7a = 678.
Termina de escuchar a la alumna que lee el problema y borra la ecuacion
4v + 7a = 678.]

L161: P: bueno vamos a acomodar cuantas personas, 678 ;verdad?

L162: A10: si.
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L163: P: 678 personas [escribe la cantidad) en 4 vagones y en 7 autobuses [sefiala las
cantidades ya escritas al inicio: 4 vag, 7 autobuses] ;si? Entonces ;cudles son las
incognitas?

L164: A6: la ecuacion seria 4x... [interrumpe el profesor.]
L165: P: entonces vamos a poner...

L166: A10: 4x + 7y.

L167: P: a perfecto 4x + 7y = 678 si[...]

4.5.1.1.1. Discusién episodio 12

El primer momento fue el contexto de este problema, el cual permite utilizar las letras
v para representar las personas que viajan en el vagon del metro, y la letra a representa a
las personas que viajan en el autobis; sin embargo, el profesor las toma por letras como
etiquetas, es decir, representa al objeto del que habla el problema o mas aun dando uso del
que infiere a menudo con la forma en cémo se llega a entender el significado de los
términos en las ecuaciones algebraicas. Por ejemplo, el uso de las letras v de vagones y la
letra a como los autobuses, dejando de lado sus cddigos iniciales de utilizar como

incognitas a las letras x y y.

Los alumnos continfian con la dindmica de leer el problema. Después de escribir la
primera ecuacién con cédigos diferentes de los problemas anteriores (figura 4.5.1.1.1.1), el
profesor duda y borra la ecuacion, dando inicio a la resolucién del problema a partir de la
cantidad a la que quiere llegar; es decir, a partir del resultado del célculo que esta

usualmente del lado derecho del signo igual: = 678.

Y

:?‘ AUTOME)

(7"1, + Ja\: C:}%

Figura 4.5.1.1.1.1. Uso de letras como etiquetas
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En L163 el profesor pregunta ;cuales son las incognitas?, en los problemas anteriores
no realizaba esta pregunta, ya que ¢l escribia las incdgnitas x, y, y pasaba directo al sistema
de ecuaciones. Influenciados por la ecuacion inicial que escribe el profesor, los alumnos

responden a esa pregunta, dando la ecuacion, pero con las incognitas que siempre se habian

usado (figura 4.5.1.1.1.2).
Ll lay

q’ A‘"“ﬂa
;§Kp
‘}X"';a < b}!

Figura 4.5.1.1.1.2. Ecuacién utilizando las incégnitas x, y

Se presenta la primera vez en que un alumno no es interrumpido por el profesor y dice
cual podria ser la segunda ecuacién del sistema y también, por primera vez el profesor

justifica la respuesta del alumno.

4.5.1.2. Episodio 13: Uso de simbolos matematicos y reflexion para situar al alumno en

el problema [De 2:09 a 5:48]

L168: P: ...pero dice que deben de colocar 21 personas mas en el vagén que en el autobus.
L169: A6: entonces x, x + 7... [la interrumpe el profesor.]

L170: P: entonces x es la cantidad de personas, cantidad de personas que van en el vagén
;verdad? en el vagon, y y es la cantidad de personas en el qué, en el autobus [escribe a
que representan las incégnitas.|

L171: A10: x + y = 21 personas.

L172: P: ;x + y igual a qué? [Escribe la ecuacion que propone la alumna, pero le agrega
un signo de interrogacion.)

L173: A10: si.

L174: P: a ver qué dice el problema, lea el problema donde dice...
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L175: A10: En México se necesitan 4 vagones del Metro y 7 autobuses para poder
transportar a 678 personas. Si colocamos 21 personas de mas en un vagén del Metro
que en un autobus, encuentra el nimero de personas que podemos acomodar en un
autobis y en un vagon del Metro.

L176: P: fijense, si colocamos 21 personas mas en el vagén que en el autobis, o sea que si
yo le sumo las que tengo en el autobis mas 21 me va a dar la cantidad que tengo en el
vagon,noesx +y = 21.

L177: Al: noes...
L178: P: ahi se estan equivocando.

L179: Al: 7x...

L180: P: es 4x + 7y = 678, y la segunda ecuacion estd mal, es x = y + 21 hay que leer
bien el enunciado verbal. Entonces la cantidad de personas que hay, es que miren
[borra la ecuacion propuesta por la alumna x +y = 21?] en algebra no estamos
viendo desigualdades en ecuaciones, pero ;cudntas personas hay?, debe haber mas
personas en el autobus, vagén que en el autobus [escribe la desigualdad x > y)
icuantas? Ahi el problema me lo dice, entonces para que esta desigualdad se convierta
en una igualdad hay que poner x = y + 21, vean la diferencia. No me digan que
x +y = 21 fijense en lo que estan diciendo con x +y = 21, estan diciendo que la
cantidad de personas que hay en el autobiis mas el vagén son 21 y no es cierto, tan solo
multipliquen eso por 4 y por 7 y ;cuando nos da 678? [Sefiala la ecuacion
4x + 7y = 678], entonces la cantidad de personas que hay en el vagén por 4, que hay
4 vagones ;si 0 no?, mas 7 por la cantidad de personas que hay en el autobiis nos debe
de dar 678, porque x es la cantidad de personas en el vagén y y en el autobus.
Acuérdense que en el vagén de un metro es mucho mas largo que un autobis, el vagon
de un metro mide mas o menos que sera como unos 60 metros, mas o menos como 60
metros si estan grandes, cada vagon del metro, quien conoce el metro de la ciudad de
Meéxico si son grandes, entonces 21 personas mas que en el autobus, en el autobus si
acaso caben 40 mas 21 son 60, en el vagon facil caben como 100 o 150 gentes.

L181: Al: pero no... nos salio.

L182: P: por eso en los vagones parecen latas de sardina los pasajeros. Bueno jovenes
miren entonces el problema es x =y + 21. A3 como ya tenemos, ya aclaramos esa
duda ya tengo despejado el valor de x lo sustituyo aqui y tengo una ecuacién con y y la
podemos resolver ;si 0 no? 4(y + 21) + 7y = 678 y con eso resolvemos el sistema,
eso ya quedaria ahi [...]

4.5.1.2.1. Discusién episodio 13

Kieran y Filloy (1989) mencionan que a los estudiantes que son capaces de resolver
problemas verbales no pueden escribir las ecuaciones que representan las relaciones

cualitativas de la situacion del problema, por lo que, cuando escriben una ecuacion, ésta
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representa por regla general las operaciones que habian usado para resolver el problema, y

el resultado del calculo esta usualmente en el lado derecho del signo igual.

Es frecuente que los alumnos tengan dificultades en especificar relaciones entre
incognitas, lo cual influye en la habilidad de construir ecuaciones. La ecuacién dada por el
alumno en L171 es x + y = 21, y por primera vez el profesor explica en L180 el porqué

ésta no puede ser una ecuacion del problema.

Para llegar a la segunda ecuacion, el profesor inicia con una desigualdad entre las
incognitas (x > y), justifica que ésta se convierte en igualdad al utilizar la condicién del
problema (Si colocamos 21 personas de mds en un vagén del Metro que en un autobis...) que

seriax =y + 21.

Realiza una reflexion en L180 acerca del problema (Tecnologia de Chevallard, p. 13 de
esta tesis), en la cual utiliza datos incorrectos, pero aclarando las dudas de los estudiantes.
P: ...Acuérdense que en el vagén de un metro es mucho mas largo que un autobis, el vagon

de un metro mide mas o menos, que sera como unos 60 metros, mas o menos como 60

metros si estan grandes, cada vagén del metro; ;/quién conoce el metro de la ciudad de

México? si son grandes, entonces 21 personas mas que en el autobus, en el autobus si
acaso caben 40 mas 21 son 60, en el vagdn facil caben como 100 o 150 gentes.

Para finalizar con la resolucion del problema, y realizando lo mismo que los anteriores
problemas, no resuelve el sistema de ecuaciones, pero propone utilizar el método de
sustituciéon. Afirma, también, que al sustituir x =y + 21 en la primera ecuacion se
obtendra una “...ecuacion eny... - que al resolverla estarian resolviendo el sistema, lo cual
es falso, ya que soélo se estaria encontrando el valor de una incégnita y no se estaria

realizando la comprobacion de los valores encontrados.

Otro punto importante es la forma de ver un sistema de ecuaciones por parte del

ax+by =c

dx +f = ey’ la cual no es la

profesor, ya que continia escribiéndolo de la forma {

definicion formal de sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas.
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4.5.2. Andlisis del problema de ida y vuelta 1

Este y el siguiente problema, son de ida y vuelta en relacion con distancias, tiempo y
velocidad de un ciclista, siendo estos de contexto diferente de comparacién de los

anteriores.

El contexto del problema permite el uso de letras distintas de las usadas como
incdgnitas, realizando un cambio en sus codigos matematicos. El primer momento o
encuentro con la tarea en el tratamiento del problema es distinto, ya que se permite la

participacion de los alumnos.
4.5.2.1. Episodio 14: Uso de cédigos segiin el contexto del problema [De 5:58 a 9:38]

L183: A10: Un ciclista viajé en linea recta de la ciudad A a la ciudad B a una velocidad
promedio de 24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvid y viajé a la
ciudad A, a una velocidad de 18 km/h. Si todo el viaje (ida y regreso) tomé 7 horas,
;cuanto durd el viaje en cada direccion?

L184: P: entonces el viaje de ida jcuanto le? El viaje de ida ;como le podemos llamar?
L185: Alumnos (varios): x.

L186: P: o t;, si estamos hablando de tiempo ;verdad?, podemos ponerle t de tiempo ;si o
no?

L187: A3: jtiempo 1?

L188: P: si, y tiempo dos el viaje de vuelta [escribe t; = ida, t, = vuelta), ahi tenemos las
dos incognitas ;si 0 no? porque estan preguntando cuanto tardo en ir y cuanto tardo en
venir.

L189: A3: de todo el viaje.

L190: P: de ida y ésta es la vuelta [sefiala los tiempos t; y t,]. Ahora ;cuanto tardé todo el
viaje?

L191: A3: 7 horas.

L192: P: 7 horas, entonces sumamos los tiempos t; +t, = 7. Entonces, si nosotros
sabemos que la velocidad es igual a distancia sobre tiempo [escribe la formula de
velocidad v = d/t]. ;Si es distancia sobre tiempo?

L193: Alumnos (varios): si.

L194: P: entonces la distancia que recorre va a ser la velocidad por tiempo. Dice que de ida
ahi va una velocidad, ;qué velocidad llevaba?

L195: A7: 24 kilémetros por hora.

L196: P: 24 kilémetros por hora en un tiempo de t; [escribe 24t; +] y de regreso ;cuanto
tardo?
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L197: Alumnos (varios): 18 kilémetros por hora.

L198: P: 18 kilémetros por hora [completa la expresion posterior 24t; + 18t; =]. Y eso
nos va a dar a la distancia de ida y de regreso, ;cuanto es?

L199: A10: 7.

L200: P: no, mas bien aqui tenemos que igualar las distancias. [De la expresiéon 24t; +
18t, = borra el igual y el signo +, quedando 24t; = 18t;.]

L201: A1l: es lo que va a buscar jno?

L202: P: porque la distancia de ida y la distancia de regreso es la misma, ;si? ;Qué es
distancia?

L203: A8: lo que recorrié.

L204: P: lo que recorrid, entonces la velocidad por el tiempo, la velocidad por el tiempo
que tarda, deben ser iguales las distancias, igualamos las distancias. Y aqui tenemos la
ecuacion numero 2 [sefiala la ecuacion 24t; = 18t,] y aqui esta la ecuacién numero
1 [sefiala la ecuacion t; + t, = 7] [...] este es un problema de fisica, donde estamos
pensando nuevamente en el movimiento uniforme. ;si? Ahi estin ya las ecuaciones,
nada mas se resuelve igual que aquel [sefiala las notas del pizarron del problema
anterior), despeja este nimero [sefiala el primer término de la primera ecuacion)],
sustituyen aqui [sefiala la igualdad 24t; = 18t,] y encuentras t,. O aqui despejan t;,
18 sobre 24, pero mejor despejen de aca para que no tengan tanto problema en resolver
ecuaciones fraccionarias, ;si? Entonces, entiendan la distancia recorrida en los dos
momentos es la misma ;si? [...]

4.5.2.1.1. Discusion episodio 14

Como primer momento en L184 con la preguntas [...] ;como le podemos llamar [a las
incégnitas]?, dado el constante uso de las letras x,y en los problemas anteriores, los
alumnos responden que “x” sea la incognita, sin embargo, el contexto del problema induce
al profesor a usar ciertos cédigos matematicos (las incognitas t; y t, que representan el
tiempo transcurrido al recorrer la distancia de ida y de regreso, respectivamente). Los
signos usados por el profesor estdn cargados de significados del contexto de fisica,
entonces, en algiin momento el profesor y los estudiantes estudiaron fisica elemental, y en
fisica elemental cuando se hablan de tiempo, distancia, velocidad, tienen asignadas letras,
por lo que no es que el profesor las elija sino que las elije conforme al contexto del
problema, es decir, en fisica t significa tiempo, d significa distancia y v significa
velocidad, ya son cédigos establecidos en esa disciplina, el profesor recurre a sus usos que

ya son institucionales de esos cddigos de la fisica y no de la matematica.
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Hay una reflexion por parte del profesor, que externa a los estudiantes en L202, en
cuanto a como relacionar el viaje de ida con el viaje de regreso y al momento de utilizar el
signo de igualdad en la ecuacion 24t; = 18t; (ya que cambia el signo de + por el de =),
siendo una igualdad implicita, derivada del hecho de que el viaje es en linea recta, y como
el viaje de ida es de la ciudad A a la ciudad B y el de regreso de la ciudad B a la ciudad 4,
pero sin cambiar de trayectoria, por tanto la distancia debe ser igual, esto se deduce de la

informacion del problema, pero no de la relacion que da el problema.

Analogo a los problemas anteriores en relaciéon con el sistema de ecuaciones, no

ax+by=c

escribe al sistema de la forma { dx +ey = f°

donde x, y son las incognitas y a, b, c,d, e, f

ax+by=c

dx+f = ey A partir de la definicion formal de sistema

son constantes, sino de la forma {

de ecuaciones, se puede resolver el sistema por cualquier método (igualacion, sustitucion o
reduccion) con la libertad de que el alumno lo resuelva por el método de su preferencia,
donde se veria la ventaja de resolver con uno u otro método; sin embargo, a partir del
sistema que establece el profesor, fija un camino a seguir para resolver el problema, el cual
va con direccion a resolverse por el método de sustitucion, ademas no resuelve el sistema

que se plantea.
4.5.3. Andlisis del problema de ida y vuelta 2

A simple vista el lector puede dejarse llevar por la idea de que este problema y el
problema posterior son iguales o parecidos, pero son totalmente diferentes. Es por ello que
este problema es trabajado partiendo del hecho de que es parecido al problema de ida y

vuelta 1.
4.5.3.1. Episodio 15: Comparacién de problemas [De 11:07 a 13:32]

L205: AS5: Un ciclista viajo en linea recta de la ciudad A a la ciudad B a una velocidad
promedio de 24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvi6 y viajé a la
ciudad A, a una velocidad de 18 km/h. Si el viaje de regreso fue de una hora mas que
el de ida, jcuanto durd el viaje en cada direccion?

L206: P: este problema es idéntico al anterior, nada mas hay una diferencia. En el problema
anterior nos dijeron que duraba 7 horas el viaje de ida y de regreso, y aqui nada mas
nos estan diciendo la diferencia entre el tiempo de ida y de regreso, que es de una hora.
Nada mas hay que cambiar la primera ecuacién [t; +t; = 7], en vez de ponerle
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t; + t, = 7, nada mas que efectivamente hay una diferencia de ;qué? de una hora,
entre este tiempo y este [sefiala los tiempos ty y t;]. ;Y como lo podemos hacer?

L207: A3:t + 1.

L208: P: pero t; va a ser el tiempo de ida, t; es el de ida [escribe t; = ida], y t; es el de
regreso [escribe t, = regreso], ;si? (En donde se tard6 mas? En el regreso, a ver ;qué
dice él problema?

L209: Al: que el viaje de regreso fue una hora mas que el de ida.

L210: P: entonces en el de ida, si al de ida le sumamos una hora va a ser igual al regreso,
(Por qué? por qué en el de regreso se tardé una hora mas, ;estan de acuerdo? [Escribe
tl + 1= tz.]

L211: Alumnos (varios): si.

L212: P: y como ven es la misma ecuacion, de ida llevaba un promedio de 24 kilometros
por hora y de regreso a 18 kilémetros por hora, entonces es exactamente el mismo
sistema, 24t; = 18t, [escribe bajo la primera expresion 24t; = 18t;] entonces
vieron, un enunciado verbal anterior, el Ginico cambio que hay es en la ecuacién 1
[sefiala a la expresion t; + 1 = t;] que aqui fueron 7 horas [sefiala la ecuacidn del
problema posterior t; + t, = 7]y aca la diferencia es una hora de ida y de regreso,
(si?. O la otra, podrian poner aqui (sefiala la expresion t; + 1 = t;]t; — t; = 1,0
[escribe la ecuacion] t, — t; = 1, exactamente t; - t; = 1.

4.5.3.1.1. Discusion episodio 15

Como primer momento de este problema, se parte de la idea de que es igual al anterior,
por lo que sélo se cambia la primera ecuacion del sistema de las ecuaciones del problema
posterior. El profesor permite la participacion de un alumno (L207) y complementa su,

respuesta para obtener asi la segunda ecuacién.

Para plantear las ecuaciones del problema, frecuentemente se apoyan en la traduccién
directa del problema verbal, teniendo también dificultades en especificar relaciones entre
las incognitas. Lo que se puede observar en L210, es la traduccién directa de la condicion
del problema “...que el vigje de regreso fue una hora mds que el de ida”, a la ecuacion
t; + 1 = t,, pero la traduccién no es la correcta. Lo que el profesor estd haciendo es
utilizar la técnica de completar el todo que es una técnica no institucional, dado que el viaje
de regreso es una hora mas que el de ida, le agrega esa hora al viaje de ida, sin embargo, la
traduccion directa es, para que el viaje de ida sea igual al de regreso hay que restar una hora

al viaje de regreso, es decir t; = t; — 1, quedando la ecuacion t; — t, = —1. Esta ecuacion
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pierde su significado, pero no como signo matematico, ya que al resolverse se obtendran

valores positivos.

Otro punto importante que se manifiesta en la resoluciéon de este problema, es la
definicion del profesor de un sistema de ecuaciones. Las ecuaciones del sistema obtenidas

ax+by=c

dx + f = ey que les habia

sont; +1=t, y 24t; = 18t,, pero no mantienen la forma {

estado dando a los sistemas de ecuaciones de los problemas anteriores. Entonces, para
finalizar con la resolucion del problema en L212, especifica que la primera ecuacién
también puede verse como t, —t; = 1, pero la segunda ecuacién la deja igual, obteniendo

ax+by=c

asi un sistema de la forma { dx + f = ey

4.5.4. Anadlisis del problema del viaje del estudiante

El inicio de tratamiento de este problema es de manera distinta de los problemas
anteriores, ya que en el transcurso de la resolucion del problema posterior un alumno
manifesté haber resuelto el problema del viaje de un estudiante, razén para cambiar la

técnica de iniciar con la lectura del problema.

El profesor pide al A12 que escriba en el pizarrén lo que su compaiiero (A5) realizd,

dado que el AS no quiso pasar al pizarrdn a escribir su procedimiento.

Ahora el profesor se muestra mas accesible en relacion con la participacion de los
estudiantes, pero continta sin utilizar una técnica en especifico, ya que conforme avanza la

clase la va adaptando segun sus necesidades.
4.5.4.1. Episodio 16: Participacion de un alumno [De 14:23 a 17:24]
L213: P: [...] A12 pasa a hacer el problema de tu compaiiero. [Le da las hojas de trabajo

del A5 al A1,2y escribe en el pizarron lo escrito por AS (Figura 4.5.4.1.1) .]

L214: P: este problema también es similar a los dos anteriores, nada mas que ahora esta
hablando de distancias no de tiempo, ;si? [El profesor pasa al pizarrén y empieza a

escribir la ecuacion x + g~ 4 = 68, y encierra la ecuacién en un circulo]. Miren,

nuevamente su compafiero A5 quiso resolver el problema dentro del contexto de las
ecuaciones lineales, nada mas que comete un error.

L215: Al: jsi esta bien Profe?
L216: AS: si.
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L217: P: cometiste un error, es que no era X + x, era % porque dice que de regreso tardo 4

horas menos en la mitad del recorrido, ;si? pero hay que resolverlo por ecuaciones
simultaneas ;si? [...]

X* X" L‘ ::68

AX-Y = (4%

Ax=12

Y-7)

2

erf)é
X,f.jé_u

Figura 4.5.4.1.1. Técnica de A5

4.5.4.1.1. Discusion episodio 16

Cuando en un problema se tiene una relacién o transformacién entre las cantidades
homogéneas, los alumnos dan una ecuacion lineal que modela el problema, a pesar de que
el profesor les continiia pidiendo un sistema de ecuaciones lineales. La técnica de A5 es

sustituir la relacion entre las incognitas en la otra ecuacién que modela el problema.

Por otro lado, el profesor sélo analiza la primera ecuacion de la técnica del alumno y
como no es la ecuacion esperada, escribe la ecuacion lineal correcta, haciendo énfasis en el
error del alumno. Afirma también, que el problema debe resolverse a través de ecuaciones

simultaneas, pero sin justificar el porqué de ello.

En lo referente al contexto del problema, se pide determinar la distancia recorrida en
dos tramos de camino, y realiza una comparacién con el problema anterior, el profesor

afirma en L1214 que es un problema similar al posterior, dado que en ambos se manejan
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distancias, pero continua utilizando las incégnitas x y y, si pudo utilizar las incégnitas d; y
d, como las distancias recorridas en ambos tramos. Deja atras el procedimiento del alumno,
el profesor contintia con la dinamica de la lectura del problema para encontrar el sistema de

ecuaciones que modela el problema.

4.5.4.2. Episodio 17: Justificacion de la técnica del alumno (tecnologia) [De 17:34 a
20:15]

L218: AS: En ocasion de un dia de asueto, un estudiante aprovechd para ir de visita con sus
padres, yendo y viniendo por dos caminos diferentes. El viaje de regreso fue 4
kilometros mas corto que la mitad del viaje de ida. El recorrido total, ida y regreso, fue
de 68 kilometros. Determina la distancia recorrida en cada tramo.

L219: P: [El profesor escribe una incégnita del problema x = distancia recorrida de
ida] ... miren aqui le vamos a llamar distancia recorrida de ida [sefialando la incégnita
x] ¢si? y ¥ va a ser distancia recorrida de regreso, (si? ¢(En ida y regreso cuanto
fueron?, ;68 qué? [Escribe la otra incdgnita lo que representa.]

L220: AS: 68 kilometros.

L221: P: entonces x + y seria igual a 68 kilometros [escribe la ecuacion x +y = 68]
jestan de acuerdo? Pero dice que la distancia de regreso [escribe y, y se queda en
silencio]... ;qué dice, ahi qué dice?

L222: Alumnos (varios): El viaje de regreso fue 4 kilometros mas corto que la mitad del
viaje de ida.

L223: P: o sea para establecer la igualdad entre y y x [escribe y <] fijense nada mas y
tiene que ser menor que X, ;si? entonces ;como igualamos las dos condiciones?
Vuélvalo a leer AS.

L224: AS: ;todo?
L225: P: no, donde dice que el regreso...
L.226: A5: El viaje de regreso fue 4 kildmetros mas corto que la mitad del viaje de ida.

L227: P: fijense el viaje de regreso, o sea la distancia recorrida de regreso fue 4 kilometros
menos [escribe y =  —4 deja un espacio en blanco entre el signo de igualdad y el
signo menor] ;cémo podemos poner 4 kildmetros menos? Pues menos 4 ;si 0 no? Que

la mitad de ;qué? del viaje de ida, de la distancia de ida [escribe % en el espacio en
blanco dejado, y queda la siguiente expresion y =§ — 4] ahi estd. Aqui tengo la

ecuacién dos. Fijate si tu sustituyes el valor de y aqui [sefiala la primera ecuacion
obtenida x +y = 68] ;Qué te resulta? [Realiza la sustitucion de y en la primera
ecuacion.]

L228: Al: y entonces esa ;estd mal hecha?
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L229: P: si. Vean aqui esta la ecuacion lineal sacada de un sistema de ecuaciones, donde
ustedes efectivamente deben de reconocer que cometimos aqui el error, éste. [De la

ecuacion del alumno a la segunda x le agrega el %.]

L230: A12: ;Cual es la que esta bien pues?

L231: Profesor: la que esta bien, esta asi [sefiala la expresion del alumno, pero ya con el
cambio que él le realizo] pero con el dos.

L232: Al: pues asi le estoy diciendo.
L.233: A12: hay asi la tenia.

4.5.4.2.1. Discusion episodio 17

El hecho de que el problema hable de distancias induce al profesor a decir que es un
problema similar a los anteriores (ida y vuelta 1 y 2), el hablar de distancias lo lleva a la
formula de d = vt, sin embargo, dentro del contexto del problema no se habla de velocidad
y tiempo, razén para no utilizar las incognitas d; y d, como las distancias recorridas en
ambos tramos. Ahora las ecuaciones estan s6lo dadas en relacion con las distancias, pero

dejando de lado el movimiento.

Cuando se utilizan incégnitas como x y ¥ son para cualquier incognita, pero donde no
hay movimiento. El hecho de que un sujeto se desplace, eso quiere decir que hay
movimiento, entonces al utilizar las incégnitas x y y el profesor les quita el movimiento y

solamente los deja como objetos inertes, sin movimiento.

En cada problema, con una relacion entre las cantidades homogéneas, para explicar esa
relacion, el profesor se ayuda de una desigualdad entre las incdgnitas y realiza la pregunta
;cémo igualamos las condiciones? Da el cambio al signo de igualdad a través de la

traduccion directa de la condicion del problema.

La segunda ecuacién y =% — 4 traduccion directa del problema, es uno de los

cambios realizados por parte del profesor, ya que en los problemas anteriores realizaba la

técnica no institucional de completar, es decir, la ecuacion le quedaria de la forma

x
y+4—-2-.

En los problemas anteriores el profesor no dio importancia a lo que el alumno opinaba

o0 a las ecuaciones que proponia, cambio que es muy notable en este problema (L229). La
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segunda funcién de la recnologia es la de explicar, de aclarar la técnica, ahora el profesor
Justifica el porqué y a qué se debe el procedimiento del alumno, ademaés de corregirlo, pero
sobre lo ya escrito por parte del alumno, lo cual no da pie para que haya una comparacion

con ambos procedimientos de la resolucion del profesor y del alumno.
4.5.4.3. Episodio 18: Correccion de la técnica del alumno [De 20:16 a 21:56]

L234: P: [...] entonces, esto debe ser ya corregido debe de quedar [borra el segundo paso

del alumno y cambia la expresion] 2x +x- 8 = 136, es que éste dos estd
dividiendo, pasa multiplicando a todo lo demas, a 2 al 4 y al 68. Y aqui quedaria tres
x. [Corrige el procedimiento del alumno.]

L235: AS: escribala toda como debe de ser.

L.236: P: 3x = 136 + 8, ;136 + 8 cuanto es?

L237: Alumnos (varios): 144.

L238: P: 144, entre dos ;cuanto queda? Digo, entre tres.
L239: Alumnos (varios): 48.

L.240: P: entonces la distancia recorrida de ida fueron 48 kilometros y la de regreso fueron
;cuantos? 20.

L241: A12: ;20?

L242: P: ahora, la mitad de 48 ;Cuanto es?, ;Cuanto es la mitad de 48?

L.243: AS: 24.

L244: P: 24 y apoco no es la mitad, ;cuantos kilometros menos que la mitad del de ida?
L245: Alumnos (varios): 4.

L246: P: miren, la ventaja de lo que estamos haciendo el dia de hoy, es que estamos viendo
que un problema los podemos resolver en el contexto de las ecuaciones lineales o las
ecuaciones simultaneas.

4.5.4.3.1. Discusion episodio 18

Al resolver la ecuacion lineal en 1234, el profesor parte de la ecuacion del alumno
corrigiéndola y luego resuelve la nueva ecuacion (x + x-4 = 68 ecuacién del alumno y

x+ %- 4 = 68 ecuacioén del alumno corregida por el profesor).

Como primer paso para la resolucion de tal ecuacién, el profesor dice que ...es que este

dos esta dividiendo, pasa multiplicando a todo lo demds.. y queda la ecuacién

2x + x - 8 = 136 (Figura 4.5.4.3.1.1), frase que se presta a confusién para los alumnos en
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alguna clase futura. Por ejemplo, la ecuacion % + % — 6 = 4, primero tendriamos que pasar
multiplicando el 3 y luego el 2, pero si tenemos no sélo 2 fracciones, sino la suma de 4, 5,
6 o mas fracciones, el alumno estara pasando el dividendo de cada fracciéon a multiplicar a
todo lo demas, en cambio lo que procede desde el punto de vista escolarizado es buscar el
minimo comun multiplo de tales nimeros. Lo correcto desde el punto de vista matematico

es decir “todo se multiplica por 2”, quedando de la forma 2(x + %- 4) = 2(68).

Xt ¥-Ul -8

2)( +x—=% = ‘3@
Yz 3ty

X 144

3

- qz -

5 &
N
T,

Xi_‘ _f)?:
A=06-U
x,fj:

Figura 4.5.4.3.1.1. Correcci6n del profesor de la técnica del alumno

Al final llega a la soluci6n de una de las incognitas que son 48 kilémetros, pero €l solo
escribe el 48 siendo ahora sélo signo sin significado. Si le hubiera puesto kilometros a su

resultado, recuperaria el contexto del problema.

Analogo a los problemas anteriores, encuentra sélo la solucién de una incognita y la
otra incognita la encuentra mediante un procedimiento mental, pero esta vez sin utilizar las
condiciones del problema, sélo completando con base en el primer resultado. Utiliza la
condicién del problema hasta que en L141 el alumno pregunta el porqué 20 es el valor de

la otra incognita.

92



Por otro lado, para terminar con este problema el profesor realiza una reflexién para los
alumnos, la cual dice:
P: [...] la ventaja de lo que estamos haciendo el dia de hoy, es que estamos viendo que un

problema los podemos resolver en el contexto de las ecuaciones lineales o las
ecuaciones simultaneas.

Inicia de un problema para generalizar, en relacion con la forma de resolverlo, ya sea
por ecuaciones lineales o por un sistema de ecuaciones. Lo correcto seria decir “este tipo de

problemas” mas no todo los problemas pueden resolverse de esa forma.
4.5.5. Analisis del problema del concierto de musica moderna

El siguiente problema se abordd de una forma rapida, pero con la particularidad de que
ahora el profesor realiza una reflexion al inicio de la resolucién del problema. Ademas,
tiene cambios en relacion con la incognita, ya que esta vez se separa de la letra como

objeto, asi como del mal uso de signos matematicos en la técnica.
4.5.5.1. Episodio 19: Uso de sintaxis no institucional [De 1:00 a 4:13]

L247: P: a ver vamos a leer el problema, le voy a pedir por favor que lo lea A13.

L248: A13: En un concierto de misica moderna, el precio de los boletos es de $75, pero si
se compran con anticipacion, se hace un descuento de 10% al precio del boleto. Si
asistieron 1 500 personas y el ingreso por concepto de entradas fue de $105 630,
(cuéntas personas compraron el boleto a precio normal?

L.249: P: ;Cuantas personas compraron el boleto a precio normal? Entonces, cuando asisten
a un concierto, el dia del concierto es precio normal y con anticipacion es el precio con
descuento. Si ustedes van a asistir a un concierto, ahorita es bueno ir a comprar los
boletos con descuento y el descuento es de 10%. Primero tenemos que calcular el
10% de 75 (mientras se leia el problema, el profesor escribia los datos en el pizarron)
7.5, el 10% de 75 es 7.5. Sial 75 le resto 7.5 ;cuanto seria?

L250: A3: 67 y medio.

L251: P: 67.5, éste seria el precio con descuento y este seria el precio normal [sefiala la
cantidad de $75]. Entonces, vamos a establecer dos variables x va a ser la cantidad de
personas que compraron el boleto a precio normal y y va a ser la cantidad de personas
que compraron el boleto con descuento. Entonces, ;cuantas personas asistieron al

concierto?
L.252: A5: 1500 personas.
L.253: P: 1 500 personas. Entonces, si yo sumo x + y ;a qué va a ser igual x + y?

L254: A3:a1500.
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L255: P: a 1500 [escribe la ecuacion x +y = 1500]. Y la otra ecuacién la voy a
encontrar con este precio 105 630 [bajo la primera ecuacién deja un espacio en
blanco y luego escribe = 105 630] ;cémo le voy a hacer?, si sé que hubo x
personas que compraron el boleto a precio normal ;cual es el precio normal?

L256: Alumnos (varios): 75.

L257: P: entonces 75 por la cantidad de personas que lo compraron a 75 pesos me da una
cantidad, una porcion de 105 mil; y le vamos a sumar 67.5 por y que seria la cantidad
de los que compraron con descuento y al sumar estas dos cantidades me debe de dar
105 630. Este sistema lo resuelven y encuentran cuantas personas en cada una.

Copienlo [sic] por favor. [El sistema de ecuaciones quedo de la siguiente forma
{ x+y = 1500
75x + 67.5y = 106 630 ]

4.5.5.1.1. Discusion episodio 19

En el primer momento en 1249, es la reflexion, donde habla sobre el precio del boleto
con descuento para que los alumnos sitien el problema, ya que si se asiste a un concierto es

recomendable comprar el boleto con anticipacién y con un 10% de descuento.

Por otro lado, menciona el profesor que para iniciar se debe calcular el precio con
descuento, pero es necesario mas no suficiente que sea lo primero por hacer en el problema,
ya que no se tiene un orden de lo que se deberia hacer al resolver un problema. Para una de

las ecuaciones se necesita calcular el 10% de 75 para saber cual es el precio con descuento.

Al calcular 10% de descuento del boleto para el concierto, el profesor utiliza una
sintaxis no institucional; lo institucional tiene significado porque de manera sintictica los

signos  utilizados por el profesor significan que se debe  hacer
10% de 75 = % x$75 = 11—075 = 7.5. Sin embargo, los signos que utiliza (se muestran

en la figura 4.5.5.1.1.1) les da un significado diferente; por ejemplo, el profesor le da
significado a la flecha (=) de “es”, pero en realidad significa “implica”, es un célculo
correcto, pero mediante un proceso mental, a pesar de que sabe el contexto no se apoya de

la teoria.
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Figura 4.5.5.1.1.1. Sintaxis del profesor del problema 11

El profesor sigue trabajando sin utilizar la sintaxis apropiada de las matematicas de
acuerdo con lo que se esta dado en el problema, donde puede llevar a confusiones al
alumno; en particular si no sabe el significado de los simbolos matematicos “de” 0 “-”, y

se utilizan de una forma no adecuada.

Otro punto importante, dentro del problema, es que el profesor pierde de vista la
incognita del problema, pareciera que las dos incognitas que él escribe x y y tienen la
misma importancia; sin embargo, en el problema sélo se pregunta por una incégnita en
especifico, siendo ésta una de las dificultades del profesor. También, se puede observar en
L251 que le da el nombre de variable a la incégnita. Desde el punto de vista matematico las
incognitas no son variables; las variables tienen otro sentido, son una magnitud que puede
tener un valor cualquiera de los comprendidos en un conjunto y una incégnita es una
cantidad desconocida que es preciso determinar en una ecuacién o en un problema por

resolver.

Uno de los cambios notables en este problema, a diferencia de los anteriores, es que el
profesor se separa de la letra como objeto, antes escribia la incognita como x = las
personas que compraron el boleto a precio normal, ahora continua escribiendo el “=”
después de la incognita, pero ahora especifica qué es lo que representa la incégnita, como
se muestra en L249 [...] x = la cantidad de personas que compraron el boleto a precio

normal y y = la cantidad de personas que compraron el boleto con descuento [...]
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En L255 al escribir la segunda ecuacion, el lenguaje natural del profesor no es de
acuerdo con el lenguaje matematico; utiliza el término “precio” como el ingreso del
concepto de entradas, pero el precio es lo que cuesta un boleto y el ingreso es la cantidad

acumulada por la venta de boletos.
4.5.6. Andlisis del problema de la compra del televisor

Este problema tiene una relacion multiplicativa entre las magnitudes homogéneas, en
donde se presentan dificultades por parte del profesor y de los alumnos para resolverlo. Es
un problema que ciertas condiciones, de las cuales no todas se pueden cumplir, por lo que

para el profesor es mas facil concluir que el problema esta mal escrito.

Por otro lado, el profesor da la oportunidad a los alumnos de participar y responder las
preguntas realizadas por él. Ademas, segun la creencia del profesor, para entender el
problema es necesario dar lectura al problema en varias ocasiones, sin embargo, el leer un

problema no implica comprenderlo.
4.5.6.1. Episodio 20: Exploracion de la tarea [De 7:04 a 11:38]

L258: Al4: Dos hermanos compraron, a partes iguales un receptor de televisiéon con un
costo de $2 200. El hermano mayor invirti6 en esta operacion la mitad de sus ahorros y
el hermano menor las dos terceras partes de los suyos. Después de haber efectuado la
compra todavia reunian entre los dos $1 600 de ahorros. Determina la cantidad
ahorrada por cada uno, previa a la compra.

L259: P: a ver A15 haganos el favor de leer el problema, vamos a leerlo dos personas para
entenderlo, acuérdense de que hay que leer bien, leer, leer el problema para entender,
léalo A15 por favor.

L260: A15: [lee de nuevo el problema.]
L261: P: a ver vamos a empezar a sacar los datos, ;cuanto costd el televisor?
L262: Alumnos (varios): 2 200.

L263: P: [escribe 2200 = precio del televisor] a ver, el primer hermano, el hermano
mayor ;cuantos ahorros tenia?

L264: A15: jsabe! [Expresion coloquial de la region para indicar que no se sabe lo que se
pregunta.]

L265: P: sabe, ;como le podemos llamar a eso?

L266: Al5: x.

L267: P: x, ahorro del hermano mayor y el hermano menor pues vamos a ponerlo con y
;verdad? ahorro del hermano menor [escribe y = ahorro del hermano menor]. Dice
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que los dos aportaron partes iguales por lo tanto las fracciones que dice el problema
hace que las aportaciones sean iguales, si. Vuelva a leer el problema A12 por favor...

L268: A12: [lee nuevamente el problema.]

L269: Profesor: bueno la mitad del ahorro del hermano menor, pues hay que dividir que...
el ahorro del hermano mayor, el hermano mayor aporto la mitad ;si o no?

L270: Alumnos (varios): si.

L271: P: y el otro tuvo que aportar mas de un medio, o sea, dos terceras partes es mas que
un medio ;estan de acuerdo?

L272: Alumnos (varios): si.

L273: P: entonces, ;como representamos la mitad del ahorro de x? lo vimos en lenguaje
algebraico.

L274: A7: 1900 entre 2

L275: P: si x es el ahorro del hermano mayor ;cuanto es la mitad del ahorro del hermano
mayor? Si sabemos que es x, ;como lo representamos en lenguaje? [Interrumpe
alumno 3.]

1>

L276: A3: x sobre 2. [E! profesor escribe la “mitad del ahorro = =.]

~N

L277: P: [...] ;como representamos dos terceras partes?

L278: A12: x sobre tres.

L279: P: x sobre tres seria una tercera parte, pero, dice que son dos terceras partes.
L280: Alumnos (varios): dos tercios.

L281: A9: 2x sobre 3. [Escribe el profesor “las % partes del ahorro = %]

L282: P: [...] Ahora jcuanto costo el televisor?

L283: Alumnos (varios): 2 200.

L284: P: entonces, lo que aporta el hermano mayor mas lo que aporta el hermano menor
debe ser 2200, /si?, ;estan de acuerdo? [Escribe la primera ecuacion

X 2y
7 t5 =2200]

L285: Alumnos (varios): si.

4.5.6.1.1. Discusion episodio 20

El primer momento de estudio en este problema, diferente de los demas problemas, fue
que ahora el profesor no escribio6 en el pizarrén mientras el alumno leia el problema, ahora

da inicio al realizar preguntas sobre los datos del problema (L261), lo que antes no hacia.
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En relacion con las incégnitas, al igual que el problema posterior, deja atras a la letra
como objeto, pero utilizando las mismas letras para las incognitas (x, y). Por otro lado, al

final de L267, comenta sobre una de las condiciones del problema “los hermanos aportaron

. 5 . . x _ 2
partes iguales”, entonces las fracciones aportadas son iguales, es decir, 3=3¥ o

§= 1100 pesos y %y = 1100 pesos, sin embargo, no es tomada en cuenta, y decide

nuevamente dar lectura al problema.

En la parte final de L267, el profesor explora la farea (segundo momento de
Chevallard), analizando por partes frases del problema, de las cuales va sacando las
ecuaciones que modelan el mismo. Por ejemplo, en L273, pregunta a los alumnos sobre
cémo representar la mitad del ahorro de x, pero esta vez deja que los alumnos respondan, lo
que antes no hacia y se limitaba a escribir las ecuaciones. Anélogo para el ahorro del
hermano menor que se muestra en L277 y L278, dando tiempo para que respondan los
alumnos. Ahora que ya tiene la representacion de las condiciones que se piden en el

problema, a partir de ellas modela una de las ecuaciones del sistema.
4.5.6.2. Episodio 21: Traduccion del problema [De 11:41 a 16:22]

L286: P: ahora la pregunta es, ;jcuanto tenian ahorrado los dos? Entonces, hay que sumar el
ahorro del hermano mayor mas el hermano menor, a jcuanto es igual esa suma?
[Escribe la expresion x + y.]

1L287: A4:1600.

L288: P: si dice que todavia al comprar el receptor les quedaban todavia 1 600, entonces,
habria que sumar 1600 mas 2200, si, que nos darian ;cuanto?, 3 800 ;verdad?
Entonces, x mas y es igual a 3 800. Resuelvan ese sistema y esta resuelto el problema.

L289: A7: profe, jpero no se debe tomar en cuenta la otra mitad del hermano mayor y el
otro tercio?

L290: P: para resolver el problema no, porque esta pidiendo cuanto tienen ahorrado cada
uno de los hermanos.

L291: A7: pero lo utiliza antes de realizar la compra ;no?
1.292: A1: es lo mismo ;no? [El profesor lee en voz alta el problema.]
L293: A7: y la otra mitad no se toma en cuenta.

L.294: P: no, para que la queremos, no €s necesario. Entonces, ya aqui [sefiala la ecuacion
x +y = 1600] nada mas despejan el valor de x y lo sustituyen aca [sefiala la otra

ecuacion % + z?y = 2200] y encuentran el valor de y ;si?, y al revés ya con el valor
de y, sustituyen en el de x y encuentran, si quieren lo resolvernos para que vean [Borra
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la mitad del pizarrén y escribe el sistema de ecuaciones del problema]. Lo podemos
hacer por reduccion {no?, ;cémo resolvemos el problema por reduccién? Necesitamos

igualar los coeficientes [...] y va a quedar acd - x — %y = —4 400, ;si? Ahi estd. Aqui

va a quedar, la voy a sumar con la ecuacion dos quedaria x + y = 3 800. Al sumarlas
se cancela la x y queda y en tercios serian tres tercios, aqui serian tres tercios [sefiala
en el término y de la segunda ecuacion], tres tercios menos cuatro tercios ;cuanto
quedaria?

L295: Al: un tercio.

L296: Profesor: menos un tercio de y, igual a 4 400 menos 3 800 ;cuanto nos da?
L297: A7: 600.

L298: P: negativos verdad, entonces y seria igual a menos 600 por 3, =1y = — 600(3)
L299: Al: menos 1 800.

L300: P: —1 800, entonces, y seria 1 800 entre ;qué? entre menos uno verdad. Entonces y
tiene ahorrado 1 800 pesos.

L301: P: [...] y x cuanto va a tener, si entre los dos tienen 3 800 - 1 800 ;cuénto seria?
L302: Alumnos (varios): 2 000.

L303: A7: ;pero no deberian ser partes iguales?

L304: P: por eso la mitad de 2 000 ;cuanto es?

L305: Alumnos (varios): 1 000.

L306: P: y las dos terceras partes de 1800 es 1000 [se queda en silencio por unos
segundos). Multiplica 1 800 por dos y dividelo entre 3 y da 1 000.

L307: Al: 1800 por 2 son... son 800, no 900, ;no?

L308: P: ;1 800 por 2?

L309: Al: a por 2, yo pensé que entre 2.

L310: P: 3 600 entre cuanto dijimos, entre 3. 1 200 esta mal el problema.
L311: Al: jesta mal el problema?

L312: P: deben de aportar partes iguales, entonces algo estamos, nos estamos equivocando
en algo. Entonces, el problema si lo dice bien claro. Si es a partes iguales cada quien
debio de aportar 1 100 pesos ;si 0 no?

L313: Al: ;11007

L314: P: si. A ver chequen bien la solucion [el profesor realiza cdlculos en su calculadora
y observa los datos del pizarrdn]. Entonces no aportan en partes iguales, esta mal el
problema.

L315: Al: si, no le tocan a partes iguales porque entonces como los... [interrumpe el
profesor.)
L316: P: esta mal el enunciado del problema.
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4.5.6.2.1. Discusion episodio 21

Este episodio se divide en varios momentos, entre ellos el momento 3, 4 y 6. En los
dos primeros se inicia de establecer la otra ecuacién del sistema, donde el profesor se
pregunta ;cudnto tenian ahorrado los hermanos? (L286), sin embargo, esta vez no realiza
una traduccion directa del problema, ya que en él se habla sobre la cantidad ahorrada que

les quedd después de la compra y no de la cantidad ahorrada total.

Los alumnos llevan al profesor a analizar mas a fondo el problema, exigiendo retocar
la tecnologia elaborada hasta entonces. A pesar de que en L290 el profesor le da
importancia a la cantidad que tienen ahorrada los hermanos, no toma en cuenta la opinién

de A7 y afirma que no es necesario considerar las cantidades que A7 propone en L289.

A7 se confunde dado que considera una traduccion directa del problema en la
condicion, que después de la compra les sobrd %x + % y = $1 600, y para el profesor debe

ser x + y = $2800 considerando el ahorro total, que en realidad lo que est4 utilizando es la
técnica no institucional de completar. Sin mas justificacion del porqué no utilizar la
condicién que plantea el alumno, al igual que el resto de los problemas el profesor infiere
que éste debe resolverse por el método de sustitucion. A partir de la inconformidad de A7,

resuelve el problema, pero ahora por el método de reduccion.

En el procedimiento del método de reduccion, realiza la suma de —4400 + 3600,
donde el profesor no respeta los signos de los niameros y los intercambia, y dado el

resultado positivo le cambia el signo negativo, pero sin justificarlo (Figura 4.5.6.2.1.1).

Se presenta uno de los cambios en relacion con los otros problemas (a partir de L303)
en el sexto momento de Chevallard, llega el instante de hacer un balance de lo realizado y
del porqué es correcto lo hecho. A7 tiene dudas sobre las ecuaciones, por lo que pregunta al

profesor en L303, de manera que ésta lo lleva a encontrar el valor de las dos incognitas.

Al llegar a los valores pedidos, por influencia de A7, el profesor realiza una
comprobacién por medio de un procedimiento mental, en el cual se da cuenta de que los
resultados obtenidos no cumplen con la condicién de que las aportaciones de los hermanos

son iguales.
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Figura 4.5.6.2.1.1. Técnica del profesor del problema 12

Dado que no se cumple la primera condicién del problema, el profesor concluye que el
problema estd mal planteado, porque deben aportar partes iguales en la compra del
televisor. Pero se puede concluir que las cantidades ahorradas dependen de la condicién que
se tome en cuenta, ya sea que los hermanos hayan aportado cantidades iguales o que

después de la compra reunian 1 600 pesos.

En general, el discurso del profesor en el aula, estaba limitado por el conocimiento del
contenido matematico, las creencias respecto al proceso de resolucion de problemas, asi

como las actitudes del profesor, que no permitian romper el contrato didactico.

Una de las clausulas explicitas del contrato didactico que se establece en la clase de
resolucion de problemas asigna al estudiante la obligacion de pensar los problemas, sin
embargo, el profesor en su papel de profesor tradicional, no permitia tal situacion ya que él
incluso les brindaba las técnicas que les permitirian resolver el problema de una forma
rutinaria. Cuando el profesor permitié romper el contrato didactico, se abre una nueva
responsabilidad compartida entre el profesor y los estudiantes, la produccién de nuevas

técnicas.
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Por otro lado, en relacién con las praxeologias didacticas en el momento del primer
encuentro en la resolucion de los problemas, el profesor hacia referencia al contexto del
problema, para iniciar de lo conocido y comenzar con la resolucién; después en el momento
de exploracion, el profesor relacionaba el contexto del problema con la construccion de una
técnica adecuada para abordarlo; luego, en el momento del trabajo de la técnica, el profesor
se apoyaba de técnicas institucionales o no, las cuales le permitian llevar a cabo la tarea en
cuestion, sin embargo, estas técnicas no tenian una justificacion, sino hasta los ultimos
problemas, que en el momento prdctico-técnico (saber-hacer) se realizaba una justificacién

de la resolucion de tales problemas, asi como la evaluacién de los mismos.

En el bloque [7/1] (saber-hacer), las tareas y técnicas del profesor estan vinculadas con
la gestion de la interaccion entre los estudiantes y el conocimiento matematico que subyace
a los problemas de la actividad y en la caracterizacién del discurso en el aula. Ejemplos de
lareas a desarrollar por el profesor en este estudio, serian la gestion de los distintos
episodios que constituyen la enseiianza de resolucién de problemas verbales-algebraicos, la
presentacion de la informacion, la gestion de los foros de discusion, interpretar y responder

a las ideas de los estudiantes, entre otros.

Conforme la actividad avanzaba, las técnicas que facilitaron el discurso del profesor
sirvieron de base para abrir espacio a la comunicacion de ideas por parte de los estudiantes.
Es importante hacer notar que tales ideas jugaron un papel importante en la resolucion de
los problemas, para que el profesor permitiera resolverlos no sélo por un sistema de

ecuaciones, sino también, por una ecuacion lineal.

La presencia de la tecnologia se nota en las respuestas y justificaciones que el profesor
da a sus estudiantes; en particular, en los ltimos problemas de la actividad. Por ejemplo, el
conflicto que surge en el problema de la compra del televisor, los alumnos cuestionan al
profesor al resolverlo de tal forma, ya que no cumple con las condiciones del problema, las

cuales no eran tomadas en cuenta.
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CAPiTULO@

CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

5.1. Introduccion

En este capitulo se describen las conclusiones de la presente investigacién. Tales
conclusiones son resultados del anélisis y discusién de los datos recabados mediante los
distintos instrumentos de recoleccién de datos empleados en este trabajo. Se presentan
primero, las conclusiones tomando en cuenta los objetivos de la investigacion y, segundo,
respecto a las preguntas de investigacién que guiaron el presente estudio. Lo anterior, de
acuerdo con lo expuesto en el Capitulo 1 de esta tesis. Al final del presente capitulo se
llevan a cabo reflexiones en torno a futuras investigaciones relacionadas con la presente

investigacion reportada en este documento.
5.2. Respecto a los objetivos

Los objetivos de esta investigacion son analizar el discurso del profesor en una clase
normal de matematicas (analizar las dificultades referentes al uso de la simbologia y del
discurso) en particular en la ensefianza de resolucion de problemas verbales-algebraicos,
modelados por sistemas de ecuaciones lineales; asi como las formas de argumentacion que

el profesor da a sus estudiantes cuando resuelven tales problemas.

Diversos estudios han identificado el discurso como uno de los procesos mas
importantes para aprender matematicas y para resolver problemas. Ramirez (2008) sefiala
que el discurso en el salén de clase es central para que los alumnos aprendan matematicas

como un dominio de investigaciéon humana con sus formas caracteristicas del conocer.

De acuerdo con el andlisis del discurso del profesor participante en este estudio, y de
acuerdo con los argumentos utilizados, intervinieron los conocimientos previos del sujeto

respecto de la problemaética que el profesor trataba de resolver, ademas de jugar un papel
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fundamental las tareas propuestas al profesor a fin de que los alumnos se vieran
comprometidos a resolver los problemas. Sin embargo, conforme las clases fueron
avanzando el profesor fue mostrando cambios en su forma de ensefiar a resolver los

problemas verbales-algebraicos:

Al inicio de las grabaciones durante la aplicacion de la actividad, se vio reflejado el
constante uso del lenguaje comin. Sin embargo, el discurso matemético se fue
manifestando, esencialmente cuando la praxeologia puntual del profesor se daba mediante
un conocimiento matematico (saber) generado de un conocimiento didactico (saber-hacer),

al momento de validar respuestas de los alumnos, asi como dar justificacién a ellas, etc.

En cuanto al uso de cédigos matematicos no fueron constantes, por ejemplo, en la

. ) ax+ by =c
forma de establecer un sistema de ecuaciones, fue de la forma { Y o
dx+ey=f
ax+by=c s . . e
x=d+ey’ este ultimo cuando las incognitas presentaban una relacién multiplicativa o

aditiva entre las incognitas; también el profesor inferia que estos sistemas fueran resueltos

por el método de sustitucion.

En relacion con la forma de representar las incdgnitas, lo hacia simbolizando el objeto
del que se hablaba o por medio de etiquetas, y no de lo pedido en el problema. Por ejemplo,
en el problema del autobus y vagones del metro, se debe encontrar el nimero de personas
que se pueden acomodar en un autobis y en un vagén del metro; sin embargo, las
incognitas fueron representadas como x = vagoéndel metro y y = autobus, sin
contemplar que no se deberia utilizar el signo igual. Conforme fue avanzando en la
resolucion de los problemas de la actividad, el profesor continué utilizando el signo igual,
pero con la diferencia de que ahora si contemplaba lo que el problema pedia, por ejemplo,
el problema del concierto de miisica moderna, hay que encontrar las cantidades de personas
que compraron el boleto a precio normal y a precio con descuento. Las incdgnitas son
representadas como /a cantidad de... y no como las personas que... , de esta forma separa

a la letra del objeto.
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La participacion de los alumnos se presentd en diferentes situaciones, ella condujo a

cambios en el profesor al momento de resolver los problemas; dentro de esos cambios se

encuentran:

o En la primera clase, el profesor dio a conocer los puntos importantes de la lista de
cotejo que tomaria en cuenta para la evaluacién del tema visto; entre ellos, identificar
datos e incognitas, establecer el sistema de ecuaciones, dar solucién al sistema, y
comparar el resultado con el enunciado del problema, de los cuales el profesor
realizaba los dos primeros. Cada vez que iniciaba a resolver un problema, la Gnica
participacion de los alumnos estaba limitada a leer el problema y contestar preguntas
por medio de un si o un no. Esto se debia a que el profesor realizaba todo los
procedimientos necesarios para llegar al sistema de ecuaciones que modelaba el
problema, y dejaba de tarea a los estudiantes que resolvieran dicho sistema.

o Las participaciones de los estudiantes estaban limitadas a leer el problema, y cuando se
disponian a responder una pregunta abierta por parte del profesor, éste los interrumpia
sin importar cual fuese su respuesta. Conforme las clases fueron avanzando, el profesor
permitié que participaran, pero no siempre tomaba en cuenta su respuesta. Ademas,
s6lo en algunas ocasiones tomd en cuenta las ideas de los alumnos, analizando las
respuestas y justifico el porqué ellas eran correctas o no.

o El profesor no permitia que los alumnos resolvieran los problemas con una ecuacion
lineal a pesar de que su procedimiento y resultado fuera correcto. Si la ecuacion lineal
de los alumnos no correspondia a lo que el profesor esperaba, éste daba por hecho que
todo lo realizado por los alumnos estaba mal, sin revisar ni pedir explicacion del por
qué dicho procedimiento, ademas de afirmar que sélo se podian resolver los problemas
con un sistema de ecuaciones. Mas tarde, en el problema referente al viaje del
estudiante, un alumno resolvi6 el problema por medio de una ecuacion lineal (que no
model6 las condiciones del problema), en la cual el profesor se contradijo al afirmar
que si se puede resolver con la ecuacion lineal, corrigié y dio una explicacion el
procedimiento del alumno y asi llegd a una solucidn, la cual es comprobada por un

proceso mental, lo que antes no realizaba.
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o Dado que los alumnos mostraban mayor interés al resolver los problemas con una
ecuacion lineal y llegar a una solucién del problema, en la Gltima clase el profesor dio

oportunidad de que se resolvieran los problemas con diferentes técnicas.

Durante todas las clases, el profesor sélo mostré tener como fécnica en cuanto a c6mo
encontrar el sistema de ecuaciones que modelaba el problema, pero sin utilizar alguna

tecnologia en especifico.

La comunicacién no matematica se presenté sélo durante las primeras clases, para
apoyar lo matematico, pero la mayoria de las veces sin relacién con lo que se realizaba
durante la clase. En la dltima clase, el profesor mostré comunicacion no matematica, pero
esta vez haciendo alusion a reflexiones respecto al problema que se estaba resolviendo, las
cuales centraban al alumno en la situacion por resolver, siendo mas facil para estos llegar a

una solucidn.
5.3. Respecto a las preguntas de investigacion

A continuacion se da respuesta a las preguntas de investigacion que guiaron el presente

trabajo, con base en el analisis expuesto en el capitulo anterior.

o (Como influye en la enseiianza y el aprendizaje la resolucién de problemas

verbales-algebraicos, tanto en los profesores como en los alumnos?

Shulman (1986) enfatiza que para ensefiar en primer lugar hay que comprender
criticamente un conjunto de ideas que van a enseiiarse. Se espera que el profesor entienda
lo que enseifia y, cuando sea posible, que lo haga de diversas maneras. Ademas, necesita
comprender el modo en que una determinada idea se relaciona con otras en la misma

materia y también con ideas de otras materias.

Se debe considerar como conocimientos matematicos para la ensefianza, los contenidos
matematicos que el profesor ensefia en el grado en que desempefia su labor docente segin
lo indican los programas curriculares. Para ello, es conveniente que el profesor conozca el
curriculo y los objetivos de las matematicas que se plantean en el grado a su cargo, para

poder utilizarlos como guia de ensefianza.

La actividad propuesta al profesor participante, estd compuesta de doce problemas

verbales, todos de diferentes contextos. Durante el tratamiento de los primeros problemas
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de la actividad, el profesor no tenia una tecnologia sobre cémo dar la clase de resolucion de
problemas, sino que s6lo abordaba cada problema, pero entendiendo los problemas él y no
los estudiantes. Sin embargo, conforme las clases de resolucién de problemas avanzaban, el
profesor fue relacionando contenidos no matematicos para dar a los alumnos reflexiones
que lo situaran en el problema y hacer mas facil su resolucion. También, se destaca la
importancia que fue dando el profesor a la participacion de los estudiantes, ya que la
resolucion de problemas dio lugar a que los estudiantes discutieran sus ideas, hicieran

conjeturas o propusieran diversos métodos para encontrar la solucién de problemas.

Resolver un problema implica que el profesor entienda lo que hizo y pueda explicar
porqué sus acciones son correctas; hecho que fue notable en los dltimos problemas de la
actividad, al justificar los procedimientos y las ideas propuestas por los alumnos del porqué

0 no eran correctas por medio de ejemplos.

En relacién con el aprendizaje de los alumnos, se puede concluir que no es suficiente
que los alumnos conozcan las diversas tecnologias, sino que es importante que participen
en experiencias relacionadas con la resolucion de problemas, dado que al inicio cuando no
se permitia participar, no se puede asegurar que comprendia el como se llegé a resolver tal
problema. Esto se podia observar cuando iniciaron a dar a conocer sus ideas, ya que no
tenian sentido en relacion con el contexto del problema; hecho que fue notable en los

tltimos problemas al hacer una traduccién directa de la redaccion del problema.

Al intentar encontrar las soluciones a los problemas, los alumnos no sélo se
relacionaban con una situacion especifica a la cual ya se encontré un resultado, sino
también tener que aprender algiin concepto matematico; es decir, tanto a resolver un
problema como al aprender un contenido, ya que el alumno tiene que discutir ideas
alrededor del entendimiento de la situacidon o problema, asi como usar representaciones y

resolver o entender esa situacion o problema.

Asi, la resolucion de problemas verbales-algebraicos se relaciona no sélo con el uso y
desarrollo de habilidades para que el alumno tenga acceso a diversos recursos y los utilice,
sino ademas con estrategias que le permitan trabajar eficientemente con tales recursos en

diversas situaciones.
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o ¢Cudl es el discurso matemitico y los argumentos del profesor en clase cuando

aborda problemas verbales-algebraicos?

Para Sherin (2002) es importante la forma de preguntar del profesor, asi como sus
comentarios respecto a las respuestas de los alumnos, por lo que en su estudio reporta la
dificultad del profesor, cuando trata de mantener un equilibrio entre procesos y contenido,

en la discusion en el salon de clase.

La forma de iniciar las fareas, por parte del profesor, fue tomar control inmediato del
trabajo a partir de la lectura del problema, con una sucesion rapida de preguntas
(contestadas por él mismo). También, de un control sobre las ideas de los alumnos, y

determina qué ideas explicar y tomar en cuenta.

Robert y Rogalski (2005, p. 285) identifican tres categorias de respuestas del profesor
dadas a las preguntas de los alumnos; entre ellas, la repeticién con una redaccién corregida,
la respuesta con una correccién implicita (en general con una pregunta sobre el acuerdo de

los demas) y la respuesta que explicitamente corrige un error.

En la primera clase, en el foro de discusion, en las intervenciones realizadas por los
estudiantes, el profesor sélo realizaba repeticiones directas de las respuestas de los
alumnos, siendo ésta una manera de hacer publica tal contribucién, para indicar el punto
alcanzado en el desarrollo de la tarea, y no necesariamente la vinculé con alguna

evaluacion previa o actual.

Las técnicas empleadas durante las siguientes clases, fueron variando conforme al
contexto del problema, ya que el profesor no contaba con una técnica especifica; sin
embargo, se apoyaba de técnicas no institucionales como la técnica de completar, es decir,
a partir de una cantidad que es un todo respecto a las cantidades establecidas en el
problema, se realiza la técnica de la tarea especifica, ademas de no realizar una traduccién
directa del problema; por ejemplo, en la traduccién de las condiciones del problema de la
compra del televisor a la ecuacién x +y = 3 800, donde la condicion es que después de
haber efectuado la compra aiin reunian entre los dos $1 600 de ahorros, a esta cantidad el

profesor sélo le suma la cantidad ahorrada para completar la cantidad total ahorrada por los

dos hermanos ($3 800).
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Respecto al discurso empleado por el profesor, de manera general, se manifestaba
utilizando diferentes representaciones de cédigos matematicos, los cuales no coincidian con
su lenguaje natural; su discurso matematico fue débil, no maneja con seguridad diferentes
conceptos matematicos, y duda al utilizarlos. Ademas, el discurso empleado se inclinaba
hacia los procedimientos y calculos al momento de disefiar los sistemas de ecuaciones que
modelaban los problemas y no se preocupaba de que los alumnos desarrollaran ideas
novedosas en cuanto a que éstas les pudieran ayudar a resolver los problemas propuestos,

por lo que el profesor tomaba el papel principal.

Entre los marcadores utilizados por el profesor se encuentran: los de cierre, vinculados
con una repeticion de los resultados obtenidos, “estan de acuerdo”, ;si?, ;verdad?, “como
ven”; y los marcadores de apertura, “vamos a...”, “ahora”, “vamos a continuar”, “primero
vamos a...” El marcador de cierre aparecia antes o después del recordatorio del resultado
obtenido, o bien estaba ausente, ya que el profesor se limitaba a repetir el dltimo resultado

obtenido.

Una de las funciones de la tecnologia es explicar, de hacer inteligible, de aclarar la
técnica, y a pesar de que los alumnos afirmaban no tener clara la técnica del profesor, no
siempre se daba tiempo de explicar la técnica utilizada, sino hasta el ultimo problema y por

influencia de los alumnos y del contexto del problema.

o ¢(De qué manera ayuda al profesor el hecho de proporcionarle actividades

(tareas) a utilizar en sus clases ordinarias?

Al profesor se le proporcioné una guia (ver Anexo 1) en la cual se da una sugerencia
para resolver el problema, pero no necesariamente tenia que ser utilizada. Ademas, de no
influir en las clases que el impartid, lo Gnico en lo que se intervino fue en dar las

actividades con base en plan de estudios de la materia impartida.

Los profesores pueden construir su propio repertorio de problemas, analizando la
complejidad y los elementos del problema (cantidades conocidas y desconocidas) y
relaciones que involucran las condiciones del mismo. Por ejemplo, los problemas de la
actividad ida y vuelta 1 y 2, los lectores pueden dejarse llevar por el enunciado de los
problemas (que en este caso son parecidos pero no iguales), e incluso al tener la solucién de

uno de ellos se infiere que sera la solucion del otro; sin embargo, las condiciones de los
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problemas son distintas ya que en el problema de ida y vuelta 1, existe una relacion binaria
entre las magnitudes homogéneas y en el problema de ida y vuelta 2, se tiene una

comparacion entre las magnitudes homogéneas.

Se debe resaltar la importancia de que el alumno se plantee preguntas, formule
conjeturas, busque argumentos que le permitan explicar la validez de sus conjeturas y
comunique sus formas de razonamiento y resultados. Dado que a partir de ellos el profesor
se dara cuenta de donde se encuentran las dificultades al resolver los problemas y éstas a su
vez relacionadas con la estructura del problema, quien dara a conocer en qué tipo de
problemas o qué tipo de relaciones entre las magnitudes homogéneas se encuentran las

dificultades al resolver los problemas verbales-algebraicos.

El perfil de egreso de los estudiantes resalta que los alumnos tienen que argumentar
problemas o enunciados verbales con procesos algebraicos, en este caso sistemas de
ecuaciones lineales. Sin embargo, el profesor no aporta el apoyo que los alumnos requieren
para la solucién de este tipo de problemas, ya que se limita a dar una clase tradicional

donde el alumno no tiene gran participacion.
5.4. Reflexiones finales: investigaciones futuras

El profesor que aprendid, a través de darse cuenta de la inesperada contribucion de un
estudiante, que es importante definir con precision un término matematico, ha establecido
una meta que puede aprovecharse para la promocion de su abstraccién de la funcion de la

asimilacion de una expresion (Tzur, 2010, p. 56).

Tzur (2010) argumenta que uno de los objetivos fundamentales para el aprendizaje del
profesor en la practica, es el progreso de la manera intuitiva formal de pensar acerca de la
ensefianza. Por ejemplo, cuando los profesores llegan a la conclusion de que hay diferentes
maneras de resolver un problema no transforman su postura epistemoldgica hacia el saber
de las matematicas, por lo que es fundamental la promocion de cambios en las practicas
docentes. Un profesor en esencia aprende a través de darse cuenta de forma imprevista en la
que otros (uno de los estudiantes o compaiieros) reaccionan a los planes que €l ejecuta.
Estas reacciones pueden ser indicadores de reflexion del profesor sobre las relaciones

matematicas-efecto actividad.
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Por otro lado, de acuerdo con Schén (1998, p. 50) tanto la gente comun como los
profesionales, a menudo reflexionan sobre lo que hacen, algunas veces incluso mientras lo
estan haciendo. Estimulados por la sorpresa, vuelve el pensamiento a la accién y a la

complicidad que esta implicita en la accion.

Como resultado de la reflexion, se puede tener una mejor comprension de la forma de
actuar en el salén de clase y poder pensar en algunos cambios para que las acciones en el
aula den mejores resultados. Luego, se necesita hacer una aplicacion de estas nuevas ideas
para ver como resultan en la practica. Maciel (2003, p. 98) afirma que si desarrollamos el
habito de reflexionar sobre nuestras experiencias, pronto nos daremos cuenta de que
siempre estamos aprendiendo algo nuevo. Habremos comenzado un proceso de aprendizaje

continuo con base en nuestras propias experiencias.

Dado que en esta investigacién no hubo intervencion en las clases del profesor
participante, resulta interesante investigar qué sucede en la reflexion-en-la-accion de la
practica del profesor, a través de un analisis de su practica como un esfuerzo deliberado de
prepararse para casos futuros, pero también para que pueda reflexionar sobre la practica

mientras esta en medio de ella.
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ANEXOS

ACTIVIDADES IMPLEMENTADAS



ANEXO 1



Guia del profesor. Sistemas de ecuaciones lineales
El propésito de esta actividad es promover en los estudiantes la comprension de los
métodos algebraicos de sustitucion, reduccién e igualacién, usados para resolver sistemas
de ecuaciones lineales; asi como dar elementos tedricos necesarios para que ellos lleven a
cabo el proceso de traduccion de problemas verbales a notacion algebraica.

Parte I (con papel y lapiz): Métodos de Igualacién, Sustitucion y Reduccién

1. He aqui el método de IGUALACION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE IGUALACION
{ x+3y=5
El Método de Igualacién consiste en: 7x + 6y = 20
1. Despejar la misma incognita en cada una 5—x
de las ecuaciones y, de este modo, construir y = 3
dos expresiones; las cuales tienen la misma _20—-7x

incdgnita; Y 6

2. Proponer que las dos expresiones

obtenidas en el paso 1 sean iguales entre S—x 20-7x

ellas, y asi construir una ecuacion con una 3 6

incognita;

3. Resolver la ecuacion que resulta; S5—-x 20-7x
3 6

2(5—x)= (20-7x)
10—-2x = 20—7x
7x —2x = 20—10

5x = 10

x =2
4. Sustituir el valor obtenido en una de las _5-x_ 5-2
ecuaciones del sistema, con objeto de Yy =3T3 ~ 1

La pareja soluciénes (x,y) = (2,1)
i Verifique esto!

calcular el valor de la otra incdgnita de la
areja solucion.

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Igualacién? En otras
palabras, ;en qué sentido se lleva a cabo la igualacion en este método?

Respuesta:

Se despeja la incognita y (o bien, se puede despejar x) en las dos ecuaciones de arriba (etapa
1) para producir dos ecuaciones distintas en términos de x. Después se comparan estas dos
expresiones en x por medio de una ecuacién. Establecer una ecuacién significa entonces
hacer una comparacion entre las dos expresiones. Se busca en seguida un valor de x que
satisfaga las dos expresiones, si lo hay. Se encuentra, de esta forma, una pareja (x, y) que
satisface las dos ecuaciones (pareja solucion).
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2. He aqui el método de SUSTITUCION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE SUSTITUCION
{Zx + 3y =25
El Método de Sustitucidn consiste en: Sx + y =30
1. Despejar, si es necesario, una de las y = 30- 5x

incognitas en una de las ecuaciones;

2. Sustituir la expresion obtenida, en el paso
1, en la incégnita apropiada de la otra
ecuacion y, de este modo, construir una
ecuacion con una variable;

2x + 3(30-5x) = 25

3. Resolver la ecuacion obtenida en el paso

2x + 90- 15x = 25

2 —13x = 25-90
—13x = —-65
65
T3
4. Sustituir el valor obtenido en una de las _ 65\ 65
ecuaciones del sistema, con objeto de ¥ =30=35 (ﬁ) T
calcular el valor de la otra incdgnita de la : p = (85 5
gn La pareja solucién es (x,y) = ( "3

pareja solucion.

i Verifique esto!

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Sustitucion?

Respuesta:

En la etapa anterior, se despeja la incognita y (o bien, se puede despejar x) en una de las
dos ecuaciones para obtener una expresion de y en funcion de x. Se sustituye en seguida
esta expresion de y en la otra ecuacion; de hecho, se reemplaza la incognita y en esta
ecuacion por la expresion obtenida al despejar la variable en cuestion. Se elimina de esta

forma toda referencia explicita de y en la segunda ecuacién.

3. He aqui el método de REDUCCION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE REDUCCION

El Método de Reduccioén consiste en:

{3x+5y=3
2x + 3y =1

1. Se multiplican las ecuaciones por
numeros apropiados para que los
coeficientes de alguna de las incognitas
sean iguales, pero con signo contrario;

(3x + 5y)(—2) =3(-2)

—6x — 10y = —6

(2x +3y)(3) = 1(3)

6x+9y =3
2. Se suman las ecuaciones del nuevo —6x — 10y = —6
sistema equivalente; 6x +9y =3
=TT
3. Resolver la ecuacién de una incognita y=3

que resulta;
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4. Sustituir el valor obtenido en una de las 2x+33)=1
ecuaciones del sistema, con objeto de 2x+9=1
calcular el valor de la otra incognita de la 2x=1-9=-9
pareja solucion.
X = —-2- = —4
La pareja solucion es (x,y) = (—4,3)
i Verifique esto!

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Reduccion?

Respuesta:

Hay que multiplicar una o ambas ecuaciones por algiun(os) niimero(s) de forma que
obtengamos un sistema equivalente al inicial en que los coeficientes de la x o de la y sean
iguales, pero con signo contrario. A continuacion, se suman las ecuaciones del sistema para
obtener una sola ecuacion de primer grado con una incdgnita. Se resuelve la ecuacion:
primero se obtiene el valor de una incognita; con este valor encontrado se procede como en
los métodos anteriores para hallar el valor de la otra incdgnita.

4. ;En qué forma estos métodos (los métodos de Igualacion, Sustituciéon y Reduccion) te
permiten reducir el sistema dado en otro que ya sabes cdmo abordarlo?

Respuesta:

Los métodos permiten, esencialmente, eliminar las referencias a una de las dos
incognitas. De esta forma, se convierte el sistema de ecuaciones en una ecuacion con sélo
una incognita, que ya se sabe como resolverlo.

Discusion en el salon de clases de l1a Parte I: métodos de solucion y preguntas

Parte II: Ejercicios

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de tu preferencia
(Igualacion, Sustituciéon o Reduccion):

{2p—11q=67 {3x—y=7 {3r+7s=2
2q + 5p = 20 2x +3y = 12 7r +8s = —2
{2y5—6=x { y=4x+2
y—%=9 10x + 2y =13

Nota: el profesor puede proponer otros sistemas de ecuaciones, si lo cree conveniente.

Discusion en el salon de clases de 1a Parte 11
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Parte III: Uso de los Métodos (Igualacion, Sustitucion y Reducciéon) en la resolucién
de problemas algebraicos verbales

He aqui algunos problemas verbales que debes resolver usando cualquiera de los métodos
precedentes:

a) Rosa compré cinco cuadernos y cuatro plumones y gasté en total $63 pesos. Si cada
cuaderno le costo el doble que cada plumon, ;cudnto le costé cada cuaderno y cada
plumon?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]

(De qué manera asignarias las incognitas del problema?

Por ejemplo, x representa el costo de cada cuaderno e y el costo de cada plumén. A partir
de esta asignacion de variables, determina las ecuaciones que forman el sistema.

¢ Qué representa la ecuacion 5x + 4y = 63?

Sx representa la cantidad total pagada por los cinco cuadernos comprados y 4y representa
la cantidad total pagada por los cuatro plumones, por lo que la suma de estos, representa el
gasto total de Rosa.

(Obtienes alguna otra ecuacion del problema?
Sabemos que cada cuaderno le costé el doble que cada plumén, por lo que tenemos

que x = 2y.

. L 5 1.
b) Si el numerador de una fraccion dada se aumenta en 1, la nueva fraccion es 7 Si el

denominador se disminuye en 1, la nueva fraccion es 5 ¢ Cudl es esta fraccion?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]
a . g a+1 1 a 1
Sea + la fraccion que buscamos; sabemos que ——= - y — = =
(Cémo podemos obtener el sistema de ecuaciones que modela el problema?
A partir de las ecuaciones precedentes, efectua las operaciones pertinentes de modo que

obtengas el sistema de ecuaciones que modela el problema.

—bh=-—
o
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¢) Dos aeropuertos, Ay B, estdn a 400 km uno de otro y B estd situado al este de A. Un
avion volé en 45 min. de A a B y luego regresé a A en 60 min. Si durante todo el viaje

estuvo soplando viento del oeste a velocidad constante, determina la velocidad del avion y
la velocidad del viento.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]

Sea v la velocidad del avion en el viento y u es la velocidad del viento.

(De qué manera influye, en la trayectoria del avion, que el viento soplaba al oeste?
Como el viento soplaba al oeste tenemos que:

v + u = velocidad del avion de Aa B
v —u = velocidad del aviéon durante el regreso

(Cual es la formula de la velocidad de movimiento rectilineo uniforme?
Sabemos que distancia (d) = velocidad (v) * tiempo (¢). entonces despejamos la velocidad v

d
tenemos v = —.
T

400 3 )

3 =vtu i tiempo en horas empleado de Aa B
7

400

T =v-u 1 es tiempo en horas empleado de B a A

Lo . . 3v + 3u = 1600
De las cuales llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:
v-u=400
d) Una caja registradora contiene $50 pesos en monedas de cinco, diez y veinticinco
centavos. En total son 802 monedas, siendo 10 veces mayor el numero de las de cinco
centavos que el de las de diez centavos. Encuentra cudntas monedas hay de cada valor.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]
Sea v el nimero de monedas de 25 centavos, d el nimero de monedas de 10 centavos y ¢
es el namero de monedas de 5 centavos.

(Como podemos establecer el sistema de ecuaciones del problema con las incdgnitas
v,dyc?
25v + 10d + 5¢c = 5000 (1)
v+d+c =802 (2)
c =10d (3)
(1) puesto que $50 = 5 000 centavos
(2) que es el total de monedas
(3) ya que hay 10 veces mas monedas de cinco centavos que de diez centavos
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(En qué nos puede ayudar la ecuacién ¢ = 10d?
Si se sustituye ¢ = 10d en las primeras dos ecuaciones, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones con dos incdgnitas:

[ZSU + 60d = 5000
v+ 11d = 802

e) Un propietario recibio $12 000 pesos por pago de la renta de dos oficinas en el afio de
1984. La renta mensual de una era $100 pesos mayor que la de la otra. ;Cudl fue la renta
mensual que recibio de cada una si la mds cara estuvo desalquilada dos meses?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]
Tomar a m como la renta mensual de la oficina mas cara y p como la renta mensual de la
otra. Las ecuaciones quedarian de la siguiente forma (donde 12 y 10 son los meses en que
estuvo rentada la oficina)
m = 100 + p
{IOm + 12p = 12000

f) Un numero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos; si los digitos se
invierten, el niimero resultante es 45 unidades menor que el numero original. Halla el
numero original.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]
Sea d el nimero de las decenas y u el numero de las unidades, entonces tenemos:

{ 10d + u = 8(d + u)
10u +d = (10d + u) — 45

Efectia las operaciones pertinentes de modo que obtengas el sistema de ecuaciones que
modela el problema:
{ 2d-=7u=0
—9d + 9u = —45

g) En Meéxico, se necesitan 4 vagones del Metro y 7 autobuses para poder transportar a
678 personas. Si colocamos 21 personas de mds en un vagon del Metro que en un autobus,
encuentra el niumero de personas que podemos acomodar en un autobus y en un vagon del
Merro.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]

Sea k el namero de personas que se pueden acomodar en un vagén del Metro y g el niimero
de personas que se pueden acomodar en un autobus, entonces:

122



{4k+7g=678
k—g=21

h) Un ciclista viajo en linea recta de la ciudad A a la ciudad B a una velocidad promedio
de 24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvié y viajé a la ciudad A, a una
velocidad de 18 km/h. Si todo el viaje (ida y regreso) tomé 7 horas, ;cudnto duré el viaje
en cada direccion?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]
t, representa el viaje de ida y t; el viaje de vuelta y con esta suposicion se establece el
t]_ + tz =7

siguiente sistema de ecuaci {
g 10n€S 124¢, = 18t,

i) Un ciclista viajo en linea recta de la ciudad A a la ciudad B a una velocidad promedio de
24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvié y viajé a la ciudad A, a una
velocidad de 18 km/h. Si el viaje de regreso fue de una hora mds que el de ida, ;cudnto
duro el viaje en cada direccion?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]
t; representa el viaje de ida y t, representa el viaje de vuelta y con esta suposicion se
ti =t — 1

establec iguiente sistema de ecuaci {
e el siguiente sistem uaciones 24t, = 18t,

J) En ocasion de un dia de asueto, un estudiante aprovecho para ir de visita con sus
padres, yendo y viniendo por dos caminos diferentes. El viaje de regreso fue 4 kilometros
mds corto que la mitad del viaje de ida. El recorrido total, ida y regreso, fue de 68
kilometros. Determina la distancia recorrida en cada tramo.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.
[Sugerencia para el profesor]

Tomamos a x = viaje de iday ay = viaje de regreso, y asi son obtenidas las siguientes
ecuaciones:
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k) En un concierto de musica moderna, el precio de los boletos es de $75 pesos, pero si se
compran con anticipacion, se hace un descuento de 10% al precio del boleto. Si asistieron
1500 personas y el ingreso por concepto de entradas fue de $105 630 pesos, ;cudntas
personas compraron el boleto a precio normal?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]

Si x representa el niimero de personas que compraron el boleto de entrada a precio normal
€ y representa numero de personas que compraron el boleto de entrada con anticipacion,
entonces con esta suposicion se establece el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{ x+y=1500
75x + 67.5y = 105 630

) Dos hermanos compraron, a partes iguales un receptor de televisién con un costo de
$2 200 pesos. El hermano mayor invirtié en esta operacion la mitad de sus ahorros y el
hermano menor las dos terceras partes de los suyos. Después de haber efectuado la
compra todavia reunian entre los dos $1 600 pesos de ahorros. Determina la cantidad
ahorrada por cada uno, previa a la compra.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

[Sugerencia para el profesor]

Tenemos que x representa la cantidad del hermano mayor y y representa la cantidad del
hermano menor, y con esta suposicion es obtenido el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

L +2y 22200
2* T3V =
L+l = 1600
2¥7T3Y =

Discusion en el salon de clases de 1a Parte I11

Sugerencias de preguntas para la discusion de la Parte I11

(Cuales son los elementos del problema algebraico verbal que ayudan a que este se
modele mediante un sistema de ecuaciones lineales?

(Consideras importante verificar las respuestas que obtuviste? ;Por qué?

(Tiene sentido la solucién que obtuviste en cada problema?

124



. ¢Cuél de los métodos (IGUALACION, SUSTITUCION y REDUCCION) prefieres
y por qué?

2. (Qué tienen en comun esos tres métodos? (No re-escribas sélo los pasos de los tres
métodos).

El funcionamiento de los métodos obedece a una misma logica; estos métodos tienen un
objetivo comun: reducir un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas a una
ecuacion con una sola incdgnita, que ya se puede resolver facilmente. Se determina asi el
valor de una de las incégnitas. El valor de la otra incognita puede en seguida ser
determinado haciendo una sustitucion en alguna de las dos ecuaciones equivalentes.
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ANEXO 2



Actividad para el alumno

Nombre:

Fecha:

Actividad: Sistemas de ecuaciones lineales

Parte I (con papel y lapiz): Métodos de Igualaci6n, Sustitucién y Reduccion

5. He aqui el método de IGUALACION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE IGUALACION
{ x+3y=5
El Método de Igualacién consiste en: 7x + 6y = 20
1. Despejar la misma incdgnita en cada una 5—-x
de las ecuaciones y, de este modo, construir y = 3
dos expresiones; las cuales tienen la misma _20—-7x
incdgnita; Y =%

2. Proponer que las dos expresiones
obtenidas en el paso 1 sean iguales entre
ellas, y asi construir una ecuacion con una
incognita;

5—x_20—7x
3 6

3. Resolver la ecuacion que resulta;

S—x_20—7x
3 6
2(5—-x) = (20— 7x)
10—-2x = 20—-7x

7x —2x = 20—-10
5x = 10
x =2
4. Sustituir el valor obtenido en una de las _5-x 5-2 i
ecuaciones del sistema, con objeto de -3 T3

calcular el valor de la otra incdgnita de la
pareja solucion.

La pareja soluciénes (x,y) = (2,1)

i Verifique esto!

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Igualacién? En otras

palabras, ;en qué sentido se lleva a cabo la igualacion en este método?

Respuesta:
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6. He aqui el método de SUSTITUCION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE SUSTITUCION
{Zx + 3y = 25
El Método de Sustitucién consiste en: 5x + y =30
1. Despejar, si es necesario, una de las
incognitas en una de las ecuaciones; y = 30- 5x

2. Sustituir la expresion obtenida, en el paso
1, en la incdgnita apropiada de la otra
ecuacion y, de este modo, construir una
ecuacion con una variable;

2x + 3(30- 5x) = 25

3. Resolver la ecuacion obtenida en el paso
%

2x + 90- 15x = 25

—13x = 25-90
—13x = —65
_ 65

713
4. Sustituir el valor obtenido en una de las
ecuaciones del sistema, con objeto de —30-5 (ﬁ) _ ﬁ
calcular el valor de la otra incognita de la y= 13/ ~ 13

65 65

pareja solucioén.

La pareja solucién es (x,y) = (=

i Verifique esto!

13’5)

Pregunta: ;por qué piensas que este método es llamado Método de Sustitucién?

Respuesta:
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7. He aqui el método de REDUCCION para resolver un sistema de ecuaciones lineales:

METODO DE REDUCCION
{3x + 5y =3
El Método de Reduccidn consiste en: 2x +3y =1
1. Se multiplican las ecuaciones por (3x + 5y)(-2) =3(-2)
nimeros apropiados para que los —6x — 10y = —6

coeficientes de alguna de las incognitas
sean iguales, pero con signo contrario;

(2x +3y)(3) = 1(3)

6x+9y =3
2. Se suman las ecuaciones del nuevo —6x — 10y = -6
sistema equivalente; 6x +9y =3
—y=-3
3. Resolver la ecuacion de una incognita y=3
ue resulta;
4. Sustituir el valor obtenido en una de las 2x+3(3)=1
ecuaciones del sistema, con objeto de 2x+9=1

calcular el valor de la otra incognita de la
pareja solucion.

2x=1-9=~9
= —==-=4
=73

La pareja solucion es (x,y) = (—4,3)
jVerifique esto!

Pregunta: ; por qué piensas que este método es llamado Método de Reduccién?

Respuesta:

8. (En qué forma estos métodos (los métodos de Igualacion, Sustitucion y Reduccion) te
ermiten reducir el sistema dado en otro que ya sabes cémo abordarlo?

Respuesta:

Discusion en el salon de clases de la Parte I: métodos de solucion y preguntas
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Parte I1: Ejercicios

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de tu preferencia
(Igualacién, Sustitucién o Reduccion):

{2p—11q=67 {3x—y=7 {3r+7s=2
2q + 5p = 20 2x +3y = 12 7r +8s = —2
rys—6=x {y=4x+2
y—x=9 10x + 2y =13

Discusion en el salén de clases de la Parte I1
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Parte III: Uso de los Métodos (Igualacién, Sustitucién y Reduccion) en la resolucién
de problemas algebraicos verbales

He aqui algunos problemas verbales que debes resolver usando cualquiera de los métodos
precedentes:

a) Rosa compré cinco cuadernos y cuatro plumones y gasto en total $63 pesos. Si cada

cuaderno le costé el doble que cada plumon, ;cudnto le costé cada cuaderno y cada
plumon?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

z . . 1 ;
b) Si el numerador de una fraccion dada se aumenta en 1, la nueva fraccion es > Si el

denominador se disminuye en 1, la nueva fraccion es = ¢ Cudl es esta fraccion?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.
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¢) Dos aeropuertos, A y B, estdn a 400 km uno de otro y B estd situado al este de A. Un
avion vol6 en 45 min. de A a B y luego regresé a A en 60 min. Si durante todo el viaje

estuvo soplando viento del oeste a velocidad constante, determina la velocidad del avién y
la velocidad del viento.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

d) Una caja registradora contiene $50 pesos en monedas de cinco, diez y veinticinco
centavos. En total son 802 monedas, siendo 10 veces mayor el nimero de las de cinco
centavos que el de las de diez centavos. Encuentra cudntas monedas hay de cada valor.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.
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e) Un propietario recibié $12 000 pesos por pago de la renta de dos oficinas en el afio de
1984. La renta mensual de una era $100 pesos mayor que la de la otra. ;Cudl fue la renta
mensual que recibié de cada una si la mds cara estuvo desalquilada dos meses?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

) Un numero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos; si los digitos se
invierten, el numero resultante es 45 unidades menor que el numero original. Halla el
numero original.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.
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8) En México, se necesitan 4 vagones del Metro y 7 autobuses para poder transportar a
678 personas. Si colocamos 21 personas de mds en un vagon del Metro que en un autobis,

encuentra el nimero de personas que podemos acomodar en un autobiis y en un vagon del
Metro.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

h) Un ciclista viajo en linea recta de la ciudad A a la ciudad B a una velocidad promedio
de 24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvié y viajé a la ciudad A, a una

velocidad de 18 km/h. Si todo el viaje (ida y regreso) tomé 7 horas, ;cudnto duré el viaje
en cada direccion?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.
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i) Un ciclista viajo en linea recta de la ciudad A a la ciudad B a una velocidad promedio de
24 km/h. Al llegar a la ciudad B, de inmediato se volvié y viajé a la ciudad A, a una

velocidad de 18 km/h. Si el viaje de regreso fue de una hora mds que el de ida, ;cudnto
duré el viaje en cada direccion?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

J) En ocasion de un dia de asueto, un estudiante aprovechd para ir de visita con sus
padres, yendo y viniendo por dos caminos diferentes. El viaje de regreso fue 4 kilometros
mds corto que la mitad del viaje de ida. El recorrido total, ida y regreso, fue de 68
kilometros. Determina la distancia recorrida en cada tramo.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.
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k) En un concierto de musica moderna, el precio de los boletos es de $75 pesos, pero si se
compran con anticipacion, se hace un descuento de 10% al precio del boleto. Si asistieron

1500 personas y el ingreso por concepto de entradas fue de $105 630 pesos, ;cudntas
personas compraron el boleto a precio normal?

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

1) Dos hermanos compraron, a partes iguales un receptor de television con un costo de
$2 200 pesos. El hermano mayor invirtié en esta operacion la mitad de sus ahorros y el
hermano menor las dos terceras partes de los suyos. Después de haber efectuado la
compra todavia reunian entre los dos $1 600 pesos de ahorros. Determina la cantidad
ahorrada por cada uno, previa a la compra.

Determina el sistema de ecuaciones que interviene en el problema y resuélvelo.

Discusion en el salon de clases de la Parte 111
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3. ¢Cual de los métodos (IGUALACION, SUSTITUCION y REDUCCION) prefieres
y por qué?

4. (Qué tienen en comun esos tres métodos? (No re-escribas sélo los pasos de los tres
métodos).
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