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RESUMEN

El aprendizaje del concepto de “Distribucion” es fundamental en el Bachillerato, Batanero &
Sanchez (2005) mencionan que se espera que los estudiantes de Bachillerato: Determinen la

probabilidad de un evento construyendo distribuciones de probabilidad.

Wild (2006), por su parte, sugiere que existen dos tipos de Distribuciones: una empirica y la otra
tedrica, la primera esta relacionada con la frecuencia observada y la segunda define modelos de
probabilidad.

Esta investigacion consiste en analizar la estructura de las respuestas de estudiantes de nivel
Bachillerato con respecto al concepto empirico de Distribucion Binomial, cuando trabajan con
generadores aleatorios: la simulacion fisica -urna con canicas- y el uso de la tecnologia: software
Fathom; y proponer un Modelo que describe las etapas de comprension de dicho concepto. Para
llevar a cabo nuestro trabajo nos apoyamos en una metodologia que considera algunos aspectos
de los “Experimentos de Ensefianza” y los “Principios de Disefio Instruccional” Analizamos las
respuestas de estudiantes de tercer grado de Bachillerato -CCH (Colegio de Ciencias y
Humanidades)- del D.F., los cuales estaban llevando st segundo curso de Probabilidad y
Estadistica, y se encontraban estudiando los diferentes tipos de Distribuciones. También tenian
conocimientos del software Fathom, para generar muestras y estimar estadisticos como: media,

varianza y probabilidad.

Se observo que el uso de la simulacion permite al alumno una mayor comprension de los
elementos que componen el concepto de Distribucion Binomial — variable aleatoria, frecuencia

relativa-






ABSTRACT

Learning the concept of “Distribution” is critical in high school, Batanero & Sanchez (2005)
coments that it is expected that high school students: Determine the probability of an event

building Distribution of Probabilities.

Wild (2006) suggests two types of distributions: empirical and theoretical, the first is related to

the observed frequency and the second defines probability models.

The research consist to analyze the structure of high school students responses regarding the
Binomial Distribution empirical concept when working with random generators: physics
simulation -box with marbles- and the use of technology: software Fathom, and to propose a

model that describes the stages of understanding of this concept.

For this study we used a methodology that takes into account some aspects of the "Teaching
Experiments” and "Principles of Instructional Design" We analyzed the responses of students
bachelor's degree CCH (College of Sciences and Humanities) of Mexico City, who were in the
second course of Probability and Statistics, and were studying the different types of distributions.
They also had knowledge of the Fathom software to generate statistical samples and estimate as:

mean, variance and probability.

We observed that the use of simulation allows students a better understanding of the elements of

the concept of Binomial Distribution -random variable, relative frequency.
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Capitulo 1. Introduccion y Planteamiento del Problema

1.- INTRODUCCION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Antecedentes

El aprendizaje del concepto de Distribucion es fundamental en el Bachillerato. Batanero &

Sanchez (2005, p. 241) mencionan que se espera que los estudiantes de Bachillerato:
“Determinen la probabilidad de un evento construyendo distribuciones de probabilidad
para espacios muestrales sencillos, calculen e interpreten el valor esperado de variables
aleatorias en casos simples, [...] y saquen inferencias acerca de una poblacion a partir de
las muestras aleatorias; un proceso que involucra comprender como estarian distribuidas
dichas muestras. [Donde] tal comprension puede desarrollarse con ayuda de simulaciones
que permitan a los estudiantes explorar la variabilidad de los estadisticos de una

poblacion conocida y generar distribuciones muestrales”

Sin embargo, varios aspectos afectan la comprension de dicho concepto, por ejemplo, la
capacidad de los estudiantes para diferenciar entre fenomenos deterministicos y aleatorios, donde
esta capacidad esta determinada por factores como la edad y la habilidad de razonamiento -Green
mostré que esta capacidad decrece con la edad-, llegando a cometer errores como la heuristica de

la representatividad o la falacia del jugador (Batanero & Sanchez, 2005).

Con respecto a la relacion entre la variable aleatoria y distribuciones de probabilidad, Batanero
& Sanchez (2005) mencionan que una dificultad al ensefiar estadistica es la transicion del analisis
de datos a la inferencia estadistica. Ben-Zvi (2004) analiza y describe los caminos en los cuales
los estudiantes de Bachillerato empiezan a razonar acerca de los datos. El disefia ambientes de
aprendizaje significativos del Andlisis Exploratorio de Datos (EDA) que fomentan en el alumno
un razonamiento estadistico del analisis de datos, enfocandose sobre el desarrollo de una vision

global de los datos y sus representaciones.

El concepto de “Distribucion” ha sido analizado en investigaciones como las de Bakker &
Gravemeijer (2004) que han observado como el razonamiento informal acerca de la distribucion
puede ser desarrollado en Ambientes Tecnologicos, con estudiantes de séptimo grado, mostrando

en qué medida el software, las graficas creadas por el estudiante y las tareas de prediccion
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Capitulo 1. Introduccién y Planteamiento del Problema

soportan el aprendizaje de diferentes aspectos de la Distribucion. Pfannkuch, Reading & Reid han
descrito el razonamiento acerca de la Distribucion, y Leavy, Prodromou & Pratt han investigado
los caminos para desarrollar tal razonamiento (Pfannkuch & Reading, 2006). Respecto a la
Distribucion Binomial, Maxara & Biehler (2010), analizan las intuiciones de estudiantes que
seran futuros profesores de estadistica —con conocimientos previos en el uso del software
Fathom: para analizar datos, realizar simulaciones e inferencia estadistica- ante tareas que
involucran el concepto de Distribucion Binomial. Esta investigacion demostro la fragilidad y
contradictorio de la naturaleza de los conocimientos de los estudiantes. Bill & Gayton (2010)
examinaron las respuestas de estudiantes de décimo afio, ante tareas que involucran la distincion
entre un secuencia de monedas -examina eventos independientes- y una combinacion de monedas
—examina la Distribucion Binomial-, usando simulacion fisica y el software Fathom, ellos
observaron que la comprension de los estudiantes ante las tareas que involucran una combinacion
de monedas fue menos bien desarrolladas que aquellas que implicaban una secuencia de

monedas.

Van Dooren et al. (2003) analizaron estudiantes de los grados décimo y doceavo, identificando
varios razonamientos probabilisticos erroneos que pueden ser explicados por una inapropiada
relacion lineal entre las variables que determinan una situacion de azar Binomial. Mencionan que
esto puede ser debido a que las nociones de probabilidad y proporcion estan estrechamente
vinculadas cognitiva e intuitivamente, ya que la comparacion de probabilidades implica la
comparacion de dos fracciones, por lo cual el razonamiento proporcional es una herramienta del
razonamiento probabilistico, lo que influye en que los problemas y dificultades que aparecen en

probabilidad pueden ser atribuibles a la excesiva dependencia de un razonamiento proporcional.

Abrahamson (2009) se ha centrado en el disefio de materiales instruccionales y practicas —desde
un punto de vista semidtico-, para dar sentido a nociones de probabilidad —Distribucion
Binomial-, creando oportunidades para reconciliar dos estructuras mentales de los resultados
esperados de la distribucidn: los juicios perceptuales holisticos y el tratamiento analitico de la

probabilidad clasica.
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Landin & Sanchez (2011) proponen un jerarquia de razonamiento para evaluar las respuestas de
los estudiantes de Bachillerato —utilizan el modelo propuesto por Jones et al. (2007) que
caracteriza el razonamiento de estudiantes de primaria ante constructos de probabilidad-, en
tareas relacionadas con aspectos de la Distribucion Binomial. Cabe mencionar que estos alumnos
habian estudiado la Distribucion Binomial, resolviendo problemas con ayuda del software

Fathom.

Jaimes (2011) analiza los niveles de razonamiento probabilistico de estudiantes de secundaria
utilizando el modelo SOLO, ante tareas de simulacion fisica y computacional que involucran el
concepto de Distribucion Binomial, presentando las estructuras conceptuales y procedimentales

identificadas en los estudiantes.

1.2. Justificaciéon

(Por qué es importante que los estudiantes aprendan probabilidad?, como menciona Gal (2005, p.
39): “la probabilidad es esencial para ayudar a preparar a los estudiantes para la vida, ya que
los eventos y fenomenos aleatorios impregnan nuestra vida diaria” Esta idea esta presente
también en los Estandares de evaluacion de la NCTM (1991) que sefialan: “la comprension de la
Estadistica y la Probabilidad, podria proveer [a los estudiantes] de modos de pensar de una

serie de cuestiones que tienen implicaciones sociales”

Desde un punto de vista pedagogico: “Los didactas de la probabilidad y la estadistica han
encontrado importante no solo establecer el contenido que debe impartirse en este nivel y tener
en cuenla sesgos, creencias y falsas concepciones de la probabilidad, sino ademas reflexionar
sobre la competencia, el pensamiento y el razonamiento probabilistico que debe promoverse en
los estudiantes” (Gal, 2005; Garfiel & Ben Zvi, 2008; citado por Ladin &Sanchez, 2011, p.2).
Sin embargo, un problema importante en la didactica de la matematica y en la estocastica es crear
modelos del desarrollo del razonamiento estocastico. La mefodologia de los experimentos de
ensefianza ofrecen a los investigadores la experiencia de primera mano del aprendizaje y
razonamiento matematico de los estudiantes, permitiendo construir modelos de las “matematicas
de los estudiantes” que incluyen las modificaciones que los estudiantes hacen en sus formas de
operar (Steffe, Thompson, & Glasersfeld, 2000, p. 269).
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El modelo SOLO (Structure of the Observed Learning Outcome) por otra parte, nos ofrece una
teoria social para interpretar la estructura de las respuestas de multiples individuos en una

variedad de ambientes de aprendizaje (Hegedus, 2010).

Reading y Reid (2010) consideran a las jerarquias como marcos conceptuales para:

Apoyar el analisis y desarrollo curricular desde un punto de vista cognitivo.

Apoyar el disefio y elaboracion inicial de secuencias de aprendizaje asi como para su posterior
transformacion y adaptacion a las condiciones y necesidades de los estudiantes.

Seleccionar tareas de evaluacion para los niveles de desarrollo cognitivo alcanzado por los
estudiantes.

Permitir al profesor apreciar las relaciones del concepto en cuestion con otros conceptos y

propiciar que tales ligas sean establecidas por sus estudiantes (Landin & Sanchez, 2011, p. 2).

La Distribucion Binomial es un importante concepto que los estudiantes deben aprender y usar
por ser una de las Distribuciones mas importantes de la teoria de probabilidad, ya que conduce a
resultados como los llamados teoremas limites de la teoria de la probabilidad y porque muchos
experimentos de la vida real pueden ser modelados por la Distribucion Binomial (Van Dooren,
De Bock, Depaepe, Janssens, & Verschaffel, 2003). Sin embargo, como se ha revisado
anteriormente en la seccion 1.1 de Antecedentes, son pocas las investigaciones que proponen una
jerarquia de razonamiento para la Distribucion Binomial (véase Landin & Sanchez, 2011),

centrandose principalmente en propuestas o lecciones de ensefianza.

En el curriculo de los sistemas de Bachillerato en México se incluyen cursos de estocastica, los
cuales contienen el tema de Distribucion Binomial; por ejemplo, en el Programa de Estadistica y
Probabilidad del CCH (Colegio de Ciencias y Humanidades) de la UNAM (Universidad Nacional
Autonoma de México), entre sus objetivos se busca que los alumnos: “Realicen predicciones e
inferencias sustentadas en modelos matemdticos, cuyo alcance trascienda a otras dreas del
conocimiento” (Programa de Estudios de Estadistica y Probabilidad I y II del CCH). Este
objetivo se pretende alcanzar en el segundo curso de Estadistica y Probabilidad, para eso su
primera Unidad esta destinada al estudio de las Distribuciones de Probabilidad y, entre ellas, la

Distribucion Binomial.
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1.3. Objetivos de investigacion

Nuestra investigacion se centra en los siguientes objetivos y preguntas de investigacion:

Describir y jerarquizar el nivel de las respuestas de los estudiantes a lo largo de una Actividad
que involucra el concepto empirico de Distribucion Binomial, utilizando el modelo SOLO.

Comparar la evolucion de los alumnos en cuanto a la comprension del concepto empirico de
Distribucion Binomial a lo largo de la Actividad, utilizando los niveles jerarquicos de las

respuestas obtenidas de los estudiantes.

Las preguntas de investigacion a resolver son:

(Cual es el nivel jerarquico de las respuestas de estudiantes de bachillerato frente a tareas que
involucran el concepto de Distribucién Binomial?
(Como se modifican los niveles de respuesta de los alumnos al trabajar con actividades que

involucren generadores aleatorios fisicos y tecnologicos?

Este estudio se inici6 para dar continuidad a las investigaciones realizadas en el Departamento de
Matematica Educativa del CINVESTAV (Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del
IPN), en el area de Probabilidad y Estadistica y con el tema referente al concepto de Distribucion
Binomial (Landin & Sanchez, 2011; Jaimes, 2011). Para lograr los objetivos planteados,
llevamos a cabo nuestro trabajo considerando las tres fases de los Experimentos de Ensefianza

(ver seccion 2.4.3).
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2.- ANTECEDENTES Y MARCO CONCEPTUAL

Shaughnessy (1992} menciona que ensefiar a la gente un razonamiento Estocdstico' correcto no
es tan facil, ya que se ve influido por “las imtuiciones, los prejuicios, las interpretaciones
erroneas, los malos entendidos, Ias explicaciones no normativas — como guiere gue se le llamen-
que abundan en el aprendizaje de la probabilidad y la estadistica” (p. 2). Varios autores
proponen diferentes principios para crear un razonamiento estadistico o probabilistico adecuado,
entre estos principios esta enfocarse en ideas centrales como “Variacion, Alealoriedad y
Distribucion” (Cobb & McClain, 2004; Gal, 2005, Garfield & Ben-Zvi, 2008). Este capitulo
inicia desarrollando estas ideas centrales que estan estrechamente vinculadas entre si. En la
segunda seccion continuamos con una descripcion con respecto a diferentes marcos de lo que
significa: comprender, razonar y aprender; ya que a pesar de que estas palabras se utilizan
constantemente en las investigaciones, en ocasiones no se tiene una idea de lo que significan. En
la tercera seccion se describe el Modelo SOLO (Structure of the Observed Learning Outcome )
junto con otros marcos que se uiilizan para describir el concepto de Distribucién. La cuarta
seccton trata sobre los ambientes de aprendizaje para desarrollar un razonamiento estadistico
adecuado, estos temas nos proporcionaran una metodologia para nuestra investigacion.
Finalmente, la quinta seccion estd centrada en el analisis matematico del concepto de

Dastribucion Binomial

2.1. Variacién, Aleatoriedad y Distribucion

Los conceptos de Variacion, Aleatoriedad y Distribucion ademas de estar relacionados entre si
son fundamentales en el pensamiento estocastico. Wild & Pfannkuch (1999} mencionan que un
punto central en el pensamiento estadistico es el concepto de variacion: donde la variacién es una
realidad, presente donde quiera y en todo; existen dos tipos de variacidn: “explicada” y “no
explicada”. Los estadisticos buscan fuentes de variabilidad para encontrar patrones v relaciones
entre variables, la aleaforiedad surge como un conjunto de ideas, un modelo abstracto, una
invencion humana que usamos para modelar la variacion en la que no vemos patrones, v la

distribucion como el lente a través del cual miramos la variacion (Figura 2.1.1).

! Estocastica: Término ewropeo que incluye “probabilidad y estadistica™
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*

FENOMENOS
ALEATORIOS

Figura 2.1.1.Variacion, aleatoriedad y distribucion

La importancia de la comprension de estos conceptos es fundamental no solo para los alumnos,
ya que los profesores e investigadores los deben considerar para el disefio de experiencias de
aprendizaje. Desde las investigaciones de Piaget & Inhelder (1975), tales conceptos han sido

parte de diferentes estudios de otros investigadores.

De acuerdo a Piaget & Inhelder (1975), las experiencias con mezclas aleatorias guian a la
consideracion de la aleatoriedad como un todo y eventualmente a la nocion de los grandes
numeros con observar la regularidad de las distribuciones. Batanero et al. (2004) sefialan que
dentro de las ideas fundamentales de la estadistica que han ayudado a la probabilidad a
desarrollarse a través de la historia esta el concepto de variable aleatoria y los modelos de
distribucion, y mencionan que las variables aleatorias aparecen en muchos contextos diferentes
en nuestra vida diaria y son enormes las aplicaciones de los modelos de distribucion para las
variables aleatorias. Y aunque el concepto de distribucion es un componente en la comprension
de la probabilidad, las tareas con distribuciones aleatorias han probado ser pobres en contexto

para comprender el aprendizaje de la comprension de los nifios de fenomenos aleatorios.

El concepto de distribucion es un concepto muy ligado al de variacion, Wild (2006) afirma que
hay dos nociones que estan en la base del pensamiento estadistico y que suelen pasar
desapercibidas, ya que se asume que su comprension se da naturalmente, tales son las nociones

de distribucion y variacion.

13
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2.1.1. Variacion

Wild & Pfannkuch (1999) consideran a la variacion como el corazon del pensamiento estadistico,
mencionan que la variacion es omnipresente, es decir, es una realidad que esta presente donde
quiera y en todo; ademas que puede tener serias consecuencias practicas, ya que ella hace
impredecibles los resultados de las acciones de las personas, lo que hace dificil responder a
preguntas de causa y efecto; reconocen ademas que la estadistica es un medio para entender este
mundo acosado por la variacion y que la bisqueda de patrones es el inicio para resolver este
problema, mencionando que hay dos tipos de variacion, la variacion explicada y la variacion no
explicada, donde esta ultima es aquella donde no podemos encontrar patrones -la aleatoriedad

surge como un modelo utilizado para modelar tal variacion-.

Reading & Shaughnessy (2004) mencionan que la variabilidad es la caracteristica de la entidad
que es observable y la variacion se refiere a la descripcion o medida de esa caracteristica. Moore
(1997) enfatiza la omnipresencia de la variabilidad al igual que la importancia de su medida y
modelacion. Estos autores también mencionan que hay seis aspectos de la variacion a considerar:
1) Observacion y reconocimiento, 2) Medicion y modelacion (para el propésito de prediccion,
exploracion o control), 3) Exploracion, 4) Desarrollo de estrategias investigativas en relacion a la

variacion, 5) Descripcion, y 6) Representacion de la variacion (2004).

2.1.2. Aleatoriedad

Batanero (2001), sobre la estadistica, menciona que a pesar de contar con una estructura
axiomatica la estadistica, hoy en dia algunos conceptos basicos no estan aun bien definidos, este
es el caso de la “Aleatoriedad”, donde algunas de sus definiciones se contraponen, por una parte,
la aleatoriedad aparece como aquello cuyas causas son desconocidas y, por el otro lado, lo
aleatorio dependera del grado de conocimientos que tenga la persona, en el primer caso el azar es
una caracteristica, y en el ultimo no es mas que la medida de nuestra ignorancia. Wild &
Pfannkuch (1999, pp. 37,38) definen a la aleatoriedad —relacionada con la inferencia estadistica- :
“como un conjunto de ideas, un modelo abstracto, una invencion humana que utilizamos para
modelar la variacion en la que no vemos patrones, [...] la aleatoriedad no esta relacionada a
ningun sistema de creencias acerca de la verdadera naturaleza subyacente de la realidad, es

simplemente una respuesta a la complejidad que de otra manera nos agobia”
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Con respecto a las definiciones de probabilidad —clasica o frecuencial- el concepto de
Aleatoriedad surge como una propiedad objetiva de un suceso o elemento de una clase, Kynburg
(1974) menciona que la idea de aleatoriedad esta compuesto por cuatro términos: 1) El objeto que
se supone es miembro aleatorio de una clase, 2) El conjunto del cual el objeto es un miembro
aleatorio (poblacion o colectivo), 3) La propiedad con respecto a la cual el objeto es miembro
aleatorio de la clase, y 4) El conocimiento de la persona que decide si el objeto es aleatorio o

asigna una probabilidad (Batanero, 2001).

La relacion de la aleatoriedad con las secuencias aleatorias esta dada por diferentes aspectos Von
Mises (citado por Batanero, 2001, p. 16) “considera que una secuencia de observaciones es
aleatoria si la frecuencia relativa de cada posible suceso en la sucesion no varia en ninguna
parte de la misma, [es decir] no se puede encontrar un algoritmo por el cual seleccionar una
sub-secuencia en la cual la frecuencia relativa de una de los resultados se vea afectada” Otra
definicion de aleatoriedad y secuencias aleatorias esta dada por Kolmogorov, donde la
aleatoriedad aparece como una caracteristica de complejidad, una secuencia sera aleatoria si hay

una ausencia de patrones periodicos (Batanero, 2001).

2.1.3. Distribucion
Como se menciono al inicio de esta seccion, la estadistica mira a la variacion a través de un lente

llamado distribucion (Figura 2.1.2).

Yam

w

Variacién en el
| mundo real

Variacion en los ‘Distribudion I
Datos -_

lente a través del cual nosotros
miramos la variacion

Figura 2.1.2. Distribucion como un lente
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Wild (2006) menciona que el estadistico investiga, desenreda y modela patrones de variacion en
orden de aprender de ellos, y es aqui cuando la nocion de distribucion es el mas basico intuitivo
nivel de “los patrones de variacion en una variable o conjunto de variables” y es asi como el
concepto de distribucion subyace todos los caminos estadisticos del razonamiento acerca de la
variacion. Ademas, seiiala que existen dos tipos de Distribuciones: una empirica y la otra tedrica.
La Distribucion empirica es la distribucion observada o frecuencia de la(s) variable(s), contiene
la variacion que se puede ver directamente en los datos, en este tipo de distribucion no hay una
inferencia sino una descripcion de lo que existe en los datos. Cuando se usan modelos
paramétricos para el analisis de los datos, se seleccionan las llamadas Distribuciones
paramétricas, tal como la distribucion normal, la cual se asume que genero los datos, en este caso
nos estamos refiriendo a Distribuciones tedricas que definen o describen un modelo de
probabilidad. Es importante mencionar que no siempre vamos a poder determinar si nuestros
datos estan siendo generados por una distribucion particular. El empleo de la simulacion es un

medio que nos permite generar datos, correspondientes a diferentes Distribuciones.

Pfannkuch & Reading (2006, p. 4) mencionan que “el razonamiento acerca de la variacion es
llevado a cabo mediante diagramas o representaciones que muestran intuitivamente la realidad
original via una intervencion de una estructura conceptual, tal como una grdfica o distribucion
de frecuencias”, es aqui donde la conceptualizacion de la variacion es llevada a través de un lente

llamado Distribucion.

2.1.4. La tecnologia en el aprendizaje de la distribucion

Shaughnessy (1992, p. 6), sefial6 que. “la ensefianza y el aprendizaje de la estocastica implican
la construccion de modelos de fenomenos fisicos y el desarrollo y el uso de estrategias (tales
como las estrategias de simulacion y las estrategias de conteo), y la comparacion y evaluacion
de varios y diferentes acercamientos a los problemas para monitorear posibles ideas y
representaciones equivocadas. En este sentido, ensefiar estocdstica es ensefiar la resolucion de

problemas, aunque en el dominio de un contenido particular”

Con respecto al uso de la tecnologia, investigaciones como las de Beherens (1997); Davenport

(1992), Glencross (1988), Schwarz & Sutherland (1997) (véase Chance, del Mas, & Garfield,
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2004) han sugerido el uso de la tecnologia para mejorar la comprension de la distribucion, ya que
la simulacion permite ilustrar esta idea abstracta, proporcionando multiples ejemplos del
concepto y permitiendo a los estudiantes experimentar con todas las variables que forman el
concepto. Nuevas investigaciones han surgido para analizar el uso de la tecnologia en el

aprendizaje del concepto de distribucion, tales como:

Bakker & Gravemeijer. (2004), observan cémo el razonamiento informal acerca de la
distribucion puede ser desarrollado en un ambiente tecnologico, con alumnos de séptimo grado

de educacion secundaria.

Chance, delMas & Garfield (2004), investigaron durante siete afios el impacto de la interaccion
de los estudiantes con herramientas de un software computacional, para mejorar su razonamiento
acerca de la distribucion. Mencionan que a pesar del desarrollo de programas de software
estadistico, poco se ha publicado con respecto a evaluar la efectividad de las actividades de
simulacion para mejorar el razonamiento de los estudiantes, y solo indican que la utilizacion del
software ha alentado a los alumnos a aprender mas de la estadistica. Los estudios empiricos que
se han realizado han demostrado muy modestamente si los alumnos adquirieron algin

aprendizaje o las dificultades que surgen al utilizar algin software.
2.2. Comprension, Razonamiento y Aprendizaje

2.2.1. Formacion y comprension de conceptos

Vigotsky (2001) propone una progresion ontogenética’ para la formacion del concepto® en el
sujeto y menciona que los conceptos cientificos se forman en el sujeto cuando una serie de
atributos que han sido abstraidos se sintetizan y cuando la sintesis abstracta se convierte en parte

del pensamiento. Mientras tanto, Duval (1999) menciona que “la comprension conceptual

? Desarrollo individual del organismo desde el estadio de huevo fecundado hasta la terminacion de la vida individual. Fn
psicologia y pedagogia: desarrollo fisico y psiquico del nifio que se realiza en condiciones especificas de educacién y
ensefianza.(Petrovski, 1985, p.347) .
? Principal producto del pensamiento, reflejo de las cualidades generales y sustanciales (especificas) de los objetos y fenémenos
de la realidad (Petrovski, 1985, p.342).
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aparece ligada al descubrimiento de una invarianza entre representaciones semioticas’
heterogéneas” (p. 60). Fischbein (1975) subraya que los conceptos no pueden ser construidos en
un vacio, ya que estos hacen uso de las nociones intuitivas con las que cuenta el sujeto: “Un
sistema conceptual no puede ser construido en el vacio, ya que solamente hace uso de las pre-

existentes bases intuitivas” (p. 4).

Gray & Tall (2001) sugieren que hay tres formas diferentes de construir conceptos matematicos:
1) Centrandose en la percepcion de los objetos y sus propiedades; 2) Centrandose en las acciones
sobre los objetos las cuales son simbolizadas y los simbolos y sus propiedades son construidos
dentro de un esquema operacional de actividades; y 3) Sobre las propiedades en si mismas que
guian a una teoria axiomatica formal (Pegg & Tall, 2010). Dubinsky (1991) y Sfard (1991), por
otra parte, describen la transformacion de una accion a un objeto mental: “/Los sujetos] empiezan
con acciones sobre los objetos conocidos (los cuales pueden ser fisicos o mentales), [estas
acciones| son practicadas llegando a ser una rutina paso por paso —procedimientos-, Vistos
como un todo el procedimiento entonces es concebido como una entidad en si misma que puede
ser operada sobre un nivel mds alto o dar un nuevo ciclo de construccion” (Pegg & Tall, 2010,
p. 180).

Interiorizacion

Accion

OBJETOS PROCESOS

Coordinacion
alainversa

Encapsulamiento

Generalizacion

Figura 2.2.1. Transformacién de una accion a un objeto mental

* Son representaciones producidas como tales por un sujeto o por un sistema y esta solo puede efectuarse a través de la aplicacion
de un sistema semidtico (Duval, 1999, p.33).
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2.2.1.1. La intuicion en el pensamiento probabilistico

Fischbein (1975) menciona que la formacion de conceptos no se realiza en un vacio, y que estos
parten de las intuiciones del nifio. La intuicion, sefiala, se consigue a través de actos progr amados
anticipatorios simultaneos, los cuales consisten de imagenes espaciales y que la inmediaticidad
no implica absolutamente espontaneidad, sino la existencia de mecanismos largamente
verificados establecidos por la experiencia, constituyendo procesos cognitivos autonomos con
unicas e importantes funciones y que dichas intuiciones pueden ser primarias 0 secundarias: a)
Las intuiciones primarias que son formadas antes de una instruccion sistematica; y b) Las
intuiciones secundarias formadas después de una sistematica instruccion, las cuales son capaces

de trascender de las adquisiciones cognitivas primarias.

Indica ademas que es adecuado un estudio de las intuiciones en la probabilidad, ya que: 1) La
teoria de la probabilidad, primero que todo, requiere de actitudes cognitivas, las cuales son una
gran extension de lo natural; 2) La construccion de conceptos de probabilidad empiezan de
especificas experiencias, las cuales tienen un caracter estocastico y estos resultados son
inventariados acorde a una logica clasificacion; 3) Las intuiciones probabilisticas involucran
imagenes pero estas imagenes tienen simplemente una funcion auxiliar, ya que no son intrinsecos
al razonamiento — dados, monedas, cajas y cosas asi-; 4) La probabilidad esta intuitivamente
basada en experimentos; y 5) La intuicién correspondiente a la probabilidad, es la intuicion de la

frecuencia relativa.

Fischbein (1975) comenta que: “lo mds significante es que los errores no son errores ciegos.
Ellos son generalmente determinados de la tendencia del sujeto a interpretar la aleatoriedad
como si esta fuera gobernada racionalmente” (p.64), y que “si la teoria de la probabilidad es
soportada de un substrato intuitivo especifico, y este substrato es largamente adquirido a través
del proceso de la educacion, entonces la ensefianza de la teoria de la probabilidad deberia
empezar en el nivel de las operaciones concretas o en ultimo durante el periodo de organizacion

de la operaciones formales” (p.18).
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2.2.1.2. Comprension de conceptos

Carpenter & Hiebert (1992) mencionan que para pensar, comunicar y operar con las ideas
matematicas se necesitan representar estas en alguna camino. Las representaciones externas
toman la forma de lenguaje hablado, escritura de simbolos, u objetos fisicos y aunque las
representaciones internas no son observables estas son influenciadas y constrefiidas de las
situaciones externas representadas. Mencionan que las conexiones entre representaciones internas
pueden estar estimuladas de la construccion de conexiones entre correspondientes
representaciones externas. La construccion entre representaciones externas de informacion
matematica puede ser construida del aprendizaje entre diferentes formas de representacion de la
misma idea matematica o entre relacionadas ideas dentro de la misma forma de representacion.
Las conexiones entre estas formas pueden ser construidas al examinar como ellas son semejantes,
como ellas son diferentes, o por medio de la inclusion cuando una idea matematica es vista como
un especial caso de otro; las conexiones dentro de la misma representacion son frecuentemente

hechas al notar patrones o regularidades en el sistema.

Cuando las representaciones internas de las ideas son construidas, ellas producen redes de
conocimiento estas redes pueden ser vistas en dos diferentes formas: a) Como jerarquias
verticales, en este primer caso algunas representaciones subyacen a otras representaciones; y b)
Como telarafias donde los nodos pueden ser pensados como las piezas de informacion
representada y los hilos entre ellas como las conexiones o relaciones, sin embargo algunos nodos
pueden estar mas directamente conectados que otros. “Por lo que una idea matematica,
procedimiento o hecho es comprendida si esta es parte de una red interna, y el grado de
comprension es determinada por el mimero y la fuerza de las conexiones” (Carpenter & Hiebert,
p. 67).

Hay dos formas en que las redes de representacion mental son construidas: a) Gradualmente
cuando nueva informacion es conectada a las existentes redes; y b) Cuando nuevas relaciones son

construidas entre informacion previamente desconectada.

La comprension puede ser limitada si solamente algunas de las representaciones mentales son

conectadas o si las conexiones son débiles.
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2.2.2. Razonamiento
Uno de las dificultades que enfrentan quienes investigan el razonamiento humano es la falta de
acuerdos en su definicion. Galotti (1989) argumenta que esta falta de acuerdos es porque
frecuentemente el razonamiento es usado como intercambiable con términos tales como:
pensamiento, solucion de problemas, toma decisiones y pensamiento critico. La confusion
declara Galotti es que estos tipos de pensamiento estan involucrados en actividades mentales y
procesos comunes, tal como la transformacion de la informacion dada sobre las bases de
conocimientos almacenados, o para dar una inferencia o conclusion (delMas, 2004). Teniendo en
consideracion lo anterior Galotti define al razonamiento como:
“El razonamiento involucra una actividad mental que transforma la informacion dada, que
esta centrada sobre al menos un objetivo (tipicamente hacer una inferencia, o sacar una
conclusion), es consistente con iniciales premisas (modificadas o no modificadas), y es
consistente con sistemas logicos cuando todas las premisas son especificas. [...] La
actividad mental no tiene que ser autonoma (i.e. la premisa puede ser modificada por el

alumno) y la conclusion no tiene que ser deductivamente valida” (delMas, 2004, p. 80).

El razonamiento es un proceso cognitivo que es necesario para adquirir un conocimiento, el nivel
de razonamiento de cada individuo estd limitado por el nivel de comprension que ha logrado
(Reading & Canada, 2011). Para Piaget (1959) los primeros razonamientos en el nifio surgen en
la transformacion del esquema sensorio-motor en esquemas conceptuales (Piaget, 2006). Si
nosotros entendemos que el grado de comprension de una idea matematica esta determinado por
el nimero y fuerza de las conexiones entre diferentes nodos, el razonamiento tendra que ser esta

fuerza entre las conexiones (Figura 2.2.2).
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Figura 2.2.2. Razonamiento como la fuerza entre dos nodos
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Para Duval (1999) el razonamiento esta vinculado con la argumentacion y la demostracion, la
produccion de razones corresponden a una funcion general manifestada por preguntas del tipo de
re y de dicto, donde las pregunta de re requieren una explicacion -;Por qué se obtiene,...?- y la
preguntas de dicto que requiere que se proponga al menos un argumento /Por qué afirmas
que,..?-. Para que un razonamiento sea considerado una demostracion se necesita que se un
razonamiento valido, mientras que la argumentacion solo obedece a vinculos de pertinencia,

dependiendo mas de leyes de la coherencia que de leyes logicas.

delMas (2004) menciona que el razonamiento humano es deductivo, pero este tiende a ser de
naturaleza practica, ya que la gente no razona solamente con informacion abstracta, ya que la
gente muestra su razonamiento al estar frente a tareas complejas, pero primero ellos deben estar
familiarizados con los materiales y las situaciones. Desde una perspectiva semiotica, Abrahamson
(2009) teoriza el razonamiento como: la generacion , interpretacion y coordinacion de signos en
un rango de sistemas semioticos incorporada en multiples modalidades tales como la expresion
verbal, gestos, inscripcion de textos, tablas o diagramas y la manipulacién de objetos; es la
negociacion entre esquemas de imagenes personales de constructos matematicos y esta mediado

por caminos de observacion de objetos matematicos.

El razonamiento estadistico es la representacion mental y conexién que los estudiantes han
observado de los conceptos estadisticos. El razonamiento estadistico es el camino por medio del
cual la gente razona con ideas estadisticas y da sentido a la informacion estadistica. El
razonamiento estadistico puede involucrar conectar un concepto con otro (ejemplo centro y
dispersion); combinar ideas; y ser capaces de comprender, explicar e interpretar resultados
estadisticos basados sobre un conjunto de datos, representaciones y tablas estadisticas (Garfield
& Ben-Zvi, 2008).

2.2.3. Aprendizaje

Una observacion que se asume en las ciencias cognitivas es que los conocimientos previos del
estudiante influyen en lo que aprenden y como lo ejecutan. Hablar de aprendizaje desde un punto
de vista cognitivo es referirnos a un equilibrio entre la asimilacion —es la aplicacion de la
experiencia pasada a la presente- y la acomodacion —es el ajustamiento de la experiencia pasada

para tomar consideracion de la presente-, de un conocimiento nuevo a los esquemas previamente
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construidos, donde estas dos funciones son ejecutadas por el nifio al realizar una actividad
(Richmond, 2000). El aprendizaje ocurre en particulares interacciones, en la cual los estudiantes
modifican sus actuales esquemas usando obtenibles operaciones en nuevos caminos, hay cuatro
caracteristicas del aprendizaje desde una perspectiva constructivista: a) Un énfasis sobre la
construccion; b) Un enfoque sobre el proceso del conocimiento; c) El principio en que la gente
construye nuevos conocimientos y comprende basado sobre lo que ellos ya conocen y creen; y d)
La importancia de ayudar a la gente a tomar control de su aprendizaje, predecir sus ejecuciones
sobre varias tareas y a monitorear sus actuales niveles de maestria y comprension (Garfield &

Ben-Zvi, 2008).

Carpenter & Hiebert (1992, p. 80) mencionan: “que el aprendizaje de un conocimiento depende
del grado de conocimientos -que esta relacionado con el nimero de redes internas- y el grado de
comprension -que puede ser asociado con la estructura o coherencia de esas redes-, y mencionan
que un estudiante estd listo para aprender solamente si ellos han construido representaciones

internas a la cual la nueva informacion puede ser conectada”

Desde un aspecto social el aprendizaje consiste en la asimilacion por el hombre de determinados
conocimientos y determinados acciones y comportamientos condicionados por ellos en
determinadas situaciones (Petrovski, 1985). El aprendizaje esta incorporado dentro de eventos
sociales y ocurre cuando un aprendiz interactua con la gente, objetos y eventos en el medio. Esta
perspectiva sociocultural tiene una profunda implicacion concerniente al importante rol de los

procesos de enculturacion en el aprendizaje (Garfield & Ben-Zvi, 2008).

Fischbein & Schnarch menciona que en el aprendizaje de la probabilidad, los estudiantes
deberian crear nuevas intuiciones, menos propenso a los juicios subjetivos y mas fuertemente

fundamentado en la razon y el analisis. (Langrall & Mooney, 2005).

2.3. Modelos del Desarrollo Cognitivo
Jones et al. (2007) mencionan que la psicologia del desarrollo cognitivo se ha enfocado sobre la
comprension, la estructura y dinamica del cambio en la comprension de las matematicas y otros

dominios. Los modelos Neo-Piagetanos han fortalecido el lugar de la teoria por etapas, pero
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también han remplazado el modelo de etapas de Piaget con dominios especificos de la teoria,
Hegedus (2010) sefiala que las teorias del desarrollo cognitivo se pueden clasificar en: a) 7eorias
locales: centradas sobre procesos y conceptos, y b) Zeorias globales: centradas en los
comportamientos cognitivos locales en un amplio y mas longitudinal desarrollo de los
conocimientos matematicos para un individuo. Reading & Reid (2010) mencionan que los
marcos conceptuales nos permiten: /) Apoyar el andlisis y desarrollo curricular desde un punto
de vista cognitivo; 2) Apoyar el disefio y elaboracion inicial de secuencias de aprendizaje asi
como para su poslerior transformacion y adaptacion a la condiciones y necesidades de los
estudiantes; 3) Seleccionar tareas de evaluacion para los niveles de desarrollo cognitivo
alcanzados por los estudiantes, y 4) Permitir al profesor apreciar las relaciones del concepto en
cuestion con otros conceptos y propiciar que tales ligas sean establecidas por sus estudiantes

(Landin & Sanchez, 2011, p. 3).

2.3.1. Modelo SOLO

Como se mencion6 anteriormente, los psicologos cognitivos consideran que cuando alguien
aprende algo, la persona interpreta en términos de su existente estructura de pensamiento. Piaget
usa el término asimilacion para referirse a este proceso, estas estructuras son modificadas y
extendidas acordes a las demandas sobre ellas, la experiencia y la maduracion de ciertas
estructuras del cerebro del individuo, hace que construya sobre un sistema complejo de reglas que
gobierna su pensamiento y este proceso es continuo desde el nacimiento en adelante (Biggs &
Collis, 1982). Biggs & Collis conducen el crecimiento global del conocimiento a través de
sucesivos modos de operacion. Estos modos fueron formulados como sensorio-motor, iconico,

concreto simbolico, formal y post-formal (Figura 2.3.1).
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Figura 2.3.1. Modelo SOLO Global

Biggs & Collis también consideran ciclos locales de crecimiento formulados como: uni-

estructural, multi-estructural, relacional y abstracto extendido (Tabla 2.3.1).

Cada una de estas dimensiones: Capacidad, Relacion de Operaciones y Consistencia, se refieren
a

Capacidad: Esto se refiere a la cantidad de trabajo de la memoria, o la cantidad de atencion que
los diferentes niveles de SOLO requieren.

Relacion de Operaciones: Esto se refiere a los caminos en los cuales las sefiales y las respuestas
se interrelacionan.

Consistencia y cierre: Esto se refiere a dos necesidades opuestas del estudiante: la necesidad de
llegar a la conclusion de algun tipo, y el de hacer consistente las conclusiones de modo que no
haya contradiccion entre las conclusiones y los datos, o entre las diferentes posibles conclusiones.

(Biggs & Collis, 1982).
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CICLOS LOCALES DE 2. RELACION DE
1. CAPACIDAD 3. CONSISTENCIA Y CIERRE
CRECIMIENTO OPERACIONES
Abstracto Extendido

Las cualidades del nivel
relacional se fijan , y
pueden llegar a ser las
bases del siguiente ciclo
de construccion

Maxima: Seiial +

Datos Relevantes

+ Interrelaciones
+ Hipo6tesis

Deduccion e induccion.
Pueden generalizar a
situaciones no
experimentadas

Resuelve inconsistencias. No sienten
la necesidad de dar cierre a sus
decisiones- las conclusiones quedan
abiertas, o permiten posibles
alternativas logicas.

Relacional

Todos los datos se
entrelazan dentro de un
mosaico general de
relaciones para dar una
coherente estructura

Alta: Senales +
Datos Relevantes
+ Interrelaciones

Induccién: Pueden
generalizar en el
contexto de la
experiencia, usando
aspectos relacionados

No hay inconsistencia dentro de los
sistemas dados, pero su cierre es
unico, asi que pueden surgir
inconsistencias cuando €l va afuera
del sistema.

Multi-estructural
Se centran en dos 0 mas
datos relevantes, donde

Medio: Seiiales +

Pueden generalizar solo
en términos de pocos

Aunque tienen un sentimiento por la
consistencia pueden ser inconsistentes
porque son cercanos a creencias de

. Aislados Datos . & 5
estos datos son usados sin aspectos limitados e fijaciones aisladas en los datos,
. o Relevantes 2 . : .
alguna relacion percibida independientes llegando a diferentes conclusiones
entre ellas con los mismos datos.
. No sienten la necesidad por la
Uni-estructural

Se centran en el problema
pero solo utilizan un dato
relevante

Bajo: Seiiales +
un relevante dato

Pueden generalizar en
términos de un aspecto

consistencia, cerrando rapidamente;
llegan a conclusiones basadas en un
aspecto, siendo estas muy
inconsistentes

Pre-estructural

Minima: Sefales y
Respuestas
Confusas

Denegacion, tautologia
transduccion. Saltando a
lo especifico

No sienten la necesidad por la
consistencia. Cierra incluso sin ver el
problema

Tabla 2.3. 1. Modelo SOLO Local

Un objetivo del modelo SOLO es describir la estructura de las respuestas del estudiante, una

fortaleza del modelo SOLO es que éste proporciona un marco que nos capacita a una consistente

interpretacion de la estructura y calidad de un gran numero de respuestas de los estudiantes a

través de una variedad de ambientes de aprendizaje (Pegg & Tall, 2010).

2.3.2. Marcos para describir el conocimiento de la distribucion

Pfannkuch & Reading (2006) mencionan que una discusién acerca de la naturaleza de la

Distribucion involucra aspectos conceptuales y operacionales a considerar, una perspectiva

conceptual enfocada en clarificar qué nociones subyacen a la Distribucion y por qué esas

nociones son importantes, y una perspectiva operacional enfocada sobre cémo un conjunto de

datos es capturado, exhibido y manipulado por la Distribucion.
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Varias investigaciones se han emprendido a describir el razonamiento acerca de la distribucion o
a investigar caminos para asistir el desarrollo de tal razonamiento, por ejemplo, Pfannkuch da los
elementos claves del razonamiento que ayudan a posicionar a la Distribucion dentro de un amplio
contexto de la inferencia, mientras Reading & Reid proporcionan un marco del desarrollo
cognitivo para evaluar el concepto (Pfannkuch & Reading, 2006), Landin y Sanchez proponen
una jerarquia del razonamiento para evaluar las respuestas de los estudiantes (Landin & Sanchez,

2011).

Reading & Canada (2011) identifican nueve conceptos sobre los cuales el concepto de
Distribucion depende y tres conceptos que dependen de la distribucion. Los conceptos de los
cuales depende la distribucion son: Centro, Variabilidad, Forma, Sesgo, Densidad, Frecuencia
Relativa, Probabilidad, Proporcionalidad y Causalidad; donde los seis primeros definen las
caracteristicas de la distribucion, y el centro, variabilidad y forma, son el corazon del concepto.
Los conceptos que dependen de la distribucion son: Distribucion de la Muestra, Confianza

Estadistica y Significancia Estadistica.

Los marcos que se utilizan para describir el conocimiento de la distribucion se identifican en dos:
1) aquellos que se conducen por la comprension del concepto, y 2) aquellos que se conducen por
la utilizacion del concepto de distribucion. Para el primer caso, Bakker & Gravemeijer (2004)
propone tres niveles para la comprension del concepto: 1) La distribucion es vista simplemente
como un conjunto de valores de datos, 2) La distribucion es vista en términos de sus
caracteristicas subyacentes (centro, dispersion, sesgo), 3) La distribucion es reconocida como

datos vistos como un total.

Ciancetta (2007) propone cuatro niveles: Los dos primeros similares a los de Bakker &
Gravemeijer, que involucran un punto de vista local de los datos, que solamente permite un
razonamiento aditivo; el tercero involucra un razonamiento proporcional y reconocimiento inicial
de los aspectos globales de los datos; el cuarto nivel involucra la integracion de multiples

aspectos, indicando un global punto de vista de la distribucion.
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Landin & Sanchez (2011) mencionan seis elementos claves para la construccion de la nocion de
Distribucion Binomial: 1) Reconocimiento de las situaciones de Bernoulli; 2) Representacion de
las secuencias de E° (Exitos) y F* (Fracasos); 3) Reconocimiento de la combinatoria de la
situacion y conteo de combinaciones; 4) Uso de la definicion clasica de probabilidad; 5)
Conocimiento y uso de la regla del producto; 6) Relacion entre las combinaciones y la
probabilidad de las secuencias E* y F° También reconocen seis elementos para su desarrollo y
aplicacion: 1) Reconocimiento de las situaciones binomiales y conocimiento y uso de B(n, p; k);
2) Calculo y uso de la media y la desviacion estandar de la Distribucion Binomial y asimilacion y
uso del lenguaje asociado a la Distribucion Binomial; 3) Conocimiento y manejo de propiedades
de la Distribucion Binomial; 4) Reconocimiento de los patrones de la Variacion Binomial; 5)
Utilizacion de la Distribucion Binomial en inferencias estadisticas; y 6) Ubicacion de la

Distribucion Binomial en relacion con otras distribuciones.

2.4. Ambientes de Aprendizaje para el Razonamiento Estadistico

Garfield (1995) propone diez principios para el aprendizaje de la estadistica, actualmente
reagrupadas en las siguientes ocho: /) los estudiantes aprenden mediante la construccion de
conocimientos: los estudiantes interpretan la informacion en términos de los conocimientos que
ellos ya tienen, construyendo sus significados, pero conectando la nueva informacion con la que
tienen; 2) Los estudiantes aprenden por la activa participacion en actividades de aprendizaje: los
estudiantes deben de emplear y ser motivados a lidiar con su aprendizaje, los grupos de
actividades proporcionan una oportunidad para que los estudiantes expresen sus ideas tanto oral
como escrito; 3) Los estudiantes aprenden hacer las cosas bien cuando ellos practican haciendo:
los estudiantes aprenden si ellos tienen la experiencia de aplicar sus ideas en nuevas situaciones;
4) Es facil subestimar las dificultades que los estudiantes tienen en comprender los conceptos
basicos de la probabilidad y la estadistica: algunos investigadores han demostrado que las ideas
de probabilidad y estadistica son muy dificiles de aprender para los estudiantes, ya que surgen
conflictos con sus creencias e intuiciones; 5) Es facil subestimar que también los estudiantes
aprenden los conceptos bdsicos: muy pocos estudios han mostrado que a pesar de que los
estudiantes puedan ser capaces de responder algunos items o realizar los calculos correctamente,
pueden todavia comprender mal los conceptos basicos de probabilidad;, 6) E/ aprendizaje

aumenta cuando los estudiantes confrontan y son conscientes de sus errores en su razonamiento:
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los estudiantes aprenden mejor cuando las actividades son estructuradas a ayudar a los
estudiantes a evaluar sus creencias acerca de eventos aleatorios y resultados empiricos; 7) Las
herramientas tecnoldgicas deberian ser usadas para ayudar a los estudiantes a visualizar y
explorar datos, no a justificar o seguir algoritmos ya predeterminados: la instruccion basada en
la tecnologia parece ayudar a los estudiantes a aprender los conceptos basicos de la estadistica
proporcionando diferentes caminos para representar el mismo conjunto de datos, o para
manipular diferentes aspectos de una distribucion; y 8) Los estudiantes aprenden mejor si ellos
reciben una coherente y itil retroalimentacion de sus ejecuciones: los estudiantes aumentan su
aprendizaje si ellos tienen amplias oportunidades de expresar sus ideas y obtener una

retroalimentacion sobre ellas.

2.4.1. Ambientes de aprendizaje

Cobb & MacClain (2004) establecen cinco principios para el disefio de la ensefianza que
proporcionan ambientes en el salon de clases para un soporte del aprendizaje. Estos principios
son: 1) Centrarse sobre las ideas principales de la estadistica: El inicio del disefio es identificar
las grandes ideas que son el corazon de la disciplina, que han perdurado mas alla del salon de
clases y que son utiles para los estudiantes; 2) La elaboracion de actividades instruccionales; 3)
La estructura de las actividades del salon de clases; 4) Las herramientas tecnologicas que los

estudiantes usan; y 5) El discurso en el salon de clases.

Basados en estos principios, Garfield & Ben-Zvi (2008) mencionan que una aula estadistica
puede ser vista como un ambiente de aprendizaje si los estudiantes desarrollan una profunda y
significativa comprension de la estadistica, ayuda a los estudiantes a desarrollar su habilidad para
pensar y razonar estadisticamente, llamando a este salon “Ambientes de Aprendizaje para el
Razonamiento Estadistico -Statistical Reasoning Learning Environment (SRLE)-” Un SRLE esta
basado en seis principios de disefio instruccional: 1) Centrdndose sobre el desarrollo de las ideas
principales de la estadistica, mejor que presentar un conjunto de herramientas y procedimientos:
las ideas estadisticas que motivan y guian al estudiante para su aprendizaje son: datos,
distribucion, variabilidad, centro, modelos estadisticos, aleatoriedad, covarianza, muestra e
inferencia estadistica; 2) Usos reales y motivacionales de conjuntos de datos que empleen los

estudiantes al hacer y probar conjeturas: los datos son el corazon para un trabajo estadistico y
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deberian ser el centro para el aprendizaje estadistico también, ya que motivan al estudiante a
emplearlos para hacer conjeturas y analizarlos. Cobb y Moore (1997) argumentan que el Analisis
Exploratorio de Datos (EDA) debe ser el punto de partida de la instruccion estadistica, dado que
esta vinculado con la bisqueda de patrones y tendencias en un conjunto de datos y no involucra
una consideracion explicita de las relaciones de la poblacion de la muestra. Los estudiantes no
necesitan soportar sus conclusiones con afirmaciones probabilisticas, en su lugar estas
conclusiones estan basadas sobre significativos patrones identificados en los conjuntos de datos
(Cobb & MacClain, 2004). Graham (1987); Kader & Perry (1994); Nicholson, Ridgway &
McCusker (2006), argumentan que el EDA comprende cuatro principales aspectos: a) un
especifico problema, plan, planteamiento a alguna pregunta y formular una hipétesis, b)
generacion de datos, c) exploracion de datos, y d) inferencia estadistica; 3) Uso de actividades en
el salon de clases para soportar el desarrollo del razonamiento de los estudiantes: se deben crear
actividades que propicien al estudiante a aprender a través de la colaboracion, interaccion,
discusion de datos e interesantes problemas; 4) Integrar el uso de apropiadas herramientas
tecnologicas que permitan a los estudiantes probar sus conjeturas, explorar y analizar datos, y
desarrollar su razonamiento estadistico: la tecnologia deberia ser usada para analizar los datos,
permitiendo a los estudiantes centrarse sobre la interpretacion de los resultados y prueba de las
condiciones, debera ayudar a los estudiantes a visualizar conceptos y desarrollar una comprension
de las ideas abstractas a través de la simulacion; 5) Promocionar el discurso en el salon de clases
que incluya argumentos estadisticos y sostenga cambios que se centren en el significado de las
ideas estadisticas: realizar preguntas que animen a los estudiantes a especular y pensar y no
necesariamente a tener una respuesta correcta, que los estudiantes expliquen y justifiquen su
respuesta, creando un clima donde los estudiantes sientan la seguridad de expresar sus puntos de
vista, y 6) Evaluar el aprendizaje que los estudiantes obtienen y monitorear el desarrollo de su
aprendizaje estadistico, asi también evaluar los planes instruccionales y progresos: la evaluacion
deberia centrase en la comprension de la ideas clave y no en habilidades, procedimientos y

respuestas computacionales.

2.4.2. La tecnologia en el aprendizaje estadistico
El uso de la tecnologia ha propiciado cambios en el contenido curricular, como en la pedagogia y

en el formato de los cursos. También ha proporcionado caminos para visualizar y explorar datos,
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que han guiado a nuevos métodos para su analisis, problemas que antes eran intratables ahora
pueden tener soluciones aproximadas. Recomendaciones hechas por el National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM) y Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics
Education, han sugerido el uso de la tecnologia para desarrollar la comprension de los conceptos

estadisticos en los estudiantes (Garfield & Ben-Zvi, 2008).

Los tipos de tecnologia utilizada en probabilidad y estadistica pueden ser divididos en las
siguientes categorias: 1) Paquetes de Software Estadistico: son paquetes disefiados para el
proposito de ejecutar analisis estadisticos; 2) Software educacional: son software para ayudar al
aprendizaje estadistico, 3) Hojas de trabajo: son programas obtenibles en algunas computadoras
personales —Excel-, sin embargo pueden tener algunas deficiencias al ser empleados para el
aprendizaje estadistico; 4) Aplicaciones de applets: son softwares en linea que permiten a los
estudiantes explorar conceptos en un interactivo, visual y dinamico ambiente, 5) Calculadoras
grdficas: son una herramienta de aprendizaje que ayuda a los estudiantes a visualizar y mejor la
comprension de sus conceptos matematicos estadisticos y en las ciencias; 6) Materiales
multimedia. buscan combinar diferentes tipos de tecnologia; y 6) Depdsitos de datos y
materiales: otro uso del internet en la instruccion estadistica es localizar y usar pedagogicamente
ricos conjuntos de datos y explorar actividades para usar con los estudiantes (Garfield & Ben-Zvi,
2008).

Algunos de los cambios efectivos con el uso de la tecnologia son: 1) Automatizacion de los
cdlculos: con la tecnologia se pueden ejecutar algunos calculos (y tareas graficas) en poco tiempo
con alta exactitud y pocos errores, y de esta manera se puede dedicar mas tiempo en la
comprension de los conceptos; 2) Enfasis en la exploracion de datos: el uso de la tecnologia
permite a los estudiantes producir graficas facil y rapidamente, permitiendo a los estudiantes
examinar miultiples graficas en diferentes representaciones, 3) Visualizacion de conceptos
abstractos: La tecnologia capacita la visualizacion de conceptos estadisticos y procesos, la
demostracion de complejas ideas abstractas y provee de multiples ejemplos en segundos; 4) La
simulacion como una herramienta pedagogica: la tecnologia puede aumentar la habilidad de
estudiar procesos aleatorios y conceptos estadisticos, dando facil acceso a visualizar y disefiar

simulaciones, pueden también examinar distribuciones mientras analizan los efectos de diferentes
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P A e R A s oS 5 A

parametros; 5) Investigacion de problemas del mundo real: uno de los mas importantes usos de la
tecnologia es su capacidad para crear oportunidades para la instruccion, al traer problemas del
mundo real dentro del salon de clases para que los estudiantes exploren y resuelvan (Garfield &
Ben-Zvi, 2008).

2.4.2.1. Fathom
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Figura 2.4.2.1. Ventana principal de Fathom

Fathom es una flexible y dinamica herramienta que fue disefiada por educadores estadisticos e
investigadores educacionales para ayudar a los estudiantes a comprender conceptos abstractos y
procesos en estadistica y probabilidad. Este software no tiene la capacidad de las tradicionales
herramientas de software estadistico. Erickson (2002) describe a Fathom como un dinamico
ambiente computacional de aprendizaje, para ensefiar el analisis de datos y la estadistica; basada
sobre el arrastre, la visualizacion, simulacion y redes de colaboracion. Fathom es de facil acceso
a multiples representaciones vinculadas, incluyendo deslizadores, la habilidad de construir y

correr simulaciones, y los muy diferentes caminos de importar datos de una variedad de fuentes
(Figura2.42.1).

2.4.3. Experimentos de Enseiianza
La metodologia de los experimentos de ensefianza permite a los investigadores experimentar a

primera mano el aprendizaje y razonamiento matematico de los estudiantes. Uno de los objetivos

32



Capitulo 2. Antecedentes, Revisién Bibliografica y Marco Conceptual

de los experimentos de ensefianza es construir modelos de las matematicas que los estudiantes
hacen y esto incluye las modificaciones que los estudiantes realizan en sus caminos de operacion.
Las matematicas son vistas como un producto del funcionamiento de la inteligencia humana
definiendo a las matematicas como un sujeto que vive mejor que como un sujeto de hacer; este es
el corazoén en el cual esta metodologia de investigacion fluye (Steffe, Thompson, & Glasersfeld,
2000).

Un experimento de ensefianza involucra una secuencia de episodios de ensefianza, un episodio de
ensefianza incluye un agente de ensefianza, uno o mas estudiantes, un testigo de los episodios de
ensefianza y un método de registro que transcurra durante el episodio, ya que estos pueden ser
usados en preparar subsecuentes episodios, y también para conducir un retrospectivo analisis
conceptual de los experimentos de ensefianza. Cobb y Gravemeijer “distinguen tres fases para la
preparacion de los Experimentos de Ensefianza: preparacion del experimento, experimentacion
para promover el aprendizaje y ejecucion del andlisis retrospectivo de los datos. En la segunda
de estas fases tienen lugar las intervenciones en el aula y las sucesivas iteraciones del ciclo de
tres pasos: 1) disefio y formulacion de hipotesis; 2) intervencion en el aula y recogida de datos; y
3) andlisis de los datos y revision y reformulacion de hipotesis” (Molina, Castro, Molina, &
Castro, 2011, pp. 7-8).

Dentro de la primera fase se debe realizar una Exploracion de la ensefianza, que permita
familiarizar al profesor-investigador con los significados de las operaciones de los estudiantes en
todos los dominios de los conceptos matematicos y operaciones que son de interés, para definir el
problema y los objetivos de investigacion; identificar los objetivos instruccionales, identificar las
metodologias de enseflanza adecuada, disefiar de forma justificada la secuencia de las

intervenciones y disefiar la recoleccion de los datos (Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011).

Las hipotesis de investigacion pueden generarse retrospectivamente después de completar los
episodios de ensefianza, o después de revisar los registros de uno o mas episodios de ensefianza
se pueden formular uno o mas hipotesis para ser preguntados en el siguiente episodio (Steffe,

Thompson, & Glasersfeld, 2000).
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Una virtud de los experimentos de ensefianza es que estos permiten el estudio de procesos
constructivos, los cuales son en parte, comprender la acomodacion que los estudiantes hacen en

sus esquemas de funcionamiento.

2.5. Probabilidad y Distribucion Binomial

2.5.1. El surgimiento del concepto de Probabilidad

Hald (2005) distingue entre dos tipos de probabilidad, dependiendo del contexto en el que se
encuentre: 1) Objetiva, Estadistica o Probabilidad aleatoria. Que es usada para describir
propiedades de mecanismos aleatorios o experimentos -los juegos de azar- y para describir la
probabilidad de ciertos eventos en una poblacion —la probabilidad del nacimiento de hombres-.
Tales probabilidades son derivadas de consideraciones simétricas o estimaciones de las
frecuencias relativas; y 2) Subjetiva, Personal o Probabilidad Epistémica: Es usada para medir el
grado de creencia en una proposicion justificada por la evidencia, la cual no necesita ser de una
naturaleza estadistica. Tales probabilidades se refieren a un conocimiento imperfecto que es

indirecto a las cosas o eventos con respecto a las cuales se esta haciendo una afirmacion.

En la antigiiedad los conceptos de probabilidad, azar y aleatoriedad estaban vinculados con el
sortilegio, la fortuna, los juegos de azar, la filosofia y errores de prediccion en ciencias como la
Astronomia y Medicina. A diferencia de otras ciencias como la Geometria que logréo un
desarrollo axiomatico importante, el concepto de probabilidad no consigue desarrollarse, Hald
(2005) argumenta que esto se pudo deber a razones como; el uso del azar en ceremonias
religiosas -lo cual impedia el estudio de los resultados de los juegos-, la ausencia de la nocion de
azar en los eventos y la falta de percepcion de la frecuencia relativa de los eventos— que se pudo

deber a la imperfeccion de sus mecanismos aleatorios utilizados-.

Mientras que en el Renacimiento la probabilidad es considerada no matematica y el azar llega a
ser parte del algebra — en el siglo XVI lo matematicos italianos analizaron la probabilidad de los
juegos de azar basados en la idea de que los resultados posibles de un juego eran igualmente
probables-, un desarrollo importante del concepto de probabilidad se realiza en siglo XVIII,

cuando la probabilidad y el azar fueron usados simultaneamente, Hackings (1975), en su libro E/
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surgimiento de la Probabilidad, analiza cuando y cémo se llevo esta transformacion basado en
tres conceptos: opinion, evidencia y signos. Hackings observa un doble significado del concepto
de signo, el primero encontrado en ciencias como la medicina o la alquimia donde el concepto de
signo es considerado como un testimonio de la naturaleza, pero en el otro sentido, el concepto de
signo es considerado como un testimonio hecho sobre una opinion probable, es decir, el valor
predictivo de un signo podria ser medido por la frecuencia con la cual la prediccion se sostiene.
Esta transformacion de signo como evidencia lleva al surgimiento de un nuevo estilo de

razonamiento —estadistico-.

2.5.2. El surgimiento del concepto de Distribuciéon Binomial

Garcia, M. A. (2008) menciona que la Distribucion Binomial surge practicamente desde los
inicios del calculo de probabilidades al considerarse el experimento aleatorio “lanzar » veces un
dado y buscar la probabilidad de obtener una de las caras un numero de veces” no es
sorprendente que la Distribucion Binomial esté relacionado con los juegos de azar, ya que como
menciona Shaugnessy (1992):“el desarrollo de la probabilidad y la estadistica matemadtica es un
Jenomeno relativamente reciente, que surge de la resolucion de problemas de juegos de azar y

conteo, que eran de interés a mediados del siglo XVII” ( p.10).

Uno de estos problemas que da origen a la Distribucion Binomial y que esté relacionado con los
juegos de azar es: ;Cudntas veces se necesitaba lanzar un par de dados para que sea mds
Javorable obtener por lo menos un par de seises que no obtenerlos?

El Caballero de Mére traté de resolverlos sin tener éxito, planteandoselos asi a su amigo Pascal
en el afio 1654. Fermat y Pascal lograron la respuesta correcta, quienes mediante una serie de
cartas que intercambiaron redujeron el problema de obtener la probabilidad de un doble seis a un
problema de calcular correctamente las posibilidades. Mas tarde Huygens, sin conocer los
métodos utilizados por Pascal en el afio 1667, publico su solucion al problema: ;Cudntas veces

debe lanzarse un dado para que sea mas favorable obtener por lo menos el mimero 6?

En su libro “De Ratiociniis in Ludo Aleae”, Jacques Bernoulli analizo este problema proponiendo
una solucion general, que fue publicada en el afio 1713 después de su muerte en el tratado

titulado “Ars Conjectandi” La solucion que plantea es la siguiente:
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Supongamos que se tiene un dado con a=b+c caras y que un jugador apuesta a que, en » tiradas
sucesivas del dado, obtendra por lo menos m veces alguna de las b caras del dado? ;Cual es la
probabilidad de que tal jugador consiga su objetivo?

Resolvio este problema estableciendo primero que, el lanzar n veces uno de tales dados es
equivalente a lanzar una vez n dados con la misma configuracion. Al lanzar » dados con a caras
cada uno hay a” resultados posibles, de ellos hay ¢” casos en los cuales no se obtiene alguna de
las & caras con ninguno de los # dados; ademas hay 4*c™* casos en que, con cada uno de  dados

particulares, se obtiene alguna de las b caras y en el resto se obtiene alguna de las ¢ caras.

. n g .
Habiendo un total de ( k) maneras en que se puedan seleccionar k dados particulares de entre los

n, obtuvo entonces que de los a” posibles resultados del lanzamiento de los » dados, hay (Z) b

* (Garcia, 2008).
2.5.3. Analisis Matematico

2.5.3.1. Variable aleatoria y distribucion de probabilidad

Una variable aleatoria es una funcion con valor numérico definida sobre un espacio muestral.
Una variable aleatoria discreta “y” es una que solo puede asumir una cantidad de valores
susceptibles de contarse.

Una distribucion de probabilidad para una variable aleatoria discreta y es una tabla, grafica o

formula que da la probabilidad p(y) asociada a cada posible valor de y.

Los requisitos para una distribucion de probabilidad discreta es:

0<p(y)<1
¥ ply=1

para toda y

Definiciénl. Sea y una variable aleatoria discreta con distribuciones de probabilidad p(y)

entonces el valor esperado o medio de y es:

H=EX)= Y yp(y)

para toda y
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Definicién 2. Sea y una variable aleatoria discreta con distribuciones de probabilidad p(y)

entonces la varianza de y es:

o= Ef(y—uy’]- £(y)- i

Definicién 3. La desviacion estandar de y es la raiz cuadrada positiva de la varianza de y:

o= o"

2.5.3.2. Distribucion de Bernoulli

Las caracteristicas de una prueba de Bernoulli son las siguientes:

La prueba tiene uno de dos resultados mutuamente excluyentes (denotamos un resultado con S
(éxito) y el otro con F (fracaso)).

Los resultados son exhaustivos, es decir no hay otros resultados posibles.

Las probabilidades de S y F se denotan con p y ¢, respectivamente. Es decir, P(S)=p y P(F)= ¢,
tal que p+q=1.

La distribucion de Bernoulli esta definida por:

1 siocurre un éxito (S)
0 si ocurre un fracaso(F)

La distribucion de probabilidad de la variable aleatoria de Bernoulli y esta dada por:

p(y) = pyqlfy con y =01

Donde:

p=probabilidad de un éxito para una prueba de Bernoulli

qg=1-p
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La media y la varianza de la variable aleatoria de Bernoulli son respectivamente:

“=p y o' =pq

2.5.3.3. Distribucion Binomial

El experimento consiste en n pruebas de Bernoulli idénticas, cada prueba tiene inicamente dos
posibles resuitados S (éxito) y F (fracaso):

Las probabilidades de S y F se denotan con p y g, respectivamente. Es decir, P(S)=p y P(F)= q.
Tal que p+g=1.

Las pruebas son independientes

La variable aleatoria Binomial y es el nimero de resultados S en n pruebas.

La distribucion de probabilidad para una variable aleatoria Binomial esta dada por:

n k  n-k
p(k):(k}p q con k=0,1,2,....n
Donde:
p=probabilidad de éxito en una sola prueba
=1-p

n=Numero de pruebas

k=Numero de éxitos en n pruebas
n) nl
k) ki(n-k)!

La media y la varianza de la variable aleatoria Binomial son respectivamente

H=np y o =npq
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Capitulo 3. Metodologia y Diseiio de la Investigacion

3.- METODOLOGIA Y DISENO DE LA INVESTIGACION
La investigacion se centro en describir y comparar los niveles de razonamiento de estudiantes
de nivel bachillerato, acerca del concepto empirico de Distribucion Binomial, que surgieron a

lo largo de una secuencia de ensefianza.

Para tal efecto, disefiamos una actividad, que involucré una simulacion fisica: urna con
canicas de colores y una simulacion computacional, utilizando el software Fathom,
considerando aspectos del Analisis Exploratorio de Datos (EDA). También empleamos los
principios de disefio instruccional de Garfield & Ben-Zvi (2008), para generar un Ambiente
de Aprendizaje para el Razonamiento Estadistico (SRLE) en el salon de clases (ver seccion
2.4.1).

El analisis de las respuestas de los alumnos, se realiz6 de manera individual y grupal. Para el
analisis de las respuestas de los estudiantes de manera individual, se emple6 el Modelo SOLO
(ver seccion 2.3), y para la jerarquizacion de sus respuestas se tomo en cuenta los
componentes relevantes identificados en sus respuestas, y la estructura de éstas; se emplearon
las dimensiones de capacidad, relacion de operaciones y constancia y cierre (Biggs & Collis,
1982). En el analisis de manera grupal de las respuestas de los estudiantes, se utilizaron las

jerarquias obtenidas anteriormente.
3.1. Fases de la Investigacion

El desarrollo de la investigacion transcurrio conforme a las tres fases que a continuacion se

describen (Figura 3.1.1):
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Preparacion del il ' Analisis retrospectivo de
Experimento D A , los Datos

Analisis de los Datos Obtenidos

Aplicacion de las ctapas de la en la Actividad mediante el

Revision Bibliografica

Actividad Modelo SOLO
< Recoleccién de los Datos en Comparacion de las respuetas
St e el Sl cada etapa de la Actvidad de los alumnos en cada etapa
Antecedentes y Marco Analisis de los Datos Obtenidos Conclusiones
Conceptual en cada etapa

Revision y Reformulacion de
Metodologia las Hipdtesis en cada etapa de la
Actividad

Evaluacion Diagndstica de los
Alumnos

Figura 3.1.1. Fases del experimento

Preparacion del Experimento: Iniciamos el trabajo con una revision bibliografica de las
investigaciones relacionadas con el concepto de Distribucion Binomial, definiendo

posteriormente los objetivos y las preguntas de investigacion (ver Seccion 1.3).

Utilizamos las tres fases de la metodologia de los experimentos de ensefianza identificadas
por Cobb y Gravemeijer (2008, citado por Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011) para la
realizacion de esta investigacion, debido a su flexibilidad —permite reformular las hipotesis y
conjeturas de la investigacion-; adecuacion —permiten modificar las intervenciones en el aula
dependiendo de los resultados obtenidos-, y la ejecucion de sucesivas iteraciones ciclicas en
cada episodio de ensefianza para: disefiar hipotesis; recoger y analizar datos; y reformular

hipotesis.

Para realizar la actividad tomamos como punto de partida el principio instruccional de “{/so
de datos reales por parte de los estudiantes para probar y hacer conjeturas” de Garfield &

Ben-Zvi (2008), asi mismo, consideramos tomar algunos elementos del Analisis Exploratorio
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de Datos (EDA) (ver seccion 2.4.1) para generar las actividades —generacion, analisis e
interpretacion de los datos-. EIl EDA permite a los alumnos obtener conclusiones basadas
sobre patrones identificados en el conjunto de datos sin necesidad de una fundamentacion
teorica. Para tal objetivo llevamos a cabo actividades vinculadas con generadores fisicos y
computacionales, ya que como menciona Abrahamson (2009), estos objetos matematicos
permiten a los alumnos explorar dos complementarios géneros de las actividades
probabilisticas llamadas Actividades Empiricas y Teoricas: “las actividades tedricas incluyen
el andlisis combinatorio, un riguroso procedimiento para determinar los resultados de las
distribuciones antes de los resultados de la experimentacion con los generadores aleatorios;
y las actividades empiricas incluyen la frecuencia del experimento, sea manual o de
simulaciones computacionales, por la cual los actuales resultados son generados, agregados
y representados” (p. 196). Estas Actividades Empiricas permiten a los alumnos que la
comprension del concepto transcurra de sus intuiciones a una matematica mas precisa (ver

seccion 2.2).

Para cumplir con los objetivos propuestos de la investigacion disefiamos la actividad “El pez
espada”, que se dividio en las siguientes tres etapas:

e El problema

e Simulacion fisica utilizando una urna con canicas de colores

e Simulaciéon con Fathom,

y que se describen en la Seccion 3.3.

Experimentacion: La Actividad se aplico en tres sesiones de dos horas. En cada sesion se
recogieron los datos mediante hojas de trabajo que se analizaron al finalizar cada clase.
Mientras que. la primera etapa de la actividad se realizo de manera individual para identificar
los conocimientos previos de los alumnos respectivamente, la segunda etapa de la actividad se
realizé con equipos de cuatro integrantes para propiciar el discurso en el salon de clases, y la
tercera etapa, se desarrollo de manera individual, para generar una retroalimentacion de las

observaciones obtenidas en las actividades anteriores.
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Andlisis Retrospectivo de los Datos: Se llevo a cabo el analisis de las respuestas de los
estudiantes de manera individual mediante el Modelo SOLO y se compararon los niveles de
razonamiento alcanzado en cada una de las etapas de la Actividad, mediante la jerarquizacion

de las respuestas obtenidas anteriormente. Presentamos los resultados en el Capitulo 4.

3.2. Participantes

La actividad fue aplicada a estudiantes de tercer grado del nivel medio superior del CCH del
D.F., de entre 16 y 18 afios de edad. La cantidad de alumnos vari6 en cada sesion: en la
primera, el grupo estuvo compuesto por 19 alumnos, 17 en la segunda sesion, y 20 alumnos
en la tercera sesion. Hay que mencionar que estos alumnos se encontraban en su segundo
curso de Probabilidad y Estadistica, estudiando Distribuciones. Otra caracteristica, es que
cuentan con conocimientos del uso del software Fathom, para generar muestras;, estimar
estadisticos como: media, varianza y probabilidad; y generar simulaciones para analizar

problemas relacionados a diferentes Distribuciones — Normal y Binomial-.

3.3. Descripcion del Instrumento

El instrumento consistio en la Actividad “El pez espada”, dividida en tres etapas:

El problema: Consiste en identificar los conocimientos previos de los alumnos, referente al
concepto de Distribucion Binomial.

Simulacion fisica utilizando una urna con canicas de colores: La finalidad es desarrollar la
comprension del concepto empirico de Distribucion Binomial a partir de las intuiciones de los
alumnos. En esta etapa se da la utilizacion de generadores fisicos —urna de canicas-.
Simulacion con Fathom: Se pretende retroalimentar los conocimientos adquiridos y presentar
otro procedimiento para analizar la informacion. Fathom es una herramienta de facil acceso
para construir y generar simulaciones, lo cual permite al alumno la repeticion del experimento
un mayor numero de veces en un menor tiempo, proporcionando una herramienta adecuada
para generalizar sus observaciones anteriores.

Cada etapa fue aplicada en una sesion de 2 horas y tienen como finalidad que el alumno

resuelva el siguiente problema:
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Se ha dado a conocer un estudio en el que se informa que se encontraron casos de
contaminacion y errores de etiquetacion de mariscos en supermercados de las
ciudades. El estudio revelo que: *20% de los trozos de pez espada disponibles para la
venta tenian un nivel de mercurio superior al limite establecido por la Administracion
de Alimentos y Medicinas, y que el consumo de al menos dos trozos es riesgoso para la
salud”

Si antes de saber la noticia habias comprado dos trozos para tu consumo, jlos

comerias después de conocer lo anterior? ;Por qué?

El problema es una adaptacion de otro planteado en el libro “Probabilidad y Estadistica para
Ingenieria y Ciencias” de Mendenhall & Sincich (1997). A continuacion se detalla cada una

de las etapas anteriores de la Actividad “El pez espada”

3.3.1. Primera etapa: El problema

Esta etapa inicia presentando el problema “El pez espada” (mencionado en la seccion
anterior) y se llevd a cabo de manera individual en una sesion de dos horas. Con esta
actividad se pretende identificar los conocimientos previos de los alumnos relacionados con el
concepto de Distribucion Binomial, mediante una serie de preguntas que afiadimos al

problema y que a continuacion se describen:

La primera pregunta de la actividad sirve para introducir el problema y observar si los
estudiantes utilizan alguna heuristica para resolver un problema que involucra una

Distribucion Binomial o caen en la utilizacion de algin tipo de pensamiento subjetivo.

1. (Crees que un trozo elegido al azar resulte contaminado?
(Si/ No / No puede saber)
(Por qué?

La respuesta esperada es ‘No se puede saber’ porque ‘estar o0 no contaminado’ es una
experiencia aleatoria. Se explora con esta pregunta si los estudiantes tienen en cuenta la

definicion de aleatoriedad y perciben que la situacion es aleatoria.
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2. Se denota con P(C) la probabilidad de que ocurra el evento C y con P(N) la
probabilidad de que ocurra el evento N. Indica los valores numéricos de ambas

probabilidades:
a) P(C) = b) P(N) =

La pregunta sirve para introducir notaciéon. Los estudiantes deben percibir del enunciado del
problema que P(C) es 0.2 6 20% y, por tanto, que la P(N) es 0.8 4 80%. Esta es la inferencia
mas elemental de probabilidad que deben percibir los estudiantes. P(N) = 1 — P(C)

3. Se saca una muestra aleatoria de dos trozos de pez espada. Considera la variable X,
definida como sigue:

X, = El niimero de trozos contaminados en una muestra de 2 trozos de pescado
Entonces los eventos {X,=0}, {X,=1} y {X;=2} significan:

{X,=0} = Ningun trozo de la muestra esta contaminado

{X,=1} = Un trozo de la muestra esta contaminado

{X,=2} = Los dos trozos de la muestra estan contaminados

(Cuadl es la probabilidad de cada evento? Escribe en la siguiente tabla la probabilidad

que creas que tiene cada evento:

Evento Probabilidad
P({X,=0})=
P({X=1})=
P({Xo=2})=
Tabla 1. Probabilidad Inferencial de los Eventos

Esta pregunta sirve para introducir la nocion de variable aleatoria binomial. La propuesta es
que desde el comienzo se maneje esta nocion y la notacion que corresponde. Por otro lado, se
pide una probabilidad subjetiva (la probabilidad que crees que tiene cada evento). Se trata de
explorar en primer lugar, si conocen la regla: P({Xz = 0}) + P({X2 = 1}) + P({X; =2})= 1; si
hay estudiantes que ya tienen clara la Distribucion Binomial para esta experiencia sencilla, y

finalmente, ver quiénes caen en el sesgo de equiprobabilidad. Cualquiera que sea la respuesta,
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lo importante es que pueda ser confrontada con la propuesta de 30 resultados que se les pedira

en la siguiente pregunta y con los resultados de la simulacion de la Parte 2, de la Actividad.

Una muestra se puede representar mediante una pareja, de C* y N°, por ejemplo, CN
significa el evento de que el primer trozo esta contaminado y el segundo no esta

contaminado. En este caso ocurrio el evento { X,=1}

Si se repite la experiencia anterior 30 veces (es decir, se sacan 30 muestras aleatorias),
escribe en la tabla una secuencia de posibles resultados para las 30 muestras (por
ejemplo, si la primera muestra fue NN, se indica como en la primera columna como se
ve en la tabla; en este caso el valor de la variable es 0, que se indica en la Gltima fila.)
Llena las otras 29 columnas con posibles resultados de las muestras y los valores de la

variable:

Muestra

B 2| =] =

Xz

Muestra | 16 | 17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 [25|26(27 (28|29 |30

Xz

Tabla 2. Inferencia de Muestras

Se trata de identificar si los alumnos tienden en secuencias cortas a crear patrones de acuerdo
a la regularidad descrita por la probabilidad “recencia negativa” vy si toman en consideracion
todos los resultados posibles del espacio muestral del experimento para la construccion de la

secuencia.
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Se utilizaron los siguientes criterios para evaluar las respuestas de los estudiantes:

a) El nimero de rachas, con ayuda del software Fathom para un problema con las
caracteristicas anteriores (p=.2 y n=30) el nimero de rachas esta entre 11 y 18 (Figura
33.1)

IMeasures from Pescado Histogram 3 !
250
4 lleasures from Pescado
S 200
Ll
@
- 150
8 400 Mvesanay
3 S1=mean ( )
5 0 S2 = stdDev { )
w.

0 5 10 15 20 26 30
Rachas

Figura 3.3.1. Numero de rachas para un evento aleatorio con p=.2 y n=30

b) La longitud de la racha mas grande, con ayuda del sofiware Fathom para un
problema con las caracteristicas anteriores (p=.2 y n=30) esta entre 4 y 9 (Figura 3.3.2).

Measures from Pescado Histogram 3!
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)
3

0 S5 10 18 20 25 30
LRML

Figura 3.3.2. Longitud de la racha mas larga para un evento aleatorio con p=.2 y n=30

c) Las frecuencias correspondientes a la variable X,, con ayuda del software Fathom
para un problema con las caracteristicas anteriores (p=.2 y n=30) son:
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1. Para X,=0 tenemos que su frecuencia estaria entre 17 y 22 (Figura 3.3.3).

leasures from Pescado Histogram 3
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Figura 3.3.3. Frecuencia para el evento X,=0 para un evento aleatorio con p=.2 y n=30

2. Para X,=1 la frecuencia del evento esta entre 7y 12 (Figura 3.3.4)

Weasures from Pescado Histogram 3 |
a, 1601 lMeasures from Pescado
=
B ! ) =9
P L
9 N1_P
8 80, e 25140048
8 a0 S1=mean ( )
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0246 8101214161820

N1

P

Figura 3.3.4. Frecuencia para el evento X,=1 para un evento aleatorio con p=.2 y n=30

3. Para X,=0 la frecuencia del evento esta entre 0 y 2 (Figura 3.3.5)
lMeasures from Pescade Histogram & )
400 Ideasures from Pescado
a 350
o' 300 ]
‘G 250 N2 P 1.253
§ 200 = 11028178
o 1501 S1=mean ( )
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Figura 3.3.5. Frecuencia para el evento X,=2 para un evento aleatorio con p=.2 y n=30
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d) La no utilizacion de patrones deterministas.
e Explica como llenaste tu tabla
En este paso el proposito es: Identificar cuales son los elementos significativos que consideran
los alumnos para determinar la estructura de la secuencia, si caen en la utilizacion de algin

sesgo para la construccion de la secuencia (equiprobabilidad) o en la busqueda de patrones

regulares “recencia negativa”

e Con base en la Tabla 2 determina la frecuencia de los eventos {X,=0}, {X>=1},

{Xo=2}
Frecuencia
Evento Frecuencia
Relativa
{X>=0}
{X>=1}
{Xz =2}

Tabla 3. Frecuencias estimadas de la Distribucion Binomial
Para llenar la Tabla 3, se espera que el alumno identifique la relacion entre el evento y su
frecuencia en los datos que él género, y que calculen la frecuencia relativa identificando los
elementos que componen la proporcion (frecuencia/niimero total de experimentos).

e ;Qué relacion hay entre la probabilidad de los eventos y su frecuencia relativa?

Se trata de explorar si el alumno conoce la concepcion frecuencial de la probabilidad, donde

la frecuencia relativa es una estimacion de la probabilidad.
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o Compara la probabilidad de cada evento con las que esperabas en un inicio y

determina si son correctas y por qué:

En este paso se trata de: Identificar qué aspectos son mas significativos en la elaboracion de
cada una de las representaciones de la Distribucion Binomial y cémo realizan las conexiones
entre cada una de estas representaciones e identificar cuales son mas significativas para

determinar cual representacion es correcta o incorrecta.

® Realiza el histograma correspondiente a la distribucion de sus frecuencias

relativas:

Frecuancia Relativa

000000000 R
ORNWAUNIONOWOR N

e Esperabas que asi fuera tu Histograma (Si, No, No lo sabia) ;Por qué?
Con este ejercicio se pretende: Identificar si los alumnos conocen como deberia de ser una
grafica de una distribucion binomial, dependiendo de los factores' k (nimero de éxitos), p
(probabilidad de éxito) y n (nimero de ensayos).

e (Crees que tus datos sean correctos? (Si, No, No lo sé) ;Por qué?

Con esta pregunta se pretende: Identificar qué aspectos son significativos para la elaboracion

de la grafica de una Distribucion Binomial.
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o Con base a lo que has obtenido, tu opinion con respecto al consumo de los dos

trozos de pescado fue correcta (Si, No, No lo sé) ;jPor qué?

Se trata de: Identificar la confiabilidad con respecto a los datos que han generado, e identificar

qué aspectos siguen siendo significativos para la toma de decisiones.

3.3.2. Segunda etapa: Simulacién fisica utilizando una urna con canicas de colores

Esta etapa de la actividad inicia retomando el problema “El pez espada” Para su realizacion
formamos equipos de tres integrantes, en una sesion que tuvo una duracion de dos horas. Su
finalidad es desarrollar el concepto empirico de Distribucion Binomial a partir de las

intuiciones de los alumnos. Las preguntas que guiaron esta etapa se presentan a continuacion:

Se ha dado a conocer un estudio en el que se informa que se encontraron casos de
contaminacion y errores de etiquetacion de mariscos en supermercados de las ciudades. El
estudio revelo que: “20% de los trozos de pez espada disponibles para la venta tenian un
nivel de mercurio superior al limite establecido por la Administracion de Alimentos y
Medicinas, y que el consumo de al menos dos trozos es riesgoso para la salud”. Si antes de
saber la noticia ti habias comprado dos trozos para tu consumo, los comerias después de

conocer lo anterior ;Por qué?

Se inicia retomando el problema inicial ahora para analizarlo mediante la simulacion fisica.

e Imagina el experimento de elegir un trozo de pez espada al azar de todos los
pedazos disponibles en los supermercados en condiciones como las que arrojo
el estudio. Se dice que el trozo esta contaminado si su nivel de mercurio es
superior al limite establecido. Si consideramos la variable aleatoria X, definida
como sigue:

X; = El mimero de trozos contaminados en una muestra de 2 trozos de pescado

¢ Qué entiendes por simulacion de una experiencia aleatoria?
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Se pretende identificar si los alumnos perciben que una simulacion es una correspondencia
entre dos experimentos aleatorios, donde a cada evento simple del primero le corresponde
solo un evento simple del segundo y que los resultados obtenidos en el segundo experimento

se utilizan para obtener informacion en el primero (Batanero, 2000).

e Como podrias simular el experimento de un muestreo aleatorio de dos pedazos

de pescado en las condiciones de la encuesta del problema? ;Por qué?

Se espera que los alumnos mencionen experimentos aleatorios como la extraccion de bolas en
una urna, las ruletas o el uso de generadores computacionales como Fathom, debido a su
conocimiento con este software, donde se consideren los eventos simples del experimento y

sus probabilidades.

e (;Qué informacion es relevante al realizar una simulacion? ;Qué es lo que uno

debe considerar al realizar la simulacion?

Se pretende identificar si los alumnos perciben elementos claves como eventos simples y sus

probabilidades.

1. Para obtener una muestra del experimento podemos realizar una simulacion fisica,
con una urna que contiene 4 canicas blancas y | negra, obteniendo en cada experimento
dos extracciones de la urna, si consideramos los eventos:

B = La extraccion de una canica blanca

N = La extraccion de una canica negra,

Y P(B) la probabilidad de que ocurra el evento B y con P(N) la probabilidad de que ocurra

el evento N. Indica los valores numéricos de ambas probabilidades:

a) P(N) = b) P(B) =

En esta parte se espera que los alumnos empleen el concepto clasico de probabilidad como “el
cociente entre el nimero de casos favorables y el numero de casos posibles” para calcular las

probabilidades respectivas.
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e ;Qué opinas con respecto a esta simulacion? /consideras que es correcia,

podria haber otra composicion de la urna? ;Cual?

Se espera que los alumnos respondan que si es correcto y den otros ejemplos de experimentos

que satisfagan las condiciones anteriores.

e Después de realizar una extraccion ;Se debe reemplazar la canica o no?

Esta pregunta se realiza para identificar si los alumnos saben, que debido al tamafio de la
poblacion la probabilidad después de tomar un elemento de dicha poblacion no se ve afectada
y que, por lo tanto, en el experimento que se esta simulando se debe en cada extraccion

reemplazar la canica extraida.

e Repite la experiencia anterior 30 veces (es decir, realiza 30 veces el
experimento de sacar dos canicas de la urna), y escribe en la tabla la secuencia

de resultados para las 30 muestras.

Muestra I |2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10(11|12|13|14]|15

lera
Extraccion
2nda
Extraccion
X,

Muestra 16 [ 17 |18 (19120 {21 |22 |23 (2425|2627 |28 |29 |30

lera
Extraccion
2nda
Extraccion
X

Tabla 1. Muestras generadas mediante simulacion fisica
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¢La secuencia obtenida es como la esperabas en la primera parte de la actividad?

(Si, No) ¢Por qué?

Se pretende que los alumnos contrasten, verifiquen y ajusten sus procedimientos para generar

muestras de manera intuitiva al contrastarla con la generacion de muestras de manera fisica.

e Con base en la Tabla 1, determina la frecuencia de los eventos {X>=0}, {X>=1},
{X>=2}, resume la informacion en la siguiente tabla de frecuencias y construye

un histograma de la frecuencia relativa.

Frecuencia
Evento Frecuencia
Relativa
{X>=0}
{Xs=1}
ix~=2}

Tabla 2. Frecuencia de las muestras generadas mediante simulacion fisica

Se pretende observar si los alumnos identifican los eventos de la variable aleatoria X, de la

Tabla 1 obtenida mediante la simulacion fisica, y si saben calcular su frecuencia y frecuencia

relativa.

Histograma
12
11
1
L] 0.5
"g Ecvs
[} H0,7
3 ®os
e 2os
Fra
0.3
0.2
0.1
0

0 i 2 3
Evento

 Calcula las probabilidades de los eventos con respecto a lo que obtuviste:

P(X>=0) = PiXe=1) = P(X>=2) =
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Con este ejercicio se intenta: Explorar si el alumno conoce la concepcion frecuencial de la

probabilidad. Donde la frecuencia relativa es una estimacion de la probabilidad.

o ;Logras identificar qué tipo de distribucion representa tu histograma?

Aqui se trata de: Observar si la forma del histograma ayuda al alumno a identificar el tipo de

distribucion que esta representando.

e Como son estos resultados comparados con los obtenidos en la primera etapa

de esta actividad (iguales, diferentes)? ;Por qué crees que ocurrio ésto?

Con esto se puede: Identificar si en el alumno se mantienen o surgen nuevos elementos, que

consideren fundamentales para el estudio de las distribuciones.

3.3.3. Tercera etapa. Simulacién con Fathom

Esta ultima etapa, inicia de nuevo presentando el problema “El pez espada” la realizacion de
esta etapa fue de manera individual, y la sesion tuvo una duracion de dos horas. En esta etapa
se pretendia que el alumno generalizara sus observaciones realizadas en las etapas anteriores,
mediante la utilizacion de un software educacional —Fathom-. Las actividades se describen a

continuacion:

Problema 1. Se ha dado a conocer un estudio en el que se informa que se encontraron
casos de contaminacion y errores de etiquetacion de mariscos en supermercados de las
ciudades. El estudio revelo que: “20% de los trozos de pez espada disponibles para la
venta tenian un nivel de mercurio superior al limite establecido por la Administracion
de Alimentos y Medicinas, y que el consumo de al menos dos trozos es riesgoso para la
salud’". Si antes de saber la noticia ti habias comprado dos trozos para tu consumo, los

comerias después de conocer lo anterior ;Por qué?
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o Imagina el experimento de elegir un trozo de pez espada al azar de todos los
pedazos disponibles en supermercados en condiciones como las que arrojo el
estudio. Se dice que el trozo esta contaminado si su nivel de mercurio es

superior al limite establecido
Realicemos ahora una simulacion con Fathom para analizar la distribucion de la
variable X, definida como:

X> = {El numero de trozos contaminados en una muestra de 2 trozos de pescado).

Iniciemos abriendo el programa Fathom, se desplegara una ventana como la siguiente:

W Fathom - [Dacumentl] =
o Fle Edt Objst Collection Window Help MENU PRINCIPAL
e kegoaMm S €) P AL BARRA DE HERRAMIENTAS

Coflecton  Tapie Gragh Summary  Estimate Tast ogel Swder Text

AREA DE TRABAJO

A
Selecciona el icono =t _ hasta el darea de trabajo y escribe el titulo de la actividad y

una descripcion de lo que vas a realizar.

CESRADA

Protlema 1. Se ha dade a conocer un estudic en el que se informa que s
supermercados de [as ciudades. El estudio revelé que: “20% de los trozos de pez espada disponibles para la venta tenian un nivel de mercurio superior
al limite establecido per 1a Administracion de Alimentos y Medicinas, y que el consumo de al menos dos trozos es riesgaso para la salud™. Si antes de

saber Ia neticia t habias comprado dos trozos para til censumo, los comerias después de conocer lo anterior ¢ Por que?

FI PF

Luego arrastra el icono =*==_ y haz doble clic sobre la palabra “Coleccion 1 del
icono y cambia su nombre a “Pez Espada”

Pez Espada
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Arrastra el icono <New Case Table> iﬁ_ al drea de trabajo y haz clic sobre <New>y
escribe “Primer _Trozo” —este serd nuestro primer atributo-, que representard el
resultado de que el primer Trozo esté contaminado, después da <enter> y aparecera
una nueva columna; asignale el nombre de “Segundo Trozo” realiza de nuevo lo

anterior, y anota “Trozos Contaminados”

Pez Espada

Primer_Trozo Segundo_Trozo Trozos_Contaminados

B! y Trozo + Se Tro
if {random { ) <0.2) 3 if {random{ ) <02} Priey._Trvan = Sequarte,._Troze

[~

Para ingresar las formulas, selecciona la Tabla y ve al menu principal y selecciona
“Table” Se desplegaran varias opciones, selecciona “Show Formulas”, ve a la Tabla y
en cada cuadro que aparece debajo de cada <Atributo> da dos clics; aparecera una
tabla como la siguiente; ingresa la formulas correspondientes como se muestra en la

figura anterior.

\_} Formula for Primer_Trozo =

Primer_Trozo )
o if (random ( ) = 0_2;’-

Wedium £ 1

2 00 00 N 5 e

{?f?”?\l _“\ij + unctions

Global Values
+-Icon Names
+ Measures

+ Special

3 ) or | Cancel  Apoly  OK

{not]fand]

Aftricutes are the names you can use n expressions. They
refer to atiributes in a coliection

El ingreso de las formula puede ser de dos formas: la primera es escribiendo
directamente la formula tal como aparece en el cuadro—solo ten cuidado al escribiria-
o bien, con las funciones que aparecen en el cuadro de abajo, para eso da dos clic
sobre “Functions;, se desplegardan varias opciones, da dos clics en “Conditional " y por
ultimo en “if” Para seleccionar “random’ el procedimiento es “Functions” luego

“Random numbers "y por ultimo “random’
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Esta parte de la actividad se inicia retomando el problema inicial para ahora analizarlo

mediante el uso de un simulador computacional —Fathom-.

e (Qué realiza la funcion “random”?

Se espera que los alumnos mencionen qué es una funcion aleatoria que elije valores de

manera aleatoria en el intervalo de 0 a 1

o (Qué realiza la funcion “If”?

Se espera que los alumnos mencionen que es una funcion condicional, que en funcion de una

condicion ejecuta una tarea u otra en el caso en que no se cumpla.

o Explica qué realiza la formula que aparece debajo del atributo “Primer Trozo”

Se espera que los alumnos mencionen que la formula selecciona aleatoriamente un valor entre
0 yl, si el valor es menor que .2 aparece 1 y en caso contrario 0. Pueden decir también que la

formula representa la seleccion de un trozo de pescado elegido al azar.

e FExplica qué realiza la formula que aparece debajo del atributo “Trozos

Contaminados”':

Se espera que los alumnos expliquen que la formula suma los valores que toma cada uno de
los tres atributos anteriores- primer trozo y segundo trozo-; o que la férmula representa el

numero de trozos contaminados al seleccionar dos trozos de pescado.
Selecciona la Tabla o el icono de la coleccion “Pez Espada” después ve al menii

principal y selecciona “Collection”, y después la opcion de “New Cases” y coloca

“1000”
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CE

Selecciona el icono de <Graph> Sy arrdstralo al drea de trabajo. Selecciona

el Atributo “Trozos Contaminados” de la Tabla y arrastralo a la Grafica en la

posicion donde dice “Drop an attribute here”:

Pez Espada

Primer_Tr... | Seqund... [© -
= = r no data Empty Plot 5 '

Hold Shift key to force categorical, Cirl
key to force numeric.

it { random { |'f ( randem

Lo R I U R
O D - 0 O -

En la parte superior derecha del grdfico cambia la opcion de “Dot Plot” por la de

“Histogram” y aparece una grafica similar a la siguiente:

Pez Espada Histogram !

Freauency of
Trozos_Contaminados

"
(0

-1 0 1 2 3 4 g
Trozos_Contaminados <

Selecciona el Grdfico, de “Trozos Contaminados” ve al menu principal, da clic sobre

“Graph” luego selecciona “Scale” y por ultimo “Relative Frequency -

61



Capitulo 3. Metodologia y Diseiio de la Investigacion
SRS

Pez Espada Histogram 3 |
07
- o 06
© g
TE os
g E
g8 0
o o
@Y 03
2 e
5 Q02
3
Foa
<2
-1 0 1 2 3 4 s
Trozos_Contaminados (2

o ;Qué diferencia hay entre este grdfico y el anterior?

Se trata de identificar los elementos que utilizan los alumnos para distinguir entre una grafica

que representa las frecuencias y aquella que representa las frecuencias relativas.

e Con base en la grdfica anterior, calcula la probabilidad aproximada de los
eventos {X>=0}, {X>=1} y {X>=2}
P(X>=0) = P(X>=1) = P(X>=2) =

Con este ejercicio se puede observar si los alumnos saben determinar la variable aleatoria y su

probabilidad, mediante la utilizacion de la grafica.

= o
=

Selecciona ahora el icono de <Summary>  summary y arrastralo al drea de
trabajo. Selecciona el atributo “Trozos Contaminados” de la grdfica, junto con las
teclas <Shift y ctrl> del teclado y arrastralo a la parte de la tabla que dice “Drop

an attribute here” obtendras algo similar a lo siguiente:
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Pez Espada
0 837
Trozos_Contaminados 1 323
2 40

Column Summary 1000

S1=count{ )

e ;Qué muestra la tabla anterior que obtuviste?

Se espera que los alumnos identifiquen que la tabla representa la frecuencia de los eventos de

la variable aleatoria.

e Ultiliza los datos obtenidos en la tabla para calcular la probabilidad de los
eventos {X>=0}, {Xo=1} y {X)=2}:
P(X;=0) = PRG=1) = P(X;=2) =

Con este ejercicio se observa si los alumnos saben determinar la variable aleatoria y su

probabilidad, ahora utilizando la tabla de frecuencias

e ;Como son estas probabilidades comparadas con las obtenidas en la anteriores

partes de esta actividad? (iguales, diferentes) ;por qué crees que ocurrio ésto?

Se pretende observar si el alumno reconoce nuevos elementos o se mantienen, que consideren

fundamentales para el estudio de las distribuciones.

3.4. Procedimiento del analisis de datos

Para el analisis de las respuestas de los alumnos de manera individual, se utilizé el modelo
SOLO de Biggs & Collis (1982). En cada etapa de la actividad se identificaron los
componentes relevantes de las respuestas dadas por los alumnos, y su estructura. La

jerarquizacion de sus respuestas dependio de los siguientes aspectos:
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—

Capacidad. a cantidad de datos relevantes que identifica cada alumno.

Relacion de Operaciones: son las operaciones —inclusion, induccion y deduccion- que los
estudiantes realizan con los datos para llegar a una respuesta.

Consistencia y Clausura: es la consistencia en las conclusiones de tal manera que no haya

contradiccion entre los datos o con las otras posibles conclusiones.

Con base en lo anterior el nivel de las respuestas seria jerarquizado de la siguiente manera:

Pre-estructural: Respuestas confusas, saltando a lo especifico. No sienten la necesidad por la
consistencia de su razonamiento y cierran incluso sin ver el problema.

Uni-estructural: Se centran en un dato relevante, llegando a generalizar en términos de este
aspecto. No sienten la necesidad en la consistencia de su razonamiento y sus respuestas son
inconsistentes.

Multi-estructural: 1dentifican varios datos relevantes pero aislados, esto los lleva a
generalizaciones independientes y limitadas. Llegando a diferentes conclusiones con los
mismos datos.

Relacional. ldentifican varios datos relevantes interrelacionados, llegan a generalizar
correctamente dentro del contexto de su experiencia, pero pueden surgir inconsistencia fuera
de este contexto.

Abstracto Extendido: Ademas de identificar varios datos relevantes interrelacionados, llega a
formular hipotesis, llegando a generalizar a situaciones fuera del contexto de su experiencia,

sus conclusiones quedan abiertas permitiendo otras posibles alternativas logicas.

Los niveles jerarquicos del razonamiento de los estudiantes obtenidos mediante esta
clasificacion, se utilizaron para analizar la distribucion de las respuestas de los estudiantes de
manera grupal en cada etapa de la actividad, mediante la elaboracion de histogramas que
muestren la distribucion de sus respuestas, y para el analisis la comprension del concepto
empirico de la Distribucion Binomial a lo largo de la Actividad, se emplearon cuadros

comparativos de estas jerarquias.
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4.- ANALISIS DE LOS RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos el analisis de los resultados obtenidos en la Actividad “El pez
espada” llevada a cabo con los estudiantes. Cabe mencionar que hemos dividido el analisis en dos
partes:

a) La primera parte consiste en describir y jerarquizar la estructura de las respuestas de los
estudiantes ante una situacion que involucra el concepto de Distribucion Binomial.
Mediante el modelo SOLO -analizamos las respuestas de los estudiantes en cada etapa
de la actividad con lo que pudimos identificar los componentes que intervienen en cada
problema propuesto-.

b) La segunda parte consiste en analizar la evolucion de la comprension del concepto

empirico de Distribucion Binomial de los estudiantes, a lo largo de las sesiones.

4.1. Descripcion y jerarquizacion de la estructura de las respuestas de los
estudiantes ante una situacion que involucra el concepto de distribucion binomial,
mediante el modelo SOLO

Mediante el modelo SOLO analizamos la estructura de las respuestas de los estudiantes en cada
etapa de la Actividad. Para tal fin se identificaron las componentes que intervienen en las
respuestas de los estudiantes a las preguntas propuestas en cada etapa de la actividad, y se utilizd
la siguiente jerarquia, para analizar la estructura de sus respuestas:

Pre-estructural: No identifican ninguno de los componentes de respuesta pertinente y sus
respuestas son confusas.

Uni-estructural: ldentifican algunos de los componentes descritos, pero sus respuestas son
inconsistentes. Debido a que no buscan una consistencia en sus razonamientos.

Multi-estructural: 1dentifican al menos dos de las componentes descritas, pero o no las relaciona
o la manera de relacionarlos es incorrecta.

Relacional. Logran identificar cada una de las componentes descritas y las relacionan de manera

consistente.
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Cabe sefialar que hubo preguntas en que no todos los alumnos dan respuesta, por lo cual no se
pueden clasificar dentro de alguna de estos niveles. Para esta situacion se agrega la categoria “No

contestan”

Para analizar las respuestas de los alumnos utilizaremos la siguiente notacion “An” -n es un
niimero natural-, para referirnos al alumno y al nimero con el cual se le identifico en cada etapa
de la Actividad (ver los Anexos), por ejemplo el Alumno 3 se identifica con la notacion A3. El
numero que se le asignod a cada alumno corresponde al orden en que fueron entregando la

Actividad.

4.1.1. Primera etapa: El problema
En esta seccion presentamos las jerarquias obtenidos en la primera etapa de la actividad.
Planteamos las preguntas con sus componentes de respuesta pertinente. Asi mismo, presentamos

ejemplos de respuestas de cada nivel.

Pregunta 1. ;Crees que un trozo elegido al azar resulte contaminado?
(Si/No / No se puede saber)

(Por qué?

Componentes de respuestas pertinentes
a) Identifica la aleatoriedad
b) Identifica el porcentaje o probabilidad de los trozos contaminados

¢) Examina el conjunto que corresponde al evento objetivo o al complemento

Niveles de las respuestas y ejemplos
Esta pregunta tiene como finalidad identificar si los alumnos perciben la aleatoriedad en eventos
aleatorios o se basan sobre explicaciones deterministas o explicaciones causales. A continuacion

se presentan ejemplos de las respuestas de los estudiantes correspondientes a cada nivel.
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Uni-estructural (U):

A3: “No sé puede saber, porque es un evento al azar” (b)

A15: “No, el 20% de los trozos esta contamina x el 80% no, es mas probable que me salga uno
bueno”™ (b.)

A11: “Si, porque los trozos existen y por lo cual pueden ser elegidos sin saberlo” (c).

Multi-estructural (M):
A12: “Si, aunque el porcentaje de pescado contaminado es bajo, se corre con el riesgo de elegir

uno contaminado” (a y b)

Relacional (R):
A10 No sé, porque la probabilidad de que sea contaminado es algo baja pero no podemos

saber con certeza” (ay b)

A continuacion presentamos la distribucion de las componentes identificadas, en cada nivel para

poder observar si los alumnos percibieron la aleatoriedad:

Nivel de Razonamiento y Componentes

. Multi-estructural
Uni-estructural Relacional
3 4
8 7
. | 1 JE
6 3 | !
| 038
o |
4 i3 3 2 ab 0.6 l Jab
2 b
| 1
2 l 04 ac
| & 0 0.2
o e
ab 0
a b c ab ac
|

Figura 4.1.1.1 Frecuencia de las respuestas a P-1 por componentes
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Con esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes a la Pregunta 1.

Pregunta 1. Aleatoriedad
14

12

13

10 & NR
8
6 s U
4 ) o
2 1 0 %
0 -esssad S R

Figura 4.1.1.2. Frecuencia de las respuestas a P-1 por nivel jerarquico

En las Figuras 4.1.1.1 y 4.1.1.2, se observa que la mayoria de los alumnos (63%) se encuentran
en un nivel Uni-estructural, de los cuales el 75% respondieron esta pregunta por factores

causales.

La siguiente pregunta tiene como finalidad identificar si los alumnos conocen la inferencia mas

basica de la probabilidad “P(N)=1-P(C)”, o caen en algun sesgo.

Pregunta 2. Se denota con P(C) la probabilidad de que ocurra el evento C y con P(N) la

probabilidad de que ocurra el evento N. Indica los valores numéricos de ambas probabilidades:

a) P(C) = b) P(N) =

Componentes de respuestas pertinentes

a) Reconoce la presencia del azar

b) Identifica el porcentaje de los trozos contaminados

c) Los métodos utilizados para comunicar la probabilidad son correctos

d) Identifica que P(C)+P(N)=1
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Niveles de las respuestas y ejemplos
Esta pregunta tiene como finalidad identificar si los alumnos conocen la inferencia mas basica de
la probabilidad “P(N)=1-P(C)”, o caen en algun sesgo. A continuacion se presentan ejemplos de

las respuestas de los estudiantes correspondientes a cada nivel.

Uni-estructural (U):
Al: “P(C)=50% y P(N)=50%" (a).
Observamos que este alumno cae en el sesgo de equiprobabilidad, asignandoles la misma

probabilidad a eventos que no los son.

Multi-estructural (M):

A3: “P(C)=80% y P(N)=20%" (b, c y d).

A9: “P(C)=20 y P(N)=80" (b y d).

Los errores que se encuentran en este nivel, es que invierten la probabilidad de cada uno de los

eventos, 0 no expresan la probabilidad de los eventos con el lenguaje correcto la probabilidad.

Relacional (R):

A13: “P(C)=20% y P(N)=80%" (b, c y d).

A18: “P(C)=2y P(N)=28" (b, cy d).

En este caso los alumnos contestan correctamente ya sea expresando la probabilidad de los

eventos mediante porcentajes o mediante notacion decimal.
A continuacion volvemos a presentar la distribucion de las componentes identificadas en cada

nivel y poder observar si los alumnos caen en algun sesgo o calculan correctamente las

probabilidades:
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Nivel de razonamiento y Componentes

Uni-estructural Multi-estructural Relacional
25 2 7 6 12 10
2 6 10
| 5
1.5 ‘ & 8
4 @bd 6
1 { i 3 i bed
2 1 bd
0.5 1 2
0 0 0
a bd bd bed

Figura 4.1.1.3. Frecuencia de las respuestas a P-2, por componentes

Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes por nivel jerarquico.

Pregunta 2. Estimacidn de la
Probabilidad de los eventos de la
Distribucion de Bernoulli
15
10
: P
o 7 |
! U
. ) ! ‘ M
0 !
0 - : 2 i l., =R
P U M R

Figura 4.1.1.4. Frecuencia de las respuestas a P-2, por nivel jerarquico

Como se puede observar en las Figuras 4.1.1.3 y 4.1.1.4, la mayoria de respuestas de los alumnos
estan en un nivel Relacional (52%). Los alumnos de respuestas que se encuentran en un nivel
Multi-estructural, no identificaron la componente (c), y s6lo 2 alumnos que representan el 10%

de la poblacion del salon cayeron en el sesgo de equiprobabilidad.
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La siguiente pregunta sirve para identificar si los alumnos reconocen la variable aleatoria
binomial y si utilizan su intuicion para estimar una probabilidad subjetiva o caen en alglin sesgo

como el de equiprobabilidad.

Se saca una muestra aleatoria de dos trozos de pez espada. Considera la variable X,
definida como sigue:

Xz = El numero de trozos contaminados en una muestra de 2 trozos de pescado

Entonces los eventos {X,=0}, {X,=1} y {X,=2} significan:

{X2=0} = Ningun trozo de la muestra esta contaminado

{X2=1} = Un trozo de la muestra esta contaminado

{X2=2} = Los dos trozos de la muestra estan contaminados

¢Cual es la probabilidad de cada evento? Escribe en la siguiente tabla la probabilidad que

creas que tiene cada evento:

Evento Probabilidad

P({X,=0})=

P({Xs=1})=

P({X;=2})=

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica eventos mas y menos probables

b) Identifica la forma de la distribucion

c¢) Los métodos utilizados para comunicar la probabilidad son correctos

d) Identifica la distribucion P(X;=x) >0, y P({X; = 0}) + P({X, = 1}) + P({X, =2})=1
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Niveles de las respuestas y ejemplos
Se trata de observar si los alumnos identifican la variable aleatoria X, sus valores y realizan una
estimacion de su probabilidad o caen en algin sesgo. A continuacion se presentan ejemplos de las

respuestas de los estudiantes correspondientes a cada nivel.

Pre-estructural (P):

Ad: “P({X; = 03)=0/20, P({X; = 1})=1/20 y P({X; =2})=2/20"

El alumno identifica los valores de la variable y el porcentaje de pescados contaminados,
relacionando estos de manera incorrecta.

AS5: “P({Xz = 0})=25% .25, P({X2 = 1})=50% .5 y P({X; =2})=100% 1”

Al1S : “P({X; = 0})=5, P({X: = 1})=1 y P({X; =2})=5"

Multi-estructural (M):

A13 : “P({X; = 0})=80%, P({Xz = 1})=10% y P({X; =2})=10%" (a, c y d)
Al4 :“P({X; = 0})=280, P({Xz =1})=.10 y P({X; =2})=.10" (3, c y d).

A8: “P({X; = 0})=30, P({Xz = 1})=.50 y P({X; =2})=.20" (b, c y d).

Observamos que en este caso los alumnos intuyen eventos mas y menos probables, ya sea
inducida por la probabilidad de los eventos de la Distribucion de Bernoulli, o por la forma de
Distribuciones que conocen —Normal-. A continuacion presentamos como se distribuyeron las

componentes identificadas, en cada nivel (Figura 4.1.1.5):

Nivel de razonamiento y Componentes

Multi-estructural

3 w@acd
bed

O-NWApUONONO

acd bed

Figura 4.1.1.5. Frecuencia de las respuestas con respecto a la variable binomial

75



Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

A pesar de que un 47% de los alumnos no identifican la variable aleatoria y relaciona los datos de
manera inconsistente, el resto de los alumnos intuyen la forma de la distribucion utilizando, ya
sea la probabilidad de los eventos simples de la variable de Bernoulli (36%) o la informacién que
conocen respecto a la distribuciones —forma de la distribucion Normal- para acomodar sus datos

(15%), (Figura 4.1.1.6).

Estimacion de la Probabilidad de
los eventos de una Distribucion
Binomial
12 10
10 9
8 > @p
6 u
4 M
. 0 0 R
0
P U M R

Figura 4.1.1.6. Frecuencia de respuestas por nivel sobre la estimacion de la probabilidad de los eventos de
una distribucion binomial.

En la siguiente pregunta tratamos de identificar si los alumnos tienden en secuencias cortas a
crear patrones (recencia negativa) y como distribuyen los valores que toma la variable aleatoria

binomial.
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Una muestra se puede representar mediante una pareja, de C* y N°, por ejemplo, CN
significa el evento de que el primer trozo estd contaminado y el segundo no esta
contaminado. En este caso ocurrio el evento {X,=1}

Si se repite la experiencia anterior 30 veces (es decir, se sacan 30 muestras aleatorias),
escribe en la tabla una secuencia de posibles resultados para las 30 muestras (Por
ejemplo si la primera muestra fue NN, se indica como en la primera columna como se ve
en la tabla; en este caso el valor de la variable es 0, que se indica en la ultima fila) Llena
las otras 29 columnas con posibles resultados de las muestras y los valores de la
variable:

Muestra |1 |2 (3 (4 |5 |6 {7 |8 |9 |10|11 |12 |13 |14 15

ozl z

X,

Muestra | 16 | 17 [ 18 [ 19 {20 {21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 {29 |30

Xz

Componentes de respuestas pertinentes

a) El numero de rachas esta entre 11y 18

b) La longitud de la racha (N, N) mas grande del evento mas frecuente esta entre 4 y 9

c¢) Considera la frecuencia del evento mas probable (N, N) (17< P(X=0) <22)

d) La no presencia de patrones deterministicos

e) Relaciona los eventos simples obtenidos en cada muestra con los valores que puede tomar la
variable aleatoria, correctamente.

f) Consideran la frecuencia estimada de los eventos P({X2 = 0}), P({X; = 1}), P({X; =2})
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Uni-estructural (U):
A12, construye su tabla con un total de rachas igual a 20, la longitud de la racha mas larga del evento NN es 1y la frecuencia del

evento esta en 4, lo cual no pertenece a los intervalos dados. También observamos la presencia de patrones de regularidad y que solo

logra identificar la variable aleatoria (€).

10 19(20121(22(23

Muestra

Xz

A3, construye una tabla con un total de rachas igual a 15, la longitud de la racha mas larga del evento NN es 6 y su frecuencia es 20,

que pertenecen a los intervalos dados. Logra identificar la variable aleatoria, pero los datos los obtuvieron mediante simulacion fisica,

por lo cual se considera que identifican solamente la Gltima componente (e).

Muestra [1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15]|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28(29|30
N|NN[N|INN[N|IN|INININ|IN|N|N|NIN|N|N|N|N|NIN|N|N|N |N|N|N|N|N
N[NIN|INININ|C|NIN|IN|C|CININ|C|C|INININ|C|N|C|N|N|C|C|N|C |N|N

X, 0 (0 (0|0 (0[O |1 |0 OO |L |L |00 {1 |1 [0]0 (0|1 [0 |1 (OO (L |1 {0 |1 (OO0

En este caso son tres alumnos que generan mediante simulacion esta Tabla.
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

adelante, cuando se le pregunta si esperaba que el Histograma de estos datos fuera asi, una relacion entre las probabilidades que estimo
y los datos generados: A10:“Si porque al dar la probabilidad me di la idea de como quedaria y por los datos que resultados”

Lo anterior nos permite confirmar que utilizo la tabla que el estimo de probabilidades de los eventos (e).

Muestra |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10(11{12(13|14(15|16(17|18|19|20(21|22|23|24(25|26(27(28(29(30
NIN|(C[N|C|C|C|CINININ|C|NIN[C|C|C|N|CININ|NN|C|N|C|C|N|N|N
N|ININ[C|C|CIN|IN|CIN|CIN|IN|N[C|C|N|N|C|NIN|N|C|N|C|C|C|N|C N

X, oo v 1|22 L1 0 {rjr{o o {212 (1L |0 [2 |0 [0 O [L |1 |} [2 ]2 (0 {1 |0

Relacional (R):

El Alumno A13, construye la tabla con un total de rachas igual a 12, la longitud de la racha mas larga del evento NN es 5, y estos
valores corresponden a los intervalos dados para cada uno de los casos. No observamos la presencia de patrones de regularidad,
identifica la variable aleatoria (a, b, d y €), y aunque no toma en consideracion la frecuencia del evento NN, si toma la frecuencia
estimada en la tabla anterior para construir las muestras, lo cual observamos mediante su argumento:

A13: “Con base en las probabilidades de todo el pescado”

Muestra [1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 (9 |10({11{12]|13|14|15|16|17|18|19(20(21|22|23|24[25(26(27(28(29|30
NNINININININ(C|IN|INININININ[C|N|N|N|N[N[N|N|N|N|C |N|N (N |N
NININ|INICIN|IN|C|NININ|IN|N|C|CIN|IN|N|N|C|N[N|[N|N|C|N|N NN

X, g 10 (00|10 (T (0|6 (20 (C|D (&[0 1f2 |0 0|0 0L (0|0 |80 (2 866 [0]6
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

En esta pregunta no se buscaba que los alumnos generaran una tabla con todas las componentes

descritas anteriormente, sino principalmente observar los mecanismos que utilizan para generar

las muestras. Contrario a lo que suponiamos de encontrar una mayoria de alumnos buscando

patrones, solo 3 de ellos lo hicieron (17%), 6 utilizaron la tabla generada anteriormente (35%), y

la mayoria de los alumnos no reconocié6 qué informacion utilizar para generar la muestra,

centrandose en las componentes a, e y d (47%) (Figura 4.1.1.7). No consideramos los alumnos

que utilizaron simulacion para sacar los porcentajes.

El siguiente paso es observar si los estudiantes saben construir una tabla de frecuencias a partir de

los datos obtenidos, reconociendo el evento y su frecuencia.

Gon base en la tabla determina la frecuencia de los eventos {X,=0}, {X,=1}, {X;=2}

Evento

Frecuencia

Frecuencia
Relativa

{X:=0}

X=1)

{Xo=2}

-

~

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica la frecuencia de cada evento con respecto a la tabla generada

b) Calcula la frecuencia relativa

c¢) Los métodos utilizados para comunicar la probabilidad son correctos

d) Identifican: P({X, = 0}) + P({X; = 1}) + P(§X; =2})= 1

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):

El Alumno A5 da frecuencias que son inventadas con respecto a la tabla que generd (ver

Anexos).
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Frecuencia
{ X2=0 } { X2=1 } { X2=2 }
14 15 16

Uni-estructural (U):

Es el caso del Alumno A13 que sélo identifica la frecuencia de los eventos pero no identifica la

frecuencia relativa y da la frecuencia acumulada.

Frecuencia Frecuencia Relativa
{X2=0} {X2=1} {X2=2} | {X;=0} {X2=1} {X2=2}
HI oI HH

IT I1 26.8 289 30
HHHHI

Multi-estructural(M):

En este caso el Alumno A9 solo identifica las frecuencias relativas (b) de los eventos.

Frecuencia Frecuencia Relativa
{X2=0} |{X>=1} {X2=2} [{Xe=0} |[{Xx=1} [{X:=2}
8/30 13/30 9/30 26 43 3

EIl Alumno A7 identifica las frecuencias de los eventos pero el calculo de la frecuencia relativa es

incorrecto (a, by c).

Frecuencia Frecuencia Relativa
{X2=0} X1} {X2=2} {X,=0} {X,=1} {X2=2}
1 19 10 .16 .6 3
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Relacional (R)

El Alumno A17 logra identificar correctamente cada una de las componentes mencionadas (a, b,

cyd)

Frecuencia Frecuencia Relativa
{X2=0} [{Xe=1} |[{Xo=2} |{X:=0} |{Xo=1} {Xo=2}
9 13 8 9/30=3 |13/30=43 |8/30=.26

Otra respuesta correcta la da el Alumno A22

Frecuencia Frecuencia Relativa
{X,=0} {X=1} {X2=2} {X2=0} {X2=1} {X2=2}
24 3 3 .80 .10 .10

Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes (Figura 4.1.1.9).

Calculo de las frecuencias

14
12
12
10 - T
6 i U
4 3 E M
{ 2 ‘
2 - 1 1 4R
k
0 P e

Figura 4.1.1.9. Frecuencia de las respuestas por nivel, respecto al calculo de las frecuencias

. " . ...5
La mayoria de los alumnos contesto haciendo una transnumeracion” de los datos generados en la

Tabla anterior a una Tabla de frecuencias.

5 Transnumeracion: es formar y cambiar de representaciones de datos, para llegar auna mejor comprension de un sistema. (Wild &
Ptannkuch, 1999)
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Con la siguiente pregunta se pretende analizar si los alumnos consiguen realizar una

transnumeracion de la Tabla de Frecuencias a un sistema grafico.

[ Realiza el histograma correspondiente a la distribucion de sus frecuencias relativas:

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica el evento y ubica su frecuencia en los ejes correspondientes de la grafica
b) Realiza el grafico correcto para describir los datos (Grafica de Barras)

c) Identifica la forma de la distribucion

d) El area del histograma es igual a 1

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):
El alumno A13 tiene problemas en identificar la frecuencia relativa de los eventos y la confunde

con la frecuencia acumulativa.

Histograma

Iy
|

POoBRLOO

Frecuencia
Relativa

Evento

Uni-estructural (U):

El alumno AS realiza una grafica de Barras (b), aunque sus datos son incorrectos.
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Histograma

Frecuencia

Evento

Multi-estructural (M):

El alumno A7 quien realiza una grafica de Barras pero comete un error al calcular la frecuencia
del evento X,=0 (a, b y c).

Histograma

Frecuencia
Relativa

Evento

Relacional (R):
El caso del alumno Al4 identifica las componentes mencionadas y logra relacionarlas

correctamente.

Histograma

Relativa
o i
¥ [

Frecuencia
coon
LTV SURV I BN -]

oo
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El caso del alumno A12, semejante al anterior.

Histograma

C Jos
§ o
J =06
g @08 \\
re 0 :

2 A

o1 15T "'—"‘——]‘

0

N 3
Evento

Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes.

Elaboracién del Histograma de
Frecuencias !

L 14

P12 |
; @NR |
i 10 - ‘
i 8 P
6 !
: U
{44 2
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Figura 4.1.1.10. Frecuencia de las respuestas con respecto a la elaboracion del histograma

Se observa que 13 alumnos que representan un 68%, logran realizar esta transnumeracion

correctamente (Figura 4.1.1.10).
4.1.2. Segunda etapa: Simulacion fisica utilizando una urna con canicas de colores

Presentamos a continuacion la actividad propuesta en esta etapa, asi como los resultados

obtenidos y su analisis.
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

(Qué entiendes por simulacion de una experiencia aleatoria?

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica la correspondencia entre dos experimentos aleatorios diferentes

b) Identifica una correspondencia uno a uno entre los eventos simples de cada experimento
Ejemplo: Numero de Eventos simples, sus probabilidades-.

c) Identifica la facilidad de operar con el segundo experimento —experimento de la simulacion-.
d) Utilizacion de la informacion obtenida en el segundo experimento para hacer inferencias sobre

el primero.

Niveles de las respuestas y ejemplos

Uni-estructural (U):

El alumno A6 confunde la simulacién con el muestreo

AG6: “Que se eligen ciertos trozos para ver cudl seria la probabilidad de que alguien lo saque”
Y ala pregunta ;qué informacion es relevante para realizar la simulacion? responde

A6: “Poner todo correcto, en este caso seria 20% contaminado y 80% no contaminado”

El alumno ha identificado los eventos simples y sus probabilidades del experimento (b).

Multi-estructural(M):

El alumno A7 identifica la utilizacion de otra experiencia aleatoria para obtener informacion de
ésta.

A7: “Es experimentar algo para que arroje un resultado”

A pesar de que la expresion “experimentar algo” no es precisa, cuando se le pregunta como
puede simular este experimento responde

AT7: “Con canicas”

Identificando por lo tanto una correspondencia entre dos experimentos y la utilizacion de los
resultados de la simulacion para obtener informacion (a y d). A la pregunta ;qué debe considerar

para realizar la simulacion? Responde:
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

A7: “Se debe considerar el 20% de los trozos contaminados”

Identificando los eventos simples y sus probabilidades del experimento para realizar la
simulacion (b).

Sin embargo cuando se le pregunta: ;como podria simular el experimento?, responde:

A7: Porque solo es una simulacion no importa con que

Esta respuesta nos indica que no identifica que la simulacion es una experiencia aleatoria que
facilita la realizacion de operaciones en ella y por lo cual es importante seleccionar elementos que

faciliten su realizacion.

El alumno A9 identifica a la simulacion como otra experiencia aleatoria, donde en ella es mas
facil realizar un muestreo

A9: “Que es como hacer la muestra pero no necesariamente con los mismos recursos, es como
un ejemplo”™

Identificando la correspondencia entre dos experiencias aleatorias —el experimento y la
simulacion- y destaca el hecho de que en la simulacion es mas facil realizar un muestreo (a y c).
Cuando se le pregunta ;como podria simular el experimento? responde

A9: “Se puede realizar con canicas o papelitos blancos (no contaminado) y negro
(contaminado)”

Este alumno identifica una correspondencia entre los eventos simples de cada experiencia
aleatoria pero descuida un aspecto importante como es la probabilidad de cada uno de estos
eventos (b), cuando se le pregunta ;Por qué con papelitos? — menciona:

A9: “Es mas facil que conseguir tantas muestras de pez espada”

Destacando de nuevo la componente (c)

Relacional (R):

Una respuesta dentro de este nivel es la que da el alumno A8, quien responde

A8: [Una simulacion es] comprobar el experimento con otros elementos

Identificando la relacion entre dos experiencias aleatorias. Cuando se le pregunta como podria
realizar la simulacion menciona

A8: se puede realizar con canicas o pelotas de colores.

Cuando se le pregunta ;Por qué? responde
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

A8: Se pueden poner 2 pelotas rojas y decir que esos son los pescados contaminados y 8 pelotas
azules representando los pescados NC (b),

También menciona

A8: Los resultados son relevantes pero no es seguro que vaya a pasar

Destacando la utilizacion de los resultados de la simulacion para realizar inferencias (d)

Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes (Figura 4.1.2.1).

Nivel de razonamiento y Componentes
Uni-estructural Multi-estructural Relacional
3.5 :
) 3 4 . 2
2
2.5 3 - |
2 Ha 1.5 | &
ab i
1.5 1 b ; £ 1 j abed
1 abc - |
‘ o
0.5 ;’ -
0 ' 0
a b ac ab abc abd abced

Figura 4.1.2.1. Frecuencia de las componentes con respecto a la simulacion

En la siguiente grafica se muestra la distribucion de respuestas de los estudiantes (Figura 4.1.2.1))

Comprension del significado de

Simulacion

12 11

10
8 22 P
6 4 u
4 2 M
0 1 :
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Figura 4.1.2.2. Frecuencia de las respuestas con respecto a la simulacion
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Capitulo 4. Anlisis de los Resultados y Conclusiones

La mayoria de los alumnos se encuentran en un multi-estructural logrando identificar la

correspondencia entre dos experimentos aleatorios diferentes y sus eventos simples (Figuras

4121y4.122).

Después de preguntarles qué entendian con respecto a una simulacion, la siguiente pregunta esta

relacionada al calculo de la probabilidad mediante el concepto de probabilidad clasica.

@ra obtener una muestra del experimento podemos realizar una simulacion fisica, con una

urna, si consideramos los eventos:

B = La extraccion de una canica blanca
N = La extraccion de una canica negra,

a) P(N) =

urna con 4 canicas blancas y 1 negra, realizando en cada experimento dos extracciones de la

y P(B) la probabilidad de que ocurra el evento B y con P(N) la probabilidad de que ocurra el
evento N. Indica los valores numéricos de ambas probabilidades:

b) P(B) = /

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica los casos favorables y los casos posibles

b) Los métodos utilizados para expresar la probabilidad son correctos

c) Identifica que P(C)+P(N)=1

Niveles de las respuestas y ejemplos

Multi-estructural(M):

El alumno A10 invierte las probabilidades de cada uno de los eventos simples, es decir, las

confunde.

P(N)

P(B)

.80

.20
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e T P e e o e e ]

El alumno A16, quien no expresa de manera correcta las probabilidades.

Relacional (R):

El Alumno A2, donde relaciona el nimero de casos favorables entre los posibles
P(N) P(B)
1/5 4/5

El Alumno A9 quien expresa la probabilidad de manera decimal

P(N)

P(B)

20

80

P(N)

P(B)

.20

.80

El Alumno AS quien expresa la probabilidad en porcentajes

P(N)

P(B)

20%

80%

Presentamos en esta seccion de la actividad, la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes (Figura 4.1.2.3).

Calculo de las probabilidades

14 13

12

10 P
5 U
6 4
4 M
2 0 0 R
0

P U M R

Figura 4.1.2.3. Frecuencia de las respuestas relacionadas al calculo de las probabilidades de los eventos
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Como se puede observar, todos los alumnos emplearon el concepto de probabilidad clasica para
calcular la probabilidad, los errores que se presentaron fueron al confundir las probabilidades

respectivas de cada uno de los eventos.

La siguiente pregunta tiene como finalidad identificar si los alumnos son capaces de generar otras

simulaciones con respecto al problema.

Qué opinas con respecto a esta simulacion consideras que es correcta, podria haber otra

composicion de la urna, ;Cual?

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica otros experimentos aleatorios equivalentes al anterior

b) Identifica la correspondencia entre las probabilidades de la simulacion y el problema
planteado.

c) Identifica la correspondencia entre los eventos simples de la simulacion y el problema

planteado

Niveles de las respuestas y Ejemplos

Pre-estructural (P):
Un ejemplo es la respuesta del Alumno AS, que contesta dando un ejemplo de un evento simple
que puede tomar la variable aleatoria

AS: “Xy: NN”

Uni-estructural (U):
La respuesta del Alumno A15 que da otra composicion de la urna utilizando un razonamiento
proporcional (c).

A1S5: “que sean 2 no contaminados es correcto”
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Multi-estructural(M):

El alumno All da otro ejemplo de otra composicion de la urna utilizando un razonamiento
proporcional, manteniendo una correspondencia entre las probabilidades de la simulacion y el
problema pero no los relaciona con los eventos simples (a y b).

Al1: “si es correcta pero podria haber otra composicion 8y 2”

Relacional (R):

El alumno A1 da otro ejemplo de la composicion de la urna relacionando los eventos simples y
sus probabilidades.

Al: “Con 2 canicas negras 'y 8 blancas”

Al igual que el alumno A8 que menciona como podria generar otra composicion de la urna.

A8: el aumento de 4 canicas blancas y una negra”

La siguiente grafica muestra la distribucion de respuestas de los estudiantes.

Generacion de experimentos

Aleatorios

12 11

10 -
8 “p
6 4 U
% ! M
2 - 1 1 |
0 | SEESE ki ‘ R

P U M R

Figura 4.1.2.4. Frecuencia de las respuestas relacionadas con la generacion de experimentos aleatorios

Como se muestra en los resultados anteriores los alumnos tienen dificultades en generar otros

experimentos aleatorios.

La siguiente pregunta esta relacionada, con el reconocimiento de la variable aleatoria binomial,

mediante la simulacion fisica.
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Si repites la experiencia anterior 30 veces (es decir, se realizan 30 veces el experimento de
sacar dos canicas de la urna), escribe en la tabla la secuencia de resultados para las 30
muestras.

Muestra 1 2 3 4 S 6 |7 8 9 10 11 12 13 14 15
lera
Extraccion

2nda
Extraccion

X3

Muestra 16 17 18 19 20| 21 22 23| 24| 25 26 | 27| 28| 29 30
lera
Extraccion
2nda
Extraccion
X

Componentes de respuestas pertinentes

a) La tabla generada se obtuvo mediante la simulacion fisica— la frecuencia y la longitud de la
racha del evento (X;=0), y el nimero de rachas estan dentro de los intervalos de confianza
mencionados en la seccion “Descripcion del Instrumento”-.

b) Relaciona los eventos obtenidos en cada muestra con valores que puede tomar la variable
aleatoria.

c) Identifica correctamente la variable aleatoria.
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):
A pesar de que alumno A6 asigna a cada muestra de la tabla su valor correspondiente con la variable aleatoria, al parecer su tabla no es

generada de manera aleatoria, ya que el nimero de rachas de su tabla es 8 y la frecuencia del evento X,=0 es 23, que no pertenecen a

los intervalos de confianza dados, ni aun en el intervalo del 90% (Seccion 3.3.2).

Muestra |1 [2 |3 [4 [5 |6 |7 |8 |9 [10|11|12|13|14|15]|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28(29|30
NININIB(B/B/B|IN|IN/B|/B/B/B|/B/B/B|B/B|B|B(B|B|B|B|B|B|B|N|B|B
B/B/B/B/B/B/B/[B/B/B/B/B/B/B/B/B/B/BN|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B

X5 1{1j{tfofofofof1 (1|00 ]|0|O|O]|O|O|O]|O |l |O]|O|O (O |O]|O |O|O |l |O|O

Este alumno en la primera etapa de la Actividad fue uno de los pocos cuya tabla fue generada de manera correcta para construirla el
toma coma aspecto fundamental la probabilidad del evento mas frecuente (X,=0), pero esta probabilidad la relaciona con la
probabilidad de el evento simple “Pescados no contaminados”

AG6: “Como el 80% esta contaminado 24 muestras aleatorias son no contaminados el 10% que es contaminados va solo 3 veces e igual
los 2 contaminados”

En esta parte de la actividad parece que esto de nuevo lo retoma para generar su tabla, centrandose solamente en el evento mas

probable, relacionandolo con la probabilidad del evento simple.
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las respuestas de los estudiantes

Generacién de muestras aleatorias
mediante la simulacién

14 2

12 ,

10 P
8 ﬁ
6 U
4 - . 3 | M
2 0 "
R |

P U M R

Figura 4.1.2.5. Frecuencia de las respuestas relacionadas con la Generacion de muestras aleatorias mediante simulacion fisica
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Capitulo 4. Anlisis de los Resultados y Conclusiones

La siguiente pregunta analiza si los alumnos son capaces de realizar una transnumeracion de la

Tabla anterior, a una Tabla de frecuencias.

G base en la tabla determina la frecuencia de los eventos {X,=0}, {X;=1}, {Xz=2}}

resume la informacion de la tabla anterior en una tabla de frecuencias y construye un
Histograma de la frecuencia relativa.
. Frecuencia
Evento Frecuencia .
Relativa

{X2=0}

{X2=1}

{X2=2}

N

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica la variable aleatoria
b) Identifica la frecuencia de los eventos
c¢) Calcula la frecuencia relativa

d) Los métodos utilizados para expresar la probabilidad son correctos
Niveles de las respuestas y ejemplos
Multi-estructural (M):

En la respuesta dada por el Alumno A16 se observa que debido a que la frecuencia del evento

X5=3 es 0 no escribe ni su frecuencia ni la frecuencia relativa de este evento.

Frecuencia Frecuencia Relativa
{X,=0} {X=1} {X,=2} {X,=0} {X=1} {X=2}
21 9 Vi 3
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Relacional (R):

La respuesta dada por el Alumno Al
Frecuencia Frecuencia Relativa
{X2=0}  [{X=1} {X2=2} {Xe=0} |{X=1} |{X:=2}
20 6 4 66 2 13

Otro ejemplo de respuesta de nivel relacional es la que da el Alumno All, que a pesar de

confundir los eventos de la variable X; asignandoles diferentes probabilidades, elabora su tabla

correctamente.
Frecuencia Frecuencia Relativa
{Xo=0} [{Xo=1} [{Xe=2} [{Xz=0} |[{X;=1} |{X:=2}
0 11 19 0 .36 .63

Obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las respuestas de los estudiantes.

Calculo de las Frecuencia de la

variable X,
14 =
12 i
10 [ P
8 i
6 4 o
4 M
2 0 0
R
0
P u M R

Figura 4.1.2.6. Frecuencia de las respuestas relacionadas a la frecuencia de la variable X,

Como ocurrid6 en la seccion anterior, los alumnos logran realizar correctamente esta
transnumeracion y solo se equivocan al no considerar el evento X,=2, porque su probabilidad en

sus muestras generadas es “0”.
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La siguiente pregunta analiza si los alumnos son capaces de realizar una transnumeracion de la

Tabla anterior, a un sistema Grafico.

[ Realiza el histograma correspondiente a la distribucion de sus frecuencias relativas:

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica el evento y su frecuencia correctamente en la grafica

b) Realiza el grafico correcto para describir los datos (Una grafica de Barras)

c) Identifica la forma de la distribucion

d) El area del histograma es igual a 1

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P:

El caso del alumno AS quien vuelve a confundir la frecuencia relativa con la frecuencia

acumulativa.

Frecuencia
Relativa

Uni-estructural (U):

El alumno A7 quien identifica el evento con su frecuencia correspondiente, pero no realiza la

grafica que se le pide (a).

Histograma

Evento
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-

e

Frecuencla
Relativa
CGHooon
L aEoRR,
g

*
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|

OPO o
~
|

I

© i

Evento

Multi-estructural(M):
El alumno A17 que realiza el grafico correcto para los eventos donde la variable toma los valores
X,=0y 1, sin embargo como la probabilidad del evento X,=2 es 0 el alumno no lo ubica en la

grafica (b, c y d).

Histograma

IR

Relativa

VNS G O

Frecuencia
ot R F et vl

Eventa

Otro ejemplo similar pero ahora con el evento X,;=0 es el que comete el alumno A15

Histograma

“Frecuencia !
Relativa
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Relacional (R):

El caso del alumno A14 que logra relacionar correctamente cada una de los componentes (a, b, ¢
y d)

| Histograma i
2 n T - —
v > e —— - — —_——

5 = e 5 - S

S s ————

T R W 2

- o~

: Ry = ==
Evento

El caso del alumno A4 también realiza su grafico de manera correcta relacionando

correctamente cada una de las componentes (a, b, ¢ y d).

Histograma

Frecuencla
Relativa

POOOOOROO

CEER PRV Ny SR
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La siguiente grafica muestra la distribucion de las respuestas de los estudiantes por niveles

jerarquicos.

Elaboracién del Histograma de
Frecuencias

15
10
10 AP
5 u
5
1 1 M
0 - i R
P U M R

Figura 4.1.2.7. Frecuencia de respuestas referentes a la elaboracion de un histograma de frecuencias

En este parte del problema de nuevo la mayoria de los alumnos consigue realizar esta

transnumeracion de un sistema numérico a una tabla.

La siguiente pregunta tiene como objetivo identificar si los alumnos conocen la concepcion

frecuencial de la probabilidad.

Calcula las probabilidades de los eventos con respecto a lo que obtuviste:

P(X,=0) = P(Xy=1)= P(Xy=2) =

Componentes de respuestas pertinentes

a) A cada evento le relacionan una probabilidad

b) Relacionan la frecuencia relativa como una estimacion de la probabilidad de los valores que
toma la variable aleatoria X,

¢) Los métodos utilizados para comunicar la probabilidad son correctos

d) Identifica que P({X; = 0}) + P({Xz = 1}) + P({X, =2})=1
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Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):
Un ejemplo de este nivel de respuestas es el que da El Alumno A10 que relaciona de manera

incorrecta el nimero de canicas blanca (4) y el nimero de canicas negras (1) con el total de las

muestras.

P(X;=0) = |P(X=1) |P(Xs=2)=
N/N=0 |B/N=4/30 |1/30

Multi-estructural(M):
El alumno AS relaciona la frecuencia relativa con la probabilidad y la escribe de manera correcta
al igual que obtiene que P({X; = 0}) + P({X, = 1}) = 1, sin embargo no asigna ninguna

probabilidad al evento X,=0, porque su frecuencia es 0.

P(X2=0) = P(X2=1) P(X2=2) =
13 26

Relacional (R):

El alumno A1 que logra relacionar de manera correcta cada una de las componentes

P(G=0) = |P(X=1) |P(Xz=2)=
66 20 13
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M

Obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las respuestas de los estudiantes.

Célculo de las probabilidades de Ia
Distribucién Binomial

15

12
10 i WP
! u
5 3 2 |
0 M
e R
P U M R

Figura 4.1.2.8. Frecuencia de las respuestas referentes al calculo de las probabilidades de eventos de una
distribucion binomial generados mediante simulacién fisica
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4.1.3. Tercera etapa: Simulacion con Fathom

Finalmente, en esta seccion analizamos el problema “El pez espada” mediante la simulacion

computacional. Presentamos a continuacion los resultados obtenidos.

Iniciamos esta seccion con el analisis de la pregunta referente a la generacion de la variable

aleatoria de Bernoulli, mediante la simulacion computacional.

-

Pez Espada

Primer_Trozo

Segundo_Trozo

Trozos_Contaminados

5

random <0.2)

‘%0

#:Crandom <0.2; J }[Primer_Troza + Segundo_Trozo
off ¢ [ 2

Explica que realiza la formula que aparece debajo del atributo “Primer Trozo”

Componentes de respuestas pertinentes

a) Conocen que realizan las funciones que componen la formula

b) Da una descripcion de lo que realiza la formula.

¢) Relaciona la formula con la simulacion de elegir un pescado contaminado.

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):

Un ejemplo es la respuesta del alumno A20.

A20:“En general, establece las cantidades que se buscan”

Y cuando se les preguntd que realizan las funciones random e if menciona

A20: “/la funcion random es| la que ayuda para encontrar la cantidad con respecto al primer

trozo” .

A20:“/la funcion if] abre la ultima llave, para ingresar otros datos y permite otro tipo de

formula”
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La respuesta del alumno A10 es otro ejemplo de este nivel.

A10: “que la condicion es menor que 0.2

Y cuando se les preguntd que realizan las funciones random y if menciona

A10: “[la funcion random es] la Variable aleatoria”

A10: “/la funcion if] que se cumpla la funcion”

El hecho de que no comprenden lo que realizan las funciones, a los alumnos les impide

comprender la formula que aparece abajo del atributo “Primer_Trozo”

Uni-estructural (U):

La respuesta del alumno A1 con respecto a la formula.

A1: “Da un valor a la variable que puede ser 0y I”

La limitacion de su respuesta se ve relacionada de nuevo con respecto a lo que conoce de las
funciones if y random

A1l: “[la funcion if] es una condicional si se cumple la formula realizara valorizacionen 0y I”
Al: “[la funcion random] tomara variables aleatoriamente mayor a 0.2=1 y menor a 0.2=0
Este alumno tiene una mayor comprension de lo que realiza la funcion if y esto se refleja en la

respuesta correspondiente a lo que realiza la formula.

Multi-estructural(M):

La respuesta del alumno A4 que considera aspectos muy importantes de cada una de las
funciones pero la manera de relacionarlos esta limitada.

A4: “Si random es menor de 0.2 nos tendria que dar 1 0 0"

Su respuesta se ve relacionada de nuevo con respecto de lo que conoce de las funciones if y
random

A1: “[la funcion if] es una condicional y dependiendo de una variable se aplica o no”

Al: “[la funcion random] va a elegir aleatoriamente del cero al uno”
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Obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las respuestas por nivel jerarquico

de los estudiantes.

Comprension de la Generacion de
los eventos de Bernoulli, con

Fathom
13
15 p
10 5 i
5 2 0
0 M
P U M R R

Figura 4.1.3.1. Frecuencia de las respuestas para la generacion de los eventos de bernoulli

En esta parte de la actividad observamos que los alumnos tienen dificultades para poder

comprender la simulacion generada para un experimento relacionado a la variable de Bernoulli.

La siguiente pregunta esta relaciona con el analisis de la comprension de la variable binomial,

mediante la simulacién computacional

Pez Espada

Primer_Trozo Segundo_Trozo Trozos_Contaminados 2

‘ " 1. B Trozo + Se o_Troz
< random 3 <0237 it (random ¢ ) <0.2;/ }|Primer_Trozo gunde_Trozo
0

Explica que realiza la formula que aparece debajo del atributo “Trozos Contaminados”

L /

Componentes de respuestas pertinentes
a) Identifica las componentes de la funcion —Los Atributos-.
b) Dan una descripcion de lo que realiza la formula.

¢) Relaciona la formula con la variable aleatoria X, -numero de trozos contaminados-.
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Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):
Un ejemplo es la respuesta del alumno A20 que relaciona la variable —atributo- con la
probabilidad de sacar un trozo contaminado.

A20: “la probabilidad de encontrar un pedazo contaminado”.

Multi-estructural (M):

La respuesta del alumno A4 identifica las componentes que integran la funcion —atributos- y da
un explica de lo que realiza la funcion —sumar los valores de estos atributos- pero se equivoca al
no comprender lo que representan cada una de las componentes de esta formula.

A4: “suma las probabilidades de que el primer y segundo trozo estén contaminados o no”

Relacional (R):
La respuesta del alumno A4 que relaciona correctamente cada una de las componentes.
A4: “Nos explica que al momento de sumar el primer trozo y el segundo, me dara el nimero

total de trozos contaminados”

Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes.

Comprension de la Generacion de
los eventos de la Distribucién X, en

Fathom
15 -

9 P

10
. U
I 0 M

0
P V) M R R

Figura 4.1.3.2. Frecuencia de las respuestas relacionadas con la comprension de la Generacion de los
eventos
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En esta caso el nivel de comprension de los alumnos mejora, un analisis de lo anterior se realiza

en la siguiente seccion.

La siguiente pregunta consiste en identificar si |

que representa frecuencias y frecuencias relativas.

os alumnos logran distinguir entre una grafica

En la parte superior derecha del grafico cambia la opcion de “Dot Plot™ por la de

“Histogram™ y aparece una grafica similar a

Pez Espada

la siguiente:

_Hstogram 5!

£ 8

S

10
=4
3

Fraquency at
Trozos_Contaminados

"
2
3

3
8

u

0

1
irozos_Contamunados

2 2

2

ez

Selecciona el Grafico, de “Trozos Contaminados” ve al menu principal, da clic

sobre “Graph” luego selecciona “Scale” y por ultimo “Relative Frequency”

Hetogram &)

Reatve Frequency of
Trozes Contsminadas

. Qué diferencia hay entre este grafico y el an

2

Trozos_Contarmnados

terior?

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica que las graficas representan las frecue

ncias que toma la variable aleatoria X,

b) Identifica el cambio de escala en el eje de frecuencias

c) Identifica que la forma de la grafica es la misma

d) Identifica cada una de las graficas —frecuencia y
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Niveles de las respuestas y ejemplos

Uni-estructural (U):

Un ejemplo es la respuesta del alumno A4 que sélo logra identificar que las graficas representan
frecuencias pero no logra identificar cual representa cada una(a).

A4: En la primera tabla nos muestra la frecuencia relativa y en la segunda su frecuencia

Otro ejemplo similar es la respuesta del alumno A3

A3: Esta grafica te dice la frecuencia que nos salio 0,1y 2 en nuestros resultados

La respuesta del alumno A2 identifica un cambio de escalas en el eje de las frecuencias (b).

A2: En esta abarca 0.5 y el otro solo marcaba el mimero entero

Otro ejemplo es la respuesta del alumno A12 que identifica que la forma de ambas graficas es la
misma (c).

A12: Ninguno porque nos muestra lo mismo de diferente manera

Cuando menciona que muestra lo mismo se refiere a la forma del Histograma.

Multi-estructural(M):
El alumno A15 logra identificar que las grdficas representan frecuencias y cual es cada una (a y
d)

A1S: En la primera solo es frecuencia, en la segunda frecuencia relativa

Obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las respuestas de los estudiantes

Elementos que utilizan los alumnos
para distinguir graficas de
frecuencias y frecuencias relativas

15 13
P
10 7
U
0 0
i M
P U M R R

Figura 4.1.3.3. Frecuencia de las respuestas referente a los elementos que utilizan los alumnos para
distinguir grafica de frecuencias y frecuencias negativas
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La siguiente pregunta tiene como finalidad identificar si los alumnos logran determinar la

variable aleatoria, mediante la utilizacion de la grafica anterior.

Con base en la grafica anterior, calcula la probabilidad aproximada de los eventos {X,=0},
{X2=1} y {X:=2}
P(X,=0) =

P(Xy=1)= P(X;=2) =

Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica los alumnos la variable X; en la grafica

b) Relaciona la frecuencia relativa como una estimacion de la probabilidad de los eventos
c) Los métodos utilizados para comunicar la probabilidad son correctos

d) Identifica que P({X; = 0}) + P({Xo=1}) + P({X; =2})=1

Niveles de las respuestas y ejemplos

Multi-estructural (M):

El alumno A14 relaciona la frecuencia relativa con la probabilidad y la escribe de manera
correcta para cuando X,=0y 1 sin embargo comete un error para cuando la variable X,;=2 por lo
que la suma de las probabilidades P({X;=0}) + P({X,=1}) # 1.

Relacional (R):

El alumno A7 que logra relacionar de manera correcta cada una de las componentes
P(Xy=0) = |[P(Xp=1) |P(X;=2)=
W4 2 1

P(X,=0) =

PCG=1)

P(X:=2) =

.65

3

.
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Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes.

Calcula de las probabilidades de
los eventos de la distribucién X2

5 14
i NR
10
5 § , .
0 0 , M
0 .‘._w__ﬁJ,.,A RO Y 5
NR P U M R <R

Figura 4.1.3.4. Frecuencia de las respuestas para calcular las probabilidades de los eventos

Selecciona ahora el icono de <Summary> Summary y arrastralo al area de trabajo.
Selecciona el atributo “Trozos_Contaminados" de la grafica, junto con las teclas <Shift y ctrl>

del teclado y arrastralo a la parte de la tabla que dice “Drop an attribute here” obtendras algo
similar a lo siguiente:

Pez Espada J
0 637
Trozos_Contaminados 1 322
2 40
Column Summary 1000

S1 = count {

(Qué muestra la tabla anterior que obtuviste?
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Componentes de respuestas pertinentes

a) Identifica que la tabla representa frecuencias

b) Identifica que las frecuencias pertenecen a un muestreo de 1000, donde cada muestra
representa la eleccion de dos trozos de pescado.

c) Relaciona las frecuencias con los valores que toma la variable aleatoria X

Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):
La respuesta del alumno A14

A14: que son diferentes resultados a comparacion de la grdfica

Uni-estructural (U): En este caso se identifican uno de los componentes mencionados
anteriormente.

Ejemplo Un ejemplo es la respuesta del alumno A11 que sélo identifica las frecuencias de cada
uno de los valores de la variable.

Al1: 0=655, 1=302, 2=33 Row summary =1000

El alumno A4 solo relaciona la tabla con la variable aleatoria X;:= “Trozos contaminados”, pero
no menciona ni los valores que toma ni su frecuencia.

Ad4: Nos muestra el numero total de trozos contaminados en una muestra de mil

Multi-estructural (M):
El alumno A7 que relaciona la frecuencia con la variable aleatoria Xj.

A7: La frecuencia de los trozos contaminados
Relacional (R):

El alumno A3 que relaciona la frecuencia con la variable aleatoria X; de manera correcta.

A3: La frecuencia de los resultados 0,1 y2 pescados infectados de los 2 trozos
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Obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las respuestas de los estudiantes

por nivel jerarquico (Figura 4.1.3.5).

Identifica la Tabla de Frecuencias de
la variable X,

15 -
10 P
6 U
5
1 1 M
0 -/ et R
P U M R

Figura 4.1.3.5. Frecuencia de respuestas por nivel para identificar la variable X,

Con el siguiente ejercicio se pretende observar si los alumnos identifican la probabilidad de los
eventos de la variable aleatoria binomial, mediante la tabla que elaboraron con Fathom

anteriormente.

Utiliza los datos obtenidos en la tabla para calcular la probabilidad de los eventos {X;=0},
{Xo=1} y {X;=2}:

P(X,=0) = P(X=1)= P(X;=2) =

Componentes de respuestas pertinentes

a) A cada evento le relaciona una probabilidad

b) Relaciona la frecuencia relativa como una estimacion de la probabilidad de los valores que
toma la variable aleatoria X,

c) Los métodos utilizados para expresar la probabilidad son correctos

d) Identifica que P({Xz = 0}) + P({Xz = 1}) + P({X; =2})= 1
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Niveles de las respuestas y ejemplos

Pre-estructural (P):

Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

El alumno A12 que obtiene frecuencias y porcentajes en el calculo de la probabilidad de los

eventos de la variable X,.

Uni-estructural (U):

P(X;=0) =

P(X2=1)

PC=2) =

644

1307

.50

Un ejemplo es la respuesta del alumno A11 que relaciona a cada evento una probabilidad, pero

las frecuencias son incorrectas ya que su suma es diferente de 1000.

Multi-estructural(M):

P(X,=0) =

P(X2=1)

P(X2=2) =

655

302

33

El alumno A2 que se equivoca al calcular la probabilidad del evento de la variable aleatoria X;=2

(a,byc)

P(X2=0) =

PCX=1)

P(X2=2) =

.637

323

4

El alumno A8 relaciona de manera incorrecta la frecuencia de cada evento de la variable X, con

la probabilidad, ya que considera que son la misma.

Relacional (R):

P(X2=O) =

P(X2=1 )

P(Xr—2) =

615

341

44

El alumno A1 que relaciona de manera correcta cada una de las componentes

P(X2=0) =

POG=1)

P(X2=2) =

63.7%

32%

4%
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Utilizando esta clasificacion obtenemos la siguiente grafica que muestra la distribucion de las

respuestas de los estudiantes por nivel jerarquico.

Célculo de las probabilidades de la

variable X,
15
11
10 WP
U
5 3 3 | 3 M
P U M R

Figura 4.1.3.6. Frecuencia de las respuestas para el calculo de las probabilidades de la variable X,

4.2. Analisis de la evolucion de los alumnos respecto a la comprension del concepto
empirico de Distribucion Binomial a lo largo de la actividad.

En esta seccion llevamos a cabo el analisis de la evolucion en los alumnos respecto a la
comprension del concepto empirico de Distribucion Binomial, para lo cual nos centraremos en la
comprension de los siguientes conceptos:

La variable de Bernoulli

La variable Binomial

La relacion entre frecuencia relativa y probabilidad
Para tal finalidad elaboramos una Tabla comparativa de los niveles de comprension de los

alumnos de dichos conceptos a lo largo de las sesiones en diferentes preguntas relacionadas con

éstas.
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_ Capitulo 4. Analisis de los Resultados y Conclusiones

e AT SR SUNORI: SR RN SO (A, TV

15

10

Pregunta 2. Estimacion de la Probabilidad Calculo de las probabilidades de los
de los eventos de la Distribucion de eventos de una Distribucion de
Bernoulli Bernoulli
15 13
10 WP 10 P
7
u 5 4 .
2 0 o M
0 M 0
R P U M R R
P u M R

Comprension de la Generacion de |
los eventos de Bernoulli, con [
Fathom

15 13
10

o
o2 C W

Tabla 4.2.1. Tabla comparativa de la comprension del concepto de la variable de bernoulli

Reconocimiento de la variable aleatoria Binomial: La variable Binomial esta presente en las primeras dos partes de la actividad con el

reconocimiento de sus valores en las muestras generadas. Mientras que en la tercera parte esta relacionada con la generacion de esta variable

mediante un lenguaje simbolico-funcional. Sin embargo a diferencia del caso anterior, hay una mejor comprension de dicha variable, ésto es

debido a que se estan realizando acciones sobre la variable Bernoulli y no una transformacion de las acciones a un proceso, es decir, si Y es

la variable Binomial y Y}, es la variable de Bernoulli Yg= Yp1+  +Yn
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Capitulo 4. Andlisis de los Resultados y Conclusiones

Calculo de la Probabilidad de los valores que toma la Variable Aleatoria Binomial

=

Actividad 1 (Etapa uno)

Actividad 1 (Etapa dos)

Actividad 1 (Etapa tres)

Se saca una muestra aleatoria de dos trozos de pez espada.

Considera la variable X5, definida como sigue:X, = El niimero

de trozos contaminados en una muestra de 2 trozos de pescado

Entonces los eventos {X,=0}, {X;=1} y {X,=2} significan:
{X,=0} = Ningin trozo de la muestra estd contaminado,

{X>=1} = Un trozo de la muestra esta contaminado; y {X,=2} =

Los dos trozos de la muestra estan contaminados.

(Cudl es la probabilidad de cada evento?

Con base en la tabla determina la frecuencia de
los eventos {X,=0}, {X,=1}, {X,=2} y resume la
informacion de la tabla anterior en una tabla de
frecuencias y construye un Histograma de la

frecuencia relativa.

Utiliza los datos obtenidos en la tabla para

calcular la probabilidad de los eventos {X,=0},

{X=1}y {X;=2}:
P(X,=0) =

mﬁxwﬂ—v = TAvﬂwHNv =

15

10

Estimacion de la Probabilidad de los
eventos de una Distribucion Binomial

10

<

Calculo de las Frecuencia de la

variable X,

15 13
10 | =
W U

5 4

0 0 | M
0 R

P U M R

Calculo de las probabilidades de
la variable X,

11

Tabla 4.2.3. Tabla comparativa del calculo de la probabilidad de una distribucién binomial
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PRy T e

4.3. Conclusiones

Para poder comprender cada uno de los resultados anteriores, vamos analizar las actividades
cognitivas que implicaban cada uno de estos procesos. La primera etapa de la actividad esta
vinculada a una actividad cognitiva compleja, relacionada a reconocer primero la estructura
matematica de la variable Binomial para calcular su probabilidad, es decir, si Y es una variable
aleatona relacionada con la distribucion de Bernoulli y Yp una variable relacionada con la
distribucion Binomial, donde Y, es una funcién definida en un espacio muestral {S, F} donde S
(exito) y F (fracaso).de la siguiente manera:

Yy:{S,F} - {0,1}.

La estructura de la distribucion Binomial implicaba el reconocimiento de que:

n

Yol gy« y85) = Z a

k=1
donde a; = Y (x)
Ademas del conocimiento de la definicion de la probabilidad clasica, para calcular la
probabilidad de una distribucion de Bernoulli, y el conocimiento de la regla del producto y de un

calculo combinatorio para calcular la probabilidad de la distribucion Binomial.

Si analizamos las respuestas de los estudiantes, ellos desde un inicio no logran identificar la
variable binomial, esto se puede observar cuando se inicio la primera parte de la Actividad y se
les pide responder una pregunta similar a la siguiente:

“; consumirian dos trozos de pescado que han comprado antes de saber que el 20% de los trozos
de pescado estaban contaminados, y que el consumo de al menos dos trozos es un riesgo para la

salud? (ver seccion 3.1.1)”

Todas las respuestas nos confirman que los estudiantes identifican al menos la variable de

Bernoulli.

Ejemplos: El Alumno A1S: “si, hay un 80% de probabilidad de que me salga bueno”
El alumno A3: “No porque solo el 20% esta contaminado y no puedo saber si mi trozo de pez

espada estén contaminados o no estén contaminados”
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W
Este tipo de razonamiento parece al que Piaget llamo “centracion” (ver Richmond, 2000), donde
los nifios tenian la tendencia de la fijacion en un aspecto de la relacion de cambio excluyendo

otros aspectos.

Sin embargo las Gltimas dos partes de la Actividad estan relacionadas al reconocimiento de la

“frecuencia relativa”, mediante el analisis de los datos obtenidos por los generadores aleatorios.

Consideramos que la comprension del concepto empirico de Distribucién esta relacionada con
dos etapas:
El reconocimiento de la variacion

El analisis de los datos

En el reconocimiento de la variacion, el alumno debe:

. Identificar los valores que puede tomar: reconocimiento del parametro »n de la

Distribuciéon Binomial.

® Identificar la variable de Bernoulli: reconocimiento del parametro p y q de la Distribucion
Binomial.
. Identificar la aleatoriedad en los valores de la variable Binomial: es necesario que el

alumno se dé cuenta de la impredictibilidad de los resultados que puede tomar.
El analisis de los datos se divide en las siguientes etapas.

° Generacion de datos: Una simulacion fisica consiste en identificar un isomorfismo entre
dos experimentos aleatorios diferentes, donde a cada suceso elemental del primero le corresponda
uno del segundo; y en una simulacion computacional implica el reconocimiento de los
procedimientos para generar las variables y el conocimiento del lenguaje de este sistema para
expresar los procedimientos.

o La transnumeracion, que son las transformaciones numéricas hechas a los datos para
facilitar su comprension (Wild & Pfannkuch, 1999), la transnumeracion consiste en la generacion

de diferentes tablas y diferentes graficas para encontrar nueva informacion.
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. Reconocimiento de la Frecuencia Relativa: Consiste en el reconocimiento de la
estabilidad de las frecuencias al realizar diferentes muestreos. Mientras que en la simulacion
fisica es mas dificil de comprender, debido a la dificultad de realizar varias simulaciones, los
software como Fathom facilitan tal comprension.

. Busqueda de modelos: que es reconocimiento de caracteristicas de los datos que son

estables cuando el proceso se repite o el tamafio de la muestra incrementa.

La ventaja de la simulacion fisica es que permite realizar acciones con objetos concretos, y el
reconocimiento de los objetos matematicos surge de una manera natural —las caracteristicas de las
variables aleatorias. el calculo de las frecuencias, la forma de la distribucién-.

La ventaja de la simulacion computacional es que permite generalizar las observaciones vistas al
repetir procesos o al incrementar el tamafio de las muestras. Nosotros podemos resumir las

observaciones anteriores en el siguiente esquema:
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ANEXOS

Analisis de las preguntas

Pregunta 1. ;Crees que un trozo elegido al azar resulte contaminado? (SI/ NO / No se puede saber) ;Por qué?

ACTIVIDAD 1: EL PEZ ESPADA

Primera etapa: El problema

Num. Correspondiente a los

alumnos dependiendo de la Respuesta Anilisis
actividad
No se No Los estudiantes Identifican el Examinan el conjunto que
Al A2 A3 Si{No| puede Justificacion esocnd identifican la porcentaje de los trozos corresponde al evento Clasificacion
saber Tesponicen aleatoriedad contaminados objetivo o al complemento
1 X No se puede saber 3 u
2 X X
3 X No se puede saber porque es un evento al azar X u
Porque ya se dieron a conocer el % de los
4 16 X trozos contaminados y hay una estadistica de X u
) ! aproximacion it
5 9 11 X No menciona de que cantidad se toma el trozo X u
...... -4
6 17 X No sé, es cuestion de azar p 3 u
7 10 44X La probabilidad es muy grande X u
3 n % No sé, porque una porcion muy pequefia estd = X R
contaminada pero no se sabe cual o .
9 12 13 X Es muy poca la probabilidad de sacar un trozo " | U
contaminado i

133




‘1 elungaid e[ © souwnye so| 9p seisondsal v op UOIORIYISE[) ‘| PEPIAIDY ‘| BIqQRL

vel

SOPRUNUBIUOD
ugjsa ou sopeasad so| ap ¢,08 [ anbiod ‘oN

61

opeuuRIu0d
eSfes ou onb ajqeqoid sew sa  geze
|e oun n8aj2 anb Ise ‘ualq vIS3 0408 2 anb
ISE OPEUILIBIUOD 05,7 [2 08ua) ofos anbiod oN

01

81

edod Anwi sa opeunueuod
oun iedes ap pepijiqeqoid e anbiod sang

81

4!

L1

1se oun edjes anb ap
pepiiqeqoxd e[ 21sIXa A SOpEUILIRIUOD SOZOX
so] ap opepip aleuaaiod un Aey anb uog

Sl

£l

91

ouanq oun edjes aw anb ajqeqoid sew s ou
0,08 [2 X PUILLRIUOD BISD SOZOJ) SO| 2P 0407 |1

4

St

pepiiqeqoad ap ¢/ erqey anb eA
OPRUILIZIUOD B)S OU 0,08 dWed JoAvw e| ‘oN

Fl

OpEUILIRIUOD 047 [op oprasad
un er1d0ssa anb  pepipiqisod vun  eLqel

OpEUIUEIU0D Oun I3[
ap 08sau1 |2 U0d 2100 3s ‘ofeq s2 opruILTILed
oprosad  ap  almuaoiod 2 anbuny

oj1aqus uis sopigaga Jos uapand
[eno o] sod A udsixa sozon sof anbiod ‘1§

(=]

[PZITERRTRINENTY
sowapod ou osad eleq oFje sd opruluuod

vos anb ap  pepiquqosd  vp  anbiog

Sl

01




Pregunta 2. Se denota con P(C) la probabilidad de que ocurra el evento C y con P(N) la probabilidad de que ocurra el evento N. Indica los

valores numéricos de ambas probabilidades: a) P(C) = b) P(N) =
N, ol | R Anii
Reconoce la . g N - fcai Identifi

| m | oa | o | b | ereunciademar | Mentlicn dporcemsiedelon | Losmétodus ibamdor o ol e | oy | Cuifacin
1 50% | 50% X X U
2 50% | 50% X \ U
3 80% | 20% X X X M
4 16 20 80 X X M
5 9 11 20 | .80 X X X R
6 17 20 80 X X M
7 10 4 20 80 X X M
8 11 20 | .80 X b3 X R
9 12 13 20 80 X X M
10 15 74 20 | .80 X N X R
11 4 2 20 | .80 X X X R
12 3 3 20 | .80 X X X R
13 5 1 20% | 80% X X \ R
14 1 5 20 | .80 X N X R
15 2 12 2 8 \ \ \ R
16 13 15 20 80 X X M
17 14 18 20 80 X N M
18 6 10 20 | .80 X X \ R
19 8 14 .20 | .80 X % \ R
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Niim. Corre: p

TPy 1

alos

dependiendo de la actividad Beepuentes
Identifica los Identifican la =MMMMMM“Q”H$ __”_AM_M:M.W. M:e_nwammwwn%w_
Al A2 A3 P({X=0}) P({X=1}) P({X=2}) eventos mas y _.A.=.==- dela 3:—::.5:. la +P(X, u.—c + P, Clasificacién
menos probables distribucién probabilidad son =231
correctos

1 80 10 10 X X X M
2 80 10 10 £ X X M
3 80 10 10 £ X X M

4 16 0/20 120 2/20 P
5 9 11 25% .25 50% .5 100% 1 P
6 17 0/20 1/20 2/20 P
7 10 4 0 80 20 X U
8 11 .30 .50 .20 N X M
9 12 13 0/20 120 2/20 P
10 15 7 25 .50 25 X X X M
) 4 2 28 .50 25 S X X M
12 3 3 5 1 5 P
13 5 1 80% 10% 10% X X X M
14 1 5 .80 10 .10 X X N M
15 2 12 5 1 5 P
16 13 15 0/20 1/20 2/20 P
17 14 18 0/20 1720 2/20 P
18 6 10 .80 .10 .10 X X X M
19 8 14 .80 .10 .10 X X N M
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Num.
Correspondient

e a los alumnos Respuestas Analisis
dependiendo de
la actividad
Considera
nla
frecuencia
5 Longitu " i
iy ks o i et il O
Al [ A2 | A3 Racha i evento e A, eventos n
i s a
s jarga X=0 P(X2=
0}), P({X2
=1}),
P({X2=2})
Muestr thafafarr fijifnfatafeiateiefaialaflalafala
a PPL2I30405 0718 %o ifalalals]eir]a]o 1f2f{3atajsfel7i8iofo
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Con base en la tabla determina la frecuencia de los eventos {X;=0}, {Xo=1}, {X>=2}

. Frecuencia
Evento Frecuencia .
Relativa
{X,=0}
{X;=1}
{X:=2}
Nim. Correspondiente a los
alumnos dependiendo de la Respuesta Justificacién
actividad
Identifican la Los métodos ientifican que
frecuencia de Calculan la utilizados para PUX, = Sw L
Al A2 A3 Frecuencia Frecuencia Relativa cada evento con frecuencia comunicar la % @M -1+ Clasificacion
respecto a la relativa probabilidad es | (X »unuvu i
tabla generada correcto oo
(X=0} |{X=1}|{x=2}| {(X=0} x=1 {X=2}
1 % NR
NR
s %
NR
- X
4 16 6 18 6 0.2 0.6 0.2 X X X R
5 9 11 14 15 16 0.46 0.5 0.53 P
6 17 11 12 7 11/30 .36 12/30 .40 7/30 .23 X X R

143




144!

k| or or 08’ € € vT i 8 61
'S or or 08’ € 3 vT o1 9 81
kS 9T=0€/8 | €r=0€/€l £=0€/6 8 €1 6 81 A L1
kS [34 34 €€ L €1 o1 S €1 91
o 9T 9¢’ 9 8 1 1 4 z s1
d or or 08’ € 3 vT S 1 1
1 Hit
n o€ 687 897 )| | Hit Hi I S €1
Hit Hit
Y oI 99’ o1 3 0z 3 3 3 4l
i 74 ¢ 4 8 Sl L (4 t 11
d T £ 9T 9 91 8 L <1 o1
n € £y 9T 0€/6 | 0€/€1 0€/8 €1 4 6
! (%4 9’ € L vl 6 1 8
A € 9 oI o1 61 1 v 01 L




ACTIVIDAD 1: EL PEZ ESPADA

Segunda etapa: Simulacion fisica utilizando una urna con canicas de colores

Para obtener una muestra del experimento podemos realizar una simulacion fisica, con una urna con 4 canicas blancas y 1 negras, realizando

en cada experimento dos extracciones de la urna, si consideramos los eventos:

B = La extraccion de una canica blanca

N = La extraccion de una canica negra

Y P(B) la probabilidad de que ocurra el evento B y con P(N) la probabilidad de que ocurra el evento N. Indica los valores numéricos de

ambas probabilidades:

a) PN)= b) P(B) =

Niim. Correspondiente a los alumnos dependiendo %
de la actividad Respuestas Analisis
ifi Los métodos utilizados para
Al A2 A3 P(N) P(B) 1 _a il swson _.,30-558 Y| comunicar la probabilidad son Identifica que P(C)+P(N)=1 Clasificacion
os casos posibles
correctos
14 1 5 0.2 0.8 X X b R
15 2 12 1/5 4/5 X A X R
12 3 3 .20 80 X X % R
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iQué opinas con respecto a esta simulacion consideras que es correcta, podria haber otra composicion de la urna? ;Cual?
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Nam. Correspondiente a
los alumnos Respuestas Analisis
dependiendo de la
actividad SE——
Identifican Identifican la Identifican la
ofros corresp corresp ia
e entre las entre los eventos
Al | A2 | A3 e torioe” | probabilidades | simplesdela | Clasificacion
caiulvalentes al de la simulacion | simulacion y el
q anterior y el problema problema
plantead planteado
14 1 5 Con 2 canicas negras y 8 blancas R
X X X
15 2 12 Con 2 canicas negras y 8 blancas X X B ) X i x -
12 3 3 NN ! P
11 4 2 NN p
13 5 1 NN P
18 6 10 que ambas salgan negras P
7 19 | habria mas blancas ! P
19 8 14 el aumento de 4 canicas blancas y una negra X X X . R i
- e - S SN - 4
5 9 11 el aumento de 4 canicas blancas y una negra X % X R “
...... S 1
7 10 4 si esta bien porque no puede salir pero tambien puede salir 2 no contaminados | P
8 11 si es correcta pero podria haber otra composicion 8 y 2 X x i M
e e e — ~ S—; T— —_— e SHE. o |
9 12 13 Es correcto y habria mas BB | P M
! = — e ) . "
16 13 15 | Es correcto y habria mas BB p
17 14 18 Es correcto y habria mas BB P
s S S—
10 15 7 que sean 2 no contaminados es correcto X u
4 16 BB P
6 17 BN NN BB NB P
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Nim. Correspondiente

aa”““ﬂ_ﬂ._:“n_ MM Ia Respuesta
actividad
Al A2 A3 Niim. De Rachas Longitud de la racha mis larga Frecuencia del evento X=0 Identifica la variable aleatoria Clasificacion
14 1 5 14 8 - " .
15 2 12 14 8 20 - =
12 3 3 15 8 2 - "
11 4 2 15 8 = S -
13 5 1 15 8 2 y "
18 6 10 8 9 23 = -
7 19 19 4 21 - "
19 8 14 17 3 - = .
5 9 11 17 s = . =
7 10 4 18 s = i v
8 11 18 4 5 - v
9 12 13 13 8 % - "
16 13 | 15 13 " s . =
17 14 18 13 3 5% 5 -
10 15 7 17 4 ) m "
4 16 19 4 P " .
6 17 19 P = > -
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15| 2 | 12| Frecuencia 20 6 4
Froshenh. | g | a2 |03 |

123 (3 Frecuencia 22 8 0
Frecuencia 1 073 | 026 | 0 -

114172 Frecuencia 22 8 0
Senk | o 026 | 0 .

13|51 Frecuencia 22 8 0
Freouencia | o.73 | 026 | o | %)

18 | 6 | 10| Frecuencia 80 | 20 0
Freouencia 1 08 [ 02| 0 | 1

7 | 19| Frecuencia 21 9 0
_umoo_ﬁww; 07 (03] 0 |1

19 | 8 | 14| Frecuencia 18 12 0
mmw_“ﬂws 60% | 40% | 0 | 1

5 (9 (11| Frecuencia 18 12 0
Freouencia | 60% |40% | 0 | 1

7 (10| 4 Frecuencia 0 11 19
mﬂm_wﬂww» 0.36 | 0.63 o%

8 |11 Frecuencia 0 11 19
Freuencia | o |o036|063| %

9 [ 12| 13 | Frecuencia 22 7 1
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ACTIVIDAD 1: EL PEZ ESPADA

Tercera etapa: Simulaciéon con Fathom

En la parte superior derecha del grafico cambia la opcion de “Dot Plot” por la de “Histogram™ y aparece una grafica similar a la siguiente:

Pex Espada Hstogram !

W & o0 o
8 & @ 3
S 8 3 &

Frequency of
Trozos_Contaminados
t
s
3

3

“
v

1 0 1 2 3 2 s
Trozas_Centaminados <>

Selecciona el Grafico, de “Trozos_Contaminados”, ve al menu principal, da clic sobre “Graph”, luego selecciona “Scale” y por ultimo

“Relative Frequency”

Pez Espads Histogram & !

o7

o
b

Reatve Frequency of
Trozos_Coniaminados

o e e o o

-1 [ 1 2 3 < 5
Trozos_Contaminados <y

¢Qué diferencia hay entre este grafico y el anterior?
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18 6 10 aparece en decimales la segunda grafica U
En que con Dot Plot en el eje de las X
aparece .2 en las escalas y en histograma
5 9 11 aparecen en el mismo eje numeros U
completos y en Y aparecen los numeros
de las frecuencias relativas
Ninguno porque nos muestra lo mismo de ;
15 2 13 diferente manera g
9 12 13 Ninguna U
En la anterior la frecuencia la da las
19 8 14 cantidades enteras y en la segunda M
digamos que da porcentajes
16 13 15 en la primera mo._o es .m‘nn:m:nﬁ, en la M
segunda frecuencia relativa
16 La frecuencia y la frecuencia relativa M
17 que este nos da la frecuencia relativa M
Que en la primera nos muestra la
17 14 18 frecuencia y en la segunda la frecuencia M
relativa
7 19 Que en la primera nos muestra la M
frecuencia y la 2nda la frecuencia real .
20 El primero maneja porcentajes y este U

ultimo promedios
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Niveles de razonamiento del concepto empirico de
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