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Resumen

La meta original del proyecto de tesis era poder presentar y justificar la propiedad focal
de la reflexién en un espejo parabélico (parabola de revolucién). Haciendo un corte con
un plano que pase por el eje comin de las pardbolas, el problema se reduce a mostrar
que un rayo paralelo al eje de una parabola se refleja pasando por el foco de la misma.
Para ello, el Célculo Diferencial explica la propiedad de que con un gran acercamiento
(un zoom in con centro en el punto de incidencia) la pardbola se ve como su tangente,
lo que permite deducir la reflexién sobre la pardbola de la ley de reflexion ordinaria
para superficies planas. Se requiere una férmula que dé la pendiente de la tangente en
cada punto (en funcién de la abscisa del mismo), lo que presupone ver a la pardbola
como una funcién y si, como es el caso, hay necesidad de obviar el concepto de limite,
se pueden utilizar ventajosamente los desarrollos de Taylor algebraicos que aparecen
en las tesis de maestria de Aguilar (2007) y Calderén (2009) ambas realizadas en el
DME. En nuestro caso, dichos desarrollos de Taylor, alrededor de la abscisa del punto
en cuestién, sélo se requieren para funciones cuadraticas simples que corresponden a
pardbolas con vértice en el origen y, por lo mismo, son hasta grado 2. De este modo,
su parte lineal, que se obtiene despreciando la parte cuadrética, corresponde a la recta
tangente, lo que simultdneamente explica cémo funciona el zoom in .y nos provee de
una férmula para la pendiente de la tangente en funcién de la abscisa del punto (dicha
férmula no es otra que la funcién derivada obtenida por medios algebraicos).

La tesis se abocé entonces al disefio de una serie de actividades en el contexto de un
curso de Geometria Analitica de nivel bachillerato para cubrir los prerrequisitos para
la meta mencionada que incluyen importantemente la introduccién de la nocién de
funcién como una relacién entre dos variables. El disefio de las actividades se funda-
ment6 teéricamente en la diddctica de Aebli (basada en la teoria de aprendizaje de
Piaget) y en la teoria de Duval de los registros de representacién semidtica. Las gufas
de las actividades fueron experimentadas a lo largo del desarrollo del curso de Geo-
metria Analitica en condiciones reales de aula. La tesis reporta tal experimentacion y
una serie de observaciones incluyendo cierta autocritica. En términos generales, puede
decirse que los alumnos mostraron deficiencias no sélo de naturaleza algebraica, sino
incluso aritmética, que les impidieron completar cabalmente algunas de las actividades
propuestas. De todas formas, creemos que destacar tales deficiencias resulta relevante

para la investigacion en Matematica Educativa.
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Abstract

The original goal of this thesis project was to present and justify the focal property of the
reflection on a parabolic mirror (parabola of revolution). Upon making a cut with a plane
through the common axis of the parabolas, the problem is reduced to showing that a parallel
ray to the axis of a parabola is reflected passing through the focus of the parabola itself. In
order to do that, Differential Calculus can explain the property that with a great close up
(a zoom in with its center in the incidence point) the parabola is seen as its tangent line,
which allows deducing the reflection upon the parabola from the ordinary law of reflection for
flat surfaces. A formula is required for the slope of the tangent line at each point’s abscissa,
which presupposes seeing the parabola as a function and if, as is the case, there is a need
for obviating the concept of limit, the algebraically obtained Taylor’s developments, which
appear in the MS thesis of Aguilar (2007) and Calderén (2009) can be profitably used; both
theses were carried out at DME. In our case, such Taylor “s developments, in the neighborhood
the abscissa of the point in question, are merely required for simple quadratic functions that
correspond to parabolas with vertex in the origin and, in so being, up to grade 2. In this
way, its linear part, which is obtained by disregarding the quadratic part, corresponds to the
tangent line, which simultaneously explains how the zoom in works and, at the same time,
provides us with a formula for the slope of the tangent in terms of the abscissa of the point

(such formula is no other than the derived function obtained by algebraic means).

The thesis then focused on the design of a series of activities within the context of a High-
School Analytic Geometry course in order to comply with the prerequisites of the goal men-
tioned above which mainly include the introduction of the notion of function as a relationship
between two variables. The design of the activities was theoretically founded upon the di-
dactics of Aebli (based upon Piaget’s learning theory) and on Duval’s theory of registers
of semiotic representation. The guides for the activities were experimented throughout the
development of the Analytical Geometry course in real classroom conditions. The thesis re-
ports such experimentation and a series of remarks including certain self-criticism. In general
terms, it can be said that students showed deficiencies not only of algebraic nature, but also
of arithmetic one, which prevented them from successfully completing some of the propo-
sed activities. Nevertheless, we believe that pointing out such deficiencies results relevant for

researching in Mathematics Education.
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Capitulo 1

Introduccién y fundamentacion

1.1. Planteamiento del problema

Originalmente el proyecto de tesis se inscribia en una linea que pretendia ofrecer una
alternativa tedrica para introducir el concepto de derivada reflejada en tesis anteriores
(Andreu 2006, Aguilar 2007 y Calderén 2009) con estudiantes de nivel superior. Sin
embargo, los grupos que se lograron conseguir, de hecho para impartir, fueron dos
cursos de Geometria Analitica a nivel bachillerato. Lo que se trataba era de adaptar
y aplicar alguna de las ideas de Célculo Diferencial de la linea mencionada para dicho
curso. Para tal fin se escogi6 el fenémeno de reflexién en un espejo parabélico (pardbola
de revolucién). Aplicando las leyes de reflexién ordinarias en un corte vertical (el cual
resulta ser una parabola) y “viendo muy de cerca” el fenémeno se “ve” como si el rayo
de incidencia chocara contra su tangente. Para introducir estas ideas necesitdbamos

ver a la pardbola como una funcién.

Un problema fundamental fue introducir el concepto de funcién en el curso de Geo-
metria analitica como la relaciéon entre dos variables, la variable independiente que
determina los valores de la otra variable, dependiente, esto incluia ver a las rectas

como funciones.

1.2. Antecedentes

El Célculo Diferencial es una materia muy importante de las matemadticas, se encuentra
presente en los planes de estudio de escuelas de nivel medio superior y superior. Los
indices de aprobacién son muy bajos, por ejemplo Andreu (2006) cita a Tall (1996)
quien menciona citando a su vez a Anderson & Loftsgaarden (1987) y a Peterson (1987)
“que a pesar de que los alumnos se someten a un régimen pesado de ejercicios de cdlculo,
el porcentaje de fracasos en este tema oscila entre el 30 % y 50 %”. Esto debido a muchas
posibles causas, una de ellas “la carencia de un planteamiento educativo adecuado en la
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Capitulo 1 Introduccién y fundamentacién

enserianza de las matemdticas y del cdlculo diferencial en particular”, (Andreu, 2006,
p- 3). Polya (1965) menciona que si el profesor dedica parte de su tiempo a ejercitar con
los alumnos operaciones rutinarias, matard en ellos el interés e impedird, posiblemente,
su desarrollo intelectual y acabard desaprovechando su oportunidad como un buen
ensefiante de matemaéticas. Pero, si por el contrario pone a prueba la curiosidad de sus
alumnos plantedndoles problemas adecuados, y les ayuda a resolverlos por medio de
preguntas estimulantes, podréa despertarles el gusto por el pensamiento independiente
y proporcionarles ciertos recursos para resolver problemas. Por otro lado Aebli (1958)
menciona que la tarea del maestro consiste en construir situaciones tales que conduzca
a los estudiantes a descubrir y construir operaciones por investigacién personal. Més
adelante se describird el modelo que intentamos seguir que es la diddctica contructivista
de Aebli, fundada en la teoria de aprendizaje de Piaget (Aebli, 1958) reforzada con la
teoria de registros de representaciones semiéticas de Duval (1998).

La propuesta de tesis de Aguilar (2007) para introducir el concepto de derivada en
el contexto de méximos y minimos (serd referida como la propuesta Aguilar- Riestra),
constituye una variante de la introduccién de la derivada en la tesis doctoral de Andreu
(2006) y en los articulos de la misma autora con su director (Andreu y Riestra, 2005 y
2007). Esta ultima propuesta seré referida como la propuesta Andreu- Riestra.

La funcién derivada aparece implicitamente por primera vez en los problemas isoperi-
métricos de maximos y minimos de Fermat. Dichos problemas se modelan como fun-
ciones algebraicas. La derivada algebraica, surge en el contexto de maximos y minimos
en situaciones similares a las del método de Fermat en la propuesta Andreu- Riestra.
Ahf se plantea una versién moderna de dicho método para la determinacién de valores
extremos de funciones algebraicas y el método de Fermat se justifica apelando a que
la ecuacién f(z + h) — f(z) = O tiene a h = 0 como raiz doble cuando en z hay un
extremo.

En la propuesta Aguilar - Riestra (2007) se ofrece un método alternativo, puramente
algebraico, para la determinacién de méximos y minimos que se basa simplemente en el
signo de la funcién diferencia f(z+h)— f(z), a saber, que se mantenga positivo para un
minimo (relativo), o bien, se mantenga negativo para un maximo (relativo) cuando |A|
es “pequena”. Para esto se desarrolla en potencias de h, es decir, con f(z+h) — f(z) =
Eo(z)h + Ey(z)h® + ---  Pues para h suficientemente pequenia (|| < 1) se tiene
f(z+ h) — f(z) = Eo(x)h, donde Eo(z) no es otra que la funcién derivada (o sea la
derivada en z).

Otra ventaja del método propuesto es que al expresar la diferencia en la forma f(z) —
f(z0) = Eo(zo)(z—x0)+ E1(x0)(z—z0)?+- - - valuada en el punto z con un incremento
h = z — 1y, nos pemite comprobar que al mirar realmente muy de cerca a la grafica

2



Capitulo 1 Introduccién y fundamentacién

de la funcién diferencia (f(z) — f(zo)), con centro en el punto (zo, f(zo)), solo se
puede apreciar su parte lineal: f(z) — f(zo) = Eo(zo)(z — zo) (es decir la parte que
domina), la cual es precisamente la ecuacién de la recta tangente a la curva en zy cuya
pendiente es Ey(zo) (i.e. f'(zo), la derivada de la funcién en zo). Méas precisamente, en
la notacién clésica, la ecuacién de la recta tangente en el punto (zo, f(xo)) estd dada

por y — f(z0) = f'(x0)(z — Zo).

Siguiendo estas propuestas de introducir a la derivada como una funcién (funcion
derivada), nos planteamos introducir la nocién de funcién en términos de la relacién
entre variables, como lo menciona Hitt (1996): “Nicholas (1969. Pdg. 757) sugiere que
la definicidon mds apropiada para efectos de enserianza preuniversitaria es la que estd

en términos de relacidn entre variables”

1.3. Fundamentacién Teérica

En esta seccién realizaremos una revisién de los fundamentos tedricos que sustentan
la metodologia de esta tesis. Como ya hemos mencionado nos apoyaremos para la
ensenianza de un concepto en la didéctica fundada en la psicologia de aprendizaje de
Jean Piaget (Aebli 1958).

Para la formacién de conceptos de acuerdo a la didictica de Aebli es necesario que
el estudiante realice una actividad que esté vinculada con el concepto, los sistemas
semiéticos y registros de representacién permiten que el estudiante pueda acceder al
concepto e interiorizarlo dentro de la actividad, los objetos matematicos no son direc-
tamente accesibles por la percepcién, como son los objetos reales o fisicos, luego para
ello nos apoyaremos también en la teoria de Duval sobre Registros de Representaciones
Semiéticas.

1.3.1. Una didactica fundada en la psicologia de Piaget

La psicologia genética de Jean Piaget, analiza la formacién de operaciones intelectua-
les' y nociones durante el desarrollo del nifio, considera que “todo acto intelectual se

construye progresivamente a partir de reacciones anteriores y mds primitivas” (Aebli,
1958, p.91).

La diddctica Piagetiana, dice Aebli, “debe arrancar de la tesis fundamental segin la cual
el pensamiento no es un conjunto de téminos estdticos, sino un juego de operaciones
vivientes y actuantes. Pensar es actuar...”(ibid, p.90)

!Para Piaget una operacién constituye el elemento activo y fundamental del pensamiento. Un con-
junto de operaciones estructuradas forman un concepto.

3



Capitulo 1 Introduccién y fundamentacion

Asi, Piaget concibe la formacién del pensamiento como un desarrollo progresivo que
parte de operaciones intelectuales elementales para formar sistemas cada vez méas com-
plejos haciendo un especial énfasis en la importancia de la actividad del sujeto. Segtn el
autor, cuando un alumno no es capaz de justificar una operacién intelectual en conjun-
to, es porque solamente tiene una comprensién parcial del concepto y estar expuesto
a toda clase de errores, ya que simplemente ha memorizado férmulas o mecanizado
procesos, es decir ha constituido un simple habito (sensorio-motor). Para conseguir un
aprendizaje verdadero, conviene tomar en cuenta dos propiedades caracteristicas de
las operaciones intelectuales que desempefa un papel importante en la practica de la
ensefianza: la movilidad y la asociatividad. La primera, tiene que ver con la habilidad
de efectuar una operacién en sentido directo como en inverso y la segunda con la posi-
bilidad de llegar a un mismo resultado por distintas vias (ibid, pp. 119-121). Entonces,
de acuerdo con Aebli, “la tarea del maestro consiste entonces en crear situaciones psi-
colégicas tales para que el nirio pueda construir las operaciones que debe adquir”(ibid,
p.91), es decir, seleccionar actividades significativas que provoquen en el alumno la
construccién del concepto deseado (y no de un hébito), apelando desde luego, a los
conocimientos anteriores que tiene dicho alumno.

“..conducir

A través de un proyecto de investigacién planteado al estudiante se busca
a los alumnos a descubrir por investigacion personal el conjunto de sistemas de opera-
ciones  (ibid, p.72), aunado a ello la cooperacién de los estudiantes como dice Aebli
“..la educacion social y moral puede resultar favorecida por el trabajo de los alumnos
en equipo y por la discusién entre ellos” (ibid, p. 74), asi pues cuando los estudiantes
proponen diferentes métodos de solucién se crea la posibilidad de encarar operaciones
asociativas, es por ello que en esta tesis es muy importante fomentar la cooperacién de

los estudiantes y el trabajo en equipo.

Para abordar la nocién hay que plantear al estudiante una serie de actividades, las
actividades se disefian a través de problemas que involucren la nocién o algunos aspectos
de ella, los cuales constituyen una pequeifia investigacién por parte del estudiante. Los
problemas que guian las actividades deben ser planteados como un proyecto de accién
prdctica es decir referido a satisfacer necesidades vitales y recreativas (Aebli, 1958, p.
101).

En nuestro trabajo se plantea a los estudiantes de preparatoria una serie de problemas
de accién practica con respecto a algunos aspectos de la nocién de funcién (que de hecho
constituyen diferentes registros como el verbal, el algebraico, el tabular y el grafico).
Veamos el ejemplo de la Actividad II llamada “Viaje a la universidad”, cuyo informe

detallado se leerd mas adelante en la subseccién 2.3.2.
El enunciado se plantea de modo de que a los alumnos les parezca un caso real, muy
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Capitulo 1 Introduccién y fundamentacion

parecido a el contexto en el que viven y se desenvuelven, de esta manera el ejercicio es
atractivo, recreativo y con sentido vital para ellos.

En la actividad I (apéndice 2.3.1) se muestran cuatro grificas del recorrido (grafica
distancia vs tiempo) de cuatro alumnos hipotéticos?, Antonio, Brenda, Carlos y Alicia.
Se pone en juego la interpretacién verbal de los primeros tres “alumnos” acerca de
su recorrido (viaje a la universidad) para que los estudiantes determinen de entre las
graficas cual le corresponde a cada uno de ellos. En el caso de Alicia (la 4ta “alumna”),
se hace un planteamiento inverso, se les dice que le corresponde la Grafica 1 para
después pedirles que enuncien con sus propias palabras el medio en que ellos creen que
viajé (un fenémeno inverso pero “suavizado” no se les pide tanto como la descripcién

verbal del movimiento asociado a la gréfica).

Este ejemplo de interpretacién induce a los estudiantes a un primer acercamiento con
la operacién nueva por medio de una aplicacién a su vida cotidiana, evitando asf el
empleo de un simbolismo especial para después transferirlo a un problema de tipo

escolar, contribuyendo de este modo a la formacién de su pensamiento (Aebli, 1958, p.
102).

1.3.2. Registros de Representacion Semiética

El hombre ademas de crear instrumentos para modificar la naturaleza, crea herramien-
tas semidticas que se refiere a todo tipo de signos convencionales: el lenguaje, sistemas
para contar, esquemas, diagramas, etc. En nuestro contexto, debemos tener en cuenta
dos aspectos de ellas: su representacién semidtica y su representacién mental, donde
cada una de ellas es inseparable la una de la otra, Duval(1998) las define de la siguiente
manera: “Las representaciones mentales cubren el conjunto de imdgenes y, globalmente,
a las concepciones que un individuo pueda tener sobre un objeto, sobre una situacién y
sobre lo que les estd asociado. Las representaciones semidticas son producciones cons-
tituidas por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual

tiene sus propios constreniimientos de significancia y de funcionamiento”

Para que un sistema semidtico pueda ser un registro de representacién (Duval, 1998),
debe permitir las siguientes tres actividades cognitivas fundamentales ligadas a la sé-
miosis:

1. La presencia de una representacién identificable...

2Los alumnos hipotéticos del ejemplo seran referidos como “alumnos” y con “estudiantes” nos refe-
riremos a los sujetos de experimentacién.
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2. El tratamiento de una representacién que es la transformacién de la representa-

cién dentro del mismo registro donde ha sido formada.

3. La conversidn de una representacién que es la transformacién de la representacion
en otra representacién de otro registro en la que se conserva la totalidad o parte

del significado de la representacién inicial.

Si un objeto tiene dos representaciones diferentes en el mismo registro, el paso de una
a otra serd tratamiento. Si un objeto tiene una representacién en un registro y una

representacién en un segundo registro, el paso de una a otra serd una conversion.

Surge la necesidad de obtener un aprendizaje significativo para el proyecto de accién,
para lo cual nos apoyamos en la teoria de Duval (1998): ¢. no puede haber aprendiza-
je significativo verdadero en tanto las situaciones y las tareas propuestas no tomen en
cuenta la necesidad de varios registros de representacién para el funcionamiento cogni-
tivo del pensamiento...”(p. 199). En la experimentacién realizada pretendemos explotar
las bondades de la conversion efectiva entre varios registros de representacién ya que

se complementan entre si.

Si consideramos el concepto de funcién asociados a él existen registros verbales, alge-
braicos, tabulares y gréficos. Retomando el ejemplo de “Viaje a la universidad”, en
una segunda parte, se presentd a los estudiantes graficos del movimiento (distancia vs
tiempo) que constituyen un registro grafico de una funcién cuya interpretacién requiere
tratamiento, el cual se hace inicialmente con simple apoyo aritmético y mas adelante
con conversidén al registro tabular que cuantifica recorridos a intervalos de tiempo igua-
les. Se ve la necesidad de manejar dos registros simultdneamente. De igual manera mds
adelante se aborda la conversidn del registro gréafico al registro tabular. En una tercera
parte del problema se plantea el tratamiento de un registro verbal con apoyo aritmético

para llegar a la conversion del registro grafico del recorrido que realizé Carlos.
Duval (1992) plantea tres tratamientos de las representaciones graficas:

1. La via del punteo. Es a través de esta via que se introducen y se definen las repre-
sentaciones graficas. Po referencia a dos ejes graduados, una pareja de nimeros

permite identificar un punto.

2. Una via de extension del trazo efectuado. Esta via corresponde a las activida-
des de interpolacién y de extrapolacién.... Frecuentemente, esta via de extensién

permanece puramente mental...

3. Una via de interpretacién global de las propiedades de las figuras. El conjunto de
trazo/ejes forma una imagen que representa un objeto descrito por una expresién

algebraica.



Capitulo 1 Introduccién y fundamentacién

Los tratamientos de las representaciones graficas que se abordan por lo menos son la

via del punteo y una via de extension del trazo efectuado.



Capitulo 2

El proyecto

Empezaremos describiendo el objetivo final de esta tesis el cual nos determind los pasos
a seguir, en particular, los prerrequisitos, los contenidos instrumentales y estrategias

que necesitdbamos para introducir las ideas del Célculo Diferencial.

2.1. Reflexién en espejos parabdlicos

Para introducir nociones de cédlculo diferencial en el curso de Geometria Analitica, se
escogi6 el fenémeno de reflexién en espejos parabdlicos (paradbola de revolucién). Como
consecuencia de la ley de reflexién resulta (aunque no es para nada evidente!) que si
una fuente luminosa “puntual” se coloca en el foco de una parabola de revolucién?
(ver figura 2.1), los rayos inciden sobre la superficie parabolica y se reflejan en rectas

paralelas al eje de la parabola.

eje de
rotacion

Figura 2.1: Pardbola de revolucién

!No es evidente porque para empezar no es claro como se aplica la ley de reflexién en una superficie
no plana. Otra razén, es que, la propiedad del foco de una paribola se utiliza en el curso de
Geometria Analitica en la construccién de la pardbola como lugar geométrico. De hecho el foco
sirve para construir la pardbola como lugar geométrico.

2Es la superficie generada por la rotacién de una parabola alrededor de su eje de simetria.
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Figura 2.3: Naves Romanas incendiadas por Arquimedes durante la defensa de
Siracusa.

Los rayos del sol que inciden sobre la tierra son practicamente paralelos entre si. Si un
reflector se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos del sol, los rayos
incidentes sobre el reflector se reflejan de tal manera que todos pasan por el foco de la
parébola de revolucién (ver figura 2.2).

Esta concentracién de rayos solares en el foco de un espejo parabdlico, permitié a
Arquimedes (287-212 a.c), segin la leyenda incendiar las naves romanas durante la
defensa de Siracusa (figura. 2.3). En la actualidad esta propiedad se utiliza para los
radares, las antenas de televisién y micréfonos direccionales.

Veamos el fenémeno de reflexion: si un rayo de luz que incide sobre una superficie
reflectora (plana) en un punto O, el haz incidente queda representado por una linea
(I1) que es el rayo incidente, por otro lado, el haz reflejado esta representado por la
linea (I;) Los dngulos de incidencia (6;) y de reflexién (6,) se miden entre la normal
a la superficie y el rayo correspondiente, como se muestra en la figura 2.4. La ley de
reflexién estipula que el dngulo de reflexién es igual al 4ngulo de incidencia §; = 0,.
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n  Ravo
Incidente

Superficie

normal
O reflectora

4,8,

Rayo
Reflejado

i2

Figura 2.4: Ley de Reflexién.

Figura 2.5: Pardbola de revolucién cortada por un plano vertical y un plano horizontal.

Dicha ley no solo funciona para rayos luminosos, también se aplica en el rebote de una
banda de una bola de billar.

(Cémo se ve la ley de reflexién cuando una superficie es curva?

Nos interesa el caso de la superficie parabélica (parabola de revolucién). Nos apoyare-
mos en la interseccién de la pardbola de revolucién cortada por un plano vertical (es
decir paralelo al eje de simetria) se obtiene l6gicamente una parabola, mientras que si
se corta por un plano horizontal (ortogonal al eje mencionado) se obtiene un circulo
(ver figura 2.5).

Un rayo paralelo al eje de la pardbola de revolucién incide en el espejo parabdlico.
Hacemos un corte con el plano determinado por el eje y el rayo. Dicho corte es una
parébola (ver figura 2.6), donde se trata de demostrar que el rayo reflejado est4 en el
mismo plano y se refleja pasando por el foco de dicha pardbola. De momento aceptemos

que el rayo reflejado esta en el mismo plano lo cual se puede ver por simetria

Partiremos de la ecuacién general de la parabola con origen en el vértice, la cual vamos

a leer como y en funcién de z.
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y

Rayo
Incidente Va

R /
\\ r:fﬁado /

Figura 2.6: Corte vertical de un rayo que incide en un punto y se refleja pasando por
el foco de la parabola.

y(z) = az®

Vamos a mirar de cerca a la pardbola en el punto de incidencia para descubrir que se
ve como una recta y determinar su pendiente.

Para encontrar la pendiente de la curva, en este caso, de la pardbola para un punto
dado (z,az?) tenemos en general, dado un incremento “pequefio”h, el incremento
correspondiente de la ordenada Ay:

Ay =y(z+h) —y(z) = ala+ h)? — az?

y(z + h) — y(z) = a(z? + 2zh + h?) — az?

y(z + h) — y(z) = 2azh + ah?

Si |h| < 1, (léase “magnitud de h mucho menor que 1”), se desprecia R’ en favor de h
(ie, si|h| < 1" h'es mucho menor que la magnitud de h”) y la relacién anterior nos
queda como:

y(z + h) — y(z) = 2azh

11
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Figura 2.7: Rayo reflejado en un punto de la pardbola de acuerdo a la ley de reflexién
ordinaria.

(léase “=” como aproximadamente). El incremento de la funcién Ay es muy aproxi-
madamente proporcional al incremento h siendo la constante de proporcionalidad igual
a 2az que no es otra que la pendiente de la recta tangente. En efecto vista muy de
“cerca” en el punto (z,ax?), la pardbola se ve como su tangente® cuya pendiente es
2az. El rayo por lo tanto se reflejard de acuerdo a la ley de reflexién ordinaria (ver

figura 2.7 ), donde la normal es perpendicular a la tangente en dicho punto.

En vez de utilizar la igualdad de los dngulos de incidencia y reflexion, utilizaremos la

igualdad de los 4ngulos complementarios respectivos a saber 90°-6; = 90°-6,..

Para establecer nuestro candidato a foco, hallaremos z, tal que la pendiente sea igual a
la unidad (dngulo 45°) porque en ese caso el rayo vertical se reflejard horizontalmente.

Planteamos entonces m = 1 o sea 2azo = 1 luego zo = ﬁ (figura. 2.8).

Asi obtenemos la abscisa del punto buscado sobre la parabola por donde pasa la recta
tangente de pendiente 1. Para determinar la ordenada correspondiente a la curva,

y(z) =a (2—10)2

Por lo tanto, el punto P de la recta tangente con pendiente m = 1 esta dado por

P= (%, ﬁ) El rayo reflejado en el punto es horizontal y tiene una altura de y = ﬁ y

3Para verlo geométricamente se habia pensado hacer uso del “zoom in” del Derive. La parabola se
“rectifica” alrededor del punto de interes.
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Figura 2.8: Rayo incidente vertical en un punto zy de la parabola que se refleja hori-
zontalmente pasando por el punto F.

F(0. 1/4a)}——¢

P(1/2a, 1/4a)

xo = 1/2a

Figura 2.9: El rayo vertical que incide en el punto P (%a, ia)

1
) 4a

por el que pasardn todos los rayos reflejados. Esto es, que todos los rayos que llegan

cortard al eje de la pardbola en el punto F (0 ) Mostraremos que se trata del punto
de forma paralela al eje de la pardbola y chocan en cualquier punto, pasaran por dicho

punto F (figura. 2.9).

En la figura 2.10 un rayo paralelo al eje incide en el punto Q(z,az?), sea @ el 4ngulo
que hace la tangente en @ con la horizontal. Luego Z — 6 serd el d4ngulo que hace el
rayo incidente con la tangente y coincide con el 4ngulo que hace la tangente con el rayo
reflejado, luego el angulo que hace el rayo reflejado con la horizontal sera 6 — (% - 0).

Como consecuencia la pendiente del rayo reflejado, esta dada por tan (0 - (% - 0)) =
tan(20 — %), simplificando, tenemos tan (26 - ’—5) Si evaluamos para un éngulo de
6 = 45° = 7, la pendiente del rayo reflejado es tanf = 0, luego es el rayo horizontal

como ya sabfamos.

Regresando al caso general, la pendiente es positiva para § > 7 para y serd negativa

para § < §. Vamos a determinar tan (29 - %) en términos de tanf = 2az, usando

13
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Figura 2.10: Rayo paralelo que incide en un punto Q(z, az?)

identidades trigonométricas de senos y cosenos, tenemos:

T T T
sen (20 - 5) = sen 20 cos 5~ sen 5 cos 20
sen (20 - g) = sen 26 (0) — (1) cos 26

sen (26 — g) = —cos 20
Para el coseno.

cos (20 - er-) = cos 26 cosg — sen 20 sen il
™
cos (20 - 5) = cos 26 (0) — sen 26(1)

cos (29 - -g) = sen 26
La tangente queda expresada de la siguiente manera:

tan (26 _I

) _ —cos20
7=

sen20

14
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m
tan (20 — '2-) =

tan (
tan (
tan (

Como tanf = 2azx;

del rayo reflejado m, = tan (29 - %), luego m, =

La ecuacién de la linea de rebote que

estd dada por:

2 _
y—ar =

o0 sea,

2 _
y—ar; =

m
20—5

20— -

20— -

— (cos?6 — sen?f)

2senfcosf

sen?f — cos?d

) - 2senflcosf
W) _ e - 1
2 2%ns
7r> _ tan?0 — 1
2) " 2tand

sustituyéndola en la ecuacién anterior, obtenemos la pendiente

2azx) 2=l
4az,

pasa por el punto (ml,axf) con pendiente m,,

(2az,)* — 1

4az1 ($ -’131)
4a%z? — 1

4(1.’51 (I B -'L'])

Haciendo el corte con el eje y, esto es haciendo z = 0 obtenemos

2

Y—axy=

1
y:

4a’z? — 1
4ax, (=21)
— 4a’2? g
—4a + azx]
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1 —4a’a? + 4a’x}
- 4a

Su ordenada al origen serd y = 21;, determinando el mismo punto en el eje de la
paréabola, a saber, F (0, ﬁ) que es el punto candidato a foco.

Por otro lado sabemos de la construccién ordinaria de la pardbola como lugar geomé-
trico que si p es la distancia focal (distancia del vértice al foco) para una paribola
vertical su ecuacién es 4py = 22 0 y = %pr, luego como nuestra ecuacién es y = az?

igualando £ = a de donde p = g; tal y como habia sido determinado.

En resumen hemos demostrado que todos los rayos que vienen paralelos al eje de la
parabola al ser reflejados pasan por el foco de la pardbola. Si consideramos una parabola
de revolucién, como el proceso es reversible, si una fuente luminosa se sitia en el foco
y la pardbola de revolucién es un espejo los rayos después de rebotar salen paralelos
al eje de la pardbola de revolucién. Como ejemplo, tenemos los reflectores de las ferias

que tienen un gran alcance capaz de iluminar las nubes.

2.2. Prerrequisitos y estrategias

Para introducir la propiedad focal o sea la reflexién en espejos parabdlicos se plantean

una serie de prerrequisitos conceptuales y sus estrategias cognitivas.

1. El concepto de funcién como relacién entre dos variables. Para ello se disefiaron
cuatro actividades relacionadas a dicho concepto mediante distintos registros de
representacion: enunciados, graficas, formulas y tablas. Se plantean cuatro acti-

vidades:

Actividad I. Llamadas telefénicas. Interpretacién de funciones mediante una
grafica (ver dpendice A.1).

Actividad II. Viaje a la Universidad. Interpretacién de funciones mediante
gréficas, tablas y enunciados (ver dpendice A.2).

Actividad III. Un simulacro para desalojar la escuela en caso de temblor.

Interpretacién de funciones mediante una férmula (ver dpendice A.3).
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« Actividad IV. Temperaturas en grados Fahrenheit y grados Centigrados. In-
terpretacién de funciones mediante una tabla (ver dpendice A.4).

2. El circulo trigonométrico. Identidades trigonométricas para suma de dngulos
(Apendice A).

Actividad introductoria. El circulo trigonométrico. Identidades trigonomé-
tricas para suma de angulos (Apendice A.5).

3. Ley de reflexién en superficies planas y reduccién al caso bidimensional: la ley
de reflexion en rectas® Se disefiaron dos actividades, la primera referente a una
investigacién de la literatura (Internet) por parte del estudiante sobre la ley de
reflexién. La segunda actividad, relacionada con la ley de reflexién en rectas (cor-
te) enfocada al célculo de dngulos entre rectas y pendientes de rectas (Apendice

A).

Actividad V. Ley de reflexién. Investigacién de la literatura (Internet) (Apen-
dice A.6).

» Actividad VI. Angulos entre rectas.

a) Problema I. Angulos entre rectas. Expresar la ley de reflexién en

términos de los 4ngulos que se forman con la superficie reflectora.
(Apendice A.7).

b) Problema II. (Apendice A.7)
c) Problema III. (Apendice A.7)
d) Problema IV. (Apendice A.7)

4. Productos notables: desarrollo algebraico del cuadrado de un binomio. Repre-
sentacién geométrica de las potencia (a + b)’y (z + h)? para darle significado al
desarrollo algebraico del cuadrado del binomio y utilizacién de clculos numéri-
cos (calculadora) para “visualizar” desarrollos de aritmética del cuadrado de un

binomio (Apendice A).

Actividad VII. Representacién geométrica de las potencias (a + b)%y (z + h)®
y célculos numéricos con la calculadora.

4Es el corte con el plano de reflexién del plano formado por el rayo incidente y la normal.
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5. El andlisis de la diferencia f(z +h) — f(z) . donde f(z) = z?, esto es,(z + h)? —
z?cuando |h| < 1. Para ello analizando el comportamiento relativo de poten-
cias de niimeros pequeiios. No se concreté el disefio de una actividad excepto la
segunda mencionada en el punto anterior: comportamiento de h con |h| < 1.

6. Mirar de “cerca” la curva y = =~ Con ayuda del Derive (zoom in) mirar de
cerca la curva y = z" Para apreciar que la curva se rectifica i.e. se ve como su
tangente y ver su pendiente en casos particularmente simples (por ejemplo para
el punto (1, 1) su pendiente es y’ = 2 que corresponde a 2z con z = 1). Tampoco
se concreta una actividad.

2.3. Descripcion y diseiio de las actividades

Los conceptos antes enunciados y las estrategias didicticas para su aprendizaje se
describen en mayor detalle. Para empezar citemos a Aebli “Quien quiera aplicar el
principio de la investigacion por el alumno, debe tener en cuenta que este método es,
con mucho, la mds dificil de las formas de ensefianza” (Aebli, 1958, p. 99), por lo mismo
Aebli nos dice que la investigacién por el estudiante debe constituir un “proyecto de
accién prdctica, es decir, referido a satisfacer necesidades vitales y recreativas” (Aebli
1958, p.101).

El disefio del plan de actividades (a ser realizada por los estudiantes) sigue el modelo
de Aebli. Pero tomando en cuenta que el método de ensefianza como bien lo advierte
Aebli es el més dificil se consider6 mas adecuado establecer un cierto “formato” para
guiar el desarrollo de las actividades de investigacién por los estudiantes limitando la
posible improvisacién en el salén de clases durante la experiencia.

Vale la pena mencionar que el disefio de algunas de las actividades fueron mejorandose
durante la experimentacién, es decir, que primero se aplicaron con un grupo auxiliar
(para més detalle ver la subsecci6n 3.1), a partir de los resultados obtenidos, el disefio
de las actividades se mejor6 y se aplicaron con un grupo experimental.

Los conceptos antes enunciados en la seccién 2.2 y las estrategias didécticas para su

aprendizaje a continuacién se describen en mayor detalle.

2.3.1. Actividad |. Llamadas telefénicas.

La actividad tiene como principal objetivo indentificar la variable independiente y

dependiente en un modelo simple (discreto y lineal). Primeramente se plantea a los
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¢ Bells

@ Moarla

¢ Ana

@ Pedro

¢ Juan

Costo de la llamada [pesos $]

Tiempo de la llamada [seg]

Figura 2.11: Gréfica costo vs tiempo.

estudiantes un problema donde a través de la lectura de una grafica, costo vs tiempo,
sean capaces de observar una relacién entre esas variables, el tiempo como variable
independiente y el costo como variable dependiente. Para lograrlo se plantean una
serie de preguntas que sirven como guia para observar la relacién existente entre estas

variables (ver detalle en el dpendice A.1)

Se habla de que cinco personas que hicieron llamadas telefénicas a varios lugares del
pais, las cuales registran el tiempo que estuvieron hablando y el costo de la llamada en
una gréafica (Figura. 2.11), que para mayor comprension de los estudiantes el problema

se idealizo.

En la gréfica, el eje horizontal se encuentra la variable del tiempo y en el eje vertical
la variable del costo, podemos observar que mientras comienza a avanzar el tiempo
el costo de las llamadas aumenta. Por ejemplo, la persona que hablé més tiempo es
Bella y la que hablé menos tiempo es Juan por lo consiguiente Bella pagd mas por la
llamada que hizo Juan. Queda claro que mientras el tiempo va aumentando el costo
también aumenta, es decir, que el costo depende del tiempo. En la experimentacién la
mayoria de los estudiantes logra observar esta relacién entre variables, ya que resuelven
de manera exitosa preguntas como: jquién pag6 més y menos por la llamada? y jquién
hablé durante mds y menos tiempo?, ;qué variables se mencionan en el problema?,
icrees que las dos variables estdn relacionadas? (para mas detalle, ver los resultados

obtenidos en la seccién 3.3).

2.3.2. Actividad Il. Viaje a la Universidad.

Si consideramos el concepto de funcién, asociados a €l existen registros verbales, grafi-
cos, algebraicos y tabulares. Esta actividad fue desarrollada pensando en esos registros
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Figura 2.12: Graficas del recorrido (distancia vs tiempo) de los cuatro alumnos
hipotéticos.

y las conversiones existentes entre ellos. En la actividad se muestran cuatro graficas del
recorrido (grafica distancia vs tiempo) de cuatro alumnos hipotéticos, Antonio, Brenda,
Carlos y Alicia que viajan a una conferencia en la Universidad de Tecimac a cumplir
con una tarea de la maestra de Proyectos. El recorrido tiene una distancia aproximada
de 10 km. Salen de casa a las 7:30 para llegar a la conferencia a las 8:10.

Recordemos que se trata de un proyecto de accién practica, o sea, que el contexto de
los problemas es lo mas parecido a la realidad para los estudiantes. Efectivamente la
preparatoria existe, ésta se encuentra aproximadamente a 10 km de la Universidad de
Tecamac que también existe y de igual manera existen la materia de Proyectos y la
maestra que imparte dicha materia.

Se pone en juego la interpretacion verbal de los primeros tres “alumnos™ (Antonio,
Brenda y Carlos) acerca de su recorrido (viaje a la universidad) pidiendo a los estu-
diantes que determinen de entre ellos las graficas que corresponden a cada uno de ellos.
En el caso de Alicia (la 4ta “alumna”), se hace un planteamiento inverso, se les dice que
le corresponde la gréfica 1 para después pedirles que enuncien con sus propias palabras
el medio en que ellos creen que viajé (un fenémeno inverso pero “suavizado”, no se
les pide tanto como la descripcién verbal del movimiento asociado a la grafica (figura
2.12). Las graficas estdn idealizadas de manera que se observen lineales a trozos para
que los estudiantes las logren interpretar.

En una segunda parte, se present6 a los estudiantes, graficos del movimiento (distancia
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vs tiempo) que constituyen un registro grifico de una funcién cuya interpretacion
requiere tratamiento, el cual se hace inicialmente con simple apoyo aritmético y mas
adelante con conversién al registro tabular que cuantifica recorridos a intervalos de
tiempo iguales.

Con ayuda de la lectura de las tablas el estudiante puede ser capaz de responder estas
preguntas, ;A qué hora llegé a la universidad?, si Antonio hubiera seguido con la misma
velocidad del primer intervalo (7:30- 7:55) ;Habria llegado a tiempo a la universidad?
.Con cudnto de adelanto o de atraso?. Efectivamente Antonio llegd a tiempo a la
universidad, si hubiera seguido con la misma velocidad hubiera llegado tarde con 10
minutos de retraso.

Hasta aqui el estudiante es capaz de ver una relacién de la distancia y el tiempo, y
ha podido identificar que hay una velocidad relacionada a ello que corresponde a la

pendiente de la grafica de movimiento.

En una tercera parte del problema se plantea la conversion del registro verbal al grifico
que describe el recorrido que realizé Carlos. Para tal conversion se recurre al registro
aritmético como un apoyo.

Con una serie de preguntas planteadas al estudiante pretendemos que este determine
a partir de una velocidad dada, la distancia que recorri6 para finalmente dibujar una

grafica de la distancia recorrida en ciertos intervalos de tiempo.

Este ejemplo de interpretacién induce a los estudiantes a una primera comprobacién
evitando el empleo de un simbolismo especial, ademéas de establecer prontamente las
relaciones existentes con la nocién de funcién y su aplicacién en la vida cotidiana.

2.3.3. Actividad lll. Un simulacro para desalojar la escuela en caso de
temblor.

En esta actividad se pone en juego la conversién del registro algebraico al registro
grafico Una vez més para los estudiantes se plantea una situacién real, como lo es
el simulacro para desalojar la escuela en caso de temblor. A partir de una ecuacién
algebraica y = —5z+400 que se les da a los estudiantes tienen que construir una grafica
de desalojo de la escuela preparatoria en un intervalo de cero a cien segundos, como se
muestra en la siguiente gréfica (figura. 2.13). El tiempo trascurrido se representa con
z y los alumnos que se encuentran en la escuela con la variable y.

Al construir esta grafica con lapiz y papel se espera que los estudiantes puedan darse

cuenta que a partir de 81 segundos a 100 segundos los valores que se obtiene para la
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Figura 2.13: Gréfica de desalojo de los alumnos de la ecuela de cero a 80 segundos.

variable y (nimero de estudiantes que ain permanecen en la escuela), comenzarian
a ser negativos, o sea, que ya no hay estudiantes que salgan de la escuela. En otras
palabras los valores y después de 80 segundos ya no son significativos.

Ya que se tiene construida la gréafica de desalojo, con ayuda de una serie de preguntas
los estudiantes pueden ser capaces de leer e interpretar la grifica. Por ejemplo, se les
pregunta ;Cudntos alumnos habia dentro de la escuela al inicio del simulacro? ;Cémo
lo determinaste? ;En cudnto tiempo qued6 totalmente desalojada la escuela? ;Cémo
determinaste ese tiempo?, con las respuestas que los estudiantes escriben podemos
darnos cuenta si son capaces de encontrar las relaciones existentes entre el tiempo y
los alumnos que se encuentran en la escuela.

2.3.4. Actividad IV. Temperaturas en grados Fahrenheit y grados
Centigrados.

Esta actividad fue disenada pensando en realizar la conversién de un registro tabular
a un registro grafico, de un registro grafico a uno verbal, de un registro tabular a un
registro algebraico. Se plantea una tabla de equivalencias entre grados Centigrados
y grados Fahrenheit. El problema planteado es el siguiente: Carlos tiene un tio que
vive en Denver Colorado, la tltima vez que hablo con él le contdé que en tiempos de
calor la temperatura llega a alcanzar unos los 90° Fahrenheit y en tiempos de frio las
temperaturas bajan hasta unos 30° Fahrenheit. Carlos intrigado investigd cual era la

equivalencia en grados Centigrados. Encontré la siguiente tabla:

Fahrenheit | -4 | 5 [ 32| 122
Centigrados | -20 | -15| 0 | 50
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Figura 2.14: Grafica °C vs °F

Se les pide entonces a los estudiantes construir una gréfica a partir de la tabla anterior
para ello proporcionandoles una hoja de papel milimétrico, donde el eje x representa los
valores en grados Fahrenheit y en el eje y los valores en los grados Centigrados de—25°C
a 100°C. Lo que se espera es que los estudiantes prolonguen la grifica que construyeron
con los datos anteriores y puedan responder las preguntas que se les plantea para
encontrar equivalencias leyendo la grifica que obtuvieron (Figura. 2.14).

He aqui algunas de las preguntas: ;A cudntos grados centigrados equivalen 59° Fah-
renheit? ;A cudntos grados Fahrenheit equivalen 24 grados centigrados?. jPuedes ver
en tu gréfica la equivalencia de —13 grados Fahrenheit a grados centigrados? ;Si, no?
i Por qué? ;Qué harias para estimar esa temperatura si ya no aparece en tu dibujo?.

En otro apartado de la actividad se pide a los estudiantes encontrar una férmula de
la forma y = m(z — a) donde y son los valores en °C y z los correspondientes en °F,
que te permita convertir los grados Fahrenheit a grados Centigrados. Aqui es donde los
estudiantes presentaron grandes problemas. Mas tarde en la subseccién 3.3 hablaremos
con mas detalle de la experiencia realizada.
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Desarrollo de la Experimentacion

3.1. Los grupos de experimentacion

La experimentacién se llevé a cabo con dos grupos de la Preparatoria Oficial No. 94
'Ricardo Flores Magon', ubicada en Ecatepec de Morelos que iniciaron clases el 31 de
enero y concluyeron el 8 de julio del afio en curso. En el cuarto semestre del nivel medio
superior se ubica la materia de Geometria Analitica que es de caricter obligatorio
para todos los estudiantes. Como ya se habia mencionado fueron los grupos que se
consiguieron de hecho para impartir. En unno de ellos (el grupo auxiliar), se les aplicé
el guién preliminar de las Actividades que permitié mejorar la mayoria de los materiales
didacticos' descritos en la seccién 2.2. Al segundo grupo (el grupo experimental) que
era el grupo de mayor interés se le aplicaron las actividades I, IT, III y IV ya mejoradas
(ver el dpendice A). En la seccién 3.3 se reportan los resultados de las actividades
realizadas por los grupos. Cabe mencionar que cada grupo estaba conformado por 43
estudiantes.

Los estudiantes ignoraron en todo momento que se trataba de una experimentacion,
sblo se les comento que las actividades formarian parte de su evaluacidon semestral, un
motivo por el cual los estudiantes estuvieron dispuestos a realizar las actividades.

El salén de clases donde se llev6 a cabo la experimentacién, es un aula tradicional,
cuenta con pizarrén blanco y sillas universitarias.

3.2. Desarrollo de la experimentacion

Para llevar a cabo la experimentacién, los estudiantes dentro de las sesiones de cla-
ses debian resolver las actividades que se describen en la seccién 2.3, para lo cual se

agruparon en equipos de cinco a seis personas. Ya que se encontraban agrupados, se

1Estos materiales también constituyen instrumentos de evaluacién.
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les fue entregando de manera individual cada actividad para que las respondieran en
equipo y de esta manera favorecer la ensefianza activa dentro del aula. Al final de cada
actividad se hizo una retroalimentacién de las respuestas obtenidas por cada equipo y

se trataron de explicar sus dudas.

Las actividades se aplicaron de acuerdo al plan mencionado en la seccién 2.2 donde
se describen los prerrequisitos conceptuales y sus estrategias cognitivas que seguimos

para introducir la propiedad focal o sea la reflexién en espejos parabdlicos.

En todas la sesiones los estudiantes tuvieron una participacién activa en la realizacién
de cada una de las actividades, expresando en algin momento, que ese tipo de activi-
dades les agradaba mucho ya que en equipo se les facilitaba el trabajo, ademds, de que

al plantearlas en un contexto real se sentian identificados.

3.3. Interpretacion de los resultados

En este capitulo discutiremos las soluciones més sobresalientes de cada actividad. Se
muestra el enunciado que se plantea a los estudiantes asi como una serie de preguntas
encaminadas a la bisqueda de la nocién de un concepto. Se hace una interpretacioén de
las soluciones planteadas por los equipos a cada una de las actividades. Las estadisticas
de los resultados pueden consultarse en el apéndice B, donde aparece un resumen de
las respuestas de los nueve equipos para cada una de las actividades aplicadas en la
experimentacién . Para que resulten utiles tales estadisticas en las siguientes secciones
se amplia una descripcién con resultados y observaciones para cada actividad.

Es preciso mencionar que las actividades se fueron disefiando mientras el curso de Geo-
metria Analitica avanzaba, lo que nos caus6 contratiempos en la aplicacién de algunas
actividades, mas adelante mencionaremos las condiciones en las que se aplicaron dichas

actividades para cada uno de los grupos: el grupo auxiliar y el grupo experimental.

3.3.1. El concepto de funcién como relacién entre dos variables.

Para estudiar la relacién funcional entre variables se disefiaron guiones de las activi-
dades I, II, IIT y IV, las cuales se aplicaron primero con el grupo auxiliar; de acuerdo
a los resultados que se obtuvieron en esa primera experimentacién se realizaron varios
cambios en los guiones de las actividades. En particular la actividad II que se refiere

a la descripcién grafica de un movimiento se extendié considerablemente? ; en primera

2En el apéndice A pueden compararse A.2.1(preliminar) con A.2.2 (final)
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instancia la actividad solo mostraba los puntos uno, dos y tres. Posteriormente al pun-
to dos se le incluyeron tablas con el fin de introducir el registro tabular a través de la
conversién de la lectura de una gréfica, también se agregaron los punto cuatro, cinco y
seis (véase el apéndice A.2). Esta actividad II fue la mas completa, ya que se pone en
juego el uso de varios registros de representacion para un aprendizaje significativo en

nuestro proyecto de accién (vedse la seccién 3.3.1.2 ).

Los guiones de las actividades I, II, I y IV, ya modificadas se aplicaron con el grupo
experimental. Mostraremos a continuacién la interpretacion de los resultados.

3.3.1.1. Resultados de la Actividad |. Llamadas telefénicas.

La actividad se presenté a los estudiantes del siguiente modo:

Un fin de semana cinco personas hicierén llamadas telefénicas a varios lu-
gares del pais, registraron el tiempo que estuvieron hablando y el costo de

la llamada se muestra en la siguiente grafica.

@ Bella

® Maria

4 Ana

® Pedro

® Jjuan

Costo de la llamada [pesos $]

Tiempo de la llamada [seg]

En la primera parte de esta actividad, se pide a los estudiantes que observen la gréfica
y respondan una serie de preguntas. Todos los equipos resolvieron las preguntas de
manera correcta, como un ejemplo de ello son los resultados del equipo 1:

a) ¢Quién pagd mas por la llamada? P s

b) ¢Quién pa'gd menos por la llamada? 5 154
) ¢Quién hablé durante mas tiempo? __ % i1y
d) ¢éQuién hablé durante menos tiempo? i
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En la segunda parte del problema todos los equipos concluyeron que las variables que se
relacionan en el problema son el costo de la llamada y el tiempo de la llamada. Cuando
se les pregunta ;Crees que las dos variables estédn relacionadas? todos responden que
si y cuando se les pide que justifiquen su respuesta, escriben en general justificaciones

vélidas, como por ejemplo el equipo 4 repondio:

éCrees que las dos variables estan relacionadas? .y _Justifica tu respuesta

U pueaesan  COTIERDG D (e nidpar oo 60 e

[Si] [Si aumenta el tiempo de la llamada aumenta el costo]

Pero el equipo 8 no logré justificar su respuesta, al argumentar lo siguiente:

¢Crees que las dos variables estén relacionadas? O ( Justifica tu respuesta ‘a\xn‘n@ e\

X\P\r‘\‘\‘r\\ <c bc\%(\ e G'\ m\Jn P’P [oN
" awo

[Si] [Si, porque el tiempo se basa en el costo de la llamadal

En base a las respuestas de los equipos podemos observar que los estudiantes a partir de
la interpretacién de la grafica (registro grafico) son capaces de hacer una interpretacion
verbal (registro verbal), esto es, se hace una conversidn del registro gréafico al registro

verbal para concluir que los estudiantes:

Logran identificar las variables que se plantean en el problema, la variable inde-

pendiente que es el tiempo y la variable dependiente que es el costo de la llamada.

Identifican (con una excepcién) la relacién existente entre estas variables, a saber,

el costo de la llamada depende del tiempo de la llamada.

Como lo observamos en la respuesta del equipo 8 ellos no logran describir como es la
relacién que existe entre el costo y tiempo de la llamada. Esto probablemente porque
no pudieron identificar cual es la variable independiente.

27



Capitulo 3 Desarrollo de la Experimentacién

3.3.1.2. Resultados de la Actividad |l. Viaje a la universidad.

La actividad se presenté a los estudiantes de la Preparatoria de Ecatepec del siguiente

modo:

La maestra de Proyectos envié a sus alumnos a una conferencia a la Uni-
versidad de Tecamac, la distancia aproximada es de 10 km. Salimos de
casa a las 7:30 para llegar a la conferencia a las 8:10, las siguientes graficas
muestran cémo son los trayectos para Antonio, Brenda, Carlos y Alicia.

. 1
2 o
S | (]
= <
g 3
[} [0
!
l
Tiempo Tiempo
Grafica 1 Grafica 2
3 2
] =3
&) 1)
> < s
Tiempo Tiempo
Gréfica 3 Gréfica 4

Tres chicos comentaron como se di6 su recorrido:

Antonio: Salgo con calma en bicicleta, en el camino comienzo a pedalear
mas fuerte.

Brenda: Al poco de salir me di cuenta que olvidé el refrigerio y tuve que
volver.

Carlos: Fui en moto pero en el camino me quedé sin gasolina, caminé hasta

la gasolinera que estd de paso y luego continué.

La mayoria de los equipos (7 de 9) respondieron las siguientes preguntas de manera

correcta, como ejemplo de ello veamos la solucién del equipo 4.



Capitulo 3 Desarrollo de la Experimentacion
a) ¢A quién corresponde cada gréfica?
Grafica 1: __Alicia
Grafica2: _ (A, o
Grafica3: __ Qe
Graficad: _ | v do

Esto porque logran hacer una buena interpretacién de la descripcién del recorrido de
cada alumno (registro verbal) y relacionarla (conversion) con cada una de las graficas
(registro grafico) dando un resultado satisfactorio.

Los equipos 3 y 5 mostraron problemas al establecer una conversién entre el registro
verbal y el registro grafico. Mas tarde en la discusién grupal estos equipos se dan cuenta
de su error y lo corrigen escribiendo la respuesta correcta enseguida de su respuesta

anterior.

a) ¢A quién corresponde cada gréfica?
Gréfica 1: __ Alicia
Grafica 2: £ Aeni oi
Grafica3;: - gy Cog \o>
Gréficad: COQ\. Beenaien.

En las preguntas ;Qué diria Alicia acerca de su viaje? ;En qué crees viajé?, es evidente
que solo se les pidié que enuncien con sus propias palabras el medio en que ellos creen
que viajd, una situacién inversa a la de la pregunta anterior, aunque no se les pide tanto
como la descripcién verbal del movimiento descrito en la grafica, ya que ello resultaria
muy dificil. Para esta pregunta hay una variedad de soluciones, veamos ejemplos de las
mas representativas:

Solucién del Equipo 3

b) ¢Qué diria Alicia acerca de su viaje? ¢En qué crees viajo?

N Vate MLV NN« oVa s WTe VA MR - s HENES S Ll T 4 "R 0 4*!
a.%'\’.':)C‘ o enfles e #

[Viajé en camion porque dio varias vueltas entre las calles]
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= Solucién del Equipo 4

b) ¢Qué diria Alicia acerca de su viaje? ¢En qué crees viajg?
y
ﬂ\ut (”?v \Qr‘ = DU a0l R [ VS D) 14 53 TR

[Que ella toméd un camidn y este iba haciendo paradas/

Solucién del Equipo 5

b) ¢Qué diria Alicia acerca de su viaje? ¢En qué crees viajo?
£ moadeus oo amben oo cdrin Vevoe w3 Caey 10 o e oy

[En autobis o también podria llevar su propio carro]

Solucién del Equipo 7

b) ¢Qué dirfa Alicia acerca de su viaje? éEn qué crees viajo?
3.» 2l t 4] .

MMMWWQ

[Salié de su casa, camind, pasd a la tienda, después camind a la parada de camiones y

después se bajé y camind a la conferencia/

La respuesta més acertada es la que plantea el equipo 4; efectivamente Alicia debi
viajar en camion y realizar paradas, todos los equipos sugieren el camién. Las distintas
soluciones dejan al descubierto la forma en que los estudiantes interpretan el recorrido
que hace Alicia a partir de la grafica. En la solucién del equipo 3 podemos darnos
cuenta que los estudiantes conciben a la grafica como si ésta describiera la trayectoria
que sigue Alicia, diciendo por ejemplo que es un camién que se va entre calles y no se
dan cuenta que la grafica solo describe la distancia que se recorre en un determinado

tiempo y los segmentos horizontales corresponden a las varias paradas del camién.

La respuesta del equipo 5 acierta en que seguramente Alicia viajé en camién. Pero la
posibilidad de que viajara en automévil no justifica el que haya unos pocos segmentos
horizontales en la grafica. A menos que viajara en su propio auto pero habiendo sems-
foros en el camino, aunque ello no se aclara en su respuesta de manera explicita porque

no se los pedimos.
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istancia [km)

Figura 3.1: Viaje de Antonio

El equipo 7 mostré tener mucha imaginacién. La gréifica que corresponde a Alicia es
una grafica lineal a trozos, siendo cuatro los trozos més grandes. Para responder la
pregunta, pareciera ser que este equipo le asigné una razén de ser a cada uno de ellos,
primero que salié de su casa y caminé a la tienda, segundo que caminé a la parada
del camién, se bajé y tercero que caminé a la conferencia. De un modo u otro estos
estudiantes estdn observando que Alicia avanza y se detiene, avanza otra vez y se
detiene y vuelve a avanzar. No describen el recorrido como lo hizo el equipo 4 que dice
que va en un camién y hace paradas pero es evidente que entienden en alguna medida

el movimiento que lleva Alicia (no es pues el movimiento uniforme).

Cabe mencionar que esta actividad después de ser aplicada en el grupo auxiliar fue
complementada. Consideramos que esta actividad es la més completa de las cuatro
que se plantean para la nocién de funcién, ya que implementé la conversiéon de méas de
dos registros. En la segunda parte del la actividad se plantea el recorrido de Antonio
con mas detalle. Pasamos del registro grafico con apoyo de la aritmética para pasar al
registro tabular. En la sexta parte de la actividad, se describe verbalmente el recorrido
de Carlos, esto es, ir del registro verbal apoyandonos del registro aritmético para pasar

al registro grafico.

Comenzaremos describiendo la segunda parte del problema. Como habiamos mencio-
nado se plantea de manera mis precisa el trayecto que hace Antonio en bicicleta. Se
muestra a los estudiantes una grafica més detallada de dicho movimiento (ver la figura
3.1).

Lo que se quiere lograr con esta actividad es que los estudiantes interpreten la grafica
apoyandose en el registro aritmético para hacer una interpretacién (de la grafica) a
través de una conversién al registro tabular. Que observen que hay dos intervalos de

tiempo en que la velocidad y distancia son distintas. Siendo el primer intervalo de 7:30
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a 7:55, con una velocidad constante menor que la del segundo intervalo de 7:55 a 8:10.
Y que de este modo puedan determinar la distancia recorrida en los dos intervalos de
tiempo.

Veamos las preguntas y respuestas del equipo 1 y 9 para esta segunda parte de la
actividad:

Solucién del equipo 1

c) ¢Cudntos Km lleva recorrido Antonio a las 7:45?__ "2 1 nn

¢Quéocurre alas 7:557 __miowienda -3 gelocwd «d
¢Cudnto tiempo empled en la primera mitad del trayecto? __’ c:‘) Yy ¢Y en la segunda
mitad? \5 YO

d) ¢Cudntos Km pedaled entre las 7:45 y las 8:05? ok

[8km] [aumentd su velocidad] [25 min] [15 min] [5 km]

Solucién del equipo 9

¢) ¢Cuéntos Km lleva recorrido Antonio a las 7:457__ by .
$Qué ocurre a las 7:55? o iic tel G .3»('(1(1 begoy (XL pee s
¢Cuénto tiempo empleé en la primera mitad del trayecto? Doy o ¢Y en la segunda

mitad?___iow 7

d) ¢éCuéantos Km pedaleé entre las 7:45 y las 8:05? LY.

P LS S, |

[8 km] [empieza a pedalear mds fuerte] [25 min] [15 min] [5 km]
Estos dos equipos responden de una manera correcta, son capaces de deducir a partir de
la gréafica que la velocidad de Antonio aumenta en la segunda mitad de su trayecto.
Ahora veamos la solucién del equipo 6:

Solucién del equipo 6

¢) éCuéntos Km lleva recorrido Antonio a las 7:45? BKm
¢Qué ocurre alas 7:55? _ Y€Ccn1€ S ¥m
¢Cuénto tiempo empled en la primera mitad del trayecto? 138 Smn ¢Y en la segunda
mitad?_& 41 on

-

d) ¢Cuéntos Km pedaleé entre las 7:45y las 8:057 _ 5 Ky

' L L PNV,

[8 km] [recorre 5 km] [7:55 min] [8:10 min][5 km]
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Este equipo responde de manera correcta, al parecer la pregunta no quedo clara para los
estudiantes, el equipo en vez de reportar el tiempo de la primera y segunda mitad del
trayecto, reportan la hora en que termina cada uno de ellos, aunque leen perfectamente
la distancia recorrida de Antonio en los intervalos de tiempo de 7:30 a 7:45 y de 7:45
a 8:05.

Continuando con la segunda parte del problema. Se presentan las respuestas de dos
equipos respecto a la interpretacion que hacen de la grafica de la primera parte del re-
corrido de Antonio. Esto se logra con apoyo de tratamientos aritméticos para completar
la tabla que se les presenta a los estudiantes y con ellos realizar una conversién tabular.
A partir de la construccién de estas tablas o por lectura de la grafica los estudiantes
podrén ser capaces de responder si Antonio llegé a tiempo a la conferencia. Incluso
determinar con cuantos minutos de retraso si hubiera continuado a la velocidad inicial.
Al mismo tiempo se presentan las respuestas que dieron los equipos a la tercera parte
del problema. Se pregunta a los estudiantes si pueden determinar qué variables son las
que se relacionan en el problema. Ejemplificamos con las soluciones de dos equipos.

Solucién del equipo 5

e) ¢Cémo se puede saber que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25 minutos?
Para ayudarte a responder la pregunta completa la tabla donde registres la distancia recorrida cada 5
minutos empezando por el intervalo 7:30-7:35

Intervalo 7:30-7:35 B q-]j‘i() 7:40-7:45 9D o d2 7:50-7:55
Recorrido [Km)] 1
¢Cual es tu respuesta en base a los datos de la tabla anterior?_(_Aacd z

PeCcoroicy o Kaltmeleo

f) ¢éCémo se puede saber que Antonio también ha ido a la misma velocidad en los Gltimos 15 minutos (de las

7:55 a las 8:10)? Construye una tabla.

Intervalo 1:595 o Bz B0 & 815 81ha Bl

Recorrido [Km] 2 1

¢Qué puedes concluir con los datos de la tabla que construiste? ROorozp ¢y 0%, O Simr ey,

Kilorveleo, peees en difepente’ ooy
g) ¢Encudl de los dos intervalos fue menor la velocidad de Antonio?

Todes Breren Vi wlimiews weloe dad

h) éEn cudl intervalo de tiempo Antonio viajo mas rapido?_ A€ 3-89 s 810
i) ¢Aqué hora llegd a la universidad? _$ 2 20D
j) Si Antonio hubiera seguido con la misma velocidad del primer intervalo (7:30- 7:55) ¢Habria llegado a

tiempo a la universidad? B\Q éCon cudnto de adelanto o dé atrasoj con: 25 min __ de
Yo

<.

1 |
O el ST

3. En base a tus resultados discute con tu equipo.
a) ¢Qué variables se mencionan en el problema? Tt&m(b .’! i %"‘?T‘Fl i

b) ¢Crees que las dos variables estén relacionadas? & _Justifica tu respuesta
ad=tanc a Af‘fyf"rd@ A o]
T.c Wj@ Ia
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Podemos observar que en la respuesta del inciso €), los estudiantes logran hacer una
buena lectura o interpretacién de la grifica, pueden darse cuenta que en la primera
parte del recorrido de Antonio, el avanza un kilometro cada 5 minutos. En el inciso f)
se les pide construir una tabla para la segunda mitad del recorrido, el cual es diferente
al del inciso e). Se observa que el equipo tiene dificultades para completar esta tabla,
no estan interpretando de manera correcta la gréfica, ya que no hay trazo del recorrido
en el intervalo de 8:10 a 8:20. Como consecuencia de ello, los incisos g), i), y j) los
responden de manera incorrecta. En el inciso h) la respuesta es correcta. Son capaces
de observar que la distancia depende del tiempo, que hay dos partes del recorrido donde
la velocidad es distinta y que la segunda parte del recorrido en donde Antonio viaja
mas rapido.

Solucién del equipo 3

e) ¢Cémo se puede saber que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25 minutos?
Para -ayudarte a responder la pregunta completa |a tabla donde registres la distancia recorrida cada 5
minutos empezando por el intervalo 7:30-7:35

Intervalo 7:30-7:35 3 35-%-49 7:40-7:45 .45 150 7:50-7:55
Recorrido [Km] 1 1 1 1 |
¢Cual es tu respuesta en base a los datos de la tabla anterior?_(3ue. €' yecnvel dO
* deeoende  del 1nicvualo
f) ¢Cémo se puede saber que Antonio también ha ido a la misma velocidad en los ultimos 15 minutos (de las

7:55 a las 8:10)? Construye una tabla.

Intervalo 3.585- Atoc | 1,00 ~ dies [ 703 3010
Recorrido [Km] 4- § 1.5

¢Qué puedes concluir con los datos de la tabla que construiste? Que ¢l re covil do

Cawr'ey O (om0 o condtricion e b OGS
g) ¢Encudl de los dos intervalos fue menor la velocidad de Antonio?
el o dme dc 9:36- 335

h) ¢En cudl intervalo de tiempo Antonio viajo més répido? Cxel Sequndn de 2185~ A 14
i) ¢A qué hora llegé a la universidad? 810 Y
j) Si Antonio hubiera seguido con la misma velocidad del primer intervalo (7:30- 7:55) ¢Habr(a llegado a

tiempo a la universidad?__NQ éCon cudnto de adelanto o de atraso? con: 10 min __ de

ol 0ag

3. En base a tus resultados discute con tu equipo.

a) ¢Qué variables se mencionan en el problema? d ¢ 4(‘;"‘\ o ‘}'(‘mf_‘) o5

b) ¢Crees que las dos variables estédn relacionadas? 5‘» Justifica tu respuesta
) Dochoe depide o demp0 on g e
WCCAivE vl ala  velo ¢ vlad !

A comparacién del equipo anterior, este equipo logra responder a medias correctamente.
El inciso e) logran construir la tabla con éxito y logran observar que el recorrido que
efectia Antonio cambia en la primera y segunda mitad del recorrido. En el inciso f)
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tienen un error al calcular el recorrido en el intervalo de 8:05 a 8:10. Determinan que
en la segunda parte del trayecto, la velocidad ha aumentado. También responden de
manera correcta los incisos g), h), i) y j). Deducen que el recorrido (distancia) que
efectia Antonio y el tiempo que transcurre para ello estan relacionados, y aunque no
mencionan como tal la relacién entre esas variables es la velocidad. Se puede deducir
en el esbozo de la férmula de la velocidad que escriben al final de las preguntas.

En una cuarta parte del problema, se presenta a los estudiantes la tabla del inciso
e) modificada en los primeros 25 minutos de 7:30 a 7:55 (inciso a), con el fin de que
observen que recorren la misma distancia en un mismo intervalo de tiempo y por ende
que la velocidad es constante. En el segundo inciso, el b), se plantea a los equipos que
completen una tabla con valores acumulados de la distancia y el tiempo. En el inciso c)
se les pide que calculen la velocidad expresada en km/min. En seguida observaremos
tres soluciones diferentes.

= Solucién del equipo 4

4, Discute con tu equipo para responder.
Regresando al viaje recorrido de Antonio

a) Has visto que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25 minutos como se ve en la tabla

modificada.
Intervalo 7:30-7:35 7:35-7:40 7:40-7:45 7:45-7:50 7:50-7:55
Tiempo
transcurridos S 5 5 5 5
[min]
Recorrido [Km] 1 1 1 1 1

¢Qué puedes comentar al respects?_Jx wrraget A Mis e Milesrn  Be B
P oMo gsemtve s welncidad 08 Cndtaent
&

b) Con ayuda de la tabla anterior, completa la sigulente tabla de valores acumulados para el primer
recorrido

Intervalo 7:30-7:35 7:35-7:40 7:40-7:45 7:45-7:50 7:50-7:55
Tiempo
transcurridos 5 10 ) 10 s
[min]
Distancia bt 2 k) 4 ]
recorrida
[Km]

c) Observando la dltima tabla podrfas calcular la velocidad de Antonio (en la primera mitad del
recorrido) en km/min
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Solucién del equipo 5

4. Discute con tu equipo para responder.
Regresando al viaje recorrido de Antonio

a) Has visto que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25 minutos como se ve en la tabla
modificada.

Intervalo 7:30-7:35 7:35-7:40 7:40-7:45 7:45-7:50 7:50-7:55
Tiempo
transcurridos S 5 5 5 5
[min]
Recorrido {Km] 1 1 1 1 1

¢Qué puedes comentar al respecto?. @t e ha \dO A ‘2
d

b) Con ayuda de la tabla anterior, completa la siguiente tabla de valores acumulados para el primer
recorrido

Intervalo 7:30-7:35 7:35-7:40 7:40-7:45 7:45-7:50 7:50-7:55
Tiempo
transcurridos 5 10 'S 20 5
[min]
Distancia 1 2
recorrida ' £ 4 S
[Km]

¢} Observando la Ultima tabla podrias calcular la velocidad de Antonio (en la primera mitad del
recorrido) en km / min

‘K cada S M,

[1km cada 5 min]
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= Solucién del equipo 9

4. Discute con tu equipo para responder.
Regresando al viaje recorrido de Antonio

a) Has visto que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25 minutos como se ve en la tabla

madificada.
Intervalo 7:30-7:35 7:35-7:40 7:40-7:45 7:45-7:50 7:50-7:55
Tiempo
transcurridos 5 5 5 5 5
[min]
Recorrido [Km) 1 1 1 1 1

£Qué puedes comentar,al respecto?. ﬁl ;££g ALy &0 g‘;m"t&g _é ngfﬂ '/Q

b) Con ayuda de la tabla anterior, completa la siguiente tabla de valores acumulados para el primer
recorrido

Intervalo 7:30-7:35 7:35-7:40 7:40-7:45 7:45-7:50 7:50-7:55
Tiempo
transcurridos 5 10 15 20 25
[min]
Distancia 1 2
recorrida
[Km]

iy &

L

c) Observando la Uitima tabla podrias calcular la velocidad de Antonio (en la primera mitad del
recorrido) en km / min

Vel =

PR

En general todos los equipos respondieron de manera correcta esta cuarta parte del
problema. Para el inciso c), hay diferentes formas de calcular la velocidad. En particular

el equipo 9 calcula la velocidad para cada intervalo de tiempo resultando la misma para

cada intervalo.

En una quinta seccién de la actividad se les pide a los estudiantes calcular la pendiente

del recorrido de Antonio para los primeros 25 min. Ellos eligen un par de puntos
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aleatorios y con los cdlculos que realizan, y la pregunta que se les plantea, se percatan
que la velocidad y la pendiente son las mismas. Ejemplo de ello son las respuestas del
equipo 3 y 5. Los dos equipos usan pares distintos de la grafica por donde pasa la recta
del recorrido. Llegan a la misma solucién y comparando su respuesta con la solucién
obtenida en la cuarta parte de la actividad, inciso ¢), deducen que la velocidad que

lleva Antonio y la pendiente son iguales.

® Solucién del equipo 3

S. En la siguiente figura hemos representado la primera parte del recorrido de Antonio en una gréfica de’
distancia recorrida vs minutos transcurridos a partir de 7:30

10

UIStaNcia [km|
ol

)

P B SE

1
I O /]
' i i

8
110 1201 30 4p-
0 vt

a) En la gréfica anterior se observa una gréfica que pasa por una serie de puntos coordenados elige un

L T
l/

par de ellosy lldmalos A y P,
Rlo.1)
PGo- 4)

b} Con los dos puntos elegidos, determina la pendierftfe de larecta

4-2 . <4 .1

Pendiente m = \f1~ = - -
- weece 2O 1O 1o
RKew = Ky &

c) Compara tu resultado con la velocidad de Antonio para la primera mitad recorrida que calculaste.
¢Qué puedes concluir al respecto?
Lo NE \n(u—\c] 4 \ La f\?h(“‘ crds o, \(: AT 01

d) Sabiendo que 60min/!lhr es la unidad y que lo que sea multiplicado por 1a unidad no se altera,
utilizalo como factor para canvertir Ia velocidad de km/min a km/ hr

60 min L ke GO .
B (& 55 ) o ke,
. YooYy n v
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s Solucién del equipo 5

S. En la siguiente figura hemos representado la primera parte del recorrido de Antonio en una gréfica de
distancia recorrida vs minutos transcurridos a partir de 7:30

a)

b)

c)

d)

En general esta quinta parte para tres euipos resulté un poco complicada, ya que
muestran dificultad para hacer operaciones de quebrados como lo muestra la solucién
del equipo 3 al inciso a) de esta quinta parte. Elige bien un par de puntos pero a la
hora de reducir dicho resultado lo hacen de manera incorrecta. El equipo 5 en el inciso

d) no logra hacer una conversién de la velocidad. Lo que intentan hacer es una regla

N
|104-

S+

vistancia [km]

ot
Y O TN T N o |

T L
10 20 1 30 40 S0
Tiempa [min]

En la gréfica anterior se observa una grifica que pasa por una serie de puntos coordenados elige un

par de ellos y lldmalos £ y P,

A(00)
P15 5)
Con los dos puntos elegidos, determina la pendiente de la recta
: w 5.0 “
Pendiente m= 2 - __:_\__,-——‘—- T i ,.L
Y y‘ 7 5-0 2. 85 1
[
5 o

Compara tu resultado con la velocidad de Antonio para la primera mitad recorrida que calculaste.
¢Qué puedes concluir al respectp?
Qe lo

pﬂﬂ(.’il'ﬂ’ﬂ“t Y [n ’\’l?ﬂ))f_‘)ﬂfﬁo 2N
S andes
4

Sabiendo que 60min/lhr es la unidad y que lo que sea multiplicado por la unidad no se altera,
utilizalo como factor para convertir la velocidad de k»/min a km/ hr

”\ - 6O wnn
X — LH5mMin
== 4l

de tres mal planteada.
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En la sexta parte y tultima de la actividad, se plantea la descripcién detallada del
recorrido que hace Carlos. Se pretendia que los estudiantes hicieran una conversién del
registro verbal al registro grafico. Esto se logré con el apoyo de célculos aritméticos y
lo observado en las partes anteriores de la actividad. La mayoria de los estudiantes no
mostraron problemas al resolver las preguntas que se les plantearon. Solo el equipo 5
sigue mostrando problemas para realizar conversiones, intentando hacer una regla de
tres sin llegar a una solucién. Como ejemplo de una respuesta correcta se muestra la
solucién del equipo 3.

6. Ahora veremos la descripcion detallada de Carlos.
Carlos: Sali con calma a una velocidad de 30 kni/ hr durante las primeros 10 minutos y me di cuenta que
me daba sin gasol Perdi 10 do de ¢ ir un par de litros y luego continué a
mucha mayor velocidad durante unos 5 minutos llegando a Tecamac a las 7:55 a.m

En base a la historia de Carlos, Ive las sigui pr

De las 7:30 a las 7:40 Carlos viajo a 30 km/ hr ¢Cuéntos kilémetros por minuto recorre Carlos a esta
1 hr

60 min !

b > (30,0“ 20 XM 3 1 ek

VG Omr Bl
\

velocidad? Convierte 30 km / hr a su equivalente en km / fr (utiliza el factor unidad
-

1 e (oO»mﬂ‘ W o oo\, '1 he

C‘—‘"os Yecovie .« cack PEET S "
b) Luego de 7:30 3 7:40 transcurren 10 minutosa _2 _ km/min . Luego recorrerd 5 _Kmen10

min

7. No cambia la distancia entre 7:40 y 7:50. Y finalmente avanza lo que le faltaba para los 104m totales,
saber 5 kmen el intervalo de 7:50 a 7:55.

8. Con todos los datos anteriores representa en el cuadriculado el viaje de Carlos

&
1
1

vistancia

41
24+

i i 1 2 1

| S ] I |
7:30 7:407:50 8200 8:10 8:20
Tiempo

El equipo responde correctamente, solo comenten un pequeno error al reportar las
unidades de la velocidad que lleva Carlos en el inciso a), colocan km/hr cuando debid
ser km/min. En el dltimo punto, el punto ocho, logran dibujar la trayectoria de Carlos

en el cuadriculado.
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3.3.1.3. Resultados de la Actividad lll. Un simulacro para desalojar la escuela
en caso de temblor.

Se plantea a los estudiantes el siguiente problema.

En la preparatoria se llevé a cabo un simulacro; la siguiente ecuacién per-
mite calcular el tiempo que tardan los estudiantes en desalojar la escuela.

y = —5z + 400

Donde y representa el niimero de estudiantes que restan dentro de la es-
cuela y z el tiempo en segundos que han transcurrido desde que empezé el
desalojo. A partir de la ecuacién anterior construye una gréfica de desalojo

para los primeros 100 segundos.

En este problema se pretende que los estudiantes deben partir de la ecuacién algebraica
y realizar una conversion al registro grafico. Para poder realizar esto, los equipos se
apoyaron espontineamente en el registro tabular, es decir, de la ecuacién algebraica
pasaron al registro tabular y del tabular al registro grafico. Como ejemplo veamos las
soluciones de los equipos 4 y 9.

Solucién del equipo 4

[} b - -
: [ 32 EN
SIS NP SR SO

400 bid. 9. 70 30 b0 0 w0 9¢ S0 400 L7 o hefefesep fedeei

ooBB538838

-0 Tiempo €3

1 8Qﬂ::r\r\v\r‘ln Iac cicniiantoec nraonintac
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Solucién del equipo 9

o { L ‘. A 1?{ 1L "I"l“"""""i' AL B S
L JU N O R T A A O T DO L
re !"I’T‘ 3 VI
! f_ i J 311 il 1 .j, ] 4__';‘_.,.1“;‘,
” S L L G SO L Eopr gl Joaesd ws, § o
(I if'; O R 1~,J-L,I.AQ.,N“_*..,:,,/“,!
+ g ol g N T S
N I B VR T IC A B
13 ‘l} . ;l ' 4 Ev,‘!,i ,;,|’v,l;
! i IV T O O (N O UL I
{.. Tii«.l-l I ! }1 ",,i, o
8 L } e oo Ik b ,..,...._f Ao
(S gkl 1; l fiscpe
} 1 R
i a
foeerd
-

[Reverso de la hoja]

x 1 3=5x 4900

10 3 Sy 00T =5
5 w=1004+ 100 = 200

20 V=5(0o! e
30 y==x(30) + 160
g V<5 UtoH 100

0 |y S0k 100 -as04n00E 150
WO | V- (6e) % 4ppr T 300 s apn 10O
30 | v Lao.n 460 = “’:;gi"’og; b
BO ¥yz- (BO)* 400 =112 5O
e y=5 (aod’ . emoD + O3 E WO
o0 Y=5 (100,400 779

Estos equipos a partir de la ecuacién realizan una tabla para poder graficar. El equipo
4 muestra una tabla sin los calculos que realiz6, tal y como lo hizo el equipo 9, el cual

muestra paso a paso cada célculo.

Después de la grifica construida se plantea una serie de preguntas sobre cuantos es-
tudiantes restan en la escuela en un determinado tiempo. Esto lo pueden calcular u
observar de dos maneras diferentes. La primera, interpretando la grifica que constru-

yeron con ayuda de los célculos y la segunda por medio de la tabla que construyeron.

Veamos algunas respuestas.

= -y50 + 400 *
-noo 3400 =

42

6 Y00 = 2306

= 250
2080

* .,

(10, ‘5»‘)
(2¢, 200 )
(30, 2u<)
(2 200 )
156, 130 )
(’5‘ You )
g ¥ D0 Y
20,0 )
i[!' ‘ ~20 )

i‘ wg -0 2}



a)

b}

<)

d)
e)

g
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Solucién del equipo 3

¢Cudntos estudiantes habia dentro de la escuela al inicio del slmulacro?_\g_n_Lm__“lﬂ)_g)m oS

¢Cémo lo determinaste? \ seved O
‘\.\‘7 \(L\k}(\ 2N (Jstnmn [N

¢Cudntos estudiantes estabgn aun dentro de la escuela cuando habfan transcurrido ?0 segundos del
simulacro? __ 5 (o ¢Cémo lo determinaste? __]_fg_r_ng_gd_._g_dg l a S:a

s L0

¢Cuintos estudiantes estaban adn dentro de la escuela cuando habian transcurrido S5 segundos del
simulacro? _12&  ¢Cémo lo determinaste? _Par i edic de Lo j.‘ whra

¢Cudntos segundos habian transcurrido cuando quedaban 325 estudiantes?_| S FYY Pal
£Cémo encontraste la respuesta?. N

2 o EEY XS %’.bf,(

EheuSrto HEMpo Queds totalmente desilojada la escuela? B O < g
$Cémo determinaste este tiempo? _Pay warlio) de la 8 yrs 4000 Qe g

Xen \\lO

s Solucién del equipo 4

a) ¢Cudntos estudiantes habia dentro de la escuela al inicio del simulacro? ‘400 5
éCénio determinaste? gnqs&__g_un_m_\ﬂb&_ltm&mumh_aﬁmnm

csia en ) acqundos  enle  deholacen con O o

b) ¢Cudntos estudiantes estaba";ljaﬂn dentro de la escuela cuandof»abian transcurrido 30 segundos del

simulacro? ijz £€Como lo determinaste? 1Qa

c) ¢Cudntos estudiantes estaban adn dentro de la escuela cuando habfan transcurrido 55 segundos del

simulacro? [lﬁ ¢Cémo lo determinaste? _cow fn Sm{v %

d) ¢Cudntos segundos habian transcurrido cuando quedaban 325 estudiantes? D -

e) ¢Cémo encontraste la respuesta?__coN ‘m?)‘n L CO

f) ¢En cudnto tiempo quedé totalmente desalojada la escuela? _en 20«

g) éCémo determinaste este tiempo? _CO0, (G aydiica
o]
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Solucién del equipo 7

a)

b)

<)

d)

e)

f)
g)

4Cudntos estudiantes habia dentro de |3 escuela al inicio del simulacro? 100
¢Como lo determinaste? CON \a ovmaio

2Cudntos estudiantes estaban adn dentro de la escuela cuando hablan transcurrido 30 segundos del
simulacro? 4 a \ __ ¢C6émo lo determinaste? CQN \a {abb

¢Cuantos estudiantes estaban adn dentro de la escuela cuando habian transcurrido 55 segundos del
simulacro? 13%) ¢Cémo lo determinaste? CCY\ \a {aays

¢Cuantos segundos habian transcurrido cuando quedaban 325 estudiantes? {5 S@L}z ndf .
£Cémo encontraste la respuesta?. o0 \Q) labla

¢En cudnto tiempo queds totalmente desalojada la escuela? 1CC) v TRl AOS
¢Cémo determinaste este tiempo? C O\ Q0 \abia .

Solucién del equipo 9

a)

b}

<)

d)
e)

g

{Cudntos estudiantes habfa dentro de la escuela al inicio del simulacro?___ 400
¢Cémo lo determinaste? _\ oic, teendd ¥ mecticode Yo el e

¢Cudntos estudiantes estaban aun dentro de la escuela cuando habian transcurrido 30 segundos del
simulacro? _250  ¢Cémo lo determinaste? Texwtancles

¢Cudntos estudiantes estaban aun dentro de la escuela cuando habian transcurrido 55 segundos del
simulacro? _) 2% ¢Como lo determinaste? __“Toilonlendd w4 o¢h Facenchi
e o

¢Cudntos segundos habian transcurrido cuando quedaban 325 estudiantes?__|S 00
¢Cémo encontraste la respuesta?_To¢s Vg ¢ ¢ cle.

¢En cudnto tiempo quedd totalmente desalojada la escuela? £ - £
§Cémo determinaste este tiempo? __ “YtiL i . e et

Observemos que las respuestas del equipo 3 y 4 son soluciones correctas. El equipo 7
responde de manera incorrecta los incisos c) y f), esto probablemente se debe a que
estdn haciendo para el inciso ¢) una mala lectura de su tabla que reportan, la cual
es idéntica a la del equipo 4. El Unico equipo que reporta el uso de dos registros para
encontrar las soluciones del inciso a) y ¢), es el equipo 9, ya que menciona que encuentra

las respuestas mediante la tabulaciéon que hicieron y mediante la grafica.

En el inciso €) el equipo 3 da un argumento mucho més detallado de cémo es que
encontraron el tiempo transcurrido cuando quedaban 325 estudiantes en la escuela.

A partir de la lectura de la grafica reportan que cada 10 segundos salen 50 alumnos,
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entonces por una interpolacién determinan que la solucién son 15 segundos. En el
mismo inciso el equipo 9, solo reporta que encuentran la respuesta por la recta, queda
entendido que pudieron determinar el tiempo transcurrido a partir de la lectura de la

grafica (interpolando).

En general esta actividad fue muy sencilla para todos los equipos. Reportaron una
tabla para poder hacer la grifica de desalojo de la escuela sin que se los pidiéramos.
Esto se observa en las respuestas que reportan los equipos en la segunda parte del
problema, donde describen como creen que estén relacionadas estas dos variables. Todos
los equipos responden de manera correcta. Veamos el caso especial del equipo 9. Este
equipo observa una relacién funcional entre los alumnos desalojados de la escuela y el
tiempo que transcurre para ello. No se utiliza la ecuacién de la recta como relacion
funcional de modo sistematico, esto se refiere, a que interpolan para hallar el tiempo
en que quedaban 325 alumnos sin desalojar en vez de sustituir y = 325 y despejar =
(tiempo).

Solucién del equipo 9

2. En base a tus resultados discute con tu equipo.
a) ¢Qué variables se mencionan en el problema? _ X yun o os A Yieomenfama ) +
4 ~ 7

b) ¢Crees que las dos variables estdn relacionadas? <\ Justifica tu respuesta _w_m&‘"«:
9l Miergo da ol mmaibedn Ae e o o~ oo e

Aenkio Ae e eacnpte. :nJ e 1 Doyt posie e Gireprgt w0 Lo A2 (oS
_alusme e er Ade deitn g o Yienpo
*
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3.3.1.4. Resultados de la Actividad IV. Temperaturas en grados Fahrenheit y
grados Centigrados.

En esta actividad se plantea el siguiente problema.

Carlos tiene un tio que vive en Denver Colorado, la ultima vez que hablé
con él le contd que en tiempos de calor la temperatura llega a alcanzar unos
90°Fahrenheit y en tiempos de frio las temperaturas bajan hasta unos 30°
Fahrenheit. Carlos intrigado investigb cual era la equivalencia en grados
Centigrados, pero solo encontré la siguiente tabla.

Fahrenheit | -4 | 5 |32 ] 122
Centigrados | -20 [ -15| 0 | 50

Como primera parte de la actividad se les pide a los estudiantes hacer una gréfica con
ayuda de papel milimétrico que se anexa en la actividad, esto con la intencién de que
hagan uso de esta hoja para realizar una grafica mucho més precisa y asi responder
una serie de preguntas que maés tarde se les plantea. Especificamente se les dice que el
eje X representa los valores en grados Fahrenheit y en el eje Y los valores en los grados
Centigrados de —25°C a 100°C.

Las graficas que pintan son muy variadas, en general no se aprovecha el espacio de la
hoja milimétrica, solo una estudiante aprovecha toda la hoja para dibujar su grafica.
Veremos el ejemplo de una integrante del equipo 4 y otra del 9.

Grafica de la estudiante del equipo 4
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» Gréfica de la estudiante del equipo 9

En una segunda parte del problema se pide a los estudiantes responder una serie de

preguntas, las cuales se espera sean respondidas con la lectura de la grifica que di-

bujaron.

Veamos los ejemplos de solucién para los mismos equipos que se mostraron

anteriormente.

Solucién del equipo 4

a)
b)
<)

d)

Observa la grafica que dibujaste, trata de estimar las siguientes equivalencias. (Nota: es importante que
trotes de estimar las equivalencias con ayuda de fo grdfica sin necesidad de usar una formula y mantener esta
postura hasta finalizar la actividad) °
¢A cudntos grados centigrados equivalen 59°Fahrenheit? 15 C
¢A cudntos grados Fahrenheit equivalen 24 grados centigrados? 700 =
¢Puedes ver en tu gréfica la equivalencia -13 grados jfahrenheit a grados centigrados? ¢Si, no?
éPorqué?_NoO l\'ﬁm Qn( el qunilo JF o /« cceer it .
£Qué harfas para estimar esa temperatura si ya no 2parece en tu dibujo? 3 [
| NCP v
¢Cudl es la equivalencia que encontraste?____— S ° C
El agua hierve a 100° C, {a qué temperatura en °F hierve el agua? 100°C'= 3 0 3 °F
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» Solucién del equipo 9

2. Observa la grafica que dibujaste, trata de estimar las siguientes equivalencias. (Nota: es importante que
trates de estimar los equivalencios con oyuda de la gréfica sin necesidad de usar uno formula y mantener esta
postura hasta finalizar la actividod)

a) ¢A cudntos grados centigrados equivalen 59°Fahrenheit? _ |5 on

b) ¢A cudntos grados Fahrenheit equivalen 24 grados centigrados? - 1S °F

c) {Puedes ver en tu gréfica la equivalencia de -13 grados Fahrenheit a grados centlgrados? ¢5i, no?

ePorqué?_S oy que s¢ poede eda o Vo o o

¢Qué harias par;estimar esa temperatura si ya no aparece en tu dibujo? ¢y lergirr e
aal®ee -

éCM es la equivalencia que encontraste?__~ st

£l agua hlerve a 100° C, ¢a qué temperatura en °F hierve el agua? 100°C' =_2 |9 °F

d

En esta seccuién de preguntas podemos observar diferencias notables respecto a sus
respuestas. Para el inciso a) los dos equipos responden correctamente, la diferencia
radica en las respuestas de los incisos b) al d). Como era de esperarse, para responder
estas preguntas, los estudiantes debian de ser capaces de leer la grafica con ayuda de
célculos aritméticos. El equipo 9 lo logra correctamente pero el equipo 4 no responde
correctamente. Esto debido a que las grificas que dibujaron no son tan exactas, lo que
influye en responder incorrectamente. Esto lo confirmamos con las respuestas que nos
dan todos los equipos en el inciso €). A continuacién veamos como ejemplo la respuesta
del equipo 4.

e) Compara tus respuestas con las de tus compafieros de equipo. éEncuentras diferencias notables? _ﬁd_
¢A qué crees que se deban? S i Z R ) . se h
2o N\ €AQ( &-Axd :

Con esta respuesta comprobamos lo que habjamos supuesto, que las respuestas inco-
rrectas de la segunda seccién se debian no a la mala lectura de la grafica, sino, a que
su grafica no era muy exacta (subutilizaron el papel milimétrico como ya se habia

comentado).

En la tercera parte del problema se les pide encontrar una férmula que permita convertir
los grados Fahrenheit a grados Centigrados. Es aqui donde se complica considerable-
mente el problema, porque cuando intentan determinar la ecuacién que permite la
conversién entre temperaturas, se pierden al estar haciendo cilculos y quieren utili-
zar decimales. Esto se puede observar en la solucién que le dan a la cuarta parte del
problema donde se les pide expresar la férmula en terminos de °C y °F. Veamos los
siguientes ejemplos de soluciones.
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= Solucién equipo 4

3. Observa que la grafica que dibujaste se comporta como una recta. Recuerda que el eje x representa los
valores en grados Fahrenheit y en el eje v los valores en los grados Centigrados ¢Podrfas encontrar una
formula (y = m(x - a), ¥ donde y son los valores en °C y x los correspondientes en °F) que te permita

convertir io grados Fahrenhelt a grados Cegtigrados? D 4] ¢Como la harias? ,
caleola \fé\ can 2 aunlos conlesguera

Efectua las operaciones correspondientes, slmpli ando quebrados si es necesario pero sin convertirlos a

decimales. pn- ¢ Y. 5,-13 6&/
\1_:(' \,‘\{1 m(\( \(13
y-19Y B (x5
m= %'lﬂ't,\.g—\~ ¥ ¥15E _5 x 25 \}: _‘%1 »‘8
K] '
mels o] 8 l =3 26 =13
= )
F \f»a'xflb"
4. Escribe la formula que encontraste °C = 4 (sustltuyéndoy por °C y x por °F)
°L =8 °*F-18 L= % 2
Q 1

= Solucién del equipo 8

3. Observa que la grafica que dibujaste se comporta como una recta. Recuerda que el eje x representa los
valores en grados Fahrenheit y en el eje y los valores en los grados Centigrados ¢Podrias encontrar una

férmula (y = m(x - @), donde y son los valores en °C y x los correspondientes en °F) que te permita

convertir los grados Fahrenheit a grados Centigrados? ___ S\ ¢Como la harfas?
ki e A ) i) o &
v e Tma ML d AT (DI TRERY  all ol L4 W6}

%C)"J“ L‘\b T“AA':A e \cu’ -y
S

Efectua las operaciones correspondientes:
: B O ATl w A vy
d=fe = i‘;‘;ﬁ)(x %) g (20\“(32 ) A N
§ 120285 (x44)

4 rn0 =il 55) (x4
grahz(nT K2 L
H: DGS 20,2 =20

4. Completa la formula que encontraste *C= 3 0..E ; -3, a(sustltuyendo y por °C y x por °F)

y=C xS (& 0SS ~i8.8

En estas dos secciones pocos equipos lograron llegar a una respuesta casi correcta como
la del equipo 4. Y el resto de los equipos muestran dificultades como las del equipo 8.
Esto como ya lo habiamos comentado porque los estudiantes no estdn acostumbrados
a trabajar con nimeros fraccionarios y tienden a convertir a su forma decimal estas

fracciones.

Por dltimo veamos las respuestas de la seccién 5. Se pide a los estudiantes encontrar

las equivalencias de las temperaturas que el tio de Carlos le dio al inicio del problema.
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Aqui pocos estudiantes usan la ecuacién que encontraron en la seccién anterior. La
gran mayoria trata de leerlo de sus tablas, pero ya que la mayoria de ellas no son tan
exactas, no logran plantear una solucién correcta. Si hablamos de las respuestas del
equipo 4 y 9, observamos que estos dos equipos lograron encontar aproximadamente la
férmula para la conversién de temperaturas. Pero el equipo 9, muestra dos distitintas
soluciones, la primera respondiendo con la lectura de la grafica la cual tiene un error
entre 90° C y 100° C, lo cual provoca que respondan incorrectamente. También lo
hacen con la férmula encontrada pero se observa un error para el inciso c). Veamos

estas soluciones.
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Solucién del equipo 4

5. Ayuda a Carlos a encontrar las equivalencias en grados Centigrados de las temperaturas en Fahrenheit

que le dio su tio. °C'-..%“F‘ '8 o -1 (¢ 313‘}
a) 90° Fahrenheit a°C o 3 )
o TN ,5, r = C 4 ’e i
c-_3. s of . q 9% -7 (18)
b) 30° Fahrenheita °C oF J (1R g1 %,
c=_-1.33 ":g ,,,,, of  ver  er
c) Con la formula comprueba o corrige tu respuesta en 2(d) e ¥, - ‘1
F.q9° 52

100°C=_{4% °F 9 -2
?},

Solucién del equipo 9

5 Ayuda a Carlos a encontrar las equwalencnas %1 grados Centigrados de las temperaturas en Fahrenheit
o0 - 8

que le dio su tio. -8
a) 90° Fahrenheit a °C 0('4‘{ { OQO) 32 >5’
‘C=_ 3 8 i
b) 30° Fahrenheit a °C o ¥ o R
- ] 2 (30)-18-1.33 q
OF = 1 O(\ :{'f"‘

c) Con la formula comprueba o corrige tu respuesta en Z(d)

100°C=_219 °F oy ,ﬁuoc)

M?

REALY

Los equipos 4 y 9 llegan a una férmula aproximada en la forma y = mz + b donde
m es exacto a ( ) b es redondeada a 18 lo que en realidad es el quebrado (%). No

pudieron expresarlo en la forma pedida y = m(z — a) donde m = (5) y a = 32. Alin
con la forma aproximada cometen errores al despejar °F para hallar 100°C.
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3.3.2. El circulo trigonométrico. Actividad introductoria.

En esta Actividad pretendiamos que los estudiantes manejaran la suma de dngulos
los cuales se necesitan manejar muy bien para las Actividades referentes a la ley de
reflexién en rectas. Primeramente se les da un recordatorio de lo que es el circulo
trigonométrico para luego plantearles problemas que consistian en encontrar el signo
del seno y el coseno correspondiente a cada uno de los cuatro cuadrantes del sistema
coordenado, también se les pidi6 que encontrar el valor de las funciones trigonométricas

de algunos angulos de cada cuadrante.

Esta Actividad tuvo algunos inconvenientes, sélo se aplicé con el grupo auxiliar con
miras a mejorar el diseio de las mismas, para luego poder aplicarlas al grupo expe-
rimental; pero esto tltimo no pudo ser aplicado con el grupo experimental por falta
de tiempo. A continuacién se mostrardn algunos de los resultados obtenidos en dicha
actividad y plantearemos una observacién final de lo antes mencionado.

3.3.2.1. Resultados de la actividad introductoria. El circulo trigonométrico e
identidades trigonométricas para la suma de angulos.

La actividad se dividi6 en dos partes, la primera de ellas consisti6é en dar una pequena
clase introductoria que nos sirve para recordar las razones trigonométricas asociadas
al circulo unitario (véase el apéndice A.5) y la segunda en resolver una serie de proble-

mas.

En clase se les dio a los estudiantes siguiendo el siguiente guién.

El circulo trigonométrico es un circulo unitario que tiene su centro en el
origen de coordenadas.

W

VI

Si tomamos un punto cualquiera P (z, y) en la circunferencia, por el teorema
de Pitdgoras [la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos ¢ = a? + b%, en este caso la hipotenusa mide
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la unidad y z y y son los catetos], escribiendo la ecuacién de la forma
acostumbrada z? + y2 = 1 se tiene la ecuacién cuyo lugar geométrico es
un circulo de radio 1 (unitario) con centro en el origen. Definicién de sen a

ycosa: sena =y, cosa=zytana =%

¥ y
/ ! sena sen @ ! \\\
[ « | . { Dy 1
cos a cos a / &
\ y
N /
ot \r—d”
0<a<90° 90° < o < 180°

sena positivo (y > 0) sena positivo (y > 0)
cosa positivo (z > 0) cosa negativo (z < 0)
tana positivo (% > 0) tano negativa (;‘ < O)

y y

ST T
N

/ cosa \ a/-\ cosa \
sjn a 8 * \ ~ 4 ser% ax
\ 1 « 1
X
\ \\_

180° < a < 270° 270° < a < 360°
sena negativo (y < 0) sena negativo (y < 0)
cosa negativo (z < 0) cosa positivo (z > 0)
tana positiva (% > 0) tano negativo (% < 0)

Después de dar esta pequefia introduccién se planted a los estudiantes una serie de
problemas que consistian en encontrar el signo del seno y el coseno correspondiente
a cada uno de los cuatro cuadrantes del sistema coordenado, también se les pidié
que encontrar el valor de las funciones trigonométricas de algunos angulos de cada
cuadrante. A continuacién veamos algunos de los resultados.

53



Capitulo 3 Desarrollo de la Experimentacién

« Solucién del equipo 6
1. Observa la siguiente figuray completa lo que se te pide.

A

1
150
S AN

x<0

b - - -2

o
~
a) Si a@=150%entonces B = _ﬁ , luego sen150° = ~Fsen . por estar en el cuadrante Il
LD
b) cosl150°==_ cos_ - Ui

Observemos que en la respuesta anterior, el equipo logra identificar el valor del 4ngulo
suplementario, al igual que los signos del seno y coseno en cada caso. Esta respuesta la
observamos en seis equipos que lo hacen correctamente. Dos de los equipos restantes no
logran identificar el signo del seno y coseno en cada caso y particularmente el dltimo, el

equipo 1, responde de una manera confusa, veamos la solucién que este equipo dio.

s Solucién del equipo 1

1. Observa la siguiente figuray completa lo que se te pide.

A
A
"
! 1 ™.
" 15¢
1. B
< o -
x<d
\\.
v

a) Sia=150%entonces f= _Zf Zm ,luego sen150°= & sen' _ por estar en el cuadrante Ii
b) cos150°= B cos-2 "

De primera instancia identifican el angulo § = 30°, luego cuando se les pide poner

el signo del seno y coseno, erréneamente colocan 3 en su lugar. Otro error es que al

54



Capitulo 3 Desarrollo de la Experimentacién

coseno de 30° le colocan el signo negativo en el 4ngulo. Responden de la misma manera

el problema niimero dos.

2. Observa la siguiente figuray completa lo que se te p de.

a) Si a=120°entonces f = _’02: ,luego sen!20° =g sen: _+  por estar en el cuadrante Il
b) cosl20°=¢ cos ~ (.0

Respecto a los ocho equipos restantes, dos de ellos vuelven a equivocarse en los signos
del seno y coseno y los tltimos seis responden de una manera correcta este tltimo

problema (véase el resumen en el apéndice B).

Los tres equipos que respondieron de manera incorrecta los problemas anteriores para
los problemas tres y cuatro lo hacen de una manera correcta, igual que los equipos
restantes. En particular, el equipo 1 se da cuenta de su error y corrige los problemas
colocando de manera correcta los signos del seno y coseno al igual que los dngulos.

Veamos un ejemplo de la solucién.
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= Solucién del equipo 1

3. Observa la siguiente figuray completa lo que s¢ o, ‘e,

st

A

~

a) Sia=225°ntonces = _ <. ,luego «m213°= = sen_ -4~ 'por estar en el cuadrante Ill

N S S s R e e

b) ©0s225°=~ cos-f¥ -

Posterioremente se les plantea a los estudiantes tres ploblemas més para los 4ngulos

a=0,a=090",y a = 180". Veamos algunos ejemplos de las soluciones.

Solucién del equipo 3

1. Observa la siguiente figuray completa lo que se te pide.

A

.

- lx.g)
0l x
ol
(cas O, 2 <)
e~
\/

a) Si @ =0%entonces (x,y)=(\,0),luego sern)°= »C__ porteneraltura _( vy

|
b) cos0°=__\ porque la abscisa del punto es -4

La solucién que se presenté es ejemplo de una solucién correcta, en general los nueve

equipos no tuvieron problemas para determinar el valor el seno y coseno en cada, caso.

Ahora veamos un ejemplo de solucién para el segundo problema.
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= Solucién del equipo 1

2. Observa la siguiente figuray completa lo que se te p de.

___:\x.v)

30"

N

\

a) Si a =90°entonces (x,))= (.1, luego ser 90° =___\__ por tener altura __\

° —
b) cos90°= ————l-— porque la abscisa de' pui ‘¢ e< —L

y

Nuevamente el equipo 1 comete un error, éste al no identificar de manera correcta el
valor del seno y coseno, reportan que la abscisa correspondiente a ese punto es z = 1, lo
cual es incorrecto ya que es x = 0, los ocho restantes responden de manera correcta.

Por otro lado para el tercer y tltimo problema todos los equipos responden de manera

correcta, veamos un ejemplo.
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Solucién del equipo 8

3. Observa la siguiente figuray completa io que s¢ .2 p de.

a) Si @ =180°entonces (x,y)= (-, () . lueg: s« 180°=_CY _ por tener altura 9

°_ —
b) cos180°= —\-——- porque la abscisa del pento 2s -

Por la forma en la que lo escribieron pareciera que la coordenada que el equipo reporta
es (1,0), sin embargo deducimos de la solucién que dan para la abscisa en ese punto,
a saber es £ = —1, que efectivamente la coordenada que ellos escriben es (—1,0), lo
acual no se alcanza a distinguir bien por su escritura.

En general en esta actividad los estudiantes mostraron no tener problemas, excepto
por el equipo 1, que mostré tener varios errores, esto por una mala lectura de la grafica

pero atn asi son minimos.

Vale la pena observar que aunque aparecen signos de la tangente en la clase introduc-
toria, se omitieron preguntas sobre tangente en el guién de la actividad y desafortuna-
damente tuvo consecuencias como se verd mas adelante.
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3.3.3. Ley de reflexi6n en superficies planas y reduccién al caso
bidimensional

Recordemos que para introducir la propiedad focal o sea la reflexién en espejos para-
bélicos se diseiiaron dos Actividades referentes a la reflexiéon en superficies planas: la
primera referente a una investigacién de la literatura (Internet) por parte del estudian-
te sobre la ley de reflexion. La segunda actividad, relacionada con la ley de reflexion
en rectas (corte) enfocada al calculo de édngulos entre rectas y pendientes de rectas
(Apendice A).

En particular las Actividades solo se realizaron con el grupo auxiliar, sin embargo, el
disenio se mejor6 en base a los resultados obtenidos con miras a aplicarse con el grupo
experimental, pero esto tltimo ya no se realizé.

En esta seccién abordaremos los resultados més sobresalientes, los cuales nos llevaron a
realizar las mejoras de las actividades propuestas en la seccién A.6 podremos observar
las actividades mejoradas.

3.3.3.1. Resultados de la Actividad V. Ley de reflexién. Investigacion de la
literatura.

Para esta actividad como su nombre lo dice, se pidi6 a los estudiantes realizar una
investigacién sobre la Ley de reflexién, la cual se les propuso que la consultaran en
internet o en un libro de fisica. Todos los equipos optaron por el internet.

La primera pregunta todos los equipos la respondieron, en cierta manera, correctamen-
te, sus argumentos son diferentes pero expresan la idea principal. Veamos un par de

ejemplos para la primera pregunta.

Solucién del equipo 5

1. ¢Qué es reflexion?

-

Coordr o Loz Wena o e sl lt[wn' <(,~'¢~mr’r~"L
clovo St P’-"a » > u’(i- 1(‘1"('

[Cuando la luz llega a un cuerpo plano o superficie plana y esta es reflejada.]
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» Solucién del equipo 6

1. ¢Qué es reflexion? J
« 1 "
. PP WP G W \ Ao Of (‘Je Lo 'xL\uw. L s :
pre oy o Y Limen o sdpa ety e 24
i o L Il v ’ |
. Ecl: Lovwemingdcdn e obs ‘L'd"‘l‘ILw poih e ad

redaen chT‘C(Lpr 2\ 311 et ‘pa{,
o

[En geometria es el proceso de trasladar o copiar todos los puntos de una figura a otra
posicidn equidistante de una recta denominada eje de simetria. El resultado final es

una imagen especular de la original.]

Para la segunda pregunta, se observé que cinco de nueve equipos trajeron la informacién
incorrecta, esto es, en lugar de reportar la ley de reflexion, trajeron la ley de refraccion;
como consecuencia de esto, respondieron de manera incorrecta las preguntas que se
hacen al respecto. Veremos ejemplos de ambos equipos que si realizaron la investigacién
de manera correcta y también los que la confundieron con la ley de refraccién.

Solucién del equipo 5

2. Enuncia la Ley de Reflexién

Ae  eeadn n eE RO de yncenGenCla

NO M

WM@WLMW&%&L
A yveA oy ma\ )

[1) El rayo incidente, el rayo reflejado y la recta normal deben estar en el mismo
plano, con respecto a la superficie de reflexion en el punto de incidencia.
2) El dngulo formado entre el rayo incidente y la recta [normal] es igual al dngulo que

existe entre el rayo reflejado y la recta normal.]

Solucién del equipo 6

2. Enuncia la Ley de Reflexion . J
RIS AR T T e e edicie de
Le DS l‘ PO i TS TR AT ey v iese <UD aedeae o
L L " " i ce e bhang ey £ac |
I Py, - s [y (O AT
io ‘

[Cuando un rayo luminoso incide sobre la superficie de separacion en dos medios
transparentes, homogéneos e isétropos una parte del rayo incidente se refleja y se

queda en el medio de donde provino y la otra parte se transmite al otro medio. ]
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Como podemos observar la segunda pregunta es respondida de manera incorrecta, por
el equipo 6 este equipo trajo de investigacion la ley de refraccién, esto dio pie a modificar
el contenido de la actividad; en la nueva versién (ver apéndice A.6.2) se les da a los
estudiantes el enunciado de la ley de reflexion, esto con el fin de orientarlos un poco y

que partan de ese enunciado correcto para poder responder a las demés preguntas.

Una tercera pregunta constaba en describir los elementos involucrados en la ley de
reflexién. Los equipos encuentran distintas soluciones, algunos de ellos confunden unas
con otras. Uno pensaria que los cuatro equipos que enuncian de manera correcta la ley
de reflexion, van a describir correctamente esta parte del problema, lo cierto es, que no
todos lo hacen: un par de ellos no contestan y los demas escriben respuestas confusas
como el resto de los cinco equipos. Veamos algunos ejemplos de solucién.

Solucién equipo 6

3. Describe cada uno de los siguientes términos:

a) Superficie reflectora

£s woa 5 opevbig (nl,ma
b) Rayo incidente r,
& o,a'ur‘ YO YC X cnive @ one me A C{)rn’!\/{/‘ o, r:nclx;fn
d__ A rr Vo Mormdl e DF beenalo i ma al rayC H‘:[(t’jadc'
) Rayo reflejado r,

ko gue  (ad Le 1@(.(1("@ de solor wpn doade e {o
Ao e v Jende le deca al 22N T inCodesy

d) Punto de incidencia P,
s el .s.-nic ,-1«_ ue{\e-\-\o N Ae loc whbre alacin
- — 7
c{lecdwe cooean® o cONVEVD

e) Normal N
T dcde nmgoello gtk 5 cocuentree en o lade .«a-‘ova/
o g g dena o0 pc tyya o l\"c}l(;{

f) Angulo de incidencia o éngulo incidente o

£ e\ £« 0\40 LL’ .—e[\r‘*(n de lec 5“‘»6‘ a%\-cn rr‘“f{ &‘C
Lo o Con ~€'}Q

g) Angulo de reflexion o dngulo reflejado 6,

r &
Eo o' oo de doeccier o)l o um pda Gl
Lo Cr ver At L3 St e de  wegaiccien e 2 o des
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= Solucién del equipo 9

3.%De¥ribe cHFUNS 88 Vos s?ﬁf@n}es‘érvﬁiﬁss:

a) Superficie reflectora

SSEPYRNCY S e ex&'G((\hb. o ocane =IO

b

Rayo incidente r, |
—— C'Q\' AN \\099 @\L\ coot \NSYa  lec (‘.ﬁ.;,"': R
S Lne oL AP~ Aedd 7 A -
¢) Rayo reflejado r,
\ s alalen taln
Y (ﬂ%ﬁ C'\"j DG no\ e BN

d) Punto de incidencia P, R
o\ o de _vesheoTol de\a 0z snbra aldon
expD
e) Normal N -

Q “
AbLod * coadlon AT 2o
f) Angulo de incidencia o dngulo incidente O,
e\ £ 0ok b e G ee) (s C{\ el datna 4 fo
NG\
g) Angulo de reﬂe{(idn o dngulo reflejado 6.

-—

Las dos respuestas que se muestran anteriormente son incorrectas. Posteriormente en
una sesién de retroalimentacién con el grupo se retoma el tema y se deja en claro cada
término de la pregunta 3, como antecedente a la siguiente actividad (3.3.3.2).

Como consecuencia de la respuesta incorrecta al problema dos que dio el equipo 3,
el problema cuatro lo responden de manera incorrecta; ven la forma de acomodar
los elementos involucrados en la ley de refraccién y los colocan de esa manera en el

dibujo.
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» Solucién del equipo 3

4. Coloca en la'sigiiente Tigiira el inciso correspondiente a los términos que definiste anteriormente.
g g P _

pedoy N
Rouo —>\ < S %LO &C\?%C\(\C

\nCwdente N\ _
N /
Ne

N

mm g e ey B ok e 0 o L B e e

Ny 4 |
Udo, [ ve Feclaclo

<

Figura 1. Reflexion de la luz en una superficie pulida

Solo un equipo, el niimero seis a pesar que respondi6 mal el problema tres, este problema
lo contesta correctamente, colocan de manera acertada los elementos involucrados en

la ley de reflexion.

Solucién del equipo 6

3 o ks
4. Coloca en la siguiente figura el inciso correspondiente a los términos que definiste anteriormente.

K A
oye nodenke >N //<~——£'w/r \—eClejm:‘c

i % W%@v(v e vweflecioa

Cade de weden

Figura 1. Reflexién de la luz en una superficie pulida

En la nueva versién de esta actividad cambi6 el enunciado del punto cuatro y el dibujo
de manera que los estudiantes al leerlo solo colocaran los elementos que se les piden y
que al observar fuera facil para ellos identificarlos (ver apéndice A.6.2).

Como complemento a la actividad, en la nueva version se le anexé informacién relevante
acerca de una de las aplicaciones de esta ley, en particular como se aplica esa ley en el
billar con la intencién de ponerlos en un contexto real para ellos. El enunciado que se

les planteé y que reproducimos, fue el siguiente:
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Imagina que estas en el billar “La Buchaca” con tus amigos, en una jugada
le pegas a la bola con el taco justo como se muestra en la figura, sin efecto

alguno.

En la siguiente figura se ilustra una mesa de billar, la marca P1 indica la
posicién inicial de la bola amarilla, la marca P2 indica la segunda posicién
llegando a la banda. Ilustra la trayectoria posible de la bola amarilla, mar-
cando la posicién P3 (choque con la segunda banda) y P4. (Choque con la
tercera banda). Para ilustrar lo que se te pide mira las trayectorias como si

fuera un rayo incidente y un rayo reflejado, también marca dichos angulos.

P2 B

P1

3.3.3.2. Resultados de la Actividad VI. Angulos entre rectas

Esta actividad se divide en cuatro secciones, o sea, cuatro problemas referentes a la
aplicacién de la ley de reflexién. Cabe recalcar que antes de iniciar con esta activi-
dad hubo retroalimentacién en el grupo para tener el enunciado correcto de la ley de

reflexién, el cual se enunci6 de la siguiente manera:

El rayo incidente choca en un punto de incidencia de una superficie reflec-

tora plana donde se refleja y surge el rayo reflejado. El 4ngulo de incidencia
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6; (dngulo formado por el rayo incidente y la normal) es igual al dngulo
de reflexién 6, (éngulo formado por el rayo reflejado y la normal). El rayo

incidente, la normal y el rayo reflejado se encuentran en un mismo plano.

El primer problema tiene como objetivo que los estudiantes sean capaces de identificar
y marcar en un dibujo el dngulo de incidencia y el 4ngulo de reflexién correspondien-
tes a la ley de reflexién. En particular nos interesaba que en este primer problema
identificaran los 4ngulos complementarios a los 4ngulos de incidencia y de reflexién al
igual que la forma en cémo encontrar las medidas de dichos 4ngulos. Veamos algunas
soluciones para los puntos 1 y 2 de este primer problema, ya que son muy similares.

Solucién del equipo 1

En el contexto de la ley de reflexién, responde

1. ¢Cudles el dngulo 8, de incidencia?

a) Marcalo en el dibujo N ma\ Vo © )
FACI ¥ vocdentio

fm\\?ﬁv\ , B

,(:
Y
] p (:\1/ L2 supa1oVe
’ V) l\xc
b) Exprésalo en términos de & \ V\IC\ c}\e‘*n Q T
8=90" <o A 5‘5‘1
Lz C\Oo - 350
o
AT \\O

La mayoria de los estudiantes logra identificar el angulo de incidencia en el inciso a)
(del punto uno) e incluso marca los demés componentes sin que se los hayamos pedido.
En el inciso b) dos del punto uno es donde muestran dificultades, no logran expresar
el 4ngulo de incidencia en términos de a; les es muy dificil el uso de las variables por
lo cual prefieren darle un valor al angulo de incidencia para encontrar el valor de c.
Responden de manera similar el punto dos del problema 1. A continuacién veamos un

ejemplo de ese punto.
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s Solucién del equipo 9

2. 4Cudl es el angulo de reflexién 6, ?

a) Marcalo en el dibujo ;

b) Expresa 8, en términos de

6,=G0°-8

El punto dos es muy similar al uno, este equipo no tienen dificultades en expresar el
angulo de reflexién 6, en términos de 8. Este equipo tampoco tuvo problemas en el
punto uno.

El punto tres del problema 1 tiene como objetivo que los estudiantes deduzcan a partir
del manejo de una ecuacién que los 4ngulos complementarios al angulo de incidencia y
de reflexién son también iguales. En el punto tres se les pide expresar la ley de reflexién
en términos de estos 4ngulos complementarios a y (.

= Solucién del equipo 3

3. Sabiendo que @ =0, (el angulo de incidencia es igual 2l dngulo de reflexién) compara « con f. ¢Cémo
son estos dos angulos?
~ -5 -k =a0-B
CV P .
A=g- 26 -8
Rl Q v 7

L/ -
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# Solucidn del equipo 4

3. Sablendo.gue @ =@ (el dngulo de incidentla es iguai sl angulo de reflexion) compara ¢ con g, i(Como

son estos dos angulos?

}M‘; AEJ
A

Este punto solo lo logra responder un equipo, el equipo 3, los demds equipos no llegan a
la respuesta correcta, no observan la relacién para estos dngulos, tienen problemas para
establecer una relacion entre los Angulos de incidencia, de reflexién y sus complementos
por lo que no Hegan a la solucién que esperdbamos. Como consecuencia de ello no saben
cémo escribir la ley de reflexién en el punto cuatro, o sea, en funcién de los angulos
complementarios; escriben la ley de reflexién que se comenté en la retroalimentacién
que se realizé con la actividad anterior, ejemplo de ello es el equipo 3; solo el equipo 9

“se aproxima mucho. Veamos las soluciones.

s Solucion del equipo 3

4. (Céme podrias enunciar 13 ley de reflexion en 1érminos de los dngulos que hacen el rayo incidente y el de
reflexién con el corte de la superficie? (es*o s, enidrmings de los dngulos ¢ y J)
ut Snrcles xlphpmc% onn = Oeeiiee rw\wﬂ cantea o Band leciclencia ”
e Qe mr- A W Q‘*\(w e D\(‘W’m N \A \sw-r\ Meg C Vsl n el R:rhdr‘

i ;
fimg \dwm'.a i'nf'\maw e D = «u-m& o At i L‘s v‘\ﬁ‘:ﬁm\}\ ('ﬂh el
K)ﬂk(“ EPCL"‘ b g .det:.llr\ e e Oy ion @f Qi an S

l(lf Y it:’ \J '

» Solucidn del equipo 9

4§, iCéma podrias enunciar la ley de reflexidn en términos de los angulos gue hacen el rayo incidente v el de
reflexién con ¢l corte de la superflcie? {esto es, entérminos de los énguios o v B)

Coande vn envo de dencien  Yoco oo Mna ::ur’:‘.71'(‘-‘ﬁ€l ¢

T 1 ll‘Uf)l 0 ron Ju seanlocie Fosmen gndck, g el vayn
sk ‘H‘L Voo e N autveg (o Cormaa wa ,ZQ_ ?‘ »

= ‘{3

La segunda parte de la actividad (el problema dos) tiene como objetivo calcular las

pendientes y ecuaciones del rayo de incidencia y del rayo de reflexién, en algunos
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casos la ecuacién de la normal y del corte de la superficie reflectora. Para calcular
las pendientes correspondientes, se provee a los alumnos de una tabla anexa con las
razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45° y 60° (ver en el apéndice A). Veamos

ejemplos de las soluciones a cada uno de los puntos de este problema.

Solucién del equipo 6

La superficie reflectora (I) tiene un dngulo de inclinacién a = 30°y pasa por el punto A(3,—5) Determina la
ecuacion de la recta normal (/,) que pasa también por 4. R )
N T Yr .= b Ty
1. Realiza los calculos necesarios (Nota: Recuerda que superficie reflectora (1) y recta normal (1,,) son

rectas perpendiculares entre si. Para calcular la pendiente correspondiente al angulo ¢, ver la tabla del
Anexo 1) /

o= , U| ,‘ C =

»\ } o ‘\"z J ,// >
i R W
oY == \‘ - - vy X% ‘—:,'/;tr“‘.’“
' Poonde ey verin . o Gecr, dir
. 1 Ve . ¥ Vot v J
el i YAy Ty [ A B E
A T LS N LGS S S T
: o a2 wa Ao VT
Y [

Este equipo encuentra la ecuacién del corte de la superficie reflectora, es decir la recta
Iy y sélo la pendiente de la normal I,,, que denota como m, pero no la ecuacién de la
recta normal, como se les pide en el problema.

En un segundo punto se les da una gréfica de la superficie reflectora, en la cual tienen
que marcar el angulo de inclinacién de dicha superficie y dibujar la recta normal.

Veamos la respuesta del equipo 5.
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2. A continuacién se muestra la grafica de la recta de la superficie reflectora /,, marca con una linea

punteada la horizontal (recta paralela al eje x que pasa por el punto A ), marca el dngulo de inclinacién
ay dibuja la recta normal [,

En este punto la mayoria de los equipos (7 de 9) bosquejan los trazos, muchos de ellos
se ven encimados y amontonados, esto porque en los puntos siguientes, el tres y cuatro,
les pedimos que regresen a marcar dngulos en la grafica anterior. Para evitar esto, en
la versién final y en el problema tres (tercera parte de la actividad, el problema tres)

se agrega una grafica méas en el punto cuatro.

En el punto tres y cuatro de esta segunda parte se les pide medir los 4ngulos que se
forman entre la superficie reflectora y la recta normal, la recta normal con la horizontal,
el rayo incidente y el rayo reflejado con la horizontal; estos medidos de acuerdo al circulo
trigonométrico. Veamos la solucién de algunos equipos.
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= Solucién del equipo 8

3. Con los datos que te plantea el problema determina lo siguiente

a) ¢Qué angulo forma larecta /, conlarecta/ ?
de A°

b) ¢Qué éngulo forma la recta normal con la horizontal? (Recuerda como se miden los dngulos de
acuerdo al circulo trigonométrico)

120°

c) Marca todos angulos en la gréfica

4. Un rayo incidente choca en el punto .4(3,-5) con un dngulo de incidencia &, = 30°

a) (Cudl es el angulo de reflexién 6, ?
6= 3¢°

b) Marca en la grafica el rayo de incidencia, el dngulo de reflexion y los dngulos correspondientes a cada
rayo.

c) ¢Qué angulo forma el rayo incidente con la horizontal?
- o]
O

d) ¢Qué dngulo forma el rayo reflejado con la horizontal?

X"J

e) {Calcula la pendiente del rayo reflejado y su ecuacidn que pasa por el punto A ? (Para calcular la
pendiente utiliza el circulo unitario y el Anexo) )
3 oan 0 (i, wr = Y M

| i i

Eawv, \507-m Y

En el punto tres todos los equipos respondieron correctamente, en el punto cuatro
mostraron dificultades para medir el dngulo reflejado con la horizontal, ya que no lo

hacen de acuerdo al circulo trigonométrico.
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= Solucién equipo 3

4. Un rayo incidente choca en el punto A(3.~5) con un éngulo de incidencia 6, = 30°

a) ¢Cudl es el dngulo de reflexién 6, ?

6 - in®

b) Marca en la gréfica el rayo de incidencia, el dngulo de reflexion y los 4ngulos correspondientes a cada
rayo.

c) ¢Qué dngulo forma el rayo incidente con la horizontal?

e

d) ¢Qué angulo forma el rayo reflejado con la horizontal?

3[0

e) ({Calculala pendiente del rayo reflejado y su ecuacién que pasa por el punto A ? (Para calcular la
pendiente utiliza el circulo unitario y el Anexo)
= o

o (f/\w AL YYD
L ] ;
L/)\\v\ \5@0‘ i) A
!
Tz =™ Al 2,-5)
& X, o,
Y4 =Yy (e,
T N W 1Y \
3 U e ()

Un error sobresaliente en este tltimo punteo es el inciso €) calculan la pendiente del rayo
reflejado la cual es tan150° la valuan como la tan30° lo cual es correcto en magnitud pero
les falta el signo negativo, ya que es una pendiente negativa. Esta es una consecuencia de
no haber propuesto ejercicios sobre los signos de la tangente en la actvidad introductoria
del circulo trigonométrico (ver A.6).

El tercer problema (tercera parte de la actividad) en base a lo que se obtuvo en la
experiencia anterior fue modificado el orden los puntos. El punto uno del problema dos
pasé a ser el punto tres en el problema tres; el punto dos pasé a ser el punto uno, el
punto tres paso a ser el punto dos y el punto cuatro se quedo en el mismo nimero de

orden.

En un cuarto problema (cuarta parte de la ctividad) se les plantea un problema muy
particular, el rayo que incide en un punto de la superficie reflectora es paralelo al eje
Y la superficie reflectora tiene pendiente 1, como consecuencia el rayo reflejado serd
paralelo al eje X, con una pendiente igual a cero. Veamos este ejemplo en particular

ya que es muy interesante lo que responden los estudiantes.
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s Solucién del equipo 2

En la siguiente figura se muestra el perfil de una superficie reflectora donde Incide un rayo de incidencia y un rayo

reflejado. La superficie reflectora (1) tiene una pendiente m = 1, el rayo de luz vertical ({,) en el punto Q(},1)
el cual se refleja en un rayo (I;) como se muestra en la figura.

i nl W g
W A
i ) r/r
» (} !
w o1
¢ _0:{\[ T
ey
7
g7 f"
ey Y

Con los datos que se te dan responde las siguientes cuestiones.

a) ¢Podrias encontrar 1a ecuacion de la superficie reflectora que pasa por ( y su éngulo de inclinacién a

con la horizontal? Realiza los cdlculos necesarios. ) - {f o (K }
rh - . v f N w 4 5 \
- fan -y IS TRY. f.j -4 1( X -1)
g ~ Yan ;(' ! - \{é 0 - § = /X ) j
:{i e Y ) TER e

| “ .
¢Podrfas calcular el 4ngulo 8, del rayo que incide sobre 1a superficie reflectora? Calculalo una vez

4

‘.

b

encontrado a

w A 4<
c) ¢Puedes determinar el dngulo 9', ?
R 6
&3 f
d) Sustituye los valores de los dngulos 8‘, y 9', en la figura anterior.

AR

En los puntos anteriores del problema cuatro, los estudiantes realizan una serie de

célculos, ésto para encontrar el valor de los 4ngulos complementarios al dngulo incidente

y reflejado. Pocos de los equipos presentaron problemas en el célculo de la ecuacién de

la superficie referentes al manejo del algebra.
Solucién del equipo 6

e) ¢Qué [i'ue.des decir acerca de la pendiente del rayo reflejado?

Qg\x Ge e oL (‘;(\\'-Q LSRN \‘c\*vocof\w

-
-G E¥a VA RLSRR /e O Cali

[Que no tiene pendiente, ni inclinacién. La pendiente vale cero. 7
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Solucién del equipo 2

e! ¢Qué puedes decir acerca de la pendiente del rayo reflejado?

"

,'&'\u‘f’ e %', 7' /‘-'/;/ s Ny n SreTh

[Que no tiene pendiente ni inclinacién./

Solucién del equipo 7

e) ¢Qué puedes decir acerca de la pendiente del rayo reflejado?

Qoe vna soperfRle  plana
no Yene pendle nie.

[Que una superficie plana no tiene pendiente.]

En el problema planteado podemos observar que la pendiente del rayo reflejado es
horizontal, la mayoria de los estudiantes (como el equipo 2) responden al ltimo punto
del problema que la recta l; no tiene pendiente ni inclinacién, otros que su pendiente
vale cero y otros equipos como el 6 reporta las dos opciones. Otra solucién observada
es la del equipo 7 interpretamos que dicen “superficie plana” en vez de horizontal y
que esta no tiene pendiente. Es interesante ver como los estudiantes en lugar de decir

que la pendiente es igual a cero dicen que no existe.
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3.3.4. Productos notables: desarrollo algebraico del cuadrado de un binomio.

En la siguiente actividad se plantea a los estudiantes el desarrollo algebraico del cuadra-
do de un binomio por medio de la representacién geométrica de las potencias (a + b)zy
(z + h)?, para darle significado al desarrollo algebraico del cuadrado del binomio y
también la utilizacién de cdlculos numéricos (calculadora) para “visualizar” desarro-
llos aritmeticos del cuadrado de un binomio, analizando el comportamiento relativo

de potencias de nimeros pequefios. Véase el guién de dicha actividad en el Apéndice
A8

Las actividades que se plantean en esta seccién se probaron directamente con el grupo
experimental sin pasar por el grupo auxiliar. Esto no se logré por falta de tiempo, esta
actividad se aplicé en las Gltimas semanas del semestre en el cual los estudiantes ya no
estaban interesados en seguir realizando actividades, es por eso, que se tomé la decisién
de aplicar directamente con el grupo experimental. A continuacién veremos con mucho
maés detalle las observaciones y resultados obtenidos.

3.3.4.1. Resultados de la Actividad VIIl. Representacion geométrica de las
potencias (a + b)’y (z + h)?

La actividad comienza explicando a los estudiantes la forma geométrica del desarrollo
de la potencia (a + b)®de la siguiente manera:

En la siguiente figura se puede observar un gran cuadrado formado por dos
cuadrados, el grande de lado a (cuya 4rea es a®) y el pequefio de lado b
(cuya é4rea es b?), ademés de dos rectédngulos de lado a y b (cada uno con

area ab) como se muestra en las siguiente figura.

ab b? b

f—————ath — |
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Por lo que el drea del cuadrilatero a+b , asaber (a+ b)z. es igual a la suma
de las dreas de las figuras descritas anteriormente. Luego al sumar las areas

que conforman el cuadrado

A=(a+b)
(a+b)®=a®+b*+ab+ba
(a +b)® = a? + 2ba + b?

Léase: el cuadrado de la suma es igual al cuadrado del primer término, mas
el doble producto del primero por el segundo més el cuadrado del segundo.

= Solucién del equipo 2

1. Dada la siguiente figura un cuadrado de lado x+3, donde x >3, el cual ha sido descompuesto en
cuadrados y rectangulos. Escribe los simbolos aye cerrespondan,e las longitudes y las dreas en la figura

=

X4y, | %%
x L
X =q ‘5-\’*
=
Ty ) -

Interpreta la figura que has completado desarrollando a (x +3)%en una férmula.

(x+3)p= CrBT ARy ™0

- )
yy = b6 xbx gr 3%
(u S 7
L)(\"b-é:’,%f

Cabe mencionar que esta actividad resulté muy dificil para los estudiantes. Haremos

observaciones al respecto.

Al pasar del cuadrado a + b al que se le deja al estudiante con z 4 3 no se previeron

varias cosas:

Las 4reas de los rectdngulos en el problema de muestra (el cuadrado de a + b)
resultan ab (base a y altura b) y ba (base by altura a) de manera natural, mientras
que en el problema 1 que se les plantea dichas 4reas van a resultar literalmente
hablando, 3z y 3. Pero esta tltima notacién para describir a z -3 (z por 3)
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no se usa porque se presta a confusién, misma que tuvo el equipo 2 (véase). Asi
leyeron z3 correctamente como 3z, pero también leyeron z?como z2 (z por 2)
que al sumar con 6z les da 8z. Profundizaremos ain més en el siguiente punto.

» Al utilizar la z en la figura a completar que se deja de ejercicio (cuadrado de lado
z + 3) nuestro propésito era utilizar z como variable (pensando en la notacién
funcional) para luego considerar z + h de acuerdo al plan original. En cambio
los estudiantes vieron la z como incégnita, asi que no se concentraron en el
desarrollo de (z + 3)® = z2 + 6z + 9, sino que tenian que despejar la z como si
fuera la incégnita de una ecuacién. Lo hacen haciendo trampa: z? se convierte en
z-2 (z por 2) que es 2z. Tienen que despejar z porque buscan valores numéricos
para las areas.

Este equipo “resuelve” de igual modo los problemas 2 y 3. A continuacién se pueden
observar dichas respuestas.

2. Dada la siguiente figura, a saber, un cuadrado de lado x+ 2, donde x < 2, descomponlo en cuadradosy
rectangulos correspondientes. Escribe los simbolos para las longitudes y sreas en cada caso.

_ X z
xxl ra
wt
xl AN

——e YT ———

Interpreta la figura que has completado desarrollando a (x + 2)’ en una férmula.
(x+2)7=)?“::’{:t'*lﬁ§" i
RER=XTY LA TR i )
LR iRk m
3. Dada la siguiente figura, a saber, un cua%rado delado x +1, donde x >1, descomponlo en cuadrados y
rectangulos correspondientes. Escribe los slmbo)I?s para las long’itudes y dreas en cada caso.

%+t =7 { z 1
p o)
9
776
[AA
:1
: A —
Traduciendo la figura que has dibujado expresa (x +1)° en férmula. )zl.' 6

(x+1)7 = x€41 daldne

v S 4 - -
C‘;:H-'\:‘zlfzf I
- PR 3
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Solucién del equipo 4.

1. Dada la siguiente figura un cuadrado de lado x +3, donde x >3, el cual ha sido descompuesto en
cuadrados y rectangulos. Escribe los simbolos que correspondan a las longitudes y las 4reas en la figura

ab b |

atb e ba Q

Ty 2y LI
Interpreta la figura que has completado desarrollando a (x+3)z en una férmula,
x+3 =la Y
(Q*b\‘z o 1o’ e
(Gib)? - a® 2t io?

Este equipo no pudo resolver el ejercicio, lo que hacen es volver a aplicar lo que se les
explico al principio de la actividad. Logran identificar las longitudes a y b satisfactoria-
mente pero no logran hacer la conversién en los términos que se les pide, en este caso,
a=1zyb=3. Y responden de la misma manera los problemas 2 y 3, que son muy

similares alproblema 1 (ver Apéndice B).

Solucién del equipo 3

1. Dadala siéuiente figura un cuadrado de lado x+ 3, donde x > 3, el cual ha sido descompuesto en
cuadrados y rectdngulos. Escribe los simbolos que correspondan a las longitudes y las dreas en la figura

-

~ :
A 2t s

xt3 =[x

e | I —
Interpreta la figura que has completado desarrollandoa (x +3)* en una férmula.

(x+37 =X24 9% 4 ¥34 %
(X+3) = w242 (4,

.
s

El equipo 3 responde a medias el ejercicio nimero 1. Observemos que el primer paso
lo hace de manera correcta excepto por la notacién z3; en el segundo paso agrupa
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correctamente los términos semejantes pero ya no muestran la secuencia de ese célculo,

se quedan en el segundo paso.

Es una léstima que este equipo no terminara la actividad ya que es el tnico que mostrd
dos pasos correctos, a comparacién de los demés equipos que responden a lo mas uno.
Este equipo no muestra solucién para los problemas 2 y 3.

= Solucién del equipo 8.

Presentamos la solucién al problema niimero 2, ya que no mostraron la solucién para
el problema mimero 1.

2. Dada la siguiente figura, a saber, un cuadrado de lado x + 2, donde x < 2, descomponlo en cuadrados y
rectangulos correspondientes. Escribe los simbolos para las longitudes y dreas en cada caso.

p—— _
Interpreta la figura que has completado desarrollando a (x + 2)z en una férmula.

(x+2) = X744

Observamos que el equipo 8 “linealiza” la potencia (z + 2)2 elevando cada término al
cuadrado. Contestando de manera incorrecta y del mismo modo de la misma manera

el ejercicio 3 (ver Apéndice B).

A partir del punto 4 se introduce el uso de la calculadora mostrando desarrollos arit-

méticos de cuadrados de sumas.

En la parte introductoria del problema 4 se presenta a los estudiantes una serie de
potencias de nimeros decimales, se les pide que comprueben los resultados con la
calculadora y que calculen el faltante. Para este problema, ocho de los nueve equipos
respondieron de manera correcta, el restante simplemente no contesto.
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Solucién para el equipo 3

4. Comprueba o realiza las operaciones para elevar al cuadrado los siguientes numeros (es decir, multiplicar
a dichos nimeros por si mismos):

(1.001) =1.002001 .~

(2.001)" = 4.004001 7

(1.003)" = 1.006009

(1.004)" =1.008016 o

(2002) =4.0 - LbT

(2.003)" = 4.012009

En la respuesta del equipo 3 observamos que después de corroborar las respuestas
correctas palomea los resultados.

Por otro lado en el problema 4 inciso a) se plantea a los estudiantes observar un patrén
que explique los resultados anteriores.

= Solucién del equipo 9.

a) Observe detenidamente los resultados anteriores ¢ Puedes encontrar algin patrén que explique los
resultados? Tal vez te ayude ver lo anterior en la sigjiente forma:

(1.001)" = (1+.001)° = 1.002001 = 1 +.002 +.000001
(2.001) = (2+.001)° =4 +.004 +.000001 = 4.004001 *

(1.003)° = (1+.003)" = 1 +.006 +.000009 = 1.006009 3

(1.004) =(1+.004)" = 1+.008 + 000016 = 1.008016°%

(2002) = (2+.003)° = Y+ gt corcosy =Y CO Bood !

(2003) =(2+.003) =4 +0,z +ooroor = 49.12009 )
Escribe tus observaciones:

L7 e ) O (i[. Ve OO 1)

Cabe resaltar que al escribir esta actividad, especialmente en esta seccién se cometieron
dos errores. El primero se observa en la potencia nimero 5, se escribié (2.002)? =
(2 + .003)? lo cual deberia ser (2.002)* = (2 +.002)> El segundo error lo observamos
en la potencia nimero 6 que se escribié (2.003)* = (2 +.003)® = 40.12009; en esta
tltima igualdad el punto decimal se recorrié un lugar a la izquierda, el resultado correcto
es (2.003)% = (2 +.003)* = 4. 012009.

En el caso del primer error, este confunde a la mayoria de los estudiantes ya que no

saben que potencia calcular. En el caso del segundo error algunos se dieron cuenta
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que no obtenian el mismo resultado, incluso lo comentan como el equipo 9. Se observa
que para la tltima potencia incluso pintan el punto decimal en la posicién correcta y
argumentan que no obtuvieron el resultado correcto.

Veamos ahora la solucién del equipo 3.

a) Observe detenidamente los resultados anteriores ¢ Puedes encontrar algin patrén que expligue los
resultados? Tal vez te ayude ver lo anterior en la siguiente forma:

(1.001)" = (1+.001)" =1,002001 = 1 +.002 +.000001

(2.001) = (2+.001)° = 4 +.004 +.000001 = 4,004001

(1.003)" = (1+.003)" = 1 +.006 +.000009 = 1.006009

(1.004)" = (1+.004) = 1+.008 +.000016 = 1.008016

(2.002) = (2+.003) =~} w3+ o= 4 .01 2004

(2.003) = (2+.003) =412 + . G0 ] = 40.12009
Escribe tus observaciones:

De qde hace to o olingue Pa o (€10 4 pn unt s
& enodepdo s A fevende

El equipo 3, como todos los demds equipos (exceptuando el equipo 9) en la quinta
potencia, optan por tomar la expresién (2 +.003)? (en donde est4 el error) para desa-
rrollar dicha potencia. Sélo el equipo 9 se percata que el resultado estd mal (corre el
punto decimal de la expresién dada) El equipo forza el desarrollo para ajustarlo al
resultado erréneo 40 . 12009.

Por otro lado, en el ejercicio 4 inciso b), se plantea a los estudiantes elevar al cuadrado
distintos decimales con ayuda de la calculadora, para después compararlas con el calculo
exacto de esas potencias a mano y explicar que es lo que se observa. Se esperaba,
en algunos casos que no coincidieran, dependiendo de la precision de la calculadora

(especificamente, cuéntas cifras maneja).
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Solucién del equipo 7:

b) Ahora realiza la operacién de elevar al cuadrado utilizando la calculadora 'y tamblén a “manc”, para los

siguientes numeros.

ooy =1 0006 DO k100060009

con calculadora a mano
S

a1 Ll - 1,00040009
con calculadora a mano

{1.00003)" =/i("'\(g'-(){‘}_h LS P etk a4
con culculadora a mano

aoaoo2y = 1. OOOO4NONS - 1. e g . COA
con calculadora a mano

¢Notas diferencias en algunos de los casos entre los resultados de la calculadora y a “mano”? ¢En qué

casos?

re 2l Fz’)&(‘l "mnj dlI(PVF(\L W

Esta respuesta la encontramos en dos equipos el 7 y 9, observamos que no tuvieron
problema para realizar los cilculos con ayuda de la calculadora. Cuando realizan los
cdlculos a mano observamos que llegan al mismo resultado pero no nos queda claro
si en realidad lo calcularon, se ven algunos calculos borrados pero eso es sélo para la
primera potencia, para los demés ya no aparecen ni borrados ni escritos en la hoja.

En la parte de evaluar al cuadrado (1. 00003)2 queriendo que lo vieran como el cuadrado
de un binomio se cometieron errores. Se subestimé en el disefio de la actividad la
capacidad de las calculadoras que utilizaron. Concretamente el gran niimero de cifras
significativas. Se pensé que (1.00003)? = 1.0000600009 (exacto) no iba a poder verse el
9 en su calculadora, sino el valor redondeado 1.00006001, pensando que la calculadora

manejaria a lo sumo 10 digitos (y no 11, como ocurrié)

Respecto a lo anterior dos equipos el 3 y el 8 reportaron lo que esperdbamos. Que al
realizar la potencia anterior el 9 no se ve, sino que como se dijo la calculadora redondea

el resultado.
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Solucién del equipo 8.

b) Ahora realiza |a operacién de elevar al cuadrado utilizando la calculadora y también a “mano”, para los
siguientes numeros.

(1.0003) = 100060007 /00060007
con culculadora a mano
(1.0002)° = 7 4 = 100400
con calculadora a mano
(1.00003)° = {. 00006 b5 1, 00006 0800]
con calculadora a mano
(100002 = _{ Oopp . 0000
con calculadora a mano
¢Notas diferencias en algunos de los casos entre los resultados de la calculadora y a “mano”? ¢En qué
casos?
Nuyo gue etyasuliodo senpie wng el mismy

En este equipo también es dudoso que hubieran realizado los célculos a mano, ya que
no los muestran y afirman que les da lo mismo cuando no es cierto (la calculadora
redondea).

Solucién del equipo 3.

b) Ahora realiza la operacién de elevar al cuadrado utilizando la calculadora y también a “mano”, para los
siguientes nimeros.

(10003 = |, > e i‘?)‘ =2.00019

con calculadora a mano
(100027 = . T %= 2000 4
con calculadora a mano
(1.90003Y = Loy (v g ~ Qx|
con calculadora a mano
(1.00002) = ', . 4 o4
con calculadora a mano

éNotas diferencias en algunos de los casos entre los resultados de la calculadora y a “mano”? ¢En qué

casos?
Sn. Qu(ﬁ O e f‘llf\ Py ,H l()‘\"\’"j& N no *‘QM*’\ 0 (4 A \"_45
LJ/I((‘J\ #0<\'~ N jﬂ rdjfll\r A’\I‘l . "ﬁ‘pg{'t m;i.‘m !oﬂfp‘j 'OS

f(wbHoe/,}(_)« de ceann o ‘“Culc:dor(:(

Observando los célculos que este equipo debié realizar a mano (exacto), resulté que
aparentemente no saben hacer estos cdlculos a mano, pues multiplican por 2 la parte
entera, en vez de elevarla al cuadrado y elevan el digito no cero en la parte decimal al
cuadrado, dejando el resultado en la misma posicién.
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Veamos otro ejemplo de solucién, este con el fin de observar que en general los estu-

diantes no saben realizar una multiplicacién a mano de nimeros decimales y al parecer
tampoco con una calculadora.

Solucién del equipo 6.

b) Ahora realiza la operacién de elevar al cuadrado utilizando la calculadora y también a “mano”, para los
siguientes nimeros.

(1.0003)° = =
con calculadora a mano
(1.0002y = © <M =NC e [ Eeel€
con calculadora a mano
(1.00003)" = £ vy = Hoc o tyoaee
con caleuladora a mano
(1.00002)" l.ccoo =Y¢.0q0 i g0t
con calculadora a mano

Con la calculadora “eleva” al cuadrado multiplicando el niimero por 2. Sus célculos a
mano, simplemente no se entienden.

Por 1iltimo, se plantea a los estudiantes otra pregunta, la 4 inciso c), este con el fin

de que observen que la calculadora desprecia segundas potencias de nimeros pequiios
cuando ademas aparecen niimeros no pequefios.

Soluci6n del equipo 7.

¢) Utilizando calculadora realiza las siguientes sumas.

1+.00001 =1, OO
1+ o000y =1,000CCOCCC1

Escribe una reflexién final acerca de tus resultados obtenidos y las comparaciones hechas: o
gueSzo gumenkor 1o ceves o\ el plicarses
ol cuGdindo

Una vez més subestimamos la capacidad de la calculadora. En la segunda operacién (

1+ (0.00001)* ) esperabamos que la calculadora redondeara el resultado, lo cual no
sucedié (la calculadora maneja 11 cifras).
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Por contraste, veamos el ejemplo de solucién del equipo 3, el cual no escriben ninguna

reflexién sobre sus resultados obtenidos.

¢) Utilizando calculadora realiza las siguientes sumas.
1+.00001= (. ~ L2

I+00p01° - |

Escribe una reflexion final acerca de tus resultados obtenidos y las comparaciones hechas:

Solucién del equipo 6.

c) Utilizando calculadora realiza las siguientes sumas.

1+.00001= | . OOC

140000 =\, BC.C 2
Eﬁcnbe una reflexién final acerca de tus resultados obtenidos y las comparaciones hechas:
tol Indoie &3 < gves e ln o = copeie oz LFEIE. &

Se observa que este equipo no realizé bien los célculos con la calculadora, se “come” un
cero en la primera operacién y aparentemente calcula el cuadrado del decimal multi-
plicandolo por 2, como se puede observar en el resultado anterior. Para ver en resumen
los resultados obtenidos véase el apéndice B.

Resumiendo la experiencia, la parte negativa son algunos errores numéricos en los
enunciados de nuestra parte al haber subestimado la capacidad de las calculadoras que
emplearon los estudiantes y el haber sobrestimado la preparacién de los estudiantes al

emplear la calculadora o realizar cdlculos a mano.

La parte positiva es la informacién acerca de las deficiencias o limitaciones aritméticas
que muestran los estudiantes tanto en el significado de elevar al cuadrado, como de
realizar célculos a mano. Desde luego, el propésito original de la experiencia quedé
anulado.

Vale la pena comentar que esta actividad al no pasar por el filtro de probarlas con
el grupo auxiliar, como se hizo con las actividades I, II, IIl y IV, no nos ayudo para

prever muchas de las dificultades antes mencionadas.
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Conclusiones

Recordemos que el objetivo principal de esta tesis era introducir ideas de calculo di-
ferencial en un curso de Geometria Analitica; para lograrlo queriamos generalizar la
ley de reflexién para superficies planas, a la de la reflexién en un espejo parabélico,
para lo cual necesitdbamos ver a la parabola como una funcién conjuntamente con una
serie de prerrequisitos conceptuales para llegar a este fin, los cuales se exponen en la
subseccién 2.2.

Las actividades més importantes y de mayor éxito fueron las disefiadas para el concep-
to de funcién como relacién entre dos variables: Actividad I, Actividad II, Actividad
IIT y Actividad IV. Antes de comenzar con las conclusiones referentes a ellas, es conve-
niente comentar que el guién de estas actividades se fue disefiando mientras el curso de
geometria analitica avanzaba; también es cierto que fueron estas actividades a las que
se les dedicé mas tiempo en su disefio y aplicacién. Recordemos que estas actividades
primero se aplicaron con el grupo auxiliar y el guién ya mejorado se aplicd después al
grupo experimental.

Estas actividades resultaron interesantes para los estudiantes ya que se les planted en
un contexto que resultaba real para ellos y con el cual se sentian identificados. Todas
las actividades necesitaban una pequeia investigacién por su parte. En particular el
grupo auxiliar expres6 espontdneamente que les gusté trabajar en equipo con ese tipo

de actividades.

Respecto a la Actividad I, “Llamadas telefénicas” (apéndice A.1), el 100% de los
equipos contestaron correctamente la pregunta uno. En la pregunta dos (referente a las
variables involucradas y la variable independiente) el 89 % de los equipos respondieron
correctamente ambos incisos, lograron identificar la variable independiente (tiempo) y
la variable dependiente (costo). Entonces entre mas tiempo se hable més se cobrard por
la llamada. El tinico equipo que respondié mal esta pregunta fue el equipo 8; responden
que el tiempo se basa en el costo, no logran describir la relacién existente entre el costo

y tiempo de la llamada (aunque las identifican como una variable), seguramente porque
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no pudieron indentificar cudl es la variable independiente. Esto dio pie para sacar a
relucir que tradicionalmente la variable independiente es el tiempo y que siempre se
marca en el eje horizontal.

La Actividad II, “Viaje a la universidad” (apéndice A.2.2) que se refiere a la descripcién
grafica de un movimiento, fue la més elaborada de las cuatro actividades relacionadas
al concepto de funcién. En esta actividad se abordan varios registros de representacion

y sus conversiones entre ellos: verbal, grafico, algebraico y tabular.

En el punto uno de la actividad, el 78% de los equipos (7 de 9) respondieron de
manera correcta, el porcentaje restante (2 equipos), que respondieron mal, contestan
que la grafica 3 corresponde a Brenda y la grafica 4 a Carlos cuando es al contrario;
al parecer hubo confusién en cuanto a su respuesta. Respecto a la interpretacién del
movimiento el 100 % de los equipos entienden en alguna medida el movimiento que
lleva Alicia, al mencionar que tal vez viajé en camién y hace paradas.

En el segundo punto de la actividad, el 78 % de los equipos observan que el recorrido de
Antonio es diferente en dos intervalos de tiempo; con ayuda de las tablas propuestas son
capaces de darse cuenta que hay una velocidad constante que cambia 25 min después
de iniciado su recorrido. El 22 % restante muestran dificultades para llenar las tablas
que se les presentan, ya que no hacen un buen uso del apoyo aritmético para leer la

grafica y completar dichas tablas.

En el punto tres logran determinar que la distancia que recorre Antonio depende del
tiempo, pero también observan otra variable involucrada: la velocidad. Al menos 56 %
de los equipos hacen alusion a la velocidad.

En el cuarto punto se hace mas evidente que hay una velocidad involucrada en el
movimiento de Antonio y que aquella es constante en los primeros 25 minutos de
recorrido; el 67 % de los equipos la describen de manera explicita, el 33 % restante no
lo describe en su respuesta pero intuitivamente lo sabe; esto se observa cuando se les
pide calcular el valor de la velocidad. El 100 % de los equipos logran realizar el cilculo
de la velocidad aplicando la férmula v = %, la cual intuimos la aprendieron en su curso

de Fisica.

En el punto cinco, el 78 % de los equipos logran ver que la pendiente de la recta
del recorrido de Antonio y la velocidad que lleva en la primera parte del recorrido
son iguales, con ello se proponia la introduccién de una nocién del Célculo. El 22 %
restante no logra calcular satisfactoriamente la pendiente, tienen errores al elegir un
par de puntos sobre la recta, no hacen una buena lectura aritmética para identificar

una pareja de puntos coordenados lo que ocasiona un célculo erréneo de la pendiente.
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En esta parte también podemos observar que ¢l 89 % de los equipos son capaces de
convertir la velocidad que obtuvieron con unidades en :TTJ a ';1—';‘ que como ya habiamos
comentado seguramente lo aprendieron en cursos de Fisica; el 11 % restante trata de

hacer la conversién con una regla de tres mal planteada y mal realizada.

En el sexto y dltimo punto, el 89 % de los estudiantes logran responder el problema,
haciendo una conversion del registro verbal al gréfico, logrando exitosamente graficar
el recorrido de Carlos que realizé en motocicleta. El 11 % sigue mostrando dificultad
para convertir las unidades de la velocidad de &2 a ™ aunque al final dibujan de

hr min’
manera correcta la grafica del recorrido de Carlos.

Por 1ltimo compérese la primera versién de esta actividad (apéndice A.2.1) con la
actual que hemos venido comentando (apéndice A.2.2).

Respecto a las conclusiones de la Actividad III, “Un simulacro para desalojar la escuela
en caso de temblor” (apéndice A.3), podemos decir que fue exitosa en el sentido de
que los nueve equipos se apoyaron en una tabla para dibujar la gréafica del desalojo
de estudiantes, ya que ellos la construyeron a partir de la férmula sin que nosotros
se lo pidiéramos (conversién espontdnea). El 89 % de los equipos se apoyaron en la
lectura de la grifica y de la tabla que construyeron para determinar cudntos “alumnos”
habia dentro de la escuela al inicio del simulacro, a los 30 y 55 segundos, al igual que
encontrar el tiempo en segundos cuando quedaban 325 alumnos dentro de la escuela,
el 11% restante responde de manera incorrecta. En particular nos llamé la atencién
el método del equipo 9, el cual para encontrar la solucién recurre a la interpolacién
a partir de la lectura de la gréfica. Es decir, no se utiliza la ecuacion de la recta
como relacién funcional de modo sistematico: interpolan para hallar el tiempo en que
quedaban 325 alumnos sin desalojar en vez de sustituir y = 325 y despejar z (tiempo).
Desde luego, esto tltimo presupone un buen manejo algebraico. El 100 % de los equipos
determinan que las variables que se involucran en el problema son el tiempo y los

alumnos desalojados.

En la Actividad IV, “Temperaturas en grados Fahrenheit y grados Centigrados™ (apén-
dice A.4) se observaron algunas dificultades, en primer lugar, el problema que se plantea
a los estudiantes es de tipo inverso a lo que se venia planteando. Ahora, a partir de
una tabla tenfan que encontrar la férmula de la recta que les permitiera convertir los
grados Fahrenheit a grados Centigrados y aparentemente se pierden al estar haciendo
calculos. En los pasos que deben seguir para encontrar la férmula se encuentran con
ndmeros fraccionarios los cuales tienden a convertir a su forma decimal aproximada
para su manejo, lo que ocasiona que no puedan llegar a la férmula pedida que requiere
fracciones. En general los equipos respondieron casi correctamente pero los errores que
presentan no los dejan concluir de manera satisfactoria la actividad con la féormula
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pedida. Mas adelante abundaremos en la deficiencia que los estudiantes presentan en

el manejo de nimero fraccionarios.

Respecto a la Actividad Introductoria para el Circulo Ttrigonométrico (apéndice A.5),
en general los equipos no mostraron tener dificultades; salvo el equipo 1 que se equivocé
en un par de problemas. Més bien la deficiencia se observé en el disefio de la actividad:
muy tarde nos dimos cuenta que se omitieron preguntas sobre la tangente trigonomé-
trica en el guién, lo cual tuvo consecuencias en la Actividad VI donde necesitamos el
célculo de la tangente para determinar la pendiente de una recta.

En las Actividades V (versiéon preliminar) y VI referentes a la reflexién en superfi-
cies planas (apéndices A.6.1 y A.7), se observaron algunas dificultades. Se observaron
problemas para la lectura de dngulos en un plano, en particular, cuando se les pide
determinar la medida de los dngulos complementarios al dngulo de incidencia y de
reflexion; la mayoria de los estudiantes no sabe cémo se leen los dngulos de acuerdo
al circulo trigonométrico. Otro problema que se observé es que los equipos tuvieron
problemas para el cilculo de ecuaciones de rectas, principalmente para encontrar la
pendiente de la recta, esta leida como la tangente de un dngulo medido respecto a la
horizontal; error que pudo evitarse si se hubieran aplicado preguntas sobre el cilculo
de tangentes en la Actividad Introductoria del Circulo Trigonométrico. De la misma
manera el problema que ya se habia mencionado anteriormente: a los estudiantes nos
les gusta manejar nimeros fraccionarios, tienden a convertirlos a su forma decimal, lo
cual acarrea problemas a la hora de determinar la ecuacién de la recta. Esta es una
conjetura que mds adelante trataremos de validar.

Un resultado interesante que observamos dentro de estas actividades es que una recta
horizontal, a la cual le llaman una “superficie plana” (en el contexto de reflexiones
especulares) dicen que no tiene inclinacién y por lo tanto no tiene pendiente. Muchos
estudiantes en lugar de decir que la pendiente es igual a cero, dicen que no existe.
Esto se dio en el 87 % de los equipos, sélo un equipo (13 %) menciona que esta recta
horizontal, no tiene pendiente ni inclinacién y que la pendiente vale cero.

Finalmente hablaremos de la Actividad VII (apéndice A.8) cuya primera parte se re-
fiere a la representacién geométrica de las potencias (a + b)’y (z + h)?, se observaron
algunos problemas al utilizar la z en la figura a completar, ejercicio uno (cuadrado de
lado z + 3); nuestro propésito era utilizar z como variable (pensando en la notacién
funcional) para luego considerar z + h de acuerdo al plan original. En cambio los es-
tudiantes vieron la £ como incégnita, asi que no se concentraron en el desarrollo de
(z+ 3)2 = z? 4 6z 4 9, sino que tenian que despejar la = como si fuera la incégnita
de una ecuacién. Ademas lo hacen haciendo trampa: z* se convierte en - 2 (z por
2) que es 2z. Aparentemente tienen que despejar x porque buscan valores numéricos
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para las dreas. Otro problema que se observa es que muchos estudiantes no saben el
significado de elevar al cuadrade un binomio, en su lugar lnealizan la potencia ele-
vando cada término al cuadrado. En la pregunta cuatro de la actividad que plantea
el cuadrado del binomio en el contexto aritmético se observa que no saben realizar
operaciones adecuadamente con la calculadora, ni a mano, va que presentan resultados
sumamente extrafios. Respecto a log céleulos que realizan a mano pudimos observar
que los estudiantes no saben hacer multiplicaciones a mano v que se les dificulta mucho

si estas son con numercs decimales; se pierden con la posicién del punto decimal.

De nuestra parte también cometimos errores numéricos en un par de enunciados que
planteamos. Otro error nuestro fue haber subestimado la capacidad de las calculadoras

v sobreestimado el uso de ellas por parte de los estudiantes.

A continuacién hablaremos de las actividades de exploracién que disefiamos para vali-
dar las conjeturas que anteriormente mencionamos. Se realizaron dos actividades cada
una de ellas en un grupo diferente al de la experimentacién de tercer semestre, el cual
suponemos es la misma poblacion; estas actividades exploratorias se aplicaron de ma-
nera individual, el primer grupo contaba con 29 estudiantes v el segundo grupo con 30

estudiantes.
De la primera exploracién (ver apéndice C.1 } observamos lo siguiente:

= Un primer ejercicio indujo a los estudiantes a leer niimeros decimales para que
posteriormente pudieran resolver otro ejercicio a base de esta lectura. Aproxima-
damente el 85 % de los estudiantes respondieron correctamente esta pregunta y

el 15 % restante se confundié en sus respuestas.

‘-_ En un segundo ejercicio se les plantea a los estudiantes la adicion 1+ 0. 00004.
El 72 % contestd correctamente y el restante 27 % contesté incorrectamente. El
error que mas observamos fue el siguiente: los estudiantes no cuentan con el
orden de magnitud de los nfimeros; suman la unidad con el cuatro diezmilésimo
, obteniendo como resultado 0. 00005, obviamente sin percatarse que la suma

deberia ser mayor a la unidad y no tan pequeiia.

a Después se les plantea la siguiente diferencia 5.01 — ?(155 . E1 46 % de los estudian-

tes responden de manera incorrecta, hacen operaciones extrafias v sin sentido,
El 49% simplemente no contestan, muy probablemente porque no saben cémo
hacer la operacién. Solo un estudiante, el 3% del grupo, responde correctamente,
haciéndolo de una manera gue no esperdbamos. El estudiante convierte el niimero
decimal a mixto (5 0la 5-1%) y huego le resta ﬁ obteniendo como resuitado el
5. En general observamos que a los estudiantes no les gusta trabajar con nime-

ros fraccionarios de la. misma manera que no saben leer una fraccidn decimal,
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65 como un centésimo, con lo cual hubiesen resuelto la diferencia, pues antes
habian sido inducidos de manera satisfactoria a leer un decimal. Pero entonces

nos resulté muy claro que no leen 5 como un centésimo.

Posteriormente en dos problemas més, les pedimos realizar 2 x 0. 0005 y 1
01 x 2.0005. En la primera el 72% de los estudiantes la responden, el 7% no
responden correctamente; la segunda la responden correctamente solo el 38 %,
3% sin respuesta y el resto incorrectamente. Observamos especialmente en la
segunda multiplicacién que no saben colocar el punto decimal en el lugar que le
corresponde.

En un iltimo ejercicio se les plantea aparear la siguiente potencia cuadrética
(1.0003)* Se ofrecen cuatro opciones: (1.0003) x (1.0003) y 1.0003 x 1.0003
que son correctas y (1.0003) x 2 y 2.0009 que son incorrectas. El 68 % de
los estudiantes responden correctamente. El 27 % responden incorrectamente y
el 3% prefieren no contestar. Observando las respuestas correctas el 31% de
los estudiantes les gusta trabajar con la multiplicacién sin paréntesis, al 36 %
la multiplicacién con paréntesis y solo el 3%, o sea, un estudiante solo las dos
opciones correctas.

En la segunda exploracién (apéndice C.2) principalmente queriamos observar si los
estudiantes eran capaces de leer un nimero decimal en sus diferentes representaciones;

acerca de esta actividad podemos mencionar lo siguiente:

Como primer problema también fueron inducidos a leer nimeros decimales. El
100 % respondi6 de manera satisfactoria.

= Ya que respondieron correctamente el problema anterior, uno supondria que el
segundo problema lo responderian también correctamente. Se les dio el nimero
decimal 1.03 el cual tenfan que aparear teniendo cuatro opciones (véase el apén-

dice C.2). El 48 % de los estudiantes respondieron correctamente y el 52% de

3
100

sus partes) y 1+ 0 x 107! 4+ 3 x 102 (desarrollo de potencias) que son opciones

manera incorrecta. Entre las opciones: 1535 (mixto correcto), 1 + (suma de
correctas y 13 (mixto erréneo) que es una opcién incorrecta, el 24 % solo elige la
primera opcién, el nimero mixto; el 17 % opta por el nimero mixto combinado
con el de la suma de sus partes; el 7% opta por el niimero mixto combinado
con el desarrollo de potencias; el 3% solo elige el de la suma de sus partes. De
las respuestas incorrectas, el 35% elige el mixto erréneo (1 %), el 14 % restante

eligen el mixto erréneo combinado con una opcién vélida y 3 % no responde.

Como ultimo problema se plantea a los estudiantes una adicién y una substraccién
como al grupo anterior: 2+0.00004 y 5.1 — 1—(1)0. Con los resultados obtenidos
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confirmamos ain m4ds nuestras conjeturas, ya que este grupo tuvo errores muy
parecidos a los del grupo anterior. Para la adicién el 63 % responde correctamente
y el 17% tiene el mismo error del grupo anterior, esto es, no tienen idea del
orden de magnitud y suman el niimero entero con el cienmilésimo, el 7% hace
operaciones extrafias e incorrectas y el 13 % no contesta. Para la substraccién solo
el 7% (2 estudiantes) responden correctamente realizando la divisién indicada en
la fraccién convirtiéndola a niimero decimal y luego restarlo del 5.1 obteniendo 5.
El 67 % responde incorrectamente haciendo operaciones extrafias e incorrectas y el
28 % restante no contesta. Este problema en general resulté muy complicado para
los estudiantes. La gran mayoria no tiene idea de como resolverlo confirmando la

gran dificultad que para ellos representan las fracciones, ain las mas sencillas.

Con los resultados anteriores quedan confirmadas las conjeturas que planteamos en las
conclusiones de las Actividades que se comentan en este capitulo. La estadistica de
resultados referente a esta exploracién de conjeturas se pueden ver mas a detalle en el
apéndice C.3.

En términos generales, puede decirse que los alumnos mostraron deficiencias no sélo
de naturaleza algebraica, sino incluso aritmética, que les impidieron completar cabal-
mente algunas de las actividades propuestas. Desde luego, creemos que destacar tales

deficiencias resulta relevante para la investigacién en Matematica Educativa.

En general podemos concluir que nuestro guién para introducir el concepto de fun-
cién, resulta adecuado para los estudiantes, puesto que, planteando situaciones en un
contexto real y haciendo uso de la conversion entre registros de representacion, se ge-
neré la habilidad de efectuar operaciones en sentido directo como en sentido inverso,
es decir, efectuar reciprocamente la conversién entre dos registros, de esta manera los
estudiantes descubrieron de manera natural, la relacién entre dos variables, la variable
independiente que determina los valores de la otra variable, dependiente.

De este modo, la introduccién de la nocién de funcién como la relacién entre dos va-
riables en el contexto de rectas, queda muy acorde para aplicarse con estudiantes del
curso de Geometria Analitica. En un futuro podria verse la posibilidad de ampliar los
guiones de las Actividades, en algunos de los casos mejorar el planteamiento de las
preguntas en base a las deficiencias y errores que se observaron y mencionaron en la
interpretacion de los resultados, incluso pensar en el disefio de nuevas Actividades que
incluyan el uso de la tecnologia con el fin de complementar y/o reforzar la nocién que
estamos abordando, todo esto, sin perder de vista que las actividades deben ser plan-
teadas como un proyecto de accién préctica, es decir, referido a satisfacer necesidades
vitales y recreativas como lo menciona Aebli (1958).
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Por otro lado creemos que fue un acierto promover las actividades de los estudiantes
en equipo, porque con ello se vieron motivados en todo momento a resolver y a discutir
los problemas que les planteamos, de alguna forma se les hizo responsables de construir
su propio aprendizaje.
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Apéndice A

Materiales didacticos experimentales

A.1. Actividad |

Llamadas telefonicas

Un fin de semana cinco personas hicierén llamadas telefénicas a varios lugares del pais,
registraron el tiempo que estuvieron hablando y el costo de la llamada se muestra en
la siguiente grafica.

* Bgella
& Maria

¢ Ana
# Pedro

@ Juan

Costo de la llamada [pesos $]

—— s
‘ Tiempo de la llamada [seg]

1. Observa la gréfica y responde las siguientes preguntas:

a) {Quién pagé maés por la llamada?

b) ;Quién pagd menos por la llamada?

c) ;Quién hablé durante més tiempo?

d) {Quién habl6 durante menos tiempo?
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2. En base a tus resultados discute con tu equipo.

e) ;{Qué variables se mencionan en el problema?

f) ;Crees que las dos variables estan relacionadas? Justifica tu respuesta
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A.2. Actividad Il

A.2.1. Version preliminar

Viaje a la universidad

La maestra de Proyectos envié a sus alumnos a una conferencia a la Universidad de
Tecdmac, la distancia aproximada es de 10 km. Salimos de casa a las 7:30 para llegar
a la conferencia a las 8:10, las siguientes gréificas muestran cémo son los trayectos para
Antonio, Brenda, Carlos y Alicia.

&
S o
= g
a a
Tiempo Tiempo
Gréfica 1 Gréfica 2
4 4
© £
o
c
(=] a
Tiempo Tiempo B
Gréfica 3 Gréfica 4

Tres chicos comentaron como se dio su recorrido:
Antondo: Salgo con calma en bicicleta, en el camino comienzo a pedalear més fuerte.
Brenda: Al poco de salir me di cuenta que olvidé el refrigerio y tuve que volver.

Carlos: Fui en moto pero en el camino me quedé sin gasolina, caminé hasta la gasoli-

nera que est4 de paso y luego continué.
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1. Omitiendo la gréfica 1 observa las graficas y responde las siguientes preguntas.

a) ;A quién corresponde cada gréfica?

Gréfica 1:

Gréfica 2:

Gréfica 3:

Gréfica 4:

b) ;Qué diria Alicia acerca de su viaje? ;En qué crees viajé?

2. Si observamos de manera méas precisa la grafica de Antonio podremos resolver
varias preguntas:

a) ;Cuéntos Km lleva recorrido Antonio a las 7:457

;Qué ocurre a las 7:557

;Cuénto tiempo empled en la primera mitad del trayecto?

.Y en la segunda?

b) §Cuéntos Km pedaled entre las 7:45 y las 8:057

¢) {Cémo se puede saber que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25

minutos?
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e) ;En qué intervalo de tiempo fue menor la velocidad de Antonio?

f) ;En cuél intervalo de tiempo Antonio viajo més rapido?

g) iA qué hora llegé a la universidad?

h) Si Antonio hubiera seguido con la misma velocidad ;Habria llegado a tiempo a la uni-
versidad? {Con cuénto de adelanto o de atraso? con __minde

3. En base a tus resultados discute con tu equipo.

a) {Qué variables se mencionan en el problema?

b) ;Crees que las dos variables estdn relacionadas? Justifica tu respuesta
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A.2.2. Version final

Viaje a la universidad

La maestra de Proyectos envié a sus alumnos a una conferencia a la Universidad de
Tecémac, la distancia aproximada es de 10 km. Salimos de casa a las 7:30 para llegar
a la conferencia a las 8:10, las siguientes grificas muestran cémo son los trayectos para
Antonio, Brenda, Carlos y Alicia.

] K]
2 2 |
2 2|
=) IS
Tiempo
Gréfica 1 Gréfica 2
o =
o [¥]
c (=]
8 3
] 2
=1 a
Tiempo Tiempo
Gréfica 3 Gréfica 4

Tres chicos comentaron como se dio su recorrido:
Antonio: Salgo con calma en bicicleta, en el camino comienzo a pedalear més fuerte.
Brenda: Al poco de salir me di cuenta que olvidé el refrigerio y tuve que volver.

Carlos: Fui en moto pero en el camino me quedé sin gasolina, caminé hasta la gasolinera
que est4 de paso y luego continué.

1. Omitiendo la grafica 1 observa las grificas y responde las siguientes preguntas.

a) (A quién corresponde cada grafica?
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Gréfica 1. Alicia

Grafica 2:

Grifica 3:

Gréfica 4:

b) ;Qué dirfa Alicia acerca de su viaje? ;En qué crees viajé?

2. Si observamos de manera m4s precisa la grafica de Antonio podremos resolver
varias preguntas:

I [ [ |
T
_+ = ] ! { 3 | |
1 T 1 1 ¥ 1 I
1 1] !
S - 1  SU W
E"S“"g' e gt .

o ! 4 ‘
=l _2__:‘4/ . |
] | | I P
739 740 7:5¢-8:908:19 8:28
T Tiempo [min] |

a) ;Cudntos Km lleva recorrido Antonio a las 7:457?

i Qué ocurre a las 7:557

;Cuénto tiempo empleé en la primera mitad del trayecto?

.Y en la segunda?

b) {Cusntos Km pedaleé entre las 7:45 y las 8:057

¢) ;Cémo se puede saber que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25

minutos?

Para ayudarte a responder la pregunta completa la tabla donde registres la distancia
recorrida cada 5 minutos empezando por el intervalo 7:30-7:35
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Intervalo 7:30-7:35 7:40-7:45 7:50-7:55
Recorrido [Km)] 1

i Cual es tu respuesta en base a los datos de la tabla anterior?

d) ;Cémo se puede saber que Antonio también ha ido a la misma velocidad en los
altimos 15 minutos (de las 7:55 a las 8:10)?Construye una tabla.

Intervalo
Recorrido [Km]

. Qué puedes concluir con los datos de la tabla que construiste?

e) (En cual de los dos intervalos fue menor la velocidad de Antonio?

f) (En cuél intervalo de tiempo Antonio viajo més rédpido?

g) iA qué hora llegd a la universidad?

h) Si Antonio hubiera seguido con la misma velocidad del primer intervalo (7:30- 7:55)
;Habria llegado a tiempo a la universidad? ;Con cuénto de adelanto o de atraso?

con min de

3. En base a tus resultados discute con tu equipo.

a) ;Qué variables se mencionan en el problema?

b) ;Crees que las dos variables estin relacionadas? Justifica tu respuesta

4. Discute con tu equipo para responder.

Regresando al viaje recorrido de Antonio

a) Has visto que Antonio ha ido a la misma velocidad en los primeros 25 minutos como

se ve en la tabla modificada.
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Intervalo 7:30-7:35 | 7:35-7:40 | 7:40-7:45 | 7:45-7:50 | 7:50-7:55
Tiempo transcurridos [min] 5 5 5 5 5
Recorrido [Km)] 1 1 1 1 1

(Qué puedes comentar al respecto?

b) Con ayuda de la tabla anterior, completa la siguiente tabla de valores acumulados
para el primer recorrido

Intervalo 7:30-7:35 | 7:35-7:40 | 7:40-7:45 | 7:45-7:50 | 7:50-7:55
Tiempo transcurridos [min)] 5 10
Distancia Recorrida [Km] 1 2

c) Observando la tltima tabla podrias calcular la velocidad de Antonio (en la primera
mitad del recorrido) en km/min

5. En la siguiente figura hemos representado la primera parte del recorrido de Antonio

en una grafica de distancia recorrida vs minutos transcurridos a partir de 7:30
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[ |
Ly
L~
|l

1
..‘Pl
P
e |
{
|

\Listancia [km] |
"

—

l I | L l -
| I, =
|20 3040 -

Tiempo [mm]

a) En la grafica anterior se observa una grafica que pasa por una serie de puntos
coordenados elige un par de ellos y lldmalos P, y P,.

Py( )
P( )

b) Con los dos puntos elegidos, determina la pendiente de la recta

Pendiente m =

¢) Compara tu resultado con la velocidad de Antonio para la primera mitad recorrida
que calculaste. ;Qué puedes concluir al respecto?

d) Sabiendo que 60min/hr es la unidad y que lo que sea multiplicado por la unidad
no se altera, utilizalo como factor para convertir la velocidad de a km/min a km/hr.

6. Ahora veremos la descripcidén detallada de Carlos.

Carlos: Salf con calma a una velocidad de 30km/hr durante las primeros 10 minutos

y me di cuenta que me quedaba sin gasolina. Perdi 10 minutos tratando de conseguir
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un par de litros y luego continué a mucha mayor velocidad durante unos 5 minutos
llegando a Tecdmac a las 7:55 a.m.

En base a la historia de Carlos, resuelve las siguientes preguntas:

a) De las 7:30 a las 7:40 Carlos viajé a 30km/hr;Cuédntos kilémetros por minuto reco-
rre Carlos a esta velocidad? Convierte 30km/hr a su equivalente en km/hr (utiliza el
factor unidad 1hr/60min).

b) Luego de 7:30 a 7:40 transcurren 10 minutos a km/min Luego recorrera
km en 10 min.

¢) No cambia la distancia entre 7:40 y 7:50. Y finalmente avanza lo que le faltaba para
los 10 km totales, a saber que avanza km en el intervalo de 7:50 a 7:55.

d) Con todos los datos anteriores representa en el cuadriculado el viaje de Carlos.

3
i

Uistancia

R R

| [ | I
7:35 7-60 7-50 3:00-8:10 8:20
' Tiempo =
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A.3. Actividad Il

Un simulacro para desalojar la escuela en caso de temblor

En la preparatoria se llevo a cabo un simulacro, la siguiente ecuacién permite calcular

el tiempo que tardan los estudiantes en desalojar la escuela.
y = —5z + 400
Donde y representa el niimero de estudiantes que restan dentro de la escuela y z el

tiempo en segundos que han transcurrido desde que empez6 el desalojo. A partir de la
ecuacioén anterior construye una grafica de desalojo para los primeros 100 segundos.

1. Responde las siguientes preguntas.

a) {Cudntos estudiantes habia dentro de la escuela al inicio del simulacro?

.Cémo lo determinaste?

b) ;Cuéntos estudiantes estaban aiin dentro de la escuela cuando habian transcurrido

30 segundos del simulacro?

iCémo lo determinaste?

¢) ;Cudntos estudiantes estaban atin dentro de la escuela cuando habian transcurrido

55 segundos del simulacro?

,Cémo lo determinaste?
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d) ;Cuéntos segundos habian transcurrido cuando quedaban 325 estudiantes?

e) {Cémo encontraste la respuesta?

f) {En cudnto tiempo quedé totalmente desalojada la escuela?

g) {Cémo determinaste este tiempo?

2. En base a tus resultados discute con tu equipo.

a) {Qué variables se mencionan en el problema?

b) ;Crees que las dos variables estan relacionadas? Justifica tu respuesta
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A.4. Actividad IV

Temperaturas en grados Fahrenheit y grados Centigrados

Carlos tiene un tio que vive en Denver Colorado, la dltima vez que hablo con él le conto
que en tiempos de calor la temperatura llega a alcanzar unos los 90° Fahrenheit y en
tiempos de frio las temperaturas bajan hasta unos 30° Fahrenheit. Carlos intrigado
investigo cual era la equivalencia en grados Centigrados, solo encontré la siguiente
tabla.

Fahrenheit | -4 | 5 |32 122
Centigrados | -20 [ -15| 0 | 50

1. Usa los valores de la tabla para hacer una grifica utilizando el papel milimétrico
anexo. En el eje representa los valores en grados Fahrenheit y en el eje los valores en
los grados Centigrados de -25 °C a 100°C.

2. Observa la grafica que dibujaste, trata de estimar las siguientes equivalencias. (No-
ta: es importante que trates de estimar las equivalencias con ayuda de la gréfica sin

necesidad de usar una formula y mantener esta postura hasta finalizar la actividad)

a) (A cudntos grados centigrados equivalen 59°Fahrenheit?

b) ;A cuéntos grados Fahrenheit equivalen 24 grados centigrados?

c¢) ;Puedes ver en tu gréfica la equivalencia de -13 grados Fahrenheit a grados centi-
grados? ;Si, no? ;Porqué?

. Qué harias para estimar esa temperatura si ya no aparece en tu dibujo?

;Cuél es la equivalencia que encontraste?

d) El agua hierve a 100° C, ja qué temperatura en °F hierve el agua? 100° C =

e) Compara tus respuestas con las de tus companeros de equipo. ;Encuentras diferen-

cias notables? iA qué crees que se deban?

3. Observa que la grafica que dibujaste se comporta como una recta. Recuerda que el
eje representa los valores en grados Fahrenheit y en el eje los valores en los grados
Centigrados ;Podrias encontrar una férmula (y = m(z — a), donde y son los valores
en °C y x los correspondientes en °F) que te permita convertir los grados Fahrenheit a
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grados Centigrados? ¢ Cémo la harfas?

Efectia las operaciones correspondientes, simplificando quebrados si es necesario pero

sin convertirlos a decimales.

4. Escribe la formula que encontraste (sustituyendo y por °C y z por °F)

OC=

5. Ayuda a Carlos a encontrar las equivalencias en grados Centigrados de las
temperaturas en Fahrenheit que le dio su tio.

a) 90° Fahrenheit a °C °C=
b) 30° Fahrenheit a °C °C=

c) Con la formula comprueba o corrige tu respuesta en 2(d)

6. En base a tus resultados discute con tu equipo.

a) ;{Qué variables se mencionan en el problema?

b) ;Qué observas con respecto a la variacién de la temperatura en grados centigra-

dos?

c) ;Crees que las dos variables estan relacionadas? Justifica tu respuesta
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A.5. Actividad introductoria.

El circulo trigonométrico
Introduccién en clase.

El circulo trigonométrico es un circulo unitario que tiene su centro en el origen de

coordenadas.

\__/

Si tomamos un punto cualquiera P (z, y)en la circunferencia por el teorema de Pitagoras
[la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los catetos
2 = a2 + b%, en este caso la hipotenusa mide la unidad y z y y son los catetos],
escribiendo la ecuacién de la forma acostumbrada z? +3? = 1 se tiene la ecuacién

cuyo lugar geométrico es un circulo de radio 1 (unitario) con centro en el origen.

Definicién de sena y cosa: sena =y, cosa =z y tana = £

y y
R —1-\\\
/ N ; \
sena sen
[ GO I O )T \
cos a / cos a x
N ,
\\
\\"*——-t/// \“‘T'f/
0<a<90° 90° < a < 180°
sena positivo (y > 0) sena positivo (y > 0)
cosa positivo (z > 0) cosa negativo (z < 0)
tana positivo (il > 0) tano negativa (';L < 0)
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4 \ / - ™~
/
/ a ) a
| cosa i \ TN Cosa
! s / J(l s ser% al
sen a \\ ;] e
1 / \

180° < a < 270°
sena negativo (y < 0)
cosa negativo (z < 0)
tana positiva (% > 0)

270° < a < 360°
sena negativo (y < 0)
cosa positivo (z > 0)
tana negativo (i‘ < 0)
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Problemas

1. Usando las condiciones del circulo trigonométrico determina las siguientes rela-
ciones trigonométricas.

a) Si @ = 150° entonces 8 = , luego sen150° = ___sen por
estar en el cuadrante II y cos150° = __ cos

o=150

x<0

k)
K// -

b) Si @ = 120° entonces § = , luego sen120° = ___ sen por

estar en el cuadrante II y cos120° = __ cos

=120

x<0

NA
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c) Si a = 225° entonces f = , luego sen225° = ___sen
estar en el cuadrante III y cos150° = ___ cos
Ay
=225°
— X N x
PB
v
d) Si a = 340° entonces 8 = , luego sen340° = ___sen
estar en el cuadrante IV y c0s340° = ___ cos
Ay
0=340°
AN x 1%
NNE :
Y
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2. Casos cuando a = 0°, a = 90°, o = 180°, a = 270°, o = 360°

a) Si a = 0° entonces (z,y) = (, ), luego sen0°® = por tener
altura y cos0° = porque la abscisa del punto es

X(xy) x

b) Si & = 90° entonces (z,y) = (. ), luego sen90° = por tener

dh%

altura y c0s90° = porque la abscisa del punto es

Y

(xy)

_IJ 5

dhy
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c) Si o = 180° entonces (z,y) = (, ), luego sen180° = por tener

altura y cosl80° = porque la abscisa del punto es

KWO‘
0 N :

d) Si o = 270° entonces (z,y) = (), luego sen270° = por tener

altura y cos270° = porque la abscisa del punto es

~

Qj
(x.y
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e) Si o = 360° entonces (z,y) = (, ), luego sen360° = por tener
altura y c0s360° = porque la abscisa del punto es
4y
\ ) (X-Y)‘
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A.6. Actividad V

A.6.1. Versién preliminar

Ley de Reflexién Investigacién de la literatura (Internet)

(Alguna vez has observado como los espejos reflejan la luz? ;Qué pasa cuando un haz

de luz procedente del Sol se refleja en un espejo?

En base a tu experiencia, ;Qué responderias?

Toda la luz se genera en alguna fuente de energia, pero la mayoria de la luz que
llega a nuestros ojos proviene de luz reflejada. Gracias a la reflexién podemos observar
la luna, mirarnos en un espejo o enviar informacién por fibra éptica. Pero, ;qué es
reflexién? {Cémo ocurre? Te invito a estudiar este fenémeno. En este contexto investiga
en internet o en un libro de fisica.

1. ;Qué es reflexién?

2. Enuncia la Ley de Reflexion

3. Describe cada uno de los siguientes términos:

a) Superficie reflectora

b) Rayo incidente

¢) Rayo reflejado
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d) Punto de incidencia

e) Normal

f) Angulo de incidencia o angulo incidente

9) Angulo de reflexién o angulo reflejado

4. Coloca en la siguiente figura el inciso correspondiente a los términos que definiste

anteriormente.

Reflexion de la luz en una superficie pulida (cortel)

5. ;Qué puedes concluir acerca del 4ngulo de reflexién y el d4ngulo de incidencia?

I 1Corte: con el plano determinado por los rayos incidente y reflejado, y la normal en el punto de
incidencia.
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6. La normal y el corte de la superficie reflectora son rectas ;Paralelas? O ;Perpen-
diculares? ;Por qué?

7. Reponde las siguientes preguntas

a) Si un rayo incide en un espejo, ;cudntas posibles direcciones puede tener el
rayo reflejado?

b) iPor qué no es conveniente sacar fotos con flash frente a un espejo?

A.6.2. Version final

Ley de Reflexién . Investigacién de la literatura (Internet)

(Alguna vez has observado como los espejos reflejan la luz? ;Qué pasa cuando un haz
de luz procedente del Sol se refleja en un espejo?

En base a tu experiencia, ;Qué responderias?

Toda la luz se genera en alguna fuente de energia, pero la mayoria de la luz que
llega a nuestros ojos proviene de luz reflejada. Gracias a la reflexion podemos observar
la luna, mirarnos en un espejo o enviar informacién por fibra 6ptica. Pero, jqué es
reflexién? ;Cémo ocurre? Te invito a estudiar este fenémeno. En este contexto investiga

en internet o en un libro de fisica.

1. §Qué es reflexién?
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2. Enunciado de la Ley de Reflexién de la luz

El rayo incidente choca en un punto de incidencia de una superficie reflectora
plana donde se refleja y surge el rayo reflejado. El éngulo de incidencia (4ngulo
formado por el rayo incidente y la normal) es igual al 4ngulo de reflexién (4ngulo
formado por el rayo reflejado y la normal). El rayo incidente, la normal y el rayo

reflejado se encuentran en un mismo plano.

3. Describe cada uno de los siguientes términos:

a) Superficie reflectora

b) Rayo incidente

¢) Rayo reflejado

d) Punto de incidencia

e) Normal

f) Angulo de incidencia o angulo incidente

g) Angulo de reflexién o dngulo reflejado
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4. Coloca en la siguiente figura el inciso correspondiente a los términos que definiste
anteriormente.

Reflexion de la luz en una superficie pulida (corte?)

5. jQué puedes concluir acerca del angulo de reflexién y el 4ngulo de incidencia?

6. La normal y el corte de la superficie reflectora son rectas ; Paralelas? O ;Perpen-

diculares? ;Por qué?

7. Reponde las siguientes preguntas

a) Si un rayo incide en un espejo, jcudntas posibles direcciones puede tener el

rayo reflejado?

b) ;Por qué no es conveniente sacar fotos con flash frente a un espejo?

2Corte: con el plano determinado por los rayos incidente y reflejado, y la normal en el punto de
incidencia.
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También se puede observar la ley de reflexién en los deportes, un ejemplo de ello es en
el billar.

Imagina que estas en el billar “La Buchaca” con tus amigos, en una jugada le pegas a

la bola con el taco justo como se muestra en la figura, sin efecto alguno.

En la siguiente figura se ilustra una mesa de billar, la marca P1 indica la posicién
inicial de la bola amarilla, la marca P2 indica la segunda posicién llegando a la banda.
Ilustra la trayectoria posible de la bola amarilla, marcando la posicién P3 (choque con
la segunda banda) y P4. (Choque con la tercera banda). Para ilustrar lo que se te
pide mira las trayectorias como si fuera un rayo incidente y un rayo reflejado, también
marca dichos angulos.

P2

Pl
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A.7. Actividad VI

Angulos entre rectas. Ley de la reflexién
Problema I

Un rayo incide sobre una superficie reflectora horizontal donde se conoce el angulo a
que hace el rayo incidente con el corte de la superficie como se muestra en la siguiente
figura.

§] a
PP FALTAFE £ PR BRSSP ELE s

En el contexto de la ley de reflexién, reponde
1. ;Cudl es el dngulo 0; de incidencia?

a) Miércalo en el dibujo

B o
T 77777777 7 S T 77T 777

b) Expresa 6; en términos de o

0,'=
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2. ;Cudl es el dngulo de reflexién 6,7

a) Maércalo en el dibujo

"

B o
S S S S S S S S S S TS

b) Expresa 6, en términos de 8

9,=

3. Sabiendo que 6; = 6, (el d4ngulo de incidencia es igual al 4ngulo de reflexién)

compara « con 3. ;Cémo son estos dos angulos?

4. ;Cémo podrias enunciar la ley de reflexién en términos de los éngulos que hacen el
rayo incidente y el de reflexién con el corte de la superficie? (esto es, en términos

de los dngulos a 'y 8 )
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Problema II

1. La superficie reflectora (l,) tiene un éngulo de inclinacién a = 30° y pasa por el
punto A (3, —5). A continuacién se muestra la grafica de la recta de la superficie
reflectora l,. Marca el punto A, marca con una linea punteada la horizontal (recta
paralela al eje z que pasa por el punto A), marca el 4ngulo de inclinacién o y

dibuja la recta normal [, usa regla y transportador.

Y

-2

-4 /

2. Con los datos que te plantea el problema determina lo siguiente

a) ;Qué dngulo forma la recta I, con la recta [,?

b) ;Qué angulo forma la recta normal con la horizontal? (Recuerda como se
miden los d4ngulos de acuerdo al circulo trigonométrico)

¢) Marca los dngulos en la grafica

3. Determina la ecuacién de la recta normal (I,) que pasa también por A. Realiza
los cdlculos necesarios (Para calcular la pendiente correspondiente al 4ngulo o
ver la tabla del Anexo I)
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4. Un rayo incidente choca en el punto A (3, —5) con un angulo de incidencia 6; =
30°
a) ;Cuél es el angulo de reflexién 6, ?

0,=

b) Marca en la segunda grafica el rayo de incidencia, el dngulo de reflexiéon y
los dngulos correspondientes a cada rayo.

¢) {Qué angulo forma el rayo incidente con la horizontal? (Piensa en el circulo
trigonométrico)

d) ;Qué angulo forma el rayo reflejado con la horizontal?

e) ;Calcula la pendiente del rayo reflejado y su ecuacién que pasa por el punto
A? (Para calcular la pendiente utiliza el circulo trigonométrico y el Anexo)

y
2

-2
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Problema III

1. La superficie reflectora (l,) tiene un dngulo de inclinacién a = 30° y pasa por el
punto A (3, —5). A continuacién se muestra la grafica de la recta de la superficie
reflectora [,. Marca el punto A, marca con una linea punteada la horizontal (recta
paralela al eje 2 que pasa por el punto A), marca el dngulo de inclinacién a y
dibuja la recta normal I, usa regla y transportador.

Yy

2

2. Con los datos que te plantea el problema determina lo siguiente

a) ;Qué 4ngulo forma la recta I, con la recta [,,?

b) ;Qué angulo forma la recta normal con la horizontal?

¢) Marca los éngulos en la gréfica

3. Determina la ecuacién de la recta normal (I,) que pasa también por A. Realiza
los célculos necesarios (Para calcular la pendiente correspondiente al 4ngulo o .
ver la tabla del Anexo I)
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4. Un rayo incidente choca en el punto A (3, —5) con un éngulo de incidencia 6; =
60°

a) (Cual es el angulo de reflexién 6, ?

8,=

b) Marca en la segunda grafica el rayo de incidencia, el angulo de reflexién y
los angulos correspondientes a cada rayo.

¢) {Qué dngulo forma el rayo incidente con la horizontal? (Piensa en el circulo
trigonométrico)

d) ;Qué angulo forma el rayo reflejado con la horizontal?

e) jCalcula la pendiente del rayo reflejado y su ecuacién que pasa por el punto
A? (Para calcular la pendiente utiliza el circulo trigonométrico y el Anexo)

-2

-10
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Problema IV

En la siguiente figura se muestra el perfil de una superficie reflectora donde incide un
rayo de incidencia y un rayo reflejado. La superficie reflectora (I,) tiene una pendiente
m = 1, el rayo de luz vertical ([;) en el punto @Q(1,1) el cual se refleja en un rayo I,
como se muestra en la figura.

y 4 h
’ /
Is
2
0'i
12 ' e
/ 1 / el i A BT e o o
or & Q
x
1 2
-1

1. Con los datos que se te dan responde las siguientes cuestiones.

a) jPodrias encontrar la ecuacién de la superficie reflectora que pasa por Q y
su dngulo de inclinacién « con la horizontal? Realiza los cilculos necesarios.

b) ;Podrias calcular el dngulo 9: del rayo que incide sobre la superficie reflec-

tora? Calcilalo una vez encontrado a.

¢) (Puedes determinar el dngulo 6, ?

d) Sustituye los valores de los dngulos 9: y 6. en la figura anterior.

e) ;Qué puedes decir acerca de la pendiente del rayo reflejado?
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A.8. Actividad VII

Representacién geométrica de las potencias las potencia (a + b)%y (z + h)?

En la siguiente figura se puede observar un gran cuadrado formado por dos cuadrados,
el grande de lado a (cuya érea es a?) y el pequefio de lado b (cuya 4rea es b%), ademés de
dos rectangulos de lado a y b (cada uno con 4rea ab) como se muestra en las siguientes

figuras.
a b
at ba | a
atb
ab b2 |p

——— atb ————|

Por lo que el 4rea del cuadrildtero a + b, a saber (a + b)z, es igual a la suma de las
areas de las figuras descritas anteriormente. Luego al sumar las dreas que conforman

el cuadrado
A= (a+b)?
(a+b)® =a®+b*+ab+ba
(a+b)? = a®+2ba+ b

Léase: el cuadrado de la suma es igual al cuadrado del primer término, méis el doble

producto del primero por el segundo més el cuadrado del segundo.
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Acontinuacién resuleve los siguientes ejercicios:

1. Dada la siguiente figura un cuadrado de lado z + 3, donde = > 3, el caula ha sido
descompuesto en cuadrados y rectangulos. Escribe los simbolos que correspondan

a las longitudes y las 4reas en la figura.

T

Interpreta la figura que has completado a (z + 3)2 en una fémula.

(z+3)° =

2. Dada la siguiente figura, a saber, un cuadrado de lado z + 2, donde z < 2,
descomponlo en cuadrados y rectdngulos correspondientes. Escribe los simbolos
para las longitudes y 4reas en cada caso.

r

Interpreta la figura que has completado desarrolladola a (z + 2)? en una férmula.

(z+2)%=
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3. Dada la siguiente figura, a saber, un cuadrado de lado z + 1, donde z > 1,
descomponlo en cuadrados y rectdngulos correspondientes. Escribe los simbolos
para las longitudes y dreas en cada caso.

T

Traduciendo la figura que has dibujado expresa (z + 1) en una férmula.

(z+1)" =

4. Comprueba o realiza las operaciones para elevar al cuadrado los siguientes nd-
meros (es decir, multiplicar a dichos niimeros por si mismos):

(1.001)% = 1.002001
(2.002)* = 4. 004001
(1.003)* = 1.006009
(1.004)% = 1.008016
(2.002)* =

(2.003)* = 4.012009

a) Observe detenidamente los resultados anteriores ;Piede encontrar algtin pa-
trén que explique los resultados? Tal vez te ayude ver lo anterior en la

siguiente forma:

(1.001)> = (1 +.001)? = 1.002001 = 1 +.002 + .000001
(2.002) = (2 +.001)? = 4 +.004 + .000001 = 4. 004001
(1. 003)? = (1 +.003)% = 1 +.006 +.000009 = 1.006009
(1. 004)? = (1 +.004)? = 1 + .008 +.000016 = 1.008016
(2.002)% = (2+.002)2= + + =
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(2.003)% = (24.003)2= + + =4.012009

Escribe tus observaciones:

Ahora realiza la operacién de elevar al cuadrado utilizando la calculadora y

también a “mano”, para los siguientes nimeros.

(1.0003)* = -

con calculadora a mano
(1.0002)* = -

con calculadora a mano
(1.00003)* = =

con calculadora a mano
(1.00002)% = =

con calculadora a mano

(Notas diferencias en algunos de los casos entre los resultados de la clacula-
dora y a “mano”?;En qué casos?

Utilizando calculadora realiza las siguientes sumas.
1+ .00001 =
1+ (-00001)* =

Escribe una reflexi pn final acerca de tus resultados obtenidos y las compa-

raciones hechas:
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Apéndice C

Actividades de exploracién para la validacion de

conjeturas

C.1. Exploraciéon |. Grupo 1

Nombre:

Reponde a continuacién lo que se te pide.

1. Traduce en palabras el nimero dado.

Ejemplo:

2.003 lectura: Dos unidades y tres milésimas
a)l.01 lectura:
b) 0.003 lectura:

2. Realiza la operacién indicada sin usar calculadora mostrando el procedimiento

a) 1+ 0.00004 =

Resultado
Procedimiento:
b) 5.0l — 345 =

Resultado
Procedimiento:
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Apéndice C Actividades de exploracion para la validacién de conjeturas

c) 2 x 0.0005 =

Resultado

Procedimiento:

d) 1.01 x 2.0005 =

Resultado

Procedimiento:

3. Coloca en el o en los paréntesis la letra A cuando corresponda a la operacion

indicada

[ ] (1.0003 x 2)

A) (1.0003) [ ] (1.0003) x (1.0003)

[ ]1.0003 x 1.0003

[ ]2.0009
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C.2. Exploracién Il. Grupo 2

Nombre:

Reponde a continuacién lo que se te pide.

1. Traduce en palabras el niimero dado.

Ejemplo:
2.003 lectura: Dos unidades, cero décimas, cero centésimas y tres
milésimas
a)l.02 lectura:
b) 0.0004 lectura:
c)l.0 lectura:

2. Coloca en el o en los paréntesis la letra A cuando corresponda a la operacién
indicada en el inciso.

[ 1 (1)

A) 1,03 [ 1(%)
[ ]1+0x107'3 x 10-2
[ 11+

3. Realiza la operacién indicada sin usar calculadora mostrando el procedimiento.

a) 2+0.0004 =

Resultado
Procedimiento:
)5.1-%=

Resultado
Procedimiento:
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C.3. Estadistica de resultados de la exploracion de conjeturas
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Actividad de exploracion para la validacién de congeturas
Actividad | - Grupo |

Estudiantes 29
Errores y aciertos identificados
Pregunta [Inciso [Tiposde Respuestas  [No. Estudiantes _|Porecentaje|
a) Correcta 23 79.3
1 Incorrecta 6 20.7
b) Correcta 26 89.7
Incorrecta 3 10.3
Correcta 21 72.4
Incorrecto: No tienen idea del orden de
a) |magnitud esperado la suma debia ser
mayor que la unidad y no muchisimo menor 8 27.6
que la unidad
Correcto: Pasa al nUmero decimal a mixto y 1 3.4
luego hace la resta
b) Incorrecto 13 44.8
No contesta 14 48.3
2 Usa calculadora 1 3.4
Correcto 21 72.4
0 Incorrecto 5 17.2
Usa calculadora 1 3.4
No contesta 2 6.9
Correcto 11 37.9
Incorrecto 7 24.1
d) |incorrecto: falla la ubicacion del punto 8 27.6
decimal
Usa calculadora 2 6.9
No contesta 1 3.4
Correcto: Elige las dos opciones correctas 1 3.4
Correcto: Multiplicacién sin parentesis 9 31.0
Correcto: Multiplicacion con parentesis 10 34.5
Incorrecto: una opcién incorrecta 1 3.4
3 a) Incorrecto: incorrecto + un incorrecto 2 6.9
Incorrecto: una opcion incorrecta + dos
correctas 5 17.2
No contesta 1 34




Apéndice D

Fotografias del grupo de experimentaciéon

A continuacién se muestran algunas fotografias tomadas al grupo experimental durante
la relizacién de las Actividades.

Equipo 1 Equipo 2

Equipo 3 Equipo 4
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Equipo 5 Equipo 6

Equipo 7 Equipo 8

P

Equipo 9 Grupo expermiental
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