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Introduccion

Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas de gran importancia en la teoria de control automatico, es el
de la estabilizacion de los sistemas dindmicos con retardo por medio de retroalimentacion.
Esto debido a que en la industria existe un nimero considerable de procesos que son
modelados por ecuaciones diferenciales con retardo [1].

Estos sistemas son llamados asi por que existe un retardo entre el instante en el que
se aplica una entrada o control al sistema y el efecto resultante en el mismo. Este
comportamiento de atraso en la respuesta ocurre frecuentemente en sistemas electronicos,
mecanicos, bioldgicos, metalirgicos y quimicos.

Los retardos que se presenta en los sistemas dinamicos, pueden debido a los tiempos
de transporte de una sefial de un punto a otro, o al tiempo de procesamiento de una seial o
por ambos.

Los modelos matematicos que describen a los sistemas dinamicos con retardo,
contienen ecuaciones diferenciales funcionales. Estas ecuaciones han sido estudiadas desde
poco antes de los anos 50°s, Volterra [2], Bellman [3], Elgolts [4], Hahn [5], Halanay [6],
Krasovski [7], Zubov [8].

Por otra parte, analizando el diagrama polar que presenta cualquier sistema lineal al
introducirle un retardo ya sea en el control o en la rama de retroalimentacidn, se sabe que el
sistema puede llegar a ser inestable en lazo cerrado, si la ganancia del controlador se
incrementa de forma deliberada. Si1 se compara la respuesta de un sistema lineal de primer
orden antes de introducir un retardo en su rama de retroalimentacion y después de hacerlo,
se tiene que para el primer caso, si la ganancia del controlador estabiliza al sistema, para un
cierto valor, entonces si la ganancia se aumenta hasta cualquier valor, matematicamente la
respuesta del sistema sigue siendo estable. Por otro lado en el segundo caso, esto no es
posible, ya que si la ganancia se hace mayor a cierto valor, el cual puede ser calculado
como se indica en [9], entonces el sistema en lazo cerrado puede a ser inestable.



Introduccion

El problema de estabilizacion de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo con
retardo consiste basicamente en:

o FEliminar el retardo en el sistema en lazo cerrado.
e Asignar los valores propios del sistema en lazo cerrado de forma arbitraria.

Otro problema interesante en la teoria de control es:

e Diseriar un sistema para estimar los estados de la planta con retardo. Este sistema es
comunmente llamado: Observador de estado o estimador de estado.

En los ultimos 25 afios se han realizado interesantes investigaciones acerca de este
tipo de sistemas y el problema de estabilizacion ha sido estudiado de manera exhaustiva y
se han propuesto controladores y criterios de estabilidad basados en el método de control

optimo [1], [10], [11], incluyendo las técnicas de control H_ y LMI (Linear Matrix

Inequialities) [12], [13], [14], [15], para resolverlo.

Las condiciones de estabilidad para estos sistemas con retardo, son presentadas de
manera detallada también en [9].

La importancia de este trabajo radica primero en proponer un procedimiento para
diseniar un controlador que en el sistema en lazo cerrado elimine los retardos y se puedan
asignar un conjunto finito de valores propios, de forma arbitraria, usando la técnica de
control conocida como control por bloques [16] y segundo disefiar un observador para el
sistema con retardo, aplicando la técnica de modos deslizantes [17] y la de alta ganancia
[27].

Por lo tanto el objetivo de este trabajo es primero, transformar el sistema lineal con
retardo a una forma especial llamada forma controlable por bloques y segundo, una vez que
el sistema esta representado en esta forma, aplicar la técnica de control por bloques sobre
esta representacion para obtener la ley de control que cumpla con las especificaciones de
estabilizacion.

Esta técnica de control por bloques ha sido aplicada en las estrategias de control
singular 6ptimo por descomposiciOn, para sistemas lineales [18],[19] y no lineales
[16],[17]. De aqui la idea de aplicar esta técnica en sistemas lineales con retardo. Esta
técnica tiene ventajas muy notorias cuando se tratan sistemas multivariables de alto orden,
las principales son: /) La descomposicion del problema de control del sistema completo en
subsistemas de menor dimension y 2) La asignacion de polos en el sistema en lazo cerrado.
De esta manera seria posible asignar una dindmica deseada donde se pueden utilizar
ganancias de mayor magnitud en el controlador.

El problema a resolver en este trabajo de tesis es:

Proponer un procedimiento para transformar un conjunto de sistemas lineales e
invariantes en el tiempo con retardo a la forma controlable por bloques y, teniendo esta
forma, diseriar un controlador que logre estabilizar este tipo de sistemas usando la técnica
de control por bloques. Disefiar un observador para este tipo de sistemas usando las
técnicas de modos deslizantes y de alta ganancia. Ademds aplicar estas técnicas para
estabilizar la relacion Gasolina-Aire en un motor de ignicion de un solo piston



Introduccion

Las aportaciones que se hacen en este trabajo se concentran en los capitulos 3,4 y3
de este reporte de tesis, cuya organizacion es la siguiente:

En el capitulo 2 se presentan las herramientas matematicas usadas a lo largo de la
tesis. Se explica el método de control por bloques para sistemas lineales sin retardo. Este
método es el punto de inicio de este trabajo, y se extendera a los sistemas lineales con

retardo.

El capitulo 3 es el de mayor importancia, ya que en él se encuentran las
aportaciones que se realizaron en los sistemas lineales con retardo. En el se desarrolla
detalladamente la técnica de control por bloques aplicada a este tipo de sistemas. Se explica
primero la transformacion del sistema en forma general a la cominmente llamada forma
controlable por bloques. También aqui se diferencian dos casos especiales al aplicar la
técnica de control por bloques. Estos casos resultan de las condiciones de rango de la matriz
de entrada con respecto a la dimension de la entrada de control. Al final del capitulo se
presentan dos ejemplos con el objetivo de esclarecer primero, las condiciones de estabilidad
que se derivaron de la estructura del sistema presentado en la forma controlable por bloque
y segundo, el procedimiento de transformacion a la forma controlable por bloques. Los
procedimientos de transformacion y control se presentaron en un articulo que fue aceptado
y publicado en la edicion 2000 de CDC (Conference on Decision and Control.). En el
apéndice de éste trabajo se presenta una copia de tal articulo.

Para el caso en que no se tengan todos los estados disponibles, ya sea por que los
sensores para estas variables son muy caros o no estan disponibles, en el capitulo 4 se
propone el disefio de dos observadores, uno con alta ganancia y otro por modos deslizantes
para los sistemas lineales con retardo. Se resuelve un problema especifico que ayudara a
resolver el problema de estabilizacion por observador en el sistema de inyeccién electrénica
de gasolina. Se presenta un ejemplo en el que se aplican todas las técnicas explicadas en el
capitulo tres, usando un observador por modos deslizantes.

En el capitulo 5 se presenta el modelado del sistema de inyeccién de gasolina
[20],[21], para un solo cilindro. Se explican cada una de las dinamicas del sistema. Se
obtiene un modelo simplificado de segundo orden, al cual se le aplica la teoria desarrollada
en los capitulos 3 y 4, con el fin de regular el factor de exceso (que se define dentro del
mismo capitulo) en la mezcla aire-gasolina de un motor de combustion interna.

En el capitulo 6, finalmente se presentan las conclusiones de la tesis y los trabajos
futuros sobre la investigacion presentada.



Formulacion del problema y herramientas matemancas

Capitulo 2

Formulacion del problema y
herramientas matematicas

2.1 Introduccion

El capitulo esta organizado de la siguiente manera:

En la seccion 2.2 se formula el problema de diseno del controlador y del observador para un
conjunto de sistemas lineales con retardo. Estos temas se describen a detalle en los capitulos
3 y 4 respectivamente. En la seccion 2.3 se presentan las herramientas matematicas utilizadas
en el analisis y diseno tanto del controlador como del observador. En esta seccion se
presentan algunos preliminares sobre ecuaciones diferenciales funcionales, las cuales
describen a los sistemas con retardo. Se describen algunos modelos clasicos con retardo y se

define a la funcion 1nicial de estos sistemas.

Ademas en esta secciOn se menciona como se modelan matematicamente los sistemas
con retardo, tanto lineales como no lineales. Por altimo en esta seccion se presenta el teorema
de existencia y unicidad para esta clase de ecuaciones diferenciales con retardo.

En la seccion 2.4 se explica la técnica de control por bloques para sistemas lineales sin
retardo. Aqui se presenta brevemente la forma regular para los sistemas lineales y el
procedimiento para obtener el controlador que estabiliza a un sistema lineal invanante en el
tiempo sin retardo. Esta es la idea principal para proponer un procedimiento en el diseno de
un controlador para sistemas lineales con retardo.

En la secciOn 2.5 se presenta la técnica de separacion de movimientos en sistemas con
control discontinuos y control de alta ganancia. Esta técnica sera utilizada para el disenio de
las ganancias del observador en el capitulo 4.
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2.2 Formulacion del problema

Una de las causas principales de la dificultad de controlar sistemas lineales con
retardo es, que analizando su diagrama polar, es claro intuir que el sistema puede llegar a ser
inestable en lazo cerrado si la ganancia del controlador se incrementa de forma deliberada. Si
se compara la respuesta de un sistema lineal de primer orden sin retardo y el mismo sistema
pero con un retardo en la rama de retroalimentacion o de control, se tiene que para el primer
caso, si la ganancia del controlador K >0 estabiliza al sistema, entonces si K se aumenta
hasta cualquier valor, matematicamente la respuesta del sistema sigue siendo estable. Por
otro lado en el segundo caso, esto no es posible, ya que s1 K se hace mayor a cierto valor
digamos, M , entonces el sistema en lazo cerrado puede llegar a ser inestable.

LLas condiciones de estabilidad para estos sistemas con retardo, son presentadas de
manera detallada en [9], donde para el caso especial de un sistema lineal con retardo de la

forma

x(t) = —ax(t) - kx(t — 7) 2.1
se enuncia la condicion
k Z
Or(1-u)u >~ 2.2
a

donde 0<@<1,u>0 son constantes y 7 >0 es el retardo del sistema, tal que para una

cierta funcién de Lyapunov V(¢,¢) donde ¢ es la funcién inicial, se puede demostrar que
este sistema es asintoticamente estable.

Con el fin de demostrar de forma no analitica que (2.1) puede ser inestable si aumenta

la ganancia, supongamos que,f =1y u = x . entonces la condicion de estabilidad para (2.1)

2
presentada en [9], con respecto a los parametros a y k seria

a’ > 4k*? 2.3



Formulacién del problema y herramientas matemdticas

Si se escogen los valores:a =2, ¢ =2 , las respuestas para dos valores de k se muestran en
la Fig. 2.1, donde las estas son asintéticamente estable e inestable respectivamente.
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Fig. 2.1

Entonces para resolver el problema de estabilizacion de los sistemas lineales con retardo,
se propone lo siguiente:

1. Eliminar el retardo en el sistema en lazo cerrado.
2. Asignar los valores propios del sistema en lazo cerrado de forma arbitraria.

3. Disenar un observador para el sistema lineal con retardo.

Con la primera y segunda propuesta, eliminamos el inconveniente que tienen los
sistemas con retardo al incrementar la ganancia del controlador

La primer parte consiste en disefiar un controlador para sistemas lineales e invariantes
en el tiempo con retardo presentado de manera general en la forma:

x(t) = Ax(t)+ Cx(t —7) + Bu(t)+ Du(t — 7) 2.4

donde xe R" ,ue R™y A,B,C y D son matrices de dimensiones apropiadas y x(t)= ¢(t)
para todo,z € |t, —7,t,], donde ¢(t) es la condicién inicial o funcién inicial del sistema (2.4)
que debe ser continua.
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Para aplicar la técnica de control por bloques es necesario transformar el sistema (2.4)
a una forma especial llamada forma controlable por bloques, representada como

x(t)=Ax, @)+ Cx (t—-7)+B,[x,(t)+]I1,x,(t—-17)] (2.5a)
x)=Ax,t)+Cx,(t-7)+B,[x,,, )+ x_ (t—-7)),i=2,..,r—1 (2.5b)
x)=Ax (t)+C x (t—=7)+ B, [u@)+II u(t-17)] (2.5¢)

donde x(¢) =[x, (2),..., x, ]’ Xi(t)=[x,(1),.is.X; N7, rangoB, =dim(x.)=n_,i=1,---,r

Esta transformacion de explica a detalle en el capitulo 3.

Teniendo la forma (2.5a)-(2.5¢), se necesita establecerr un procedimiento para disenar
la ley de control y obtener un sistema en lazo cerrado sin retardo y con la dinamica deseada,

representado en las nuevas variables (zl (0) o2 (t)) COmo

z,()=A,z;(t)+ z,(t) (2.6a)
z(M=AzM+z, ,(),i=2,,r-1 (2.6b)
2,(t)=A,z,(1) (2.6¢)

donde lamatriz A, ,i=1---r;y A, = {/1,;,. }, Jj=1,---n,, son los valores propios deseados.

Este procedimiento se explica también a detalle en el capitulo 3.

Hasta aqui tenemos resueltos el problema de eliminar el retardo en el sistema en lazo
cerrado y el de asignar los polos de manera arbitraria.

Para la tercera parte, si los estados no estan disponibles, se propone la idea de disefiar
un observador para el sistema en las nuevas variables (zl (2),-,2, (1)), que en el tltimo paso

del disefio de la ley de control tiene la forma:

21 (1) = A]ZI (1) + <) (1) (2.7a)
;()=MN,z;(1)+z,,(),i=2,---,r -1 (2.7b)

z, (1) = i[zk.jzj(t)-l- Cpiz;t—1)+-+Cpiz;(e- ”')]
j=l

+ 2 [Ek_ju(t)+ D, ult—7)+--+ D, ulr - r’t')] (2.7¢)
J=l1



Formulacién del problema y herramientas matemdticas

Para este sistema (2.7a)-(2.7c), se propone el siguiente observador

2@ =AZ2@)+2,0)+w (2.8a)
M =AZ O+, O)+w,i=2-r—1 (2.8b)
7 (1) = Z[AJ,U 2, (1)+C 2 (t-7)+- +ij"‘}(t—rr)]
J=l

+ i B, u(t)+ D} u(t—7)+-+D} ult- r))+w. (2.8¢)

El error de estimacién, definido como e(t)=|e,(t),---,e, (¢)] donde e (t)=z,(t)-2,(t) para
(i =1,---,r), tiene el siguiente comportamiento dindmico

él(t)::Alel(t)"'ez(t)_wl (2.9a)
é-(t)=A.e.(t)+ei+l(t)-wf,i=2,---,r—l (2.9b)
Z e ()+Y, e (t-1)++Y e, (t—rT)-w, (2.9¢)

donde las sefiales w,,---,w_ se eligen tal que estabilicen al sistema (2.9a)-(2.9c). Los

detalles de como construir el observador y de como obtener sus ganancias se explica en el
capitulo 4 de esta tesis.

2.3 Herramientas matematicas
2.3.1 Preliminares sobre ecuaciones diferenciales funcionales

Generalmente en las aplicaciones de control, el comportamiento futuro de muchos
fendmenos, se asume que estd descrito por las soluciones de una ecuacién diferencial
ordinaria. Implicitamente en esta suposicion se encuentra que el comportamiento futuro del
sistema es determinado unicamente por el estado presente y que es independiente del pasado

del mismo.

En las ecuaciones diferenciales de diferencias, que de manera mas general son
llamadas ecuaciones diferenciales funcionales, la dindmica pasada tiene una gran influencia
en el comportamiento futuro del sistema.

10
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Existen muchos modelos matematicos que son mejor representados por FDE que por
ecuaciones diferenciales ordinarias [9]. Algunos de estos modelos dependen del estado en el
pasado, otros dependen tanto del estado pasado como de la derivada con respecto al tiempo
de este y algunos otros dependen también del estado en el futuro. Las soluciones para cada
uno de estos casos tienen un comportamiento muy diferente.

Con el fin de reconocer las dificultades que se presentan en algunos de estos casos,
vamos a considerar dos de ellos. Consideremos primero la siguiente ecuaciéon lineal

retardada:
x(t)=-x(t—7), >0 (2.10)

Para esta ecuacién podemos hacer la siguiente pregunta: ; Cudl es la informacién necesaria de
la ecuacion (2.10) para definir una solucion para f=>0?S1 se reflexiona un poco,

necesitamos especificar una funcién sobre el intervalo [—7,0]. Si @ es tal funcién, entonces

existe una sola funcién x(t) definida en [-7,0), la cual coincide con ¢ en [— 7,0] y que
satisface (2.10) para ¢ > 0. De hecho si x es tal funcidn, entonces debe satisfacer

x(t):qo(O)—j;x(S-T)ds t>0 (2.11)

y en forma particular
x(t)=(o(0)—jr(0(s—’r)ds 0<t<7 (2.12)

Esta ultima ecuacion (2.12) define de manera unica a x en el intervalo [0, T]. Una vez
que se conoce x en este intervalo entonces (2.11) define de manera unica a x en el intervalo
[7,21'] y asi sucesivamente.

Las siguientes observaciones acerca de la ecuacion (2.10) son muy importantes:

(D Para cualquier funcién continua ¢ definida en[-7,o0), existe una solucién Unica de
x para (2.10) en[—7,0) . Entonces esta solucion puede ser llamada x(qo).

(II)  La solucién x(¢) tiene derivada continua parat >0, pero no en ¢ =0, a menos que
qp(é?) tenga derivada por la 1zquierdaen @ =0 y que (b(O) = —qo(— T).

(Il) Para una funcién ¢ en [— 7,0], la solucion x(go)(t) de (2.10) no necesita ser definida
parat <—-7. De hecho, si x(¢)(t) es definida para t<-7 por ejemplo definida
para,t >—-T—¢& , € >0, entonces (@) debe de tener su primera derivada continua

para @€ (—£,0]. S1 existe una solucion x(q9) parat < —7, entonces x(go)(t) para
t < —7 tiene en general menos derivadas que ¢ ,[9].

11
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Como un segundo caso, consideremos la siguiente ecuacién con adelanto en el tiempo

d)(;(tﬂ =y(t+r), r>0 (2.13)

Si fijamos 7 =—t,x(t)= y(—t), entonces x satisface la ecuaci6n (2.10). De esta manera, el

problema natural para (2.13) es para 7<0. Por otra parte, si esta ecuacion describe un

sistema fisico, entonces tiene que ser integrada para 72=0. Como se menciond en (III),
cualquier solucion debe satisfacer algunas condiciones especiales y en general esta solucion
tiene menor numero de derivadas que la informacion inicial.

2.3.2 Descripcion matematica de los sistemas con retardo

Para sistemas con retardo de tiempo continuo la ecuacidon de estados en el caso general
tiene la siguiente forma:

x(t)= fx(e)x(t—-7, ) x(e—7_, ), x(t —7_ )ult)u@t-7,), - ult-7, )1t) (2.14)

Donde f es una funcién vector-valuada no lineal y 7 >0,i=1,---,n; 1, >0, i=1,---,m

representan los retardos del estado xe R” y del control ue R"en el sistema,
respectivamente. La ecuacion de salida expresa el vector de salida y(¢) como una funcién de

los vectores de estado y de la entrada como:

y(t)=g(xle) x(t -7, ), x(t — 7, )ule)u(t -7, ), ult -7, ).t) (2.15)

Donde g es una funcion vector-valuada no lineal. Si el sistema es invariante en el tiempo o
estacionario, entonces las funciones f 'y g no dependen explicitamente del tiempo ¢.

Para sistemas lineales con retardo, las ecuaciones de estado y de salida tienen la forma:

m

x(t)= A(t)x(z)+ i A (t)x(t—7;)+ B(t)ult)+ D Bt -7,) (2.16)

=l =]
m

y(t)=C(t)x(t)+ ; C.(e)x(t—7,. )+ D(t)ult)+ Y D,(t)ut-1,) (2.17)

=]

12
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S1 ademdas el sistema es Invariante en el tiempo, entonces las matrices
A B, C, A, C,i=l,---,ny B;, D;, i=1,---,m tienen elementos constantes.

2.3.3 Teorema de existencia y unicidad para sistemas con retardo

Aunque no siempre es facil obtener una solucién explicita de la ecuacion
diferencial funcional que depende del estado en el pasado, es necesario saber si existe su
solucidn y si esta es Unica, por lo que a continuacién se enuncia el teorema de existencia y
unicidad. La prueba de este teorema se encuentra en [9].

TEOREMA 2.1

Sea
)= FlelPhale—2 ) et — 2. 18) 2.18)

donde x(t)=¢(t), te|t,-7,t,] y T=max7, >0, i=1,---,n. Ademds f es continua en
una vecindad del punto (ty, 0(ty), ®(tg —7T1), ---. ®(tg —Tn ) y satisface una condicion de

Lipschitz [22], en todos sus argumentos, comenzando por el segundo vy si la funcion inicial
¢(t) es continua, entonces existe una solucion x, (¢) al problema de condiciones iniciales

para t, <t<t,+7T, donde T es suficientemente pequeno.

2.3.4 Estabilidad de sistemas a diferencias

La estabilidad de un sistema a diferencias, se puede analizar s1 s€ compara esta
ecuacion con un sistema dinamico representado en tiempo discreto. Por lo tanto al tener
esta representacion, la estabilidad queda definida por los valores propios de este nuevo
sistema.

Consideremos al sistema a diferencias
x(t)-Ax(t—7)=0 (2.19)

donde xe R",Ae R™y tTes el retardo.

S1 fijamos ¢t = (k +1)7, siendo 7 el tiempo de muestreo, se puede representar el sistema
(2.19) en tiempo discreto de la forma

x(kT +7) = Ax(k7) (2.20)
De manera mas simple (2.20) puede ser representado como

X, = AX, (2.21)

13
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Por lo tanto se sabe que el sistema (2.21) es asintéticamente estable si todos los valores
propios de la matriz A se encuentran dentro del circulo unitario.

2.4 Técnica de descomposicion para sistemas lineales sin retardo

Cuando un sistema dindmico es de alto orden, se puede usar la descomposicion de
este sistema en un conjunto de subsistemas para simplificar el procedimiento de disefio del
controlador. Vamos a considerar en esta seccién, dos formas de descomposicion de
sistemas dindmicos lineales: la Forma Regular y la Forma Controlable por Bloques.

2.4.1 Forma Regular

Consideremos el sistema lineal e invariante en el tiempo:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2.22)
donde xe R", ue R™, y supongamos que el rango(B)=m.

Siguiendo el procedimiento para el diseiio de la Forma Regular, se puede encontrar
una transformacion lineal tal que el sistema (2.22) puede ser dividido en dos subsistemas

de menor dimensién (n—m) y m respectivamente como:

x(t)= A, x (t)+ A,x,(7) (2.23)
x,(t)= A, x (t)+ A, x,(t)+ B,u(t) (2.24)

donde x=(x;,x,)", x,(t)e R"™, x,(t)e R™, u(t)e R™ y det(B,)#0.

A esta forma donde la dimension de (2.24) coincide con la dimension de la entrada o
control u(t) y la ecuacién (2.23) no depende de la entrada, se le conoce como: Forma

Regular [23].

Debido a que las dimensiones de los vectores de estado y de entrada son iguales, el
disefio del controlador para el bloque (2.24) es muy simple. Se puede notar que el
problema de estabilizacion del sistema (2.22) ha sido descompuesto en dos subproblemas
de menor complejidad y que pueden ser resueltos de manera individual.

Repitiendo este procedimiento sobre el bloque (2.23) y dividiéndolo en subsistemas
de menor dimension es la idea central del procedimiento para obtener la forma controlable
por bloques. Teniendo esta forma especial es posible disefiar la estrategia de control
usando la técnica de control por bloques.

14
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2.4.2 Principio del control por bloques

Para un sistema lineal de alto orden, el principio de control por bloques puede ser
aplicado si el sistema se puede representar en una forma especial cominmente llamada

Forma Controlable por Bloques representada por:

X) (t)= A x, (t)+B]x2(t)
x(t)=Ax. +Bx,_(t),i=2,--r-1 (2.25)

171

x (t)=Ax +B u(t)

donde x=(x,.,...,x,)T, X :=(xr,---x,.)T xieRdf- rango(B;)=di, i1=12,---,r vy

zr’d,.=n.

=1
Como se puede observar cada ecuacion o subsistema de la Forma Controlable por
Bloques (2.25), forma uno de los r bloques del sistema completo. El vector de estado de

cada bloque puede ser tratado como un vector de entrada virtual hacia el bloque superior
que le precede.

Se pueden tener dos casos diferentes dependiendo de la dimension del vector de
entrada con respecto a la dimension del vector de estado de cada ecuacion. Esto sera
tratado en el siguiente capitulo de manera especial para los sistemas lineales con retardo.

Un procedimiento de diseno jerarquico basado en la Forma Controlable por Bloques

puede ser resumido como sigue: Sean; A, =diag{ﬂij}., j=1,--,d;, los valores propios

deseados del sistema en lazo cerrado después de aplicar el control.

Paso 1: Iniciando por la parte superior de la forma a bloques (el bloque 1), el
comportamiento dinamico deseado se puede obtener si la entrada de control virtual a este

subsistema puede ser asignada como:
x,(t) =B (- Ax,(t)+ A, x,(t)+z,, (2.26)

Si proponemos la transformacién x, ()= z, () obtenemos el primer bloque en lazo cerrado
en las nuevas variables como:

Z, (t)=AlZl (t)+BlZ2(t) (2.27)

Paso 2: Denotemos el error o desviacion entre la entrada de control virtual y la deseada
COmo:

Z:z(t)'_" X2 (t)_Bl_l(— A x, (t)+Alxl (t)) (2.28)

15
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Tomando la derivada de (2.28), con respecto al tiempo, sobre las trayectorias de (2.25)
tenemos que:

Z,(1) = ZAz t)+ B, x, (2.29)

El comportamiento dindmico deseado del bloque 2 de la forma:
22(’) =A,2, (t)"' B,z, (t)

puede ser obtenido si la entrada de control virtual x, puede ser asignada de la forma:

[ 2Az )+ A,z,( ))+z3(r) (2.30)

=1

donde esta ultima ecuacion es la transformacion entre x, y z,.

Paso 3, 4, r-1: Consideremos los bloques inferiores siguientes podemos decir que existe
una secuencia de controles virtuales deseados, los cuales se pueden obtener de manera

similar a los bloques anteriores como:

X; (t) = Bi_—ll (_ 2 Az, (t)+ Az, (t)}" Z (t) (2.31)

y las desviaciones o errores entre los controles reales y los deseados como:

z,(t)=x [ ZAZ )+ A IZ._I(t)] (2.32)

=1

para i =3,---,r—1.

Paso r: En el ultimo paso, ya que:
2, (1)=x,(1)- B2 (- ¥ A2+ Az, (:)] -
i=1

entonces se puede obtener la derivada de z, (t) con respecto al tiempo, la cual depende o
es funcién de la entrada de control real u(t) como:

EA Z. +B u (2.34)

=]
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donde u(t) se puede asignar como:

u(r)=B:l[—;”lAfzf(r)+Arzr(:)

para obtener el sistema en lazo cerrado con las nuevas variables z,, ---. z, de la forma:

Z.l(t)= Alzl(t)-l-BlZZ(t)
22(I) = Azzz(t)'l'Bzzs(t)

b 0)= A, 2, 0+ Bz, ()
)=z, ()

donde A;,i=1,---,r son las matrices con los valores propios deseados del sistema en lazo
cerrado.

2.5 Sistemas de Control con Modos Deslizantes y Sistemas de Alta
Ganancia

La técnica de control por modos deslizantes y de control por alta ganancia que sera
descrita a continuacidn, serd la base para el desarrollo del disefio de los observadores con

modos deslizantes y de alta ganancia en el capitulo 4.

Estas técnicas, son herramientas clasicas para la supresion de los efectos de las
perturbaciones y variacion de parametros. Pueden ser usadas en los sistemas de control para
la descomposicién artificial del movimiento general, en dos componentes de diferente
velocidad (cominmente llamados movimiento rapido y lento). Las caracteristicas principales
de esta técnica seran abordadas enseguida.
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2.5.1 Control por modos deslizantes y método de control equivalente

Consideremos los sistemas no lineales donde el miembro derecho de la ecuacion
diferencial es linealmente dependiente del control

x(t) = f(x,t)+ B(x,t)u(t) (2.35)

donde el vector f(x,t) y la matriz B(x,t) contienen argumentos continuos de dimension n y
(nxm) respectivamente, y el control discontinuo cambia con relacién a

u! (x,t) si s;(x)>0

u; (x,t)= i1 =1,....m (2.36)

ui_(x,t) si s,—(x)<0 |

sobre la superficie de discontinuidad
s(x) =1 (2.37)

donde x=(xi,...,x, )T, es el vector de estados, u =(uy,...,u,, )T, es el vector de control,

=) s T )T; es la superficie de deslizamiento, s;(x), u; (x,t) y u; (x,t), son funciones
suaves seleccionadas.

El efecto de este control discontinuo obliga a que la trayectoria de movimiento del
sistema ocurra sobre la superficie de discontinuidad, a lo que se le llama modos deslizantes,
es en esta condicion donde el control actia con la conmutacion de alta frecuencia impidiendo

que el sistema salga de la superficie de deslizamiento.

Es 1mportante notar que los modos deslizantes ocurren sobre la superficie de
discontinuidad, siempre que la distancia a esta superficie s; y la velocidad de cambio s; sean

de signo contrario

S,-.s'?,- < 0, ] = 1,...,m
Donde esta ultima relacion es lo mismo que

lim 5; >0 y lim s, <0 (2.38)
sl_—}—{) sf—)+0

El procedimiento formal para obtener la ecuacion de modos deslizantes sobre las
superficies de discontinuidad s(x) =0 es el siguiente. Supongase que las condiciones (2.38)

se satisfacen, de aqui que un movimiento en modos deslizantes ocurre sobre la variedad
(2.37).
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Entonces se busca un control continuo bajo el cual un estado inicial localizado en la variedad,
no salga de esta variedad, es decir la derivada del vector s(x), sobre la trayectoria del sistema

(2.35), es 1gual a cero
s=G(x)f(x,) +G(x)B(x,H)u=0 (2.39)

os

donde G = 3 y la matriz (G(x)B(x,t)) debe ser no singular para toda x y ¢. Resolvemos
X

esta ecuacion sobre el control. Esta solucidon sera referida como el control equivalente,

U,, (x,1):

u,,(x,1) =—(G(x)B(x,t))” G(x)f(x,1) (2.40)

Sustituyendo este control en (2.35) se obtiene

x= f(x,0) = B(x,))(G(x)B(x,1)) " G(x) f(x,1), s(x)=0 (2.41)

La ecuacion anterior describe el comportamiento del deslizamiento sobre la superficie
de discontinuidad, y tiene orden reducido (n-m) ya que s(x)=0.

El procedimiento anteriormente descrito es llamado método del control equivalente, y
la ecuacion (2.41) asociada a este método es llamada la ecuacion de modos deslizantes, la
cual describe el comportamiento del deslizamiento sobre la superficie de discontinuidad

s:(x)=0, 1=1,...,m.

2.5.2 Sistemas con control de alta ganancia

El método del control equivalente se puede aplicar para describir el comportamiento
del sistema con control de alta ganancia sobre la variedad, s(x)=0.

Elegimos el control para el sistema (2.35) como una funcidén continua no lineal del
vector de estado

u(t) = ks(x) (2.42)

con una ganancia k lo suficientemente grande. Ahora escribamos la ecuaciéon de la
proyeccion del movimiento del sistema (2.35) con control (2.42) sobre el subespacio s en

una escala de tiempo reducida

d
= = uGf +GBs (2.43)

do

donde ,u=l. Bt G:<é}.
k )7 Ox
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La ecuacidon (2.43) describe los movimientos rapidos. Las condiciones donde las
trayectorias del movimiento rdpido convergen a la variedad, s(x)=0, y el control u

converge al control equivalente u,, se derivan del siguiente teorema cuya prueba se
encuentra en [24].

TEOREMA 2.2 Si las funciones f(x,t), B(x,t)u,q(x,t) y B(x,t) del sistema (2.35)
satisfacen la condicion de Lipschitz y si las derivadas parciales de u,, con respecto a

todos los argumentos existen y estan acotadas en un dominio limitado, el sistema

ds

e G(x,t)B(x,t)s (2.44)

es exponencialmente estable con respecto a cualquier x(t) dentro del dominio considerado y
para cualquier ¢, esto es, existen los nimeros positivos A y @ tal que

s(t) < As(0)e™ (2.45)

Entonces para cualquier conjunto de niimeros positivos A,At, y T(At, < T) podemos
encontrar [, >0 tal que para el sistema (2.35) con control (2.36) tenemos que

o [s(z)]<a
» “u—u,q <A

para O< u<pu,, At, <t<T
Basado en este teorema podemos concluir, que €l movimiento lento del sistema en

lazo cerrado (2.35) y (2.42) sobre la variedad s(x) =0 se describe por la ecuacién (2.41) y el
control # en este movimiento es igual al control equivalente (2.40).
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Capitulo 3

Control por bloques

3.1 Introduccion:

En este capitulo con el fin de estabilizar sistemas lineales (SL) invariantes en el
tiempo con retardo en el estado y en el control se usa la técnica de control por bloques

[17].

Esta técnica es relativamente simple y ventajosa, especialmente cuando se aplica
en sistemas multivariables, donde el problema de control es dividido en un nimero de
subproblemas de menor complejidad. Para poder llevar a cabo esta descomposicion, es
necesario tener una representacion especial del sistema, la cual es llamada forma
controlable por bloques, que consiste de un conjunto de r bloques que pueden tener
distintas dimensiones y que son controlables. Este mé€todo ha sido empleado en forma
satisfactoria en control de sistemas sin retardo lineales y no lineales. En esta parte de la
tesis se propone un método generalizado para aplicar esta técnica en el problema de
estabilizacion de sistemas lineales con retardo. Este problema es uno de los problemas
mas interesantes en la teoria de control, debido a que muchos procesos industriales estan

modelados por ecuaciones diferenciales retardadas [1].

El capitulo esta organizado de la siguiente manera: En la seccion 3.2 se introduce
la forma controlable por bloques para sistemas lineales con retardo. Se deriva la
transformacion del sistema original a la forma controlable por bloques para dos casos
diferentes. En la seccion 3.3 se describe un procedimiento para aplicar la técnica de
control por bloques para los dos casos. También se formulan las condiciones que se
deben cumplir en el sistema original para tener estabilidad en el sistema en lazo cerrado.
En la seccién 3.4 se presentan algunos ejemplos donde se aplican los procedimientos de

transformacién y control propuestos.
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3.2 Forma controlable por bloques para SL con retardo

Consideremos el sistema lineal invariante en el tiempo con retardo descrito por la
siguiente ecuacion

x(t) = Ax(t) + Cx(t — T) + Bu(t) + Du(t — 7) (3.1)

donde xe R",ue R™ y A, B, C y D son matrices de dimensiones apropiadas.
x(t)=@(t),Vte [ty —T,t9], 20 20, @(¢) es la funcidén inicial para el sistema (3.1), la
cual debe ser continuay 7 es el retardo en los estados y en el control.

La caracteristica principal del método propuesto es la transformacion del sistema
(3.1) a la siguiente Forma Controlable por Bloques, l1a cual consiste de r bloques

x(t)=A_x®)+C x (t—7)+B,[x,_ @&)+II x _ (t—17)] (3.2a)
x)=Ax@®)+Cx (-7 +B[x_@®)+II.x_ (t-7)]), i=r-1,..2 (3.2b)
x()=Ax,()+Cx,(t—7)+ B, [u() +1I1u(t—17)] (3.2¢)

T = . i 4 i
dondex=[x.,...5] , x;, =[x ,...%] , x,€ R".
i
rangoB, =n., i1=1,---,r y Znizn.

=1

Los enteros (n,,n,,..,n,), caracterizan la estructura del sistema (3.1) y satisfacen la
condicion:

En este trabajo se estudian los casos:

Sl: ny=n,=---=n_=m
S2: n. <n_, <--<n, <m

3.2.1 Descomposicion del sistema por bloques, caso S1

El sistema inicial (3.1) es llevado a la forma (3.2a)-(3.2c) a través de un
procedimiento de transformaciones sucesivas que consiste de (r — 1) pasos, que se explica

a continuacion.
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Paso 1: Aqui introducimos las condiciones requeridas para cada paso del procedimiento:

All. rangoB=n; =m.

A12. Existe una matriz IT, € R™ tal que
D = BII,

La condicion Al2 es cominmente llamada ‘*‘matching condition”,[22]. Usando las
condiciones All y Al2, el vector x(¢), y las matrices By D pueden ser particionadas

cCOmo
B D

x=|:x12} B=[ 12] ' D=[ 12}
X1 B, D,

donde rangoB, = rangoB = n;.

Después aplicando la siguiente transformacién ortogonal no singular

5 I,, —-Bj,B
X"=Mx, M,=|"" 13 (3.3)
0 I,
el sistema 1nicial (3.1) se puede representar como:
X5 (1) = Ay x5 (1) + Coy x5 (t —T) + By x; (1) + Dy x (1 — 7) (3.4a)

X, (1) = A,x; (1) + A, x, (1) +Cpoxy (t —7) + C,, x,(t —7) + B, [u@t) + T u(t —7)]  (3.4)

donde x" = (x5, xl)T,

A’ BF Cf DF
M, AM ] =[ » B ] M,CM =|: 22 2],
Ay A Ci, Cyy

B, 0 Dy, B),11, 0
MIB=M1 B - B . M1D=M1 D =]‘41 Bl‘[ — Bl‘[
I 1 l 1 1

x»€R". xRNy
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Paso 2: En este paso podemos repetir las condiciones A11 y A12 para el sistema (3.4a)

COmao.

A21. rango(By) =n,.
A22. Existe una matriz I1, € R" tal que

D; = B;nz

En este punto del procedimiento es necesario revisar el valor n,, ya que dependiendo de
este valor, las tres posibilidades siguientes son posibles

(1)

(i)

(111)

n, = 0. Esto significa que el sistema (3.4a) es incontrolable y por consecuencia

el sistema inicial (3.1) es incontrolable también. Por lo tanto, el procedimiento
tiene que detenerse, ya que no sera posible obtener la Forma Controlable por
Bloques deseada (ver el Teorema 3.1 de este capitulo).

n,=n—n, 0 n=n,+n; =2m. En este caso, el sistema transformado (3.4a),

(3.4b) es la Forma Controlable por Bloques que se desea obtener. Por lo tanto el
procedimiento se detiene para seguir con la estrategia de control (explicada en la
seccion 3.3 de este capitulo).

n, <n-—ny, que significa que n>n, +n, =2m. En este caso, el procedimiento

tiene que continuar y un paso adicional es necesario, esto significa que el
subsistema (3.4a) con entrada x, (f) puede ser particionado y dividido en el

siguiente paso.

Paso k: Consideremos el sistema obtenido en el (k —1)™ paso

X () =Aux, () +Cpx;, (t—T)+Byx;_1(t)+ Dy xp_y (£ —7) (3.5a)

'i.l' (t) — Afi.i (t) 1 Cf‘;'.f (t - T) 3 Bi [x,-_l (t) + H,—x,-_l (t - T)]'! I = 2,...,k -1 (3.5b)

x)=Ax@)+Cx,(t—7)+ B, [u(t)+I1u(t—17)) (3.5¢)
donde x; € R" . i=1,....k—1,y x; esun vector de dimensién (n—n; —---—ny_;), y

rangOB,- =n;, j = 1,...,k -1
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Para este paso podemos generalizar las condiciones All y A12 como sigue:

AK1. rangoB; =n, .

Ak2. Existe una matriz IT, € R™"* tal que
D, = BII,

En este punto podemos suponer que el sistema (3.1) es controlable, lo que significa que,
n, # 0, entonces tenemos dos posibilidades:

1. Si se tiene que

entonces, podemos definir:
gN=u A =4, C.=C.. 0 =8,D =D, LIl =D,

y el procedimiento termina dando las ecuaciones (3.5a)-(35¢) como la Forma
Controlable por Bloques deseada.

2. Pero si se obtiene que
k-1
nk <hn-— an
Jj=l

entonces el sistema (3.5a) puede ser particionado como

k-1
donde x; y x; , son los vectores n, X1y (n—Zn i —n }(1 respectivamente, y

J=

rangoB, = rangoB, =n,
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Procediendo como en el primer paso, bajo las condiciones previas, usamos una
transformacion similar a (3.3):

’ I - b
xp ()=M;x; (1), M, ={ " H’O'_n" B;'sz ] (3.6)
ny

entonces el sistema (3.1) después de esta transformacion, es descrito por el siguiente
sistema:

-i:-n (1) = A;+] x;+1 (1) + C;+1 x;+] (1—7)+ B:+l'xk (N4 D, % (t—7) (3.7a)
x)=A4,x,@)+C x,(t-7)+B,[x,_,()+1],x, .(t—17)] (3.7b)
x;(t)=A;x; (1) + C;ix;(t — 1)+ Bi[x;_; (1) + 1;x;_ (t — 7)), i=2,..k-1 (3.7¢)
x()=Ax,@)+Cx (t—7)+ B, [u(t)+ 11 u(t—-1)] (3.7d)

donde x§ =(x},;, x3)' y rangoB; =n;, i=1,.. k.

3.2.2 Descomposicion del sistema por bloques, caso S2

Consideremos el sistema (3.1) otra vez. Recordamos que la estructura del sistema para
este caso es:

S2. m>n, >n, >--->n

r

La Forma Controlable por Bloques que se quiere obtener para este caso es

x()=Ax ()+Cx (t-7)+B [w_ )+ w_ (t—1)] (3.8a)
() =Ax;()+Cix;(t—T) + B [w,_, () + T, w;_;(t—T)], i=2,...r—=1  (3.8b)
x,(t)=AX, (1) +C,X,(t—7)+ B,[v(t) + I1,v(t — 7)] (3.8¢)

T

dondex={% v ) s+ E={t o) . GER®. me R

rﬂll‘

;
rangoB. =n., 1=1,---,r 'y Zn,.=n.
=1
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Las matrices B .i=1.---,r se obtienen durante el procedimiento que se explica mis
adelante.

La diferencia en este caso es que los nuevos vectores de control w(r) y w; 1=1...r—1,
son obtenidos a través de una transformacion adicional:

l(t)=r|l'(f) v Ii(r)=r"+|“'.*(t). i=1---.r-1

con [ € R™ y I, € RY ™

El sistema micial (3.1) es llevado a la forma (3.82)(3.8¢) a través del procedimiento de
transformaciones sucesivas que consiste de (r—1) pasos, el cual se explica enseguida:

Paso 1: En este paso es necesano mtroducir las siguientes condiciones, las cuales seran
requendas para cada paso del procedimiento

All. rangoB=n,<m.

Esto significa que existen entradas de control en el vector de control ¥ que son
linealmente dependientes. Entonces existe una matriz I, € R tal que, los elementos
de las columnas de esta mainz son los coeficientes de expansion de las columnas de la
matnz B con respecto a los n, vectores lincalmente independientes que existen en esta
Esto equivale alamatriz B Be R™ :

B = BT,
donde B tiene el rango completo: -
rangoB =n,
Entonces tenemos un nuevo vector de control de dimensién reducido, v, ve R™
ult)=Tvr) 39)

el cual coincide con la dimension de espacio del control. Ahora los componentes del
vector nuevo de control, v ,son lLnealmente independientes. Sustituyendo la
transformacion (3.9) en (3.1) obtenemos

x(1) = Ax(1) + Cx(t — 1)+ BI W(r) + DI W(1 — 1)

Si definimos a DI, = D . entonces tenemos que

(1) = Ax(1) + Cx(r — 1)+ Bw1) + Dw(1 - 1) (3.10)
donde rangoB = n, .
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La siguiente condicién es comunmente llamada “matching condition”.
A12. Existe una matriz I, € R™™ tal que

D = BII,
Si aplicamos una transformacion ortogonal al sistema (3.10) similar a (3.3):

X7(f) = M x(t),
tal que

By =[9
L.BI_J Bl-l

M IB =M 1
donde rangoB; = n;. Entonces si la condicion A12 se satisface, tenemos

M,D =ﬂ1[512]=M1[312H‘]=[ ° ]

| Dy B;11, ByII,

Nota. De la relacién B = BI; se sigue que:

Entonces B
B, = BiI;

Esta relacion sera usada en el procedimiento de disefio del control (ver seccién 3.3.2).

Con la transformacién anterior, el sistema (3.10) se presenta como

x,()=A,x,(t)+C,,x,(t—1)+ B,x,(t)+ D,x,(t = 7) (3.11a)
X, (1) = A x, (1) + A x, (8) + CaXy{t =D+ Cux, 1~ + El [V(t) +11,v(z - 7)] (3.11b)

donde x’’= Mlx = (x’2 , X )T, x,2€ Rn_nl - X = Rn] y Y

S A B —_ s D-
M, AM =[ 22 2]} MM z{ 22 2]_
A A Cia Gy
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Paso 2: Después repitiendo las condiciones A1l y Al2 para el sistema (3.11a), las cuales
en este paso serian.

A21. rangoB, =n, <n,.

En este caso existe una matriz I',, I, € R tal que el sistema (3.11a) con la
siguiente transformacion

x, (t)=T,w,(t), w; € R™ (3.12)
se presenta en la forma
X, (1) = A, x, () + Cryxy (t —T)+ B,w, (8) + D,w, (t — 7) (3.13)
con B, =B5I, y,Dy, =D5T, y
rango§2 =n,

A22. Existe una matriz I, € R™™ tal que

=21l

Ahora en este punto del procedimiento es necesario revisar el valor n,, ya que

dependiendo de este valor, las tres posibilidades siguientes, semejantes a las mencionadas
para el caso S1, son posibles

(i) n2=0.
(i1) n,=n-—n,.
(i1i) n,<n-—n,.

Supongamos otra vez que el sistema (3.1) es controlable, entonces n, # 0, y ademas
n>n, +n,. En este caso un paso subsecuente es necesario y el sistema (3.13) con

entrada de control w;(#) tiene que ser particionado y transformado como en el primer
paso.
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Paso k: Consideremos el sistema obtenido en el (k —1)™ paso

X (1) = A x () + Crxp (8 —7)+ By xp_ (1) + Dy xy_ (1 = 7) (3.142)

x; (1) =Aix; () +Cix; (t =)+ Bi[w,_ () +IT,w; 1 (1 —71)], i=2,..k-1 (3.14b)

%, (1) = A%, () +Cx,(t—7)+ B, [v(t) + IT,v(t - 7)] (3.14c)
donde x;€R™ y x; es un vector de dimensiéon (n—n; —---—n,_;), w; e R"* .
i=1,..k—1,y

rangogi =n;, i=1,..,k-1
Por ultimo para este paso, las condiciones A1l y A12 serian como sigue:

AKk1l. rangoB’, =n, <n,_,.
Entonces es necesario encontrar una transformacion de la forma

X, () =Lw, (1)

con x; € R™1. w,_ e R™. T, € R™ 1%
Después sustituyendo esta transformacion en (3.14a) obtenemos
x,()=Ax;, () +Cix, (t—T)+ B,w,_, (1) + D,w,_,(t —T) (3.15)
donde B, = B,T}, D, = D,T, ylamatriz B, tiene rango completo:
mngoﬁk =n,

AKk2. Existe una matriz IT, € R™™™ tal que

D =A1
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En este punto podemos tener dos posibilidades:

1. Si se tiene que:

k-1
nk =n—2nj
j=1

entonces podemos definir x; (¢) = x; (1), A =4, C.=C s By = Bk , DI}, = Bk ;

y el procedimiento termina dando las ecuaciones (3.14a)-(3.14¢c) como la Forma
Controlable por Bloques deseada.

2. Pero si se tiene que:

’ X -~ B — l_)
Xk =[ k'z]-.. By =[B£’2] y D, =[ —-i'z}
Xk B, D,

k-1
donde rangoB, =n,, y x;,, Xx;, son vectores n, Xl vy [n—-an - }xl
j=1

respectivamente.

Nota. De la relacion Ek = B, I, se sigue que

Entonces
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Procediendo de manera similar que en el primer paso, bajo las condiciones
previas, usamos una transformacion similar a (3.3)

xZ(t) = A?kx,’( (1) (3.16)

__ _[B 0 D 0
MkBk =Mk B_k’2 =[§ :|, Mka -—-Mkli k2] Mk|:Bk2nk:| l: ]
B, k Dy B, 11, B, 11,

para obtener el sistema descrito por

Xp41(8) = AL 1 X101 (@) + Cry1 X341 (E = T) + By xi (1) + Dy X (2= 7) (3.17a)
X, () =A%, )+C.Xx, (t—-17)+B,[w,_ @)+, w,_ (-17)] (3.17b)
(1) =Ax; (1) +C;x;(t —=T)+ Bi[w,_ () +TL,w;;(t 7)), i=2,..k=1  (3.17c)
X, (1) =AX (t)+CXx (t—7)+ B, [v(t)+I1,v(t—7)] (3.17d)

donde x; =(x,., X )! y rangoB; =n;, i=1,..,k.

De los procedimientos previos se desprende una relacion entre la forma controlable por
bloques y la controlabilidad del sistema inicial, esta relacion puede ser enunciada en el

siguiente resultado:

TEOREMA 3.1 Supongamos que

A) El sistema (3.1) es controlable, y
B) En cada paso del procedimiento para obtener la forma controlable por bloques, las

condiciones Akl y Ak2 se satisfacen.
Entonces, existe un entero r <n tal que el sistema (3.1) toma la forma (3.2a)-(3.2d)
para la estructura S1, o la forma (3. 8a)-(3. 8d) para la estructura S2.

Prueba. Si el sistema 1nicial es no controlable entonces en un paso k£, k=1,---r del
procedimiento, se puede obtener en el sistema (3.14) que B; =0 y por la condicién B) se

puede obtener que D, =0 también.
Entonces obtenemos un subsistema de la forma

x, (1) =Arx;, (1) +Crx; (1 —7)

que es no controlable. Por lo tanto no existiria un nimero entero r <n y no se pueden
obtener las formas deseadas en ambas estructuras.
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3.3 Control por bloques

3.3.1 Diseno de control por bloques para el caso S1

En esta seccion se desarrolla una ley de control por medio de una
retroalimentacién de estado para el sistema transformado (3.2a)-(3.2c) con la estructura
S1. Con el fin de explicar esta técnica de control es mas conveniente renombrar los

bloques de (3.2a)-(3.2c) como

JE, ) =Ax () +Cyx(t=7)+ By (1), vi(®)=[x,(t)+11,x,(t—7)] (3.18a)

() =Ax;()+Cix;t =D+ Byv; (1), v;(t) =[x; () +T;x;, (-7, 3.188)
1= 2,.cesF—1

x,(1)=Ax,#)+C,x,(t—1T)+B, v,(®), v,(t)=[u@)+II, u(-1)] (3.18¢)

T

donde x(t) = (x,,...,x,)", x.(t)=(x,...,x,)", x; € R"™,

r
rangoB; =n;, i=1,--,r 'y Zni=n.
=1

Por lo tanto en este caso tenemos la estructura S1 donde m=n_=n_, =---=n,.

La estrategia de control puede ser disefiada para el sistema (3.18a)-(3.18c)
considerando a v, como un vector de entrada virtual en el i™ bloque. Se disefia por

medio de un procedimiento paso a paso explicado a continuacion.

Paso 1. Seleccionando el vector de entrada ficticio v;(¢) en el primer bloque (3.18a)
cCoOmo:

v () =v, () +B;'[Az,(1) + 2,(1)] (3.19)

donde z,(1)=x,(t) y z, € R™ son los nuevos vectores de estado, A, € R™™ es una
matriz Hurtwitz con los valores propios deseados, y v, (#) es calculado de la ecuacién

Z,(t) = 0 sobre las trayectorias del 1© bloque (3.18a) como

Vi (1) = _Bl_l[Allxl 1)+ Cyx,(t - 7)] (3.20)
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La ley de control (3.19), consiste de dos partes. La primera parte es v, (f) ,que se necesita

para eliminar los t€érminos con retardo del primer bloque (3.18a), mientras la segunda
parte, establece la dinamica nueva deseada, A;z;(#) sin retardo.

El primer bloque transformado en las nuevas coordenadas z,(t) y z,(¢) con la
entrada (3.19) y (3.20) tiene la forma deseada sin retardo

;) =A,z; (1) +2,(2) (3.21)
Sustituyendo (3.20) en (3.19), y multiplicando por B, por la derecha se obtiene que:
B, (1) =—-[A,x,(t)+ C\x, (1 = 7))+ [A, 2, (1) + 2, (1)) (3.22a)

Tomando en cuenta que:

v () =x,@)+I1,x,(t—7) (3.22b)

De las ecuaciones (3.22a) y (3.22b) se puede obtener la siguiente transformacion para z,

COomao.
Z,() = [(Al — A, )xl (1) +Cx, (1 - 7)] + B, [xz (t)"' I, x, (t — 7)] (3.22c¢)

que en forma compacta seria:
z,®) =[(A, = A, )x,(t) + C,x,(t = 7)|+ Bv, (¢) (3.22d)
vi(t)=x,(t)+11,x,(t—7) (3.22¢)

La transformacion (3.22d) con (3.22¢) es estable si1 los valores propios de II, se

encuentran dentro del circulo unitario.

Paso 2. Tomando la derivada de (3.22c), sobre las trayectorias del 1“y 2% bloques de
(3.18a)-(3.18c), tenemos que

> -
2(0)= Y [Az, xj(0)+Cyix;(t-1)+Cq jx;(t- 21:)]+ B,v) (1) (3.23)
=

donde rangoB, =n,, B, = B;B,, y con el nuevo vector de control ficticio v;]; () como:

v,() =v,()+ B;'T1,B,v, (t — T) (3.24a)
v,()=x,(t)+ 11, x.(t—-7) (3.24b)
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De la misma manera que en el primer paso, el vector de entrada o de control ficticio
v, () en (3.23) puede ser escogido en forma similar a (3.19) como

vé (1) = Véc(t)‘l"g{l[A222(1)+Z3(1‘)] (3.25)

donde z,€ R™ es el nuevo vector de estado, A, € R"™™ es una matriz Hurtwitz y

v,.(#) se puede calcular de la ecuacién z,(t) =0 como

o
Véc (f) — ""Bz—] Z [Az_jxj (t) ¥ Cé"’x" (f = T) T szdxj (t ot 21:)] (3.26)
=

De esta forma, la ecuacion (3.23) con (3.25) y (3.26) toma una forma similar a la
ecuacion (3.21), es decir

2,(1) = Ay 2, (1) + 2, () (3.27)

Combinando las ecuaciones (3.25) y (3.26), tenemos:
B,v\(t Z[A2 X,(N+Ch x,(t-1)+C2 x,(t-20) |+ [A 2, () +2,(1)] (3284

Tomando en cuenta las relaciones:

v,(t)=v,(t)+ B;'T1, B,v,(t —7) (3.28b)
v, (1) = x,(t) + 1, x,(t - 7) (3.28¢)

tenemos:

gzv; (t) = BIBZV; (t) = B, B, [Vz (t)"' B::_lnlevz( — T)]
= BB, {[x, (t)+ 1,x,(t — ©)]+ B;'T1, B, [x,(t — 7) + I, x, (¢ - 27)]}
entonces:

B {[x3 +H2x3(’_7)]+Bz_lnle[xa,(t_T)"'n x3(t—21')]}

=Y [4, %, 0+ CL x, =1+ C2 x,(t - 20)|+[A, 2,(0) + 2, (1)

j=I
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Como resultado obtenemos la transformacion sobre z, y x, como:

2
50 =Y [4, %, () + CLx,(t = 7)+ C2 %, (1= 20) |- A, 2, (1)

(3.28d)
+ B, {[x,(t)+ 11,x,(¢t = 7))+ B;'T, B, [x, (¢ — 7) + T1,x,(t — 27) ]}
El dltimo término de esta transformacidn, usando la relacion:
v,(t) =x,(t)+11,x;(t —7) (3.28¢)

Seria:

[x,(r)+11,x,(t —7)]+ B;'I1, B, [x,(t — 7) + T1,x, (t — 27)}
v,(t)+ B;'I1, B,v, (t — 7)

)
v,(t)

Entonces la transformacion (3.28d) se puede representar en la forma compacta como:

2
]
Vg

2
2,0 =Y A, x,(0)+C) x,(t=7)+ C2 x,(t = 20) |- A, 2, (1) + B} t)

j=1
v; (t) V) (t)"' Bz-]HIBzvz (t — 7") (3.28f)
V) (t)

x3(t)+l"12x3(t _T)

La transformacion (3.28f) es estable si1 los valores propios de las matrices II, y Il, estan
localizados dentro del circulo unitario (Ver teorema 3.2)
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Este procedimiento puede ser aplicado en forma iterativa obteniendo en el k™
paso la siguiente transformacién para k =3,---,r —1

k P~
Zk4] (f) — Z[Ak'}-x}-(r) + C,l(‘jxj (f —"1.')+ Al o C”:ij (t —kT)]—Aka (t) + BkV}( (t) (3.29a)
=1

v,(®)=v;(t)+B;'---B;'T1,B,---B,v:(t — 7) (3.29b)

vi(®)=v;()+B.,---B;'T1,B,---B, v, (t —7) (3.29c)

v, '(()=v,(t)+B;'T1,_B,v, (t—7) (3.29d)

v,()=x,, ,®)+I],x,. (t—7) (3.29)
donde

A, c R™™ es una matriz Hurtwitzy B, = B;---B, .

En el ultimo paso, el sistema (3.18a)-(3.18c) puede ser presentado en las nuevas
vanables definidas en (3.22), (3.28) y (3.29), de la forma

() =A,z,(t)+ 2,(1) (3.30a)

zO)=AN;z;()+2,4(1), i=2,---,r—1 (3.30b)

2, 0=Y |4 %, 0+CL x;t-D++CE x, -l B @) (3300
j=1

donde z =(z;,-,z,), z;€R"™. i=1---r, B,=B;--B, y

vi()=v:@®)+B'---B;'Il,B,---Bv:(t—7) (3.31d)
vi@)=v.(t)+ B, ---B;'TI,B,---B,_v:(t—T) (3.31e)
v (2) . v ()+B'T1,_Bv (t—7) (3.31f)
v.@)=u(@)+I1 u(-1) (3.31g)
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Podemos ver que las ecuaciones (3.30a) y (3.30b) no tienen retardo, pero el
dltimo bloque (3.30c) depende de todas las variables con diferentes retardos como
7, 27,...,r7 Estos términos con retardo se pueden eliminar si se escoge el vector de

control v, (¢) en forma similar a (3.19) como:
a1 ., B
vy=v. +B7A,z, (1)

con A < R™ una matriz Hurtwitz y
1 -~ 1 k
Vrc(t) — —Br E[Ak,jxj(t)+Ck,jxj(t—f)+---+Ck‘jxj(t—r’t')]
J=1

De esta forma obtenemos la dindmica en lazo cerrado en las nuevas variables de estado
(z1 (2),**, 2, (t)) determinada por el sistema

2, (1) = Nz, (t) + 2, (1) (3.32a)
z;(O=MN,z;()+z,4@), i=2,.,r—1 (3.32b)
z.()=A_z (1) (3.32¢)

con la dindmica deseada y sin retardo en los estados.

Es muy importante notar, que aunque el sistema (3.32) puede ser asintéticamente
estable con una seleccion apropiada de los valores propios en las matrices A;, i =1,...,r,
el sistema en lazo cerrado presentado en las variables originales, puede llegar a ser
inestable s1 alguna de las transformaciones de las variables durante el procedimiento es

inestable. Las condiciones de estabilidad para el sistema (3.18) con control (3.31) son
presentadas en el teorema 3.2 (ver seccion 3.3.2).
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3.3.2 Diseno de control por bloques para el caso S2

En esta seccion se desarrolla una ley de control por retroalimentacién de estado
para el sistema transformado (3.8a)-(3.8¢c) con estructura S2. En este punto es mads
conveniente renombrar los bloques de (3.8a)-(3.8¢c) como

X, (8) = Ay () + Cpyxy (8 =7) + By (), vy (1) = [wy (1) + ITywy (2 — 7)1, (3.33)
()= Aix; (1) + Cix;(t=T)+ Byv; (1), v;(t) =[wpy (1) +TT,w;py (2 = 7)), p—
i=2...r—1

x,)=A,x,()+C,x,(t—7)+ E,;v,, 1), v,@)=[v@)+II,v(-17)] (3.33c)

donde x=(x. . ..x.) : X=X k) . HER™, e R, I1, e R
con

u=Tv, I e R™" (3.33d)

x; =L yw;, [ € R%T i=2,r (3.33¢)

B, =BT, B;e R "1 _j=1--r (3.33)

i r
rangoB; = rangoB; =n;, i=1,---,r y an =7.
=

La estructura del sistema para este caso es S2donde, m>n_>n,_, >--->n,.

La estrategia de control para el sistema (3.33a)-(3.33c) puede ser disefnada

considerando a v, como un vector de entrada ficticio en el i™ bloque. Este

procedimiento e€s expuesto a continuacion, que es similar al caso S1.

Paso 1. Seleccionando el vector de entrada ficticio v, en el primer bloque (3.33a) como:

o
V1 (1) = v (1) + Bi [Alzl (f)+E112’-2(1’)] (3.34a)
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donde z;=x; y 2, € R™ son las nuevas variables, A, € R™™ es una matriz Hurtwitz

con los valores propios deseados, E;;, E;; € R™™ es una matriz, que podemos definir
durante el procedimiento, y v, (#) se puede calcular de la ecuacién z, () =0 sobre las

trayectorias del 1 bloque (3.33a) como:

——1
Vic (t) =—B; [A“xl (£)+ C] 1X1 (2~ T)] (3.34b)

El primer bloque transformado en las nuevas coordenadas z;(f) y z,(¢) con entrada
(3.34a) y (3.34b) tiene la forma deseada sin retardo

z1(#) = Az (t) + E{125(2) (3.35)

Sustituyendo (3.34b) en (3.34a) y multiplicando por la matriz El por la derecha
obtenemos que:

B, (1) = —[Ayx; (1) + Cx (1 = D))+ [A 2, ) + Ep 12, 0)] (3.36)
Por otro lado, tomando en cuenta la relacion (3.33f):
B, = BT
la relacion (ver (3.33a)):
vi(®) =wy(t)+ 11w, (t—17)
y también la relacion (3.33¢):
) =Tw, (1) y wy@®=T{x0), I'=0 )1},
tenemos

§1V1 (t) = B v () = B [T1w, (1) + I1 11w, (1 = 7)]
= Bl [xz(t)+ rlnlr]+X2 (t—’[)]

(3.37)

S1 elegimos la matriz E,, como:

Ey, = B,
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y combinamos las ecuaciones (3.36) y (3.37) podemos obtener
B,|x,(t)+ TII,T x,(t = 7)|=—(A = A )x,(t) - C,x,(t—T)+ B,z,(t)  (3.38)

Ahora se busca la nueva transformacién para z,, para esto los elementos de la matriz B,
pueden ser ordenados tal que la matriz cuadrada

con Ej, =[0 I, _, ], Ejp C R™™™™2 tiene rango n, . Luego si establecemos que:

E,|lx,()+T,T"x,(t-7)|=E,,z, (3.39)

De las ecuaciones (3.38) y (3.39) se puede obtener la siguiente transformacién para z,
cOmo

5 ] + [x2 (1) + 1“11'111"1"*;1c2 (1 — r)] (3.40a)

2, (1) = E;‘[

El segundo termino de (3.40a), usando

() =Niwy (1) y wy(®)=T7x,(0),
se puede presentar como
r]WZ(t) T rll_lle (t —T) — Fl [Wz(t)‘i'r[le (t —T)] — l_'lvl (t)

Entonces la transformacion (3.40a) se puede presentar en la forma compacta

z2,(1)=B;’ [(A‘ ~A (:)) texm (- 7)} +T v, (2) (3.40b)
Vl(t)=W2(t)+H1W2(I—T) (3.40c¢)
X9 (t) — rl W»H (t) (3.40d)
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Es claro, que la transformacion (3.40) es estable si los valores propios de la matriz IT,

estan localizados dentro del circulo unitario (como se demuestra en el teorema 3.2 mas
adelante). Entonces la ecuacion (3.35) se representa como

él (t) = A]Z] (t) +3122(r)

Paso 2. Tomando la derivada de (3.40a) sobre las trayectorias del 1“y 2% bloques de
(3.33a)-(3.33c) tenemos que:

2 —
Z,(1) = Z[Az,,-x; (1) + C;_jxj (t—7)+ Cijxj (1 — 27)]+ B,v)(t) (3.41a)
j=1
Con.
vy (1) = v, (t) + By T I1, I Byv, (1 — 7) (3.41b)
v, () =w,(t) +T1,w,(t—7) (3.41c)
X3 (t) — F2W3 (t) (3.41d)

Ahora como en el primer paso, podemos escoger €l vector de entrada de control
ficticio vé (t) en (3.41a) en forma similar a (3.34) como:

vi@)=v) () +B;'|A,z,(t) + E, z,(t)]. (3.42)

donde z; € R™ es un vector nuevo, A, < R"™ es una matriz Hurtwitz, E,; ¢ R"?™

y v;c (t) puede ser calculado de la ecuacion z,(¢) =0 como:
2
v.(t)=-B;'Y (4, x,(0)+ C. x,(t—7)+ C2 %, (t - 27)] (3.43)
j=I

De esta manera, las ecuaciones (3.41a)-(3.41d) con (3.42) y (3.43) toman una forma
similar a la ecuacion (3.35), es decir

25 (1) = Apz5 () + Eg 23(2) (3.44)
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Combinando (3.42) y (3.43), tenemos

) 2
BzVé (t) = —Z[Azijxj (t) + Cé,j.xj (t = T) + C%’jxj (t — 2T)]+ [AzZz(t) . E2]Z3 (t)] (3.45)
Jj=1
Por otro lado, tomando en cuenta la relacion (3.33f):

B, = B, T,
y las relaciones (3.41b) y (3.41c¢):

v (1) = vy (1) + By "I, T T Byv,y (2 —7)
v, () =w,(t) +11,w,(t—7)

tenemos

——a

B 2V12 =le“2v; =le"2 IVZ (t)+ E-z—lrlnlrl+§21i3(t —'Z'J
=le"2{[w3(t)+H2w3(t—z')]+§{1F1H1F1+§2[w3(z—r)+l'[zw3(t—2r)]}

Usando también la relacion (3.41d):

) =Dowi(t) y wma(®) =T x3(0), T =(03 0,) "'

obtenemos:

—

I

— = s g (3.46)
B {[x,(t)+ T, I x, (t — )|+ T,B;'T,I1,I; BT [x, (t - 0) + LI, T x, (£ - 27) | }

Eligiendo
E; =B,

y combinado (3.45) y (3.46) obtenemos
B,{|x,(®) + T,I1,I; x, (¢ - )|+ T, B;'T,IL,I} B,T; [x,(t - 7) + T,I1,T; x, (¢ — 27) |

2
=3 [ 2,00+ €} 3t -1+ CF jx (1= 20)|+ Mgy 1)+ By 0
j=1
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Ahora se puede obtener la transformacion para z;, para esto los elementos de la matriz
B, se ordenan tal que la matriz cuadrada

con Ey =[0 1, _,1,,E; C R"™™>  tiene rango ns . Luego s1 establecemos que:

Ep{|x, () + T,IL,T} x,(t = 7) |+ T, B, 'T,T1,T BT |x, (¢t = 7) + T,IL T x, (t - 20) | } = E

2243
Como resultado, obtenemos la transformacion no singular sobre z; y x3 como

2
- A 2 D+C 2.08~D+C % .(-=20)|+ Az (1
P Z[ X (O+C)x (=) +C2 x,(t=20) )+ Az, (2) s

0
+ n -1 +p T+ +
+ lx3 (t) + F2H2F2 X3 (t - T)}*" F232 FIHIFI Bzrz [X3 (t - T) ¢ F2H2F2 X3 (t - 21')}

El segundo término de esta transformacion, usando
@0 =Tw3(t) y ws(@)=T5x30), Ty =([3 L) ' I, T, = R
se puede presentar Como
x, (1) + DI, x, (¢ — 7) |+ T,B ' TIL,T BT [x, (¢ = 7) + LI x, (2 — 27)
= [C,w, (1) + I, w,(t — 7))+ T, B, 'T,I1,I B, [[,w, (t — ) + T,IT,w, (¢ — 27)]
=T,{[w,(t) + T1,w; (¢ = 7))+ B;'T,I1,I; B, [w; (t — 7) + T, wy (t — 27)] }

=1 [Vz (1)+ B, ' T,IL T Byv, (1 - f))]

= 2V:lz(t)
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Entonces la transformacion (3.47a) se puede representar en la forma compacta

2
Z[Az.fxf(’)"’ C, x,t-17)+C2.x,(1- 2r)]+ A52s (1)

z.(t) = B;'{ %5 dil el +TV (1) (3.47b)
0
COn.
Vlz (t) =2 &) (t)‘l' B'{lrlﬂlrl+52v2(t—f) (3470)
v,(t)=w, () + 11, w,(t —7) (3.47d)
x3(t) =I,ws(2) (3.47¢)

Esta transformacion es estable si los valores propios de las matrices II; y II, estan
localizados dentro del circulo unitario(Ver teorema 3.2)

Entonces la ecuacion (3.44) se puede presentar como:
Z25(1) = Ayz,(t) + By z5(2)
Este procedimiento puede ser aplicado de forma iterativa, obteniendo en el paso

k™ la siguiente transformacion para k =3,---r—1

= k
2 () = By {Z[Ak,jxj(t)+ Cp.jxj(t=7)+ -+ Cf ;x; (t—kz')]+ Apzy b4+ v ()

j=1
(3.48a)

COn.
v,()=vl@®)+B,---B,'T,---LIII) ---TYB,---B, v} (t = T) (3.48b)
vit)=v,t)+B. " ---B,'T,_ ---I,IL,I ---T} B, - B,_,v; (t — T) (3.48¢)
vi'()=v,(t)+B,'T I, I B.v,(t—7) (3.48d)
v.(®)=w_ @O+, w_ (t-7) (3.48e)
Xk +1 (f) = Fk Wi 1 (t) (3.48f)

donde A, es una matriz Hurtwitz.
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En el ultimo paso, el sistema (3.33a)-(3.33c) puede ser representado en las nuevas
variables definidas en (3.40a), (3.47) y (3.48) de la forma:

Zil (t) = Alzl (t)+BIZZ(t) (3.49a)
éf(t) - A,'Z,j (t)'l'B,'ZH.] (1), 1=2,~7r-] (3.49b)
5,0 =Y A ,x;0)+CL x,(t—7)+-+Cx,t=rD)|+ By () 3.49)

j=1

donde Z=(Z1’”'!zr)T, zl_eRnf_ i:l,...riy

vio=v2@®+B! BT, ...I,I} ---T'B,---Bv2(t - 7) (3.50a)
V2O =vi@)+B ) By T,y - ToIl, Iy T, B3 B, 2 (t—1) (3.50b)
v Y@ =v,@)+B'T,_ 1, T Bv (t-7) (3.50c)
v.(t)=v()+I1 v(t—7) (3.50d)

u(t)=I,v() (3.50e)

Escogiendo el vector de control vf, (t) en la ecuacion (3.49¢c) de forma similar a (3.34)

tenemos

vi)=v. (t)+B'A z (1) (3.51a)

con la matriz A, < R™™ Hurtwitz y

v (t)-—B"Z[A“x () +C! x,(t-T)++Chx,(t-r7)]  @3.51b)
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Entonces podemos obtener la dindmica en lazo cerrado en las nuevas variables de estado
z,(1),-++,z,(t) determinada por el sistema

21 (1) =Az;(t) + Bz, (1) (3.52a)
z;(O=AN;z;()+B;z; (1), i=2,---r—1 (3.52b)
z,()=A_z (1) (3.52a)

con las matrices A, disefiadas con los valores propios deseados y con las variables de
estado sin retardo.

Las condiciones de estabilidad del sistema en lazo cerrado para los casos S1 y S2
son similares y estan en funcion de los parametros II; del sistema inicial. Este resultado

se presenta en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2

Si todos los valores propios de las matrices 11;, i=1,---,r en el sistema inicial que se

encuentra en la forma controlable por bloques estdn localizados dentro del circulo
unitario, entonces los sistemas (3.18a)-(3.18c) y (3.33a)-(3.33c) con estrategias de
control (3.31), y (3.50)-(3.51), respectivamente, son asintéticamente estables.

Prueba: Primero, la estabilidad del sistema en lazo cerrado esta definida por los valores
propios del sistema (3.32) para el caso S1 y (3.52) para el caso S2, los cuales pueden ser
elegidos arbitrariamente. Segundo, por la propiedad de la dindmica interna presentada en
las transformaciones de los vectores de estado y de control en (3.22a), (3.28a), (3.29a) y
(3.40a), (3.47a), (3.48a) respectivamente, es claro que la dinamica interna en lazo cerrado
es asintoticamente estable si las condiciones del teorema 3.2 se satisfacen.
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3.4 EJEMPLOS

3.4.1 Ejemplo para el caso S1

Consideremos el siguiente sistema lineal e invariante en el tiempo con retardo en el
estado y en el control

M) =x)+cx,(t—-7)+x,(t)+ p,x,(t—7) (3.53a)
X, =x)+x,(t—-D)+x,t)+x,(t—7T)+ul(t)+ p,u(t—7) (3.53b)

El sistema (3.53a)-(3.53b) se encuentra en la forma controlable por bloques, que se puede
representar como en el caso S1

x(t)=x()+c.x,(t—T)+vw (1), (t)=x,(L)+ p,x,(t —T) (3.54a)
) =x,@)+x,t-7)+x,(H)+x,(t—=7)+v,(2),v,(t) =u(t)+ p,u(t—7) (3.54b)

Ahora aplicando la técnica explicada en la seccion 3.3 de este capitulo al sistema (3.54a)-
(3.54b), podemos fijar la transformacién z,(¢) = x,(¢) y elegir el control virtual v, ()

COmo:
vi(#) =V, (1) —k,z,(t)
y calculando v, (¢) de la ecuacién z,(t)=0 como:
v, () =—(x,(t) + ¢, x,(t = 7))

Este control virtual dara como resultado la siguiente transformacion

z,() = x,(2) (3.55a)
z, ) =x,)+c;x,(t—=7)+k,z,(t) + v, () (3.55b)
v,(8)=x,)+ p,x,(t—7) (3.55¢)

Siguiendo el procedimiento explicado podemos tomar la derivada de la ecuacion
(3.55b) con respecto al tiempo, sobre las trayectorias de (3.54a)-(3.54b) obteniendo:

z,()=ax,(t)+a,x,(t)+c, x,(t—7)

+Coy X, (t=T) +Coy X, (£ = 2T) + C3, x, (1 — 2T) + v, (1) (3.56a)
v,() =v,(t)+ p,v,(t—T) (3.56b)
v, () =u(t)+ pu(t—1) (3.56¢)
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donde a, =a, =k, +1,¢c;, =ck, +2c, + p, +1,c), =k,p, + p, + P, +¢, ¥
¢ =(c, )2 +p,,cy, =¢, + p, . Entonces aplicando el control v, en la ecuacién (3.56a)
de la forma:

v, (1) = v;c -K,2Z,(1)
y calculando v,_ de la ecuacién z,(t) =0 como:
v (1) = —la,x, (0) + ayx, () + cL x, (t = T) + cLox, (8 — T) + 2 x, (8 = 27) + 2y x, (t = 27)]
obtenemos el sistema en lazo cerrado en las nuevas variables como

Z,(t) ==k;z,(t) + 2,(2) (3.57a)
Z,(t) =—k,z,(t) (3.57b)

con los valores propios deseados k, y k,. S1 p, <1y p, <1, entonces las condiciones

del teorema 3.2 se satisfacen, de aqui que la dinamica interna descrita por (3.55¢)-(3.56b)
es estable. Por lo tanto el controlador descrito por (3.55b),(3.55¢),(3.57a) y (3.57b)
estabiliza el sistema (3.53a)-(3.53b).

En las simulaciones escogemos primero uno de los valores (p,) fuera del circulo

unitario y el otro dentro (p, ), esto por lo tanto implicar4 que la dindmica en lazo cerrado

sea inestable, debido al teorema 3.2. Luego en la segunda simulacién se intercambian
estos valores, dando como resultado otra vez un sistema en lazo cerrado inestable. En la
ultima simulacion se presenta el caso en el que ambos valores estan dentro del circulo
unitario (es decir se satisfacen las condiciones del teorema 3.2) y la respuesta que se

obtiene en lazo cerrado es estable.
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3.4.1.1 Primera simulacion

Escogemos primero los parametros de la planta como ¢, =2,p =2,p, =05y

7 =0.5 y los parametros del controlador como k, =2 y k, =4. Con estos pardmetros la

condicion de estabilidad que se menciona en el teorema 3.2 no se satisface, ya que el
valor de p, se encuentra fuera del circulo unitario. Por lo tanto la dindmica del sistema

en lazo cerrado es inestable (ver Fig.3.1).

X 106
: : 5 i i 5 ]
0 E E i L A_A d b
: : | : N/ N
> E i | E : E
> : : : | ' :

R "1 e e mmm v s i Frmimnre s o e e S .
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B L i A — | I— - —  S— - E—— —
E ) N—— E—— —— . NE—— S | S— A— b
Al b _— ; : : : :

3 4 5 6 7 8 g
Tiempo (seg.)
Fig. 3.1
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3.4.1.2 Segunda simulacion

Para esta simulacion se escogen los pardmetros de la planta como ¢, =2,

p, =035, p, =2y 7=0.5. Los pardmetros del controlador son los mismos valores que

en la simulacion pasada, esto con el fin de poder comparar las respuestas de ambos
sistemas con un cambio en sus parametros. En este caso el valor de p, se encuentra

dentro del circulo unitario pero la condicién de estabilidad del teorema 3.2 no se satisface
debido al valor de p, que se encuentra fuera. De esta manera se obtiene que la dinamica

del sistema en lazo cerrado es nuevamente inestable (ver Fig.3.2).
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Fig. 3.2
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3.4.1.3 Tercera simulacion

En esta altima simulacion se escogen los parametros de la planta como ¢, =2,
p, =05, p,=0.5y 7=0.5. De igual manera se dejan los mismos pardmetros del

controlador. Para este caso debido a que los valores de p, y p, son menores a la unidad,

las condiciones de estabilidad del teorema 3.2 se satisfacen. Por esta razén la dindmica en
lazo cerrado del sistema es estable (ver Fig. 3.3).

0 2 4 5 8 10

|
Tiempo (sey.)

Fig.3.3
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3.4.2 Ejemplo para el caso S2

Consideremos el sistema de 3" orden

X, () =x,(t)+x,(t—=7T)+u, () +0.5u,(t - 7) (3.58a)
X, () =x,8)+x,(t-T)+x,(t)+x,(t—7T)+u,(t)+0.5u,(t —7) (3.58b)
x,(#)=x,(t)+u, (t)+0.5u (t—-17) (3.58¢)

que en forma matricial se puede presentar como:

x(t)=Ax(t)+Cx(t —7)+ Bu(t) + Du(t —7) (3.59)

donde n=3,m=2y

0 10 0 1 0 0 1 0 05
A=|1 0 13C=(0 1 1}B=|1 O3;D=|05 O
0 0 1 0 0 O 0 1 0 05

Aqui tenemos que rangoB =m como en el caso de la estructura S1. Por lo tanto las
condiciones para este caso son:

Paso 1.

All. rangoB =m =2
Al2. Existe una matriz

05 O
I, = R =
0 05
tal que
D = BII, .

Ahora particionemos el estado de la forma
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y las matrices B y D como:

0 1 0 05

B=[B”]= 1 0 D=[D‘2]= 05 0
BI , Dl

0 1 0 05

donde x,,(t)€ R"" , % (1)e R™™*

Ahora podemos aplicar la siguiente transformacion que de describié en la seccién 3.2
como

x"(t) = Mx(t)
donde

1 0 -1
M=|0 1 O
0 0 1

X0 =[x,¢0) x@]

para obtener la ecuacion

x"(t) = MAM ' x"(t) + MCM 7' x"(t = 7) + MBu(t) + MDu(t — 7) (3.60)
donde
0 1 -1 01 0 0 O 0 O
MAM™ =|l1 0 2|MCM*'=|0 1 1[MB=|1 OMD=|05 0O
0 0 1 0 0 O 0 1 0 05

Por lo tanto obtenemos la particion del sistema original en los dos subsistemas siguientes
que se describen como

x, (1) = A, x,(t)+C,,x,(t—7T)+ B,x,(t) + Dy x,(t = T) (3.61a)
% (1) = AL, X, (1) + A, x, (1) + Cpox, (t —T) + C, x, (t = T) + B, [u(®) + I u(t —7)]  3.61b)
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donde
’ 4 4 r 4 l
Ay =0,C, =0;B, = [1 “1]; D, = [1 0]; A, = 0

Ahora con el fin de obtener la forma controlable deseada, se procede con la
ecuacion superior (3.61a). Esta ecuacion tiene la estructura S2 ya que n, > n, . Entonces

las condiciones para este caso son:
Paso 2.

A21. Existe una matriz I, € R* tal que x,(¢) =, w,(¢). Para este caso escogemos

]
I, =[ 1] (3.62)

Sustituyendo (3.62) en (3.61a) se obtiene

X, () = Ezwl (1) + 5214’1 (1—17) (3.63)
donde B, =BT, =2y D,=D;T, =1.
A22. Existe una matriz I1, = 0.5 tal que

D, = §2H2

En este paso se detiene el procedimiento ya que n, = n—n, como se indico en la seccién
3.2. Por lo tanto la forma controlable por bloques deseada del sistema (3.58a)-(3.58¢) es

X, (t) =B, [w, () + 1w, (t - 7)] (3.64a)
%, (1) = A,x,(t)+ A, x, (1) + C,, x,(t = 7) + B, [u(t) + T1,u(t — 7)] (3.64b)
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3.4.2.1 Diseno del control por bloques

En este punto es mejor renombrar los bloque de (3.64a)-(3.64b) como

X, (1) = By, (1); v, () = w, (1) + IT,w, (1 — 7) (3.653)
%,(t) = Ay x, () + Ay x, (1) + Cpyx, (= T) + Byv, (8);v, (1) =u(@®) + TLu(t —7)  (3.65b)

donde

Entonces se procede con la estrategia de control paso a paso que fue explicada en este
capitulo.

Paso 1 . Seleccionemos la entrada de control virtual v, (f)en (3.65a) como

v(t)=v, ()+ B[ z,()+E, z,@)] (3.66)

donde z, = x, y z, € R” son las nuevas variables.
Si A, ==2 y se calcula v, de (3.65a) como v,. =0, se puede obtener la transformacion

entre x,(#)y z,(t) como se explicé en la seccion 3.2 de la forma:

1/4 -1/4

X, (I—7 .
_1/4 1/4]2( ) (3.67)

|
Z,() = |:_ l]x, (1)+ x,(I) +[

56



Control por bloques

Paso 2. Tomando la derivada de (3.67) sobre las trayectorias de (3.65a) y (3.65b)
obtenemos la siguiente ecuacion

_ ] 1 1 1/4 3/2 3/4
zz(r)=|: ]x,(:)+[ :|x2(t)+[ ]x,(t—-'r)+[ ]xz(t—r)

0 -1 2 -1/4 -1/2 1/4
1/4 1/4 3/4 -1/4 1/8 -1/8
+ X, (t—=27)+u(t)+ u(t—17)+ u(t—-27).
-1/4 -1/4 -1/4 3/4 -1/8 1/8

Ahora s1 escogemos

y siguiendo el procedimiento explicado en la secciéon 3.2, podemos encontrar la entrada
de control que estabiliza el sistema (3.65a) y (3.65b) como:

[-3/4 1/4] [—1/8 1/3] [—4] [—4 —1]
u(t) = u(t—17)+ u(t—27)+ x, (1) + x, (1)

1/4 -3/4 1/8 —-1/8 6 1 -8
-1/4 -9/4 0 -1/4 -1/4
+- + x,(t—17)+ x,(1—21).
1/4 2 -7/4 1/4 1/4
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Para este ejemplo solo se realizaron simulaciones del estado y del control, donde

las condiciones del teorema 3.2 se satistacen. Por lo tanto se obtiene una dinimica en

3.4.2.2 Simulaciones

lazo cerrado estable. (Ver Fig. 5), para dinamica de los estados y (Fig. 6) para el control.
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Capitulo 4

Observador por modos deslizantes

4.1 Introduccion

En el capitulo 3 se obtuvo la ecuacién de la entrada de control por medio de una
retroalimentacion de estado donde se supuso que todas las variables de estado estaban
disponibles para ser medidas o retroalimentadas. Esta suposicion puede no ser cierta en la
practica , ya sea por que las variables de estado no son accesibles para una conexidn
directa o por que los sensores o transductores para estas variables no estan disponibles en
el mercado o son muy caros. En este caso para poder aplicar la retroalimentacion de
estado es necesario disefiar un sistema dinamico llamado “observador de estado” , de
manera que se puedan estimar todos los componentes del vector de estado de la planta

utilizando solo la parte del sistema que se puede medir.

En este capitulo de describe de forma breve en la seccion 4.2 el disefio del
observador lineal para sistemas lineales sin retardo [25].

En la seccidn 4.3 se presenta el disefio de observadores por medio de la técnica de

alta ganancia [24]. Aqui se describe la forma en que se puede estructurar un observador
por alta ganancia para sistemas lineales con retardo, asi como la obtencidn de las entradas

de dicho observador.

En la seccion 4.4 también se presenta el desarrollo de un observador. Esta vez se
utiliza la t€cnica de modos deslizantes [27].

La idea principal de este capitulo es mostrar que puede ser posible aplicar la
técnica de modos deslizantes en el disenio de observadores para sistemas lineales con

retardo.
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4.2 Observador lineal

Consideremos el sistema lineal invariante en el tiempo

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) 4.1)
y(t) = Cx(t)

donde A,By C son matrices conocidas y la entrada u(t)y la salida y(z)estan disponibles.

De [25] se sabe que es posible copiar los parametros del sistema (4.1) con el fin de
construir un observador lineal, el cual se presenta como:

(1) = Ax(t)+ Bu(t)+ L|y(t)- Cx(t)] (4.2)
que puede ser modificado como:
2(t)=(A-LC)%(t)+ Bu(t)+ Ly(r) (4.3)

Definamos el error de observacion entre el vector de estado del sistema x(¢) y el
vector de estado del observador (¢)como

e(t) = x(t)— x(z) (4.4)

Diferenciando la ecuacion (4.4) con respecto al tiempo y sustituyendo las ecuaciones
(4.2) y (4.3) obtenemos:

é(t)=(A—-LC)elt) 4.5)

la ecuacién (4.5) es llamada ecuacién de la dindmica del error entre x(t)y x(z).

Si todos los valores propios de (A — LC)pueden ser asignados arbitrariamente,
entonces se puede controlar la velocidad con la que e(t) tiende a cero o equivalentemente
la velocidad con que () alcanza al estado actual x(¢). Por ejemplo si todos los valores
propios de (A — LC) tienen parte real negativa menor que — 0 , entonces todas las
componentes de e(t) tenderdn a cero con dindmica mds rdpida que e . Por esto aunque

exista un error significativo entre x(t,)y x(t, )en el tiempo inicial 7, el estado estimado

tendera al estado real muy rdpido. De esta manera no es necesario calcular el estado
inicial en la ecuacion de estado original.
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Si un observador va a ser usado en una retroalimentacién de estado, entonces los
valores propios del estimador u observador deben ser més rapidos que los valores propios
deseados del sistema en lazo cerrado.

Para poder usar la técnica de observadores es conveniente tomar en cuanta el
siguiente teorema cuya prueba se encuentra en [25].

TEOREMA 4.1

Considere el par (A,C) del sistema (4.1). Todos los valores propios de (A—LC)

pueden ser asignados de forma arbitraria seleccionando un valor apropiado de L siy
solo si (A,C) es observable.

4.3 Observador de alta ganancia

En la practica cominmente los sistemas dinamicos son descritos por ecuaciones
de estado que se encuentran en la forma controlable por bloques. Ademas en muchos de

ellos el vector de salida y(t) coincide con el vector x,(t). Por lo tanto en el disefio del
observador podemos suponer que

)’(t)=x1(t)

La idea fundamental de este diseno es transformar un sistema lineal € invariante
en el tiempo con retardo que tiene una forma general en un sistema equivalente que se
encuentre en la forma controlable por bloques, de igual manera como se explicé en al
capitulo 3. Cuando se logra realizar esta transformacion, es posible aplicar el
procedimiento de disefio de la ley de control utilizando la técnica de control por bloques,
descrito en el mismo capitulo. Esto se realiza con el fin de obtener el sistema deseado en

lazo cerrado en las nuevas variables [zl (t), -,z (t)] Después el diseno del observador de

alta ganancia se aplica a este nuevo sistema transformado. El método se describe a
continuacion.

Supongamos que tenemos €l sistema lineal e invariante en el tiempo con retardo
x(t) = Ax(t)+ Cx(t —7)+ Bu(t) + Du(t — 7) (4.6)

donde xe R",ue R y AB,C y D son matrices de dimensiones apropiadas.
x(t) =), Vte [t,—17,t,],t, 2 0,¢(t) es la funcion inicial del sistema (4.6), que debe ser
continua.
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Aplicando el procedimiento de descomposicion sobre el sistema (4.6), como se
explic6 en el capitulo anterior, podemos obtener la siguiente forma controlable por
bloques:

x()=Ax,@)+Cx,(t—7)+ Bv,(2),v,(t) =[x,(1)+1]1,x,(t —7)] (4.7a)

x)=Ax@®)+Cx.(t—7)+Byv,(1),v,(t) =[x,,(®)+1l.x,,,(t-7))i=2,..,r—1 (4.7b)

x()=AX@®)+Cx.(t—7)+B v, (t),v,(t) =[u@)+I1u(t-17)] (4.7¢)
donde s =[x k) s X =X o] - x,2RY,

"
rangoB. =n,, 1=1---,r y Enj,.:n.
-

Teniendo la forma controlable por bloques (4.7a)-(4.7c), se puede aplicar el
procedimiento de disefio de la ley de control, aplicando la técnica de control a bloques,
como se explico en el capitulo anterior. El sistema transformado en las nuevas variables

(z,(2),---,z,(¢)) , que se obtiene en el (r—1)" paso del procedimiento tiene la forma:

4, (1) =Nz, (1) + 2,(1) (4.8a)
zM=Az,()+z,,@),i=2,---,r—1 (4.8b)
z,(t) = Z[Zk,jzj(t)+61cl,jzj(t_r)+'”+E-"-kjijzj (- ”')]
j=1
+) [Em.u(t)+ D, u(t—7)+---+ D} u(t- rT)] (4.8¢)
Jj=l

El observador de alta ganancia para el sistema (4.8a)-(4.8c) con entradas
@, , -+, @, puede ser propuesto como:

2.(0)=AZ,(0)+2,()+o (4.9a)
ZW)=Az)+z, O+ w,,i=2,-,r—1 (4.9b)

;=Y |4, ,2,0)+C z,(t-7)+--+Ck 2, (t-r7)

J=1

+) [ﬁk,}.u(z‘)+ D, ult—7)+---+ D/ u(t- rr)]+ W, (4.9¢)
=1
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El error de estimacion, definido como e(t)=[.el (£),-+-,e, (t)] donde e, (t)=1z(t)-2.(t)
para (i =1,---,r), tiene el siguiente comportamiento dindmico

e (t)=Aelt)+e,(t)-o, (4.10a)

e(t)=ANelt)+e, (t)-w,i=2,,r-1 (4.10b)

e,(t)=YW, e;(t)+Y, e, (t—-7)++Y} e;(t-r7)-0, (4.10c)
=1

donde las sefiales de entrada @,,---,@, se tienen que seleccionar, de tal manera que el

sistema (4.10a)-(4.10c), sea asintoticamente estable. Una forma conveniente de obtener
estas sefales, es explicada a continuacidn.

4.3.1 Obtencion de las seiales de entrada del observador @,,---,®, .

r

La obtencion de las senales de entrada del observador de alta ganancia, asi como
la demostracién que las senales seleccionadas estabilizan al sistema (4.10a)-(4.10c), se
obtienen a partir del siguiente teorema:

TEOREMA 4.2
Si las ganancias @,,---,@, se escogen de forma recurrente como
o, =le,(t) (4.11a)
o, =kv,, v, =0, 1r(i = 2&”'!’“) (4.11b)

|
r

Ademas s1 [, >0 y [. = o para (i ---,r), entonces el sistema (4.10a)-(4.10c) es

asintoticamente estable.

Prueba:

La prueba serd realizada paso a paso. Cabe mencionar que esta prueba es similar a
la que se encuentra en [23] para observadores por alta ganancia para sistemas sin retardo
En el primer paso escribamos el primer bloque (4.10a) con entrada (4.11a) como

él(t)=Ale](t)+€2(t)_llel(t) (4.12)
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ya que la matriz deseada A, es constante, se puede usar el resultado del teorema (2.2)
con el fin de asegurar que para cualquier 7 > Oes verdad la siguiente expresién:

lime, (£)=0 y lim(/,e,(t)) = e,(t) 6 limw, = e, () (4.13)

con [, — oo.

Esto significa que tenemos la informacién acerca de e,(t), la cual puede ser

utilizada en el siguiente paso. En el segundo paso, el siguiente bloque de (4.10b), con
entrada (4.11b) con i=2 y tomando en cuenta (4.13) para cualquier ¢ >0 puede ser

escrito como:
e, (t)=Ae,(t)+e,(t)-Le,(t) (4.14)
donde la siguiente expresion tambi€n es verdadera
lime, (t)=0y limw, = lim(l,(lim(l,e, (¢)))) = e,(¢) (4.15)
con [,,l, — oo lo cual implica que [, — oo,[, —> oo

Este doble limite significa que para cualquier incremento de la ganancia /,, dado
W, —&, (t]| < £, silempre que

un £, >0, existe un valor /, tal que “lzlle, (t)—e, (t]‘ <E, 0 |
L >,

Este movimiento rdpido parcial nos da la informacién del vector e,(t), la cual
puede ser utilizada en el siguiente bloque y asi, sucesivamente.

Como la estructura de los bloques restantes de (4.10b) con las matrices deseadas
constantes A, para i = 2,---,r —2 tienen la siguiente forma, similar a (4.12) y (4.14):

e, (t)= Ae, (t)+ei+l (t)“lief (t) (4.16)

mo

De esta manera en el (r—1)" paso del procedimiento, el bloque (4.10c) con el

vector de estado e, (#) puede ser representado para cualquier ¢ > 0como

| I Rl k.j"J

é,(1)= Z[Wk.jej (1)+Y, e, (t—7)+-+YE e, (t=rT)|~ 1L e, (1) (4.17)
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De los pasos anteriores se obtuvo que e, >0 y ademds @, — /e, para
i =1,---r—1, entonces la ecuacién (4.17) se puede reducir a la siguiente expresion:

e, (t)=W, e (t)+Y e (t—1)++Y e (t—r7)-1e,(t) (4.18)

k.r=r k.,r=r k.,r=r
que aplicando la misma técnica que en los bloques anteriores podemos obtener
lime, (t)=0y liml e =lim(l ---(lim(l e (t))=0 (4.19)

De esta manera queda demostrado que el sistema (4.10a)-(4.10c) es asintOticamente
estable.

4.4 Observador por modos deslizantes

Después de obtener la forma controlable por bloques del sistema (4.6) y aplicarle
el procedimiento de diseiio de la ley de control, utilizando la técnica de control por

bloques explicada en el capitulo 3, en el (r—1)" paso del procedimiento, podemos

obtener un sistema transformado similar a (4.8a)-(4.8c). S1 proponemos un observador
similar a (4.9a)-(4.9¢c), el comportamiento dinamico del error de observacion, tiene una

forma similar a (4.10a)-(4.10c¢).

Para este caso las senales de entrada del observador w,,---,w_ se escogen de la
siguiente manera:

W, = MlSign(Zl (t)_' Z, (t)) (4.20a)
@; = MfSign(ﬂi (t)) : yfﬂi +f, =0, , (i - 21'”1") (4.20b)

donde ¥, B,. +p. =w,_, ,i=2,---,r son filtros de primer orden con constantes de tiempo

Y-
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Por lo que ahora la dinamica del error se puede presentar como:

2 (t)=A131 (I)"'ez( ) M Sign(el( )) (4.21a)
é(1)=Ae,(t)+e.,(1)- M sign(B,(t)), i=2,-,r-1 (4.21b)

(1) Z e ()+Y, e (t-7)+ -+ Y} e, (t—rt)-M sign(B.(t)) @21c)

donde las . para (i =2,-+-,r) son las salidas de los filtros de primer orden. Estos filtros

se utilizan en cada bloque de forma descendente, es decir , la entrada del bloque superior,
tiene que pasar por uno de estos filtros, antes de utilizar esta informacion en el bloque
siguiente. Con estos filtros se evita tener términos altamente no lineales (por

ejemplo: sign(sign(e, (¢))).). Ademds con estos filtros es posible llevar a la practica este
tipo de observadores.

Por otro lado, para condiciones iniciales acotadas en el sistema (4.21a)-(4.21¢c) y
tomando en cuenta el conjunto de numeros finitos M, ,---,M _, existe otro nimero finito

(M,) tal que, después de un intervalo de tiempo finito, los modos deslizantes ocurren en

la variedad ¢,(t)=0, ya que cada componente de e, (¢) y su derivada con respecto al
tiempo son de signos contrarios [24].

Ahora de acuerdo al mé€todo de control equivalente, explicado en el capitulo 2,la
solucién de ¢,(t)=0 con ¢, (t)=0 es:

(@,),, =(M,sign(e, (1))),, = e, (t) (4.22)

la cual debe ser sustituida en la ecuacion (4.21b) para encontrar la ecuacion de modos
deslizantes. Entonces la salida del filtro de primer orden f,(t) se iguala a la entrada de

control equivalente (@, )Eq

lim 3, (t)= (@ )ﬂ, =€2(t) y ez(t)= lim ﬂz(t)

Y2 _}0 Y2 —0

De forma similar, e,(t) puede ser encontrado del segundo bloque como
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Consecuentemente, los modos deslizantes ocurririn en cada bloque, lo cual
producir4 que todos los subvectores [e, (¢),--, e (1)) convergir4n a cero. Esto nos conduce

a concluir que el sistema (4.21a)-(4.21c) es asintOticamente estable si se escogen las
entradas @,,:--,®, como:

®, = M sign(z,(t)- 2,(t)) (4.23a)
W, = Mi‘gign(ﬁf (t)) s 7:'[”,' +8. =0, , (i = 2,'“,") (4.23b)

4.4.1 Casos especiales en el diseno del observador

En esta seccidon se tratard de explicar el disefio de un observador por modos
deslizantes para una planta especifica. La idea principal de este disefio de observador es
poder aplicarlo en el problema de estabilizacién de la relaciéon Gasolina-Aire en un motor
de ignicién con un solo pistdn, el cual, serd presentado en el siguiente capitulo. En este
disefio especial de observadores, se presentan dos casos diferentes para resolver el
problema.

Para esta planta en especial, se supone que se tienen solo dos bloques, los cuales
se encuentran en la forma controlable por bloques y sus dimensiones son: 77, =177, =1.

Supongamos que tenemos ¢l sistema

x,(t)=A,x (t)+C, x(t—7)+B,x,(t—7) (4.24)
x,(t)= A, x,(t)+C,x,(t —7)+ A,x,(t)+ B,u(t)+ D,u(t —7) (4.25a)
y(t) = x,(1) (4.25b)

donde A,B,C y D son matrices de dimensiones apropiadas.

La caracteristica principal de esta planta, es que en el primer bloque no se
encuentra la informacién del estado x,(t) en el control virtual. Es por esta razén que el

disefio del observador es diferente al explicado en la seccién anterior.
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El problema a resolver para esta planta es estabilizar la variable x,(z) del bloque
dos, donde se supone que solo se puede medir la variable x,(f) del primer bloque. Es

decir que tenemos la salida y, (¢)= x,(t) que puede ser medida, pero tenemos la salida

y (t)=x,(t) que es la que se quiere controlar. Por lo tanto es necesario disefiar un

observador para el sistema (4.23)-(4.24), con el fin de obtener informacién del bloque
x,(¢) para poder utilizarla al aplicar la ley de control.

4.4.2 Estrategia de Control y diseno del observador

Consideremos el segundo bloque:

X, (8)=Aux,(t)+Crx,t—-1T)+ A, x,(t)+ B, v(t)
v(t) =u(t)+11,,u(t—1) (4.25¢)
D,, = B,l1,

Ahora s1 elegimos el control v(¢) como:

v(t) =v, (1) + Ax, (1) (4.25d)

donde v, (¢) se calcula de la ecuacion:

%,#)=0 = v, () =—B;'|A,x, () + C,.x,(t = 7) + A, x, ()] (4.25¢)
Sustituyendo (4.25d) en (4.25¢) obtenemos la dinamica deseada:
x, () = Ax, (t)

Como se puede observar en la ecuacion del control es necesaria la informacién del
segundo bloque, por lo tanto se procede con el diseiio del observador.

El disefio del observador puede ser resuelto de dos formas diferentes, como se
describen a continuacion:
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a) Para este caso elegimos el observador para el sistema (4.24)-(4.25):

-i'l (1)= A, X, (t)'*' Cux (t—7)+ B, %, (t _7)+ L,sign[x] (1)-%, (t)]
%,(1)= A, %, (t)+ Cpy %, (t—7)+ A, %, (t)+ B, ut)+ D, ult - 7)+ L, B (4.26)
)’(I) = X, ()

donde f(t) es la salida de un filtro de primer orden con entrada v, = L,sign|x, (t)- %, (¢)).

Entonces la dinamica del error para este caso esta descrita por:

2 (’) = A€ (t)+Cllel (t -T)+ B,e, (t“f)—quign[el (t)]
e t) = Ay e (t)"' Ce (t = 7)"' Aype, (t)"' Cpe, (t — T)"'Lzﬁ (4.27)

1B(t)=-p(t)+v,

donde ¥ es la constante de tiempo del filtro de primer orden.

Se elegimos la ganancia L, > A,e,(?) + C,,¢e,(t—7) +|B,,e,(t —7)| en la primer ecuacién

de (4.27), aseguramos que los modos deslizantes ocurren en la superficie
e, =0
Entonces podemos obtener la informacion:
L, sign[e, ®)]= B.e,(t—7)

Por la propiedad de estabilidad del filtro que se utiliza, obtenemos que su salida llega al
valor de: (1) = B,,e, (t —7) . Sustituyendo esta informacion del filtro en el bloque dos del

error, podemos obtener la siguiente ecuacion:

e,(t)=A,e,(t)~L,B,e,(t—7) (4.28)
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En [33] se encuentra el resultado acerca de la estabilidad del sistema (4.28). En
t€rminos generales dice: Si1la matriz A,, es estable y todas las raices A ;de la ecuacion:

(4.29)

det[Mn - L,B,, — Al ]
- /1#1 Mzz - L, B,

se encuentran dentro del circulo unitario para cualquier nimero real 4 >0, entonces el
sistema (4.28) es estable para cualquier retardo 7 2 0.

Ahora si sustituimos los estados del observador en la ley de control, es decir si hacemos
x =X+ e en la ecuacion (4.25d) obtenemos:

v(t)=-B; A, [% +e |+ C, |2, t-1)+e,t-7)|+ A%, +e,}+ Alx, +¢,]  ©4.30)

S1 elegimos la ganancia L, para hacer estable la dinamica del error es decir s1 hacemos
que: e >0 = e(t—7) > 0 , obtenemos la ley de control con los estados del observador

de la siguiente manera:

v(t) =-B;M{A, %,(t)+ C, [, (1 - 7)|+ A, %, (1) }+ A%, () 4.31)

y con esta entrada de control podemos estabilizar el sistema (4.24)-(4.25).

b) Para este segundo caso, se usa el mismo disenio del observador (4.26)-(4.27). Por lo
tanto tenemos €l mismo comportamiento dinamico del error descrito por:

2 (t) = A€ (t)"' Ce (t _T)"' B, e, (t = 7)_ l'ISign[el (t)] (4.32)
e,(t)= Aye,(t)+Ce,(t —T)+ Ape, (t)+ Cpe,(t—7)- L, f (4.33)

La diferencia fundamental entre este caso y el caso (a), es escoger la funcidn

f= Sign[€2 (t)] :

El problema al hacer esta seleccién, es que la informacién de e,(t) no estd

disponible. Esta informacion puede ser obtenida de la ecuacion (4.32) como se explica
enseguida:

Primero se obtiene la informacién de, e, (t—z') de la ecuacién (4.32), cuando
ocurren los modos deslizantes:

B, e, (t _T) = 11353"[31 (t)]
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Con esta informacién y con la informacién del segundo bloque del observador
x,(¢), se puede encontrar que:

%, _T)=i'z(t"7)+ez(t"7)

Ahora s1 escribimos la solucion en forma integral, [27], de la ecuacién (4.25) como:

e |B,,u(t - v)+ Dy u(t—7-v)+ Ay x,(t—v)+Cpx,(t —7- v)ldv

x,(t)=e*x,(t—7)+ J'O

y usando la informacién de x,(t —7) en esta solucién, obtenemos la informacién de

X; (t). Con esta informacién y con la informacién correspondiente del observador
podemos obtener la informacion del error:

ez(t)=x2(t)_iz(t)

Teniendo la informacién de, e, (t), podemos utilizar las entradas del observador

Llsign[e, (t)] y Lz.s'i;gl"z[e2 (t)] de manera independiente y estabilizar la dinamica del error,

de la misma manera que se explicé en la seccién del disefio de observador por modos
deslizantes.

Cabe senalar que este ultimo caso es computacionalmente complejo y que es
necesario guardar informacion en el controlador para un intervalo de tiempo [t,t — 1'] para

ser utilizada en cada instante durante toda la dinamica del controlador en lazo cerrado.

4.5 Ejemplo

Consideremos el siguiente sistema lineal e invariante en el tiempo con retardo en
el control y en el estado, el cual se encuentra en la forma controlable por bloques

x(t)=x(t)+x(t=7)+x,(t)+ax,(t—7) (4.34)
%,t)=xt)+x(t=7)+x,(t)+ x,(t =)+ u(t)+ bu(t — 7) (4.35)

71



Observador por modos deslizantes

Podemos aplicar el procedimiento de disefio de la ley de control utilizando el
método de control por bloques explicado en el capitulo 3, con el fin de estabilizarlo.

Después de aplicar este método en el (r — 1)""’ se obtiene el siguiente sistema en
las nuevas variables, (z, (L), (t)):

(t) A4z, 1)+ 2, (1) (4.36)
2,(t)=c,z,(t)+c,z,(t =7)+ c,z,(t = 27)+ ¢, 2, (¢)
+csz,(t—7)+ult)+ cqult = 7)+ c,ult — 27) (4.37)

donde C, =]+ﬂ1—(ﬂ1)2, cz=2,1| +a-—1, c3=a—1, C4=2—/1|, Cs — 5748 cﬁ=a+b ¥
¢, =ab y x(t)=2(t)

Si se escoge la entrada de control u(t) como

u(t)=—cult —7)—cult —27)—c,z,(t)-c,z,(t = 7)
—CsZs (t — 21') ~Cils (z‘)— Cs2, (t — ’r)+ /'Lzzf,2 (t) (4.38)

donde A, y A, son los valores propios deseados.

De esta forma se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado en las nuevas variables

(z,(®), .2, (2)):

(t) ﬂlzl(t)'l'zz()
2,(t)=2,2,(t)

Con el fin de obtener la informacion de los estados para generar la entrada de
control (4.38) se diseia el siguiente observador para el sistema (4.36),(4.37) como

2,(6)= 42,(t)+ 2, () + 1, sign|z, () - 2, (¢)] (4.39)
212(1') ¢, (I)+CZZ1(I_T)+C3ZI( _27)+C422(t)
+C.Z, (t‘-—'t')+u(1‘)+c6 ( )+c7ut 21‘)+lzsign(ﬂ) (4.40)
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El filtro de primer orden del primer bloque y la primer entrada del observador se
escogen de manera similar a la explicada en la seccién 4.4 como:

Ble)=—-Ble)+ v, v, =1 signz, (-2, (4.41)
= M sign|z,(t)- Z,(r)] (442)

Entonces el error de estimacién e(t) tiene el siguiente comportamiento dindmico

e (t)=Ae(t)+e,(t)-v, (4.43)
é,(t)=c,e,(t)+ CZel (¢t —7)+cie,(1-27)+coe, (t) (4.44)

+cee,(t—7)-1 s:gn[ﬂ( ]

Seleccionando las entradas al observador, de igual manera que fue explicado en la
secciOn pasada, se puede decir que:

Cuando e(t)— 0, se tiene que 3.(t)— z,(t) para (i=1,---,r) y la entrada de
control se puede aplicar con las variables estimadas como:

u(t)=—cqult —7)—cult -27)-c,2, (t)-c,2,(t-7)
- 632 (t_27)_6422(1)_6522(1‘_7)"'lzzz(t) (4.45)
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4.5.1 Simulaciones

_2, 27=_4:

[, =5,l,=100,a=0.5, b=05,7=05y, y=0.01. Con estos valores obtenemos que

4
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La dindmica de los errores de observacién e, (t)y e, (t) se presentan en la Fig. 4.3:
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Control de la mezcla Gasolina-Aire en un motor de inyeccion electronica

Capitulo 5

Control de 1a mezcla Gasolina-Aire en
un motor de inyeccion electronica

5.1 Introduccion

La estructura del capitulo es como sigue: En la secciéon 5.2 se enuncian algunas

definiciones importantes que seran usadas en el capitulo.
En la seccion 5.3 se justifica la importancia de controlar el sistema de inyeccion electronica

de gasolina. Se describen los contaminantes mas importantes que se producen en los
motores de combustion interna a gasolina actuales.

En la seccion 5.4 se presenta el modelado matematico de las principales dinamicas que se
presentan en el sistema de inyeccion a gasolina [20]. En la seccion 5.5 se presenta el
desarrollo de la ley de control con el fin de llevar la relacion gasolina-aire al valor
adecuado para la combustion. Luego en la seccion 5.6 se presenta el diseno del observador
que serd aplicado en la estabilizacion de la planta. El observador a utilizar es semejante al
que se menciond en el caso especial del observador por modos deslizantes. Por ultimo en la
seccidon 5.7 se presentan las simulaciones correspondientes con el fin de visualizar la

respuesta del sistema después de aplicar la ley de control.

El objetivo del capitulo es:

Controlar la relacion gasolina-aire en un sistema de inyeccion electronica de
gasolina de un motor de combustion interna con un solo piston, simplificando el modelo
original del sistema con el fin de aplicar la técnica de control propuesta en el capitulo 3 y

la de diserio de observadores del capitulo 4
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Control de la mezcla Gasolina-Aire en un motor de inyeccion electronica

5.2 Definiciones
*Relaciones Aire-Gasolina y Gasolina-Aire:

Se definen como las relaciones de los flujos masicos de estos compuestos en una
mezcla.

Relacién Aire/Gasolina (A/G)=

Relacién Gasolina/Aire (G/A)=

s‘s-hs

Donde : m, Es el flujo masico de aire.

m, Es el flujo masico de gasolina.

Para un motor de ignicidon convencional a gasolina, el valor de estas relaciones varian entre
losrangos 12<A/G <18 y 0.056<G/A<0.883.

*Punto estequiométrico en la combustion:

Es el valor quimicamente correcto de las proporciones de gasolina y aire para una
combustion completa, es decir que en la proporcidon de estos compuestos, existe suficiente
oxigeno para convertir el combustible en productos completamente oxidados. Ver[29].

El punto estequiométrico para el caso de la relacion (A/ G) en un motor de

combustion 1nterna, se considera ideal para los valores de 14.7Kg de aire por 1Kg. de
gasolina, es decir:

(A/G). =14.7
*Factor de exceso de aire (A):

La relacidn aire-gasolina es cominmente descrita en t€érminos de un factor de
exceso de aire en la mezcla durante la combustion. Este factor se conoce como lambda (4).

A indica la desviacion entre la relacion actual de aire-gasolina con respecto a la relacién
1deal requerida

2= Cantidad - de - aire acmal
Cantidad - ideal (14.7 para gasolina)

En el punto estequiométrico: A =1.
En una mezcla con exceso de aire: A > 1
En una mezcla con deficiencia de aire: A <1.

Lambda se obtiene al normalizar la relacién (A/G) actual con la relacién (A/G)_ en el

punto estequiométrico. Por esta raz6n el valor 6ptimo o ideal para 4 es la unidad.
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Control de la mezcla Gasolina-Aire en un motor de inyeccion electronica

En el disefio de controladores para los sistemas de inyeccidon de gasolina se usa el reciproco
de A llamado ¢ estoes ¢ = A~ .Esto con el fin de controlar la cantidad de gasolina que se

inyecta al sistema en lugar de la cantidad de aire, ya que esta es la forma comun de control
en los automoviles de nuestros dias.

5.3 Importancia del control del sistema de inyeccion y las emisiones de
escape

Las emisiones de escape en un motor de gasolina, son los contaminantes que se
generan en el proceso de combustién cuando la mezcla (A/G) no se encuentra dentro de

un rango establecido, digamos +0.05 del valor estequiométrico de la mezcla 1deal.
En los motores de ignicidon de nuestros dias, se usa un dispositivo llamado
catalizador para reducir las emisiones de los tres principales contaminantes: Hidrocarburos

no quemados (C_H, ), monéxido de carbono (CO) y é6xidos de nitrégeno (NO.). Pero

este dispositivo necesita que el motor esté operando cerca del punto estequiométrico para
fin de obtener una eficiencia de conversion del 80%. Ver[28].

Por lo tanto el objetivo del control de inyeccidon electronica de gasolina, es
minimizar las emisiones de escape y el consumo de combustible. Este control de manera
simplificada y tomando en cuenta la Fig. 5.1 ,se realiza tomando las mediciones de oxigeno
en la salida del motor y la cantidad de aire entrando, con esta informacion el controlador

debe ser capaz de calcular la cantidad de gasolina necesaria para mantener a ¢ dentro un
rango especificado.

Multiple de
Sensor de Flujo caon Multiple de S q
masico de Aire Salida g; c:noc
Mezcla (A/G) Motor 8

U
Atre

Inyector de Gasolina

Fig 5.1
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La descripcion mas detallada de las dindmicas que intervienen en el sistema de
inyeccion electronica de gasolina, se explican a continuacion.

5.4 Modelado matematico

Las principales dinamicas en el sistema de inyeccion de gasolina de un motor de
ignicién, son: La dinamica del aire de entrada al motor, la dindmica de la gasolina
inyectada en el multiple de entrada, el retardo de ciclo debido a los cuatro tiempos del
motor y el retardo de transporte de la mezcla después de la combustion, para fluir desde la
valvula de escape hasta el sensor de oxigeno de los gases de escape [21] y ademads la

dinamica interna del sensor de oxigeno.

El modelo matematico del sistema de inyeccion de gasolina se obtiene a partir de las
siguientes dinamicas:

Flujo de aire en el multiple de entrada
Flujo de gasolina

Retardo de ciclo y retardo de transporte
Sensor de oxigeno

Inyector de gasolina

El analisis matematico que se presenta, asi como las variables que intervienen, se
realizan con respecto a la Fig. 5.2.

Senal del

conductor e —
Controlador

Salida

( I
I |
: Multiple de Multiple de :
! I
| |

Gases de Salida

Senales de control
—

posicion de la
mariposa

Sefales de sensores
- - =

Fig 5.2
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La entrada al sistema se supondrd que es el flujo de gasolina inyectada y como
salida la relacion estequiométrica medida por el sensor de oxigeno.

5.4.1 Flujo de aire en el miltiple de entrada

Se han usado varios modelos para describir la dindmica del flujo de aire en el
multiple de entrada, [30],[31]. Asumiendo que la presién dentro del miltiple de entrada es
uniforme y que la temperatura es constante, se puede obtener un modelo simple que
describe el vaciado y llenado del muiltiple de entrada. Este modelo esta basado en la
ecuacion de la continuidad del flujo de aire que entra y sale del multiple de entrada

dm

d:'"' = ’hﬂ.lh o mn.cyl (51)

donde m__ es la cantidad de masa de aire que se encuentra en el multiple de entrada, que

am

es la diferencia entre el flujo de aire que entra por la mariposa de entrada m,, y el flujo

que sale hacia el piston m, ;.

El modelo que describe al flujo de masa entrando al multiple de entrada puede ser
presentado como:

m,, = MAX -TC - PRI (5.2)

donde MAX es el maximo flujo de aire que puede entrar al multiple de entrada. Para este
modelo se obtiene de [32], que MAX =0.1843Kg/s. TC es la caracteristica normalizada

que presenta la mariposa en funcion del angulo a, que se describe como:

3.9)

TC = 1- cos(1.14459 O — 1.0600) para o < 79.46
: para & >79.46

La influencia que tiene la presién (PRI) del miiltiple de entrada sobre el flujo de
aire de entrada, es funcion de la presion en el multiple de entrada P, y de la presion

atmosférica P

amm ?

que se puede presentar COmo

PRI =1- 6{9{{: ]D (5.4)
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Por otra parte, la variacion del flujo masico de aire entrando al cilindro, puede ser
modelada como:

ma,cyf = Cl ' nv ' mﬂ,m N (55)

donde N es la velocidad del motor y ¢, es una constante del mismo que depende de la
construccion del motor y que viene dada por [32]:

_ Y
4 -V

C, (5.6)

donde, para el modelo que se tom6 como referencia, el valor del volumen del piston V, es

0.0038m’ y el volumen del multiple de entrada V_ es 0.0027m" . La eficiencia volumétrica

7, es una medida de la efectividad con la que se lleva a cabo el proceso de induccién de

aire del multiple de entrada al piston, definida como la variacion del flujo volumétrico de
aire que entra al multiple de entrada dividida por la variacion a la cual el volumen es
desplazado hacia el piston [32].

5.4.2 Flujo de gasolina

Investigaciones previas [29], concluyeron que la gasolina dispersada por el inyector
se mezcla con el flujo de aire de entrada y también arroja un porcentaje de esta sobre las
paredes del multiple de entrada. Para entender mejor este proceso de como, parte de la
gasolina entra directamente al piston en forma de vapor y como la parte restante entra como
liquido al multiple de entrada y tiene una dinamica de vaporizacion, tomemos en cuenta la

ig. 3.3:

Multiple de entrada
G(d +v) G{d +v) G(d +v) G Gasolina
—) G(d) A—} G(v) —AI f Capa de Gasolina liguida
A - g d Gasolina que cae a la capa

G(f) —_— - T - = — - e ) v Gasolina en vapor.

Fig. 5.3

Esquema para explicar como parte de la gasolina inyectada fluye
diréctamente hacia el piston y 1a parte restante pasa por una
dinamica de vaporizacion.
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El comportamiento de la capa de gasolina que se forma en el sistema de inyeccion
estd modelado en [29]. La gasolina inyectada entra a la capa, luego la gasolina sale de esta
capa en forma de vapor. La ecuacién que describe la variaciéon de la masa de gasolina con
respecto al tiempo en esta capa es:

m, =m w —m =xm . — " (5.7)

donde m, , es la masa de gasolina en la capa liquida, m , es el flujo de gasolina

£.pP
inyectada, que para este modelo es la entrada al sistema, x es la fraccion de gasolina que
entra en forma de liquido a la capa y 7, es la constante de tiempo del proceso de

,iny

vaporizacion.

El flujo de gasolina en forma de vapor que entra al cilindro m para mezclarse

g.cyl
con el aire de entrada, viene dada por la suma de la gasolina que entra directamente del

inyector en forma de vapor (1-x)m y de la parte que se evapora de la capa

1
— M Esto es:

T,

g.iny

- (t)=(1- -y (1)+ mi‘_" ) (5.8)
f

Teniendo los modelos matematicos de los flujos de aire y de gasolina entrando al
cilindro, se puede obtener la relacion gasolina-aire como:

¢' - ’hg.cy! (t)
ma,cyl (lL )
la cual normalizada al valor estequiomeétrico es:

9.(1)= [A ) s € (5.9)

G ma,cyl (t)

donde (é ] es la relacion estequiométrica ideal de aire-gasolina que es i1gual a 14.7.

G
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5.4.3 Retardo de ciclo y retardo de transporte

El retardo de ciclo es el tiempo que tarda la relacién estequiométrica ¢_(¢) en ir
desde el multiple de entrada del sistema hasta el multiple de salida.

La relacién estequiométrica en el multiple de salida se simboliza como ¢,(t). El

retardo de ciclo es entonces el retardo entre ¢ (t) y P, () que se puede modelar como:

¢,(t)=0.(-1,) (5.10)

En el caso de un motor multicilindro, existe una ¢, (¢) por cada cilindro.

Ademas del retardo de ciclo, existe un retardo entre la relacién estequiométrica en el

multiple de salida y cuando esta alcanza o llega al sensor de oxigeno, debido a que este
sensor esta ubicado a cierta distancia de la valvula de escape [21]. Este retardo esta

considerado dentro del modelo del sensor, del cual se hablara a continuacion.

5.4.4 Sensor de oxigeno

El sensor de oxigeno UEGO por sus siglas en inglés (Universal Exhaust Gas
Oxygen sensor), es modelado como un sistema de primer orden con retardo en la entrada y

con una constante de tiempo 7, como:

7,0, (t)=-9,)+¢,(-1,) (5.11)

donde ¢ (t) es la relacién estequiométrica medida por el sensor de oxigeno. Para completa

informacion sobre la construccion y funcionamiento de este tipo de sensores ver [28] y
[29].
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5.4.5 Inyector de gasolina

En el modelo del inyector de gasolina se toma en cuenta el tiempo que la valvula
esta cerrada (f,) y el tiempo de inyeccién, (¢, ), ademds existe una proporcionalidad entre

n

el flujo de gasolina inyectada (n’z b ) y el tiempo de apertura de la valvula de inyeccion

Jny
El modelo puede ser escrito como
ms-fny (t)= Kf (tin _to) (3.12)

donde K, es la constante de proporcionalidad.

5.4.6 Modelo completo

El modelo completo del sistema de inyeccién, puede ser representado en el
diagrama de bloques de la Fig. 5.4 como:

Proceso de gy (t) .
Vaporizacion f—l
AQ :
1/ g (
“HM=
S

Fig. 5.4
Diagrama a bloques del sistema de inyeccion de gasolina.

Si suponemos que 7 =7, +7, Yy que la dinamica del proceso de vaporizaciéon puede

ser simplificado por un retardo, es decir, que la parte de flujo de gasolina que entra como
liquido a la capa, sale de esta, en forma de vapor después de un tiempo digamos, 7 , se
obtiene un modelo simplificado que en diagrama a bloques se muestra en la Fig. 5.5
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Paa(O)o— * [ ¢ 4@

Proceso de g o
Vaporizacion

1 4,)
S

B (2) 1
7,85 +1

e

Dinamica
del Sensor

Fig. 5.5
Diagrama simplificado del sistema de inyeccion.

La representacion con ecuaciones diferenciales con retardo seria:

6. (6)=——0,(t)+.(t—7) 512

T T

€ €

6.(6)=——|a-xym,, () +xm,, (-7)] (5.13)

En este sistema la entrada del control es el flujo de gasolina inyectada directamente
en forma de vapor , mas la parte que entr6 como liquido y que después de 7 seg. entra al
cilindro como vapor. La variable a controlar es la relacion estequiométrica en el muiltiple de

entrada del motor ¢_(¢).La variable que se puede medir es la relacién estequiométrica en el

sensor de oxigeno ¢ (t). La condicién de estabilidad que se encontré en el capitulo 3 se

cumple para este sistema, ya que el valor de x es igual a 0.2, [20]. Las caracteristicas de
esta planta son similares a la descrita en la seccién 4.4.1. donde las dimensiones de cada
bloque es la unidad. Por lo tanto se disefiara la ley de control por medio de la técnica de
control por bloques descrita en el capitulo 3 y después se procedera con el disefio del
observador como en el caso especial de observadores de modos deslizantes del capitulo 4.
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5.5 Diseno de la ley de control

En el disenio de la ley de control se utiliza el método de control por bloques
explicado en el capitulo 3. Cabe mencionar que el sistema en lazo cerrado del control de la
mezcla de Gasolina-Aire, funciona para una velocidad especifica del motor, N . La variable

m, ., se mide constantemente y su valor a cada constante se considera una constante. Esta

sefial se obtiene del sensor de flujo de aire o del sensor de presién en el miltiple de entrada,
[21]. En los calculos de las simulaciones se usé una velocidad de N =1200 RPM que

corresponde a una cantidad de flujo de aire entrando al cilindro, m, _, = 0.55,[21].

a,cyl
Para este sistema el objetivo principal es regular la relacion gasolina-aire en el
miiltiple de admisién normalizada a su valor estequiométrico, ¢@_(¢), que idealmente es

c

1gual a 1. Por lo tanto en el problema de regulacién se desea que

¢.(t)=9,() (5.14)

donde ¢ (¢) es el valor deseado de regulacién, que para este caso en particular se desea que

tenga una valor constante igual a la unidad, ya que este es el punto estequiométrico donde
existe una combustiOn idealmente perfecta. El error de regulaciéon entre la variable a
controlar y la deseada se define como:

26(t)=90.(t)-0,(r) (5.15)

Tomando la derivada de (5.15) con respecto al tiempo sobre las trayectorias de (5.12) y
(5.13) se obtiene que:

z.¢ (t) = m 1 [(1 o ‘x)mg,iny (t)+ mg.iny (t o T)] (516)
a,cyl

Aplicando la técnica de control a bloques podemos proponer que

(1 o x)mg.fﬂy (t)+ xmg,iny (t o T) = ma,cylkzg" (t) (517)

De esta manera podemos obtener la dindmica deseada del error en lazo cerrado como:
Z (1) = kz, (7)

Por lo tanto nuestra ley de control que se necesita para llevar a cabo la regulacion es

X : ma.cyl k ma,cy! k
— (t—1)+ 0 (t)- 5.18
(l_x) mg,my( T) (l_x) ¢c( ) (l_x) ( )

mg Jiny (t) =

86



Control de la mezcla Gasolina-Aire en un motor de inyeccion electronica

De la ecuacion (5.18) podemos notar que en la ley de control necesitamos
informacién del estado ¢, (t) el cual no puede ser medido directamente. Por lo tanto la

ecuacion de la dindmica del sensor de oxigeno es usada en el disefio de un observador para
obtener esta informacion y usarla al aplicar el control. Esto se explica a continuacién.

5.6 Diseno del observador

En el disefio del observador con modos deslizantes para el sistema de inyeccion de
gasolina se usara el método explicado en el capitulo 4. En especifico la parte especial del
disefio del observador con modos deslizantes descrita en la seccidon 4.4.1 inciso (a).

Tenemos la planta como:

6.(0)=——0,0)+—¢.(-7) 5.19)

T T

€ €

6.(0)=——[a-xm, () +xn,, (t-7) (5.20)
- _

a,cyl

Proponemos el siguiente observador con modos deslizantes:

6,(0) == 6, 0)+ 6. (- 7)+Lsignlg, (1)~ 4, () 21

6.0)=—"[a=-xym_, (O)+xm,, (- 7)+1,B0) 522)

a,cyl

donde p(t) es la salida de un filtro de primer orden, como se describié en el capitulo 4.

Ahora para la obtencién de la dindmica del error de observacion definimos los
errores entre los estados de la planta y los correspondientes del observador como:

€ (t) =0, (t) = ém (t) (5.23a)
e,(1)=¢.(t)-9.() (5.23b)
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Tomando las derivadas de las ecuaciones (5.23a) y (5.23b) con respecto al tiempo
sobre las trayectorias de (5.19)-(5.20) se obtiene el comportamiento dindmico del error de
observacion como:

e, (t) = —— g (t)+ — iy (t — ‘r)— llsign[e, (t)] (5.24)
e,(t)=-1,p() (5.25)

donde, )ﬁ(t)= -Bt)+v y v=1 sign[e,(t)]. El parametro ¥ es la constante de tiempo del
filtro.

Ahora cuando /, tiende a infinito por el teorema 2.2 del capitulo 2, se tiene que

| signle, ()] = L] e,(t—17) (5.26)

€

Sustituyendo esta ultima ecuacion en (5.25) obtenemos

e,(t)= —i—zez (t—-17) (5.27)

€

S1 se escoge la ganancia /, de acuerdo a [9], la ecuacién (5.27) puede llegar a ser

asintoticamente estable. Por lo tanto, en la ley de control se puede utilizar la informacién
del observador quedando de la siguiente manera:

X : m oyl k 5 mﬂr"}’lk
— . Nt—-=T)+ l)— 5.28
(I_x)mg,.,.y( ) (l_x)cb,..() - (5.28)

mg Jany (t) =
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5.7 Resultados de simulacion

Para la simulacion se consideran los siguientes parametros tipicos de la planta y del
observador como, x=0.2, 7, =0.15, 7,=0.10, 7=7,+7,=05, k=-15, y=0.01,

[, =30 y [, =0.2. Los datos de la planta se obtuvieron de [20] Las simulaciones se

obtuvieron aplicando la ley de control por medio del observador al sistema original antes de
reducirlo.

A

El resultado de los estados ¢ (t) y ¢, () se presenta en la Fig. 5.6

1.2 P T 5 T T > 1 7
$ (0): : : : ! : : :
|- AR : : : : :
L 8 I-------I- S — Y ' i '
: : : : / : : : :
u.al- ----- A r------ y---—-- R R a- - R a=mmmaaa ST
: : : : : : : : :
] ] i ] i i i [ i
8 0.6 |----%- Fm————- r------ R p------ R S N N -————
3 : : : : : : : :
% 1 1 [ ! ) ] i i
¥ : . : : . : : '

] S N SRS SN NOUON. NS WO SRS WM NS S
0'2 ' i | ' ] ] ] ' )
0 1 2 3 4 < b 7 8 9 10
Tiempo (Seg.)
Fig. 5.6
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Los resultados de los estados ¢,_(t) y @ _(t) se muestran en la fig. 5.7

-
L B |

L [
|
1 2 ' ! | i ) | [ [
- T R R S — s essscnsnasbrsonssnsnssbssnnsssanlecscsssrnssssssesnasnshrsranssansdsansssnasslaneessss e

i | (] 1 ] [| i
L L ] ] ] [ | |
1 i [ ] [ ] i [ [ |
L] i (] (] i (] ]
L i (] i i [} (]
L i (] (] i [} ]
' 1 i (] I (] (]
1 ' i ] ] | [ [
i i | [ ] i | i
L ] i [ ] ] [ ] i
i ] ] i L] [ | [ ]
I I ] (] [} ] ]
i i i ] [} (] ]
i i i (] [} (] i
'IHH [ | ] i [ L]
0 3 [ 1 ] ] ] [ |
a ------------------------------------------- L e | T S = S === === == L |
I i i [ ¥
™ ] ] ] L
™ ' i ) [ i ]
i i i [ i i
1 ] ] ] i i
1 1 ] ] i ]
i [ ] ] i [} (]
0 6 L [ ] ] ] i [ |
s W M EEEEEEEEesSEEEssSETSS = h--".‘-‘---‘r ----------------- B - | e — ey  Er Fr I T T T T | r———
[ ] L] ] 1 |
] ] L ] [ | ]
(] [ ] ] i i i
I ] L] i ] ]
] (] i ] ]
i L] I ] ] ¥ ] ] i
L i i i ] (] (] i
# ] ] ¥ ] ] ]
04 --------- - b scsesssnnsaleocsnncscansuisesnssnsnnarikcsscssvansboessrsses d s s ssses=s== e e e = == =
i I b (] i (] (] ]
| 1 ] i 1 ] L] ] ]
1 | ] ] ] ]
) i ¥ ]
i i (] [ ]
i i 1 | ] ] 1] L] ]
(] I i i ] i [’ [l (]
L] L] L [ | i 1 I 1 ]
0_2 ------------------------------------------------------------------------ -‘ ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ ol
] (] [} i i ) [} (] (]
i i [ (] i i [} (] ¥
[l i i i (]
1 ¥ ] ] 1 |
| ¥ ] [ ]
i i i [ (]
i ] ] 1 1
0 | ] L | | | I

Tiempo (Seg.)
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Por ultimo los resultados de los errores entre los estados de la planta y del observador se
muestran en la fig. 5.8
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

Conclusiones:

e Se resolvio el problema de estabilizacion de una clase especial de sistemas lineales
Invariantes en el tiempo con retardo en el estado y en el control.

e Se desarrollaron procedimientos para la transformacion de estos sistemas a la forma
controlable por bloques y para generalizar la estrategia de control.

e Se establecieron condiciones en los parametros del sistema en la forma controlable
por bloques para tener estabilidad en el sistema en lazo cerrado.

e Se aplicé la técnica de modos deslizantes para el disefio de observadores para este
tipo de sistemas.

e Se aplicé la teoria desarrollada en este trabajo para resolver el problema de
estabilizacion de la relacion Gasolina-Aire en el sistema de inyeccion de un motor de

ignicion de un solo piston.
Ventajas:

e Usando la técnica de control por bloques el problema de estabilizacion se divide en
sub-problemas de menor complejidad.

e Se eliminan los retardos en el sistema a lazo cerrado y se pueden asignar los valores
propios de forma arbitraria.

e La técnica de modos deslizantes simplifica el disefio del observador y es posible
implementarlo con dispositivos electronicos.
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Trabajos futuros:

e Proponer otras estrategias de control para suavizar o eliminar las condiciones de
estabilidad que se encontraron.

e Generalizar estrategias de control para casos especiales de sistemas con retardo.

e Utilizar técnicas de prediccion en el disefio de observadores para los sistemas lineales
con retardo.

e Implementar en tiempo real el control de la relacion Gasolina-Aire en el sistema de
inyeccion electronica de gasolina para evaluar resultados con diferentes estrategias de

control.

e Tratar de generalizar los procedimientos de transformacién y control para sistemas no
lineales con retardo.
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Block Control of Linear Time Invariant Systems with Delay

Alexander G. Loukianov and Jaime Escoto Hernandez
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Abstract X, )=A,x, ()+C,x, (t-7)+B [x,_,(1)+P,x,_,(t-71)]

This paper applies the block control method to form a ’_"' y=A, ’_‘f I+ ff (t-1)+B,lx; () +Pix;, (1 =7)]
decomposed control law suitable for multivariable linear X, (1)=Ax,0)+C,x,(¢-7)+B,[u(?)+Pu(-17)]
time-delay systems. A Block Controllable Form 1s i=2,..r—1 (2)
introduced, and a non-singular transformation that reduces T
the system to this form, is proposed. Conditions of
stability of the closed-loop system are derived. rankB, =n., i =1,..,r . 2

where x=(x,,...,X,)", X; = (X;,...%;)’ x;eR", and

r

i—=n.

1 Introduction The procedure for transforming plant (1) to the form

(2) comprises r—1 steps. On the first step we introduce
the following assumptions

"I'he feedback s}abiliz.ation of timf.':-delay systems remains All) rankB=n=m.

is one of most interest problems in control. This problem

has been extensively studied and several controllers and A12) There is a matrix P, € R™™™ such that

stability criteria based on optimal control method [1] D =BP,

including H. and LMI approaches [2], have been Under these assumptions, a change of variables

proposed. The common feature of the referred works 1s I “‘BlzBl_l B

that their derivations are based on analysis of full order x =M;x, x'=M,=| " " ; B=|: 12 ]

system. [ 0 L, ol
In this paper, to stabilize linear time invariant systems transforms the system (1) into

with delayed state and input, we use the block control X, (1) = AX (1) + ChoXly (t — T) + Boyx, (1) + Diyx, (1 — 7)

principle which is fruitful and relatively simple, especially
when dealing with multivariable systems because the
control problem is decomposed into a number of simpler + B, [u(?) + Pu(r - 7))
suﬁb—problerﬁns of lower dimeqsions. In order to _achieive where X =(x,,%;)” x, e R". x,e R"™
this, a special state representation must be used which will
be referred to as the Block Controllable Form (or BC-
form), consisting of a set of controlled blocks. This
approach has successfully been employed for
decomposition and control of linear time systems [3]. lﬂ) - thersy;srem 5 : ;

Here, the possibility of applying the same method for X, (1) = ApXi (1) + CixXi (1 = ) + By [xp (1) + DXy (1 = 7)]
stabilization of linear delayed systems is investigated. X (1) = Ax(1)+C.x;(t—7)+B,[x;_; (1) + Px;_,(r — 7)]

X, (1) = Ajx, () + Cyx,(t — 7) + B,[u(®) + Pu(t - 7)],i = 2,...k -1
i=1,..,k—-1, obtained at the (k—1)"

il (1) = Alzx'z(t) + Cux'z(t -7)+A;x,(1)+C,x,(t —7)

Lemma: Let
1) The system (1) be controllable.

i1) Assumptions A11 and A12 hold.

2 BC-Form for Systems with Delay

with rankB; =n; ,

Consider a linear time-delay system described by the step of the transformation procedure, the following
following state equation conditions hold
xX(1)=Ax(t)+Cx(t—-7)+Bu(t)+Du(z—-7) (1) Akl) rankB, =n,=m.
where xe R" ue R™ x(t)=9(t) Vte(t,-1,t,], AK2) There is a matrix P, € R™™™ such that
@(t) is a continuous vector-valued initial function. D: =B, P,
The e;asential feature of the proposed method is the Then, there exists an integer r<n such that the
conversation of the system (1) to the BC-form consisting system (1) takes the form (2).

of r blocks:



3 Block Control Design

It is more conveniently to renumber the variables of (2) as
X; (1= A xl(t)+Clx,(t— 7)+B,v,(?)
X,(1)=Ax.(t)+Cx,(t—7)+B,v;(t), i=2,..,r—1 (3)
X,(t) = A, (1)+Cx,(t—7)+B,v, (1)

where v.(t)=x..,()+Px.,,(t—-7), i=1,...,r-1, and

v.(t)=u(@)+Pu(r—-1).
A control strategy can be designed for (3) considering

v, as a fictitious control vector in the i " block of (3).

This procedure is outlined in the following.
Step 1. Let the fictitious control v,(z) in (3) be chosen as

V() = v, (1) + Bf'[Klyl(r)+yz(t)] (4)
where y, =x,, y,€ R". K, is a Hurwitz matrix, and
is calculated from y,(z) =0 of the form

v,. (1) =B [Ax,(2) + Cx,(t — 7)] (5)
The transformed first block of (3) in new coordinates y,
and y, with input (4) and (5) has the desired form

(1) =Ky, (1) +y,(2) (6)
The algorithm (4)-(5) defines the transformation for y, ()
y,(t)=(A,—K)x,(#)+Cx,(t —1) +B,v,(¥) (7)
Step 2. Taking the derivative of (7), we have

vlc

.
¥2(0) =) [Ay x;(t)+Ch x;(t—7)+C} jx;(t = 20)]+ B,v}(2)

j=1
where B, =B.B, and v}(¢) = v,(t)+ B;'P,B,v,(t - 7).
As on the first step the fictitious control input v5(¢)

1s chosen similar to (4) and (5), namely
Vo () = Vi (1) + B3 [K,y, (1) + y3(2)] (8)
where y,e R™. K, is a Hurwitz matrix, and v}_(r)

again is calculated from y, (1) =0 as

2

v,.(1) = —B;'Z[Al X;(1)+Cy X (t—7)+C5 ;x;(t—27)]
j=1

Thus, equation for y, with (8) takes the same form of (6):

).’z(f) =K,y, () +y;,(t)
Then algorithm (8) gives the following transformation

y3=Z[A2.jxj(t)+C21 }(f ‘C)+C2}x1(t—2’t)]

j=1
V(1) = vo(t) + By'PB,v, (t —T), v,(t) = X;3(t) + Pox3(1 = 7)
This procedure can be performed iteratively obtaining on
the k"™ step, kK =3,..., r—1 the recursive transformation

yM:z [A“xj(r)+C“x (t=T1)+--+Cf x,(t— k1))

v () =vi(t)+B;. -B;'PB,---B,v:(t - 7)

2 = — . —_—
Vk (t) — Vi(t) +Bkll”.B;lP2B3“'Bk—lvi (I_T)u

Vi (1) = V(1) + E;lPk—-lﬁkvk (t-17),
Vi) =X (@) + P x, (1 - 7).
where P, is a Hurwitz matrix, and B y =B, -B,.

On the last step, the system (2) can be presented in the
new variables of the form

y ) =K.y.()+y,,, @), i=1,..,r—-1 9)
=Y [A, x;(0+C}
j=1

where v'(¢) = v2(t)+B'---B;'P,B,---B,v3(t — 7)

X (t—T)+--+C, x ,(r—rfr)]+Bv

v,.(t)=u@)+Pu(-1).
A choice of the control v' (¢) similar to (4)-(5) form
vi(t) = vl () +B;'K,y, (1) (10)

v =_E;‘Z[A” X;()+C; X;(t—7)+---+C] x;(t—r7)]

r,J"J

provides the closed-loop dynamics (9) and (10) as
y;(0) =Ky, (1) +y; ., (), i=1...,r—1

Yy, =K.y,
The stability conditions of the closed loop system are
presented in the following theorem.

Theorem: If all eigenvalues of matrices P,, i=1,...,r

are located inside unit circle, then the system (2) with
control strategy (10) is asymptotically stable.

4 Conclusions

The block control method has been formulated for control
of a class of linear time-delay systems, which can be
transformed into BC-form. The proposed transformation
and control design procedures have step-by step character
and simplify the solution of the problem. This method
enables to solve one of the important classical problem:
design of pole placement state feedback for linear systems
with delayed state and control input.
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