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Capitulo 1

Introduccion

Durante muchos anos, se han descubierto intrigantes particularidades en la teoria
de la relatividad. Albert Einstein propuso sus ecuaciones de campo en 1915 en un
articulo titulado “Die Feldgleichungen der Gravitation” ( “Las ecuaciones de campo de
la gravitacion” ) 1], las cuales establecen una relacion entre la geometria del espacio-
tiempo en el lado izquierdo, y la presencia de energia del lado derecho.

Karl Schwarzschild * logré obtener la primera solucién exacta. Alcanzé éste hito
considerando un espacio tiempo vacio, con excepcion de una masa de simétricamente
esférica y sin rotacion. Si bien, esta solucién fascind a muchos, otros analizaron més
profundamente este objeto cosmologico. La famosa métrica de Schwarzschild es de la
siguiente forma:

ds? = — (1 — %) dt* + ;er + 7r2dQ2,
r (1 —Rs/r)
donde df? es el diferencial de angulo solido, Ry = 2M es el radio de Schwarzschild.

Anos mas tarde, se observd que esta métrica presentaba dos puntos problematicos
llamados singularidades. Estaban presentes en las componentes g, (r = 0) y g, (r =
R). La primera singularidad reside en el origen del parche de coordenadas esféricas,
mientras que la segunda se encuentra localizada en el radio de Schwarzschild 2, el cual
indica el radio minimo que una estrella puede ser comprimida. Esta hipersuperficie, se
llama horizonte de eventos. Cuando una estrella es comprimida més alla de R, habra
una implosion y generarda un Agujero Negro (AN).

El horizonte de eventos constituye una region sumamente peculiar, es un limite en el
cual todo lo que ingresa nunca puede salir debido a la curvatura del espacio-tiempo. En
el caso hipotético que lograra salir, seria necesario que aquel objeto se moviera a una
velocidad mas grande que la de la luz, algo imposible. Pensemos en que somos capitanes
de una nave espacial dedicada a la investigacion de objetos cosmologicos extranos y
para analizar un AN enviamos a nuestro astronauta hacia él. Si nosotros fuéramos

Lograndolo en el frente oriental de la primera guerra mundial.
2Esta singularidad no es un punto como tal, sino una esfera con radio r = R,.
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el astronauta, lograriamos viajar sin ningin inconveniente a través del horizonte de
eventos y llegar al origen, pero si fuéramos el capitan, veriamos al astronauta viajar
hacia el horizonte de eventos y en cuanto empezara a llegar a dicho limite, nuestro
astronauta se estancaria indefinidamente en una posicion y se tornaria de color rojo
hasta desaparecer. En otras palabras, el horizonte de eventos “atrapa” la luz en ese
limite y todo lo que traspase aquella hipersuperficie, nunca puede salir. Es por eso que
se le denominé agujero negro.

Estos puntos singulares representaron durante anos un problema y se pensaba que
no se podria extender el analisis hacia adentro de los agujeros negros, tiempo después
se dieron cuenta que so6lo se requeria usar otras coordenadas para poder analizar qué
hay mas alla del horizonte de eventos. Las coordenadas de Kruskal-Székeres ayudaron
a ver lo que sucedia y se dieron cuenta que el horizonte de eventos son rectas de 45°
que separa el interior y exterior del AG. Extendiendo el diagrama de Kruskal-Székeres,
también descubrieron la existencia de los Agujeros Blancos (AB)? e incluso Agujeros
de Gusano (AG) que conectaban dos universos. Después de estos analisis, Penrose R.
gener6 los diagramas que llevan su nombre y confirmé tedricamente la existencia de
estos puentes de Finstein-Rose.

El problema de este tipo de AG es que la garganta es muy inestable y se mantiene
“abierta” en un momento tan pequeno que seria imposible cruzarlo.

En 1963 Keer R. publico un articulo nombrado como Gravitational field of a spinning
mass as an example of algebraically special metrics (“ Campo gravitacional de una masa
giratoria como ejemplo de métricas algebraicamente especiales ”) |2] donde expone la
soluciéon para un agujero negro con rotacion. Esta consideracion cambia las variables
del juego ya que se pierde la simetria esférica y s6lo contiene simetria axial en el eje de
rotacion, de igual forma ya no tiene s6lo una capa, sino que varias y la singularidad se
convierte en una singularidad de anillo. Esta nueva soluciéon genera nuevos AG, pero
tiene un problema ya que se violan las condiciones de energia y el viaje dentro del
agujero de gusano se puede proyectar infinitamente a infinitos universos.

En los anteriores parrafos, se han expuesto las caracteristicas geométricas de diver-
sas soluciones, enfocandonos exclusivamente en el lado izquierdo de las ecuaciones de
Einstein. Sin embargo, surge la interrogante ;Cudles soluciones son fisicamente posi-
bles? Para abordar esta cuestion, los fisicos han establecido las condiciones de energia
que generaran los dictamenes de qué tipo de materia es fisicamente posible. Por lo tan-
to, cualquier solucién propuesta debe de estar en concordancia con dichas condiciones
para que sea admisiblemente posible.

En este contexto Michael S. Morris y Kip S. Thorne publicaron un articulo llamado
“Wormbholes in spacetime and their use for interstellar travel: A tool for teaching general
relativity ” |3] en donde exponen las condiciones® para que un agujero de gusano sea
fisicamente aceptable. En dicho escrito llegan a la conclusion que para que su AG
propuesto sea estable es necesario tener una densidad de energia negativa y asi poder

30bjetos contrarios a los agujeros negros, nada puede entrar y todo sale de él.
4Sugerencias de los autores, aunque no son necesariamente inamovibles ya que no constituyen
limites definidos.
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mantear la garganta del agujero de gusano abierta. De igual forma mencionan que dicha
energia no es fisicamente aceptable.

Uno de los primeros fenémenos que rompieron los estereotipos del tipo de materia
que es fisicamente posible es la expansion acelerada del universo. Actualmente se ha
propuesto que esta expansion es impulsada por energia oscura que al parecer, contra-
rresta la fuerza gravitacional a escalas cosmicas. Este hallazgo fue hecho en la década
de 1990 y se obtuvo observando supernovas.

Otro hecho trascendental es la observacion de la dinamica de las galaxias y ctiimulos
galacticos, ya que nos ha revelado que la cantidad de materia visible y la cantidad de
materia necesaria para explicar las velocidades de dichos objetos no tienen concordan-
cia. Para contrarrestar esto, se ha postulado la existencia de materia oscura, la cual
no interacciona con la materia visible ni con los campos electromagnéticos, pero si lo
hace de manear gravitacional a tal punto de influenciar la estructura cosmolégica. Sin
embargo, las propiedades de este tipo de materia exdtica aiin no es conocida.

En estudios mas actuales se ha teorizado que pueda existir materia exdtica que viole
las condiciones de energia, en especifico, se ha hecho en gravedad cuantica y teoria de
cuerdas.

A pesar de los desafios inherentes, persiste el esfuerzo por encontrar soluciones
que puedan representar agujeros de gusano, mientras se evaltia su posibilidad con los
principios fundamentales de la fisica. En este contexto, el Dr. Matos y su grupo de
inwvestigacion han obtenido ciertas soluciones que satisfacen las condiciones de energia
(CE), al considerar un campo escalar dilatonico en el universo. Este campo se puede
asociar a una forma de materia atin desconocida, sin necesidad de recurrir a formas mas
exoticas de materia.

Este logro se ha alcanzado mediante una reformulacion de las ecuaciones de Eins-
tein generada por Matos, mediante la aplicacion de cambios de variables y propuestas
especificas. Esta reformulacion simplifica las ecuaciones de campo a un conjunto de
ecuaciones diferenciales de primer orden en un espacio de potenciales de dos dimen-
siones (A, 7). Esta reformulacion, a su vez, engloba a teorias como la de Kaluza-Klein,
teoria de cuerdas en bajas energias y la teoria de Einstein-Mazwell, entre otras. Este
enfoque tedrico ha permitido obtener soluciones exactas sin la necesidad de recurrir
a calculos numéricos. La importancia de estas nuevas soluciones es la formacion de
agujeros de gusano independientemente de que se cumplan o no las CE.

Una ventaja significativa de esta reformulacion es la capacidad para “ obtener ” obje-
tos con caracteristicas como campos electromagnéticos, rotacion y campo gravitacional,
lo que incluso abarca a los agujeros negros de Kerr-Newman.

Durante la tesis presente se estudiardn nuevas soluciones usando la reformulacion
de Matos para obtener agujeros de gusano que cumplan con las condiciones de ‘“nave-
gabilidad”, propuestas por Morris y Thorne, sin especificar alguna teoria. Al examinar
las soluciones se determinaran los requisitos para el cumplimiento de las CE con base
a la eleccion de alguna teoria y el tipo de campo escalar que se considerara.

En el capitulo 2 se analizaran las propuestas de Morris y Thorne usando una métrica
mas general posible considerando la existencia de 3 vectores de Killing. Después, en el
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capiutlo 3 se expondré la reformulacion de Matos y en el capitulo 4 se daran a conocer las
familias de soluciones exactas que obtuvo Matos y su grupo, para que, con ayuda de la
segunda clase de soluciones se obtengan agujeros de gusano nuevos que se descubrieron
en la presente investigacion.

En el transcurso del capitulo 5 analizaran los 5 nuevos agujeros de gusano encontra-
dos, tres de ellos sin singularidades y dos con singularidades de anillo. Toda esta familia
de soluciones tienen una rotacion presente, campo gravitacional constante, campo es-
calar y campo electromagnético, el cual tiene la caracteristica de que no es posible
diferenciar si el campo magnético es generado porque esta eléctricamente cargado y
rota o el caso contrario, magnéticamente cargado y que genera campo eléctrico gracias
a la rotacion. En el capitulo 6 se mostraran las conclusiones del trabajo.

Para terminar, en los apéndices se dan muestran los célculos extras que se usaron
para el escrito y las graficas de las fuerzas de marea. Esto para evitar la saturacion del
penultimo capitulo.



Capitulo 2

Agujeros de gusano transitables

En los albores del estudio de las soluciones exactas a las ecuaciones de campo de
Einstein, los fisicos han encontrado algunas estructuras astronémicas muy interesantes.
El primer objeto “extrano” que encontraron fue justo después del descubrimiento de la
métrica de Schwarzschild en 1916. Al examinar la dicha métrica se intuye la existencia
del horizonte de eventos. Al “expandir” el analisis a la region interna de la estructural
abre el camino al mejor entendimiento del cuerpo esférico stper denso (méas tarde cono-
cido como agujero negro), con una singularidad ?> en v — 0 = gy — oo , un horizonte
de eventos en r — 2M = g,, — o0 y una region “imposible de escapar” r < 2M.

Mas tarde, en ese mismo ano, un fisico austriaco de nombre Ludwig Flamm publicd
un articulo [4] bautizado como Ldsungen der Einsteinschen Gravitationsgleichungen
fir kugelformige Massen (Soluciones de las ecuaciones gravitacionales de Einstein para
masas esféricas) en la revista Physikalische Zeitschrift. En aquel escrito, el autor intent6
explicar las conclusiones de Einstein y Schwarzschild de las geodésicas nulas, al realizar
su anélisis topologico, se percatd de la existencia de “puentes”’ entre 2 espacios, sin
embargo no exploré més en ello.

El 1 de Julio de 1935, Finstein y Rosen, publicaron su articulo titulado The Particle
Problem in the General Theory of Relativity (5], el cual produjo un cambio significativo
en la comprension y estudio de los objetos que mas tarde serian llamados puentes
de Einstein-Rosen 6 agujeros de gusano. En dicho escrito, los autores indagan la
posibilidad de una teoria atomistica de materia y electricidad en la cual excluyen las
singularidades con un cambio de variable (puramente geométrico), siempre teniendo en
cuenta el principio de invarianza®.

La razoén de la trascendencia del texto, fue debido a su cambio de variable u? = r —

1Se detallara un poco mas en el siguiente capitulo.

2Sin profundizar demasiado en el tema, existen muchas definiciones de singularidad, pero una de
las més “completas”, a grandes rasgos, es La existencia de geodésicas incompletas. Durante el trabajo
actual, nos centraremos un poco mas en las singularidades que provienen de la métrica, es decir, el
punto en el cudl algin g,,,, se indetermina.

3El principio de invarianza o principio de relatividad plantea que la “forma” de las ecuaciones que
describen la fisica de dicha region se mantienen invariantes ante el cambio de sistema de coordenadas.
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2m. Dicha transformacion genero la “conexiéon” de 2 “hojas”, eso produjo un gran debate
y férreas criticas. Uno de éstos retractores fue Hermann Bondi junto con Thomas Gold
y Fred Hoyle, quienes publicaron en Nature (1948) una critica titulada The Steady-
State Theory of the Expanding Universe |6]. En forma de satira, acunaron el término
worm-hole, para aludir a los cambios de variable que tenian como objetivo evitar
las singularidades. No obstante, la palabra “wormhole” se convirtié en parte del 1éxico
cientifico actual.

2.1 Condiciones de navegabilidad

Al explorar a los agujeros de gusano, nos parecen entes sumamente extranos. Muchas
veces se han catalogado como temas intrigantes pero esotéricos, sin interpretacion fisica
o posible existencia. Esto ocurrié de igual manera con los agujeros negros y tuvieron
que pasar al menos 100 anos para “observar” uno. La percepcion humana no siempre
concuerda con el comportamiento de nuestro universo; las matemdticas, la fisica y la
experimentacion se erigen como los verdaderos ordculos que guian nuestro entendimien-
to. Por consiguiente, hay que ir descartando todas y cada una de las ideas con bases
cientificas existentes.

Hay que recordar que siempre la elegancia teédrica se enfrenta a la realidad fisica.
Muchas de las soluciones de AG (agujeros de gusano) propuestas son maravillosas en
su concepcion pero lamentablemente se revelan como inestables, destructivas o sim-
plemente imposibles desde un punto de vista fisico. Aqui es donde surge la necesidad
imperante de condiciones fisicamente posibles para los humanos en relaciéon con los AG.
Por lo tanto, debemos discernir entre aquellas soluciones que son viables y aquellas que
no lo son.

Un articulo pionero en distinguir entre soluciones de AG navegables y las que no,
fue hecho por Michael S. Morris; Kip S. Thorne [3]|. En el mencionado escrito se dan
a conocer las siguientes condiciones y completadas con los hallazgos mds recientes en
la materia.

A La métrica tiene que ser esféricamente simétrica y estacionaria, es decir,
independiente de las variables t, ¢, ésto para la simplificacion de los
calculos.

B La métrica tiene que ser una solucién de las ecuaciones de Einstein
para todo punto del espacio-tiempo.

C Debe existir una garganta L > 0 tal que conecte dos espacio tiempos
asintéticamente planos.?

4Pueden ser o no asintéticamente planos, el motivo para imponer ésto es debido al universo en el
que vivimos, un espacio tiempo locamente tipo Minkowsk:.
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D No debe de existir un horizonte de eventos, ya que evita que se pueda
viajar de ida y vuelta a través del agujero de gusano.

Actualmente, T. Matos, J.C. De Aguila ha mostrado que algunos AG rotantes y
con campo electromagnético existente, tienen horizonte de eventos pero las geo-
désicas nunca lo tocan. Es decir, la no existencia de horizonte de eventos puede
violarse. [7]

E Las fuerzas de marea dentro del AG tienen que ser tan pequenas de tal
manera que no “aniquilen” al observador.

F El observador tiene que ‘“atravesar” el AG en un tiempo propio finito
y suficientemente razonable, al igual que el observador fuera del AG.

G La materia y los campos que generan la curvatura del agujero de gusano
deben de tener un tensor de energia y momento razonable.

H La solucién debe de ser estable ante perturbaciones.

En [8], Matos y Nunez conjeturaron que una condicion suficiente para la estabi-
lidad del AG es la existencia de una rotacion w # 0.

J Debe de ser posible “crear” el agujero de gusano. La masa y tiempo
necesarios para su construccén debe de ser menor a la masa y edad del
Universo respectivamente.

Estos personajes colocaron la base para el estudio de los AG transitables fisicamente
realistas.

2.2 Forma matematica de las condiciones de navega-
bilidad

En la tesis doctoral de Michel Galaxia Miranda Sdnchez [9] se analiza el articulo
[3] ¥ el libro [10], donde ilustran mateméaticamente las condiciones para que un AG sea
transitable. °

Morris-Thorne usaron la siguiente métrica como ejemplo

dr?
1—b/r
En las proximas subsecciones se expondran las condiciones matemaéticas pertinen-

tes®, utilizando (2.1). Ademaés, se dara a conocer la métrica empleada del siguiente
escrito y el andlisis correspondiente.

ds? = —e2®M g2

g [d92 I sin(9)2d<p2} ‘ (2.1)

5Unicamente aquellas condiciones que tengan una interpretacion matematica ausente en su enun-
ciado.

6No se daran a conocer todas las representaciones matematicas ya que sélo se estudiaran las méas
importantes. La exposicion de todas las condiciones se encuentran en [3] y [10].
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Condiciéon A

Es crucial tener presente un aspecto muy relevante: La independencia de la métrica
respecto a ciertas variables implica la existencia de isometrias, que a su vez refleja la
presencia de simetrias y por el teorema de Noether sabemos que habrd cantidades
conservadas. Esto puede verse de manera matemaética con ayuda de los wvectores de
Killing. Los vectores de killing nos dicen que existen direcciones privilegiadas en las
cuales, al realizar una traslacion en la métrica, esta permanece inalterada.

Tomando en cuenta la condicién A, se puede afirmar que en nuestro espacio es
necesario la existencia de 2 vectores de Killing; uno tipo temporal K, =0, y otro tipo
angular K, = 0,8

Considerando las isometrias previamente mencionadas (simetria axial y un espacio
tiempo estacionario) y una rotacién presente con base a la condiciéon H, es posible
emplear una métrica acorde con tales propiedades. Dicha métrica se expresa a través
del siguiente elemento de linea, utilizando coordenadas cilindricas® (Z = {p, z})1°

ds® = —f (dt — wdp)® + 7 (e (dp® + d2?) + p*dy?) | (22)

donde t € (—o0,00), p € [0,00), z € (—00,00) ¥ ¢ € [0, 27).
Por otro lado, este elemento de linea puede expresarse en términos de las coordena-
das de Boyer-Linquist (© = {r,0}).

ds® = —f (dt —wdp)* + [~ (Kdr® + A (Kd6® + sin® 6dp?)) , (2.3)

donde'! ¢ € (=00, 00), r € [0,00), 6 € [0,7], ¢ € [0,27) y

A
K = A—je%, (2.4)

6 en las coordenadas esferoidales (X = {z,y})

ds? = —f (dt — wdp)®

+ LA f! ((g;2 +1)(1 = y*)de? + (2® + y?)e {

dx? n dy? (2.5)
24+1 1—y2])’

cont € (—o00,00), ¢ € [0,00), y € [1,—-1] y ¢ € [0,27). Se puede extender = €
(—00,00) haciendo notar que para valores x < 0 es un universo y x > 0 es
otro. En este trabajo usaremos esta formalidad.

"Para mayor detalle, consultar [11], seccion 3.8 Symmetries and Killing vectors.

8Esta condicién no es mencionada en [9], sino que en [12].

9Esto es valido para un espacio Vg4, al considerar también la condicion cilindrica que se veré en
la seccion (S.3.2), la quita coordenada en la teoria de Kaluza-Klein no aparecera y eso genera que
podamos trabajar con dicho elemento de linea.

10Se esta utilizando (7,6, X, T) para referirse a las coordenadas Cilindricas, B-L, Esferoidales y el
cambio de variable compleja, sucesivamente. Ver en el Apéndice A.

HTas variables {Ag, A,} estan dadas por la ecuacion (5) y (6).
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Todos éstos elementos de linea contienen a {f,w, k}, las cuales se denominan fun-
ciones métricas y crean la g,, més general posible en nuestro espacio y respetando lo
mencionado. Estas funciones dependen de las coordenadas, es decir {f,w, k}(p, z). Los
cambios de coordenadas pueden verse en Apéndice A, ecuacion (7).

La métrica derivada del elemento de linea (2.5) es

—f 0 0 wf
L2 2% +y? 2k 0 0
22
o O P N
)
wf 0 0 E@+1)(1—1?) - wf
Haciendo!'? h? = A, y sustituyendo en (2.3), obtenemos
ds® = K —f—Q(dt — wdp)? + d—hQ + h—2(Kd92 + sin()’dp?) | = K ds?
| K 1-12/h? K M

(2.7)

donde ds3,; es un elemento de linea muy parecido a (2.1). Si hacemos K = 1 13

y f = €® obtenemos el caso particular mencionado salvo el denominador de dh?, que
posee un término cuadratico, en contraposicion al modelo de Morris-Thorne que exhibe

una dependencia lineal'*. En cuanto al término
R’ 2 i (29,2
dQ) = ?(Kdﬁ + sin(0)?de?),

puede ser concebido como un diferencial de dngulo sdlido, cuya caracterizacion se ve
afectada por la existencia y naturaleza del campo escalar presente en nuestra teoria.

En conclusion. (2.1) es un caso particular de (2.3), pero haciendo notar que son
conformalmente similares. > En otras palabras, podemos trabajar con una u otra,
teniendo cuidado de como extrapolar las propiedades del elemento de linea de Morris-
Thorne al elemento de linea que se esta trabajando en el presente escrito. Ambas
métricas estudiadas cumplen con la condicion A.

Condicion B

Para garantizar que la solucién (2.1) sea consistente con las ecuaciones de campo
de Einstein, es imperativo que se satisfaga la siguiente igualdad:

G —5CGp g I (2.8)

nv C4 o (2 2 g;u/ )

12Para evitar confusiéon con el escalar de Ricci R.

13No se considera un campo escalar presente en la teoria, es decir ¢ = 0 y no se considera acopla-
miento con el campo, ag = 0. Véase en el capitulo 3

4En cuanto a la diferencia, no es trascendental, s6lo hace falta hacer b(r) — b(r)/r.

15Conformalmente similares significa que una es una versién escalada de la otra.
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donde ¢ es la rapidez de la luz y GG es la constante gravitacional.

Para mayor simplicidad, se usa el sistema de referencia comowvil'S. Para lograrlo se

definen los vectores directores en éste nuevo sistema de la siguiente forma!”:

e =/ G %=/ am 6=/ \Tm €= ol Tam  (29)

donde
e, =0/0t, e, =0/0r, ey=20/00, e,=0/0p.

Las ecuaciones de Einstein toman la forma:

Ecuaciones de Einstein en el SR-Comovil de (2.1):

b/
Gy = ot (2.10a)
b 1—b/r)®
Gy =——=+ 2—( /7) ; (2.10b)

73 r

b br—10b
G,=G,y=(1—-] D" O — —— D+ 1 2.10
oG (1) (e {r g ) e
y las variables primadas son la derivada total respecto a r.
Usando

T.. = p(r)c®, T, = —p(r), T,; =T, =p(r), (2.11)

t rr

en (2.10), se llega a

Densidad y presiones de (2.1) en el SR comovil:

b/

- 2.12
p G0r27 ( a)
Gy [b ,
Pr= [T —2(r - b)ﬂ : (2.12b)
r / /
p=3 {(/)02 —p)® — pr} — D (2.12¢)

donde Gy = 87G/c* y T, es el tensor de Energia-Momento. Al hacer lo mismo

para la métrica de (2.3), se obtienen las ecuaciones (30) y (32). Véase en el Apéndice
D.

16F] sistema de referencia comowvil es aquél en el cual el astronauta y el observador se mantienen
estaticos, de tal forma que se mueva junto con ellos.
17V4lido tinicamente para una matriz diagonal.
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Condiciéon C

Para visualizar mejor aquellas funciones que determinarédn si es asintdticamente
plano el espacio, usemos la métrica (2.6). Al hallar el escalar de Ricci

R 1 S(f,w, k,z,y) o2k
2042 + 1) (2 +y2) A —92) f
donde F(f,w,k,z,y) es una funcién que depende de primeras y segundas derivadas
parciales de las funciones {f,w, k} y de las variables {z,y}.
Las singularidades son:

(2.13)

y=+1 = 0=nm, (2.14)
2 +y? =0, = 92%(271—1—1) y r=I, (2.15)
f(xo,90) =0, (2.16)

donde n € N, (2.15) corresponde a la singularidad de anillo, (2.14) a la sin-
gularidad de las coordenadas y (2.16) es una singularidad provocada por la funcion
fz,y).1®

No obstante, al dirigir nuestra atenciéon hacia la condiciéon necesaria de la ezistencia
de una garganta, el radio h(r) tiene que cumplir que:

lim A(r) = |r|, (2.17)

r—=4oo

Por otro lado, si usamos (2.1) el Ricci toma la forma

R = 1 V(r) (r®' (r) + 2)+2r(b(r)—r)®" (r)—2r(r—b(r))® (r)*+(3b(r)—4r)®'(r)|

r2
(2.18)
si definimos a la distancia radial apropia como
dr

dl = ——, 2.19
L—0b(r)/r (2.19)

entonces, para L # 0, es decir, la ezistencia de una garganta, implica que '°

li = 2.2

i 7 (1) = i, (2.20)

donde 7, = (1 = 0).

Mientras que, observando (2.18) la condicion de la solucion asintéticamente plana
esta dada por

lim ®(1) = . (2.21)
l—*o0

18E] horizonte de eventos se encuentra en (z1,y1) tal que f(x1,41) — +oo.

19Es decir, la condicién sera la misma, solo que la funcion R(r) la impondra la solucién que se
ocupara.
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Condicién D

Nuevamente, si nos fijamos en (2.13), (2.18) y en (2.1), (2.6), se hace notar que para
evitar horizontes de eventos, es necesario que gy sea regular, es decir, que f(x,y) y
O(r) sean regulares. Para la sequnda clase de soluciones que se abordardn, f(x,y) = 1.

Condicion E

El sistema de referencia comévil adquiere una importancia fundamental en el &mbito
de la fisica, pero para poder estudiar las fuerzas de marea es necesario anclarnos al
sistema de referencia del viajero. Esto se debe a la necesidad de asegurar la integridad
de los astronautas ante las fuerzas gravitacionales que emanan de agujeros negros (AG).

Recordemos que en la relatividad especial se usa la siguiente matriz para transformar
elementos contravariantes (z*)

g =B 00
_ v 8 00 - =
0 0 01

donde O es el sistema de referencia del observador y O es el sistema de referencia que
se mueve con velocidad 93 respecto a @, también se define a 3 = /¢, donde ¥ es la

rapidez y v = 1/4/1 — 2. Por lo tanto

ct ct
] z

En este contexto, se ocupara como O al sistema de referencia comovil, mientras que
al sistema de referencia anclado al individuo que viaja a través del agujero de gusano
serd 0. En cambio, si queremos transformar términos covariantes, se ocupara M;JE, por
ejemplo, los vectores directores 2°

i €; g 6 00 €;

C=1 =1 |G| 8 B 0 0 €z

e-| Mz e.| 0O 0 10 e, (2.24)
Y g 9

Notemos algunas aspectos importantes 2*:

20siguiendo con la notacién adecuada para identificar entre Q: Sistema de referencia general ;
O: Sistema de referencia comoévil y O: Sistema de referencia del astronauta.

21Para una exploracién més exhausta del tema véase sen [11], subseccion 3.10 6 en [13], subseccion
11.3. De igual forma en [3], se habla con méas detalle de éste tema.
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= En O no hay movimiento angular, es decir, los vectores no tendran componentes
en direccion ef y e?.
» La velocidad del viajero serda puramente temporal y unitaria 9* = (1,0,0,0), en

concordancia a ), ya que el navegante estara estdtico en su sistema de referencia,
pero sentira las fuerzas de marea Aa* y una aceleracion a*.

» El astronauta se mueve en direccion radial (ez = Lez)??, por lo tanto la aceleracion
sera a” = (0,a,0,0), para cumplir con la ortogonalidad aﬁﬁﬁ = 0, en el sistema

de referencia Q.

= Sea fﬁ el vector que representa la distancia desde los pies hasta la cabeza, es

puramente espacial en Q.

Por consiguiente, el analisis de las fuerzas de marea se puede generar con ayuda de
la expresion:

AdF — 2 Rﬁaﬁﬁﬁagéﬁé, (2.25)

ya que la velocidad del astronauta es puramente temporal, (2.25) se reduce a
-~ _ 2 LA o é
Aad' = —c Rﬂzmg , (2.26)

donde, la componente 0 se estéa adoptando como £, T = T, asi sucesivamente.
Al ’llevar’ al tensor de Riemann al sistema de referencia del astronauta usando (31)
Y Meomovit  —  Mpgg hallamos:

R. ... (En el sistema @)

wtut

Rejoi = Rt (2.27a)
_ A2 2 52

Rssse =7 Roior 75 Rygg (2.27b)
— A2 2 92

GiGt v R@f@i +7°p R@f@r" (2.27¢)

Los elementos R ;. estan dados por (2.27).
Al abordad la consideracion de una persona con una altura aproximada de [£] ~ 2m,
se requiere que los elementos (35) satisfagan la condicion

9Tierra ~ 5 -2

donde grierrq €s la constante gravitacion de la tierra.

22Para pasar del sistema X al ©, recordemos que usamos la matriz de trasformacién de términos
covariantes (13) extendida, Véase en el Apéndice A y D.
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Aunque las formulas matematicas son herramientas invaluablemente ttiles, es im-
perativo razonar sobre la fisica. En la actualidad, la tecnologia de navegacion espacial
se encuentra en una fase muy primitiva, hemos logrado alcanzar grandes avances en los
ultimos siglos, sin embargo no se ha conseguido hacer viajes largos en el universo. La
rapidez y comodidad son dos elementos de suma importancia para los humanos ya que
somos seremos efimeros. Sin embargo, consideremos un universo en el cual estos viajes
sean notoriamente mas rapidos pero sin llegar a velocidades relativistas, es decir, 5 — 0
y 7 — 1. Si mandamos a nuestro astronauta hacia un agujero de gusano considerando la
condiciéon mencionada para un manejo mejor de las fuerzas de marea y la comodidad de
la persona de tal forma de asegurar su supervivencia, podemos deshacernos del segundo
término de la ecuaciéon (2.27b) y (2.27¢), simplificando considerablemente los calculos.

Sin no fuera el caso, se tienen que considerar los términos Réﬂ% v R Dichas
componentes pueden verse en el Apéndice D.

prpr-

Condicion G

Las condiciones de energia (CE) son un método para poder limitar la arbitrariedad
del tensor T, derivados de una solucion a las ecuaciones de Einstein. En [11], seccién
4.6. Energy Conditions se dan a conocer las respectivas condiciones de energia y el
método para obtenerlas. En esta subsecciéon nos limitaremos a presentarlas.

Sea

t Vector arbitrario temporaloide t"'t, <0,

* Vector nulo "], =0,

se pueden describir las condiciones de energia, considerando que el objeto cosmologico
es un fluido perfecto, su Tensor de Energia-Momento sera

T,uz/ = (p + p) + P9uv,

donde p es la densidad y p la presion. Por ende, las CE adquieren la siguiente
representacion:

» Condicién Débil de Energia (WEK):

T,t" >0, VvV t- (2.29)

o equivalentemente
p >0, (2.30a)
p+p>0. (2.30b)

» Condicién Nula de Energia (NEC):

T M >0, Y 1" (2.31)
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o equivalentemente
p+p=0. (2.32)

La densidad de energia puede ser ahora negativa, siempre y cuando haya una
presion positiva compensatoria.

» Condicién Dominante de Energia (DEC): Para esta condiciéon incluye la
condicion WEC en adicion con que T"t, sea un vector no spacelike, es decir

T, T \xt"t* > 0, (2.33)

o equivalentemente
p > |pl. (2.34)

» Condicién Nula Dominante de Energia (NDEC): Se toma la condiciéon
DEC tnicamente para vectores nulos.

T >0 Y I* (2.35a)

T, T"\ M > 0, (2.35b)

En cuanto a las consecuencias, son las mismas que la condicion DEC, excepto
que se permiten densidades negativas siempre y cuando:

p=—p (2.36)

En otras palabras, NDEC' excluye todas las fuentes excluidas por DEC, excepto
para las energias negativas del vacio.

» Condiciéon Fuerte de Energia (SEC):

1
Tt > aTA,\t"tg Voot (2.37)
o equivalentemente
p+p=>0, (2.38a)
p+3p>0. (2.38b)

SEC no implica WEC. La condicion SEC tmplica atraccion gravitacional.

Para el presente trabajo, se aprovecharédn las ventajas que aportan los vectores
directores (28) del sistema de referencia comovil. En dicho sistema, las componentes
del tensor de Ricci se vuelven sumamente sencillos.

Recordemos que “una cara” de las ecuaciones de Einstein es

8rG 1
R;Ll/ = 7 |:TNV - §Tgl“/:| y (239)
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donde T"= ¢"T},,. Usando el vector nulo:

* = € + €4,
El invariante

T, 141"

toma la forma: .

Tﬂglﬂlﬂ:7}£+Tji~:p_Q:87T

{Rg -+ Rm} ,
donde

p="T; densidad total,

—0="T;; tension por unidad de area,

usando unidades naturales G =1y c = 1.
La forma de Rj; y R;; pueden verse en el Apéndice D.

(2.40)

(2.41)



Capitulo 3

Reformulacion de Matos

Cuando analizamos agujeros negros o agujeros de gusano, la incognita principal es
¢ Qué coordenadas a usar es la mejor? En muchos problemas de la fisica, el sistema de
referencia hace méas complicado o mas facil el analisis del fenémeno.

En 1916 el fisico Alemén Karl Schwarzschild derivo en su articulo Sobre las ecua-
ciones del campo gravitatorio de Einstein para la masa puntual (Uber das Gravitations-
feld eines Massenpunktes nach der FEinsteinschen Theorie) [14] una de las primeras
métricas y que tomo una gran relevancia para la fisica actual, esa métrica lleva su
nombre (Métrica de Schwarzschild)'. En aquél articulo Schwarzschild describe el com-
portamiento que toma el Espacio-Tiempo en el exterior de un objeto con simetria
esférica y al vacio, de igual forma lo hizo para el interior modelando dicho fenémeno
como una esfera de fluido incompresible. Los personajes que fueron estudiando esta
solucion se encontraron con una divergencia cuando r — 2M?, ya que g,, diverge en
tal punto. Durante un tiempo se penso que ésta era una singularidad sin posibilidad de
estudio pero més tarde se dieron cuenta de que con algunos cambios de coordenadas?
era posible “extender el la investigacion de la métrica” mas alla de éste horizonte de
eventos®.

Durante el analisis de la region “extendida” con ayuda del diagrama de kruskal
surgen las posibles existencias de los puentes de Einstein-Rosen ¢ agujeros de gusano
al estudiar las Hipersuperficies con T constante (Durante los cambios de coordenadas,
no necesariamente 7 es el tiempo, esté relacionado pero extrictamente no lo es). °

Por consiguiente, “elegir las coordenadas correctas” para el uso de nuestro estudio
es de suma importancia. La teoria de Kaluza-Klein es muy elegante pero las ecuaciones

!Encontrar la métrica que satisfaga las ecuaciones de campo de Einstein es equivalente a resolverlas.

2Existe una singularidad geométrica, cuando r — 0, gy — 0.

3En [11], capitulo 5, se explican los cambios de coordenadas (Tortoise coordintes, Eddington-
Finkelstein coordinates and kruskal coordinates) para poder hacer el diagrama de kruskal y asi lograr
analizar y explicar qué ocurre dentro de aquél “horizonte de eventos”.

4Fl horizonte de eventos es “una linea divisoria” del espacio-tiempo, la cual separa la “regién de no
retorno” 6 interior del objeto cosmolodgico con su exterior.

SPara més informaciéon de éste pequefio estudio, revisar [11], capitulo 5.7 Maximally extended
schwarzschild solution.

17
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suelen ser un poco complicadas. Al percatarse de esto, Matos en su articulo [15] logro
pasar a un espacio abstracto que facilitaba la resolucion de las ecuaciones de campo y
asi poder obtener soluciones exactas.

3.1 Teoria de Kaluza-Klein

Teoria de Kaluza

Una de las primeras teorias de unificacion es la llamada teoria de Kaluza-Klein.
Theodor Kaluza® publicé en 1921 un trabajo que llevaba el nombre de Zum Unitditspro-
blem in der Physik (Sobre el problema de la unidad en la fisica) [16]. La idea principal
de dicho articulo era la unificaciéon de la teoria de electromagnetismo y de la relati-
vidad general, desde el punto de vista geométrico. Es decir, propuso un espacio de 5
dimensiones (V5), incorporando la teoria de la relatividad (4 dimensiones) maés el elec-
tromagnetismo (1 dimension extra). Lo logro hacer definiendo una nueva métrica de la
siguiente manera:

. v A
Guv = liij ‘/f;| ) (31)

donde g,,,, es la métrica que conocemos en la teoria de la relatividad, A, es el 4-Potencial
electromagnético y V es un potencial escalar.

En este nuevo espacio, exigié que los elementos de la nueva métrica no dependieran
de la quinta variable (condicion cilindrica). Cuando lfiu,, = 0, Kaluza logr6é obtener
las ecuaciones de campo de Einstein, las ecuaciones de Maxwell y una ecuacion de
campo para V, en el vacio, pero atin més importante, gracias a la condicion cilindrica
impuesta, obtuvo la conservacion de la carga de la particula que vivia en aquellas
(4 + 1)-Dimensiones”.

Teoria de Klein

Cinco anos después, en 1921, Oskar Klein extendio el trabajo de Kaluza en su ar-
ticulo titulado Quantum Theory and Five-Dimensional Theory of Relativity (Teoria
cudntica y teoria de la relatividad de cinco dimensiones) [16]. Como se dijo anterior-
mente, depende del sistema de coordenadas que se elija, las ecuaciones se facilitan o
se vuelven sumamente complicadas. Einstein y Klein (de manera independiente) re-
parametrizaron la teorfa de Kaluza de tal forma que fuera mas amigable tomando en
cuenta argumentos de simetria. Hicieron de forma covariante a la condicion cilindrica
y encontraron que el diferencial df era invariante, pero Klein compactifico el espacio en
el que trabajaban. Consigui6 obtener que py = hicv/2x /e el cual es el radio de S'.

6 Antes de Kaluza, Nordstrom ide6 la idea de un espacio tiempo de cinco dimensiones junto con la
condicion cilindrica.

"Una particula vive en las (4+ 1)-Dimensiones al asociar el espacio tiempo (4-D) de dicha particula
y la carga (1-D)
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Teoria de Kaluza-Klein

Si se parte desde la accién en 5 Dimensiones®

1 ~
SKK = % /dBZ\/ —gR, (32)

donde & es la constante gravitacional de Einstein en V5, d°z = dyd*z, con y la quinta
coordenada y las cantidades {g, ]-:i} son el determinante de la métrica g,, y el escalar
de Ricci en V5, sucesivamente.

Introduciendo las cantidades conservadas por Klein y la compactificacion del espacio,
se puede reducir esta acciéon a:

| 1- -
Skx = — /d4xv —9\/;(%]%4 + ZQbF;w F* 4+ 0(9)), (3.3)
donde los términos (Ry, g, F, w,) son los escalares y tensores que se conocen en la teoria de

la relatividad general (Vy), ¢ = ¢/d. y ¢, es una constante que surge en la identificacion
con la conocida accién de Einstein-Hilbert. A ésto se le llama reduccion dimensional y
gracias a la compactificacion se logré identificar a Vs = V,; x St.

En cambio, si se hace un re-escalado conforme®, se consigue finalmente:

R —  —=uv = =V
5= [t/ - 10T — 55000 ). (3.4)

donde y* = 2k/¢, y las variables barradas corresponden a las variables re-escaladas.

3.2 Lagrangiano global

La teoria de Kaluza- Klein puede ser introducida en otra teorfa més general. Se
parte con el lagrangiano:

£=1y=g(—R+2¢(V)* + e >*F?), (3.5)

donde g es el determinante de la métrica g,, correspondiente al espacio V4, R =
9" R° 5, es el escalar de Ricci en Vy, (V¢)? = V,0V#¢, V, es la derivada covariante
en Vy, F? = F,,F" es el invariante formado por el tensor de Faraday y {aw, €0} son
constantes 1° { de acoplamiento entre el campo electromagnético y el campo escalar,
de la teoria de estudio }, respectivamente.

La particularidad de este lagrangiano més general se encuentra determinada por los
parametros {ap, €g }. Veamos primeramente el significado y los valores que puede tomar
€o

8Qriginalmente se considerdé una accién analoga a la de Hilbert-Einstein en V.

9La induccién completa puede verse en [17], subseccion 8.2.2 The 5D Model, pagina 412.

10Se usaran los colores azul y rojo respectivamente para resaltar en el resto de la tesis el impacto
de los parametros.
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+1 = ¢ representa un Campo dilaténico (3.6)
€ = .
0 —1 = ¢ representa un Campo fantasma

En contraste para ag se presenta una circunstancia similar y peculiar, ya que con
los valores

3 = £ corresponde a Kaluza-Klein
a2 =<1 = £ corresponde a Stper cuerdas (Bajas energias) (3.7)
0 = £ corresponde a Einstein-Maxwell
se recuperan algunas teorias importantes. Sin embargo, es importante destacar que el
parametro no se encuentra restringido exclusivamente a éstos valores, sino que ag € R.M

Al variar la accion correspondiente al lagrangino (3.5), se adquieren las ecuaciones
de campo

Ecuaciones de campo:

V, (e72*?F™) =0, (3.8a)
€oV2¢ + % (2200 F2) =, (3.8b)
1
R = 260V, 0V, ¢ + 2e2*0¢ (FWFV" - Zgu,,FQ) : (3.8¢)

En la subseccién 2.2 se expuso la existencia de dos vectores de killing debidos a
la imposiciéon de simetria axial y un espacio-tiempo estacionario, pero en la teoria de
Kaluza-Klein se menciona la presciencia de otro. La condiciéon cilindrica nos arroja el
altimo ultimo vector de killing, tipo espacial f(y, donde para éste caso y es la quinta
coordenada.

3.3 Formalismo del espacio de potenciales

El “formalismo de potenciales” se fundamenta en la definicién de cinco potenciales
creados covariantemente con los vectores de killing, que surgen de la simetria axial y
la condicién cilindrica que se menciona en la teorfa de Kaluza-Klein'?. Mediante la
definicion de dichos potenciales se logra una redefiniciéon de las ecuaciones de campo
derivadas del lagrangiano (3.5). La utilidad de éste formalismo se manifiesta en la sim-
plificacion de las mencionadas ecuaciones de campo. Concretamente, en la disminuciéon
del nimero de ecuaciones y del orden®3.

1Una amplia gama de articulos escritos por Matos y su grupo han estudiado arduamente dicha
teoria y han ido completando el formalismo a tal punto de llegar al lagrangiano (3.5). Véase en [15],
[12], [18], [19], [20], [21], [3].

2En el articulo [12] se centra en la explicacion de dichos potenciales y el desarrollo del formalismo
mas detalladamente.

13Cuando hablamos del orden, es con base al operador D que se definird més adelante.
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Matos T. en su articulo titulado como Class of Finstein—Maxwell phantom fields:
rotating and magnetized wormholes|15], describe detalladamente los célculos del for-
malismo de potenciales'*. En los parrafos siguientes, el objetivo principal consistira en
realizar una explicacion del articulo mencionado, resaltando puntos claves. Se omitirdn
algunos calculos y aquellos trascendentales se adjuntaran a los Apéndices.

Primera transformacion.

Para obtener las nuevas ecuaciones de campo, primeramente es necesario dar a co-
nocer algunas definiciones importantes. Comenzaremos con el 4-Potencial electromag-
nético, proponiendo que

o | (3.9)

donde {f,w,k, Ai, Ay, ¢}(p, 2), es decir, todas estas variables encerradas entre cor-
chetes dependen de las coordenadas (p, z).
Otro aspecto importante para concretar el desarrollo es definir los operadores ma-

tematicos: 5 5
_ P N z
p-[2]. 5[4, 210

tal que DD = 0, para toda funcién analitica. Introduciendo (3.9), gy derivado de (2.2)
en el lagrangiano (3.5) y haciendo una transformada de Legendre para eliminar los
términos de D?k y D(rDf)', se obtiene:

2
f? I pu? 4 PEO
2p agk

e=P ppr_ —5—Dr’

212
donde k% = e~2x09,
A continuacion mostraremos las ecuaciones de campo (3.8) en otra representacion.

Sea
f

2“’;“2 {(WDANLDA@) EQDAQ (3.11)

YA =

)

w

Ay

A,
K

unas pseudo coordenadas de un espacio de potenciales de 5 dimensiones'®. Las ecua-
ciones de Fuler-Lagrange adquiridas extremizando la accion del lagrangiano (3.11)

De igual manera véase en [19].

5 Hay que resaltar que DDf = D?f y DfDf = D f?

16Generalmente la convencion que se ocupa es: para las letras griegas, la numeracion corre desde 0
hasta 4 y para las letras latinas maytusculas desde 0 hasta n, tal que n > 4.
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Ecuacion de Klein-Gordon:
D?*k + Dk (& — %) — Jrg

Son:

2
[(wDAmLDA@)Q P DA?}

- = = 1
p at p*€o I? 0 (3.132)
Ecuaciones de Maxwell:
4 2
D [ “p L wpa, + DASO)} —0, (3.13b)
D [4&2 (f: (wDA, + DA,) — %DAt)} =0, (3.13c)

Ecuaciones principales de Einstein:

2 2 r2 2
- ’sz [(wDAt + DAL + %DA?} =0, (3.13d)
2
D*w — Dw {% - g] + 4; (wDA; + DA,)DA; = 0. (3.13e)

Con la ayuda de las ecuaciones (3.13b) y (3.13e), se nos permite definir dos poten-
ciales de la siguiente manera:

- 2 fr2

Dy = fp“ (wDA, + DA,), (3.14)
~ 2 ~

De = ?Dw + ¥ Dy, (3.15)

donde 1 = 2A;. En virtud de ello, al redefinir las pseudo-coordenadas del espacio de
potenciales previamente mencionadas, como

Y4 — (3.16)

R S L

las cuales son conocidas como funciones armoénicas, donde {f, €, x, 1, K} son los
potenciales { gravitacional, rotacional, magnético, eléctrico, escalar} consecutivamente.

En consecuencia, las ecuaciones de campo (3.13) adquieren la forma siguiente:
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Ecuacion de Klein-Gordon:

D(pDk) — BD/{ + p4;;‘2) [mﬂ - %DXQ} =0, (3.17a)
Ecuaciones de Maxwell:

D(pDy) + pDi {2& - Dﬂ - H3(De= DD =0 (3.17D)

D(pDx) — pDx FD " I}f ] f2<De — UDY)Di =0, (3.17¢)

Ecuaciones principales de Einstein:

1
D(pDF) +§ [(De — vDx)? — Df?] — pg” (D¢ +—Dx ) — 0, (3.17d)
2p
D(p(De — ¢ Dx)) — 7(De —yYDx)Df =0. (3.17¢)
Es imprescindible destacar que al emplear la definicion (3.14) en la ecuacion (3.17d),
se obtiene DDX = 0. Por consiguiente, se sustituye por la ecuacion DDA = 0. Estas

transformaciones se sustentan gracias a las propiedades de {D, D}
DADB = DADB, DADB=-DBDA, DD=DD=20+0’

No obstante, surge una pregunta trascendental: ;Cudl es el efecto en el lagrangiano
(3.11) al introducir los potenciales (3.14) y (3.15)? En efecto, al transformar (3.11)
con (3.14) y (3.15) y obtener las ecuaciones de Fuler-Lagrange (3.12), no coinciden
con las ecuaciones de campo transformadas (3.17). Esta discrepancia se deriva de la
degeneracion presente en las transformaciones'” (3.14) y (3.15). Por lo tanto, se opta
por obtener el lagrangiano trasnformado a partir de las ecuaciones de campo (3.17).
Como resultado, se llega a:

2 1
o 2f2 (Df? + (De —Dx) )+a%202m2 ’;f (D¢ + DX) (3.18)

Derivado del nuevo lagrangiano (3.18), se obtiene el analogo al elemento de linea
(2.3):

ds?® = 2f2 (df? + (de — ypdx)?) + a2(2)6/:2DK2 i (d@b +— 1 dx ) : (3.19)

Derivado de este elemento de linea se obtiene la métrica

1"Para mas detalle, ver en [15] y [19]
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1/2f? 0 0 0 0
0 1/2f2 —1p/2f? 0 0
G = 0 —/2f% (Y2 — f/K?)/2f* 0 0 , (3.20)
0 0 0 —K2/2f 0
0 0 0 0 2e/ 2>
que a su vez nos arroja el escalar de Ricci, es decir, la curvatura es:
2
R=-12-20 (3.21)
€o

Aunque se ha logrado un significativo avance en la transformacion de las ecuaciones
de campo, atn persiste la inmensa complejidad de su resolucion. Es importante senalar
que continuamos enfrentdndonos a ecuaciones diferenciales parciales acopladas de grado
2. A pesar del algebra hecha atin no se ha conseguido reducir el grado de dichas ecua-
ciones, sin embargo, es crucial destacar que se ha logrado un avance de suma relevancia.
Las ecuaciones (3.17) puede ahora expresarse como una tnica ecuacién covariante®®:

D(pDY?) + pI 5 DYDY = 0, (3.22)

donde ' ¢ son los simbolos de Christoffel para el espacio de potenciales generado por
Y4,

Segunda transformacion

El siguiente paso implica la conversion de las ecuaciones de campo de segundo orden
a ecuaciones de primer orden. Para ello se implementaran las siguientes variables.

Sea
A= % [Df —i(De — 1 Dy)], (3.23a)
B= L |wDy—iiD 3.23b
“av7 [0 250)
0:—%. (3.23¢)

Al introducir esta triada en (3.17), se obtiene el siguiente sistema:

Ecuaciones de campo en términos de {A, B,C}:

8Las ecuaciones covariantes, son sumamente importantes, debida a que su forma siempre se man-
tiene invariante sin importar que sistema de coordenadas se elijan.
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1 _ _
_Dlpd) = BB + A(A - 7), (3.24)
1 B o
“D(pB) = — (A~ 34) + CB, (3.24D)
0
L p(oey = 20 (2 4 B (3.24c)
p pr)= 2€0 ’ e

donde las variables “barradas” son los conjugados.

Este proceso resulta en una reduccion del grado, lo que lleva a una disminuciéon en el
numero de ecuaciones a tres. Sin embargo, es importante recordar que estas ecuaciones
son de variable compleja.

Es importante destacar que, de ahora en adelante, los calculos adquieren
coherencia tinicamente si se considera que tanto los potenciales Y4 como sus
derivadas parciales son de naturaleza real. De lo contrario, la separacién en
parte real y parte imaginaria de {A, B,C} careceria de validez.

Invariabilidad de las ecuaciones de campo

Considerando que todas las ecuaciones de campo estan contenidas en (3.22), es
imperativo que la forma de dicha ecuaciéon covariante se mantenga inalterada.

Supongamos que las variables p y 2z dependen de los potenciales A, es decir Z(A),
donde A = {\'}'°. Entonces, si introducimos esta dependencia en (3.22), obtenemos

P YA,ij - Flz’jYAJ + IqABcYBViYCJ] DXND)N
+ Y4, [D(pDN) + pI'; DA'DM] = 0, (3.25)

donde Y; = 9Y/0A!, T'';; son los simbolos de Christoffel del espacio de potenciales
generados por ' (V). Por ende tienen que cumplir las siguientes ecuaciones:

YA+ T4V, YC =0, (3.26)

D(pD) + pI'i;DA'DN = 0. (3.27)
Para finalizar, aplicando el cambio de variable (8) y usando la regla de la cadena en

(3.27), se llega a -
(PN )z + (PN g) ¢ + 20T N N 2 = 0. (3.28)

Como podemos ver, se logran conseguir dos ecuaciones muy peculiares. La primera
(3.26) es una pseudo ecuacion de la geodésica dependiente de los potenciales A, en
cuanto a la segunda (3.28), es una ecuacion de laplace para espacios curvos.

9Para éste caso en especifico se esta ocupando al indice I = 1,2, ..., para evitar confusiéon con las
demaés variables.
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Transformacioén final

Con el objetivo de obtener soluciones exactas a las ecuaciones de campo, es esencial
inicialmente obtener a A(Z), es decir, obtener a los potenciales en funcién de las coor-
denadas. Para lograrlo, es necesario resolver la ecuacion de laplace (3.27). Aunque es
factible considerar a este espacio abstracto como curvo, por razones de simplicidad 2° y
por condiciones que se mencionaran en los siguientes parrafos, se adoptara como plano.

Por consiguiente, el elemento de linea del espacio de potenciales generado por A, més
general posible considerando que sea maximalmente simétrico, es decir, considerando
la existencia de los vectores de killing mencionados en los parrafos superiores?!, es

e 2(d\* + dr?) _ dfdf_ ’ (3.29)
(1=0oX+72)2 (1 0L
tal que & = A +i7, {\,7} € R son funciones reales, ¢ € R una constante real
proporcional a la curvatura del espacio de potenciales.
En [19] mostraron que si el campo electromagnético existe, el tnico espacio de
potenciales maximalmente simétrico es aquél con

c=0 = Fli]’:O.

Entonces, se tiene que cumplir la ecuaciéon de Laplace plana, en el Apéndice B,
ecuacion (20), se pueden observar todas las representaciones posibles.

Si bien, es factible operar con (3.24), es importante reconocer que la ecuacion de
Laplace en su forma plana nos indica que {(D\)?, (D7)?, DX, D7} son independientes.
Por consiguiente se propone el anzat

A= a;(\,7)DN, (3.30a)
B = b\ 7)DA, (3.30b)
C = a;(\, 7) D), (3.30¢)

donde | = 1,2. al sustituir (3.30) en (3.24), se establece el siguiente sistema de
ecuaciones:

Ecuaciones de campo en términos de {a,b, c}

Ecuaciones para a:

.\ — al(al — 61) — b1[_91 = 0, (331&)
Qg r — CLQ(CLQ - 62) - bgl_)g = 0, (331b)
(CLLT + CL27)\) — ag(al — 61) — ay ((12 — 52) — (bll_?g + bgl_)l) == 0, (3310)

20La curvatura del espacio generado por A no representa la curvatura del espacio fisico.
21Esta afirmacion se demostré en [19], con ayuda de las subalgebras generadas.
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Ecuaciones para b:

- 1
bl,/\ - Clbl + 5[)1(&1 - 351) = 07 (331d)
- 1
b277— — CQbQ + §b2(a2 - 362) = 0, (3316)
- _ 1 1
(blﬂ' + b27)\) - Cgbl — Clbz + (ébl(ag - 362) + 5[)2(@1 - 361)) = 0, (331f)
Ecuaciones para c:
2
« _
Cia = 2_6(;(b12 +0,%), (3.31g)
g o 7o
2,7 T %(bz +by7), (3.31h)
a? - - ,
(Cl,'r + CZ)\) = 6_(b1b2 + blbg). (3311)
0
(3.31j)

Es vital destacar que las ecuaciones (3.13), (3.22), (3.17), (3.24) y (3.31) son todas
equivalentes. Por ende, obtener las soluciones para (3.31) es analogo a obtener las
soluciones para (3.8). La preferencia entre ambas formas depende de las consideraciones
individuales.

3.4 Funciones Métricas

Para concluir, es necesario “retroceder sobre nuestros pasos” para poder expresar
{a, b, c} en términos de las variables Y4, Este paso implica sustituir la dependencia de
Z(A) en (3.23), usar el hecho de la independencia de {(DA')?, DAD7} y compararlo con
(3.30), obteniendo asi que:

Valores de {a,b,c}

a:
o= 5z [Fa —ifea = o), (3.320)
02 = 5 [fr = iler = 0] (3.32b)
b:
1 1
1= —ﬁ [/ﬂ/&/\ - EX’)‘}’ (3.32¢)
2 = _ﬁ [lﬂb,f - %X,T}’ (332d)
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= ——1 (3.32¢)
c = K .32e
1 K A
1
= —"K.. 3.32f
Co Hfi, ( )

Hemos conseguido establecer la relacion entre {a,b,c} y las funciones armdnicas.
Sin embargo, para obtener la métrica, es necesario conseguir las funciones métricas
{f,w, k}. Esto implica despejar Dw y Dt de (3.14) y (3.15), sucesivamente. De esta
manera obtenemos:

p ~ ~
Dw = 7 [De —¢Dx], (3.33)
usando el hecho de que A; = /2
DA, = |- Py - Loy (3.34)
NPT =R e '

Unicamente resta . La obtencién de esta funcién métrica se logra mediante cua-
draturas, tal como se detalla en el articulo [18]*.

k,= 4%2 [ fl=f. e, —e )+ (zzﬂ + %) (x," = x.%) — 2¢(ex, — €.x.)
2 2 2 2f ? 2 2
+ fK’ (%D,p - w,z ) + (a_()/‘i) (’%,p — kK, )] ) (3358“)
k =L[f fate,e +(w2+i)(x X.2) = (€,X . +€.x,)
i 2f2 Pz P57 K2 PN 2 PN 2 2N,p

R ) + (j—f) m,pn,z)] . (335h)

Para éste caso se ha omitido €g ya que entraria en el numerador de la divisiéon en la
cual se encuentra ay. Gracias a que es un término cuadratico €3 = 1.
Es crucial destacar la distincion entre las variables {x, K, k}, es decir:

2 _ 200 pr &e%

K" =e¢e , A , k: funcién métrica.
T

Al emplear el cambio de variable compleja (8), se logra simplificar (3.35) a:

22Nota: La obtencion de k fue hecha para una dimension, es decir, tomando en cuenta que sélo hay
dependencia de A\, no de 7
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P
eTap

2 2 Loy 2, 2 2f 1\ 2
feo+ (€,< _¢X,g) +f (?X,g + R, ) + (—) kel (3.36a)

[8 7 Ta"

gracias a que 9/9¢ = 0/9¢, podemos obtener el conjugado.

2 o )2 i 2 2,/ 2 i ’ 2
feo+(ez—vxg) +f SXg Tk e )+ ke |- (3.36b)

(8 7o TaY

Aunque hemos establecido las ecuaciones a resolver y las soluciones en términos de
las variables correspondientes, este conjunto de igualdades sigue siendo notablemente
complejo para resolverlo directamente. Sin embargo, al emplear las coordenadas esfe-
roidales, los calculos se vuelven significativamente mas sencillos.

Al realizar el cambio de coordenadas en (3.36a), (3.33) y (3.34), obtenemos las fun-
ciones métricas en términos de las funciones armoénicas, en coordenadas esferoidales.??

Sea,

0

Con base en esta definicion, se alcanzan las siguientes expresiones finales.

Ecuaciones diferenciales para w en X

2 _ | _ L (1- y2>ay !
ZL’(UJ) = |:ay:| W = F(E,l - @Z}X,l> |:—(l’2 + 1)a$ A s (338&)
Ecuaciones diferenciales para A, en X
sy |0 4 L (L=y*)0y | v AN
a0 =[] as=salo) [L-5 ) [ oom

Ecuaciones diferenciales para k en X

O,k = ko%{xw 1)@ = (1= 1)ON?] = 29(2* + D@ @) |,

y2
(3.38¢)
0k = kT (@ + DN — (1= O] + 2001 = ) @M O .
(3.38d)

23Para méas detalle del como se transformaron dichas ecuaciones, ver en Apéndice C.
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donde kg = kg, es decir usando [ = j en:

2
koi; = 4—;2 [f,lf,j + €165+ (W + %) XXy — 2eix; + [E Db + (Cf_j/i) H,lfﬁ,j}
(3.39)
Notese que en las ecuaciones diferenciales de k, sélo se esta considerando un potencial
A= ), si quisiéramos generalizar, es cuestion de hacer:

ONOX — ONON | ko — ko

Generalmente las expresiones

s w5 (c—v) grz(a) 5(w), (3.40)

terminan siendo constantes, en especial, la familia de soluciones que se
usaran tendran ésta caracteristica.



Capitulo 4

Estudio de algunas soluciones conoci-
das y nuevas

La resolucion de (3.31) y con ayuda de las ecuaciones diferenciales (3.38), es posible
identificar diversas familias de soluciones singulares. Las consideraciones mds bdsicas
desencadenan hallazgos de gran relevancia.

4.1 Familias de soluciones

En los articulos [21] y [12] se han documentado varias familias de soluciones. De
igual forma en [22]| han obtenido familias de soluciones para n vectores de Killing, pero
han usado la formulacién de espacios de potenciales aplicada a una teorfa particular?.
En esta seccion, nos limitaremos a exponer sélo 2 clases de soluciones, las mas sencillas.
Para el proposito de ésta tesis, basta con tomar a la sequnda clase de soluciones.

Primera clase de soluciones

e {a,b, i} €R, & {as, by, s} = {0,0,01, (4.1a)
sustituyendo en (3.31) y resolviendo
by =0 = {ai1,c} : Arbitrarios, (4.1b)
por lo tanto
f = foe™, (4.1¢)
K = ke~ M), (4.1d)
e=0, x=0, ¥=0. (4.1e)

Donde las variables con subindice 0, son constantes.

1Es decir, la teoria que se est4 usando en este trabajo es un poco mas general.

31
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Segunda clase de soluciones

Sea:
{al,bl,cl} € C, & {ag,bQ,CQ} = {0,0,0}, (42&)
sustituyendo en (3.31) y resolviendo se encuentran los casos
by =0, ¢ Arbitrario Si: Jm(a;) =0 & fRe(ay) #0, (4.2b

)
by =0, a3 =0, & ¢ : Arbitrario, (4.2¢)
b1 = :|:(1 + 2)3m(a1) & c1 = 22'@1 Si: jm(al) 7A 0 & 9‘{2(&1) = 0, (42d)
by = —(1+t9)Im(a;) & ¢ =—2ia; Si: Tm(a;) #0 & Re(a;) =0, (4.2¢)

Al seleccionar (4.2d) de forma positiva y usando a; = %, se llega a la segunda clase
de soluciones de [15].

f=fo (4.3a)
k= koeWMT), 4.3b
2
)= \H/—%e_(’\”) + 1o, (4.3¢)
0
x = 2/ fokoe™ ™ + v, (4.3d)
e =2fo(A+ 1) + Cte. (4.3e)

Donde las variables con un subindice 0, son constantes.

4.2 Soluciones conocidas

En el trabajo titulado Ezact rotating magnetic traversable wormhole satisfying the
energy conditions hecho por Matos, Miranda y Del dguila [21] se llevo a cabo un estudio
sobre un AG magnéticamente cargado. Se uso la solucion A = Ag(21f), la cual representa
un monopolo magnético.

En dicho trabajo se mostr6 que dicho objeto es un AG navegable. Tomaron la
segunda clase de soluciones, es decir, no se toma en cuenta el potencial gravitacional,
siendo f = fq.

Se obtuvieron las funciones métricas con ayuda de las ecuaciones diferenciales (3.38)
y (4.3) consiguiendo

Ao x(y® = 1)
w= 0L | 21 | (4.4)
A, = gfswe_kﬁ, (4.5)
X[ = D{8%y*(e* + 1) — (1 — ) (2* +4°)°)
L — kOL_g{ { e ; : (4.6)
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lo que permitié el analisis de la métrica. Utilizando la métrica obtenida y el 4-
Tensor de potencial electromagnético, los introdujeron a (3.8) para comprobar que fuera
solucion de dichas ecuaciones. Al realizar éste procedimiento, se derivé una ecuacion que
establece las condiciones bajo las cuales estas soluciones son factibles. Dentro de estas
condiciones, se determiné el valor de ky cuando se considera la teoria de Kaluza-Klein
o la teorfa de cuerdas en bajas energias, tanto para un campo escalar fantasma como
para un campo escalar dilaténico. La ecuacion es?:

a2(N\; — 8ko) — 4X\jep = 0. (4.7)

Al estudiar la hipersuperficie para {t,y} : Constantes y posteriormente inmersar
dicha geometria en un espacio cilindrico usando la dependencia con la coordenada esfe-
roidal x, se logré graficar mediante soluciones numéricas la trayectoria de una particula
de prueba arrojando como resultado que la curva empezara en un espacio del univer-
so y terminara en otr6 6 en su caso, inciar en un universo y terminar en otro. Esta
trayectoria nunca pasa por el origen (singularidad).

Ademés investigaron las condiciones de energia, las fuerzas de marea y las curvas
geodésicas.

En la segunda parte del articulo, se llevo a cabo un analisis del movimiento rotatorio
y se aplico la aproximacion para pequenas rotaciones. Estas caracteristicas se veran en
el siguiente capitulo con mas detenimiento, por el momento, nos limitaremos a presentar
tinicamente las funciones identificadas en el articulo mencionado.

4.3 Soluciones nuevas

En la siguiente seccidn, se expondran nuevos hallazgos descubiertos. Se ha empleado
la sequnda clase de soluciones, dentro de la cual se destacan algunas caracteristicas
significativas:

» El potencial gravitatorio es constante.
» El invariante electromagnético F? = 0.
= Siempre hay rotacion w # 0.

» Existe un potencial escalar presente en todos los casos y serd determinado con
base a algunas consideraciones.

= En todas las soluciones hay campo electromagnético presente.

» Los términos (3.40), para ésta familia de soluciones, seran todos cons-
tantes.

2En este trabajo, introdujeron todas las constantes de (4.81) dentro de kg, es por ello que la ecuacién
toma otra representaciéon a las que se mostrardn mas adelante en la tesis.
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Mediante el uso de (4.3) y la aplicacion de las soluciones (21) para un espacio
potencial plano y de una dimension, es decir, utilizando tinicamente un potencial y su
introduccion en las ecuaciones diferenciales (3.38) para su posterior resolucion, se han
obtenido los siguientes resultados.

{w, A, k} para la solucién A,

Ao
w=——1, 4.8a
7Y (4.82)
__N fo =2
A(p = _2_/{0&)6 y (48b)
_ A [y

{w, Ay, k} para la solucién \;

2)o

A, = —%weAS, (4.8e)
(22
k = 2koA\2in [%} , (4.8f)

{w, A,, k} para la solucién \;

Ao y(1 -y
W_%{y-l-w 5 (4-8g)
A _ \V )\0 y($’2 + ]_) i\ (4 8h)
T T Tk | 22y |© '
0k Y
o [ - 2 ) - s+ )
_ . N .
k= k(] 12 4(1;2 T y2)4 5 (481)
{w, A, k} para la solucién \g
X |x(y?—1) :
= 4.
STy el E (4.8))
A, = ;/—Ifwe_ke, (4.8k)
o A8 | A=y {82 (2 + 1) — (1 — ") (@” +4)%)} (4.8)
U4 422 + 2" ’ '
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{w, A,, k} para la solucién \;

w= 2>2ny, (4.8m)

A, = %we_’\ﬂ (4.8n)

k = 2koAiln {%ﬂ] , (4.81)
{w, A, k} para la soluciéon \g

W= —/\;—OLJ}, (4.80)

A, = —;/—lfwe"\g, (4.8p)

k= ko%gln l_:gslz—ﬂ] : (4.8q)

Estos son resultados obtenidos con base a las A “s conocidas, en cuanto a las nuevas,
las funciones métricas seran:

{w, A, k} para la soluciéon Ay,

Ao L? { 9 9 2}
w = (1 — — ) 4.9a
2o (1-y) -y (4.9)
V f() —\
A,=——— N 4.
o o we N (4.9b)
k= —k()/\()fow, (49C)

{w, A, k} para la solucién Ays

2
o= Af}f [Lay] (% + 1) [1 — 2], (4.90)
A, = —\;—fwe_ANQ, (4.9¢)
0
)\2 4
k= =k |y + (1 y2){x2(9c2 +1)(10y% — 1) + 32 — 22 (ay? + 1)} . (4.90)

En esta investigacion, también se llevé a cabo la correspondiente comprobacion
de que las métricas (2.6) y 4-Potenciales electromagnéticos (3.9) correspondientes a
A5, AN1, A2 fueran soluciones a las ecuaciones (3.8). Para ello se us6®:

3Esta propuesta se tomo de [21].



36 Capitulo 4. Estudio de algunas soluciones conocidas y nuevas

__A (4.10)

050.
Por lo tanto, introduciendo todo esto en las ecuaciones de campo, se obtiene la
siguiente expresion que dictaminan la veracidad de la solucion obtenida

Ecuaciéon de verificacion \s

od(4ko + 1) — deg = 0. (4.11)

Cuyos valores de kg estan dictaminados, de igual forma, dando valores numéricos,
se obtiene lo siguiente:

Cuadro 4.1: Valores de kg

a? Dilatonic fiel (¢ =1) Phantom fiel (e = —1)

1 3/4 —5/4

3 1/12 —7/12

4 0 ~1/2
n>5 (4 —n)/4n —(4+n)/n

Se tiene que hacer notar algo de suma importancia, si tomamos un valor para kg > 0,
es decir campo escalar dilaténico, y sustituimos en k(x,y), podemos observar que
para la mayoria de los resultados k(x,y) < 0, gracias a que y? € [0,1]. Caso
contrario para ky < (campo escalar fantasma), entonces k(z,y) > 0. * Es decir:

Dilaton = k>0 = k(x,y) <0,
Fantasma = ky<0 = k(z,y)>0.

4.4 Combinaciones

Al elegir un valor especifico para A y sustituirlo en las ecuaciones diferenciales (3.38),
podemos determinar sus funciones métricas correspondientes { f,w, k} al igual que los
elementos del 4-potencial, en especifico para A, lo que conduce a una solucion parti-
cular de las ecuaciones (3.8). Como se ha dicho previamente, en [21] se ha obtenido la

4Esto es valido para los valores con a2 < 4, es decir, la teoria de Kaluza Klein es la mdrima posible
para un espacio asintoticamente plano.
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solucion relacionada a Ag. En la seccién anterior se han mostrado las métricas corres-
pondientes a las otras A’s. Gracias a que se extendi6 la segunda clase de soluciones,
podemos obtener una nueva solucién con una combinacion lineal >, A, ya que esta
suma satisface la ecuacion de Laplace plana.

Ahora, centrémonos en describir como afectan estas combinaciones a las funciones
{A,,w, k}. Tanto para la primera funcion, como para la segunda®, la combinacién no
produce un cambio significativo, ya que al tratarse de ecuaciones diferenciales (3.38b),
(3.38a) sin términos cruzados para las lambda’s, la solucién de una combinacion, sera
la combinacion de las funciones, es decir (se usara la notacion siguiente)

Agp()\n-i-)\m) - Acp()\n) + Agp()\m)7 (412)

WAnt+am) = Wn) T Wam)s 4.13)

donde el término (An) significara que la funcion es correspondiente a A,,.

Para la funcion k, se observa una diferencia significativa. Como se puede apreciar
en la ecuacion diferencial (25), aparecen términos cuadraticos y cruzados, si se toman
en cuenta dos potenciales. Es posible aislar los términos cuadraticos de manera inde-
pendiente, por lo que se puede resolver de manera separada las ecuaciones diferenciales.
Sin embargo, la misma separacion no es factible para los términos cruzados. Por ende,
cada combinacion concebible de variables, surgira el término cruzado correspondiente

En)(am) -

Eomtam) = Eowm) + Eom) + Eowm) m)- (4.14)

En este trabajo se estudiaron las siguientes combinaciones:

{w, A, k} para la solucion 7+ X = X5 + Ag

1 (1 —y*)(Lmoy — >‘0$>]
_ 1 n ’ 4.15
w 7 [Toy L(z2 + 1) ( )
At e =we—n@+ DIyl (4.15b)
° " 2%V To L(22 + y?) ’ |
ko 8zy(x? + 1)(z* — y*) LAo7o(1 — ¥?)
k= kos)y + koe) — {ﬁ A(2? + y2)* , (4.15c¢)

5Hay que tener un poco de cuidado cuando hay de por medio exponenciales, ya que los argumentos
de dichos exponenciales se suman pero el coeficiente que acompana a la exponencial no sera el producto,
sino la suma con el de la otra solucion. Ver (4.15b) y (4.15e)
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{w, Ay, k} para la soluciéon A\ +7 = Ay1 + Ano

1 [N L?

W= f_{ 02 <x2(1 — %) — y2) + 7oL (Lay) (x* + 1)(1 — yQ)} , (4.15d)
0

fo _
4 Y Ovn) 4.1
o o we : (4.15¢e)
koL? 5 9
k= k()\Nl) + k(AN2) — 1 81’y(l‘ + 1).[/)\07'0(]_ -y ) . (415f)

Hay que hace notar que para las k’s, la constante ky que corresponde a A5, g y
al elemento derivado de los términos cruzados, son iguales. Lo tnico que cambia es
7o % )\0.

Al combinar las soluciones, no se modifica la ecuaciéon de veracidad de las
soluciones (4.11), por lo que ésta ecuacion es para ésta familia de soluciones (4.2).

Es fundamental ejercer con cuidadosa consideracion el seleccionar cada caso con
base a la informacién proporcionada en la tabla (4.1), dado que ko dictaminara el signo
de k(x,y) y eso tiene implicaciones significativas en el significado fisico de la solucion
pero no en el comportamiento asintéticamente plano del espacio.

De acuerdo con las expresiones (4.8) y (4.15), observamos que en las soluciones
{)\5, )\6, )\5 + )\6}:

lim k(z,y) = lim k(z,y) =0, (4.16)

r—+oo r—+o00

sin importar el signo de k(z,y). En cambio para la funcién métrica k(z,y)
derivadas de las soluciones nuevas {An1, An2, A1 + Anz2}, se tiene que analizar con
sumo cuidado. Tomando la aproximacion y < x y omitiendo términos cruzados entre
x'y y y menores a la potencia mayor de x

k para la solucién Ay

2L2
k(x,y) ~ —ko >\02 7, (4.17a)
i k
lim k(ny) =4 00 51 k<0 (4.17h)
z—+oo —o0 Si kg >0

k para la solucién -

2L
4

k(z,y) ~ —ko——[10y* — 9y* — 1]a*,

Resolviendo (10y? — 9y* — 1) = 0 y estudiando el signo de cada region, vemos que

1032 — 9y* — 1 .
v {>0 Si yel[-1,-Hud 1]



Capitulo 5

Analisis y dictamen de agujeros de gu-
sano

En el presente escrito, se llevara a cabo un anélisis detallado de 5 soluciones, 3
independientes: { A5, A1, Ana2} v 2 combinaciones: (A5 + Xg), (An1 + Anz2), donde fo =
ko = 1. En cada instancia, se examinara meticulosamente si las condiciones mencionadas
en el capitulo 2 son agujeros de gusano navegables.

5.1 Comportamiento de los espacios

Previo a cualquier consideracion, es imperativo estudiar el comportamiento de los
espacios resultantes de las soluciones identificadas. Es fundamental comenzar por exa-
minar la actuaciéon del espacio cuando x — 400, ya que Lx = r —[; estéa estrechamente
relacionado con la norma del radio vector en coordenadas de Boyer-Linquist. El “extra”
de éstas coordenadas es que se puede estudiar de mejor manera la fisica de fenémenos.

Los invariantes del tensor de Riemman R,,,.s son muy importantes para determinar
algunas cosas como la curvatura. Para ver si se cumple el comportamiento asintético,
usaremos el escalar de Ricci para cada una de las 5 soluciones.

Escalar de Ricci R = g""R? ,,, para \s

R (4ko + 1)N2

— We—k(x,y) |:$2(.I2 + 1 - 3y2) + yQ] , (51&)

Escalar de Ricci R = ¢g""R? 5, para 7+ X = A5 + Xg

4k 1
R— (4ko +1)

= St £ 7] y2)4e-’“<xvy> AN{2*(1+3y°) +v*(1— )}

+ T(]2L2{SL'2(332 +1— 3y2) + y2} + 4:1:3/)\070(1'2 - yz) , (5.1b)

39
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Escalar de Ricci R = ¢""R?,,,, para Ay

(dko + 1)

f=—

eI, (5.10)

Escalar de Ricci R = g"" R’ ,,, para Ans

(ko + 1)

f=—

e*k(x’y)AgLQ[(l _ y2) + :1:2(1 + 3y2)“’ (5.1d)

Escalar de Ricci R = ¢g"" R, para A + 7 = Ay1 + Ano2

(4ko + 1)

k="

e M IN + 2 L2{(1 — y®) + 2*(1 + 3y®) } + dwyLAoTo |- (5.1e)

Con base en los escalares de curvatura (5.1) y el comportamiento de k(x,y) (4.16), se
evidencia que para las soluciones {5, Ag, A5+ ¢} los espacios asociados en cuestion
son asintéticamente planos, sin importar la naturaleza del campo escalar.
Debido a

lim e ¥ =1 = lim R=0.
r—£o00 T—Fo00

Para el caso de Ayj, usamos la aproximacion (4.17a) y (5.1c) se aprecia que el
comportamiento del espacio es asintoticamente plano considerando un cam-
po escalar fantasma.

Una particularidad relevante ocurre tomando en cuenta a Ays, cuyo espacio corres-
pondiente es asintoticamente plano en la regiones y € [—%, %] suponiendo un
campo escalar dilatonico.

En relacion a las singularidades, en el caso de (5.1b), se tiene una singularidad de
anillo', similar a la encontrada en [21], donde al establecer Ay = 0 o 75 = 0, se recupera
(5.1a) o se alcanza el resultado documentado en dicho articulo. Sin embargo, resulta
notable que en el caso de (5.1c), no existan singularidades, es decir, el espacio es
regular en todo punto con ky < 0. No obstante, para Ayo, no existen singularidades
en la region mencionada anteriormente.

5.2 Geometria de los agujeros de gusano.

Estudiar la geometria de un agujero de gusano o un agujero negro consta de analizar
hipersuperficies, en este caso, las curvas que dictaminan la 'geometria’ p(z) de un
espacio cilindrico. De los resultados del capitulo 4, se examinara una hipersuperficie con
t,y constantes. La métrica (2.6) es la mas general posible descrita en las coordenadas
esferoidales. Si hacemos a t = tg, y = yo, fo = 1 y sustituimos dichos valores en (2.6),
el elemento de linea se transforma a

'Para mas detalle, ver [21]
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Lt [ g
2+ 1

} dz® + [L*(2* + 1)(1 — y3) — w(z, y0)?] de. (5.2)

El siguiente paso es sumergir ésta hipersuperficie en un espacio cilindrico para poder
analizar la forma de p(z). Para ello se parametrizan las coordenadas {p, z} en funcion
de (z, 1), es decir:

ds® = dp? 4+ d2* + pPdy?
dp\*  [dz\’
dx dx

Al igualar (5.3) con (5.2), se obtienen las siguientes equivalencias

da® + pla, yo)2d (5.3)

plx,y0)? = [LQ(x2 +1)(1 — ) — w(a, yO)Q] , (5.4a)
2 2 2 2
@ + % — Me%(w:yo) (5.4b)
dx dx 241
Las ecuaciones (5.4), no son tan sencillas de resolver analiticamente, en cambio si
se hace numéricamente, es posible obtener las curvas deseadas.
En la resolucion numeérica se uso6 la condicion inicial z(0) = 0, es decir, la garganta
se localiza en aquél punto.

Siendo asi, con ayuda de las graficas que se mostrardn a continuacion se puede ver
més claramente que

y—=>0 = ppn=p(z=0)— L.

Solucion 1 (X\5)

Si consideramos la soluciéon relacionada a A5 y la introducimos en las ecuaciones
(5.4), podemos obtener las curvas que describen la geometria del objeto cosmologico de
manera numérica. En la figura (5.1a) es posible observar dichas curvas usando yo = 0.9,
Ao = {1/10,1} y ko = {—5/4,3/4}, respectivamente. En esta grafica se comparan dos
potenciales escalares: un campo escalar fantasma (ky < 0 = k(z,y) > 0) y un
campo escalar dilaténico (kg > 0 = k(x,y) < 0) y diferentes ordenes de magnitud
para el coeficiente \y2. La diferencia primordial entre ellos radica en el radio minimo
posible que puede alcanzar la curva, pero, prdcticamente son idénticas. No olvidemos
que entre esas dos opciones hay que elegir una con base a la Condicién C.

2Cuando se modifica tinicamente ky y manteniendo \g = 1/10, los perfiles son iguales.
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Es importante destacar que esta curva representa algo trascendental. Consideremos
que una particula de prueba cuya posicion radial p varia en funciéon de la altitud z,
siguiendo las curvas previamente mencionadas en el parrafo anterior, podemos ver que
la particula inicia en un universo (p > 0) y a medida que desciende, atraviesa una
transicion hacia otro universo (p < 0). Es decir, el cambio de signo en el radio marca
el paso de un universo a otro.

Combinacion 1 (A5 + \g =7+ )

Realizando los mismos célculos y graficacion para la combinaciéon 1 conformada por
el nuevo tipo de agujero negro (A5) con aquel que ya ha sido descrito en la literatura
cientifica [21] (Xg), se observa en la grafica (5.2a) que el comportamiento geométrico
del AG es notablemente similar al resultado previamente obtenido y reportado en el
articulo mencionado.

En la figura (5.2a) se us6 \g = 0.1L, 70 = 0.1, kg = —7/12 y en (5.2¢c) Ao = 0.7L,
70 = 0.3, kg = 3/4, evidenciando que el cambio en la constante ky =, ya sea positiva
o negativa y el variar las constantes Ay, 75, no incide de manera significativa en
los resultados, por lo tanto, escoger un AG fantasma o un AG dilaténico es,
resumidamente igual.

En cambio, en la figura (5.2b) y (5.2d) se logran visualizar la geometria de los
AG en 3 dimensiones para un campo escalar fantasma y un campo escalar dilaténico,
sucesivamente. Se usan coordenadas cartesianas para distinguir el comportamiento del
objeto cuando se varia yy. La 'malla’ de color azul es para yy = 0.25 y la malla de color
rojo corresponde a yo = 0.90, en ambas figuras.

En cuanto a las magnitudes de las constantes {\g, 70}, es del orden de {10°, 107!}
respectivamente, ello para tener un peso equivalente y examinar la influencia de ambas
soluciones.

Solucion 2 (Ay1)

Hemos observado previamente que en la solucion 1 y la combinacion 1, el com-
portamiento de p(z) no es distinto en funcion del signo de k(z,y). En esta ocasion,
se presenta un comportamiento parecido, pero la forma del AG cambia un poco. En la
figura (5.3a) se aprecia que las curvas muestran un p,,;, comun en z = 0, pero su forma
varia a medida que se alejan de dicho punto para kg = {3/4,—5/4}, pero a diferen-
cia de (5.1a), A\g = 1/10 no se modifica en cada caso. Esto no ocurre escogiendo
ko ={1/12,-7/12}, las curvas p(z) se vuelven parecidas.

En cuanto al comportamiento de la geometria del AG para distintos valores de yq,
podemos apreciar en la grafica (5.3b) que nuevamente el valor minimo de p tiende a L
conforme g, tiende a 0. El comportamiento de las curvas es similar a las de la figura
(5.2a).
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| Soluciénll(/’ts) ,

201 ]
10} ]
— k(x,y)>0
N QOF Fantasma
10} - k(.x’y),<0
[ Dilatén
~20¢ - ]
3 : . <10]
-10 -5 0 5 10
P
(a)
Soluciéon 1 (As) [k (x, y) > 0]
— 30=0.90
N — y0=0.75
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= =0.25
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P
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Figura 5.1. a): Comparacion de las curvas p(z) para un campo escalar fantasma y un
campo escalar dilatonico usando la solucion relacionada con A5. Los valores usados son:
Ao = {1/10,1}, ko = {—5/4,3/4} respectivamente, yo = 0.9, f = 1, L = 10. b):
Geometria del agujero de gusano correspondiente a la solucién A5. Se usaron los valores
X =1/10, f =1, kg = =7/12, L = 10 y distintos y, para mostrar el comportamiento de
las curvas p(z). También se insertaron 2 lineas punteadas de color negro en z(0) = +L.
Nota: Se usé k(x,y) > 0 para centrarnos en el estudio de los fenomenos que cumplen
la condicion C.
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Combinacion 1 (As +Ag) Fantasma
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Figura 5.2. a): Geometria del agujero de gusano fantasma correspondiente a la com-
binacion 1 (7 + A = A5 + Ag). Se usaron los valores \g = L7y, 79 = 1/10, f = 1,
ko = —7/12, L = 10 y distintos yo para mostrar el comportamiento de las curvas p(z).
También se insertaron 2 lineas punteadas de color negro en z(0) = +L. b): Estructura
del AG-F agregando la coordenada ¢ € [0,27) para obtener la malla en coordenadas
cartesianas. ¢): Geometria del agujero de gusano dilatonico correspondiente a la combi-
nacion 1 (7 4+ X = A5+ Ag). Se usaron los valores \g = 0.7L, 7o = 3/10, f =1, kg = 3/4,
L = 10 y distintos yo para mostrar el comportamiento de las curvas p(z). También se
insertaron 2 lineas punteadas de color negro en z(0) = +L. d): Estructura del AG-D
agregando la coordenada ¢ € [0, 27) para obtener la malla en coordenadas cartesianas.



45 Capitulo 5. Analisis y dictamen de agujeros de gusano

Solucion 3 (Ay2)

En anteriores ocasiones, se ha observado que la geometria de los AG exhiben un
comportamiento bien definido, inclusive se ha evidenciado que las curvas atraviesan de
un universo a otro. Sin embargo, la soluciéon Ay difiere con dichas aseveraciones.

En la figura (5.4a) se compara el comportamiento de las curvas al elegir a kg positiva
0 negativa y distintos valores de A\g. Se opt6 en hacer una pequena variacion del orden
de magnitud de dicha constante ya que st consideramos a )y tgual en ambos
casos, el comportamiento es idéntico entre ambos campos escalares, pero si
se hace un poco mds grande, deja de formarse un AG. Esto es debido a que las curvas
p(z) se vuelven complejas. No obstante, se observa una transicion en la cual se abre
una ventana de oportunidad, permitiendo la creacion del AG? para ciertos valores de
y = cosf. Vease en la figura (5.4b) .

Combinacion 2 (A + 7 = Ay + An2)

Al considerar la combinacion 2 (A + 7 = Ay1 + An2), es necesario prestar atencion
al comportamiento singular de la nueva solucion 2, dado que su geometria difiere un
tanto de las observadas anteriormente. Se han identificado el orden de magnitud para
la constante 75 que resultan en la formacion de un pseudo agujero de gusano, el cual
solo es ’atravesable’ bajo condiciones particulares de y = cosf. Por lo tanto, a ciertos
angulos, serd posible navegar en dicho AG.

Sin embargo, al reducir dicho pardmetro, el agujero de gusano se estabiliza, ma-
nifestando un comportamiento parecido a las soluciones previamente analizadas. En
este contexto, el comportamiento de la Combinacion 2 esta influenciado por los pesos
asignados (\g, 79), no por la eleccion del campo escalar.

La figura (5.5a) ilustra el comportamiento de las curvas que determinan la geometria
cuando se usan las los siguientes ordenes de magnitud: {\g ~ 1/10%, 75 ~ 7/101}, es
decir, el peso que tiene Ay9 sobre la solucion general, es mayor que Ay, dando lugar a
la formacion de un pseudo AG. Especificamente, los dngulos propicios para la travesia
del agujero de gusano coinciden con los asociados a la solucién previamente mencionada
0 ~ {0,7/2,7}. Por otro lado, al asignar un peso menor a la solucién Ay, del orden
de {\g &~ 1/103, 79 ~ 0.7/10%}, la solucién alcanza una mayor estabilidad.

5.3 Fuerzas de marea

En el Capitulo 1 se presento la desigualdad (2.28) la cual es una consecuencia
directa de la condiciéon E. Con el propoésito de examinar los casos cuando las fuerzas
de marea son insignificantes, se recurriré a graficas. Los escenarios para la no destruccion
del astronauta dependeran en principal medida del d&ngulo 6.

3En las soluciones anteriores ésto no ocurre.
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Solucion 2 (Ay;) ~ Solucién Ay [k (x, y) > 0]
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Figura 5.3. a): Comparacion de las curvas p(z) para un campo escalar fantasma y un
campo escalar dilatonico usando la solucidn relacionada con Ayq. Los valores usados son:
X =1/10,y0 = 0.9, f =1, kg = {—5/4,3/4} respectivamente, L = 10. b): Geometria
del agujero de gusano correspondiente a la soluciéon Ayi. Se usaron los valores \g =
1/10%, f =1, kg = —7/12, L = 10 y distintos yy para mostrar el comportamiento de
las curvas p(z). También se insertaron 2 lineas punteadas de color negro en z(0) = +L.

Solucién 3 (An2) [k (x, y) > 0]

Solucion 3 (An2)
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(a) (b)

Figura 5.4. a): Comparacion de las curvas p(z) para un campo escalar fantasma y un
campo escalar dilatonico usando la solucién relacionada con Ays. Los valores usados
son: Yo = 0.9, f =1, \g = {0.1/10%,7/10*}, ko = {—5/4,3/4} respectivamente, L = 10.
Se logra ver que es muy volatil la solucion con base a la constante X\g. b): Geometria del
AG para la soluciéon \y» usando los valores de A\g = 1/10%, f =1, kg = —7/12, L = 10.
Se puede observar que atravesar el agujero de gusano es valido para 6 ~ {0, 7/2, 7, 7}.
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Figura 5.5. a): Geometria del agujero de gusano fantasma correspondiente a la com-
binacion (A + 7 = Ay1 + An2), nuevamente, mostrando que solo para los valores

yo = {0.25,0.75} = 60 ~ {0,7/2} se 'abre’ una ventana para cruzar el pseudo AG-F.
Se usaron los valores \g = 1/103, 7o = 7/10%, f = 1, ky = —7/12, L = 10. b): Al
disminuir la influencia de Anq9, se estabiliza el AG-F y se obtienen las curvas p(z) bien
comportadas como en las soluciones anteriores. Los valores \g = 1/10%, 7y = 0.6/10%,
f=1,ky=-7/12, L = 10. c): Geometria del agujero de gusano dilaténico correspon-
diente a la combinacion 2 (A\+7 = Ay1 + An2), nuevamente, mostrando que solo para los
valores yo = {0.25,0.75} = 60 ~ {0,7/2} se ’abre’ una ventana para cruzar el pseudo
AG-D. Se usaron los valores \g = 1/103, 79 = 7/10%, f =1, kg = 1/12, L = 10. d): Al
disminuir la influencia de A9, se estabiliza el AG-F y se obtienen las curvas p(z) bien

comportadas como en las soluciones anteriores. Los valores \g = 1/103, 75 = 0.6/10%,
F=1, ko =1/12, L = 10.
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Para tal proposito se sustituira w(r, 0) y k(r,0) en (35). Hecho eso, se graficaran las
superficies R . - . (r,0).

vpv

Combinacion 1 (A5 + g =7+ A)

Al tener en cuenta la primera combinacion, obtenemos las siguientes igualdades

[2e—2k 2 '
R...= AT [/\0 (L2 cos? 0 — (r — 11)2) + 279 L*(r — Iy) cos 6’} sin? 0, (5.ba)
e % 2 2 .2 ’
Ré%é% = m{?)\o(r—ll)ms@%—m ((T—l1> — L?cos 9):| AT, (55b)
R = o Latr — ipemycoso{ (= )2 — L2 cos? 0
Yy (r— 1) Aomocos@| (r —1y)* — L* cos

+ X <(7" —1)*(1 + 3cos?#) + L? cos® O sin® 9)

+ 73 ((r — )+ L*cos® 0 + L*(r — 11)*(1 — 3 cos® 0))} , (5.5¢)
= 4koL* csc? 0 {R} ) (5.5d)
ptpt

L2 —2k
Ryzz:= ﬁ {)\Oro(r — 1) cos@<16k;0(r — 1) + 4(8ko — 3)L*(r — 1;)*sin? 0
9

+ 4L* cos® {3 sin” 0 + 4k (cos® 0 — 2)})
+ 78 (4k0{(r — 1)+ LOcos* @ + L*(r — I)*(sin* @ — cos®6) }
+4L*(r — 1y)? cos® 6{6ko — 3 + (3 — 5ko) cos” 0})
+ A5 (L4 cos* Osin® 0(3 — 4ko) + (r — 11)*{3 — 4ko + (20ko — 3) cos® 0}
+2L%(r — 11)* cos® {3 sin® 0 + 4ko(cos® 0 — 3)})} . (5.5e)

Es importante hacer notar que si tomamos a \y = 0 6 7 = 0, obtenemos las
componentes del tensor de Riemann asociado a la soluciéon A5 6 Ag respectivamente.
En la figura (5.6) se pueden apreciar la graficacion de las componentes del tensor de

Riemann RL%L%, n=T7,0,9% correspondientes a las fuerzas de marea en direccion [i
ath
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que siente el cuerpo del astronauta. Las imagenes del lado izquierdo corresponden a las
superficies en 3 dimensiones de la malla generada por cada componente. Se usaron los
mismos valores que en el caso de las graficas (5.2a), pero para éste caso se emplearon
las coordenadas de Boyer-Linquist para una mejor interpretacion de la fisica. El color
azul de la malla indica wvalores bajos de las fuerzas de marea, caso contrario para el
color rojo. Dichas graficaciones estan incompletas (color gris) debido a los valores altos
que toman las fuerzas de marea, siendo fisicamente imposibles para cruzar el AG.

Las graficas del lado derecho muestran las curvas de nivel con un esquema de colores
similar a las del lado izquierdo. Es importante destacar que el color blanco de las curvas
de nivel representa los valores altos mencionados en el parrafo anterior. Ademaés, a
medida que se refinan los calculos numéricos, en las figuras en forma de pétalos se
aproximan a un cierre central, es decir, ’los pétalos adquieren una forma bien definida’.

En la figura (5.7), los valores y esquemas de colores son similares al caso anterior,
pero se enfocan en las componentes que toman relevancia a medida que el astronauta
toma velocidades relativistas, de acuerdo con las ecuaciones (2.27).

Centrandonos en la fisica representada por dichas graficas, observamos angulos
privilegiados para ingresar al agujero de gusano, correspondiente a dicha solucién de
estudio. En este caso, es 6ptimo ingresar con angulos cercanos a § ~ {0, 7}. Sin embargo,
se tiene que tener precaucion con las fuerzas de marea asociadas a RéA

iot
figura (5.6¢) y Rgggi, figura (5.7c), debido a que en los puntos 0 = {0, 7} se
vuelven medianamente grandes. El orden de magnitud para ambos casos, es

de ~ 1075.

Alternativamente, también es posible ingresar con un éngulo § = 7/2 y navegar
dentro del AG para evitar las fuerzas de marea que podrian danar al astronauta. Se
pueden evitar siguiendo las lineas contorno del interior de los pétalos, esto es de suma
importancia y al mismo tiempo, se evita la singularidad de anillo (2.15).

Para concluir, en la figura (5.7a), se compara el impacto de elegir un campo escalar
fantasma ¢ dilatonico en la componente Ri%i%, donde se observa que no existe dife-
ritr

rencia ? y las superficies se superponen. También podemos verlo en las ecuaciones (5.5),
donde, debido al valor absoluto de (2.28), la elecciéon de un tipo de campo escalar
es irrelevante en las fuerzas de marea®, excepto R@%é%’ se aprecia comparando
las figuras (5.7b) y (5.7e). En cuanto a los ordenes de magnitud, si escogemos un campo
escalar dilatonico, esta crece en un orden de 2. Al visualizar la ecuacion (5.5¢) se con-
templa que en dicha expresion, entra en juego la constante kg la cual estéa relacionada

con la eleccion del campo escalar®. Esto no ocurre en las otras ecuaciones de (5.5).

4Ocurre lo mismo para todas las componentes, exceptuando R P
5Se trabajara con un AG fantasma, sobreentiendo que son iguales las graficas entre
ambos campos escalares.

6Véase en la tabla 4.1.

b
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R%:;:(T, 0) k(?‘, 9) >0 Curvas de nivel

() ()

Curvas de nivel

() (f)

~
A =

Figura 5.6. Graficas de los elementos Rﬁ%ﬁ%’ ﬁ =T, 0,@ asociados a las fuerzas de
marea, correspondientes a la Combinaciéon 1: A5 + A\ = 7 + A. Se usaron los valores
X =1, 71 =1/10, kg = =7/12, 13 = 1 y L = 10 y las coordenadas © para una
mejor visualizacion de fisica. Las gréaficas del lado izquierdo corresponden a la malla
generada por Rﬁ%ﬁ%(r’ 0) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados con

colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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R::::(T. (}) ]1(! 9) <0
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Curvas de nivel
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Figura 5.7. Gréficas de los elementos {Rﬁ%ﬁ%}7 = 5,@ asociados a las fuerzas de

marea para velocidades relativistas, correspondientes a la Combinacion 1: A5 + \g =
T 4+ A. Se usaron los valores \g = 1, 79 = 1/10, kg = —=7/12, [y = 1y L = 10 y las
coordenadas ©. En figura a), se comparan las consecuencias de elegir un campo escalar
fantasma 6 dilatonico, usando ky = {—7/12,1/12} consecutivamente y correspondiente
al color amarillo y rojo.
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Solucion 1 (X;)

Al tomar a Ao = 0, sustituirlo en (5.5) y graficarlo como en el caso anterior, se
obtienen las figuras (1), (2) y (3).

Si observamos las figuras mencionadas, podremos notar algunas peculiaridades. Al
contrastar las figuras (1), (2) con (5.6) y (3) con (5.7), podremos darnos cuenta de la
similitud que existe en la forma de las superficies, s6lo hay algunas pequenas deforma-
ciones. Sin embargo, la distincién principal que hay entre ambas es la rotacion
de dichas graficas cuando se considera la combinacién. No obstante, se conserva
la posicién del centro, determinado por r = [;.

En resumen, si consideramos la solucion A5, las superficies tienen sus ejes de simetria
paralelos a los ejes x,y del grafico, pero si consideramos la combinacion de A5 + Ag, se
generan rotaciones y minimas deformaciones.

Si bien, es algo sutil, hay algo importante reflejado en la figura (1b). La ventada
en 0 = w/2, se abre completamente sin tener que ‘navegar’ (0 : Constante) por el
AG, tanto fantasma como dilatonico. Y las componentes R@;:; y R...., se hacen mds

rorT 0tot
pequenas en regiones mds cercanas en 0 = {0, 7}, véase en las figuras (2b) y (3d).

En los deméas aspectos, el comportamiento es similar a la combinacion 1.

Combinacion 2 (A +7 = Ay1 + An2)

En esta ocasion, la expresion para las fuerzas de marea son:

—2k

2
R..=5_sin?0 XoL(r— 1) + 1L (3(r — 1) + L?) cos | , (5.6a)
TLTt 4A9

672]’»‘

2
553 = MAT |:/\0 cosf + 7'0(7” - ll)(g C082 0 — 1):| y (56b>

R.-..=—— |\ +4X\g7o(r — ) cos O+

75 (L?sin® 0 + (r — 11)*{3 cos® 6 + 1})] , (5.6¢)

R- .. =4koL*csc*0 {RA - } , (5.6d)

Tipt
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L2€—2k

Re:on= Y {)\3 (4k0L2 cos® 0 + (r — 11)?[3 — 4ko + (8ko — 3) cos® 9])

+ 2X7o(r — 1) cos O (BL2 sin® @ + 8koL*(2cos*# — 1)
+ (r — 11)*{9sin 6 + 8ko(3 cos® # — 2)})
+ 78 (L4(3 — 4kp) cos® Osin” §
+2L%(r — 11)*{2ko + (9 — 24ko) cos® +(30ko — 9) cos® 9})

+ (r — 11)*{27 cos® §sin® 6 + ko {4 — 60 cos® 6 + 72 cos* 0}}} , (5.6e)

Asi como en la combinacién 1, en este caso, si hacemos \g = 0 6 79 = 0, aterrizamos
a las componentes del tensor de Riemann para la solucién Ay 6 Ane.

Al analizar las figuras (5.8) y (5.9), se evidencia una marcada disparidad con respecto
a la combinacion 1. En primer lugar, es importante senalar que los dngulos 6 = {0, 7}
no son facilmente accesibles ya que para atravesar el agujero de gusano, se necesita
navegar variando el dngulo 0 para evitar las fuerzas de marea destructivas. Al examinar
detenidamente las graficas (5.8d), (5.8f), (5.9d) y (5.9f) se constata que las fuerzas de
marea son muy pequenas en un extremo de la figura, pero aumentan progresivamente
en el otro. Aunque esta aseveracion indica la complejidad para navegar en un angulo
constante § = {0, 7}, es relevante recalcar que el orden de magnitud de dichas graficas
suele ser muy pequeno, de un aproximado de 1 x 107%, siempre y cuando se viajen a
velocidades no relativistas. Si se viajan a velocidades mas grandes, los términos cruzados
Rﬁg% (figura (5.9¢) )y R oo (figura (5.9e) ) se vuelven mas relevantes, puesto que
su orden de magnitud es aproximadamente 1 x 1074,

Las mejores trayectorias para navegar a velocidades relativistas nos las
determinari la curvas de nivel de la componente R¢%$% ya que las fuerzas de
marea en las otras componentes son medianamente soportables si se sigue
la curva 6 ventana que nos exhibe la figura mencionada. ”

Por lo tanto el mejor angulo de entrada para un AG-F viajando a velocidades
relativistas serd 6 ~ 157/32 siempre y cuando se 'navege’ dentro del AG.

En segundo lugar, se tiene que destacar que para esta combinacion, se presentan
trayectorias en todas las graficas que pueden transitar por el centro del AG y atrave-
sarlo, a diferencia de la combinacion 1, donde tal posibilidad se ve restringida en las
componentes Ré%é% y Ré%é% 8 reconociendo que en el punto punto central r = [; las
fuerzas de marea se anulan.

"Esto es valido para las demas soluciones. Se expondra con més detalle en las conclusiones.
8Ver en las figuras (5.6f) y (5.7d)
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Curvas de nivel

Riif?(,' 0) k('l‘, 9) >0

(a) (b)

Curvas de nivel

() (d)

Curvas de nivel

Figura 5.8. Gréficas de los elementos RL%L%, 7 = 7,0, asociados a las fuerzas de
fith

marea, correspondientes a la Combinacion 2: A\y;+ Ay = A+ 7. Se usaron los valores

Xo = 1/103, 79 = 0.6/10%, kg = —7/12, 1, = 1 y L = 10 y las coordenadas © para una

mejor visualizacién de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a la malla

generada por Rﬁiii(r, 0) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados con
ntp
colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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R.:-=(r,0)

it

(b)

Curvas de nivel

R:---(r,0) k(r,0) >0

pror

(e) (f)
Figura 5.9. Graficas de los elementos {Rﬁ%ﬁﬁ}’ 7i = 0,7 asociados a las fuerzas de
marea para velocidades relativistas, correspondientes a la Combinacion 1: Ay + Ay =
A+ 7. Se usaron los valores \g = 1/10%, 70 = 0.6/10%, ko = —7/12,1; =1y L = 10 y las
coordenadas ©. En figura a), se comparan las consecuencias de elegir un campo escalar

fantasma 6 dilatonico, usando kg = {—7/12,1/12} consecutivamente y correspondiente
al color amarillo y rojo.
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Para terminar, la diferencia en las fuerzas de marea entre un AG-F y un AG-D
no es relevante mas que en la componente R@%é%’ si comparamos la grafica (5.9e) y

(5.9b), podemos ver que la forma de la superficie es diferente, en cuanto al orden de
magnitud, es equivalente. En los dos casos, se puede navegar para poder atravesar a
salvo los agujeros de gusano.

Solucion 2 (Ayp)

Al usar 79 = 0 en las ecuaciones (5.6), obtenemos las fuerzas correspondientes a la
solucion 2. En el apéndice E, figuras (4), (5) y (6) se graficaron las superficies de las
fuerzas de marea.

En general, el comportamiento de las fuerzas de marea es muy similar a la combina-
cion 2, nuevamente, para poder pasar a través del agujero de gusano es mejor llegar con
angulos cercanos 0 ~ {0,7}, ya que si nos encontramos en dichos valores, las fuerzas
de marea Rﬁé; (figura (4¢)) y Réié% (figura (5a)) se vuelven un poco significativas ya

que el orden de magnitud es aproximadamente de 1 x 1076.
Si consideramos velocidades relativistas y un AG-F, las componentes R@igs (figura
(5¢)) y R oo (figura (5e)) toman relevancia y los angulos de entrada més 6ptimos de

entrada seran 0 ~ {37 /4, 7/4}.

Solucién 3 (Ay2)

Las aseveraciones que se hicieron analizando la solucion 2 (Ay;) y la combinacion 2
(An1 + An2) son aplicables para este caso.

La mayor distincion es que a velocidades no relativistas, la 'ventana’ § = 7/2 se
abre sin tener que 'navegar’ ( f constante ) para poder atravesar el AG. En cambio, si
se consideran velocidades relativistas y un AG-F, los mejores angulos de entrada para
poder navegar variando a 6 dentro del agujero de gusano, seran 6 ~ {97/16,77/16}.

Véase en el Apéndice E, figuras (7), (8) y (9). Donde para la graficacion, se
usaron las ecuaciones (5.6) evaluando Ay = 0.

5.4 Condiciones de energia

Para el analisis de las condiciones energéticas, resulta conveniente emplear las ecua-
ciones (35) debido a su caracter de generalizacion para la familia de soluciones de
sequnda clase presentadas en el capitulo 4.

Siendo asi, tenemos que la densidad esta dada por

€f2k

T 2L+ 1)(1 - ) (22 + )

podemos observar que todos de los términos presentes en la igualdad son cuadratico.
Es notable que, independientemente de que si los valores de las derivadas parciales de w

p (1-— yz)w?y + (22 + D2 |, (5.7)

)
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son positivos o negativos, el cuadrado de éstos ’eliminard’ el signo. En lo que respecta
a la expresion (1 — y?), la coordenada y se encuentra restringida al intervalo [0, 1],
siendo asi, esta expresion serd siempre positiva. Finalmente, la exponencial no puede
tener valores negativos, entonces aterrizamos a la desigualdad

p>0, (5.8)

para la Segunda clase de de soluciones.
En cuanto al invariante de la igualdad (2.41), se analizara por separado, pero sélo
las combinaciones, ya que las soluciones se pueden obtener haciendo A =0 ¢ 7 = 0.

Combinacién 1 (A5 + A\¢ =7+ \)
Si sustituimos las funciones métricas en (2.41), llegamos a

672k

p—0= 2L6(z2 + y2)p

{4L)\oroa:y(x2 — %) (2y2 + (4ko — 1) + 2*(4ko + 1))
2\ (y4(1 — ) + 2 (1 + 1y (8ko + 1)) + 222y (4ko + y2)>
+ L?7? <(4k0 +1) (2 + D)a* — 22°y*{ (4ko + 1)2® + 4ko — 3}
+ y*{1 + 4ko + 2 (4ko — 7)})] . (5.9)

Para obtener una comprensiéon mas completa del comportamiento de la expresion
anterior, se procedera a examinar lo que sucede cuando tomamos y = {0, 1} con el fin
de determinar si se cumple la CE NEC debido a la seleccion de vectores nulos.

Yy = 0:
672k(:1:,0)

P=0=Srig lmg + {4/<:0 + 1}T§L2(x2 + 1)} (5.10)

(2)\01’ + LT()[ZE2 — 1])2
2L5(22 + 1)

p—o= [4k0+11 (5.11)

Si nos fijamos en (5.10) y (5.11), nos damos cuenta que existen términos cuadréticos
que no tendran relevancia en el signo, pero el elemento determinante es

(4ko + 1),

9En est4 ocasion estamos tomando en cuenta el punto 1 ya que en las coordenadas esferoidales, no
hay indeterminaciones para aquél valor, a diferencia de las coordenadas de Boyer-Linquist.
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ya que si esta componente es mayor o igual a cero, p — o serd mayor o igual a cero en
los puntos y = {0, 1}, respectivamente.
Sabemos que |y = cosf| < 1, entonces

Si (4kg+1) <0 = p—p<0, (5.12)
Si (4koy+1)>0 = p—p>0. (5.13)

En resumen:

= Si escogemos un campo escalar dilaténico, las condiciones de energia NEC se
cumplen.

= Si escogemos un campo escalar fantasma, las condiciones de energia NEC no
se cumplen.

Debido a que el minimo valor posible para un campo escalar fantasma es

1
bo <~ (5.14)

y si se escoge un campo escalar dilaténico, los valores cumplen que

1
by > =7 (5.15)

Combinacion 2 (A + 7 = Ay + An2)

—2k

e ) [Az (2x2 o {4k + 1+ 2% (4ho - 1)})

T

+ L*7? ((4k0 + 1)(2% + 1)2” + 2y° {1 + 32?1 — 4k + (2 — 4ko)2?]}
+ y*{92* (4ko — 1) + 2*(36ko — 3) — 2})
+ 2LzyA\oTo (4k0(x2 + 1By’ — 1) +y*+1+2%(5— 3y2))} . (5.16)

Si seguimos el mismo procedimiento que en la combinacion 1, obtenemos un resul-
tado similar ya que al evaluar (5.16) en y = {0, 1}, se llega a

p-o=—F {%3 + {4ko + 1}731:2(3:2 + 1)1. (5.17)
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[ ] y = 1
o + 219 Lx)?
p—o0= [4]{:0 + 1} —( ot 27—0 ?) e 2k@ 1), (5.18)

Encontrando nuevamente que:

= Si escogemos un campo escalar dilaténico, las condiciones de energia NEC se
cumplen.

= Si escogemos un campo escalar fantasma, las condiciones de energia NEC no
se cumplen.






Capitulo 6

Conclusiones

Basandose en el trabajo presente y los resultados obtenidos en el capitulo 4 y 5, es
posible que la seqgunda clase de soluciones (4.3) cumpla las siguientes conjeturas:

1.

El invariante electromagnético cumple que F? = 0. En otras palabras, se encontrd
que para dicha familia, las magnitudes del campo eléctrico y el campo magnético
son idénticos.

. La ecuacion (4.11) dictamina los valores para kg con base a la eleccion de la teoria

de la segunda clase de soluciones.

. Los agujeros de gusano tipo dilaton, cumplen con las condiciones de energia

tipo NEC. En cambio los agujeros de gusano tipo fantasma, no cumplen con
las condiciones de energia tipo NEC. Esta es una hipoétesis ya conocida y se
confirma nuevamente en el trabajo presente.

Las soluciones {5, A\, A5 + A¢} son asintoticamente planos sin importar la
eleccion del campo escalar, en cambio, {\y2} es asintoticamente plano en
laregion y € [—3, 1] escogiendo un campo escalar dilatonico.y {A\n1+An2}
tiene la misma regiéon de ser asintéticamente plano siempre y cuando la solucion
An1 tenga un “peso” mejor que Ays. Un hecho inesperado y conducta extravagante

ya que las soluciones conocidas no tienen dicho comportamiento.

. La solucion Ay es asintéticamente plano con un campo escalar fantasma.

. La seleccion de un tipo de campo escalar no tiene influencia en la existencia

de un agujero de gusano (AG), es decir para ambos casos se puede crear un
AG y la geometria es muy similar al escoger uno u otro.

Las fuerzas de marea para velocidades relativistas son iguales entre un AG-
Fantasma y un AG-Dilatonico. De igual forma las fuerzas de marea para velo-
cidades relativistas y las fuerzas de marea no relativistas son iguales, salvo la
componente R . . .(1,0).

TYT
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Para resumir los resultados de navegabilidad de los AG encontrados, se recurrira a
la tabla (6.1). En cuanto a la Solucion 1 (\5) y la Combinacién 1 (A5 + Ag), existen
una region para poder atravesar el AG sin tener que pasar por el centro y sin variar
a 6 para evitar las fuerzas de marea destructivas, es decir, con 6 constante. Aquella
aseveracion es cierta para velocidades relativistas como las no relativistas. Dicha region
esta expuesta en la tabla mencionada.

En cuanto a las otras soluciones (Ay1,An2) y combinaciones (Ay1+Anz2), s necesario
pasar por el centro del AG y navegar variando a 6. De igual forma al tener un AG-F
genera mds “ventanas” para poder atravesarlo, pero la curva que tememos que sequir
para evitar las fuerzas de marea destructivas estan bien definidas.

Cuadro 6.1: Angulos 6ptimos de entrada # (Entrando en r = —10)

Solucién No relativista Relativista

Fantasma Dzilaton
As 0.FVlEs™  OFUED  (0,FIUEE )
As + s O FulEE™  O0FuEET O FUEET)
ANt (HHVE%) =55 (35, TV ()
ANT + ANz (167 5) ~{E o B (16 %)

Es crucial destacar un punto importante. En el caso de la Solucién 1 (Xs) y la
Combinacion 1 (\5+ \g), los espacios presentan una singularidad de anillo (x*+1y* =
0) de radio L que rodean a la garganta de los AG, pero estan causalmente deconectadas.
Sin embargo, en el caso de la Combinacion 1 (Ay; + Ay2) y las Soluciones 1 y 2
(An1 ¥ An2) no hay singularidades, el espacio es regular en todos los puntos
y puede ser asintéticamente plano.

En resumen, las soluciones que cumplen las condiciones (C y G) de M-T son:

Fisicamente admisibles en todo el espacio > {A5, Ag, A5 + A},
11
Fisicamente admisibles en la regioén y € [—g, 5] > {An2, ANt + Ana ),

Fisicamente no admisibles > {\y1}.
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Apéndice A: Transformaciones de coor-
denadas

La adecuada seleccién de coordenadas especificas puede simplificar un problema
considerablemente. En el presente escrito, se emplearan diversos tipos de coordenadas
con este proposito. Iniciemos definiendo las coordenadas que usaremos.

Coordenadas
Sean los conjuntos de coordenadas
Z = {pa Z}v ©= {T‘,Q}, X = {xyy}a T = {gaZ}v (]-)

donde Z = {p, z} son las coordenadas cilindricas, © = {r, 0} son las coordena-
das de Boyer-Linquist, X = {z,y} son las coordenadas esferoidales 'y también
se usara un cambio de variable compleja T = {¢,(}.

La relacion entre coordenadas cilindricas y las de Boyer-Linquist vienen dadas de
la siguiente forma (p, 2)*:

p=+/(r—m)?+ a?sin(f), z = (r —m)cos(f). (2)
En cambio, las relaciones entre B-L y las esferoidales son:
ar = (r —m), y = cos(0). (3)

Es posible relacionar (p, z) vy (x,y), obteniendo

p=ay(@+1)(1-1?), z=awy. (4)

Wer en [23], subseccion 20.5 The Kerr solution and the Tomimatsu-Sato class
2En otros libros como [11] y [13] usan a p = v/r2 — 2m + o2sin(). Para ésta trabajo se usara

a2 :0'2—m2.
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Durante los calculos, se emplearan .y o, por lo que con el fin de evitar confusiones,

se procedera a modificar el nombre de algunas variables®:
a — L,
g — l()7
m

— ll,

y se introduciran las definiciones
Ag = L*(z* +9*) = (r — 11)? + L* cos® 0, (5)
A, =L+ 1) = (r—4L)* + L? (6)

para simplificar los calculos, dado que estas apareceran con frecuencia en algunas de-
rivaciones. Esta accion se realiza con el objetivo de mantener una consistencia en la
notacion con las referencias [21] y [9]. Siendo asi, las relaciones (2), (4) y (3) cambian
de forma consecutivamente a (incluyendo los diferenciales):

Coordenadas Z(0):

p= /A, sin(6), z = (r —1)cos(h), (Ta)

dp = (r\/_A_“) sin(6)dr + /A, cos(8)d, (7b)
dz = cos(0)dr — (r — 1) sin(0). (7c)

Coordenadas X (0):

Lz = (r—1), y = cos(f), (7d)
1

dx = Zdr, (7e)

dy = —sin(6)d#, (7f)

Coordenadas Z(X):

p=L/(2>+1)(1—-4?),  z=Lay, (72)

rdx ydy
dp= L - , 7h
P VE2+ 1)1 —92) (@2 +1)(1—y?) (7h)
dz = L(ydx + zdy). (71)

El cambio de variable compleja que se mencioné y seréd de mucha utlidad es

¢=p+t+iz, C=p—iz. (8)

3{L,ly,1;} son constantes en unidades de longitud. En cambio L? = [2 — [3 est4 relacionado con el
didmetro de la garganta del agujero de gusano.
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Cambio de coordenadas

Supongamos que en una region de una variedad (91) estdn definidas dos cartas
compatibles ¢,, ¢, con sus respectivos sistemas de coordenadas {z(x%)}, {z(2")}. * Si
tomamos una funciéon oo-Diferenciable f : 91 — R, podemos obtener los wectores
tangentes® en x 6 2.

De esta forma, por regla de la cadena obtenemos

0 . i 02D
! @) = 2 G ) )

j—

Esta igualdad podemos representarla en notaciéon matricial, considerando a la base
del espacio tangente 6‘; como una matriz M,,,; v a la matriz de Jacobi o matriz de
transformacion como un elemento de M,,,5.

Durante todo el escrito se usara la siguiente notacion: las cantidades a repre-
sentardn a los vectores base {9/0a',d/0a?, ...} correspondientes al par de coordenadas
representados por su simbolo en mayusuculas A = {a',da?, ...}, donde A= 7,0, X, 7T, ...,
puede tomar cualquier valor de coordenadas.

0 0
0 %' o %
(317’)2 ot = (azZ): S
ozL 922 |
j ozl Bzl
0\ _ |3 o T
O = | 922 9z2 = [Z — ._'E]

Donde i: Filas, j: Columnas. La ecuacion (9) se transforma en

se esta considerando a M[x < z] como la inversa de M|z < z].
Ahora que ya sabemos cémo transformar coordenadas, podemos dejar todas las ecuacio-
nes a resolver en término de las coordenadas esferoidales, ya que se vuelven sumamente
més faciles.

Comenzamos obteniendo las Matrices de transformacion:

1/L 0
0 _VITE (12)

4Las definiciones se basaron principalmente en [24].
SVéase en [24], pagina 417, Comentario 21.35.
6Siendo i = 1, ...,n, donde n es la dimensién del espacio vectorial.

M[X « 0] =
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M[@eX]:{g _1/;@]. (13)
M[TeZ]:%[i ‘/] (14)
M[Z<—T]:{1 _ﬂ (15)

o= | B | 1
M[Z + 6] = g <T\/_—Ail()3§:;9 _% ] (17)




Apéndice B: Ecuaciéon de Laplace en es-
pacios planos

Cuando el espacio generado por {\,7} es plano, entonces la ecuacion (3.27) se
convierte en

D(pDX') = (pX o)z + (pX g) c = 0. (18)
Pero ésta ecuacion tiene distintas representaciones debido a las coordenadas que se
estan manejando. Usando las matrices de transformacion (13)-(17) es posible obtener
todas las formas de (18).
Desarrollando (18) y usando regla de la cadena, tenemos que:

D(pDA")

[p(0? + 02) + 0,) N = [p(Z- 2) +
|p(M[Z  ©)0) - (MI[Z + ©)0) + T+ (M[Z « ©]f)] X

ag(sin(é)ﬁg) I
sin(6) })\ B

1= H 2= m (19)

De acuerdo con lo expuesto, considerando las transformaciones pertinentes y conti-
nuando con el proceso, se alcanza el siguiente resultado:
En representacion de operadores:

_ {ar (A0) +

donde

D(pDX) =0, (20a)

En representacion T:
(PN )z + (PN 2 =0, (20D)

En representacion Z:
[p(0% +0%) + 0,] N =0, (20c)

En representacion O:

89(8111(9)89) 1

Or (AvOp) + —————— ¢ A" =0, 20d
{o.2,0)+ 2500 (20d)
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Apéndice B: Ecuacion de Laplace en espacios planos

En representacion X:

O:[(z® + 1) + 0,[(1 — y*)9,\] =

Soluciones

(20e)

La manera més sencilla para encontrar algunas soluciones a la ecuacion de Laplace,
es usando la representacion en las coordenadas X. En [15] se presentan las siguientes

soluciones:

)\1:)\()[71 1—— + mo, l():o,
T

A

)\3:

Ay =

)\5:

A6

A =

As =

= N ArcTan[x] +mg, 1§ > 13,
+

[x—1

Aoln myo, lg < l%,

z+1
MArcTanh[z] +mg, 1§ <2,

do—lE i,

(22 +y?)
y/L?
R R

Noln[L* (2 + 1)(1 — y)] + my,

02
Xoln [—V;y] ,

+1

donde {9, mo} € R son constantes.
Durante la investigacion realizada en el periodo de ’calculos’, se han iden-
tificado dos nuevas soluciones que cumplen con (20e)

)\Nl = )\oLZL'y + myo,

/\NQ = )\0L2

(2~ ) = 20— ) + )| +mo

(22a)

(22b)



Apéndice C: Funciones métricas

Para la transformacion de las ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.35) en (3.38), hay que
identificar algunos elementos

D=7z D:{_Ol é]z:Mz, 9,=1-7, 0,=3.% (23)

Ecuacién diferencial para w

Entonces
Dw = Z(w) = M[Z + X] (f(w)) JfQ [De — Dx]
— £ |1z « X)) ) - v (12 < X1@00) |
o A()\Z(Z)> = F(A) = A @), (24)

continuando con los calculos

f(w):%(e,l—@bx,l){ [X<—ZI\7JI( Z(—X])})\
o[

donde M[Z «+ X] =M][Z + O]M[O «+ X].

Ecuacién diferencial para A,

Notemos que el primer término del lado derecho de la igualdad de (3.34) contiene
al operador D, por lo que, siguiendo el mismo procedimiento y usando el hecho de que

M[Z + XIM[X + Z] =M[X «+ ZIM[Z «+ X] =1
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Ecuacién diferencial para

En esta instancia, es necesario adoptar un enfoque mas detallado, ya que la ecua-
cion (3.35) incorpora términos cuadraticos. La estrategia mas conveniente consiste en
emplear a (3.36). Al usar la regla de la cadena (24), es decir, usar Y4(A), tal que
A = {\, 7} y proyectando al espacio 1 ® 2 = I se obtiene

Pﬁc QJ k=[1o2Y k) =[1o2M[Y + X]z(k)
= M[Y « X][1 ® 2]@(k)

NN 0 }

llegando al resultado

[1®27(k) = (25)

IM[Y X]f(AJ)) } (26)

A~ ~

ko M[X T]{ ([1 ® 2IM[Y X]f(/\l)) ~ ([1 ®

Por consiguiente, mediante la aplicaciéon de éstas transformaciones, se obtiene el
resultado (3.38). Donde kq;; esta determinado por la expresion (3.39) y si se considera
tnicamente un potencial, como por ejemplo A\, la expresion resultante se simplifica a

(3.38¢) y (3.38d).
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movil

Por el contrario los vectores ortonormales del sistema de referencial comévil, cuando
gip # 0, es decir, existe al menos un término cruzado, mantiene la siguiente relacion:

€ e
T _ T

e — Mcomovil e 9 (27)
g Yy

6¢ €,

donde la matriz de transformacion para elementos covariantes es

1/\/ —9u

0 0

0 1/ \/9ma 0
0 0
0

0
0
Mcomovil = 0 1/\/%
_gapt/gtt 0 1
ggpgp*(ggpt)Q/gtt YV ggpgp*(ggat)Q/gtt
Al transformar (2.6) usando (28), obtenemos
g[u) = nuy = Mcomovil : {guu} : (Mcomovil)T = Diag(_la 17 17 1)7

donde {g,,} corresponde a la matriz de la métrica covariante y (Meomovit)? €s matriz
transpuesta.

Tensor de Einstein G- .

1%

Pero atin mas importante, al usar f(z,y) = 1y transformar a G, de la siguiente
forma:

G o = Meomovit - {Gpv} - Meomouit)” - (29)

Los elementos del tensor de Einstein quedan de la siguiente forma:

Ecuaciones de Einstein en el SR-Comdévil de (2.6):
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a3 A=y w, @4 Dw,” (2% Dk + (L -9k, — k)
AL + D)1 - y?)(2? +y?) L2(2? + y?) ’
(30a)
2 + 1 2 _ 1 — 2 2 k, + k
G.. (@ + Dw,* = (1 =yHw,” vk, +y (30b)
@+ I - 2@+ | 2 $2+y
1=y w,? = (@ +1w,> ok, +yk,
Gisz = Y R R o 22 (30c)
AL (2% +1)(1 y)(x +42) L x+y
o - (1— ?ﬂ)wy + @+ Nw, (2% + l)k +(1— ,yy yky o2k
4L + 1)1 - )($2+y ) L2(q;2+y ) ’
(30d)
Gtw _ GAtA — (ZL‘ )w,x:c ( y )w,yy 672]457 (306)
v¥ 203 (2 + )/ (22 + 1) (1 — )
+2L%[2(1 — yHk, —y(a® + 1)k
Guy = Gy = o PRIV, W DR sy
204 (22 + y2)\/ (22 + 1)(1 — ¢?)

Tensor de Riemann R

[vaf
Si usamos (28) y f(z,y) = 1 sobre el tensor R,z para obtener los elementos del
tensor de Riemman en el sistema de referencia comoévil

R,&f/d,@’ - {Mcomovil }[Lu {Mcomovil }f/y {Mcomovil }&a {Mcomovil }BB Ruyaﬂ (3 1 )

donde {Momovit } ;" es la componente de la matriz (28).

Nota: Hay que tener cuidado en la forma de trasformar un tensor de rango n > 2,
ya que no es directamente equivalente al producto matricial de elementos M, .

Aplicando (31), se obtiene ":

Componentes del tensor de Riemann en el SR-Comovil de (2.6):

672kw 2
» L 2
thzt 4L4(1 . )($2+y2>a (3 a)
672kw 2
ooa = Y 2
Rytyt 4L4(:L’2 + 1)(1.2 + y2)’ (3 b)
R, .= e (1-y*)w,”+ (2* + Dw,” (32¢)
fist = T 11— ) T ) " -]
e 2 2
R:L}:f:g}:i = —W (]_ ) )k:,yy + (.T + l)k,$$ + ka — yk:,y s (32d)

7Solo se daran a conocer los mas importantes que se ocuparan en el trabajo, debido gran ntimero
de ellos.
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6—2k

L = A4L2(1 — y? 2], 2
Risos =@ ) { (1—y )(ykjy —HU/%) + 3w, } (32¢)

Recordemos que para poder pasar de X a ©, o visceversa se ocupa (13)
6 (12), respectivamente, pero al usar todas las coordenadas, s6lo es cuestion
de extender las matrices de transformacién, por ejemplo

10 0 0
0 L 0 0
M[O «+ X] = 0 0 _1/ﬂ 0 (33)
0 0 0 1
Entonces (32) pasan a la siguiente representacion:
R, en el SR-Comévil en coordenadas de B-L:
o2k, 2
R, ,,=——3"— 34
T AL26in? 0Ny (34a)
ek 2
Roioi = Ta,n (34D)
Riisi = Rogor + By (34c)
o2k
R;5. = —m [L2 sin 6 < sin 989{ sin 91{:19} + cos Hkvg)
r—1
+(r—1) (k + le)} . (34d)
o2k Y s ' )
R@f@f, = m 417 sin“ 0 (7’ - ll)k’ﬂ«/L — Sin ek',@ - 3(&)’7«/[/) . (346)

Tensor de Ricci R. .

[10%

Algo importante que merece nuestra atenciéon es la transformacion del tensor de
Ricci Rop = R%40p5. Es importante recordar que la condicién G se refiere a las con-
diciones de energia, las cuales dictaminan cuales soluciones a las ecuaciones de Eistein
son fisicamente plausibles en nuestro universo. Aunque estas condiciones son de gran
relevancia, investigaciones recientes han mostrado que la presencia de materia exdtica
general violacion de las CE.

Por consiguiente, al seleccionar un vector nulo adecuado se llega a la ecuacion (2.41),
en la cual la determinacion de si una soluciéon cumple o no las CE se reduce a conocer
la forma y el comportamiento de dos elementos del tensor de Ricci, R;; v R;;. Para éste
proposito, es suficiente emplear las coordenadas esferoidales sin necesidad de recurrir



76 Apéndice D: Sistema de referencia comovil

a las coordenadas de Boyer-Linquist. La ventaja de utilizar las primeras mencionadas
radica en la capacidad de facilitar la observaciéon del comportamiento de dicho invariante
y asi determinar el cumplimiento o no de las CE.

Si transformamos los elementos del tensor de Ricci Ry, con ayuda de (29), entonces

R,}ﬁ = Mcomovil : {R/u/} : (Mcomovil)T'
Por lo que, la nueva representacion de R;; y R;; sera:
Componentes del tensor de Ricci R,3 = R?,,3 en el SR-Comovil

6—2k

CT R+ (1 - )+ )

R (35a)

Pt

{(1 — Y w?, + (2% + 1)w72x} =2R

6—2k

w2
Ry = ————— (1 =)k 2+ Dk — 20k — = | 35b
T L2($2+y2) |i( Y ) ’yy—F(l’ + ) ) Y Y 2L2<1 _y2):| ( )
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rea

Solucion 1 (\;)

Curvas de nivel

Roi(r,0)  k(r,0) >0

Tt

(a) (b)
Figura 1. Gréficas del elemento R. ... asociado a la fuerzas de marea radial, corres-

pondientes a la Solucién 1: As, ha(uetndo Ao = 0 en la ecuacion (5.5). Se usaron los
valores 79 = 1/10, kg = —7/12, l; = 1 y L = 10 y las coordenadas © para una mejor
visualizaciéon de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a la malla generada
por R - (T 0) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados con colores rela-

cmnados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).

7
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Curvas de nivel

(a) (b)

Curvas de nivel

() ()

~

Figura 2. Graficas de los elementos RL%L%, [i = 0,7 asociados a las fuerzas de marea,
mtp
correspondientes a la Solucién 1: s, haciendo \g = 0 en la ecuacion (5.5). Se usaron
los valores 79 = 1/10, kg = —=7/12,l; = 1y L = 10 y las coordenadas © para una
mejor visualizacion de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a la malla
generada por RLLL%(T, ) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados con
Htp
colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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R r,0) k(r,0) <0

s

(a) (b)

Curvas de nivel

(c) (d)

Curvas de nivel

(e) (f)

Figura 3. Graficas de los elementos {Rﬁ%ﬁ%}’ 7i = 0, asociados a las fuerzas de
marea para velocidades relativistas, correspondientes a la Solucién 1: \5. Se usaron los
valores 7o = 1/10, kg = —7/12, [y = 1 y L = 10 y las coordenadas ©. En figura a), se
comparan las consecuencias de elegir un campo escalar fantasma ¢ dilatonico, usando
ko = {—7/12,1/12} consecutivamente y correspondiente al color amarillo y rojo.



80 Apéndice E: Graficas de fuerzas de marea

Solucion 2 (Ayg)

Curvas de nivel

(a) (b)

Curvas de nivel

r

() (d)

Figura 4. Graficas de Rﬁﬁ y R r asociado a la fuerzas de marea radial y angular
0, correspondientes a la Soluciéon 2: A\y;, haciendo 75 = 0 en la ecuacion (5.6). Se
usaron los valores \g = 1/10%, kg = —7/12, Iy = 1 y L = 10 y las coordenadas ©
para una mejor visualizacion de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a

la malla generada por RL%L%(T, 6) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados
Lth

>

con colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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R.:A A(r’ 9) k(?‘, 6) >0 Curvas de nivel

Pt

=1
=1

(a) (b)

Curvas de nivel

R(:);(:#('r, 6) k(r, 0) >0

r

(c) (d)

Curvas de nivel

oror

R::::(r,0)  k(r,0) >0

r

(e) (f)

A

Figura 5. Gréficas de los elementos R. .. .y R 7l = 0,7 asociados a las fuerzas

Lo Brpr
de marea, correspondientes a la Solucién 2: Ay, haciendo 75 = 0 en la ecuacion (5.6).
Se usaron los valores \g = 1/103, kg = —7/12, [, = 1y L = 10 y las coordenadas ©
para una mejor visualizacion de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a

la malla generada por RL:L%(T, 6) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados
ath
con colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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{O.W
{
[

]
{ 0.00004
{

|
v

{ 0.00002

Figura 6. a) Se comparan las consecuencias de elegir un campo escalar fantasma ¢
dilatonico, usando ky = {—7/12,1/12} consecutivamente y correspondiente al color
amarillo y rojo. En la mayoria de los casos, no hay diferencia entre uno y otro. b)
Graficacion de R@%é% usando un campo escalar dilatonico, a diferencia de la grafica

(5e), en la cual se usé un campo escalar fantasma. Para ambas graficas se usaron
los valores \g = 1/10%, kg = —7/12, 1, =1y L = 10.
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Solucion 3 (Ayo)

Curvas de nivel

r

() ()

Figura 7. Gréficas de Ri%i% y Rg;g; asociado a la fuerzas de marea radial y angular
rir

0, correspondientes a la Solucién 3: Ayq, haciendo A\g = 0 en la ecuacion (5.6). Se

usaron los valores 75 = 0.6/10% ko = —7/12,1; = 1 y L = 10 y las coordenadas ©

para una mejor visualizacion de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a

la malla generada por RL%L%(T, 0) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados
ptp

con colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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Curvas de nivel

R.:.:(r,0) k(r,0) >0

Plot

r

(a) (b)

Curvas de nivel

r

(c) (d)

Curvas de nivel

Réﬁ{'oﬁ(r’ 9) k(“l‘, 0) >0

(e) (f)

Figura 8. Gréficas de los elementos R. 7l = 0,7 asociados a las fuerzas

PN y R;g;g,

ptpt nrpT
de marea, correspondientes a la Solucién 3: Ay», haciendo Ay = 0 en la ecuacion (5.6).
Se usaron los valores 75 = 0.6/10%, kg = —7/12,1; = 1 y L = 10 y las coordenadas ©
para una mejor visualizacion de fisica. Las graficas del lado izquierdo corresponden a
la malla generada por RLQL%(T, 6) y el lado derecho a las curvas de nivel. Ambos lados
atp
con colores relacionados a valores altos (color rojo) y valores bajos (color azul).
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Figura 9. a) Se comparan las consecuencias de elegir un campo escalar fantasma ¢
dilatonico, usando kg = {—7/12,1/12} consecutivamente y correspondiente al color
amarillo y rojo. En la mayoria de los casos, no hay diferencia entre uno y otro. b)
Graficacion de Riﬁé? usando un campo escalar dilatonico, a diferencia de la grafica

(8e), en la cual se us6 un campo escalar fantasma. Para ambas graficas se usaron
los valores 75 = 0.6/10%, kg = —7/12, [, =1y L = 10.
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