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Resumen

Este trabajo tiene como propédsito estudiar y enriquecer la teoria de los op-
eradores de transmutacion en el contexto del problema de Sturm-Liouville.

Tres principales niicleos de transmutacion para el operador de Shrodinger
son estudiados: K, G y S. El nicleo G es un referente en el estudio de
problemas inversos, ya que fue el primero para el cual se obtuvo la ecuacion
de Gelfand-Levitan. Hoy en dia también es conocida la ecuacién integral
del mismo tipo para el nticleo S. En este trabajo se obtiene la ecuacion de
Gelfand-Levitan para el nticleo K.

Para potenciar la aplicabilidad de los operadores de transmutacién en
el problema de Sturm-Liouville resulta importante obtener representaciones
en forma de serie para sus nucleos. Con este fin en este trabajo se hace
uso de parte de la teoria espectral en el problema directo. Conociendo el
comportamiento asintético de las eigenfunciones y datos espectrales se ob-
tienen las expansiones en serie para los nicleos K y S. Ademas, mediante el
planteamiento de un problema de Goursat adecuado es posible conocer los
nicleos L y P, siendo estos los nticleos integrales de los operadores inversos
definidos por K y S respectivamente. Se presentan también representaciones
para los nicleos Ly P.

Las primeras representaciones para los nucleos K y S que se obtienen
tienen una discontinuidad de salto que proviene de la funcién espectral a
partir de la cual se construyen. Sin embargo, ya se conoce un método para
construir una representacién continua, el cual es aplicado para los ntcleos S
y P; asi que este también es uno de los resultados en este trabajo.

Finalmente, se presentan resultados numéricos para corroborar las rep-
resentaciones de los ntcleos en el caso de un potencial constante. Para esto
se plantean los problemas de Sturm-Liouville correspondientes de los cuales
se obtiene la informacién espectral necesaria para las representaciones. Se
crea el algoritmo con el cual se pueden comparar los nicleos exactos con
aproximaciones de las representaciones. Esto se implementa en un lenguaje
de cémputo numérico, MATLAB.



Abstract

The purpose of this project aims to study and enrich the theory of transmu-
tation operators in the context of the Sturm-Liouville problem.

Three key transmutation kernels for the Shrodinger operator are studied:
K, G and S. Kernel G is a benchmark in the field of inverse problems, it
is known that this kernel played an important role for obtaining for the first
time the Gelfand-Levitan equation. Recently an integral equation of the same
type for the kernel S has been presented. In this work the Gelfand-Levitan
equation for the kernel K is obtained.

To enhance the application of transmutation operators in the Sturm-
Liouville problem it is important to obtain series expansions for their kernels.
To this end the spectral theory in the direct problem is relevant in this work.
Once knowing the asymptotic behaviour of the spectral data and eigenfunc-
tions, the series representations for K and S are obtained. Furthermore, by
posing an appropriate Goursat problem it is possible to obtain the L and P
kernels, such integral kernels corresponds to the inverse transmutation oper-
ators defined by K and S respectively. Series expansions for the L and P
kernels are also presented.

The first series representations for K and S have a jump discontinuity
due to the nature of the corresponding spectral functions. However, now it
is known a method to get rid of this discontinuity and obtain a continuous
representation, this method is applied to the case of the kernels S and P, so
this is also part of the contributions in this work.

Finally, numeric results are presented to corroborate the kernel represen-
tations in the simple case of a constant potential. For this end corresponding
Sturm-Liouville problems are solved to obtain the spectral data for the se-
ries expansions. Approximations for the representations are compared to
the exact solutions for the kernels. This test is implemented in a numeric
computing environment, MATLAB.
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Introduccion

El problema de Sturm-Liouville ocupa un lugar importante en el campo de
estudio de la fisica matematica, ya que surge de manera natural en el estu-
dio de algunos problemas con valores en la frontera para ecuaciones difer-
enciales parciales. Los operadores de transmutacién han resultado ser una
herramienta muy 1util en este campo de investigacién. Es por esto que el
objetivo de esta tesis es estudiar y enriquecer esta teoria. El valor de este
proyecto se encuentra en la presentacién de dos conjuntos de resultados con-
cernientes a nucleos de transmutacion para el operador de Shrodinger: se
establece la ecuacién de Gelfand-Levitan que satisfacen y se construye una
representacion en serie para estos ntcleos a partir de la informacién espectral
del problema de Sturm-Liouville asociado al operador.

Un operador de transmutacién 7" es un operador lineal acotado sobre un
espacio topoldgico lineal £ que transmuta a dos operadores lineales A y B
definidos en un subespacio F; C E. Transmutar o transformar se refiere a
que T satisface la relacién entre operadores AT = TB en E,. Es en virtud
de esta propiedad que un operador de transmutacién puede ser relevante al
abordar un problema planteado con una ecuacién diferencial definida a partir
de un operador A, pues podria relacionarse a un problema mas simple con
una ecuacion definida a partir de un operador B.

El problema de Sturm-Liouville esta definido a partir de un operador
diferencial lineal de segundo orden que es autoadjunto. Y fue precisamente
para operadores de segundo orden que el concepto de operador de trans-
mutacién fue estudiado por primera vez por J. Delsarte en [4]. Para el caso
del problema de Sturm-Liouville que abordaremos el operador autoadjunto
de interés es el operador de Shrodinger. Hoy en dia se sabe que para el
operador de Shrodinger el operador de transmutacion toma la forma de un
operador integral de Volterra del segundo tipo, lo cual fue probado por A.
Povzner en [20].

Dando segumiento al estudio espectral del problema de Sturm-Liouville,
en [14] I. M. Gelfand y B. M. Levitan presentaron por primera vez la ecuacién
de Gelfand-Levitan. Esta es una ecuaciéon integral de Fredholm del segundo
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tipo para el nicleo de transmutacién que esta construida a partir de los datos
espectrales, por lo cual es de particular importancia en el problema inverso;
es decir, cuando se quiere determinar el operador de Shrodinger partiendo
del conocimiento de los datos espectrales.

Considerando la importancia que tienen los operadores de transmutacion
en problemas directos e inversos se comenzo a estudiarlos sistematicamente.
Evidencia de esto es el trabajo desarrollado por V. A. Marchenko en [18] y
[17]. Uno de los ntcleos integrales importantes que aparecen en este trabajo
es el nicleo K. Cuando se considera el problema de Sturm-Liouville en
un intervalo simétrico [—b, b] el operador T' que transmuta al operador de
Shrodinger —% + q(z) con el operador —% es justamente el operador con
nicleo K. Otros ejemplos de aportaciones que dan un tratamiento exaustivo
en teorfa de problemas directos e inversos se puede encontrar en [15] y [21],
en ambos casos se trata con otros dos operadores de transmutacién T y T
relacionados con el problema de Sturm-Liouville en el intervalo [0,b]. Los
nucleos integrales G y S respectivamente de estos operadores también seran
estudiados en este trabajo.

Justificado por la capacidad de poder abordar problemas directos e in-
versos mediante la maquinaria de operadores de transmutacion, el poder
conocer representaciones en serie para los nicleos integrales emerge de forma
natural. En [1] se planteé la posibilidad de aplicar el método de aproxima-
ciones sucesivas, en [2] se abordé el problema mediante la serie de Fourier
y se ilustré con ejemplos cémo obtener los coeficientes, en [9] y [11] se ob-
tuvieron representaciones en series de polinomios ortogonales (Laguerre y
Legendre respectivamente) y se dieron férmulas recursivas para calcular los
coeficientes en la expansién. Finalmente, uno de los trabajos sobre los que
estan inspirados algunos de los resultados en esta tesis es [8], en el cual se ob-
tienen representaciones mediante las eigenfunciones y datos espectrales del
problema de Sturm-Liouville. Mas atn, se obtiene una representacién del
mismo tipo para el nicleo del operador de transmutacién inverso.

El primer resultado en este trabajo es la obtencién de la ecuacion de
Gelfand-Levitan para el nicleo K. Partiendo de la relaciéon que existe en-
tre los nucleos G, S 'y K es posible obtener la ecuacion de Gelfand-Levitan
para G y S en términos del nicleo K. En este proceso se modifica la parte
integral para las ecuaciones de G y S, ya que se extiende la regién de in-
tegracion. Originalmente en la parte integral de las ecuaciones citadas se
considera la regiéon donde G y S son continuas, y en dicha region estan
definidas también las funciones espectrales Fg y Fg respectivamente. Asi
que hay que asegurarse que estas funciones siguen estando definidas en la
region extendida, por lo cual se desarrolla este analisis. Cualquier ecuacion
de Fredholm cuenta con una funcién conocida como ntcleo de la ecuacion



(distinto al nicleo integral del operador), en este caso a dicha funcién se le ha
denotado como F', resulta interesante que F' en este caso estd determinada
por F(z,t) = 1 [Fg(z,t) + Fs(z,t)]; es decir, el nicleo de la ecuacién rela-
ciona la informacion de las funciones espectrales que aparecen en la ecuacién
de Gelfand-Levitan para los nicleos Gy S respectivamente. Esto sugiere
que el nucleo K puede determinarse a partir de la informacion espectral de
dos problemas de Sturm-Liouville.

El siguiente resultado es la obtencion de las representaciones en serie para
los nicleos K vy L de los operadores de transmutacién 7'y T~! respectiva-
mente. En [12] fue demostrado que L(x,t) = —K(t,x), partiendo de esta
relacion se encuentra que el nicleo F' de la ecuacion de Gelfand-Levitan para
K es la preimagen bajo el operador T' del niicleo L actuando sobre la variable
t. Se tiene entonces que tanto K como L estan determinados por las fun-
ciones espectrales Fz y Fg. Un detalle técnico necesario es verificar que Fg y
Fs son elementos del espacio Ly ([—7, 7] X [—7,7]), esto para poder aplicar
T, T 6 Ts a las series respectivas que definen a Fz v Fs término a término
en cualquiera de las variables o t. La metodologia para la verificacion se
basa en criterios de convergencia para series donde aparecen las asintéticas
de los datos espectrales asociados a dos problemas de Sturm-Liouville en el
[0, 7]. De manera que se hace un uso exaustivo de anélisis asintético. En este
trabajo se hace el desarrollo para el caso de la funcién espectral Fg, ya que
el caso para la funcién Fg se encuentra en [6]. Finalmente, las expresiones
encontradas para los nicleos K y L quedan determinadas por las eigenfun-
ciones y datos espectrales de dos problemas de Sturm-Liouville. Con este
resultado se motiva denotar representacion espectral a estas series para los
nucleos de transmutacion.

Como ultimo resultado se obtiene una versién continua de la representacién
espectral para los ntcleos S'y P de los operadores Ts y Tg ! respectivamente.
Para lograr esto se necesitan asintéticas para los datos espectrales del prob-
lema de Sturm-Liouville con condiciones de Dirichlet-Neumann

—y" +a(x)y = p’y

y(0) =0 =y (7).
Se estudia primero este problema demostrando algunos hechos basicos que
se sugieren como ejercicio en [5] y [15] concernientes a la funcién carac-
teristica A(X) del problema. La funciéon A()) contiene informacién acerca
de los eigenvalores (por ejemplo, su distribucién, ya que coincide con sus
raices) y en principio se podria intentar utilizarla para obtener asintéticas.
Sin embargo, en [5] ya se encuentra la asintética para los eigenvalores, de

manera que el esfuerzo se concentra en obtener la asintética para las con-
stantes de normalizacién directamente de su definicién. Para lograr esto



se necesita conocer el comportamiento asintético de las eigenfunciones, en
este proceso se demuestran varias relaciones que satisfacen. Entre ellas una
relacion asintética que se obtiene a partir de la ecuacion integral que satis-
facen estas funciones, la cual sera de gran relevancia para las representaciones
espectrales de los nicleos. Finalmente, la representacion espectral continua
buscada para S se obtiene al considerar que S y Fg difieren entre si por una
serie que converge absoluta y uniformemente. Nuevamente en este caso es
muy util el analisis asintético para la convergencia de series. Para la repre-
sentacion espectral continua del niicleo P primero se considera el problema de
Goursat que satisface, a partir del cual se obtiene que P(z,t) = T [Fs(z,1)].
A partir de esto basta justificar que P(x,t) y Fs(z,t) también difieren por
una serie que converege absoluta y uniformemente. Estos resultados para las
series espectrales continuas para Py S se basan en la idea empleada en [8],
donde obtuvieron el resultado analogo en el caso de los nicleos Gy H de los
operadores de transmutacion T y T, ! respectivamente.

Se ha estructurado este trabajo en tres capitulos, a continuacién se de-
talla el objetivo y contenido de cada uno. El objetivo principal del capitulo 1
es presentar a los operadores de transmutacion que son de relevancia en este
trabajo: introducirlos en principio como un tipo particular de operadores in-
tegrales, enunciar sus propiedades principales y obtener toda la informacion
posible del problema de Goursat que satisfacen sus niicleos. Otro objetivo es
la presentacién de las ecuaciones integrales que satisfacen los nicleos, mismas
que estan ligadas al espectro del operador de Shrodinger que es transmu-
tado. Como objetivo adicional se presenta mediante un ejemplo la relevancia
que pueden tener los operadores de transmutacién en la solucién de prob-
lemas para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con valores en la
frontera, donde ademas se puede motivar la utilidad que puede tener una
representacién en serie para los nicleos.

En el capitulo 2 se presentan dos problemas de Sturm-Liouville sobre el
intervalo [0, 7] definidos a partir del operador de Shrédinger para un poten-
cial ¢ € Ly[0, 7] dado. El objetivo principal es abordar el problema directo y
conocer el comportamiento asintético de los datos espectrales y las eigenfun-
ciones. En este capitulo también se seniala cémo obtener las eigenfunciones
de los problemas de Sturm-Liouville citados como imagen bajo un operador
de transmutacion de las soluciones a un problema con valores en la frontera
sin potencial.

En el capitulo 3 primero se estudian las funciones que contienen la infor-
macién espectral de los problemas de Sturm-Liouville, esto con el fin de ase-
gurar la convergencia de las series que se van a obtener para los niicleos. De-
spués se aborda el objetivo principal, el cual es obtener las series en términos
de los datos espectrales y eigenfunciones que se obtuvieron en el capitulo
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2 para los nicleos K y L. Partiendo del comportamiento asintético de los
datos espectrales y las eigenfunciones también se construyen representaciones
continuas para los nicleos S 'y P. Al final de este capitulo ademas se pre-
senta un problema concereto para un potencial constante, a partir del cual
se puede corroborar los resultados obtenidos.
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Capitulo 1

Operadores integrales

Consideremos primero un contexto muy general pero suficientemente cono-
cido en el andlisis funcional. Sea B(X) el espacio de operadores lineales
acotados sobre un espacio de Banach X. Dada f € X, podemos plantear el
problema de encontrar una solucién a la ecuacion

L =T)e=/, (1.0.1)

esta es una ecuacion del segundo tipo donde queremos determinar .

Es claro que si I — T es invertible entonces hemos acabado; més ain, es
sabido que la invertibilidad de I — T estd garantizada cuando ||T|| < 1. La
forma del operador inverso y una cota para su norma estan dadas por

(I-T7)"'= iT”,
n=0

1
I =1)7 < v
1|7

La serie para el inverso de I — T" es conocida como serie de Neumann.
Definiendo

pn=> T'f, (1.0.2)
i=0
entonces se sigue que ¢,+1 = T, + f, de forma iterativa para n > 0.

Un resultado conocido es que la solucién ¢ para f € X dada se puede
obtener aproximéndose con las iteraciones @, (con ¢y € X arbitrario), esto
es conocido como método de aprorimaciones sucesivas.

A nosotros nos interesa el caso en que T es un operador integral, por lo cual
introducimos ahora dicho concepto con un caso basico. Consideremos un
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compacto 2 C R?, por practicidad nos enfocaremos al caso 2 = [a, b] X [a, b].
Sea K (z,y) una funcién continua y C-valuada en €, la cual denotaremos
de ahora en adelante como nicleo del operador. Definimos el operador 7' :

C ([a,b]) — C([a,b]) como

b
Tmuwa/Kmmww@,xemw (1.0.3)

Este es el caso de un operador integral con ntucleo continuo K. Claramente
T es lineal; ademas, es acotado y su norma estd dada por

b
|W=mw/mmmw.

z€[a,b]

En correspondencia con el planteamiento dado al inicio, como (C ([a, ]) , |||/c)
es un espacio de Banach, entonces dada f € C ([a,b]) y suponiendo que T es
una contraccién, esto es, ||7'|| < 1, entonces la ecuacion

b
w@—/KWwM@@=ﬂ@ (1.0.4)

tiene una solucién tnica ¢ continua en [a, b], la cual se pude obtener mediante
aproximaciones sucesivas. Un andlisis detallado de los resultados expuestos
hasta ahora se encuentra en [13]. Se pueden citar mas propiedades relevantes
de este operador integral; por ejemplo, T es compacto en C ([a,b]); sin em-
bargo, resulta mas 1til en este trabajo considerar un espacio mas amplio de
funciones sobre el que puede actuar un operador integral con nucleo definido
sobre un conjunto compacto, lo cual abordaremos més adelante.

1.1 Clasificacién de operadores integrales

Podemos escribir una ecuacién lineal integral en una forma general como

o(P)o(r) = F(7) + )\/I K (r, )p(t)dt, (1.1.1)

donde f,g y K son funciones conocidas, A € C\ {0}, el limite superior x
en la integral puede ser fijo o variable y la funcién desconocida es ¢, la cual
debe estar definida en [a,b]. De (1.1.1) podemos obtener los dos casos de
ecuaciones integrales que nos interesan:
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e Fcuacion integral de Fredholm. En este caso el limite superior x en la
integral es fijo, por convencién tomaremos x = b (a < b < 00). Con-
siderando g = 1 diremos que es una ecuacion de Fredholm del sequndo
tipo. Mientras que si g = 0 obtenemos una ecuacion de Fredholm del
primer tipo; por ejemplo, tomando A = —1

_ /bK(T, Do(t)dt (1.1.2)

e Fcuacion integral de Volterra. Las ecuaciones del primer y segundo
tipo se definien andlogamente al caso anterior; sin embargo, ahora el
limite de integraciéon z es variable, tomamos z(7) = 7. Un ejemplo

relevante para este trabajo es cuando A = —1 y ¢ = 1, obtenemos la
ecuacion de Volterrra del sequndo tipo
f(r) = (1) —l—/ K(7,t)p(t)dt (1.1.3)

Vamos a considerar nicleos integrales mas generales al caso continuo. Sea
K(x,t) € Ly ([a,b] x [a,b]), en base a la clasificacién anterior para ecuaciones
integrales podemos definir los operadores de Fredholm y de Volterra, citare-
mos sélo dos de ellos .

La ecuacion (1.1.2) se puede reescribir como

Tr [o)(r) = / K (r, )p(t)dt, (1.1.4)

con f(1) = Tr[p](T), donde Tg, : Ls[a,b] — Ls[a,b]. En este caso diremos
que Tg, es un operador de Fredholm del primer tipo.
De la misma manera, la ecuacién (1.1.3) la podemos reescribir como

Tv[e| (T / K(s,t)p (1.1.5)

con f(1) = Tr.[¢|(7), donde Ty : Lyla,b] — Lofa,b]. En este caso diremos
que Ty, es un operador de Volterra del sequndo tipo.

Del estudio de operadores compactos en analisis funcional se conoce el sigu-
iente resultado.

Teorema 1. Sea (G,$Q, 1) un espacio de medida finita y K € Ly (£ x Q).
Sea T : Ly(2) — Lo(Q2) un operador integral definido por

= /QK(s,t)a:(s)ds

14
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Por este teorema es inmediato que un operador de Fredholm del primer
tipo es compacto. También note que el operador de Volterra en (1.1.5) se
puede escribir como

Tylel(r) = Ile)(r) + / K (. t)p(t)dr. (1.1.6)

Como todo operador compacto es continuo y desde que el operador identidad
es continuo, entonces Ty es continuo en Ls[a, b].

Tanto para operadores de Fredholm como para el caso de operadores de
Volterra existen criterios para aplicar el método de aproximaciones sucesivas
con el fin de encontrar la solucién a (1.1.2) o (1.1.3) respectivamente, en este
caso la solucién encontrada es una funcién ¢ € Ly[a,b], conp =10 p =2
dependiendo las condiciones que se requieren al ntcleo y la funcion f. Estos
resultados y otras propiedades se pueden encontrar en [7].

1.2 Operadores de transmutacion

En este trabajo es de vital importancia obtener la informacion espectral de
problemas de Sturm-Liouville; esta tarea se puede simplificar utilizando una
herramienta que nos permite relacionar los operadores diferenciales

d
d2

B=—-———. 1.2.2
e (1.2.2)

En [4] se abordé por primera vez el concepto de operador de transmutacion,
y fue en [20] que se demostré que dicho operador corresponde a un operador
de Volterra del segundo tipo. A continuacién presentamos con més precision
este concepto.

Definicién 1. Sea E un espacio topoldgico lineal y E1 C E un subespacio.
Un operador lineal invertible T : E — E tal que T(E,) C Ey (es decir, E;
es T-invariante) es un operador de transmutacion para el par de operadores
A, B : By — F si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. T y T son continuos en E.

2. Se verifica cualquiera de las siguientes relaciones equivalentes

AT =TB (1.2.3)
A=TBT™"
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Sea T un operador de transmutacién para el par de operadores en (1.2.1)
y (1.2.2), con E; C F espacios de funciones donde podemos aplicar estos
operadores. Observe que si v = Tu con u € KerB C Ey, como T(E;) C Ej,
entonces podemos usar (1.2.3), con lo cual se obtiene que ATy = T Bu = 0,
entonces

T(KerB) C KerA. (1.2.5)

No sélo notamos la importancia de la invarianza del subespacio E; bajo T,
este razonamiento también motiva a concluir lo siguiente: si Bu = Au para
alguna A\ € C y u € Fy, entonces para v = Tu por (1.2.3) se tiene que

Av = ATu =TBu = \T'u = \v. (1.2.6)

De (1.2.6) concluimos que una solucién u a la ecuacién —y” — Ay = 0 es
mapeada con T" a una solucién v = T'u de la ecuacién —y” + q(x)y = A\y.

Para el siguiente resultado ocupamos definir el siguiente espacio de fun-
ciones sobre el intervalo [a, b],

HP([a,b]) = {f € Lo([a,b]) : 9 € Ly ([a,8]), 5 € {1,...,p}}.  (1.2.7)

HP([a, b]) es conocido como espacio de Sobolev y tiene propiedades muy in-
teresantes; por ejemplo, es un espacio de Hilbert separable con el siguiente
producto interior

p
(U, 0) gy = Z <u(j)’ U(j)>L2 ]
j=0

Para ver una definicién més robusta'! de espacio de Sobolev se sugiere con-
sultar [3]. Aqui nos interesa para enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2. Dados h € C y q € Ls[—b,b], el operador de transmutacion
Ty, para los operadores A y B en (1.2.1) y (1.2.2) respectivamente, tiene la
forma

Tylu|(z) = u(z) + /_w Ky (x, t)u(t)dt, (1.2.8)

donde el nicleo integral K, es continuo en 0 < [t|< |z|< b, y es tal que
satisface las condiciones
h 1 h

Ky(z,z) = 513 /Ox q(s)ds, Kp(z,—z)= 5 (1.2.9)

Ademds, la propiedad (1.2.3) se cumple para uw € H*[—b,b] C Lo[—b,b].

'La definicién formal para espacio de Sobolev involucra introducir el concepto de
derivadas débiles, lo cual no esta considerado en este trabajo.
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Con este teorema hemos presentado el primer operador de transmutacién
con el que trabajaremos. Este resultado se puede encontrar en [17]. Exis-
ten también operadores de transmutacion que operan sobre subclases de los
espacios de funciones del resultado anterior, nos interesa el caso de aquellas
subclases que satisfacen un condicién en el origen. Producto de un resultado
analogo al teorema anterior introducimos otros dos operadores con los cuales
también se trabajard. Una demostracién se puede encontrar en [21]. En este
caso se considerara q € L0, b].

Teorema 3. Dada h € C, los operadores T y Ts que transmutan los oper-
adores A y B definidos en (1.2.1) y (1.2.2) estdin dados por

Telul(x) == u(x) /Ow G(z, s)u(s)ds. (1.2.10)

/ S(z, s)u(s)ds. (1.2.11)

0

_l’_
Tslul(x) = u(z) +

La propiedad (1.2.3) se satisface para funciones tales que u'(0) = 0 en el caso
de Tq, y para funciones tales que uw(0) = 0 en el caso de Ts. Ademds, los
nicleos integrales G y S son continuos en 0 < t < x < b y satisfacen las
condiciones

G(r,x) =h+ % /m q(t)dt, %G(a:,t) =0 (1.2.12)
S(x,x) = %/m q(t)dt, S(z,0) = 0. (1.2.13)

El intervalo en el que se trabajard en el préximo capitulo es el [0, 7],
para el cual se conoce la teoria que establece parte de los cimientos de este
trabajo. Aprovechando que hemos presentado el operador de transmutacion
con nucleo G, en [5] y [15] se presenta el rol que juega este operador en el
contexto del problema de Sturm-Liouville justamente en el intervalo [0, 7].
Es necesario agregar también que este nicleo satisface la ecuacion integral
de Fredholm del segundo tipo

G(z,t) = —Fg(z,t) — / Fa(t,s)G(x,s)ds, 0 <t <z, (1.2.14)
0

donde z € (0, 7| es fijo, y

Fe(o.t) = io: [cos(pnxo)écos(pnt) _ cos(nz) cos(nt) ‘ (12.15)

0
n=0 n n
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A (1.2.14) se le conoce como ecuacion de Gelfand-Levitan. En [14] se de-
mostrd por primera vez la existencia del nticleo G y la ecuacion de Gelfand-
Levitan. Este trabajo representa un nuevo paradigma para resolver el prob-
lema inverso de Sturm-Liouville, ya que conociendo los datos espectrales la
funcion espectral Fg en (1.2.15) queda determinada, y haciendo uso de la
ecuacién (1.2.14) podemos reconstruir el operador que define al problema de
Sturm-Liouville.

En la siguiente seccién trataremos con la ecuacion de Klein-Gordon, re-
sulta interesante que el nicleo G satisface esta ecuacién, y por tanto Fg
satisface la ecuacion de onda. Esto lo deduciremos para la funcién espectral
Fs que se introduce a continuacion; sin embargo, el caso para Fg es total-
mente analogo. Cabe agregar que la funcién F; tomard un rol importante
en el capitulo 3 para la determinacion de las representaciones en serie para
los nticleos de transmutacion.

En [6] se demostrd que el nicleo S satisface la siguiente ecuacién integral

S(z,t) = —Fs(x,t) —/ Fs(s,t)S(x,s)ds, 0 <t <u, (1.2.16)
0

donde z € (0, 7] es fijo, y

2. | sin(p,z) sin(p,t sin n—i—% x| sin n+%t
FS@,@:ZO[ pet)snipt) _ sinlfnt o] ffn )1

(1.2.17)

Los pardmetros {p,, an},~o ¥y {n,ab} -, en (1.2.15) y (1.2.17) corresponden
a los datos espectrales de dos problemas de Sturm-Liouville que presentare-
mos posteriormente.

Otro tema importante a citar es sobre el operador inverso a un operador
de transmutacién. En [16] se demuestra que el inverso de un operador de
Volterra del segundo tipo vuelve a ser un operador del mismo tipo, por
supuesto con otro ntcleo integral. En [12] obtienen la siguiente relacién
entre los nucleos integrales L;, y K} de T, L'y T}, respectivamente

Lh(x,t) = —Kh(t,x), (1218)

donde T}, es el operador en (1.2.8). Entonces se concluye que T, ' tiene la
forma

T, u](z) = u(x) + /1 Lp(x, t)u(t)dt

=u(z) — ’ K (t, x)u(t)dt. (1.2.19)
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La relacién (1.2.18) se obtuvo a partir de plantear el problema de Goursat
que satisface el nicleo Ly, en este trabajo haremos lo analogo para el caso
del niicleo integral del operador T .

Observaciéon. Los nicleos Ky, G y S de los operadores Ty, T y Ts que
hemos presentado en principio los hemos definido sobre regiones que no son
de la forma  x Q como en el teorema (1); sin embargo, si sabemos que
dichos nicleos son continuos sobre sus respectivas regiones, las cuales son
conjuntos compactos. Con esta informacion es un ejercicio sencillo obtener
conclusiones sobre su continuidad. Para obtener las representaciones en se-
rie de estos niucleos es importante saber sobre qué espacio de funciones son
continuos los operadores de transmutacion.

Concluimos esta seccién con un resultado acerca de la continuidad de los
operadores de transmutacion.

Lema 1. Para q € L]0, b] se satisface T, Ts € B(L3[0,0]), y siq € La|—b, b
entonces Ty, € B (L2[—b, b]).

Demostracion. Sea u € Ls[0,b]. .
Como S es continuo en el compacto Dy, == {(z,t) : 0 <t <z < b}, entonces
alcanza su maximo en D,

Mg == max{|S(z,t)| : (z,t) € Dp},

entonces

|%m%::AmMMWm=Aum+A%mwww

< /Ob|u(:r)|2d:t +2 /0b|u(x)|

—i—/ob / S(x,t)u(t)dt2

dz.
0
Como u € Ly[0,b] C L]0, b], denotaremos por ||ullz ¥ ||u|; a las normas de
wen Ly]0,b] y L1[0,b] respectivamente. Entonces se tiene

|%MWﬂMHAMM@A&MMM4

" /0” (/:'S(xvt)IIU(t)ldt)de

b b 2
snuﬁ+MWﬂuM+M§/’(/|mwa da

0 0
< [lull2+ (2Ms + 5022) Jull2< B[l (1.2.20)

2
dx

dx

/93 S(z, t)u(t)dt
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donde R* =1+ (2Mg + bM2) ¢* > 0. La constante es tal que |Jull;< cfjul|2,
resultado conocido para espacios Lp csobre conjuntos de medida finita. Se
concluye que ||Ts[u]||2< ||ul|2 y por tanto Tg € B (L[0, b]).

Los casos para T y T}, se obtienen de manera analoga. O

1.3 El problema de Cauchy para la ecuacién
de Klein-Gordon

El objetivo de esta seccion es mostrar mediante un problema concreto la
relevancia que puede tener el uso de operadores de transmutacion en la res-
olucion de problemas que involucren ecuaciones en derivadas parciales; asi
como justificar el objetivo de buscar representaciones en serie para nticleos
de transmutacién.

En esta seccion la ecuacion de onda tendra un rol importante, por lo cual
definimos a continuacion el simbolo [J para denotar al operador de onda

s
T 0a?

Haciendo uso de este operador introducimos el problema de valor inicial para
la ecuacién de Klein-Gordon con coeficiente variable

Ou + g(z)u = 0, (1.3.1)
en la regién |z| < b, t > 0, sujeto a las condiciones

u(z,0) = g(z),
u(x,0) = h(x),

donde ¢ € C[—b,b], g € C*[—b,b] y h € C'[—b, ] son funciones conocidas.

Es posible simplificar este problema haciendo uso del operador de tran-
msmutacion T' para los operadores Ay B en (1.2.1) y (1.2.2). De acuerdo al
teorema (2) este operador tiene la forma

T|(z) =v(z)+ /I K(z,s)v(s)ds. (1.3.4)

Comprobaremos que el problema planteado se puede simplificar como un
problema de valor inicial correspondiente para la ecuacion de onda.

Lema 2. Sea u = T[v|, donde u es solucion de la ecuacion de Klein-Gordon
(1.3.1), entonces v satisface la ecuacion de onda.
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Demostracion. Podemos reescribir (1.3.1) en términos del operador A y Tv
como

d? d?
(dt? Tt Q(x)) =) )
d2

Por otro lado, de la propiedad de transmutacién (1.2.3) tenemos
ATv = TBv. (1.3.7)

Entonces, por (1.3.6) y (1.3.7) se tiene

d2
TBv = —@TV
d*v 2 d*v
d2 a7 ae
= v =0, (1.3.8)
es decir, v satisface la ecuacion de onda. O

Finalmente, para obtener el problema de valor inicial para la ecuacion de
onda basta mapear las condiciones iniciales del problema original (1.3.2) y
(1.3.3). Esto lo logramos considerando que T 'u = v, asf

u(z,0) = g(x) -, v(z,0) =T 'u(x,0) = T g(x), (1.3.9)
(2, 0) = h(z) T vy(z,0) = T Yuy(x, 0) = T~ h(x). (1.3.10)

La ecuacién de onda (1.3.8) tiene la solucién general
v(z,t) = flz —t)+ glx + 1), (1.3.11)
siendo f la componente de la onda que se desplaza en direccion positiva de x

vy g la componente que se desplaza en direccién opuesta. Para conseguir esta
solucién basta con usar calculo elemental, se propone el cambio de variables:

=1+, (1.3.12)
n=ux—1. (1.3.13)
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Reescribamos la ecuacién en las nuevas coordenadas (€, 7):

dv  Ov o 81/@_ v  Ov

g—a—g%—Fa—nax—a—g—Fa—n (1.3.14)
L0 () 0 (o
ox2  Ox \ O Ox \ On
—&%—F 0%v @+82V@+ 821/%
C0820x  OnodEOxr  Ontdxr  OLOn Ox
0%v v 0%
22+ 295 o (1.3.15)
Anélogamente se tiene
2 2 2 2
81/:81/_261/ 0°v (1.3.16)

o2 =98 “onoe o
Finalmente, sustituyendo (1.3.15) y (1.3.16) en (1.3.8) se obtiene la ecuacién
en las nuevas coordenadas
82
v _,
0&0n

(1.3.17)

.y v .
De esta ecuacién es claro que 5y 1o depende de &, y por tanto es igual a una

funcién h que sélo depende de n, h(n) = g—;. Integrando h tenemos

v(Em) = F(E) + / h(n)dn, (1.3.18)

donde f es una funcién que al depender sélo de & toma el rol de constante
de integracion. Definiendo ahora

QWWz/?@Mm

y sustituyendo en (1.3.18) obtenemos v(£,n) en términos de f(&) y g(n). Fi-
nalmente regresando a las coordenadas (x,t) obtenemos la solucién (1.3.11).
Al considerar las condiciones de valor inicial para v y v; es posible determi-
nar de manera explicita la solucién. Note que al evaluar (1.3.11) en ¢t = 0
obtenemos

v(z,0) = f(x) + g(x). (1.3.19)

Derivando (1.3.11) y evaluando en ¢ = 0 se tiene

v(x,0) =g'(x) — f'(x). (1.3.20)
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Integrando ahora (1.3.20)

g(0) — f(0) + /Ox ve(s,0)ds = g(z) — f(z). (1.3.21)
De (1.3.21) y (1.3.19) tenemos
_ 1 9(0)—f(0) 1 [*
g(x) = §V(ZL‘, 0) + T a— + 5/0 (s, 0)ds, (1.3.22)
1 9(0) = f(0) 1 [*
flz) = iu(az,O) S T 5/0 (s, 0)ds. (1.3.23)

Con (1.3.22) y (1.3.23) podemos reescribir (1.3.11) como

o T+t
V(o t) = v(z —1t,0)+v(x+1t,0) +1/

5 5 (s, 0)ds. (1.3.24)

—t

La solucién representada de esta forma se conoce como formula de d’Alembert.
Observe que esta solucién queda determinada por la aplicaciéon de T a las
funciones dadas g y h.

Considerando que T~ es un operador de Volterra en la forma (1.3.4) pero con
ntcleo L(x,t), entonces si conocemos L(x,t) ya tenemos resuelto el problema
de valor inicial (1.3.8), (1.3.9)-(1.3.10) mediante la férmula de d’Alembert.
Posteriormente mediante la aplicacion de T" queda resuelto el problema orig-
inal (1.3.1)-(1.3.3). Ahora, suponga que conocemos una representacion en
serie para los niicleos de Ty T~! e n la forma

I
NE

K(x,t) ln(z,1),

0

n

Lo(x,t),

NE

L(z,t) =

3
Il
o

donde I,,, I, son funciones conocidas. Entonces, se podrian obtener aproxima-
ciones numéricas a la soluciéon buscada truncando las series hasta cierto indice
N. Justamente en el iltimo capitulo de este trabajo se obtendra una descom-
posicion de esta forma para cada nucleo de transmutacién, donde se deter-
minardn de forma explicita las funciones I,(x,t) y L,(z,t) para los niicleos
del operador de transmutacién y su inverso respectivamente. Se demostrara
que los elementos necesarios para construir estas funciones se encuentran en
la informacién espectral asociada a problemas de Sturm-Liouville.
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1.4 El problema de Goursat para nucleos de
transmutacion

En esta seccién nos encargaremos de mostrar resultados acerca de los nticleos
de los operadores T}, Ts y Ty ! yusando como recurso el planteamiento de un
problema de Goursat.

La primera proposicon tiene como objetivo mostrar que el operador 7}, efec-
tivamente tiene la forma de un operador de Volterra del segundo tipo. Se va
a considerar un potencial con mayor regularidad al citado en el teorema (2);
sin embargo, la proposicién se demuestra para un operador de transmutacion
asociado a la pareja de operadores mas generales

d
R d?
B = 03 + r(z), (1.4.2)

donde ¢, r € E := C'[—b,b] son C-valuadas.

Observaciéon. FEs sabido que para un potencial que tiene derivada de orden
n continua, entonces el nicleo de T), tiene derivadas parciales de orden n+1
continuas en cada variable [18].

Considerando esta observacién, en el siguiente teorema podremos aplicar
la regla integral de Leibniz dos veces, ya que el nicleo K}, en este caso tendra
derivadas parciales de segundo orden continuas en cada variable.

Teorema 4. Para los operadores (1.4.1) y (1.4.2), el operador de trans-
mutacion Tj, tal que

v(0) = u(0) y v'(0) = u'(0) + hu(0), (1.4.3)
donde v =Tyu y h € C, tiene la forma de un operador integral de Volterra

Trhu(x) == u(x) + /x Kp(x, t)u(t)dt, (1.4.4)

donde el nicleo Ky(z,t) es la solucion del problema de Goursat

(s~ a@)Ealet) = (0~ r() (), (145)
Ky(z,z) = g + % /Ox(q(s) —r(s))ds, Kp(z,—z)= g (1.4.6)
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en la region [t|< |z|< b.

Y reciprocamente, si Ky satisface el problema de Goursat, entonces el oper-
ador de Volterra Ty, en (1.4.4) define un operador de transmutacion para los
operadores (1.4.1), (1.4.2) tal que las condiciones en (1.4.3) se satisfacen.

Demostracion. Consideremos v = Tju para u € C?[—b,b] arbitraria y T},
definido en (1.4.4), entonces

V() = (z) + % ( /_ Kz, t)u(t)dt> | (1.4.7)

Por regla integral de Leibniz aplicada al segundo término en (1.4.7) tenemos

% < / Kh(x,t)u(t)dt) :Kh(x,x)g—zu(x) ~ Klx, —x)d(_xx)u(—x)
+ / 8Kg—(xx’t)u(t)dt
— K (z, 2)ulx) + Kn(z, —)u(—)
+ /Z aK’é—(;’t)u(t)dt. (1.4.8)
Entonces, de (14.7) y (1.4.8) se obtiene
V(@) = (&) + K, 2)ulz) + K, —2)u(—2)
+ /_ aKg—Ef’t)u(t)dt. (14.9)

De la definicién en (1.4.4) es claro que se satisface la condicién v(0) = u(0).
Ahora, evaluando (1.4.9) en x = 0 tenemos

V'(0) = u'(0) + 2u(0) K4 (0,0),
entonces

V'(0) =4/ (0) + hu(0) < g = K3(0,0). (1.4.10)

Para verificar la propiedad de transmutacion ATy, = T),B tenemos que cal-
cular " y Tpu”. Por un lado, de (1.4.7) se tiene que

V' (x) =u"(z) + dd—; (/Z Ky (z, t)u(t)dt) : (1.4.11)
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Por otro lado, si volvemos a derivar (1.4.9) obtenemos

V' (z) =u"(z) + <W) u(z) + Kp(x, x)u'(z)
e P R
+ % (/_z aKg—(f’t)u(t)dt) . (1.4.12)

Una vez que aplicamos la regla integral de Leibniz al ultimo término obten-
emos

Vi) =u"(x) + (W) u(z) + Ky (z, 2)u' ()
+ (M> u(—x) — Kp(x, —2)u'(—x)
dx
aKh(x7t) aKh(Jf, t) .
+ o t:xu(m) + o t:ﬂu( x)
T 82
De (1.4.11) y (1.4.13) se observa que
dKp(z, ) ,
s / Ky (z, t)u(t)dt = I u(z) + Kp(z, 2)u'(x)
+ Wu(—x) — Kp(z, —z)u'(—x)
4 8Kh(:z: t) U(ZL‘) 4 8Kh(:c,t) u(—:r)
ox o
/ —Kh (x, t)u(t)dt. (1.4.14)
Ahora consideremos la aplicaciéon de T}, sobre u:
Tyu'" () = u" () +/ Kz, t)u"(t)dt. (1.4.15)

Podemos ahora integrar por partes el dltimo término en (1.4.15), obteniendo
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a

/ " K 0 (8)dt = [ (e, 00 (1) - / : u,(t)aK%(;:,t) o

=Kp(z, 2)u' (z) — Kp(z, —2)u'(—x)

- /I u’(t)aKha—(f’t)dt. (1.4.16)

Para el dltimo término en (1.4.16) integrando por partes

/_x o )8Kh(x t)dt [8Kh(x ) () - /_x u(t)a Kaht(gx,t)dt

o] |

ot ot
_(9Kh(a:,t) 8Kh(x,t)
o | "W |
* 82Kh(513, t)
—/m u(t) 52 dt. (1.4.17)
Al sustituir (1.4.17) en (1.4.16) se tiene
/ Ky(z, t)u" (t)dt =K}, (z, 2)u' () — Ky(z, —2)u'(—1)
v 82Kh<£€,t) 8Kh($,t>
+/x u(t) 52 dt + 5 ti_iu(—x)
- aK’gf’t> (). (1.4.18)
t=x

Por un lado se tiene

Ty Bu(x) = Ty (—u" () +r(x)u())
= —Tpu" () +Thr (x)u(x)

/Kh x, t)r(t)u(t)dt. (1.4.19)

Por otro lado se tiene

AThu(x):(—FnLq )( /_thxt )
_ () — dd22 ( / " K, )u(t)dt) + q(@)ulz)

/ Ki(z (1.4.20)

27



De manera que la igualdad entre (1.4.19) y

/ Ko, ) (1)t + 7 (x

/Khl’t

Ju(t)di =

(1.4.20) se satisface si y sélo si

q(z)u(x)

o2 (/ K (x,t)u ()dt) + q(z) ﬂKh(x,t) u(t)dt.  (1.4.21)

Usando (1.4.18) y

munes y agrupando obtenemos

82Kh($, t)

/:v 82Kh($,t> _
,x ox?

ot?

8Kh(x, t)

+u(z) {r(m) —q(z) + T

+u(—x) {

8Kh(x, t)
ox

t=—x

. 8Kh(l‘, t)

8Kh(x, t)
* ox

t=x t=x

ot d

t=—2x

(1.4.14) en la igualdad anterior, eliminando términos co-

—q(x)Kp(x,t) + T(t)Kh(x,t)) u(t)dt

dK,
+ h(l’,l‘>‘|
dx

N dK(z, —x)] _o.
T

(1.4.22)

Desde que u € C?[—b,b] se ha tomado de forma arbitraria, se concluye que

los términos acompanando a u(z), u(—

82 82
<@ — (x)) Kp(z,t) = <@ — r(t)) Kp(x,t),
0Ky (z,t) OKp(x,t) dKp(z,x)
7’(1’) Q<x) + ax — at i dl‘ - OJ
OKp(x,t) _ OKj(z,t) N dKp(z,—x) 0
or |, ot |__, dx o
Por otro lado, calculando derivadas totales para K se tiene
dKy(z,r)  0Ky(z,t) Ox N 8Kh—(cc,t) Oz
dx N ox 1 OT ot e OT
_ K@, t)| | OKa(x,t)
B 81: t=x at t:z’
dKy(z, —x)  O0Kp(z,t) Oz n OKp(z,t) J(—x)
dx - Oz O ot . Oz
. 6Kh(x,t) . 8Kh(x,t)
a a$ t=—x 8t t=—x

x) y el integrando satisfacen
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Al sustituir (1.4.26) y (1.4.27) en (1.4.24) y (1.4.25) respectivamente se tiene
2th(:C7 I)

. q(z) —r(z), (1.4.28)
W = 0. (1.4.29)

De (1.4.28) tenemos que

[ k=3 [ lato) = risas

= K2, 7) = % /0 "la(s) — r(s)] ds + Kn(0,0)
= Kp(z,x) = %/093 [q(s) —r(s)]ds + g (1.4.30)

donde hemos usado (1.4.10) para simplificar K}(0,0).
Desarrollando de manera andloga la relacién (1.4.29) usando (1.4.10) obten-
emos

Kh(.l’, —I) = Kh(0,0) = g (1431)

En conclusién, el operador de transmutacién para A y B tiene la forma del
operador 7T}, definido en (1.4.4), el cual satisface las condiciones (1.4.3) si y
sélo si se cumple la relacién (1.4.10), lo cual implica que su nicleo Kj(x,t)
satisface el problema de Goursat definido por (1.4.23), (1.4.30) y (1.4.31).
Reciprocamente, supongamos que K (x,t) satisface el problema de Goursat
(1.4.5)-(1.4.6). Por el desarrollo anterior sabemos que la propiedad de trans-
mutacion flTh =T hB es equivalente a (1.4.22), entonces debemos verificar
que (1.4.22) se cumple y que las condiciones (1.4.3) se satisfacen. Como
Ky (z,t) satisface (1.4.5), la integral en (1.4.22) se anula para cualquier
u € C*—b,b]. Ademds, como Kj(z,t) satisface (1.4.30), entonces con-
siderando la derivada total calculada en (1.4.26) tenemos

DK (x,1)

O (. 1)
ot +

N dKy(z,x) 2th(ac,x)
Ox

S =gt g (),

t=x t=x

de manera que el término acompanando a u(z) en (1.4.22) se anula para
cualquier u € C?[—b,b]. Andlogamente, de la derivada total en (1.4.27) y la
condicién (1.4.31) que satisface Kp(x,t) tenemos

6Kh<l’,t) . 8Kh(x,t)

dKp(x,—x) dKp(x, —x)
=2
Ox ot *

dx dx

=0,

t=—x t=—x
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de manera que el término acompanando a u(—x) en (1.4.22) se anula para
cualquier u € C*[—b,b]. Finalmente, la primera condicién en (1.4.3) se satis-
face por la definicién de T}, en (1.4.4), y la segunda porque K (x,t) satisface
(1.4.31), lo cual es suficiente de acuerdo a (1.4.10). O

Consideremos el caso particular cuando r(z) = 0 en B; es decir, regre-
samos a los operadores A y B en (1.2.1) y (1.2.2), por el teorema anterior el
nucleo Kj(z,t) satisface la ecuacién de Klein-Gordon

(aa_; _ q(x)> Kn(z,t) = g—;Kh(x, t), (1.4.32)

con las condiciones de Goursat (1.2.9).

Los nucleos G(z,t) y S(z,t) de los operadores de transmutacion T v Ts
que definimos en (1.2.10) y (1.2.11) respectivamente, también satisfacen
la ecuacion de Klein-Gordon (1.4.32) pero con las condiciones respectivas
(1.2.12) y (1.2.13).

Considerando que estos operadores son invertibles, es natural preguntarse
si los nucleos de los operadores inversos también satisfacen un problema de
Goursat. De hecho, en [15] y [21] muestran que esto efectivamente sucede
para el niicleo H(z,t), donde Ty := T;'. Probando este resultado se obtiene
que H(z,t) y G(x,t) satisfacen

t
H(z,t) — Fa(o,t) — / Folz,P)G(t,r)dr =0,  0<t<a (14.33)
0

es decir, H(z,t) = Ty [Fo(z, t))].

Nuestro siguiente objetivo es obtener un resultado similar para el caso del
nticleo P(z,t), donde Tp = T

Recordemos que Ts cumple la propiedad de transmutacion ATsu = TsBu
para u € C%[0,b] tal que u(0) = 0, por lo cual Ts[u](0) = u(0) = 0. Entonces
en el rango R(Ts) las funciones se anulan en x = 0, por lo cual el operador
Tp también toma funciones que se anulan en x = 0. De la propiedad de
transmutacion para Ts obtenemos la respectiva para Tp

T,Au = BT,u. (1.4.34)

Proposicién 1. El nicleo P(x,t) satisface el problema de Goursat

%P(x,t) _ (% - (t)) P(a.t) (1.4.35)
Pe,z) = —% /0 Cdt, P(x,0) = 0. (1.4.36)
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Demostracion. Sea v = Tpu. Por un lado se tiene

V(z) =u"(z) + % /OJC P(z,s)u(s)ds. (1.4.37)

Por otro lado, después de aplicar dos veces la regla integral de Leibniz

Vi) =" (x) + u(x)iP(:c, x) +u'(x)P(x, )

dz
OP(x,s) ’ 0?P(x, s)
+ o S:xu(szz) +/O u(s)Tds. (1.4.38)

De (1.4.37) y (1.4.38) se tiene

% /Ow P(z,s)u(s)ds = u(a:)%P(x,x) + ' (z)P(x, z)
OP(z, s) *  9?P(x, s)
Tor |, u(z) +/O u(S)Tds.
(1.4.39)

Queremos obtener una condicion equivalente a la propiedad de transmutacién
(1.4.34), entonces calculamos

T,u"|(x) = u"(z) +/ P(z,s)u”"(s)ds.
0
(1.4.40)
Después de dos integraciones por partes se obtiene
v P
/ P(o, s)u"(s)ds = P, 2) (x) — Pla, 0/ (0) — 2 éx, N uw)
0 s s=x
¥ 0?P(z,s)
+/0 U(S) T - dS, (1441)

donde hemos anulado el término u(0) que aparece en la segunda integracion.
La parte izquierda de (1.4.34) estd dada por

Tp[Au)(z) = Tp {‘j—xU(m) + Q(w)u(@}
= —u"(z) — /096 P(x,s)u"(s)ds + q(z)u(x)

+ [ Plsasuss (1.4.42)

31



Para la parte derecha de (1.4.34) tenemos

B[Tpu(z) = —dd—; [u(x) + /0 P, s)u(s)ds}
= —u(z) — dd—; /O " P(e, s)u(s)ds. (1.4.43)

Como T'p satisface la propiedad de transmutacién, al igualar (1.4.42) y (1.4.43)
y considerar las relaciones (1.4.41) y (1.4.39), llegamos a la condicién equiv-
alente

— /Ox [P(x,s)q(s) 9 Fi;ixZ,s) + 0 J;(;;’ S)} u(s)ds
0P(x,s) OP(z,s)
* [ 0Os Ox
+ P(x,0)u/(0)

_ /0 ’ {% _ (83_; - <5)) P(:c,s)} u(s)ds

dP(zx,s)
dz

+ %ﬁ’@ + q(:z:)} u(x)

S=T S=XT

+ [2 + q(x)} u(x) + P(x,0)u’(0) (1.4.44)

De la arbitrariedad de u obtenemos del primer término que P(z, s) satisface
la ecuacion (1.4.35). Del segundo término se obtiene

= ——q(x), (1.4.45)

2
1 xX
= P(z,z) = P(0,0) — 5/ q(7)dr. (1.4.46)
0
Del tercer término obtenemos que
P(z,0) =0, (1.4.47)

la cual es una de las condiciones (1.4.36) buscadas, y si utilizamos esta en
(1.4.46) para x = 0 obtenemos la otra condicién. Concluimos que P(z,t)
satisface el problema de Goursat. n
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Observacion. De la ecuacidon integral para S(z,t) en (1.2.16) se tiene que
S(SC, t) = —TS7$[F5<£IZ', t)] (1.4.48)

Desde que S(z,t) satisface la ecuacion de Klein-Gordon (1.4.32), entonces
Fs(z,t) satisface la ecuacion de onda

O*Fu(x,t)  O*Fu(x,1)

= 1.4.4
ot? dz? ( 9)
Esto se sabe del desarrollo que se hizo en (1.3.5)-(1.3.8).
Lema 3. Se satisface P(x,t) = Ts4 [Fs(x,t)]
Demostracion. Definamos la funcién
3 t
P(x,t) = Fs(x,t) +/ S(t,7)Fs(x, T)dT. (1.4.50)
0
Observe que
P(z,0) = Fy(z,0) = 0, (1.4.51)

ya que de la definicién de Fg(x,t) en (1.2.17) es claro que se anula cuando
t=0.
De la ecuacion integral para S(z,t) en (1.2.16) obtenemos para t = z

S(z,2) = —Fs(z,z) — /O " S, 7V Fs(r, 2)dr (1.4.52)

Al evaluar t = x en (1.4.50) y comparar con la expresién anterior obtenemos
que

Ple,a) = ~S(r,2) = — /0 ")t (1.4.53)

donde la ltima igualdad se debe a la condicién (1.2.13) del problema de
Goursat que satisface el niicleo S(z,1).
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Mostremos ahora que P(z,t) satisface la ecuacién (1.4.35).

0 0 ! 9]
&P(x t) = ath(x,t) + S(t,t)Fs(x,t) +/0 Fg(x,T)aS(t,T)dT
:>62P( ) = aQF( ,t) + Fs( t)dS(tt)+S(tt)2F( t)
o " oz S\ SV 7 TR
9] ! 0? s p
+ Fs(x,t)aS(t,T) _ /0 Fs(z, T)at (t,7)dr
(1.4.54)
0 0 ! 9]
£P(x t) = a—FS(x t) +/ S(t, 7')8 Fg(x,7)dr
52
= % P, t)——FS:ct /StT—FSxT)d
Oz?
_ P py t)~|—/S( 0L o) (1.4.55)
= 12 S\ . )52 T, T)ar, S

donde hemos usado (1.4.49). Ahora aplicando integracién por partes dos
veces tenemos

K 02 0
/0 S(t,T)ﬁFg(l‘,T)dT—S(t t) 57 —Fg(z, 1)

=t

/ —S(t,7) Fg(x T)dT,

donde hemos eliminado el término con S(¢,0) pues se cumple (1.2.13).

0 —S(t,7)

/ —S(t, 1) Fs(x T)dT = Fg(x,t) 57

T=t

t 62
- [ Fste.ng5S (e,

donde hemos usado que Fg(z,0) = 0. Con lo anterior tenemos

D oty = L paty + 51 LFgwr)| - Fe.t) 287
az2 T gt or S\ T EsE Y o
t 82
—|—/0 Fs(l’,T)ﬁS(t,T)dT. (1.4.56)
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Eliminando los términos comunes entre (1.4.54) y (1.4.56) tenemos
0 0%\ = 0 9,
) P, t) = — | —=S(t Z5(t Fy(x,t
(81'2 atQ) (:E? ) |:a7_ ( 7T) T:t+ ot ( 7T) T:t‘| S<x> )

t 32 82
_/O Fol(z,7) (@ - ﬁ) S(t, 7)dr

d

= —q(t)Fs(z,t) — /Ot Fs(x,7) <§—; - 88—:2> S(t, 7)dr,

donde el potencial ¢(t) aparecié al considerar la condicién (1.2.13) para
S(t,t). Finalmente, podemos reescribir F(z,t) al despejarlo de la definicién
de P(xz,t) en (1.4.53), con lo cual obtenemos

<83_; _ g_;) P(a,t) = —q(t) P(a, 1)

_ /Ot Fs(z,7) (g_; — aa—; — (t)) S(t, T)dr.
(1.4.57)

Notemos que la parte del integrando en (1.4.57) que opera sobre S(t,7) es
justo la ecuacién (1.4.32) para S(t,7), de modo que se anula la integral y
obtenemos finalmente

aa_;P(x,t) = (88—; — q(t)> P(x,t). (1.4.58)

Hemos mostrado que P(z,t) satisface la ecuacién (1.4.58) y las condiciones
(1.4.51), (1.4.53), entonces es solucién del problema de Goursat (1.4.35)-
(1.4.36). De la unicidad de la solucién concluimos que P(z,t) = P(x,t).
Finalmente, considerando de (1.2.17) que Fs(x,7) = Fs(7, ), entonces de la
definicién (1.4.50) se tiene que P(x,t) = Ts, [Fs(z,t)], por tanto P(x,t) =
TS,t [Fg(x, t)] O]
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Capitulo 2

Teoria de Sturm-Liouville

2.1 Planteamiento del problema directo

Supongamos que queremos encontrar soluciones no triviales en el espacio de
Hilbert Ls[a,b] al problema con valores en la frontera

—(ry")' + (¢+A)y =0 .
ary(a) + azy'(a) =0, biy(b) + bay'(b) = 0. (2.1.2)

donde q,77! € Ly[a,b] con ¢ una funcién R-valuada, r(x) > 0 en el intervalo
[a,b]. Ademds, para garantizar soluciones unicas pediremos que |a;| + |az| >
0y |b1| + |bo| > 0, donde ay,as,by,bo € R. Como primer paso se debe
determinar para cudles valores de A es posible encontrar dichas soluciones.

Motivado por este problema, podemos definir el operador de Sturm-Liouville
L:D(L)— Lsa,b

Lly] = —(ry') +qu (2.1.3)

donde D(L) = {y € AC[a,b] : y satisface (2.1.2) y ry’ € AC]a,b]} C
Lyla,b]. El problema directo de Sturm-Liouville es encontrar el espectro
o(L) y las correspondientes eigenfunciones partiendo de que se conocen el
potencial ¢ y las condiciones de frontera del problema, con la informacion
obtenida se construyen ademés las constantes de normalizacion.

Es sencillo demostrar que el operador L es simétrico y por tanto o(L) C R;
ademas, también es cierto que L es un operador con resolvente compacto.
Con estos resultados se puede demostrar el siguiente teorema, de particular
importancia en el estudio del operador de Sturm-Liouville.

Teorema 5. L es un operador autoadjunto y o(L) = {A,Ae,...} es un
conjunto discreto tal que N1 < Ao < ... con lim, oo A\, = 00. Ademds,
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dimN (L — N\, I) = 1, esto es, los eigenvalores son simples. Y si se eligen
eigenfunciones normalizadas y, € N(L — \,I), entonces {y,}n>1 €s un con-
Junto ortonormal completo en Ls[a, b).

Estos resultados citados para L son clasicos del andlisis funcional, y
pueden encontrase en [19].

En el siguiente capitulo obtendremos representaciones en forma de serie
para los nucleos de transmutacion K, L, S'y P. Es sabido que los nticleos K,
Sy G estén relacionados entre si, a saber por (3.2.3) y (3.2.4), lo cual serd de
gran utilidad para nuestros propésitos. Como los operadores con nicleos S y
G son utilizados para representar eigenfunciones de dos problemas distintos
de Sturm-Liouville en el intervalo [0, 7], es necesario primero presentar dichos
problemas, esto lo hacemos en las siguientes dos secciones.

2.2 El problema L(q(x),h,H) en |0, 7]

Consideremos el problema de Sturm-Liouville con valores en la frontera

Llyl = —y" +q(z)y = p’y, ze[0,7], p* =\ (2.2.1
y'(0) — hy(0) =0, ¢/ () + Hy(w) =0, (2.2.2

~— —

donde h, H € R, q € Ls[0, 7] es R-valuada y A € R es el pardmetro espectral.
A este problema lo denotaremos como L(q(z), h, H) de ahora en adelante.
Estamos tratando con un caso particular del problema planteado en la seccién
anterior al tomar r = 1. El operador L en (2.2.1) se conoce como operador
de Shrédinger. Tenemos ahora un dominio D(L) C L0, 7], el cual queda
determinado por las condiciones de frontera (2.2.2).

Asociado a L(q(z), h, H) se tiene la sucesion de eigenvalores {\, },,>0, donde
cada )\, es un valor del parametro espectral tal que existe una solucién no
trivial sujeta a las condiciones (2.2.2).

Para cada p € C podemos definir el siguiente problema de Cauchy:

—¢"(p, ) + q(x)p(p, ) = P, (2.2.3)
p(p,0) =1, ¢'(p,0) = h.

Esté claro que la solucién unica ¢(p, x) satisface la condicién en x = 0 del
problema L(q(x),h, H). Ma4s atn, es bien sabido que cuando p = p, se
tiene que ¢(p,, x) es eigenfuncién del problema L(q(z), h, H). Este hecho lo
probaremos en la siguiente seccién para el caso de otro problema de Sturm-
Liouville, para lo cual ocuparemos el concepto de funcion caracteristica.
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Definicién 2. Sea ¢(p, x) la solucion a (2.2.1) que satisface las condiciones
iniciales (p,m) =1 y ' (p,m) = —H, se define

AN = ¥(p, )¢ (p,x) — ¥ (p, 2)(p, ). (2.2.4)

Note que A(\) es el Wronskiano de ¢(p, z) y ¢(p, x), en este caso esta es la
funcién caracteristica para L(q(x), h, H). Como la ecuacién (2.2.1) no tiene
derivada de primer orden, entonces por la identidad de Abel para ecuaciones
de segundo orden se concluye que A(A) no depende de x.

A las soluciones ¢(p,, z) se les conoce como eigenfunciones normalizadas. A
partir de estas soluciones se definen las constantes de normalizacion {ou, }n>o
como

ap, ::/ 02 (pn, 8)ds. (2.2.5)
0

Para resolver este problema directo necesitamos encontrar conjunto de datos
espectrales {p,, a, 22, partiendo de que se conocen los pardametros h, H de
las condiciones de frontera en (2.2.2) y el potencial ¢ en (2.2.1).

El conocimiento del comportamiento de la solucién ¢(p,z) al problema de
Cauchy (2.2.3) cuando |p| — oo es importante para obtener el compor-
tamiento asintético (n — 0o0) de los datos espectrales.

Afirmacién. Para p € C, la solucion ¢(p,z) a (2.2.3) satisface

©o(p, z) = cos(pzr) + h% + /Ox Wq(t)gp(p, t)dt. (2.2.6)

Demostracion. Como ¢(p,t) satisface (2.2.3), entonces se tiene

sin[p(z — t)]q(t)p(p, t) = p* sin[p(x — t)]p(p, t) + sinfp(z — t)]¢" (p, t).

Para obtener la expresion deseada observamos que necesitamos obtener ¢(p, x),
asi que integramos en el [0, z]. Note que en este intervalo tenemos informacién
de las condiciones de frontera

/0 ) sin[p(z — t)]q(t)p(p, t)dt = /O ) p*sinfp(z —t)]e(p, t)

+ /OI sin[p(x — t)]" (p, t)dt. (2.2.7)

Integrando por partes la segunda integral en (2.2.7) tenemos
| sinlota = 016" (p, )t = — sin(pr)¢'(0,0)
0

+ p/ox cos[p(z — )] (p, t)dt. (2.2.8)
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Integrando por partes ahora la segunda integral en (2.2.8)
| coslota 016011t =p,2) — cos(p)io(. 0
0

- p/ox sin[p(x — t)]p(p, t)dt. (2.2.9)

Considerando las condiciones de frontera en los términos ¢(p,0) v ¢'(p,0)
que han aparecido y sustituyendo lo obtenido en (2.2.7), se tiene finalmente

| sinlote = 0ol it = [ sinlote — el )it = hsin(pa)
+ pp(p,x) — pcos(pz)
~ [ sinlple = (o)t

Notamos que un par de integrales con signos opuestos se eliminan, y final-
mente se llega a la expresion buscada. ]

Usando este resultado, se puede mostrar que para |p| — oo se satisfacen
las siguientes expresiones asintoticas

1
©o(p,z) = cos(pz) + O (W) (2.2.10)
¢'(p,x) = —psin(pz) + O (1) . (2.2.11)

Con los dos resultados anteriores, finalmente se pueden obtener las siguientes
asintéticas para los datos espectrales del problema L(q(z),h, H) que nos
seran bastante ttiles posteriormente

w K
n = — 4+ {k,t el 2.2.12
p n+ﬁ~n+n {kn} €1o ( )
T  Kp N
n=—+— {kn} € L. 2213
an =5+ {Fn} €1y ( )

Una demostracién de (2.2.10)-(2.2.13) puede encontrarse en [5].
Consideremos ahora el problema L(0,0,0); es decir, g(z) =0, h=0= H, el
cual se reduce a

—y' =y (2.2.14)
y'(0) =0 =y/(m). (2.2.15)

Este problema tiene eigenvalores A\ no negativos. La solucién general a
(2.2.14) es de la forma y(p,z) = ¢ cos(pz) + cosin(pzr). Considerando las
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condiciones de frontera (2.2.15) se obtiene que y(p,x) = ¢y cos(px), y se
deducen ademas los eigenvalores para las soluciones no triviales

A= () =n? n>0. (2.2.16)

Las eigenfunciones normalizadas correspondientes a este problema estdn dadas
por

cos(nx), n > 0. (2.2.17)

Obtenemos ademaés las siguientes constantes de normalizacion

s : — O
ad = / cos?(ns)ds = {W S (2.2.18)
0

s : !
5 sin>1

La solucién ¢(p,x) a (2.2.3) admite la siguiente representacion [15]

o(p, ) = cos(pr) +/ G(x, s) cos(ps)ds. (2.2.19)
0
= Tgcos(px)], (2.2.20)
donde T es el operador de transmutacién definido en (1.2.10). De (2.2.20)
en particular se tiene que Ty conecta la solucién cos(px) de —y” = p?y tal

que y(0) =1, ¥'(0) = 0 con la solucién del problema de Cauchy (2.2.3).
Como tultimo comentario de esta seccion retomemos la funcién F definida en
(1.2.15). Ahora que ya presentamos los problemas L(q(x),h, H) y L(0,0,0),
entonces queda claro que Fg esta determinada por los datos espectrales de
ambos problemas.

2.3 El problema L (¢(z),7,%) en [0,7]

Para nuestros propdsitos necesitamos trabajar con otros dos problemas de
Sturm-Liouville, mismos que denotaremos como L(q(x),«,5). En [6] se
plantea este problema con la siguiente forma
—y" +q(2)y = p*y,

y(0) cosar + y'(0) sinav = 0

y(m) cos B+ y/(m)sin 8 = 0,
donde o € (0,7|, B € [0,7) y ¢ € L1[0, 7] es un potencial R-valuado. Sin
embargo, a nosotros nos interesa el caso particular cuando g € Ly 0,7, a=m7
y = 5. El primer problema que consideraremos es L (q(x), , %)

—y"+al@)y=py. P = A (2:3.1)

y(0) =0, y'(m) =0.
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Con el fin de obtener eigenfunciones normalizadas, para p € C planteamos
el siguiente problema de Cauchy

—s"(p, ) + q(x)s(p, ) = p’s, (2.3.3)
s(p,0) =0, §'(p,0) = 1. (2.3.4)

Las eigenfunciones citadas se obtienen al considerar p = p,, y con estas
definimos las constantes de normalizacién como

Q= / s%(pn, x)dz. (2.3.5)
0

Definiendo ahora u(y(z)) = y(0) v vx(y(x)) = ¢
las condiciones (2.3.2) con esta notacién como ug(y(
misma que ocuparemos para algunos resultados.
Consideramos otro problema de Cauchy, esta vez ¥(p,x) es la solucién a
(2.3.3) que satisface las condiciones de frontera ¥(p,7) =1y ¢'(p, 7) = 0.

En la siguiente proposiciéon veremos que s(p,z) v ¥ (p,z) son eigenfun-
ciones del problema L (q(:c), , %) cuando p es un eigenvalor. Para este prob-
lema definimos la funcién caracteristica como el siguiente Wronskiano

AN = (W(p,x),8(p, 7). (2.3.6)

Evaluando en x = 0 y x = 7 y considerando las condiciones de frontera que
satisfacen 1 (p, z) y s(p, x) se tiene

A()‘)’I=0 = w(f% O)S/(p, 0) - ¢/(pv O)S(p7 0)

(7), podemos reescribir
z)) = 0y vr(y(z)) = 0,

= ¥(p,0) = uo(¥(p, ), (2.3.7)
analogamente también se obtiene que
AN o= = vx(s(p, 7). (2.3.8)

Como el Wronskiano no depende de x, entonces de las igualdades anteriores
se concluye que

AA) = uo((p, x)) = va(s(p, ) (2.3.9)

A continuacién presentamos resultados que relacionan los datos espectrales
y la funcién caracteristica de L (q(x), T, g)

Teorema 6. Los eigenvalores del problema L (q(:p),ﬂ, g) coinciden con las

raices de A(N). Las funciones ¥ (pn, x) y s(pn, ) son eigenfunciones y existe
una sucesion {v,} tal que s(pn,x) = Y0 (pn, x).
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Demostracion. Sea A eigenvalor de L (¢(x), 7, %), y sea y, la eigenfuncién
asociada. Como y, satisface las condiciones de frontera

0 = uo(yr(z)) = vx(ya(z)).

De esto concluimos que 74 (0) # 0 (como y,(0) = 0, si 4(0) = 0 entonces
por unicidad de la solucion tendriamos que y, = 0, pero esto no ocurre pues
es eigenfuncién). Se concluye que y}(0) = ¢ para alguna constante ¢ # 0.
Por tanto podemos considerar g\(z) = 2ya(x), y es claro que gy es también
eigenfuncion asociada a A. De las condicones de frontera tenemos ademéds
que gA(0) =0y ¢4(0) = @ = 1. Por unicidad de las soluciones se concluye
que g = s(p, x), por tanto de (2.3.9) tenemos

A(X) = vx(s(p,x)) = vz(ga(2)) = g)(7) =0, (2.3.10)

por lo cual X es raiz de A(\).

Sea ahora A tal que A(\) = 0, entonces de (2.3.9) tenemos que s(p,x) y
Y (p, x) satisfacen ambas condiciones de frontera del problema L (q(x), T, %),
y por tanto son eigenfunciones; mas ain, como A(\) es el Wronskiano de
estas funciones, el que se anule implica que son linealmente dependientes, de

manera que existe v tal que s(p, x) = y(p, ). O
Lema 4. Se satisface la siguiente relacion
a __dAN (2.3.11)
Vi dA |\Zy,

Demostracién. Para p € C, consideremos g,(n,z) = (¢(p,x),s(pn, x)), por
las condiciones de frontera para 1 (p, z) y s(pn, ) se tiene que

gp(n,m) = 8'(pp, ) (2.3.12)
9p(n,0) = ¥(p,0) (2.3.13)

Derivemos ahora

gl ) = < [ 2)8 (p 2) — (0, 2)5(pn, )
= ¢ (p,2)8'(pn, ) + P(p, ©)8" (pn, ¥) = ¢ (p, 2)8(pm, @)
— ' (p, 2)s' (pn, @)
= ¥(p, )s" (pn, ) — " (p, z)s(pn, ). (2.3.14)
Como ¥(p,x) v s(p, x) satisfacen la ecuacién (2.3.1), entonces

%gp(nﬁE) = ¢(Pa .%‘) (Q(x)s(pm I> o /\”S(pm l‘))

<Q(x)¢(p7 ]3) - )\1/1(,0, I)) S(IOWJ ]3)
= (A= A)Y(p, )8(pn, ). (2.3.15)
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Integrando y considerando (2.3.12) y (2.3.13) tenemos

(o) = 0(p,0) = (A= ) [ 6(p,2)s(p, 0} (2:3.16)
0
Podemos reescribir la igualdad anterior usando (2.3.9), con lo cual se obtiene
AN — AN, i
A ))\ 3 (An) = / Y(p, x)s(pn, x)dx, (2.3.17)
W o

tomando el limite A — A, y considerando que v, (pp, x) = s(pn, ) se tiene

/ 77Z) Pn, T Pm = _/ pm - .
"Yn

(2.3.18)

]

A continuacién mostramos que la solucién s(p, z) satisface una ecuacién
de Volterra del segundo tipo, la cual serd ttil para derivar resultados poste-
riores.

Lema 5. Para p € C, la solucion s(p,x) a (2.3.3) satisface

_ sin(px) “sin[p(z — t)] .
s(p,r) = p —I—/O — q(t)s(p,t)dt. (2.3.19)

Demostracion. Como s(p, z) satisface (2.3.3), entonces se tiene

sin[p(x — t)] "

S0P =) 1), 1) = psinlpte — D)s(o, 1) + —, st

p

Para obtener s(p, ) integramos en el [0, z]. En este intervalo ademés tenemos
informacién de las condiciones de frontera (2.3.4) que vamos a utilizar

| == atws(. 0t =p [ sinfpta ~ lsio, i

p
+/x ws’/(p, tydt.  (2.3.20)

Integrando por partes la segunda integral en (2.3.20) tenemos

/Ox sin[p(xz — t)]s"(p, t)dt = —sin(pz) + p/ox cos[p(x —t)]s'(p, t)dt.
(2.3.21)

43



Procedemos de la misma forma ahora con la segunda integral en (2.3.21)

/090 cos[p(z — t)]s'(p, t)dt = s(p, x) — p/ox sin[p(x — t)]s(p, t)dt. (2.3.22)

Sustituyendo (2.3.21) y (2.3.22) en (2.3.20) se tiene finalmente

/ogﬁ wq(t)s(p, t)dt =p /0 sinfp(z —t)]s(p, t)dt — %

+s(p,x) — p /0 “sinfp(z — D)]s(p, £)dt.

Notamos que un par de integrales con signos opuestos se eliminan, y final-
mente se llega a la expresion buscada. O

Observaciéon. Para p = u + v € C, es vdlida la siguiente desigualdad
e — et
21

< €| +]e7| e’ +e

[v] 239
< 5 5 e (2.3.23)

IN

[sin (p)| =

Con el lema anterior estamos listos para deducir el comportamiento de
s(p, x) cuando |p| — oo, en esta direccién mostramos tres resultados mas.

Proposicién 2. Para la solucidon s(p,x) se satisface la siguiente relacion
asintdtica cuando |p| — oo

s(p, ) = O (eIIT;)lx) . (2.3.24)

Demostracion. Por practicidad, escribimos p = u + 1w € C. Proponemos
s(p,z) = f,(z)ell* para f, continua en el [0, 7], entonces f,(z) = e MI*s(p, 1).
Luego, como s(p, x) satisface la ecuacion integral (2.3.19) entonces

. 1 e
folz) = w{” + ;/ sin[p(x — 7)]q(7)e M@ £ (7)dr.  (2.3.25)
0
Ahora, por desigualdad del triangulo tenemos
[sin(pz)| 1
[fo(a)] < e e 4 =
’ Iz o]

1 1 x
<D / l9(P)| 1£,(7)] dr, (2.3.26)

/Of sin[p(x — T)]q(T)e_lvl(gc_T)fp(T)dT
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donde hemos aplicado la desigualdad (2.3.23) para px, p(x — 7) € C. Como
x € [0, 7] y estamos integrando términos no negativos, entonces

1 1 i
T — 4+ — d
)] < o o / g(r)| 1£,(7)] dr
Tl
~ el 9|

Hemos usado que g € Ly[0, 7] C Lq]0,7]; ademds, la desigualdad es para
cualquier z € [0, 7], luego, por definicién de supremo se tiene que

o ol

gl 0.7 (2.3.27)

de donde
1 1

B |p| <1 - —||61||L1[07r

Entonces, cuando p satisface la desigualdad (2.3.29) tenemos

ol

) < |pl >l 2107 (2.3.29)

1 e'v‘w e‘vm
: ol =Tl
~ Hlalzom) Pl ~ e

donde la tultima desigualdad es valida para cualquier @ > 1 elegida, ya
que podemos tomar |p| € [M,,00) con M, € (||g||2,j0,7), 00) suficientemente
grande. [

Is(p, )] < || folloce™™ < (1 : (2.3.30)

La relacién asintética anterior puede ser mas precisa.

Corolario 1. Para la solucion s(p, x) se satisface la siguiente relacion asintética
cuando |p| — oo

_ sin(px) eltm(p)|e
s(p,z) = ) +0 ( ) . (2.3.31)

p|?

Demostracion. De la desigualdad (2.3.30) tenemos

/0 sinlp(z ) q(t)s(p,t dt’ < —/ lq(t) '”'tdt<ﬁw

p
entonces
T ¢ |Tm(p) |
/ Mq(t)s(p, t)dt = O (6_2) _
0 p Pl
Introduciendo esto en (2.3.19) obtenemos el resultado. ]
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El siguiente resultado serd ttil para estimar la convergencia de las rep-
resentaciones en serie para nicleos de transmutacién en los teoremas (10) y
(11) del préximo capitulo.

Corolario 2. Para la solucion s(p, x) se satisface la siguiente relacion asintética
cuando |p| — oo

_ sinpz) - cos(pz) (7 q(t) cos[p(z — 21)] elm(p)lz
s(p,z) = ; + q1(2) p +/0 2 dt + O <_|p|3 ) ’
(2.3.32)

donde qi(x) == —% [ q(t)dt.

2J0

Demostracion. Introduciendo la aproximacién asintética (2.3.31) en (2.3.19)
tenemos

_sin(px) [T sin[p(z — t)]sin(pt) olm(p)
s(p,z) = ’ —i—/o q(t) dt—i—O( ; ) (2.3.33)

02

Ahora sdlo resta hacer un poco de trigonometria.

cos(px — 2pt) = cos(px) cos(2pt) + sin(pz) sin(2pt)
= cos(px)(1 — 2sin®(pt)) + 2sin(pz) sin(pt) cos(pt)
= cos(px) + 2[sin(pz) cos(pt) — cos(pz) sin(pt)] sin(pt)
= cos(px) + 2sin[p(x — )] sin(pt),

entonces
— 2pt
sin[p(z — ¢)] sin(pt) = cos(pr Pt _ COS(;‘”). (2.3.34)
Introduciendo (2.3.34) en (2.3.33) obtenemos el resultado. O

Podemos ahora conocer el comportamiento asintotico de los datos espec-
trales del problema L (O,7r, %) Para el caso de los eigenvalores, en [5] se
reporta la siguiente asintotica

1 Wo k

=N+ =+ — + — 2.3.35
P * 2 m™m n ( )
donde wy = 5 [ q(t)dt y {kn} € Lo

Para el caso de las constantes de normalizacion, basta con que las calcule-
mos de acuerdo a (2.3.5) usando la expresion asintética (2.3.31) de las eigen-
funciones. Ahora, recordemos que los eigenvalores del operador de Sturm-

Liouville son reales, y por tanto la asintética en (2.3.31) que en general es
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vélida para p € C se simplifical, por lo cual tenemos

T 32
= / M D) <f”t)dt+ ) <i2) / Sin (P! )dt + O (%)
0 Pn Pn 0 Pn Pn

_ 2mp, — sin(2mp,) Lo ( 1 )

4p3 P

(2.3.36)

Para el caso con ¢(z) = 0, es sencillo deducir que el problema de Sturm-
Liouville L(O T, %) tiene asociado el conjunto de datos espectrales y eigen-
funciones normahzadas dados por:

1\ 2
0 T
a, = ———, (2.3.38)
2(n+3)"
n [(n+2) ]
s(p, z) = = (2 +3) 2] 2.3.39
e (2:3.39
El problema (2.3.3) para g(x) = 0 tiene solucién para p arbitrario dada
por s(p,x) = p~'sin(pr). Si consideramos ahora el potencial, es posible
representar la solucion s(p, z) como [15]
s(p,x) = sin(pa) / S(x sm ) (2.3.40)
= Ty [M] : (2.3.41)
p
donde T es el operador de transmutacién definido en (1.2.11). De (2.3.41)
en particular se tiene que T conecta la solucién p~!sin(pz) de —y” = p?y
tal que y(0) = 0, ¥'(0) = 1 con la solucién s(p,x) del problema de Cauchy
(2.3.3).

Como ultimo comentario de esta seccién retomemos la funcién Fg definida en
(1.2.17). Ahora que ya presentamos los problemas L(q(z), , )y L(0, , 7),
entonces queda claro que Fg estd determinada por los datos espectrales de
ambos problemas.

!Como los eigenvalores son reales, entonces Im p = 0, de manera que usamos (2.3.31)
sin el término exponencial; ademas, ya no hay necesidad de tomar valor absoluto de p.
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Capitulo 3

Nucleos de operadores de
transmutacion

3.1 Dominio de definiciéon para F; y Fy

Queremos obtener una representacion en forma de serie para los ntcleos
K(x,t) y S(x,t) de los operadores de transmutacién en (1.2.8) y (1.2.11)
respectivamente, asi como para los ntucleos de los operadores inversos. Estas
representaciones estaran determinadas a partir de los datos espectrales y las
eigenfunciones de los problemas de Sturm-Liouville presentados el capitulo
anterior. Para lograr esto mostraremos primero varias relaciones entre los
nucleos y los operadores presentados hasta ahora, uno de los recursos princi-
pales para lograrlo son las ecuaciones integrales que satisfacen estos nicleos.
Para todas las representaciones necesitaremos conocer la imagen bajo los op-
eradores de transmutacién de las funciones Fy; y Fis presentadas en el primer
capitulo, por tanto es necesario asegurarse primero que dichas funciones se
encuentran en el dominio de estos operadores.

Observe que la funcién Fg en la ecuacién de Gelfand-Levitan (1.2.14) debe
estar definida para (z,t) € [0,7] x [0,7], con esto en mente, definimos a
continuacién la siguiente funcion

a(z) = i (COS’W - COSM) : (3.1.1)

ap al

donde {p,, @, } v {n,al} son los datos espectrales de los problemas L(q(x), h, H)
y L(0,0,0) respectivamente. De las identidades para suma y diferencia de
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angulos se obtiene

a(:c—l—t)—i—a(:c—t)zz

—0

la(z +t) +a(z — )], (3.1.2)

<2 cos(pnx) cos(pyt)  2cos nx)

ap a?

<

= F(z,t) =

NO| —

de manera que a(z) debe estar definida al menos en [—7,27|. Sin embargo,
para aplicar el operador de transmutacién 7" definido en (1.2.8) a F y Fs es
necesario extender el dominio para a(x) a [—27, 27].

Para obtener més informacién sobre la funcién a(z) es necesario descompon-
erla en una expresion mas sencilla de analizar y hacer uso del comportamiento
asintotico de los datos espectrales en (2.2.12)-(2.2.13).

Obtenemos ahora una representacién de a(x) como una suma finita de series.

Usando los valores para o en (2.2.18) tenemos

cospor 1 =\ [cosppx  2cosnx
o) =S - D (M )
i=1 "

1 12 2
_ SOt L, [(- — —) cos(ppx) + = (cos(p,x) — cos(nz))
Q) ™ i—1 Ay, ™ T

(3.1.3)
Definiendo 9,, := p,, — n se tiene

cos(ppx) — cos(nx) = cos(d,x) cos(nx) — sin(d,x) sin(nz) — cos(nx)
= (cos(d,x) — 1) cos(nx) — sin(d,x) sin(nx).

1—cos(dnx)

3 , entonces

Consideremos ahora que sin? ((STLTI) =

cos(ppr) — cos(nx) = —2sin? <5nT$> cos(nzx) — sin(d,x) sin(nx)

= —(0,2) sin(nz) — [sin(d,x) — d,z] sin(nx)

OnT

— 2sin® (T) cos(nw). (3.1.4)

Luego, note de (2.2.12) que 6, = =+ “=. Introduciendo esta informacién en
el primer término de (3.1.4) y acoplando finalmente en (3.1.3) se obtiene

alw) = LT 2 S ),

(7)) ™
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donde

Hﬂ@==—%§”§ismgmx (3.1.5)
Hy(z) i (ain - %) cos(pn), (3.1.6)
fﬂ@:—%:?%mm@ (3.1.7)
Ha(z) = —% 001 sm?(%x)cos(m), (3.1.8)
Hy(z) = —% i [sin(5,2) — Sp] sin(nz). (3.1.9)

Queremos analizar la convergencia de estas series, para lo cual serd til cono-
cer el comportamiento asintético de algunos términos e identificar aquellos
que pueden encontrarse en un espacio conveniente.

Afirmacion. Considere el comportamiento asintotico de los datos espectrales
en (2.2.12)-(2.2.13), entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

(a) 6, = O(2).
(b) &= —=2="12, con {y} € la.

Demostracion. Para (a), notemos que

1 /w

5n:pn—n:—<—+ﬁn>
n\m
1 /jw 1 /jw
$5n<—ﬂ—‘ n)<‘Q—‘ . ). 3.1.10
o < - (|2]+ ) < (2] + 1 (3.1.10)
Tomando M = |£| + ||{x}|,, tenemos asf que |5, < M(L).
Para (b), notemos que
12 1 9 2%
. L. N (3.1.11)
T S e nmw (5 + 7")
Se propone entonces 7y, = — (fi"% ik y resta demostrar que esta en [s.
2T
Como {F,} € Iy, entonces "» —— 0. Asi, dada 0 < € < 7 existe ng tal que
n—oo
’%" — §| € [g — €5+ e] sin > ng. Se tiene entonces que
7| 7|72 1 1 ]
— 35| €|z 5o 5|, n>ne. (3.1.12)
noo2 (G+e (-9
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Ahora por la desigualdad del triangulo invertida

|/%n’ ™ Rn ( 7T) Fn s
SI<l=——\—3)=|-"3 3.1.13
entonces
1 1 1
N'n, - 2 S ~ 2 S T 29 n Z no
] I O S C )
Finalmente, sumando se obtiene
- "‘%n|2 1 = ~ 12 1 -
> et S 2 Rl < g {Rall < o0
n=ng |7 +3 (5 - 6) n=ng (5 — 6)
) {’yn} € l2
]

Lema 6. Considere el conjunto de datos espectrales {p,,an} y {n,a’} de
los problemas L(q(z), h, H) y L(0,0,0) respectivamente. Entonces la funcién
a(z) definida en (3.1.1) es elemento de H*([—2m, 27]).

Demostracion. Analicemos la convergencia de cada serie H; en (3.1.5)-(3.1.9).
Para Hy(x): usaremos la representaciéon con la sucesion {7,} € I, vista en
resultado anterior. Definimos M,, == ‘%‘ y se tiene

1 2

|cos(pnz)| < M,, Vzx e [-2m,2n].
On

Ademds, como {7,} € lo y { £} € Iy, por desigualdad de Hélder tenemos que
{2} € 1y, de modo que Y | M, < oc.

Para Hs(z): definimos M, = 4|%| y tenemos

27 Ky,

— —ssin(nx
— (nx)

Kn

<4 =M, Vz € [-2m 27l

n

Sabemos que {k,} € Iy por hipétesis, entonces {f2} € [, y por tanto
Yo M, < oco.

Para Hy(z): definimos ahora M, = 4m6%. Considerando que |sinz| < |z
Vr € R, tenemos

4 sin? (%) cos(nx)

4 (6,2\° 9
S — T S 47T(Sn = Mn Vo € [—27T, 277']
T

™
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En la afirmacién anterior vimos que 6, = O(+), entonces M,, = O(=), por
tanto M, < r# para alguna r > 0 y n > n, a partir de algiin ny. De manera
que

o] no—1 [e'e)
1
S M < MY <.
n=1 n=1 n=no
Para Hj(z) : definimos M, = 1672|6,|*||h||s, donde la existencia de la

funcion h se determinara mas adelante. Expandiendo la serie de Taylor para
sin(d,) tenemos
Sp)? 5,1)°
sin(0,z) — d,x = {(5,@) _ ;> + ( ;) - } — (0p)

1 (0,2)%  (6px)?
3 s

— (0 |

= (6 x)""'i(—l)”M (3.1.14)
"= (2n + 3)! o
Definiendo C,, = ((227;?12,)2; notamos que
((Sn.’ll')Qn
—1)'———| <, Vze|-2rm2n|.
(=1) (2n+3)!| — z € [=2m, 2n]
Tomando el cociente entre términos consecutivos
C, 47262
1 ™ On ) 0. (3.1.15)

C, (2n+4)(2n +5) n—oo

Observe que se ha considerado que a partir de alguna n( suficientemente
grande [d,| < 3 para alguna r > 0. De manera que por el criterio de
d’Alembert la serie > >, C,, converge, y por tanto la serie en (3.1.14) con-
verge uniformemente a una funcién h € C[—2w,2rn]. Como consecuencia h
es acotada en dicho intervalo y por tanto para cada n > 1 y para toda

x € [—2m, 27| se tiene que
2 2
2 sin(8,2) — dual ()| < 2 |(Gu2)?] 1)) < 16 5[ e = Mo
T T
(3.1.16)

Luego, considerando que 02 = O(%), entonces existe r > 0y ng > 1 tal que

3 . .
10,7 < 25 sin > mng. Se tiene entonces
n 3 0

00 no—1 00
S, < My 16 S % < .
n=1 n=1 n=no
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En los cuatro casos anteriores concluimos que las series que definen a H; con
2 < i < 5 convergen absoluta y uniformemente en [—27, 27| por el criterio
de Weierstrass. Se concluye que Hy, Hs, Hy y Hs son funciones continuas en
[—2m, 27|, y por tanto son cuadrado integrables en dicho intervalo.

Para H;(x): consideremos el espacio Ly|—m, 7] y el conjunto ortonormal en
dicho espacio

1 cost sint cos(mt) sin(mt)
\/%7 ﬁ Y ﬁ AR \/E ) ﬁ PAR Y

podemos encontrar los coeficientes de la serie de Fourier para la funcién

f(t) =t, con lo cual llegamos a la expresién

2
t= Z E(—l)k*1 sin(kt) Vte [—m, 7.
k=1
Definiendo el cambio de variable x(t) = 7 — t, se tiene que x € [0, 2],

sustituyendo en la expresion de arriba y simplificando finalmente obtenemos

T—2 = (=1)F1! . sin(kx)

T:ZTsin[k(ﬂ—x)] => -

k=1 k=1

Anélogamente, con el cambio de variable z(¢) = ¢t — m, se encuentra que
€ [—2m, 0], y se obtiene

x + s = sin
=1
Considerando ambos casos, para x € [ 27, 27| se tiene que

w\ﬂfl(fr |]) |z|< 27
H — ’ 3.1.17
1(@ {07 |a:|: o ( )

Note que las raices de Hi(x) se alcanzan donde sin(kz) = 0, en el inter-
valo [—2m, 27| esto sucede para = 0,4m, £27; sin embargo, existe dis-
continuidad de salto en x = 427, mientras que en el resto del intervalo es
continua. Finalmente, como H;(z) es un polinomio de orden 2 en (—2m, 0],
y también lo es en (0,27), se concluye que H; € H* ([—2m, 27]), concluimos
que a(z) € Lo[—2m, 27].

Consideremos ahora las series de las derivadas, nuevamente usaremos el com-
portamiento asintético de los datos espectrales. Para Hs(z), notemos primero
que

%pn:% (1+#+%) = Tn <0( )+O(n2> +0 <%)) =mO(1),
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entonces

[% Cos(pnx)]/ = 7,0(1) sin [nx + <:_n + %) a:]

= v,0(1) sin(nz) + 7,O(1) cos(nz). (3.1.18)

En el caso de Hj(x) basta considerar los términos dentro de la serie, se tiene

/

[% sin(nx)] = Ky, cos(n). (3.1.19)

Para Hy(x) tenemos

/

[sin2 <(5n_:c) cos(nm)} =0, sin (&L—x) cos (&L—x) cos(nx)
2 2 2
— nsin’ (%) sin(nx).

Como [sin? (%2)] < |%2|2 < 27252, entonces sin® (%2) = O (), de manera
que

!

{sm2 (5”7%) Cos(nm)} =0 (%) cos(nz) + O (%) sin(nz).  (3.1.20)

Para Hs(x) se tiene

([sin(8,s) — 6,2] sin(nx)) =6, [cos(d,z) — 1] sin(nz)
+ n [sin(d,x) — 0,2] cos(nx).

= l —(6p)? N —(_1)71(5”1;)2” sin(nx
_O(n)[ (92) Z (2n + 2)! ] (nz)

n=0

+0<%>mwmy (3.1.21)

Donde usamos la serie de Taylor de cos(d,z) para obtener la serie del primer
término. En el segundo término se considera la desigualdad (3.1.16) para
obtener el comportamiento asintético. Un tratamiento totalmente andlogo
al que se hizo para obtener que la serie en (3.1.14) es una funcién h €
C[—2m, 27] se puede hacer para mostrar que la serie en (3.1.21) es una funcién
he C[—2m,27]. Lo que se concluye es

(m@ﬁywﬂmmmﬂ:o(i)mmm+o(i)mwm.@lm)

n3 n?
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Las series cuyos términos son de la forma (3.1.18), (3.1.19), (3.1.20) y (3.1.22)
convergen en Lo[—27, 2], pues los conjuntos {%}nzl y {%}nzl son
ortonormales en dicho espacio y las sucesiones de coeficientes correspondi-
entes a cada serie estdn en ly. Se concluye que Hs, H3, Hy v Hs estan en

H! ([-27, 27]) v por tanto a(z) € H! ([-27, 27]). O

Observacién. Con el lema anterior, si consideramos la representacion de
Fg en (3.1.2), se tiene que Fg es continua en' [—m, 7| x [—7, 7] \{(£7, £7)},
de manera que Fg € Ly ([—7, 7| X [—=m, 7]). Ademds, cada término en la serie
(1.2.15) que define a Fg es continuo en [—m, 7|, de manera cada término
estd en Lo|—m,m|. Por la continuidad de T y T en Lo ([—7, ] X [—7, 7))
y Lo ([0, 7] x [0, 7]) respectivamente, podemos aplicar estos operadores a la
serie de Fg término a término.

Un andlisis andlogo al anterior se hizo en [6] para la funcién Fs(z,t)
definida en (1.2.17). En este caso se utiliza la funcién auxiliar

as(x) = i cos(ppz) —1  cos [(n+1)z] -1 (3.1.23)

Cnfy al (p9)" 7

n=0

donde aparecen los datos espectrales de los problemas L (q(az), , %) y L (0, , g)
respectivamente. Asi que la funcién Fy(x,t) se puede expresar como

Fs(x,t) = % las(x —t) —ag(x +1)]. (3.1.24)

En este caso también tenemos que podemos aplicar los operadores T'y T a
la serie para Fg término a término.

3.2 Representacion para Ky L

Con las observaciones anteriores podemos probar el siguiente resultado.
Dos casos inmediatos, de (1.2.10) y (1.2.14) se tiene

G(,1) = —Ta.[Fel(x, 1), (3.2.1)

donde hemos denotado como T, al operador T aplicado en la variable x.
Andlogamente, de (1.2.11) y (1.2.16) y se observa que

S(z,t) = —Ts.|Fs)(z,1). (3.2.2)

'Recuerde que la serie Hy () en (3.1.17) es discontinua en # = 427, lo cual corresponde
a los puntos (z,t) = (£, £m).
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Ademds, en [18] se muestran las siguientes relaciones entre G, S'y K

de donde es inmediato
1
K(z,t) = §[G(x,t) + S(z,1)]. (3.2.5)

Con las relaciones anteriores podemos obtener las ecuaciones de Gelfand-
Levitan (1.2.14) y (1.2.16) en términos del nicleo K. Usando (3.2.3) en la
integral de (1.2.14) tenemos

/: Fg(t,s)G(x, s)ds = /Ox Fo(t,s)K(z, s)ds + /096 Fq(t, s)K(z, —s)ds.
(3.2.6)

Basta ahora trabajar con la segunda integral

/Ox Fo(t, s)K(z, —s)ds = —/ Fo(t, s)K (x, —s)ds
7(0)
- /( ) Fg(t,—7)K(x,7)dr (sustitucién 7(s) = —s)
:/0 Fo(t,7)K(x,7)dr. (3.2.7)

—T

Para la ultima igualdad, note que en la expresién (1.2.15) para Fg los
términos que dependen de la segunda variable son funciones pares (coseno),
entonces Fg(t,—7) = Fg(t, 7).

Por (3.2.7) podemos simplificar (3.2.6) como

/OI Fa(t,s)G(x, s)ds = /m Fa(t, s)K(z, s)ds. (3.2.8)

Procedemos de forma anéloga con el nicleo S, al sustituir (3.2.4) en la inte-
gral de (1.2.16) tenemos

/Oac Fs(z,t)S(z,2)dz = /01’ Fs(z,t)K(x, z)dz — /Ox Fs(z,t)K(x,—2)dz.
(3.2.9)
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Trabajando ahora con la segunda integral

/Ox Fs(z,t)K (x, —2)dz = — /0 Fs(z, K (z, —2)dz

7(0)
= / Fs(—7,t)K(z, 7)dr (sustitucién 7(z) = —2)
7(x)

. /0 Fo(r, ) K (2, 7)dr. (3.2.10)

—T

En la dltima igualdad, note que en la expresién (1.2.17) para Fyg los términos
que dependen de la primera variable son funciones impares (seno), de manera
que se tiene Fg(—7,t) = —Fg(7,t), por tanto (3.2.9) se convierte en

/OI Fs(z,t)S(z, 2)dz = /fﬂ Fs(z,t)K(x, 2)dz

—x

_ / Fs(t,2)K (x, 2)d=. (3.2.11)

La ultima igualdad es valida pues Fjg es invariante ante el intercambio de sus
argumentos, basta una simple inspeccién a (1.2.17) para verificarlo.
Finalmente, sustituyendo (3.2.8) en (1.2.14) y (3.2.11) en (1.2.16) respecti-
vamente, se concluye que

G(z,1) = —T,[Fe](x, 1), (3.2.12)
S(x,t) = —T,[Fs)(x, 1), (3.2.13)

y por tanto de (3.2.1) y (3.2.2)

T[Fe)(2,1) = Tou[Fe(, 1), (3.2.14)
T, [Fs)(x,t) = T [Fs) (2, 1). (3.2.15)

En el siguiente resultado obtenemos la ecuacién de Gelfand-Levitan para el
nicleo K. Ya hemos mostrado que Fg(x,t) no es continua en (+m, +m), por
lo cual se puede anticipar la regién en la cual se obtiene la solucién.

Teorema 7. Dada z € (—m,m), el nicleo K(x,t) satisface la siguiente
ecuacion de Fredholm

K(z,t)+ F(x,t) + /fﬂ F(t,s)K(z,s)ds=0, —x<t<uz (3.2.16)

—x

donde F(z,t) = 1 [Fg(x,t) + Fs(z,t)].
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Demostracion. Podemos usar el resultado (3.2.8) para reescribir G en (1.2.14)

como
T

G(z,t) = —Fg(z,t) — / Fg(t,s)K(x, s)ds.

—x

Andlogamente, del resultado (3.2.11) se puede reescribir S en (1.2.16) como

x

S(z,t) = —Fs(x,t) —/ Fs(t,7)K(x,T)dr.

Sustituyendo esto en la relacién (3.2.5) para K
1
K(x,t)=— 5 [Fo(z,t) + Fs(z,t)]

_1 (/ [Fa(t,s) + Fs(t,s)] K (x, 8)d8> :

2 —z
= K(z,t) = — F(x,t) — /ﬂﬂ F(t,s)K(x,s)ds.

—x

Observacion. Podemos reescribir esta igualdad para K(z,t) como
K(z,t) = —=T,[F|(x,t) (3.2.17)

Queremos ahora ver el niicleo del operador de transmutacién inverso 7!
de nuestro problema como imagen de alguna funcién bajo el operador T'. Por
ejemplo, recuerde que en el lema (3) obtuvimos que P(x,t) = Ts[Fg(x,t)].
Logrando algo analogo para nuestro operador se puede explorar la posibili-
dad de tener una expresién en forma de series para el nicleo de 771,

Teorema 8. El nicleo L del operador T™! satisface L(z,t) = T;[F](x,t)
Demostracion. Intercambiando x por ¢ en (3.2.17) obtenemos que
K(t,z) = =T,[F](t, ). (3.2.18)

Ademés, note de (1.2.15) y (1.2.17) que la dependencia en z y t de Fg y Fs
respectivamente es simétrica, esto es Fg(x,t) = Fg(t,x)y Fs(x,t) = Fs(t, x).
Por lo tanto

Flat) = %[Fg(x,t) + Fo(z,0)]
= J[Fa(t,2) + Fs(t,)) = F(t,),
por (1.2.18) y (3.2.18) = L(z,t) = T;[F](x, t). (3.2.19)
]
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De (2.2.20), sabemos que el operador T¢ conecta la solucién cos(px) para
q(z) = 0 con la solucién del problema de Cauchy (2.2.3). Veamos que el
operador T' conecta también a estas dos soluciones.

Afirmacion. Para p € C, se cumple que
Te[cos(px)] = T[cos(px)]. (3.2.20)

Demostracion.

Te|cos(pzx)| = cos(pz) + /Ox G(x, s) cos(ps)ds
= cos(pz) + /Off K(z,s)cos(ps)ds + /Oz K (z, —s) cos(—ps)ds

= cos(pz) + /Ox K (z,s) cos(ps)ds + /_ K(z,7) cos(pr)dr

= cos(px) + / K(z,s) cos(ps)ds = T[cos(px)], (3.2.21)
donde hemos usado nuevamente la relacién (3.2.3) entre G y K, la paridad
cos(—ps) = cos(ps), y el cambio de variable 7(s) = —s para obtener los
limites de integracién convenientes. ]

Observacién. De manera andloga es posible demostrar para p € C que
Ts[sin(pzx)] = T[sin(pz)], (3.2.22)

basta considerar la relacion (3.2.4) entre S y K, la imparidad de la funcion
seno y el cambio de variable 7(s) = —s.

Con los resultados mostrados hasta ahora ya podemos obtener las repre-
sentaciones en serie para los nicleos de Ty T 1.

Teorema 9. El nicleo K deT' admite la siguiente representacion en serie

K(z,t) = 1 i{ @(pn, ) cos(pnt)  p(n, x) cos(nt) 8 () sin (p,t)

o, a? O P

0 e[ D)) e

El niicleo L de T~ admite la siquiente representacion en serie

n=0

by = L nelont) _ otulnt) s 0 )

o, ad O Py

@0 o A Y (a0 1) o] L w2z
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donde {pn, an}t y {pn,@n} son los datos espectrales de los problemas (2.2.1)
y (2.3.1) respectivamente.

Demostracion. De la relacién (3.2.17) y la definicién de F' tenemos que
1 1
K(,0) = —5 T [Fole,0) + Fs(a, )] = =5 (TFa)(e,0) + TulFs(2, ).
(3.2.25)

Por la continuidad y linealidad de T en Ls[—m,m|, podemos aplicar este
operador a la serie (1.2.15) para Fg de la siguiente manera

Tu[Fol(z, ) = Z{T[COS(P,J)} cos(pnt) B T[cos(nx)] cos(nt)}

— s a?
= s ot : t

_ @(pn; ) cos(pnt)  p(n, x) cos(nt) 7 (3.2.26)
— o, al

donde hemos usado el resultado (3.2.20) y (2.2.20) para justificar que la
imagen bajo T" de cos(p,x) y cos(nz) son las eigenfunciones ¢(p,, ) y ¢(n, x)
respectivamente. De forma analoga tenemos

Euﬂ@w>:§;{Tﬁméi%@um@__ [sin (n + ()EZ n (n + )}
=3 sy B 2D (LY (2 )
=0 (3.2.27)

donde ahora se considera (3.2.22) y (2.3.41) para obtener las eigenfunciones
S(pn,x) y S (n + %, x) Finalmente, la respresentacién en serie para K(z,t)
viene sustituir las series (3.2.26) y (3.2.27) en (3.2.25).

Para el nicleo del operador inverso podemos usar el resultado del teorema
(8). En este caso operando ahora sobre la variable t.

L(z,t) = Ty[F)(x, 1) = %Tt[FG(m, £) + Fy(z, 1)

= & (BFe)(x,1) + TFS] (2. 1)) (3.2.28)

Tenemos por un lado

Ti[Fo)(e,t) = i{cos(pm@”(pm _ cos(na)(n, 1 }

0
0 (07% a,,
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y analogamente

Ty [Fs) (2, 1) = i{s (o) S0 PnT) _ (2nt D) (n + %t) sin (n + %) x}

QP T

Finalmente, obtenemos la representacién deseada sustituyendo las tltimas
dos series en (3.2.28). O

Mostramos a continuacion graficas para los nicleos K y L para el caso
de un potencial constante, de esta manera se pueden comparar los nicleos
exactos contra aproximaciones calculadas a partir de las representaciones en
(3.2.23) vy (3.2.24). Los detalles para la obtencién de la representacién en
serie, la expresién exacta para los nicleos y graficos para errores relativos y
absolutos se encuentran en la seccion de resultados numeéricos.

K series approximation
Grid: 100x100

1 x3.14159 >
0 t3.14159 o
K -3.13844 " 1 05

t 3

Figura 3.1: Nucleo K en regién 0 < [t|< x < 7. Se considera un potencial
constante: ¢(x) = —1. Representacién mediante la serie (3.4.15), aproxi-
macién con 100 términos. Se observa una discontinuidad de salto en (7, ).
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Exact K
Grid: 100x100

-05

X 3.14159
0/ 3.14159
K-15708 j

t 3 2.5

1.5

Figura 3.2: Nucleo K en region 0 < |¢|< z < 7. Se considera un potencial
constante: ¢(xz) = —1, en este caso se usa (3.4.17) y (3.4.18) para calcular
K. Se muestra el valor K(m, ) exacto.

L series approximation
Grid: 100x100

x 3.14159
t 3.14159
L 3.13844

Figura 3.3: Nicleo L en regién 0 < |t|< o < 7. Se considera un potencial
constante: ¢(z) = —1. Representacién mediante la serie (3.4.16), aproxi-
macion con 100 términos. Se observa una discontinuidad de salto en (7, 7).
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Exact L
Grid: 100x100

|
x 3.14159
t 3.14159
L 1.5708

2

Figura 3.4: Nucleo L en regién 0 < |t|< xz < 7. Se considera un potencial
constante: ¢(z) = —1. Considerando que L(x,t) = —K(t,x), se usa (3.4.17)
y (3.4.18) para calcular L. Se muestra el valor L(m, 7) exacto.

3.3 Representacion continua para Sy P

En la seccién anterior estudiamos la funcién a(z) definida en (3.1.1) en el
contexto del problema L (¢(z), h, H). Analizando su descomposicién encon-
tramos que en Hi(x) existe una discontinuidad en z = £27. Para el dominio
de Fg(z,t) la discontinuidad se encuentra en (z,t) = (£7, £7); ademds, por
simple inspeccién de (3.1.17) se tiene que la discontinuidad es de tamano 2w.
Parte de los resultados en [8] justo es mejorar la convergencia y eliminar la
discontinuidad de la funcién a(z) en z = 27. Para lograr esto se propone la
siguiente representacion

_cospox 1 wlz|(m —|z])

ol o T 2
. [cosppr cosnx 2wz sin(n)
— . 3.3.1
() e

Notemos que dentro de la serie se han restado los términos de H;(z), con lo
cual se evita que aparezca la discontinuidad; ademas, el valor de la suma para
la serie de Hy(z) es una funcién continua, y es justo lo que se ha sumado fuera
de la serie. Usando (3.3.1) en (3.1.2) se obtiene la siguiente representacién
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continua para Fg(z,t) en [0, 7] x [0, 7]

Fg(x,t) = i [COS (pn) cos (pat)  cos (nx) cos (nt)

0
o (079 (0%

+w(:jr2+t)sin[n§lx+t)] +w(3;2—t)sin[n§lx—t)]

cos (poxr)cos(pot) 1 w

Qo T 272

l — t|(7 — |z — t)). (3.3.2)

w
272
En el mismo trabajo se deduce la siguiente repsesentacion en series para los

nticleos Gy H de los operadores Tg(z,t) v T (z,t) respectivamente, las
cuales tienen la propiedad de converger absoluta y uniformemente

— — z sin(nx) cos(nt
o - S (wsin(na) cos(nt)

G(x,t) = f: [(p(n,x) cos(nt)  @(pn,x)cos(pat) 2w
(0, z) _ ©(po, ) cos(pot)

+tsin(nt) cos(nx))] +

™ Qp
w
+ F(T{'I —2? —t?), (3.3.3)
[ o(pn, t) cos(pnz)  @(n,t)cos(nz) 2w ,
H(x,t) = Z [ - - 0 + 2, (x sin(nz) cos(nt)
i=1 " n

¢(po, t) cos(poz)  ¢(0,1)
(&%) ™

~ Y rw— 2 — 1) (3.3.4)

+tsin(nt) cos(nzx))] +

para 0 <t <z <.

A continuacién presentamos los resultados analogos para los nicleos S'y P de
los operadores respectivos Tg y Ty !en el contexto del problema L (q(m), , %) .
Al igual que hicimos para analizar la funcién a(x) descomponiéndola en
términos més elementales, en [6] lo hacen para la funcién ag(z); sin em-
bargo, en dicho trabajo consideran un potencial mas general ¢ € L]0, ].
De manera que las asintéticas que logran obtener para los datos espectrales
{pn, Bn} estan dadas por

+ ln, (3.3.5)

T 28,
ﬁn - m (1 + m) y (336)



donde I, =0 (%), s, =0(%) y c=1 [Tq(t)dt.

Trabajando con estas asintoticas se tiene también una discontinuidad para
Fs(z,t) en (z,t) = (m,m). Para considerar corregir esto basta estudiar
tnicamente las dos series para las cuales en [6] no se logra concluir su con-
tinuidad, estas son

My(z) = —2?”" izn sin Kn + %) 4 | (3.3.7)
My() = == O_o sin [51";%) i (3.3.8)

En este trabajo nos interesa considerar el potencial g € L0, 7], para el cual
si se conoce un comportamiento asintético de los eigenvalores més preciso,
este fue presentado en (2.3.35) del capitulo anterior. El término [, en (3.3.5)
queda determinado por? % en (2.3.35) para q € Ls[0, 7], de manera que la
serie que vamos a considerar es

- 27 = ki, 1
My(z) = —?I 2 sin Kn + 5) x} , (3.3.9)
n=2

Afirmacién. M, (x) es continua en [—2m,27).

Demostracion. Consideremos M,, = %“ Notemos que

. n 1
sin|(n+ = |z

2
Ademds, desde que {%}7 {k,} € Iy, por desigualdad de Holder se tiene que
{%n} € [y, y por tanto

k.

n

< M, Vz € [-2m, 27| (3.3.10)

> M, < oo (3.3.11)
n=0

Se concluye por criterio de Weierstrass la continuidad de la serie en M, (),
y por tanto la continuidad de M (x). O

2Comparando el comportamiento asintético de las expresiones (3.3.5) y (2.3.35) ten-

. c _ Jga@)dr 1 wo _ Joa®)dt
€mos: 2(1’7/-‘,-%) - 27?'(77,4—%) - O (’ﬂ) y Tr’(rJl - 027rn - O
{kn} € I3, entonces %” =o0 ( 1), lo cual corresponde al comportamiento de I,,.

n

(l), analogamente, como
n
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Resta entonces evaluar si en Ms(x) se encuentra alguna discontinuidad.
Se propone considerar la siguiente construcciéon. Sea f(z) = 1 en (0,27, la
cual podemos extender para obtener una funcién impar; es decir

1 sixze (0,27
glx) =<0 siz=0 (3.3.12)
-1 sixz e [-27,0).

La representacion en serie de Fourier es de la forma

g(x) = A0+ZA cos( ) ZB sm( ) (3.3.13)

donde
1 2m
A= — g(x) cos <E> dz, n>0
2m ) o 2
1 2m
B, = o _%g(x) sin (%) dr, n>1.

De la imparidad de g(z), el integrando en la definicién de A, es impar,
entonces A, = 0 para n > 0 por la simetria del intervalo. Ahora, de la
paridad del integrando en B,, se tiene

B, = 1 /OQWg(m) sin <%> dx = _2 [cos(nm) — 1]

™ nim

b
— { S bat (3.3.14)

L &in impar.
nm

Por lo anterior, la serie en (3.3.13) tiene tnicamente indices impares
- . 1 4 & Sin[(n—i—%)x]
x>=;82n+1sm[<n+§>4=;z
2 . (T = sin x}
:;[2s1n<§>+—s1n( >+Z TH—— ],

por tanto se tiene que

>, sin | x 2 3
nz - + ; Jo] _ Ssen(z) — 2sin (5 ) - 5 sin (7‘%) . (33.15)
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Como primera aproximacién se propone entonces que My () es igual a
- 2 3
My(x) = —% {gsgn(az) — 2sin (g) ~3 sin (g)} : (3.3.16)

Note que la serie en (3.3.15) tiene una discontinuidad de salto en x = 0 de
tamano m, esta discontinuidad de salto proviene de la extension impar que
hicimos para f,

. T . T 2 . 3z s
lim |—sgn(x) — 2sin (—) ——sin|— || ==,
x50+ | 2 2 3 2 2
2 3
lim Esgn(x) — 2sin (E) — —sin 2T = _f
z—0— | 2 2 3 2 2
Sin embargo, es facil verificar que en (3.3.16) ya no existe esta discontinuidad

lim My(z) = lim (—ﬁ) (f) — 0,

z—0t z—0t ™ 2
lim M(z) = lim <—§> <—z> =0,
r—0— r—0~ T 2

y esto también ocurre en My(x), por tanto en x = 0 descartamos que existe
discontinuidad. En la figura (3.5) se muestran algunos ejemplos de M, para
distintos potenciales. No obstante, por simple inspeccion detectamos que
justo cuando x = £27 se tiene

May(£27) = —QCZ sin [jzén++l2) Zﬂ o
n=2 2

2
My(£27) = F2¢ {ig — 2sin (£7) — 3 sin (£37)| = —cr. (3.3.17)

Concluimos finalmente que M(z) y Ms(z) difieren sélo en este punto

My() = My(z) silz| < 2m (3.3.18)
0 six = £2m. o

Entonces Ms(x) tiene una discontinuidad de salto en x = £27 cuya magni-
tud depende tnicamente del potencial: —cm = — [ q(t)dt.
Esta discontinuidad aparece entonces en la funcién ag(z) en (3.1.23), se pro-
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pone reescribir esta funcién como

cos(p _ cos [(n + 1) x] —1
)= [ o T )
+Z cos(pp —1_Cos[(n—l—%):v}—1+§sin[(n+%)x}
= I af (p5)? T n+i
cr |mw L/ 2 . 3x
-— {isgn(:p) — 2sin <§> + 3 sin (7>] ) (3.3.19)

Hemos restado dentro de la serie los términos que originan la discontinuidad,
y sumado el resultado de la serie con dichos términos que es justo ]\7[2(37), de
manera que obtenemos una representacién continua para ag(z) en [—m, 27|.
Con esta representacién para ag(z) podemos obtener también una repre-

q)=sin(x)

q)=exp()

aea)=k|

2% < x < 2w 2% < x < 2

Figura 3.5: M,(z) para distintos ¢ € Lo[0,7]. Notamos un comportamiento
simétrico respecto al eje x = 0. Ademas, como el potencial influye directa-
mente en la magnitud de la constante ¢, a mayor variacién del potencial se

observa mayor crecimiento de la amplitud en las oscilaciones que provienen

de sm( ) y sin (32””)

sentacion continua para Fs(z,t) en [0, 7] x [0, 7], basta considerar la diferen-
cia en (3.1.24). Para lograr esto definimos

bF (2, t) = —dITj”) {sgn(m +1)7 — 2sin (x i t) ~ 2 in P(az + t)} }

2
: 1
(e t) o= LED [(n :j)l(l‘ k) I
2
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Desarrollamos sélo los dos términos en la diferencia que no son claros por
inspeccién

b (x,t) — bt (x,1) = g [(x + t)sgn(z +t) — (z — t)sgn(z — t)]

oo (5) o (557

+&{(x_t)sm [%(m—t)] — (z +1)sin E(:Ht)”

3T
c 4ex AN &
=3 (|le+t|— |z —t|) — —— cos <§> sin (5)
det . [z t dex 3r\ . (3t
— —sin (5) cos (5) — 3 cos (7> sin (5)
- % sin (3;) cos (%) : (3.3.20)

dy (x,t) — df (x,t) = % {sin {(njt %)14 cos [(n+ %) t}
C(x+t)— C(‘)S [(n%—?) :U} sm[ 1
— —W (n—|— %) {sm Kn+ 5) x} cos {(n—l— 5) t}
1

1
—cos[ n+§)x1 sin{ n+§>t}}
e [(reg) o [0 3)
= n+=|xz|lsin||{n+ =
s (n + %) 2 2
sy 02 (e g)
-— n-+ = inf({n+=)xf.
s (n + %) 2 2
(3.3.21)
El resto de los términos en la diferencia son del tipo
cos (p(x —t)) — cos (p(x + 1)) = 2sin (px) sin (pt) , (3.3.22)
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de manera que finalmente se tiene

0

Fs(z,t) = i {Sm(p”m) sin(pat) _ sin(py,

z) sin(pyt)

v 2 af (p9)”
_W(n—il) [ cos (%) sin (p%t) + tcos (p2t) sin (p0)] }
ettt
_ % [ cos (p32) sin (p8t) + ¢ cos (48t) sin (p8z)]
- 3?_; [z cos (%) sin (%) + t cos (o) sin (p2z)]
+7 “llz+t] =z —1]. (3.3.23)

donde p% =n + 1 de acuerdo a (2.3.37).

Con los resultados que tenemos hasta ahora podemos construir una rep-
resentacion continua para el nicleo S(z,t). Sin embargo, es conveniente
desmotrar antes algunas relaciones asintoticas.

Lema 7. Se satisfacen las siguientes relaciones asintoticas cuando n — 0o

o(L)=0(1), 3.3.24
) -26) (220

2 1
z — “l=001 3.2
2 0t (n+2> o), (33.25)
1 1
2 " 3 _ 1 1
n? “ll(n_%Z)::C)(——). (3.3.27)
(n+ 1) aws &

Demostracion. Se van a considerar las asintéticas para los datos espectrales
{Pns @ }n>o en (2.3.35) y (2.3.36). Para obtener (3.3.24) observamos que

1 1 n

- 1, wo | kn  p2 7 wWo )
Pn n+2+7rn+n n+2+7r+/{'n

entonces

2
1
AR 1, n—oo, (3.3.28)
Pn n+§+?0+ﬁn 1+2n+7rn2+
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ya que claramente 5, <% — 0, y £ — 0 pues {r,} € l.
Por tanto la sucesion {pl} al converger es acotada, entonces para alguna

a > 0 se tiene

1 o
pn| — M

Para (3.3.25) tenemos

s 2 2m Pn 2

:ﬂujﬁ_ﬂﬂﬂ@+o(%»:om,(amm

™ n 2T

donde se ha considerado que £2 + %2 = O (1), w = O (1) y el resultado
(3.3.24).
Para obtener (3.3.26) partimos del resultado anterior,

2 N
—Qnpy — <n+§) =0(1),

entonces para alguna constante o > 0 se tiene

g T 1
anpn—§ n~|—§ < a.

Aplicando la desigualdad del triangulo inversa

T n—l—1 —‘ap3‘<a
2 2 moml =

tomando inversos y multiplicando por n se obtiene

1 2
t_< & = 52 no o (3.3.30)
il T 5 (nt3)—a FEL R T

Como la sucesién a la derecha en (3.3.30) converge es acotada, asi queda
acotada también la sucesion a la izquierda, de donde se obtiene el resultado.
Para obtener (3.3.27) usamos (3.3.25) y (3.3.26) de la siguiente manera

2anpp—(n+3) 1 1)0(1)0(1> :O(1>'

(ot Dawh (043 n) =\
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Teorema 10. El nicleo S(x,t) admite la siguiente representacion

S(J]’t) :Z{g (n + %) S (p?wx) sin (pgt) _ S(pn7$) sin (pnt)

a0 AnPn

¢ 0.\ ainy (A0 04\ ainy (A0
+———< |xcos (p,r)sin(p,t) +tcos(p,t)s(p,x
gy e ) 1) s (20 12 |
+ ls l,av sin £ _ sleo, @) sinpot)
™ 2 2 Qo Po
+ §s §,x sin 33 _ slon, @) sin(on)
T \2 2 a1p1
+20 (:v) t 4t t . (x)
zeos 5 )sin | o cos | 5 | sin {3

+
Sl
1
8
o
&
R
|oo
8
~——
=
=

() e (2)n()]) -
(3.3.31)

la cual es continua en 0 <t <z <.

Demostracion. La idea es mostrar que S(z,t) y Fs(z,t) difieren entre si por
una serie que converge absoluta y uniformemente. Para conocer S(x,t) en
serie tenemos la relacién (3.2.2); sin embargo, por (3.2.15) esto es equiva-
lente a conocer —T,[Fs(x,t)], lo cual ya hicimos en (3.2.27). Denotemos por
[Ts[Fs(z,t)]],, el término n-ésimo en la serie de Ts[Fs(x,t)], y por [Fs(z,t)],
el respectivo término para la serie de Fg(x,t) dada en (1.2.17). Definimos

A = [Fs(o, ) — [T [Fs(a 1), (33.32)
_sin(pat) [sin (pnz) (o o
B Qi Pp, [ Pn (Pm >}
— %sin (pot) [sin (pox) — (n + %) s(pg,x)] . (3.3.33)

Ahora, cuando n — oo sabemos que s(p,, ) satisface la relacién (2.3.32), de
manera que usando esa informacién en A, tenemos que

= B [y lpar) [ str)cosnle =), )

nfn P2 2p2
2 . cos (p2x T q(1) cos [0 (z — 27
= 2 i (24) | () En®) / a(r) cos (e = 2]
T P 0 200
in (p,t 1 1
sl (2 o (3.3.34)
Oy Pn P% n?
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Considerando el comportamiento asintético de los datos espectrales podemos
usar (3.3.27) y (3.3.24), de donde se tiene

1 P>
= —"=-=0(p),
UnfPn Pl (pn)

usando ahora que [sin (p,t) |< 1 se sigue que

Podemos reescribir ahora adecuadamente A,, como

A = qi()Ans +/ q(T)Appdr + O <%) : (3.3.36)
0
donde
Aps = 2sin [(n+3)¢] cols [(n+3)z] ~cos (p) s;n (,ont)7 (3.3.37)
T n-+ 3 A Py,
A sin [(n+ 3)t] cos [(n+ 3) (z — 27)] _sin (pat) cos [p, (v — 27)]
"2 m(n+3) 20, p3 ’

(3.3.38)

ademads, ya hemos simplificado usando (3.3.35).
Nos interesa conocer el comportamiento de A,; y A, cuando n — ooc.
Sumando un cero conveniente podemos reescribir A,, ; como

2 3 _ 1

2f — (n+3)

G (G e i

N sin [(n+ 3)t] cos [(n+ 3) z] — sin(p,t) cos(p,)

anpd

. (3.3.39)

Podemos encontrar una representaciéon mas util para estudiar el compor-
tamiento del segundo término en A,, ;. Definimos 7% := z +¢ y consideramos
las siguientes relaciones que se cumplen por identidad trigonométrica

sin [p,r] _sinfphrt] _ {(pn - p%)f*] o8 {M} . (3.3.40)

2 2 2 2
. _ . 0. — L 0\— 0Y)—
sin [/;nT ] sin [/;nT ] _ sin [%] COS [%} . (3.3.41)
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Al tomar la diferencia tenemos
(3.3.41) — (3.3.40) = cos (phx) sin (p)t) — cos (ppx) sin (pt),  (3.3.42)

donde hemos usado la definicién de 7% para simplificar por identidades de
suma y resta de angulos, entonces se tiene

s )

)
(n+3) anpd

(pn+n+%)'r*_

sin CoS

L 11 ]
anpy

sin CoS

- — —— <. 3.3.43
g (3.3.43)

Como seno y coseno son funciones acotadas, entonces de (3.3.27) se tiene
cuando n — 0o

o[l o)

Considerando la asintiotica para los eigenvalores obtenemos lo siguiente

1 1 WO K, 1 1
pn—<n+§>—(n+§)+%+?—(n+§)—O(ﬁ), (3345)

y como 7t = x £t con z,t en una regién acotada, entonces

[pn - <n + %)1 ; =0 (%) . (3.3.46)

Por otro lado, recordemos que sinz ~ x, cuando z — 03. Entonces, de
(3.3.46) se concluye que cuando n — oo

B O
Sln[(pn n 2)7—

zonpy — (n+5)

(n + %) anp?

(3.3.44)

_o(). 3.3.47
(2) (3:3.47)

2 n

3Esto se puede observar al desarrollar la expansién en serie de Taylor para sin .
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entonces por (3.3.26) y considerando que coseno es una funcién acotada fi-
nalmente se tiene

sin {—(p"_n_é)Ti} cos {—(Wrn;;)Ti} 1
= — . 3.4
o) e

Considerando las asintoticas (3.3.44) y (3.3.48) en (3.3.43) se concluye que
A, =0 (n—lz) Finalmente, por simple inspeccién al comparar (3.3.37) y

3.3.38) se tiene también que A, 5 = O (<), y por tanto
( : n

A, =0 (i) . (3.3.49)

n2

De la definicién (3.3.32), al sumar obtenemos
S(z,t) =Y A, — Fs(x,1). (3.3.50)
n=0

De la relacién (3.3.33) notamos que A, es una funcién continua para (x,t)
en la region 0 <t < x < 7y paran > 1, misma region donde la relacion
asintética (3.3.49) es vélida, entonces la serie >~ A, converge absoluta
y uniformemente a una funciéon continua en dicha regién. Por otro lado,
Fs(z,t) en (3.3.23) también es continua en dicha regién, entonces el lado
derecho en (3.3.50) es una funcién continua en 0 < ¢t < z < 7. El nicleo
S(z,t) también es continuo en 0 < ¢ < x < 7. Finalmente, la representacién
continua para S(z,t) se obtiene de (3.3.50) al considerar A,, dado por (3.3.33)
y Fs(x,t) en (3.3.23). O

En el lema (3) verificamos que P(x,t) = T, [Fs(z,t)] para un poten-
cial ¢ € C'[0,7]; sin embargo, este resultado puede extenderse al caso mds
genereal para q € Ls[0, 7], para esto se puede seguir un procedimiento limite
como el descrito en [5]. Dicho lo anterior, enunciamos el siguiente teorema
para el ntcleo del operador Tp =Ty L
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Teorema 11. El nicleo P(x,t) admite la siguiente representacion

Plat) = Z{ sin (pn) 8 (Pn; t) _2 <n + %) sin (pgx) S (p?l, t)

o Olnpn &
oy oo ) ) s 20 i 12 |

Sl ) L () (l,t)

Qoo ™ 2

sl 3, (35) (3 )
o101 T 2 2
2c r\ . [t ty . (@
— — |xcos <—> sin| = | +tcos| = ] sin <—>
T [ 2 2 2 2
2c 3\ . (3t 3t\ . (3 c
— — |xcos| —)sin|— | +tcos| = |sin| — + =1,
3 2 2 2 2 2

(3.3.51)

la cual es continua en 0 <t <z <.

Demostracion. La idea es mostrar que P(x,t) v Fs(x,t) difieren entre si por
una serie que converge absoluta y uniformemente. Denotemos por [Ts:[Fs(z,1)]] .
el término n-ésimo en la serie de Ts[Fs(z,t)], y por [Fs(x,t)], el respectivo
término para la serie de Fg(x,t) dada en (1.2.17). Definimos

A, = [Fs(z,t)], — [Ts[Fs(z,t)]], (3.3.52)
donde
Ter [Fs(z.1)] Z {sin o s (pnit) % (n—l— %) sin (pyx) s (pg,t)] .

0

Se tiene entonces

A, _sin (pn) [sin (pnt) . (pn,t)}
OnPn Pn

ot [0+ ()]

Lo que sigue es demostrar que A, = O (#), sin embargo, a partir de aqui
todas las implicaciones se siguen por los mismos argumentos usados en el
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teorema anterior, por lo cual se omite. En este caso basta agregar que de la
definicién (3.3.52) y considerando que P(x,t) = Ts, [Fs(x,t)] se sigue

P(z,t) = Fs(z,t) — iA”'

Mostramos a continuacion graficas calculadas para el nicleo S para el
caso de un potencial constante. En este caso podemos comparar la ex-
presion exacta para Sy las dos representaciones en serie que podemos conocer
hasta ahora, una con discontinuidad en (7, 7) calculada mediante S(z,t) =
—Ts.[Fs(x,t)] y la otra continua dada en (3.3.31). Los detalles para la ob-
tencién de la representacion en serie, la expresion exacta para S y graficas
para errores relativos y absolutos se encuentran en la secciéon de resultados
numeéricos.

S discontinous representation
Grid: 100x100

x 3.14159
t 3.14159
S -31.4096

Figura 3.6: Nucleo S en regién 0 < t < x < 7 para un potencial: ¢(x) =
—10. Representacién con discontinuidad en (7, 7) mediante la serie (3.4.20),
aproximacién con 1000 términos.
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S continous representation

Grid: 100x100

x 3.14159
13.14159

S -15.7016
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Figura 3.7: N
Representaci
términos.

Exact S
Grid: 100x100

% 3.14159
t 3.14159
S -15.708

-10 —

25

= —10,
Se observa la

< 7 para un potencial ¢(x)
ta calculada a partir de (3.4.21) y (3.4.22).
1 punto (7, 7) respecto a la representacion en figura (3.7).

0<t<zx

leo S en region

uc

Figura 3.8: N

<7

expresion exac

’

cercanla en e
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3.4 Resultados numeéricos

Queremos poner a prueba los resultados obtenidos. Para lograr esto, com-
pararemos las aproximaciones numeéricas de las representaciones en serie con
expresiones exactas para los nicleos, esto se puede lograr considerando un
potencial constante. Vamos a considerar el caso de un problema de Sturm-
Liouville con el potencial ¢(z) = —c?, donde ¢ € R\ {0}. Para las condiciones
iniciales tomemos h = 0 = H, tenemos entonces el problema L(—c?,0,0) con
condiciones de Neumann

—y' =y =p'y, A=y’ (3.4.1)
y'(0) =0=1y'(m). (3.4.2)

La ecuacién caracteristica para (3.4.1) es 72 + (¢* + p?) = 0. De evaluar
los casos > 0,= 0,< 0 para el discriminante, obtenemos soluciones con la

forma y(p,x) = acos(/c® + p?x) + Bsin(y/c® + p?z), con «, [ constantes

arbitrarias. Al evaluar las condiciones de frontera (3.4.2) y requerir obtener
soluciones no triviales obtenemos los eigenvalores y las respectivas eigenfun-
ciones

p2 =n*—c* n>0, (3.4.3)
Yn(pn, ) = cos(nx). (3.4.4)

Es claro que vy, satisface las condiciones de frontera, es inmediato también
comprobar que satisface la ecuacion:

Y (x) = —nsin(nz) = y/(z) = —n®cos(nz) = —n’y,(z)
= 0= yn(x) + n°yn(x) = yn(x) + (A + ) yn(2)
= _yg(l‘) - C2yn('x) = Anyn(m) (345)

Observe que hemos obtenido las eigenfunciones del probema directamente
sin recurrir al problema de Cauchy para las funciones ¢(p, x). Comprobemos
que obteniéndolas mediante el problema de Cauchy coinciden. Considere-
mos las soluciones ¢(p, x) a (3.4.1) que satisfacen las condiciones de Cauchy
o(p,0) = 1y ¢(p,0) = 0. En este caso obtenemos soluciones del tipo

o(p,x) = aeV =T L GeV —*=r** Al considerar las condiciones iniciales
para ¢(p,x) obtenemos o = f§ = %, posteriormente al evaluar en el espectro
(3.4.3) del problema L(—c? 0,0) obtenemos automéaticamente las eigenfun-
ciones que satisfacen ambos conjuntos de condiciones iniciales

©(pn, x) = cos(nzx), (3.4.6)
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las cuales coinciden con las que habfamos obtenido en (3.4.4). Podemos ahora
calcular las constantes de normalizacién

T in(2 2 "
a, = / cos®(nx)dr = [sm( ne) + nx] , n=>0,
0 4dn 0

:>Oén—{7T sin=>0 (3.4.7)

s . :
5 sin>1

A pesar de obtener las mismas eigenfunciones y constantes de normalizacion
del problema para ¢(z) = 0 en (2.2.14), observamos que obtenemos datos
espectrales diferentes, pues ahora los eigenvalores estan desplazados por el
valor constante del potencial (—c?). Méas adelante usaremos entonces que

an = al. (3.4.8)

n

Para poder determinar explicitamente al nicleo K (x,t) en su representacién
en serie necesitamos primero obtener otro conjunto de datos espectrales. El
problema directo a resolver es L(—c?, , %), el cual tiene condiciones de fron-
tera mixtas de acuerdo a (2.3.1)

—y" =Py =y, A= p (3.4.9)
y(0) =0 =19/(n). (3.4.10)
La solucién general es del tipo y(p, ) = acos(y/c? + p?x)+Fsin(y/ 2 + p*x).

Al considerar las condiciones de frontera y requerir soluciones no triviales
obtenemos los siguientes eigenvalores y sus respectivas eigenfunciones

1 2
on2 = (n + 5) —c n>0 (3.4.11)

Yn(Pn, ) = sin Kn + %) x] : (3.4.12)

Sea s(p,x) una solucién a (3.4.9) con condiciones de Cauchy s(p,0) = 0
y 8'(p,0) = 1. La solucién general tiene la forma y(p,z) = aeV 7% 4
Be~V=¢*=7*x Al evaluar las condiciones iniciales se obtiene a@ = —f8 =
<2 —c? — ,52) _1, si posteriormente consideramos el espectro (3.4.11), en-

tonces tenemos soluciones que satisfacen ambos conjuntos de condiciones
iniciales

(3.4.13)




notamos que son multiplos de las eigenfunciones que obtuvimos directamente
en (3.4.12).
Las constantes de normalizacion en este caso son

0 (n+3) (2n+1) .
- 2m sin=20
TOTY g sin>1 (3.4.14)

Nuevamente obtenemos que las constantes de normalizacién coinciden con las
reportadas para el potencial g(x) = 0 en (2.3.38) y el espectro se encuentra
desplazado por el potencial respecto al reportado en (2.3.37).

Podemos ahora usar directamente los resultados del teorema (9). Procedemos
por partes, primero introducimos los datos espectrales {a,, p,}, {a®, 00} y
eigenfunciones correspondientes de los problemas L(—c?,0,0) y L(0,0,0).
Consideramos ademas que

o(n,x) = Tcos(nz)| = cos (m&:)

es la solucién a (3.4.9) para p = n con condiciones ¢(n,0) =1y ¢'(n,0) = 0.
Se tiene entonces

K(z,1) = _% nio%{ [COS(TL.T> coz(nmt) _ cos (\/Tx) Cos(nt)]
e B4 )0 1))

donde ya hemos usado la coincidencia en las constantes de normalizacion
(3.4.8) dadas por (3.4.7). A continuacién introducimos los datos espec-
trales {ay, pn}, {a), Py} v eigenfunciones correspondientes a los problemas
L(—c*m, %)y L(0,7,%). Usaremos ademds que




es la solucién a (3.4.9) para p = (n+ 1) con condiciones s (n +1,0) =0y
s (n + %, O) = 1. Se tiene entonces

1 & cos(nx) cos(v/n? — c2t) — cos (v + n?x) cos(nt
Z{[()(ﬁ) (v )()]

K(z,t) = —=
(2,1) 2 O

N sin [(n+ %)x} Sin( (n+ %)2 _ c%)

@) sin < 4 (n+ %)23:) . Kn+ 1) t} }
' b %)2 2 (3.4.15)

Por el teorema (9) sabemos ademds que L(z,t) se obtiene intercambiando
los roles de x y t en los términos de la serie que obtenemos para K (z,t), sin
olvidar que existe un signo de diferencia; es decir,

1 & cos(vn? — c2x) cos(nt) — cos(nx) cos (v + n?t
> [ v (Ve +nt)

L(z,t) = 5

(0
n=0 n

s (Ve 5= sy

" 5o (n+1)
_MSmKnJF%)x] sin<\/c2+(n+%)2t> }

A2+ (n+ %)2
(3.4.16)

En [10] se encuentra la forma exacta de K (x,t) para un potencial constante,
el cual para nuestro caso q(x) = —c? tiene la forma

K(x,t) = —ﬁ\/& @ =) (Ve - 1), (3.4.17)

donde J; es la funcién de Bessel del primer tipo.

Podemos entonces utilizar la expresién en (3.4.15) truncada hasta un N para
aproximar el resultado que se obtiene de (3.4.17). Para el caso x =t en vez
de usar (3.4.17) consideramos la condicién (1.2.9) del nicleo con h = 0, lo
cual en este caso es

1 T ) C2
K(z,z) = 3/, —c°dt = 5 (3.4.18)
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También podemos poner a prueba la mejora que se obtiene al considerar la
representacion continua de S(z,t) mediante el teorema (10) comparandola
con la representacion que se obtiene usando (3.2.13). Introduciendo los datos
espectrales y las eigenfunciones que ya hemos calculado en la representacion
(3.3.31) tenemos que

S(,1) ZZ{Qn:l [y (. t) — b (t,2)] = [mnf’(;)ifq;n(t,x)]}

2 [y o, t) = b ()] + 2 (b () — i 0,)

— 2—62 [zug(x, t) + tug(t, )] — é—i [zug (x,t) + tuy (¢, x)]

b >y

+ o (Je+tf = [z —1)), (3.4.19)

donde

tn (2, ) = cos [ n+§) x] sin Km%) t} a0

La representacién dada por (3.2.13) ya se calcul6 en (3.2.27) salvo el cambio
de signo (ya que S(z,t) = —=T'[Fs](z,t)). Introduciendo las eigenfunciones y
datos espectrales que ya obtuvimos se tiene

o

S(x,t):ZQR:l{sin \/024_(”4_%) T Sin[(n—i_E)ﬂ

n=0 2+ (n + %)2

o (e 3) | )

(3.4.20)

Por otro lado, de (3.4.17) y (3.2.4) se obtiene una expresién exacta para
S(x,t) dada por

S(at) = - t_ 5V (@ =), (\/c2 = t2)> . (3.4.21)
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El caso cuando # = t lo podemos abordar con la condicién (1.2.13) para
S(x,t), lo cual se reduce a

S(x,z) = —5 % (3.4.22)

Absolute error for K
Max. value:-1.5676

X 1.78392
Y 0.868279
Z -0.0008885

Error

A | x 314150
0 \|va314159
-\| z -1.56765
— T T | T |

\ \
3 2.5 2 1.5 1 0.5

Figura 3.9: Error absoluto para K en la regién 0 < [t|< z < 7 para un
potencial ¢(x) = —1. Representacién con discontinuidad en (7, 7) mediante
la serie (3.4.15), aproximacion con 100 términos. Se muestra también el error
absoluto en un punto alejado de (7, 7) como referencia.
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Relative error for K
Max. value:0.99799

X 3.14159
t 3.14159
0-8 7 Error 0.997994

0.6 1

0.4 —

Error

X 2.57326
t-2.54169 0 -2

3 | Error -0.289743 |1 5 1 05 2

Figura 3.10: Error relativo para K en la regién 0 < [t|< x < 7 para un
potencial ¢(x) = —1. Representacién con discontinuidad en (7, 7) mediante
la serie (3.4.15), aproximacién con 100 términos. Se muestra también el error
relativo en un punto alejado de (7, 7) como referencia.

Absolute error for L
Max. value:1.5676

1.4 J x3.14159
t 3.14159
1.2 <| Error 1.56765

0.8
g
LTJ 0.6 -
0.4 5 x 2.4154
0.2 t -1.21559

Error -0.000825183

Figura 3.11: Error absoluto para L en la regién 0 < [t|< 2 < 7 para un
potencial ¢(x) = —1. Representacién con discontinuidad en (7, 7) mediante
la serie (3.4.16), aproximacién con 100 términos. Se muestra también el error
absoluto en un punto alejado de (7, 7) como referencia.
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Relative error for L
Max. value:0.99799

% 3.14159
t 3.14159
Error 0.997994

0.8

0.6

0.4

Error

x 2.54169
t 0.489394
Error -0.00024755

X 2.44697
t -2.4154
Error -0.268547

Figura 3.12: Error relativo para L en la region 0 < [¢t|< = < 7 para un
potencial ¢(x) = —1. Representacién con discontinuidad en (7, 7) mediante
la serie (3.4.16), aproximacion con 100 términos. Se muestra también el error
relativo en dos puntos alejados de (m,7) como referencia.

Absolute error for §
.

0.14 = 13.07845

A0.144931

®  Discontinuous representation for S
O Continuous representation for S

0.12 -

0.08 -

0.06 -

A(ty:=[Sappr(,t)-S(m. )]

0.04 -

PEYTTT TN .
ss92888888ss PTLI100040-1T THRS Lokt LTSI LI

0.5 1 1.5 2 25 t 3.07845
t A 4.63382e-05

Figura 3.13: Error absoluto para S a lo largo de la recta (m,t), 0 <t <
para un potencial g(x) = —10. Se compara el error absoluto de las rep-
resentaciones continua y discontinua en (3.4.19) y (3.4.20) respectivamente.
Aproximacién con 1000 términos.
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Relative error: exact S vs disc. representation
Max. value:-15.7683

% 3.14159
t 3.14159
Error 0.999595
5 —
0~
g 5
w
-10 3
y 25
15 | x 2.22595 "
£ 0.173656 4 5
3 25 ) Error -15.7683
1.5 0.5

1 0.5 X

t

Figura 3.14: Error relativo para S en la region 0 < ¢t < z < 7 para un
potencial ¢(x) = —10. Se considera la representacién con discontinuidad en
(m, m) mediante la serie (3.4.20), aproximacién con 1000 términos. Se muestra
también el punto de error relativo maximo.

Relative error: exact S vs cont. representation S
Max. value:-0.099305

x 3.14159
t 3.14159
Error -0.000404847

0.02 -

0+
-0.02
-0.04
-0.06 |
-0.08

Error

X 2.22595

3
r 2.5
2
t 0.173656

Error -0.0993054 S

0.5

Figura 3.15: Error relativo para S en la region 0 < ¢t < z < 7 para un
potencial g(z) = —10. Se considera la representacién continua mediante la
serie (3.4.19), aproximacién con 1000 términos. Se muestra también el punto
de error relativo maximo.
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Jump discontinuity at (r,)
150 .".'.._‘.-"’

®  Discontinuous representation for S ...,-"..
O Continuous representation for S .-.. -q 81
o S5127.183

100 f,.f"

L
(%3] ,f’. -q 55
...f.-" S 86.3589

50
-q 19
S 29.8331

-"'.".‘ X 19 X 55 X 81
Y -0.0120801 Y -0.0348916 | | Y -0.0512978

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-q

Figura 3.16: Se calcula S(m, ) para valores de —q constante entre 1 y 100.
Se comparan las aproximaciones continua y discontinua para S en (3.4.19)
y (3.4.20) respectivamente. Para esta familia de potenciales constantes se
espera un comportamiento lineal en la discontinuidad para la funcién M; en
(3.3.18), pues el salto depende tnicamente de foﬂq(t)dt. Considerando que
M, es parte de la descomposicion para a, en una cantidad finita de sumas
6] v que Fs estd dada por (3.1.24), entonces esta discontinuidad se traslada
a S(x,t) = —Ts,[Fs(z,t)]. Observamos que para S también se tiene el
comportamiento lineal en la discontinuidad.
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Conclusiones y trabajo futuro

e Hasta ahora s6lo se conocian las ecuaciones de Gelfand-Levitan para los
nicleos Gy S. Al obtener en este trabajo la ecuacion respectiva para K
se ha terminado de caracterizar a toda una familia {(K, G, S)}qer,0.4
de nicleos de transmutacién para el operador de Shrodinger relaciona-
dos entre si por (3.2.5) en términos de las ecuaciones integrales que
satisfacen. Ademds, como la funcién espectral F' en la ecuacién para
K estd determinada por F(z,t) = L [Fg(z,t) + Fs(z,t)], entonces la
caracterizacion citada queda determinada por los datos espectrales de

los problemas L(q(z),h, H) y L (q(x),w, %)

e En este trabajo se ha demostrado que basta conocer el espectro y
las eigenfunciones normalizadas de L(q(z),h,H) y L (q(z),,%) para
obtener representaciones de los nicleos K y L. Por el estudio de las
propiedades de las eigenfunciones en la teoria de Sturm-Liouville pode-
mos concluir que hemos encontrado representaciones para K y L en
forma de una serie que involucra dos sistemas completos distintos para

el espacio L0, 7].

e Se obtuvieron también las representaciones espectrales continuas para
los nucleos S y P, aportando de esta manera dos nuevos resultados
a la teoria de operadores de transmutacién. Considerando que las re-
spectivas representaciones continuas para G'y H se obtuvieron en [§],
entonces por la relacién (3.2.5) queda determinada también una repre-

sentacion espectral continua para K.

Aplicando la teoria de operadores de transmutacién al problema directo de
Sturm-Liouville, los resultados descritos en los tres puntos anteriores pueden
ser relevantes al abordar el problema inverso, de manera que puede tener una
gran cantidad de aplicaciones. En particular, para trabajo futuro podemos
considerar aplicar estos resultados a problemas con valores en la frontera
para ecuaciones diferenciales parciales. Un posible primer caso a evaluar es
justamente el problema de Cauchy para la ecuacion de Klein-Gordon con

coeficiente variable descrito en la seccién (1.3).
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Apendice A
Cdédigo en MATLAB

Para la representacién de los nucleos K, L y S obtenidos en la seccién de
resultados numéricos se desarrollaron cédigos en Matlab R2023b.

Los pardametros son: potencial constante (potential), niimero de términos
para la aproximacién mediante las series (n_approx) y nimero de elementos
para una particién uniforme del [0, 7] (grid_dim).

Con el c6digo se crea una particién uniforme del [0, 7] x [0, 7] de grid_dim?
elementos. Por cada punto (z,t) en dicha particién se calcula el valor exacto
y las aproximaciones de los nicleos K(xz,t), L(z,t) y S(z,t). Finalmente
se realizan las graficas tanto de los nicleos exactos, las aproximaciones, los
errores absolutos y los errores relativos.

A.1 Aproximacién para K

%h%%HDEFINITIONS/INITIAL DATA%%%%%

potential= -1; Ynegative constant: q(x)=-c~2

n_approx= 100; Y%number of sum-terms for numeric
approximation

grid_dim= 200; 7%Number of elements in partition to
generate grid

%h%%%PROCESSING DATA%YL%%%

%%GRID EVALUATIONS

partition= linspace((-1)*pi, pi, grid_dim); %
partition for [-pi,pil]

k_grid= getKernelGrid(partition, potential, n_approx
, 1);%K evaluated in grid
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appr_k_grid= getKernelGrid (partition, potential,
n_approx, 2);%K approximation in grid

%%REDUCED REGION
Kplot= getRegion(k_grid, 1);
apprKplot= getRegion(appr_k_grid, 1);

hhAbsolute/relative errors for grid data
abs_error_kplot= apprKplot-Kplot;
rel_error_kplot= abs_error_kplot./Kplot;
rel_error_kplot(isnan(rel_error_kplot))=0;
rel_error_kplot= getRegion(rel_error_kplot,1);

%%PLOT TASKS
new_grid_dim=grid_dim/2;
[X,T] = meshgrid(partition,partition);

figure (1)

surf (T,X,Kplot);

title('Exact K');%Region I: x 0 , [|t]| x

subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str

(new_grid_dim)]);
xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('K');
axis tight;

figure (2)

surf (T, X, apprKplot);

title ('K series approximation');% Region I: x 0 , |
t] x

subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str

(new_grid_dim)]);
xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('K');
axis tight;

figure (3)

max_abs_errork= max(max (abs(abs_error_kplot)));

surf (T,X,abs_error_kplot);

title('Absolute error for K');

subtitle ([ 'Max. value:', num2str ((-1)x*max_abs_errork
(1))1);

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('Error');
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axis tight;

figure (4)

rel_error_kplot(isinf(rel_error_kplot)) = 0;

max_rel_errork= max(max(abs(rel_error_kplot)));

surf (T,X,rel_error_kplot);

title('Relative error for K');

subtitle ([ 'Max. value:', num2str(max_rel_errork(l))
1

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('Error');

axis tight;

%Compute T[F_G] terms
function nTFGterm = getTFGn(n_term, dom_point,
pot_value)
nTFGterm_one = cos(n_term * dom_point (1)) * cos(
sqrt(n_term~(2) + pot_value )*dom_point(2));
nTFGterm_two = cos(sqrt(n_term”(2) - pot_value)*
dom_point (1)) * cos(n_term * dom_point (2));

if n_term == 0
nTFGterm = (nTFGterm_one - nTFGterm_two)/pi;
else
nTFGterm = (nTFGterm_one - nTFGterm_two)/(pi
/2);

end
end

%Compute T[F_S] terms
function nTFSterm = getTFSn(n_term, dom_point,
pot_value)
nTFSterm_one = (2*(n_term + 1/2) * sin((n_term +
1/2) *dom_point (1)) * sin(sqrt((n_term + 1/2)
“(2) + pot_value )x*dom_point(2))) / (pi =*
sqrt( (n_term + 1/2)°(2) + pot_value ));
nTFSterm_two = ((2*n_term + 1) * sin(sqrt ((
n_term + 1/2)°(2) - pot_value)*dom_point (1))
* sin((n_term + 1/2)*dom_point(2)))/(pi *
sqrt ((n_term + 1/2)°(2) - pot_value));
nTFSterm = nTFSterm_one - nTFSterm_two;
end
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%hSeries approximation for kernel
function apprK = getApprK(in_point, pot_value,
in_n_approx)

nTFG_n= O0;

for n_ind = O0:in_n_approx
cos_n = getTFGn(n_ind, in_point, pot_value);
sin_n = getTFSn(n_ind, in_point, pot_value);
nTFG_n = nTFG_n + cos_n + sin_n;

end

apprK = -1/2 * nTFG_n; Japproximation kernel

end

hExact kernel
function besselK = getExactK(dom_point, pot_value)
bessel_arg= sqrt((-1)*(pot_value)*(dom_point (1)
" (2)-dom_point (2) " (2)));
if dom_point (1)==dom_point (2)
besselK= (1/2)*(pot_value)*dom_point (1);
else
besselK= (-1) * (bessel_arg * besselj (1,
bessel_arg))/(2*(dom_point (1) -dom_point
(2)));
end
end

%K evaluation grid
function kGrid = getKernelGrid(in_partition,
pot_value, in_n_approx, option)
k_matrix = zeros(length(in_partition));
for n_index = 1:length(in_partition)’loop for x
variable
for m_index= 1:length(in_partition)’loop for
t variable
eval_point = [in_partition(n_index),
in_partition(m_index)]; 7% (x,t)
coordinates
if option==1 Y%si queremos K exacto
z_nm= getExactK(eval_point,
pot_value);
else %si queremos k aproximado
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z_nm= getApprK(eval_point, pot_value
, in_n_approx);
end
k_matrix(n_index,m_index)= z_nm;
end
end
kGrid= k_matrix;
end

hget region for graphs

function Kregion = getRegion(in_matrix, region)
nrows = size(in_matrix, 1);
new_matrix= in_matrix;
for i = 1:nrows

if i<=fix(nrows/2)
if region==
new_matrix(i,:)= NaN;

else
new_matrix(:,i)= NaN;
end
else
for j = 1l:nrows
if j>i || j<(nrows-i+1)
if region==
new_matrix(i,j)= NalN;
else
new_matrix(j,i)= NalN;
end
end
end
end
end
Kregion= new_matrix;

end

A.2 Aproximacién para L

% %hh%hDEFINITIONS /INITIAL DATA%%%h%
potential= -1; Y%negative constant: gq(x)=-c¢~2
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n_approx= 100; Ynumber of sum-terms for numeric
approximation

grid_dim= 200; %Number of elements in partition to
generate grid

%%%h%PROCESSING DATA%%%%%

%%GRID EVALUATIONS

partition= linspace ((-1)*pi, pi, grid_dim); %
partition for [-pi,pil]

L_grid= getKernelGrid(partition, potential, n_approx
, 1);%L evaluated in grid

appr_L_grid= getKernelGrid (partition, potential,
n_approx, 2);%K approximation in grid

%%REDUCED REGION
Lplot= getRegion(L_grid, 2);
apprlLplot= getRegion(appr_L_grid, 2);

hhAbsolute/relative errors for grid data
abs_error_lplot= apprLplot-Lplot;
rel_error_lplot= abs_error_lplot./Lplot;
rel_error_lplot(isnan(rel_error_lplot))=0;
rel_error_lplot= getRegion(rel_error_lplot, 2);

%Print to screen

partition

data

L_grid

appr_L_grid

Lplot

apprlplot

abs (appr_L_grid-L_grid)

abs ((appr_L_grid-L_grid)./L_grid)

%%PLOT TASKS

new_grid_dim=grid_dim/2;

[X,T] = meshgrid(partition,partition);
LplotI= getRegion(L_grid, 1);
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figure (5)

surf (T,X,LplotI);

title('Exact L');% I: x 0 , |t| x

subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str
(new_grid_dim)]1);

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('L');

axis tight;

figure (6)
apprlplotI= getRegion(appr_L_grid, 1);
surf (T, X, apprLplotI);

title('L series approximation');% Region I: x O , |
tl x
subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str

(new_grid_dim)]);
xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('L");
axis tight;

abs_error_lplotI= apprlLplotI-LplotI;
rel_error_lplotI= abs_error_lplotI./LplotI;
rel_error_lplotI(isnan(rel_error_lplotI))=0;
rel_error_lplotI= getRegion(rel_error_lplotI, 1);
max_abs_errorlI= max(max(abs(abs_error_lplotI)));

figure (7)
surf (T,X,abs_error_1lplotI);
title ('Absolute error for L');% Region I: x 0 , |t]
p'e
subtitle ([ 'Max. value:', num2str (max_abs_errorlI (1))
1;

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('Error');
axis tight;

rel_error_lplotI(isinf(rel_error_lplotI)) = O0;
max_rel_errorlI= max(max(abs(rel_error_lplotI)));

figure (8)
surf (T,X,rel_error_1lplotI);
title('Relative error for L');% Region I: x 0 , |t]
X
subtitle ([ 'Max. value:', num2str(max_rel_errorlI (1))
1;

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('Error');
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axis tight;

%Compute T[F_G] terms
function nTFGterm = getTFGn(n_term, dom_point,
pot_value)

nTFGterm_one = cos(n_term * dom_point (1)) * cos(
sqrt(n_term~(2) + pot_value )*dom_point(2));
nTFGterm_two = cos(sqrt(n_term~(2) - pot_value)*
dom_point (1)) * cos(n_term * dom_point(2));
if n_term == 0
nTFGterm = (nTFGterm_one - nTFGterm_two)/pi;
else
nTFGterm = (nTFGterm_one - nTFGterm_two)/(pi

/2);
end
end

hCompute T[F_S] terms
function nTFSterm = getTFSn(n_term, dom_point,
pot_value)
nTFSterm_one = (2x(n_term + 1/2) * sin((n_term +
1/2) *dom_point (1)) * sin(sqrt((n_term + 1/2)
"(2) + pot_value )*dom_point(2))) / (pi *
sqrt ( (n_term + 1/2)°(2) + pot_value ));
nTFSterm_two = ((2*n_term + 1) * sin(sqrt ((
n_term + 1/2)°(2) - pot_value)*dom_point (1))
* sin((n_term + 1/2)*dom_point(2)))/(pi =*
sqrt((n_term + 1/2)°(2) - pot_value));
nTFSterm = nTFSterm_one - nTFSterm_two;
end

sL series approximation
function apprK = getApprK(in_point, pot_value,
in_n_approx)

nTFG_n= 0;

for n_ind = O0:in_n_approx
cos_n = getTFGn(n_ind, in_point, pot_value);
sin_n = getTFSn(n_ind, in_point, pot_value);
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nTFG_n = nTFG_n + cos_n + sin_n;
end
apprK = -1/2 % nTFG_n; ’approximation kernel
end

hExact L
function besselK = getExactK(dom_point, pot_value)
bessel_arg= sqrt((-1)*(pot_value)*(dom_point (1)
" (2)-dom_point (2) " (2)));
if dom_point (1)==dom_point (2)
besselK= (1/2)*(pot_value)*dom_point (1);
else
besselK= (-1) * (bessel_arg * besselj (1,
bessel_arg))/(2*(dom_point (1) -dom_point
(2)));
end
end

hL evaluation grid
function kGrid = getKernelGrid(in_partition,
pot_value, in_n_approx, option)
k_matrix = zeros(length(in_partition));
for n_index = 1:length(in_partition)’loop for x
variable
for m_index= 1:length(in_partition)’loop for
t variable
eval_point = flip([in_partition(n_index)
,in_partition(m_index)]); %(x,t)
coordinates for L are the (t,x) ones
for K
if option==1 7si queremos L exacto
z_nm= getExactK(eval_point,
pot_value) ;
else %si queremos L aproximado
z_nm= getApprK(eval_point, pot_value
, in_n_approx);
end
k_matrix(n_index,m_index)= (-1)*z_nm; Y%
recuerde que L(x,t)=-K(t,x)
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end

end
kGrid= k_matrix;
end
function Kregion = getRegion(in_matrix, region)
nrows = size(in_matrix, 1);
new_matrix= in_matrix;
for i = 1l:nrows
if i<=fix(nrows/2)
if region==
new_matrix(i,:)= NaN;
else
new_matrix(:,i)= NaN;
end
else
for j = 1l:nrows
if j>i || j<(nrows-i+1)
if region==
new_matrix (i, j)= NalN;
else
new_matrix(j,i)= NaNl;
end
end
end
end
end

Kregion= new_matrix;
end

A.3 Aproximacién para S

%%%%hHDEFINITIONS /INITIAL DATAY%%hh%

potential= -10; Y%negative constant: q(x)=-c~2

n_approx= 1000; Y%number of sum-terms for numeric
approximation

ev_point= [x, t]; %evaluation coordinates

grid_dim= 200; %sNumber of elements in partition to
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generate grid

%h%%%PROCESSING DATA%YL%%%

%%GRID EVALUATIONS

partition= linspace((-1)*pi, pi, grid_dim); %
partition for [-pi,pil]

s_grid= getKernelGrid(partition, potential, n_approx
, 1);%S evaluated in grid

appr_s_grid= getKernelGrid (partition, potential,
n_approx, 2);%S approximation in grid

%%REDUCED REGION
splot= getRegion(s_grid, 1);
apprSplot= getRegion(appr_s_grid, 1);

hhAbsolute/relative errors for grid data
abs_error_splot= apprSplot-splot;
rel_error_splot= abs_error_splot./splot;
rel_error_splot(isnan(rel_error_splot))=0;
rel_error_splot= getRegion(rel_error_splot,1);

%%PLOT TASKS

[X,T] = meshgrid(partition,partition);

figure (1)

surf (T,X,splot);

new_grid_dim=grid_dim/2;

title('Exact S');

subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str
(new_grid_dim)]);

xlabel('x"'), ylabel('t'), zlabel('S');

axis tight;

figure (2)

surf (T, X, apprSplot);

title('S discontinous representation');

subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str
(new_grid_dim)]);

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('S');

axis tight;
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figure (3)

surf (T,X,apprContSplot);

title('S continous representation');

subtitle (['Grid: ',num2str(new_grid_dim),'x',num2str
(new_grid_dim)]);

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('S');

axis tight;

%S approximation complete region

max_abs_errors= max(max(abs(abs_error_splot)));

figure (4)

surf (T,X,abs_error_splot);

title('Absolute error S vs disc. representation');

subtitle ([ 'Max. value:', num2str (max_abs_errors (1))
1);

xlabel('x'), ylabel('t'), zlabel('Error');

axis tight;

%Compute T[F_S] terms
function nTFSterm = getTFSn(n_term, dom_point,
pot_value)
nTFSterm_one = (2*x(n_term + 1/2) * sin((n_term +
1/2) *dom_point (1)) * sin(sqrt((n_term + 1/2)
"(2) + pot_value )*dom_point(2))) / (pi *
sqrt ( (n_term + 1/2)°(2) + pot_value ));
nTFSterm_two = ((2*n_term + 1) * sin(sqrt ((
n_term + 1/2)°(2) - pot_value)*dom_point (1))
* sin((n_term + 1/2)*dom_point(2)))/(pi =*
sqrt((n_term + 1/2)°(2) - pot_value));
nTFSterm = nTFSterm_two - nTFSterm_one;
end

%S series approximation
function apprS = getApprS(in_point, pot_value,
in_n_approx)

nTFS_n= 0;

for n_ind = O0:in_n_approx
sin_n = getTFSn(n_ind, in_point, pot_value);
nTFS_n= nTFS_n + sin_n;

end
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end

apprsS= nTFS_n;

function firstSeries = getFirstSeries(n_term,

end

dom_point, pot_value)

common_n= (n_term + 1/2)°2;

first_sqrt= sqrt(common_n - pot_value);

second_sqrt= sqrt(common_n + pot_value);

pre_first_term= sin(first_sqrt * dom_point (1))/
first_sqrt;

first_term= pre_first_term*sin((n_term + 1/2)%*
dom_point (2));

pre_second_term= sin(second_sqrt * dom_point (2))
/second_sqrt;

second_term= pre_second_term * sin((n_term +
1/2) *dom_point (1)) ;

diff_term= first_term - second_term;

coef= (2*xn_term + 1)/pi;

firstSeries= coef * diff_term,;

function secondSeries = getSecondSeries(n_term,

end

dom_point, pot_value)
common_n= n_term + 1/2;
x_arg= common_nx*dom_point (1) ;
t_arg= common_nx*dom_point (2);
first_term= dom_point (1)*cos(x_arg)*sin(t_arg);
second_term= dom_point (2)*cos(t_arg)*sin(x_arg);
sum_term= first_term + second_term;
coef= pot_value/(pi*common_n);
secondSeries= coef * sum_term;

function apprContS = getContApprS(in_point,
pot_value, in_n_approx)

n_ind = 0;
cum_sum = O;
for n_ind = 2:in_n_approx
firstTerm = getFirstSeries(n_ind, in_point,
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pot_value) ;
secondTerm = getSecondSeries(n_ind, in_point
, pot_value);
cum_sum= cum_sum + firstTerm + secondTerm;
end
extra_sum_one= getFirstSeries (0, in_point,
pot_value) ;
extra_sum_one= extra_sum_one + getFirstSeries(1,
in_point, pot_value);
extra_sum_two= getSecondSeries (0, in_point,
pot_value) ;
extra_sum_two= extra_sum_two + getSecondSeries
(1, in_point, pot_value);
extra_sum= extra_sum_one + extra_sum_two;
abs_diff= abs(in_point (1)+in_point (2))-abs(
in_point (1) -in_point (2));
independent_term = (pot_value/4)*abs_diff;

extra_sum= extra_sum - independent_term;
apprContS= cum_sum + extra_sum;

end

hExact S

function besselK = getExactK(dom_point, pot_value)
bessel_arg= sqrt((-1)*(pot_value)*(dom_point (1)
“(2)-dom_point (2) " (2)));
if dom_point (1)==dom_point (2)
besselK= (1/2)*(pot_value)*dom_point (1);
else
besselK= (-1) * (bessel_arg * besselj (1,
bessel_arg))/(2*(dom_point (1) -dom_point
(2)));
end
end

%S evaluation grid
function sGrid = getKernelGrid(in_partition,
pot_value, in_n_approx, option)
s_matrix = zeros(length(in_partition));
for n_index = 1:length(in_partition)’loop for x
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variable
for m_index= 1:length(in_partition)’loop for
t variable
eval_point = [in_partition(n_index),
in_partition(m_index)]; %(x,t)
coordinates
if option==1 7si queremos S exacto
alt_eval_point= [eval_point (1), (-1)
xeval_point (2)];
z_nm= getExactK(eval_point,
pot_value)-getExactK(
alt_eval_point, pot_value);
elseif option==2 Ysi queremos S
aproximado
z_nm= getApprS(eval_point, pot_value
, in_n_approx);
else 7 versil'on continua
z_nm= getContApprS(eval_point,
pot_value, in_n_approx);

end
s_matrix(n_index ,m_index)= z_nm;
end
end
sGrid= s_matrix;
end
function Sregion = getRegion(in_matrix, region)
nrows = size(in_matrix, 1);
new_matrix= in_matrix;
for i = 1:nrows

if i<=fix(nrows/2)
if region==
new_matrix(i,:)= NaN;

else
new_matrix(:,1i)= NalN;
end
else
for j = 1l:nrows
if j>i || j<=fix(nrows/2)

if region==
new_matrix(i,j)= NalN;
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else
new_matrix(j,i)= NaNl;
end
end
end
end
end
Sregion= new_matrix;
end
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