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Resumen

Esta tesis se enfoca en el problema del isomorfismo de graficas, el objetivo principal es
demostrar el funcionamiento de un algoritmo que facilita la identificaciéon en ocasiones de
cuando dos graficas son isomorfas, es decir, cuando poseen una estructura intrinseca similar
a pesar de las diferencias en sus representaciones.

La importancia del problema de isomorfismo radica en sus amplias aplicaciones, desde la
quimica tedrica hasta las redes de computadoras. Un enfoque tradicional para abordar este
problema es mediante el analisis del espectro de la matriz de adyacencia de las gréaficas. Sin
embargo, esta metodologia tiene limitaciones, ya que la informacién obtenida del espectro
puede no ser suficiente para determinar el isomorfismo de manera efectiva en todos los
casos.

En esta tesis, se revisa un algoritmo que se prueba es mas fuerte que la informaciéon del
espectro, el cual emplea gréaficas de fichas, lo cual mejora significativamente la capacidad
de discernir el isomorfismo entre graficas.

La demostracion de la efectividad del algoritmo se realiza a través de esta tesis expo-
niendo parte de la teoria necesaria para la comprension de este, asi como un primer enfoque
sin fichas que nos ayuda a tener una idea de como funciona ya aplicado a fichas el cual es
el algoritmo WL.

También este nos motiva a la posible extension de comparar este algoritmo ahora con
el espectro Laplaciano, para comparar la informaciéon que podemos obtener.



Abstract

This thesis focuses on the graph isomorphism problem, aiming to demonstrate the function-
ing of an algorithm that facilitates identifying when two graphs are isomorphic, meaning
they possess a similar intrinsic structure despite differences in their representations.

The importance of the isomorphism problem lies in its broad applications, from the-
oretical chemistry to computer networks. A traditional approach to tackle this problem
involves analyzing the spectrum of the adjacency matrix of the graphs. However, this
methodology has limitations as the information obtained from the spectrum may not be
sufficient to effectively determine isomorphism in all cases.

In this thesis, an algorithm is reviewed that is proven to be stronger than spectrum
information, utilizing graph labeling which significantly enhances the ability to discern
isomorphism between graphs.

The effectiveness of the algorithm is demonstrated throughout this thesis, presenting the
necessary theory for understanding it, as well as an initial approach without graph labeling
that provides insight into its functioning when applied with graph labeling, specifically the
WL algorithm.

Additionally, this motivates us to explore the comparison of this algorithm with Lapla-
cian spectrum, to evaluate the information that can be obtained.
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Capitulo 1

Introducién

1.1 Preliminares

A continuacién presentaremos algunas de las definiciones que seutilizaran a lo largo de esta
tesis, para lo cual nos apoyaremos principalmente del libro Graph Theory de Diestel [6].
Primeramente, dado un conjunto A denotaremos por [A]* como el conjunto de todos los
subconjuntos de k-elementos de A.

Una grdfica es un par G = (V, E) de conjuntos tales que E C [V]? por lo que los
elementos de E son 2-subconjuntos de V. Los elementos de V' seran los vértices de nuestra
grafica GG, mientras que los elementos de E son las aristas de esta. Dada una grafica G, se
denota por |G| al niamero de vértices de la gréfica, el cual diremos que es el orden de la
grafica, mientras que su cantidad de aristas sera denotada por ||G||. Una grafica se dice que
es finita, infinita, contable de acuerdo al orden de esta. En la presente tesis consideraremos
solamente graficas finitas.

Dada una gréfica G se denotara a su conjunto de vértices por V(G) y a su conjunto de
aristas por F(G), es decir, si tenemos otra grafica H = (W, F'), tendremos que su conjunto
de vértices es W = V(H) y suconjunto de aristas es F' = E(H).

Decimos que dos vértices x e y de G son adyacentes o vecinos si {z,y}, es una arista de G.
Ocasionalmente podemos escribir xy para representar a una arista {z,y} de G. Dos aristas
de G son adyacentes si tienen un vértice en comun. Se define como vecindad de un vértice v
en una grafica GG, denotada por Ng(v) a el conjunto de vértices que son adyacentes a este y
el grado de un vértice v denotado por d(v) sera la cantidad de vértices adyacentes. Si todos
los vértices de una gréafica G son adyacentes a pares se dice que G es una grafica completa.
Una grafica completa de n vértices se denota por K". Un par de vértices o aristas se dice
que son independientes si no son adyacentes. Mas atin, un conjunto de aristas o vértices se

1



Capitulo 1 Introducién 2

dice independiente si ningiin par de elementos es adyacente.

®
© @
®

Figura 1.1: Grafica G, donde V = {1,2,3,4,5,6}
yE= {{172}7 {256}5 {6a5}7 {174}}

@
D

Sean G y H dos gréficas, decimos que G y H son isomorfas y escribimos G ~ H si
existe una biyeccion ¢ : V(G) — V(H) tal que (z,y) € E(G) <= (¢(x),¢(y)) € E(H).
A la funciéon ¢ se le llamaréd isomorfismo. Ademas, en el caso que G = H diremos que ¢
es un automorfismo de G. Usualmente no se distingue entre graficas isomorfas por lo cual
se escribe G = H en lugar de G ~ H, esto resalta la importancia de poder determinar si
dos graficas son isomorfas o no lo son.

Con lo anterior podemos decir que un automofismo es una permutaciéon de los vertices de
la grafica que preserva incidencias. Consideremos el conjunto de todos los automorfismos de
una grafica GG, es claro que la permutacion identidad es un automorfismo, ademaés si g es un
automorfismo de G entonces también lo es su inversa g, y si h es un automorfismo distinto,
entonces la composiciéon g o h también serd un automorfismo de G. Estas observaciones
nos permiten ver que el conjunto de los automorfismos de G forman un grupo bajo la
composicion de funciones, el cual es llamado el grupo de automorfismos de G y se denota
por Aut(G). El grupo simétrico de V Sym(V'), es el grupo de todas las permutaciones del
conjunto de vértices V', asi que Aut(G) es subgrupo de Sym(V'). En general, no es facil
determinar cuando dos graficas dadas son isomorfas, o si una gréafica tiene un autorfismo
diferente al automorfismo identidad. En algunos casos estas propiedades resultan ser obvias,
como es el caso de la grafica completa K,,, en donde cualquier permutacion de sus vértices
corresponde a un automorfismo, asi que Aut(K,)~Sym(K,).

Se dice que una afirmacion es propiedad de grdficas si esta se preserva bajo isomorfismos.
Por ejemplo, “contener un triangulo” es una propiedad de graficas, es decir, si G contiene 3
vértices adyacentes a pares, entonces cualquier grafica isomorfa a GG también los contiene.
Una funcion 7 definida en la familia de graficas es llamada invariente de grificas si n(G) =
n(H) siempre que G' ~ H, es decir, asigna valores iguales a graficas isomorfas.

Por ejemplo, la cantidad de aristas y la cantidad de vértices son invariantes de graficas.
Si consideramos dos gréaficas G = (V, E) y G' = (V', E’), definimos la union e interseccion
de gréficas de la siguiente manera GUG' := (VUV/, EUE") y GNG = (VNV'ENE’).
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Si se cumple que G N G’ = ) entonces decimos que Gy G’ son disjuntas. Decimos que

JVAVIERN

GUG’ G-G’ GNG’
Figura 1.2: Se muestra la unién, diferencia e interseccion de las graficas Gy G'.
G’ es subgraficas de G (y G supergrafica de G’) si se cumple que V/ C Vy EFF C Ey
escribiremos G/ C G. De manera menos formal diremos que G contiene a G’, si ademas de
tener que G’ C G se tiene que G’ # G entonces diremos que G’ es una subgréafica propia

de G. Si G C G y tenemos que G’ tiene todas las aristas de GG para sus vértices en V’,
decimos que G’ es una gréfica inducida de G, diremos que V' induce G’ en G, y escribimos

G G?)

Figura 1.3: Graficas G, G’ y G’, donde G es supergrafica de G’ y G,
v ademéas, G’ es subgrafica inducida de GG, mientras que G no lo es.

Si U C V es cualquier conjunto de vértices entonces G[U] denota la grafica en U cuyas
aristas son precisamente las aristas de G que tienen ambos vértices que la componenen U.
Si U es cualquier conjunto de vértices (usualmente de (), escribimos G — U para denotar la
grafica G[V — U], es decir, G — U se obtiene de a partir de G eliminando todos los vértices
en V N U asi como las aristas que sean incidentes a estos vértices. El complemento G de
G, es la gréfica con vértices V cuyas aristas estdn dadas por [V]? — E.

A continuaciéon presentamos algunas definiciones.
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Trayectoria: Una trayectoria es una grafica no vacia P = (V, E) tal que

V=A{zo,...,z} E={{xo,z1}, ..., {xp_1,2x}}

donde los x; son distintos. La cantidad de aristas es la longitud de P.

Camino: Definimos un camino de longitud [ en G de un vértice v a un vértice w, como
una secuencia finita de vértices en G

V= 1Upy,ULy..., U =W,

tal que u;_1 y u; son adyacentes para 1 <1 <.

Conexidad: Una grafica G se dice que es conezxa, si es no vacia y cualquier par de
vértices estan conectados por una trayectoria en GG, en otro caso decimos que es disconexa.

Matriz de incidencia: La matriz de incidencia B = (b;j)nxm de una grafica G con
V=A{v,...,u.}y E={e1,...,en} estd dada por

1 siv; €e;
bij::{ o

0 en caso contrario

Matriz de Adyacencia: La matriz de adyacencia A = (a;j)nxn de una grafica G,
donde n = |V|, esta dada por.

1 i (v,v;) € E
. { si (vs, v5)

0 en caso contrario.
Denotamos a la matriz de adyacencia de una grafica G como Ag.
Dadas dos graficas G 'y H definimos el producto cartesiano G x H de la siguiente manera:

1 si Ae(in i) =1 e is = i 0 bier. Arlin. i) = 1 € 41 — 7
AGXH(iliZajle):{ st Ag(in, 1) € iy = 2, 0 bien, Ag(iz, j2) el = Ji

0 en caso contrario

Matriz de grados: La matriz de grados D = (d;;)nxn de una grafica G donde n = |V/|

esta dada por:
d(v) sii=i
i ::{ (vi) sii=]

0 en caso contrario.

Matriz Laplaciana: La matriz Laplaciana se define como L = D — A

Notemos que para estas matrices sus columnas y filas corresponden a ciertas etiquetas
elegidas para los vértices de GG, por lo cual nos interesaremos principalmente en las pro-
piedades de la matriz de adyacencia que son invariantes bajo permutaciones de sus filas
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y columnas. Dentro de esas propiedades se encuentran las propiedades espectrales de la
matriz de de adyacencia A.

Espectro de graficas: A continuacion esbozamos algunas nociones basicas de la teoria
espectral de gréaficas que nos seran de utilidad a lo largo de esta tesis. Para esto conside-
raremos a A como una matriz sobre los niimeros complejos y supongamos que A es un
eigenvalor de A, como A es real y simétrica se tiene que A es real, y la multiplicidad de A
como raiz de la ecuacion det(A]—A)= 0, es igual a la dimension del espacio de eigenvectores
que le corresponden al eigenvalor \.

El espectro de una grifica G es el conjunto de eigenvalores de la matriz de adyacencia A
de G, junto con sus multiplicidades. Asi, si los distintos eigenavalores de G son \g > ... >
As—1 con sus multiplicidades m(Xg), ..., m(\s_1) respectivamente, escribimos

srecc= (5 7 i)

Dos graficas con el mismo espectro se les llama coespectrales.

El siguiente lema es un resultado conocido de la teoria espectral de graficas y sera
utilizado mas adelante.

Lema 1.1. [3] La cantidad de caminos de longitud | en una grifica G del vértice v; al v,
es la entrada en la posicion (i, j) de la matriz A (el producto de A consigo mismo l-veces).

Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre [. Primeramente, para [ = 1 es claro
pues A = A la entrada (A);; nos dice si los vértices v;,v; son adyacentes o no, por lo
cual, determina la cantidad de caminos de longitud 1 que existen entre estos vértices.
Supongamos que el lema es cierto para [ = L fijo, vamos a demostrarlo para [ = L + 1.
Tenemos que la cantidad de caminos de longitud L + 1 del vértice v; al v; tiene una
correspondencia biyectiva con la cantidad de caminos de longitud L del vértice v; a los
vértices vy, tales que son vecinos de v;. Asi que la cantidad de esos caminos es

n

o (AN =) (AN An = (AM)y.

(”Uh,”U]')EE(G) h=1

Por lo tanto la cantidad de caminos de longitud L + 1 del vértice v; al vértice v; esta dada
por (A1), Luego tenemos lo deseado. O

A continuacién presentamos las k-potencias simétricas de una grafica. Para esto, dare-
mos algunas definiciones que se encuentran en el articulo “Spectra of symmetric powers of
graphs and the weisfeiler-lehman refinements” de autores Alzaga, Iglesias y Pignol[I].
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Una k-tupla de vértices (i; - - - ix) es una funcion de {1,--- ,k} en V. Sea Uy, el conjunto
de las k-tuplas y sea Dy C U el subconjunto de las k-tuplas tales que los vértices son dis-
tintos a pares. Tenemos que el grupo simétrico S; actiia naturalmente en D, de la siguiente
manera o (i - - i) = (lo1) - * io(k)), Para 0 € Sj.

La k-potencia simétrica de G, denotada por G*}, tiene como vértices los k-subconjuntos
de V, donde dos k-subconjuntos son adyacentes si su diferencia simétrica es una arista.

La k-potencia G* de una grafica G esta definida como el producto cartesiano iterado
de G consigo mismo k-veces. Su conjunto de vértices es U, y su matriz de adyacencia Agk
esta dada por

si existe u € {1,--- , k} tal que
. S . Agliy,Ju) =1y i, =j paral # u
Agr(irig -+ ig, Jijo -+ Jr) = ( ) : : 7

0 en caso contrario

Funciéon generadora de caminos: Dada una gréafica G se define la funcion generadora
de caminos como la siguiente serie de potencias

Z tr(AG)r

Por lo anterior sabemos que el coeficiente de ¢" en la entrada (7, j) determina la cantidad
de caminos de longitud r que hay del vértice i al vértice j. Ademéas tenemos que la traza
de la funcién generadora de caminos es una invariante de gréaficas que denotaremos por

F(G,t)= Tr (f: t’"(AG)T>

Debido a que el espectro de dos matrices A y B coincide si y solo si Tr(A") = Tr(B")
para todo r, se sigue que dos graficas Gy H son coespectrales si y solo si F'(G,t) = F(H,t).
Donde la traza es la suma de los elementos de la diagonal de la matriz.

Observacion 1.2. En particular, las graficas no son distinguibles por el espectro de su
k-potencia simétrica si y solo si F(G¥} t) = F(H* ¢),

Graficas cocientes: También podemos construir Gt} a partir de G* de la siguiente
manera. Tomamos G* y eliminamos todos los vértices que no pertenecen a Dy, de esta
manera obtenemos lo que denotaremos como la k-potencia restringida G®*), definida como
la subgréafica de G*} cuyos vértices son las k-tuplas en Dj. Luego para obtener a G},
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tomaremos cociente bajo la accion natural de Sy sobre la k-potencia restringida G*). Asi
pues demos una definicién general de lo que es una grafica cociente. Dada una grafica X y
un grupo I' actuando sobre X bajo automorfismos, el cociente X/T" es una grafica dirigida,
en general con posibles aristas mutiples y lazos; y se define como sigue: los vértices de X/T’
son las orbitas de los vértices de X, y dadas dos orbitas U y W, existen tantas aristas
dirigidas de U hacia W como aristas en X conectando un elemento fijo u € U con vértices
de W. Nuestro interés esta en el caso en que no existen aristas multiples y no hay lazos.
Este caso se define a continuacion. Se dice que un cociente X/I" es simplemente ligado si:

1. {u,v} € E implica que u y v no estan en la misma orbita;

2. {u,v} € EF'y {u,w} € E implica que v y w no estan en la misma orbita.

Si X/I" es simplemente ligada, la consideramos una grafica simple, donde (U, W) es una
arista de esta si y solo si existe una arista dirigida en X/I" que las conecta. En el caso
de simplemente enlazada, cualquier trayectoria en X/I" puede ser transportada a un tnico
camino en X . Este hecho simplifica la tarea de contar trayectorias y nos ayuda a derivar una
formula simple para la funcién generadora de caminos de una gréfica cociente. Aplicaremos
esto a la potencia simétrica G{*} para obtener una formula que sera de utilidad después.

Proposicion 1.3. Sea X una grifica, X/T' un cociente simplemente enlazado, y sean U y
W dos drbitas. Luego, la potencia r-ésima de la matriz de adyacencia de X/ estd dada

por
1
r(U,W) = ] Z Z Al (u, w)

uelU weW

Demostracion. La entrada A’y /F(U, W) corresponde a la cantidad de caminos de longitud
r de U aW en X/T'. Fijemos un elemento ug € U y sea Vp, V1, -+, V, una trayectoria de
longitud r en X/I", con Vy = U y V;, = W. Por definicién hay a lo méas una arista en X,
conectando un vértice de una orbita a un vértice en una 6rbita diferente, por lo que existe
una Unica trayectoria vg, v, -, v, en G tal que vy = up y v; € V; para 0 < j < r. Luego
tenemos que

XU W) =) Ay (uo, w)

x/r\Y, x (Uo, W

weW

El conjunto de trayectorias de longitud r de ug a W es llevado, biyectivamente, a un
conjunto de trayectorias de cualquier u € U a W via un automorfismo en I', luego la suma

Z A% (u, w)
weW

no depende de u, por lo cual tenemos lo deseado. O

Notemos que, si ademas de que X/T" sea simplemente enlazado también es conexa, por
la férmula anterior, tenemos que todas las orbitas tienen necesariamente el mismo tamano.
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Denotamos por Mx,r a la matriz cuyas columnas y renglones estan indexados por los
vértices de X, cuyas entradas estan dadas por

|U| siwuy w estan en la misma orbita U

0 en caso contrario

Mxr(u,w) = {

Claramente, la proposiciéon anterior implica el siguiente resultado.

Proposicion 1.4. Sean X/I' un cociente simplemente enlazado y Mxr la matriz definida
anteriormente. Luego
Tr(Ayr) = Tr(AxMx/r)

Ahora trasladaremos estos resultados a los temas de nuestro interés. Sea X = G y
I' = S}, actuando de manera natural sobre G*). El cociente G¥) /S, es isomorfo a GI*} y
ademas, es facil ver que es un cociente simplemente enlazado. En este caso la matriz My r
es la matriz M) cuyos renglones y columnas estdn indexados por las k-tuplas en Dy, donde
sus entradas estan dadas por:

My (iy - g, 1o+ i) = )
0 en caso contrario

{k! si{iy--ip} = {j1-ju}

Como consecuencia de la proposicion anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.5. Sean G y G} la k-potencia restringida y k-potencia simétrica de la
grafica G, respectivamente. Sea My la matriz definida anteriormente, tenemos que

TT(ATG{I«}) = TT(ATG@)Mk)

1.1.1 Graficas de fichas.

A continuaciéon definimos las graficas de fichas como las presentaron Ruy Fabila-Monroy,
David Flores-Penaloza, Clemens Huemer, Ferran Hurtado, Jorge Urrutia, David R. Wood
en [7].

Sea G una grafica y k > 1 un entero, definimos F;(G) como la gréfica cuyo conjunto de
) . : . (V .

vértices esta dado por los k-subconjuntos de vértices V(G), es decir, ( S{G)) es su conjunto
de vértices, donde dos vértices A y B de Fj(G) son adyacentes si su diferencia simétrica es
un par {a,b} tal que a € V, b€ Wy ab € E(G). Asi pues, podemos pensar en los vértices
de Fi(G) como configuraciones de k fichas indistinguibles colocadas en distintos vértices
de GG, donde dos configuraciones seran adyacentes si es posible obtener una configuracion
a partir de la otra, deslizando una ficha, a través de una arista, de su posicién inicial a
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un vértice que no esté ocupado por una ficha. Asi pues, llamaremos a Fj(G) la grafica de
k-fichas de G. Como podemos notar, esta definiciéon es equivalente a la definicion de las
k-potencias simétricas de una grafica mencionada anteriormente, pero desde un enfoque
diferente.

Propiedades basicas.
A continuacién presentamos algunas propiedades bésicas sobre las graficas de fichas, las
cuales fueron presentadas en el articulo “Graphs and Combinatorics” [7]. Primeramente,
sea (G una grafica con n vértices y k un entero positivo, vamos a suponer que n > k + 1
para evitar los casos triviales. Tenemos que el orden de Fi(G) es

i@l - (})

Ahora, para cada arista XY en Fj(G) asignémosle la unica arista xy en G para la cual la
diferencia simétrica de X y Y es {z,y}, luego la cantidad de aristas que le corresponde a

{z,y} es (Z : ?) por lo cual tenemos que

BE@I= (3 7}) G

La vecindad de cada vértice A en F(G) es
{A—{2}U{y}:2€AyeV(G)—- A zy € E(G)}.
Por lo cual el grado de A en Fi(G) es igual a la cantidad de aristas entre Ay V(G) — A.

Para k = 1 la grafica resultante es isomorfa a G, es decir, F;(G) ~ G. Notemos que dos
vértices X e Y son adyacentes en Fj(G) siy solo si V(G) — X y V(G) —Y son adyacentes
en F,_x(G), por lo que tenemos

Esta observacion nos permite asumir que k < 3.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es estudiar el problema de isomorfismo
entre graficas. Se sabe que existen graficas no isomorfas pero que son coespectrales donde
usualmente se ocupa la matriz de adyacencia de las graficas para determinar esto, sin
embargo al utilizar el espectro de adyacencia de las 2-fichas T. Rudolph [10] demostr6 que
pueden ser distinguidas algunas gréaficas que son coespectrales pero no isomorfas. Barghi y
Ponomarenkol|2], y de manera independiente Alzaga, Iglesias, y Pignol[I] probaron que para
cada k existen pares infinitos de graficas no isomorfas con gréficas de k-fichas coespectrales.
En “Constructing physically intuitive graph invariants”|[10], Rudolph exhibi6 graficas tales
que el espectro de la matriz de adyacencias no esta contenido en el espectro de la matriz
de adyacencia de Fj(G). Sin embargo, este no es el caso del espectro Laplaciano, como se



Capitulo 1 Introducién 10

puede observar en el siguiente resultado demostrado en “On the laplacian spectra of token
graphs. Linear Algebra and its Applications”[5].

Teorema 1.6. Sea G una grdfica y Fi.(G) su grdfica de fichas, entonces el espectro Lapla-
ciano de G estd contenido en el espectro Laplaciano de Fy(G).

De manera mas general, en [5], los autores demostraron lo siguiente.

Teorema 1.7. Sea G una grdfica de n vértices, sean h, k enteros tales que 1 < h < k <
n/2. Si X\ es un eigenvalor de Fy,(G), entonces A es un eigenvalor de Fi,(G).

Debido a estas propiedades especiales del espectro Laplaciano de las graficas de k-fichas,
es que nos interesaria poder extrapolar resultados que tenemos sobre el espectro de las
matrices de Adyacencia al espectro Laplaciano. Esto nos da indicios de que, al considerar
las graficas de k-fichas, la informacion obtenida del espectro Laplaciano puede ser mas
fuerte que la informacién que se obtiene del espectro de las matriz de adyacencia.

1.1.2 Algoritmos

En esta seccion nos apoyamos del libro Introduction to Algorithms[4], de Thomas H. Cor-
men, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein.

Informalmente, un algoritmo es un conjunto finito de reglas o pasos a seguir, que convier-
ten informacion de entrada (input), en una salida (output). La finalidad de los algoritmos
es tratar de resolver problemas.

Nos interesa saber dado una entrada, cual seria el tiempo que se tardaria un algoritmo
en ser ejecutado, para asi tener una idea de la eficiencia de este. El tiempo de ejecucion de
un algoritmo en una entrada es la cantidad de pasos que tendré que ejecutar este, donde
cada paso ¢ tendra su propio tiempo de ejecucién que serd una constante c;, y ademas,
determina la cantidad de veces que se ejecutara cada paso, el cual depende del tamano
de la entrada que le proporcionemos al algoritmo. Es posible que este tiempo de ejecucion
dependa también del tipo de entrada que le ingresamos, es decir, puede ocurrir que para
ciertas entradas sea mas eficiente que para otras, por lo cual es usual enfocarnos en el peor
caso para asi determinar el tiempo de ejecucion de un algoritmo. Para darnos una idea,
puede ser que el tiempo de ejecucion de un algoritmo, para una entrada de tamano n esté
dado por la funcién ¢;n+ ¢y +c3n?+c5+n+c; donde los ¢; son constantes, pero lo podemos
simplificar y expresarlo como an? +bn + ¢, donde a, b, ¢ son constantes, lo que se hace para
comprender mejor es que ignoraremos no solo los costos de estas nuevas constantes, sino
los costos abstractos de las ¢;.

Con la finalidad de estudiar el tiempo de ejecucion de un algoritmo, introducimos la no-
cion de orden de crecimiento. Para tener un mejor entendimiento de este concepto, vedmos
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primero un ejemplo. Para esto pongamos como ejemplo el tiempo de ejecuciéon mencionado
anteriormente, para este vamos a considerar solo el término lider, an?, pues para valores
muy grandes de n, los otros términos no son significativos, mas atun, podemos ignorar
también la constante de este término lider, pues nuevamente, para valores suficientemente
grandes, esto es insignificante, por lo cual, podemos decir, que para el peor caso como el que
indicamos anteriormente, el tiempo de ejecucion serd ©(n?) (theta de n—cuadrada). Algu-
nas veces es posible determinar con exactitud el tiempo de ejecucion de los algoritmos, pero
no siempre vale la pena calcular el valor exacto. Como mencionamos anteriormente, para n
suficientemente grande, las constantes multiplicativas y términos menores son dominados
por el término lider.

Asi pues, nuestro interés cae en la eficiencia asintotica de los algoritmos, es decir, nos
importa saber como incrementa el tiempo de ejecucion de un algoritmo en relacién al
tamano de la entrada que le damos en el limite, conforme el tamano de la entrada crece.
Usualmente, un algoritmo que sea asintoticamente mas eficiente, serd mejor para todas las
entradas, salvo las pequenas.

Usaremos la notacion asintoética para describir los tiempos de ejecucion de los algoritmos,
de manera similar a como lo hicimos con ©(n?).

Notaciéon ©. Vamos a definir que significa la notaciéon que usamos anteriormente. Sea
g(n) una funcién, denotamos por O(g(n)) al conjunto de funciones

O(g(n)) ={f(n) : Je1 > 0,¢2 > 0,my > 0 tales que
0 <c19(n) < f(n) < cag(n) para todo n > ng}

Podemos decir que es una manera de acotar a la funciéon por arriba y por abajo para un
valor suficientemente grande de n. Si f(n) € O(g(n)) escrbiremos usualmente f(n) = O(n)
en su lugar por abuso de notaciéon y porque tiene su utilidad. Asi que si f(n) = O(g(n))
existe ng tal que para todo n > ng, la funcion f(n) es casi igual a g(n) salvo un factor
constante. En este caso diremos que g(n) es una cota asintdtica justa para f(n). Usualmente

diremos f(n) = ©(g(n)) en lugar de f(n) € O(g(n)).

Notacién O. En el caso cuando solo tenemos una cota asintotica superior, usamos la
notacion O. Dada una funciéon g(n) definimos

O(g(n)) = {f(n) : existen constantes positivas c, ny tales que
0 < f(n) < cg(n) para todo n > ny}

Claramente, tenemos que ©(g(n)) € O(g(n)). Dado que la notacién O representa una cota
superior, usualmente se utiliza para acotar el peor caso de ejecucion de un algoritmo.

Notaciéon () . Esta notaciéon nos da una cota inferior asintontica. Dada una funcion
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g(n) definimos

Qg(n)) = {f(n) : existen constantes positivas ¢, ng tales que
0 < cg(n) < f(n) para todo n > ng}

El siguiente resultado nos da una relaciéon entre las notaciones asintoticas

cag(n) cg(n)

f(n)

c1g(n)

: n : n : n
g T g

f(n) =06(g(n)) f(n) =0(g(n)) f(n) =Qg(n))

Figura 1.4: Representacion de las notaciones asintéticas ©, O y Q2 .

Teorema 1.8. Para cualquier par de funciones f(n) y g(n), tenemos que f(n) = ©(g(n))
siy solo si f(n) = O(g(n)) y f(n) = Qg(n)).

Notacién o. En el caso de la notaciéon O, la cota puede o no ser justa, por lo cual
definimos la notaciéon para cotas que no son asintoéticamente justas. Asi pues dada una
funcion g(n) definimos

o(g(n)) = {f(n) : para cualquier constante ¢ > 0, existe ny > 0 tal que
0 < f(n) < cg(n) para todo n > ny}

Asi pues, notemos que si f(n) = o(g(n)), entonces lim,,_, a0y = 0 Como ejemplo,
tenemos que 2n = o(n?). Por otro lado, tenemos 2n? # o(n?), pero 2n = O(n?) y 2n? =

O(n?).

Notacion w. Analogamente utilizaremos la notacion w para cotas inferiores que no sean
asintoticamente justas. Dada una funcion g(n) definimos

w(g(n)) = {f(n) : para cualquier constante positiva ¢ > 0, existe una constante ny > 0 tal que

0 < cg(n) < f(n) para todo n > ng}
Notemos que también podemos definirla como
f(n) € w(g(n)) siy solo si g(n) € o f(n)).

Asi pues f(n) = w(g(n)) implica que lim,,_,. 2% = oo, si el limite existe.
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Como ejemplo tenemos que n?/2 = w(n), pero n?/2 # w(n?).

Decimos que un algoritmo es eficiente si su tiempo de ejecucion es polinomial, es decir,
si es O(n°) para alguna constante ¢ > 0.

Para las siguientes definiciones usaremos nociones intuitivas; para una definiciéon formal
se hace del uso de las maquinas de Turing.

Problemas de clase P. Diremos que un problema es de clase P si existe un algoritmo
que puede resolverlo en tiempo polinomial.

Problemas de clase NP. Son problemas que tienen un certificado para verificar la
soluciéon en tiempo polinomial, es decir, aquellos que a través de un proceso se puede
verificar las soluciones en tiempo polinomial.

Los problemas NP-duros son aquellos que si existiera un algoritmo para resolveros en
tiempo polinomial entonces podriamos resolver todos los problemas en NP en tiempo po-
linomial. Los problemas NP-completos son aquellos que estan en NP y son NP-duros.

Hasta el momento se desconoce si el problema de isomorfismo de graficas esta en la
clase P o en la clase NP-completo. Por otro lado, es facil ver que estd en NP, pues el
isomorfismo es un certificado. En caso de poder probar que cae en medio de esas clases
se podria probar que P # NP. Cabe mencionar que el problema P vs NP es uno de los
Problemas del Milenio. El algoritmo presentado a continuaciéon pareciera que nos acerca
el problema de isomorfismo en una de estas categorias, se sabe de la existencia de familias
infinitas de graficas que no son distinguibles bajo este algoritmo como se muestra en [9],
por lo cual continia la intriga de a que clase pertenece el problema de isomorfismo entre
graficas.

Dadas las definiciones anteriores, nace la pregunta si el espectro de la matriz de adya-
cencia de la k-potencia o de la k-potencia simétrica es un invariante de gréficas, la cual
se responde de manera negativa en [I] y aqui dénde extenderemos este mismo analisis a
las k-potencias, pues se prueba que si el agoritmo 2k-Weisfeiler-Lehman falla en distin-
guir dos graficas, entonces sus correspondientes k-potencias y k-potencias simétricas son
coespectrales, y por lo mencionado antes, no puede ser un invariante de graficas.

Por otro lado, la importancia del problema de isomofismo en gréaficas también cae en
es sus aplicaciones tanto a quimica como al diseno de circuitos. Los circuitos se pueden
representar como graficas al representar a los componentes como vértices y a las conexiones
como aristas, con esto podriamos determinar cuando dos circuitos que se ven diferentes
son, en efecto, iguales; mientras que en quimica, las moléculas se pueden representar como
graficas siendo los vértices los atomos y las aristas los enlaces que existen entre estos,
asi pues el problema de isomorfismo ayudaria a determinar cudndo dos estructuras son,
en efecto, la misma, lo que ayudaria en la creaciéon de moléculas que permitan combatir
enfermedades.
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Capitulo 2

Algoritmo

A continuacion expondremos el algoritmo Weisfeiler-Lehman, un algoritmo que ataca el
problema de isomorfismo en graficas, es decir, el problema de distinguir cuando dos gra-
ficas son isomorfas. La idea béasica del algoritmo Weisfeiler-Lehman es asignarles colores
a los vértices de la grafica de manera iterativa, de tal modo que la coloracion final, a la
cual llamaremos la forma canonica de la gréfica, nos puede ayudar a distinguir cuando
dos graficas son no-isomorfas, que es precisamente cuando sus formas canénicas no son
equivalentes. Uno de los principales atributos de este algoritmo es que la forma canénica
de una grafica puede calcularse en tiempo polinomial, y de la misma manera, comparar si
dos gréficas tienen formas canoénicas equivalentes, puede hacerse en tiempo polinomial, por
lo que este algoritmo es polinomial. Sin embargo, este algoritmo no es completo, es decir,
existen pares de graficas no-isomorfas que tienen formas candnicas equivalentes, por lo que
el algoritmo Weisfeiler-Lehman falla en distinguir dichos pares de graficas.

El algoritmo que consideraremos en esta tesis es el algoritmo k-Weisfeiler-Lehman al
cual denotaremos por k-WL y considera k-tuplas de los vértices de la grafica. Este algorit-
mo es una generalizacion del algoritmo Weisfeiler-Lehman. La idea basica de este algoritmo
es colorear las k-tuplas de los vértices de la gréafica, tomando como coloraciéon inicial una
coloracion dada por una relacién de equivalencia sobre las k-tuplas. Luego, mediante un
proceso iterativo, refinaremos cada coloracion hasta llegar a la forma candnica. En el pro-
ceso de refinar las coloraciones, podemos ir anadiendo nuevos colores. El algoritmo termina
con la forma canoénica de la grafica, puesto que en esta coloracion final podemos tener cada
k-tupla de un color, ademaés, el proceso iterativo termina cuando ya no es posible refinar,
es decir, de un paso al siguiente, las clases croméaticas no cambian.

Con la finalidad de lograr un mejor entendimiento del algoritmo k-WL, comenzaremos
presentando el algoritmo Weisfeiler-Lehman (WL) acompanado de un par de ejemplos.
Después, trasladaremos la esencia del algoritmo WL al algoritmo k-WL.

15
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2.0.1 Algoritmo Weisfeiler-Lehman

En esta subseccion presentamos, de manera resumida, el algoritmo Weisfeiler-Lehman co-
mo una antesala al algoritmo de interés en esta tesis, el algoritmo k-Weisfeiler-Lehman.
Ademas, ejemplificaremos este algoritmo en dos situaciones: (1) para un par de gréficas
(no-isomorfas) que pueden ser distinguidas por el algoritmo, y mostrando con esto el he-
cho de que son no isomorfas, y, (2) para un par de gréaficas (también no-isomorfas) que
son indistinguibles para el algoritmo, por lo que el algoritmo no permite determinar si las
graficas son isomorfas o no. Dividiremos el algoritmo WL en dos partes, en la primera se
hace referencia al proceso para calcular la forma canénica de una grafica, y en la segunda,
a la comparacion de las formas canoénicas de dos graficas dadas para determinar si son
equivalentes o no.

Algoritmo Weisfeiler-Lehman para calcular la forma canénica de una grafica:

Entrada: Una gréfica G de orden n.
Salida: La forma canénica ¢(G) de la grafica, que corresponde a una coloracion de los vér-
tices de G.

Paso 1. Colorear todos los vértices de G con un mismo color, digamos ¢;(v) := 1, para
todo vértice v de G.

Paso 2. Sea v un vértice de G. De manera iterativa, en la coloracion (7 + 1)-ésima le asig-
namos a v el color ¢;11(v) := (¢;(v), {¢;(w) : w es un vecino de v}), donde ¢;41(v) es una
tupla y el segundo elemento de dicha tupla es un multiconjunto.

Paso 3. Si el namero de clases cromaticas en ¢; ;1 es igual al niumero de clases cromaticas
en ¢;, el algoritmo termina y llamamos a ¢(G) := ¢; la forma canénica de G.

Algoritmo Weisfeiler-Lehman para determinar si dos graficas son no-isomorfas:

Entrada: Dos graficas G y H de orden n.
Salida: Determinar, si es posible, si las graficas son no-isomorfas.

Paso 1: Calcular la forma canonica ¢(G) y ¢(H) de G y H, respectivamente.

Paso 2: Determinar si existe una biyeccion f entre las clases crométicas en ¢(G) y las clases
cromaticas en ¢(H) que respete cardinalidades.

Paso 3: Si f no existe, imprimir “Las graficas G y H son no-isomorfas”. Si f existe, imprimir
“El algoritmo no puede determinar si las graficas G y H son isomorfas o no.

El primer paso del algoritmo WL para calcular la forma canénica de G es asignar una
coloracion ¢p, que en este caso es el mismo color para todos los vértices de la gréafica G.
Luego, de manera iterativa, definimos el color ¢;;; en funcién de la coloraciéon anterior c;.
Notemos que el color ¢;41(v) es una tupla en donde el primer elemento es el color del vértice
en la i-ésima iteracion, mientras que el segundo elemento de la tupla es un multiconjunto
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que contiene los colores en la i-ésima iteracion de los vecinos de v en G. Asi pues, dados
dos vértices v y w de G, tenemos que ¢;11(v) = c;41(w) siempre que las siguientes dos
propiedades se cumplen:

e ¢;(v) = ¢;(w), y por tanto pertenecen a la misma clase cromatica, y

e el multiconjunto de colores (en ¢;) del conjunto de vecinos de v es igual al multicon-
junto de colores (en ¢;) del conjunto de vecinos de w.

Para evitar notacién engorrosa, podemos reetiquetar los colores utilizados en ¢;; con los
primeros enteros positivos no utilizados en ¢;. Notemos que este algoritmo es, en realidad,
un refinamiento, puesto que cada clase cromética en la iteracion i-ésima puede, o bien
partirse en dos o mas clases cromaticas en ¢;;1, 0 permanecer sin cambios.

Como mencionamos anteriormente, el algoritmo WL ha sido utilizado para estudiar
el Problema de Isomorfismo en graficas. Notemos que si G y H son isomorfas, entonces,
para cada i > 1, existe un mapeo biyectivo entre ¢;(G) y ¢;(H) (el natural inducido por
el isomorfismo entre las dos graficas), en particular existe un mapeo biyectivo entre ¢(G)
y ¢(H) que preserva el orden de las clases cromaticas. El algoritmo WL se basa en la
contraposicion de este hecho. La esencia del algoritmo WL es la siguiente: Dadas dos
graficas G y H, calculamos sus formas canénicas, si éstas son no-equivalentes, es decir, si
no existe un mapeo biyectivo entre sus clases cromaticas que respete el orden, entonces
podemos concluir que GG y H son no-isomorfas; si por el contrario, las formas canénicas de
G y H son equivalentes, entonces el algoritmo WL no puede determinar si las graficas son
isomorfas o no.

En los Ejemplos v [2.2) mostramos las dos posibles situaciones: en el Ejemplo
consideraremos dos graficas con formas canénicas no-equivalentes, y que por tanto las gra-
ficas son no-isomorfas, y en el Ejemplo [2.2] examinaremos dos graficas con formas canoénicas
equivalentes, por lo que el algoritmo no puede determinar si las graficas son isomorfas o
no.

Ejemplo 2.1. Consideremos las grificas G y H que se representan en la figura|2.1. Para
cada una de estas grdficas vamos a calcular sus respectivas formas candnicas mediante el
algoritmo WL, y finalmente veremos si dichas formas candnicas son equivalentes o no.
Asumiendo que en cada iteracion vamos a reetiquetar las clases cromdticas para facilitar
el proceso, para las clases cromdticas utilizaremos las etiquetas 1,2,3,.... Como podemos
ver, las formas canonicas de G y H son no-equivalentes, puesto que no existe un biyeccion
entre sus clases cromdticas que respete cardinalidad, y por tanto, el algoritmo WL nos
garantiza que las grdficas subyacentes son no-isomorfas.

Notemos que se hace una reasignacion de colores para simplificar la notacion. En cierto
punto, con la grafica G ya no se continua con el algoritmo pues la cantidad de colores no
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Figura 2.1: Representacion del algoritmo WL para dos graficas
cuyas formas candnicas son no-equivalentes.

aumento respecto al paso anterior, y podriamos concluir desde ahi, que la grafica H no es
isomorfa a G, pues su cantidad de colores ya era mayor a la de GG, y lo tnico que podia
ocurrir es que la cantidad de colores de H continuara siendo la misma o aumentara, por lo
que serian no-isomorfas. Aun asi, continuamos aplicando el algoritmo a la grafica H para
ejemplificar el algoritmo.

Asi pues, tenemos un ejemplo de como el algoritmo WL distingue dos graficas que nos
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Figura 2.2: Representacion del algoritmo WL para dos graficas
cuyas formas candnicas son no-equivalentes.

son isomorfas de una manera sencilla.

Ejemplo 2.2. Consideremos las grificas G y H de la Figura[2.3 Aplicando el algoritmo
WL tenemos que las formas candnicas ¢(G) y c¢(H) son equivalentes, puesto que eziste una

biyeccion entre sus clases cromdticas que respeta cardinalidad. En este caso, el algoritmo
WL falla en distinguir si las grdaficas son isomorfas o no.

Notemos que, tanto para G como para H, el nimero de clases cromaticas en c; no
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Figura 2.3: Graficas a aplicar el algoritmo WL.

aumenta con respecto a cq, por lo que el algoritmo termina y las formas canénicas de G y
H estan dadas por la coloracion c;. Este ejemplo se puede generalizar para cualquier par
de graficas G y H, ambas r-regulares para r > 1. Particularmente, esto nos da un nimero
infinito de pares de graficas que no son distinguibles por el algoritmo WL, mostrando asi
la no-completitud de este algoritmo.

Como observacion, tenemos que este algoritmo es diferente que el algoritmo k—WL,
pero nos ayuda a comprender de donde se inspira.
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2.1 Algortimo k-WL

En esta subseccion, presentaremos el algoritmo k-WL, el cual, como mencionamos ante-
riormente, es una generalizacion el algoritmo WL, y ademas es el algoritmo estudiado en
la presente tesis.

Lo mostrado a continuacion viene en el articulo de Alzaga, Iglesias y Pignol[I]. Sea
G = (V, E) una gréfica de orden n. Denotaremos por Uy al conjunto de k-tuplas de los
vértices de GG. Vamos a definir una relaciéon de equivalencia sobre Ug. Diremos que dos
k-tuplas (i1 ...4) ¥ (J1-..Jk) estan relacionadas si se cumplen las siguientes condiciones:

1.4y =1dp siysolosij=ju,y

2. (iy,iy) € E si y solo si (ji, ji) € E.

Sea el tipo tp(iy...ix) de una k-tupla (iy...ix) su clase de equivalencia. Sea S; el conjunto
de los difrentes tipos de las k-tuplas. Recordemos la esencia del algoritmo WL para definir
la forma canoénica de una grafica: En la primer coloraciéon se colorean todos los vértices
de un mismo color, y después, de manera iterativa, en c,.; se colorean los vértices de
acuerdo a su color en ¢, y al color de sus vecinos en ¢,. Vamos a trasladar esta esencia del
algoritmo WL al algoritmo A-WL, a grandes rasgos, de la siguiente manera: el color en la
(r 4+ 1)-iteracion de una k-tupla (i1is . ..4) consistira del color en la r-ésima iteracion de
esa misma k-tupla, ademas de un multiconjunto que contiene la informacion de los colores
en la r-ésima iteracion de ciertas k-tuplas cercanas a (iyiy . . . ig).

Sea r > 1 un entero. Denotaremos por W(. . a la r-ésima coloracion de las k-tuplas de
Ug 1. La coloracion inicial W}, estara determinada por los tipos de las tuplas, es decir,

W o (ir i) o= tp(iy . . . ik).

Luego, de manera iterativa, definimos W;5%! en términos de W, de la siguiente manera:

WER (k) = (WE (i i), Y Sty (inda ik, m)),

meV

donde
Sg,k(ilig ce ik, m) = (Wé’k(mm e Zk), W&’k(llm e Zk}, ce ,Wé’k@'lig ce m)),

es decir, Sg  (i1i2 . . . i, m) es la k-tupla de los colores en W, de las k-tuplas en Ug x que
resultan al reemplazar cada i; por el vértice m, para j € {1,2,...,k}.

Como hicimos anteriormente, podemos reetiquetar las colores en W[, por enteros po-
sitivos pequenos, asumiendo que guardamos esta informacion de reetiquetaciones.
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Sea

S = [j Sk,
k=1

donde los elementos de S, 1, para r > 1, son multiconjuntos finitos de elementos que se
encuentran en S = UZ:1 Si. Esto solo es para garantizar que tendremos colores suficientes,
al igual que el algoritmo anterior, basta con renombrar los colores después de cada iteracion.

Diremos que el esquema de colores se estabiliza en la r—ésima iteraciéon si la cantidad
de colores utilizados no aumenta en la (r + 1)—ésima iteracion, es decir, si |S;11| = |S;].

Para cada iteracion definimos el multiconjunto

(il...ik)ez/{k

Notemos que M., captura todas los clases cromaticas de la r-ésima iteracion, ademas del
nimero de k-tuplas que hay en cada una de estas clases.

Para comparar el invariante F'(G*,t) con refinamiento de k-WL, definimos el invariante
I 1, que captura el resultado de la coloracion por el k-WL, y al mismo tiempo es un analogo
combinatorio de F'(G*,t). Asf pues, definimos la serie de potencias formales

Observacion 2.1. Del algoritmo k-WL, tenemos que el color de una k-tupla en VVTJrl
estd en estrecha relacion con su color en W¢, ., de modo que si dos tuplas tienen el mismo

color en ngj, necesariamente tienen el mismo color en Wi ., mds aiun, tienen el mismo

color en Wé’k, para todo 1 € {1,2,...,r}. Esto implica que el algoritmo k-WL define un
refinamiento en el conjunto de k-tuplas Ug .

Observacion 2.2. Notemos que si el esquema de colores se estabiliza en la r-ésima ite-
racion, entonces las clases cromdticas son iguales para todas las iteraciones siguientes.
Ademas, el esquema de colores siempre se estabiliza, pues a lo mds puede haber tantos

colores como nimero de k-tuplas, n*.

Observacion 2.3. Dado que el algoritmo define un refinamiento de las k-tuplas, tenemos
que st dos k-tuplas tienen distinto color en la r-ésima iteracion, entonces no es posible que
en una iteracion consecuente se les asigne el mismo color.

Proposicion 2.4. Sean G y H dos grdficas con n vértices. Entonces Ig () = Inx(t) siy
solo si existe una permutacion o : Ug  — Z/{Hk tal que W¢, p(i1.0g) = flk(a(zlzk)) para
todo r > 1. En particular se tiene que tp(iy...ix) = tp(o(iy...ix)).
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Demostracidn. Por la definicién de Ig 1 (t) e I1 (1), es claro que si W ;. (i1...4x) = Wi (i1...0,)
para todo r > 1, entonces I x(t) = Iy x(t). Ahora, supongamos que I x(t) = Iy (t). Con-
sideremos el coeficiente de ¢ cuando r = n¥, nuestra suposiciéon implica una igualdad de
multiconjuntos, es decir, deben ser iguales elemento a elemento, por lo cual basta fijarnos
en los colores que son iguales, ver las tuplas que les corresponda, y a partir de esta, crear
la biyeccion que nos garantiza que

W (i) = Wi (i1..is). (3)

Por la definicion del algoritmo k-WL, se tiene que si la ecuacion anterior se cumple para
un determinado 7y, se cumple necesariamente para todo 1 < r < rg, por la observaciéon
2.1} Por lo cual tenemos que

W (ironiin) = Wi (i) (4)

para todo 1 < r < nF. Ademés, como mencionamos anteriormente, el algorimto k-WL
se estabilza, necesariamente, al menos, en la iteracién n*, por lo que la ecuacién anterior
también se cumple para todo r > n*, asi pues tenemos lo deseado. Finalmente basta
considerar 7 = 1 para obtener que tp(iy...ix) = tp(o(iy...ix)). O
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Capitulo 3

Espectro de las k potencias

Como primer resultado, veremos que el espectro de las graficas es un invariante mas débil
que el algortimo 2-WL. Haremos distincion de algunas observaciones que nos seran de
utilidad para la prueba de un k arbitrario.

Teorema 3.1. Sean G y H dos grdficas, y sean Ag y Apy sus respectivas matrices de
adyacencia. Si W 5(i,j) = Wi o(p, q) para un r > 1 entonces Ag(i, j) = Ay (p, q)-

Demostracion. Procederemos por induccion sobre r, la cantidad de iteraciones del algorit-
mo. El caso r = 1 es trivial, pues si Wéz(i,j) = W}m(p, q), entonces por definicion se tiene
que tp(i,j) = tp(p, q), y por la definicion de la clase de equivalencia, se tiene que (i,7) € £
siy solo si (p,q) € E, es decir, Ag(i,7) = Ar(p,q). Luego, supongamos que el teorema es
valido para la iteracion r-ésima, y probémoslo para la iteracion r + 1.

Supongamos que
Weh' (i,7) = Wih (9, 9)

Por definicion del algoritmo WL, tenemos lo siguiente:

Z (Wéﬂ(i?j)v Wg},Q(iv m)v Wé,Q(mv ])) = Z (Wé,Q(pv Q)’ Wé,Q(p7 m)v W5,2<m7 Q))

meV meV

Esta es una igualdad de multiconjuntos, por lo cual existe una permutacion o del conjunto
de vértices {1, ...,n} tal que,

(Wéz(iv ])7 WCTJ,Q(i’ m)> Wé,Q(m’ ])) = (Wg’,Q(pa Q)’ W(7;’72(p7 U(m))> W(Z’,Q(U(m)a Q))

En particular, tenemos

Weo(i,m) = Wi o(p, o(m))
ng(m,j) = W;I,Q(O-(m)a q))
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Luego, por hipotesis de induccion, se sigue
Ag(i,m) = Ay (p, o(m)),

Ag(m, j) = Ay(a(m), q).

Ademas, recordemos que por la observacion , W o(i,m) = Wi o(p, o(m)) es equiva-
lente a que W ,(i,m) = W} ,(p, o(m)) para todo 1 < I < r, en especial para [ = 1, asi
que también tenemos

Ag(i,m) = Ap(p, o(m)),
y de manera analoga
Ag(m, j) = Au(o(m), q).
Luego
Ac(i,m)Ag(m, j) = An(p,m)Ay(m, q)

Asi pues, sumando sobre m obtenemos que

ZAszAGm] ZAHZ% m,q),

Es decir, A7 (i, §) = A}’f(p, q). =

Teorema 3.2. Sean G y H dos grdficas. Si I 2(t) = Ina(t), entonces G y H son coespec-
trales.

Demostracion. Supongamos que Igo(t) = Iy(t). Por la proposicion [2.4] tenemos que
existe una permutacion o de las 2-tuplas tal que para cada 2-tupla ij

W52<U) = W;I,Q(U(ij))a
para cada r > 1. En especial, para r = 1, tenemos que

tp(ij) = tp(o(ij)).

Luego, por la definicién del tipo inciso (i), tenemos que o manda la diagonal de W¢,
en la diagonal de W7, ,, luego

o(it) = pp
para algun p, es decir, tenemos la igualdad

Wg2(“) = W;I,Q (o(it)),

luego, por el teorema 3.1, es equivalente a

AL(id) = AT (o(id)).
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Asi pues tenemos que
Y Agli) =) Ap(a(ii)

es decir, Tr(Ay,) = Tr(A},) para todo r > 1, lo cual es equivalente F(G,t) = F(H,t), por
lo que podemos concluir que G y H son coespectrales.

]

Para cada iteracion r-ésima, pensaremos el 2k-WL como una matriz de colores, las colum-
nas y renglones estan indexadas por las k tuplas, con lo cual se tiene el color W  (i1...951...Jk)
en la entrada (iy...ix, j1..-Jk)-

Teorema 3.3. Sean G* y H* las k-potencias de las grificas G y H respectivamente. Sean
Al y Aty las m-ésimas potencias de sus matrices de adyacencia.

Si

Wan(lek]l]k) = Wﬁ%(PL-ﬁle---Qk%
entonces

ATGk<lek7]1jk) = A%k(pl...pk, ql...qk).

Demostracion. La prueba es analoga al teorema 3.1. Procederemos por inducciéon sobre r.
Para r = 1, sabemos que Agx(i1...ik, J1..-Jx) solo puede tener dos posibles valores, 0 o 1,
asl que vamos por casos.
Supongamos que
Agr (i1 g, j1--Jx) = 1

Luego, por definicién esto quiere decir que i; = j; para todo [ excepto para un tnico valor
ly para el cual se cumple que Ag(iy,, Ji,) = 1.
Por hipotesis,

Wé’gk(il-..ikjl...jk) = W}[’Qk(pl...pkql...qk),
es decir,

tp(ir-..ixi---Jx) = tp(pr---prqr---qr)-

Por definiciéon del tipo tenemos que, p; = ¢ para todo | # lo v Ag(po,q0) = 1, asi que
Apgr(p1---pr, q1---qx) = 1. Por lo cual tenemos la igualdad deseada.

Ahora consideremos el caso en que
Aci(iy.ig, j1...5x) = 0.

Por definicion tenemos que no existe un Iy tal que Ag(iy,, Ji,) = 1y @ = j; para todo [ # .
Por hipoétesis tenemos que

tp(iy...ixJ1---Jk) = tp(P1-.-PrG1---qK)-
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Por definicion del tipo tenemos que no existe un ly tal que Ag(py,,q,) =1y pr = q para
todo [ # ly. Luego necesariamente Apx(p1...p, ¢1---qx) = 0, por lo que

Agre (1., J1---Jk) = Amr(Pr---Prs 1)

Esto concluye la demostracion para el caso r = 1.
Ahora supongamos que el teorema es cierto para r fijo y vamos a mostrarlo para r + 1, es
decir, queremos mostrar que

WEGL (i gr) = Wi (p1--peay---ax)
Por definicion del algoritmo WL tenemos que,

(W g (i1wvingre i)y D Strop(i1emingrodwm) = (Wi o (D1 Deti--q)s Y Stron(Drprai--qem))
meV meV

Luego,
Z S on (i1 ikj1-Jxm) = Z St ok (P1---Prqi---qem)

meV meV

Luego, por definiciéon de igualdad en multiconjuntos debe existir una permutacién o de
{1,...,n} tal que

Wé,?k (lekjljk,1m> = W};’Qk(pl...pkql...qk,la(m)),

W&Qk(mig...ik‘jl...jk) = W};,%(o(m)pg..pkql...qk).

Ademas, sabemos que si W o (41..0xJ1---Jk—1m) = Wi op(p1---prd---qr—10(m)), enton-
ces Wi op (i1 igg1.Joe—1m) = Whor(p1...pra1...qr-10(m)) para todo 1 < I < r, entonces
tenemos que en particular tp(iy...ixJ1...jram) = tp(p1...prq1...qe—10(m)). Asi que en general
tenemos que

tp(iy...igJ1--Je—1m) = tp(p1...pkq1 ... qr—10(m)),

tp(misy...ixJ1...Jk) = tp(o(m)pa...prq1---Qr)-

Luego, por el punto (2) en la definicion de tp, tenemos que
AG(ihm) - AH<pt70(m)) vt € {177k}
Ademas, por hipotesis de induccién tenemos que

A (i1 i1 Je—am) = Ay (P1--peqr---qe—10(m)),
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Ak (mia.dggr...Jk) = Ay (0(Mm)pe...prG1 - Q)
Falta ver que
A Gy g k) = AT (pr Dk L Q).
Recordemos que

A iy i g k) = Z Agriy g, 81 81) ALk (81 83, 41+ - - k)

Notemos que los tnicos términos que nos importan en la suma son aquellos en los
que Agr(iy ..., 81...5;) # 0, lo cual ocurre solamente cuando existe un indice ¢ tal
que Ag(iy,s;) = 1y iy = s para todo | # t, por lo cual A,(s1...5k J1...Jk) =
A7 (i1 ... 8¢ .. g, J1 - - - Ji)- Luego tenemos

A iy gy k) = Y Agrlin ik, st sk) Al (s1 sk di k)

= > > Ac(iy, m) Ag iy . .my i gy )

donde el subindice t en m; indica la posicion en la tupla en la cual se varian los vértices en
V. De manera analoga tenemos que

k
Al = Z ZAH(Z%, o(my)) Al (pr...o(my) ...k, @1 -+ - Qk)

meV t=1

Por las igualdades anteriores, es tenemos que
Ag (i, me) Age (in .oy« ik, Ju - k) = A (pe, o(me)) A (pr - oo (my) - ko - - qk)

Implicando que

k
SN Al m) Agi iy omy ik i)

meeV t=1
k
= > Aulpeo(m) Apa(pr - o(ma) . pr a1 - - i)
myeV t=1
Luego,
AT—H(Z‘l c. ik;jl .. ]k) = Ar+1(p1 .. PEyq1 - .. qk)
por lo cual tenemos lo deseado. O

Teorema 3.4. Sean G y H dos grdficas. Si I ox(t) = I ox(t), entonces
F(G* t) = F(H* 1),

Es decir, si el refinamiento 2k— WL no puede distinguir G de H entonces sus k—potencias
son coespectrales.
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Demostracion. Supongamos que Igor(t) = Igai(t). Por la Proposicion [2.4] existe una
permutacion o : Ug ok, — Up ok, es decir del conjunto de las 2k—tuplas, tal que para todo
Qk—tupla il e Zk]l .. 'jk)

Wé,Qk(il e Zk]l . ]k) = WIZ,Qk(U(il e Zk]l . ]k))

para todo r > 1. En particular, para r = 1 tenemos

luego, por la definicién de tipo, en particular tenemos que o manda la diagonal de W¢, 5,
en la diagonal de Wy, 5, es decir,

o1 .. dgly ... 9g) =P1---PkD1--- Dk
para alguna k—tupla p; ... pg. Por lo que tenemos
Weon(in .. igiy .. ip) = Wi (o(iy . gty - . ig))
Luego, por el Teorema (3.3}

asi que

> Ay igiy i) = Y Ao (i ik i)

ik ik
es decir, Tr Ay, = TrA}, para r > 1. Luego F(G*,t) = F(H*,t) por lo que tenemos lo
deseado. O]

Recordemos que nuestro es demostrar el andlogo del Teorema para las k-potencias
simétricas. Antes de eso probaremos los andlogos del Teorema [3.3] y del Teorema [3.4] para
las k—potencias restringidas.

Teorema 3.5. Sean G*) y H®) [as k—potencias restringidas de dos grdficas G y H respec-
tivame@te. S.ecm. ATG(k)' y A%y las r—potencias de sus respectipas matrices de adyacencia,
Y SEAN &1 ... tky J1---Jks PL---Pk Y q1---qx k—tuplas en Dy. Si

W o (i1 wixdr--Jx) = Wi o (D1 PrG1 - Gk),

entonces
A i1k, Jre-Jr) = Ao (P1--Prs @1+ Q)-

Demostracion. Esta prueba es analoga a la del Teorema [3.3] es decir, procedemos por
induccion sobre r. Tenemos que para el caso r = 1 el argumento es el mismo que en el
Teorema [3.3] pues el hecho que las tuplas se encuentren en Dy, no afecta la demostracion,
s6lo son un caso especial de tuplas. Asi que asumamos que se cumple para r y vamos a

mostrar que

Wg;j;g(hlk]l]k) = Ealk(pl...pkql...qk).
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Por definicion del algoritmo 2k-WL tenemos que,

(W g (irowvingro i)y > St (ireingi gem)) = (Wi o (01 Der---qk)s Y Strop(Pr-Drar-.qem)).
meV meV

Luego,
Z SGon(i1- k1. Jkm) = Z Strop(P1---PrQ1---q).

meV meV

Por definicion de igualdad en multiconjuntos, debe existir una permutacion o de {1,...,n}
tal que

W572k(7;1...7;kj1 ...jk,lm) = W};,’zk(pl...pkql...qk,la(m)),

W(Z,Qk (mZQijljk) = W&%(a(m)pg..pkql qk)

Luego, se sigue que

tp(iy...ix g1 Jk—1m) = tp(p1...0kq1--.qk—10(M)),

tp(mis...igJ1..-Jk) = tp(o(m)pa...peq1--- Q).

De estas ecuaciones notemos que si m esta en la posicion ty y m = i; para un t #
entonces por la definicion de tipo necesariamente se tiene que o(m) = p;, es decir, es facil
ver que (iy...0_1Mipy ... 1) estd em Dy, siy solo si (py...p_1mpii1-..pr) esta en Dy.
De la observacion anterior se sigue que si se cumple que m # i, para todo t € {1,...,k}
podemos aplicar la hipotesis de inducciéon para asi tener

Ag(iy,m) = Ag(p,o(m)) YVt e{l,.. k}
Por tanto,

Al (011 Jr—1m) = Al (P1---Pe@r - Qr—10 (M),

Ag(k) (mig...igJ1.-Jr) = Al (o(m)pa...prq1---Qr)-

Luego, como

AT i i i G = Y Aguo (i ik st k) A (51 Sk, J1 - - i)
(51~~~5k)€Dk

k
= Z ZAG(it,mt)ATG(k)(il...mt...ik,jl...jk)

meg{i1,...ix} t=1
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Esto debido a los argumentos mencionados en el Teorema [3.3] donde nuevamente m; € V'
y el subindice ¢ nos indica la posicién en la tupla en la que se encuentra m;.
Por las ecuaciones anteriores, tenemos la siguiente igualdad con la ecuacién anterior:

= Z ZAH(pt,U(mt))A;{(k)(pl co(me) . pe, - )

o(my)é{p1,....px} t=1

= A;ﬁ)(pl - PEyq1 - - 'Qk)
Con lo cual tenemos lo deseado. ]

Teorema 3.6. Si el refinamiento 2k— WL no puede distinguir una grdafica G de una grdfica
H, entonces sus respectivas k—potencias restringidas son coespectrales.

Demostracion. Esta demostracion es analoga a la del Teorema[3.4] Sean G, H dos graficas,
supongamos que el refinamiento 2k—WL no las puede distinguir, es decir, tenemos que
I ok (t) = I ox(t). Por la Proposicion tenemos que existe una permutacion o : Ug op +—
U ok tal que Wi o (i1 .. i) = Wiy (o(iy. .. ix)), para todo r > 1. Luego, por el caso
r = 1, tenemos que o preserva los tipos de las 2k—tuplas, se tiene que si iy ...17; esta en
Dy, entonces o (iy .. .01 ...1) = p1...PkP1--- Pk, Para alguna k—tupla p;...px en Dy.
Luego tenemos que

S Whalin o ikiv. i) = Y Wig(o(in. ki . ix)).
(i1...1%)EDy (lek)G'Dk
Por el Teorema se sigue que
S AL (i iki i) =Y A (o(i ik i)
(il...ik)E'Dk (’Lle)GDk

Esto implica que T'r A7, = Tr A%, parar > 1, luego se sigue que F(G® 1) = F(H® ).

Es decir, sus respectivas k—potencias restringidas son coespectrales.

[]

Ahora procederemos a probar el teorema principal el cual lo podemos plantear de la
siguiente manera.

Teorema 3.7. Sean G y H dos grdficas, si se cumple que Igor(t) = Iyok(t) entonces
F(G¥ 1) = F(H* 1), es decir,si el algoritmo 2k-WL falla en distinguir las grdficas,
entonces sus correspondientes grdficas de fichas son coespectrales.

Demostracion. Supongamos que Igox(t) = Igox(t). Luego, por la proposicion existe
una permutacion o tal que

W o (i1 .. o) = Wigp (o iy .. o)),
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para todo r > 1, en particular se tiene que

tp(iy ... d9k) = tp(o(iq .. .io)).

Ahora, si f es una permutacion en Sy, denotaremos por 0(i; . .. 4x) ala k-tupla (igq) . . . fo) ),
ademés, podemos representar a las 2k-tuplas: parejas de k-tuplas, como (iy ..., j1 - .. Jk)-
Notemos que si una 2k-tupla es de la forma

(i1 .. .05, 0031 .. .i1)),

con (iy...ix) € Dy y 0 € S, entonces, debido a que o debe preservar el tipo necesaria-
mente manda a esta 2k-tupla a una de la forma (j; ... jx,0(j1 - .. jx)), para alguna k-tupla
(j1-.-Jk) € Dy, por lo cual existe una permutacion w del conjunto Dy, tal que para cada

Wé’2k(i1 e ik, (9(21 e Zk)) == nggk(w(l’l e Zk), 9(&)(@1 Ce lk)))

Luego, por el teorema se sigue que

G (01 i, 000y i) = Ao (Wi .- ik), O(w(iy . ix))).
Como esto se cumple para (i; ...1x) € Dy y para 6 € Sy, se sigue que
S ALl ik 0 k) = Y > A (Wi k), O(w(i i)
(il...ik)EDk 0eSk (Z1’lk)EDk 0eSk

Mas atn, como w es una biyecciéon, el lado derecho de la ecuacién anterior puede ser
reescrito para obtener

D> An (i 06 i) = > > Ay (i ik, (i k).

(7,1 lk)GDk 0e Sk (Zl lk)GDk 0e Sk

Ahora, siendo M* la matriz de la proposicion , si multiplicamos ambos lados de la
ecuacion anterior por k!, lo anterior seria equivalente a tener que

Luego, por la proposicion [I.4] lo anterior es equivalente a que
Tr(Agu) = Tr(ALu)-

Luego, como lo anterior es cierto para todo r, se sigue que F(G} ¢) = F(H*) | asi pues
tenemos lo deseado. O
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