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Resumen

Las ganancias que se pueden conseguir en los mercados financieros dependen principal-
mente de las decisiones de compra y venta de activos que se toman a lo largo del tiempo.
Por esta razon, es importante contar con buenas herramientas de anéalisis. El analisis técnico
se enfoca en identificar patrones graficos en las series de precios y en interpretar indicadores
econodmico-financieros para predecir movimientos favorables o desfavorables en los mercados.
Desde hace ya algiin tiempo, se han utilizado técnicas de inteligencia artificial para reconocer
este tipo de patrones, y principalmente, se han usado redes neuronales.

En esta tesis, se presenta una adaptaciéon de un ensamble de redes neuronales que toma
como entrada la serie de precios de una acciéon bursatil particular, junto con algunos indi-
cadores técnicos, y produce como salida la probabilidad de que el instrumento en el futuro
proximo vaya al alza o a la baja. En el modelo implementado se incluyen técnicas de anélisis
multiresolucion basadas en wavelets.

Las wavelets son funciones que permiten una descomposicion méas completa y flexible de
las senales en términos de frecuencia y localizacion en el tiempo. Esto resulta especialmente
util en el analisis de series de tiempo no estacionarias y no periddicas, ya que las wavelets
pueden capturar caracteristicas locales con un alto nivel de detalle.

La integracion de wavelets y redes neuronales permite una mejora significativa en la pre-
diccion de series de tiempo financieras. Los diccionarios wavelet, que contienen una coleccion
de funciones obtenidas a partir de las descomposiciones wavelet, representan eficientemente
las senales y facilitan el proceso de aprendizaje de las redes neuronales.

Palabras Clave: Diccionario, inteligencia artificial, redes neuronales, wavelets.



Abstract

The profits achievable in financial markets largely depend on the buying and selling deci-
sions made over time. Therefore, having effective analysis tools is crucial. Technical analysis
focuses on identifying graphical patterns in price series and interpreting economic-financial
indicators to predict favorable or unfavorable market movements. Artificial intelligence tech-
niques have been employed for some time to recognize these patterns, primarily through
neural networks.

This thesis presents an ensemble of neural networks that take as input the price series of
a particular stock, along with selected technical indicators, to output the probability of the
instrument moving up or down in the near future. The proposed model incorporates multi-
resolution analysis techniques based on wavelets.

Wavelets are functions enabling a more thorough and flexible decomposition of signals in
terms of frequency and time localization. This capability is particularly beneficial in analy-
zing non-stationary and non-periodic time series, as wavelets can capture local features with
high detail.

The integration of wavelets and neural networks significantly enhances the prediction of
financial time series. Wavelet dictionaries, containing a collection of functions derived from
wavelet decompositions, efficiently represent signals and facilitate the neural networks’ lear-
ning process.

Keywords: Artificial intelligence, dictionary, neural networks, wavelets.
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Capitulo 1

Introduccion

En el &mbito de las finanzas, la toma de decisiones de inversién constituye un proceso
complejo que requiere la integracion de miltiples factores y herramientas analiticas. Entre las
metodologias predominantes, destacan el analisis fundamental y el analisis técnico. Mientras
que el analisis fundamental se centra en el estudio exhaustivo de los aspectos econémicos,
politicos y financieros de las empresas para realizar predicciones a largo plazo, el anélisis
técnico se basa en el examen de los movimientos historicos de precios y voliimenes en el
mercado con el fin de efectuar prondsticos a corto plazo.

Una herramienta esencial en el anélisis técnico es el empleo de patrones graficos y de in-
dicadores técnicos, que son utilizados por los inversionistas para identificar oportunidades de
compra y venta. La integracion de técnicas avanzadas de inteligencia artificial, como las redes
neuronales, ha mejorado significativamente este enfoque, permitiendo el anélisis de grandes
volimenes de datos y la deteccion de patrones complejos que podrian no ser evidentes a
simple vista.

Entre los enfoques y estudios relevantes se encuentra una serie de experimentos para probar
la capacidad predictiva de las redes neuronales sobre el rendimiento financiero: incorporando
tanto el analisis fundamental como el andlisis técnico [16]. Ademas, se ha utilizado la in-
teligencia artificial en la seleccion y gestion de carteras, integrando redes neuronales [25] y
sistemas neuro-difusos para mejorar la precision y fiabilidad de las predicciones [1]. También
se ha propuesto un sistema de trading inteligente basado en la prediccion de cajas de oscila-
cion [28].

Los estudios centrados en el reconocimiento de patrones graficos generalmente emplean re-
des neuronales convolucionales (CNN) y redes de memoria a largo-corto plazo (LSTM) para
identificar patrones seleccionados [26]. Ademaés, se han explorado combinaciones de técnicas
de aprendizaje profundo con analisis de multiresolucién de wavelets para mejorar la precision
de las predicciones. Un articulo notable en este d&mbito propone un modelo basado en la
transformada wavelet empirica, que ha demostrado superar a la transformada wavelet esta-
cionaria tradicional en la captura de fluctuaciones de precios en diferentes escalas de tiempo

12].
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1.1. Objetivo de la Investigacion

En este contexto, la presente tesis se basa en el articulo [9], el cual propone una estrategia
de generacion de senales de compra y venta mediante la combinacion de patrones gréficos
y de indicadores técnicos, utilizando un conjunto de redes neuronales para predecir los mo-
vimientos futuros del mercado. Este enfoque ha demostrado ser eficaz en la obtenciéon de
retornos superiores en comparacion con métodos tradicionales de analisis técnico.

Esta tesis tiene como objetivo principal contribuir al campo de las mateméticas aplicadas
mediante la adaptacion de estas estrategias. Este objetivo se alcanzard mediante un estudio,
analisis y comprension de los conceptos y algoritmos discutidos en dicho articulo, con un
enfoque particular en el analisis de wavelets y el ensamblaje de redes neuronales aplicados al
contexto financiero.

1.2. Estructura de la Tesis

Esta investigacion se estructura en cinco capitulos. El primer capitulo introduce la imple-
mentacion y revisa la literatura sobre el anélisis técnico y las redes neuronales en el contexto
financiero. En el segundo capitulo se detallan los fundamentos tedricos para los indicadores
técnicos y los patrones gréaficos. El tercer capitulo es crucial, ya que desarrolla la teoria del
analisis de wavelets para realizar aproximaciones de las series de precios. El cuarto capitulo
presenta la propuesta del ensamble de estas herramientas en el contexto financiero. Final-
mente, el quinto capitulo aborda la implementacion, discute los resultados experimentales
obtenidos, presenta las conclusiones y sugiere posibles lineas futuras de investigacion.



Capitulo 2

Analisis Técnico

El analisis técnico se centra en los movimientos de precio y volumen de las acciones. Tipi-
camente, los traders utilizan indicadores como el Promedio Mévil (Moving Average), Banda
de Bollinger (Bollinger Band), Indice de Fuerza Relativa (Relative Strength Index), Conver-
gencia y Divergencia del Promedio Mévil (Moving Average Convergence Divergence - MACD)
y el Oscilador Estocastico (Stochastic Oscillator) para determinar senales de compra y ven-
ta. Ademés, pueden emplear patrones graficos como los patrones de movimiento de precio y
los patrones de velas (candlestick chart patterns) para analizar datos de trading pasados y
predecir precios y tendencias futuras [9].

Indicadores técnicos. Son valores obtenidos de férmulas matematicas y estadisticas apli-
cadas a datos historicos de precios y volimenes de un activo financiero.

Graficas de linea. Son representaciones visuales que muestran el comportamiento de los
precios de un activo financiero a lo largo del tiempo mediante una linea continua. Estas
graficas conectan una serie de puntos de datos, que suelen ser los precios de cierre de cada
periodo.
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Figura 2.1: Un grafico de lineas de Intel. Este tipo de grafico produce una linea sélida al
conectar los sucesivos precios de cierre. Tomada de [19].

Los graficos de barras son una herramienta comin y efectiva para identificar patrones
graficos de lineas en el anélisis técnico, el grafico esta representado por una barra vertical en
periodo de tiempo determinado, que generalmente es un dia, muestra los precios de apertura,
maximo, minimo y cierre. Este tipo de graficos es uno de los mas utilizados en el anélisis
técnico.
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Figura 2.2: Un grafico de barras diario de Intel. Cada barra vertical representa la informacion
de un dia. Tomada de [19].

Graficas de vela. Es un tipo de gréafico similar al grafico de barras, pero estas son
llamadas velas, también ocurren en un periodo de tiempo especifico, que generalmente es un
dia. En el grafico de velas, una linea delgada (llamada sombra) muestra el rango de precios
del dia desde el maximo hasta el minimo. Una porciéon més ancha de la barra (llamada cuerpo
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real) mide la distancia entre la apertura y el cierre. Si el cerrado es mas alto que el abierto,
el cuerpo real es blanco (positivo). Si el cierre es menor que la apertura, el cuerpo real es
negro (negativo).
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Figura 2.3: Grafico de velas diarias, Cacao-marzo de 1990. Tomada de [20].

2.1. Indicadores Técnicos

En esta seccion, definiremos y describiremos cada uno de los indicadores técnicos utiliza-
dos en este estudio. Estos indicadores fueron seleccionados debido a su uso en el articulo [9]
y a su popularidad en la préctica.

Media Mévil (MA)

La Media Movil (MA) representa el promedio moévil de los datos a lo largo del tiempo, se
calcula como la suma de los valores de los tltimos n datos dividida entre n. Para un periodo
de n dias, la media moévil en el tiempo actual ¢ se define como:

_ Pi+Pia+- -+ Py _ 21‘11 Pi i1

MA(n,t
(n,1) - -

n<t

donde P; representa el precio en el periodo t.

Media Mévil Exponencial (EMA)

La Media Movil Exponencial (EMA) se distingue de la media moévil simple por otorgar
mayor peso a los valores mas recientes y menor peso a los valores mas antiguos. Este enfoque
permite detectar tendencias y variaciones en los precios con mayor sensibilidad a las condi-
ciones actuales del mercado.

11
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La féormula para calcular la EMA es:
EMA(n,t) =SF-P; + (1 — SF)EMA(n,t — 1)

donde P; representa el precio en el periodo t y SF es un hiperparametro llamado factor de
suavidad, que se toma en el intervalo de (0, 1).

Bandas de Bollinger (BB)

Las Bandas de Bollinger se representan mediante tres lineas trazadas sobre un gréfico de
precios. La linea central corresponde a una media moévil, mientras que las dos lineas exteriores
estan ubicadas a una distancia de k veces la desviacion estandar de dicha media moévil. Estas
bandas forman un canal alrededor del precio y son ttiles para detectar la volatilidad y posibles
puntos de inflexién en los movimientos del mercado.

MB(n,t) = MA(n,t)

UB(n,t) = MA(n,t) + k - o(n,t)

LB(n,t) = MA(n,t) — k- o(n,t)

Donde MB(n,t) es la Banda Media (Middle Band), UB(n,t) es la Banda Superior (Up-
per Band), LB(n,t) es la Banda Inferior (Lower Band), y o es la desviacion estandar de los
precios en ese periodo.

Las Bandas de Bollinger proporcionan senales de compra y venta basadas en la relacion
del precio con respecto a las bandas superior e inferior.

e Senal de compra: Una senal de compra se produce cuando el precio de un activo toca
o cruza la Banda Inferior (LB) y luego comienza a moverse hacia arriba. Esto sugiere
que el activo puede estar sobrevendido y podria revertirse al alza.

e Senal de venta: Una senal de venta se produce cuando el precio de un activo toca
o cruza la Banda Superior (UB) y luego comienza a moverse hacia abajo. Esto indica
que el activo puede estar sobrecomprado y podria revertirse a la baja.

e Confirmacién de tendencia: Cuando el precio se mueve constantemente entre la
Banda Media (MB) y la Banda Superior (UB), indica una tendencia alcista. Por el
contrario, cuando el precio se mueve entre la Banda Media y la Banda Inferior (LB),
indica una tendencia bajista.

12
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Figura 2.4: Bandas de bollinger graficadas con un promedio mévil de 20 dias. Tomada de [19]

Media Mévil de Convergencia/Divergencia (MACD)

Es un indicador oscilador que muestra la relaciéon entre dos medias moviles de los precios
de un activo. La férmula del MACD para el dia actual ¢ es:

MACD(t) = EMA(12,t) — EMA(26,1t)
La eleccion de los valores especificos de los periodos (12 y 26 dias) es en gran medida una
convencion historica. E1 EMA de 12 dias se considera una representacion mas sensible de los
movimientos de precios a corto plazo, mientras que el EMA de 26 dias es méas suavizado y

representa una vision mas amplia a mediano plazo.
La linea de sefial se construye entonces como la media mévil exponencial de la linea MACD:

Linea de senal(t) = EMA(9, MACD(t))

El MACD también incluye un histograma, que puede ayudar a visualizar los cruces y las
divergencias entre el MACD y su linea de senal:

Histograma MACD(t) = MACD(t) — Linea de senal(t)
Las senales que emite este indicador son:

e Senal de Compra: Ocurre cuando la linea MACD cruza por encima de la linea de
senal.

e Senal de Venta: Ocurre cuando la linea MACD cruza por debajo de la linea de senal.

13
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Figura 2.5: Las flechas muestran cinco sefiales como se indican arriba . Tomada de [19]

El indicador que usaremos para analizar el conjunto de datos de volumen es OBV. Para
ser precisos en esta definicion, el volumen de un activo se refiere al nimero de unidades
negociadas durante un periodo de tiempo especifico; en nuestro estudio, nos enfocaremos en
el periodo diario.

Volumen de Equilibrio (OBV)

El Volumen de Equilibrio (OBV, por sus siglas en inglés “On-Balance Volume”) muestra
una correlacion que incluye la cantidad de volumen que viene con un cambio de precio, mul-
tiplicado por la suma del volumen de operaciones, en comparaciéon con el volumen total del
periodo.

S sign [C(t — i) — C(t — i+ 1)] - V(t — i)
"oVt — i)
donde para un tiempo ¢ dado, C(t) es el precio de cierre, V() es el volumen del activo y
n el namero de dias en el periodo.

OBV(n,t) =

El indicador OBV emite senales de compra y venta basadas en la relacion entre el volumen
y los movimientos del precio. Las senales del OBV se interpretan principalmente a través de
la divergencia entre el OBV y el precio del activo.

e Divergencia alcista: Ocurre cuando el precio del activo esta bajando o es constante
mientras el OBV esté subiendo. Esto sugiere que el volumen esté entrando en el activo
a pesar de que el precio no esta subiendo, lo que podria anticipar un cambio en la
tendencia del precio hacia el alza.

e Divergencia bajista: Ocurre cuando el precio del activo esté subiendo o es constante
mientras el OBV esta bajando. Esto sugiere que el volumen esté saliendo del activo
a pesar de que el precio no esta bajando, lo que podria anticipar un cambio en la
tendencia del precio hacia la baja.

14
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Entonces las senales de compra y venta emitidas por este indicador estdn dadas por:

e Senal de compra: Se produce cuando el OBV cruza por encima de su media moévil o
cuando el precio del activo subyacente sube mientras que el OBV también sube.

e Senal de venta: Se genera cuando el OBV cruza por debajo de su media mévil o
cuando el precio del activo subyacente baja mientras que el OBV también baja.

A continuacion, definiremos los indicadores técnicos tipo osciladores. Estos indicadores
son especialmente valiosos en mercados sin tendencia, donde los precios oscilan dentro de
un rango horizontal. Generan valores generalmente entre 0 y 100, lo que los hace ttiles para
evaluar condiciones de sobrecompra y sobreventa en un activo financiero. Por ejemplo, un
valor cercano a 0 podria indicar una condicién de sobreventa, mientras que un valor cercano
a 100 podria indicar una situacion de sobrecompra.

Indice de fuerza relativa (RSI)

El Indice de Fuerza Relativa (RSI) es un indicador tipo oscilador utilizado en el anélisis
técnico para evaluar la fuerza del precio mediante la comparacion de los movimientos al alza
o a la baja de los sucesivos precios de cierre. Para cada periodo de tiempo, como por ejemplo
diariamente, se calculan los cambios al alza U y a la baja D utilizando la variable P; como
el precio de cierre del dia ¢:

e Si el periodo de tiempo fue al alza:

e Si el periodo de tiempo fue a la baja:
U=0
D=P; P

e Si los precios no cambian:

U=D=0

Asi la suma de los valores absolutos de los cambios de precio a la alza AU y a la baja AD
durante n dias definen el cociente fuerza relativa:

AU

Esto define el indice RSI (Relative Strength Index) con valores entre 0 y 100,

1 RS AU
I =100 — 100 - =100 - =100 [ ————
RSI=100 =100 =g = 100 <1+RS> 00 (AU+AD)

El RSI se traza en una escala de 0 a 100 y se utiliza para identificar condiciones de sobre-
compra y sobreventa en el mercado. Emite las siguientes senales de compra o venta:

15
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e Senal de Compra: Cuando el RSI cruza de abajo hacia arriba el nivel de 30 (o 20 en
mercados bajistas), indicando una posible reversion al alza.

e Senal de Venta: Cuando el RSI cruza de arriba hacia abajo el nivel de 70 (o 80 en
mercados alcistas), indicando una posible reversion a la baja.

Oscilador Estocastico (SO)

Es un indicador técnico tipo oscilador. Compara la diferencia de los precios de cierre entre
los precios mas altos y mas bajos en un periodo corto de tiempo. Se calcula utilizando dos
lineas principales %K y %D.

%K (linea rapida): Determinar la posicion actual del precio de cierre en relacién con su
rango durante un periodo de tiempo especifico

Ct_Ln

%K = 100 - R,

Donde C; es el precio de cierre actual, L,, es el precio de cierre més bajo durante el periodo
tiempo y R,, es la diferencia de tiempo de mas alto y méas bajo.

%D (linea lenta): Es una media moévil de %K y suaviza las fluctuaciones. Se puede calcular
como:

ZZ:t—n %K

%D =
n

El indicador sugiere que el activo esta en periodo de sobre compra cuando %K o %D estan
por encima de 80, y en un periodo de sobreventa cuando %K o %D estan por debajo de 20.

Las senales que emite este indicador son:

e Senal de Compra: Ocurre cuando %K cruza por encima de %D en la zona de sobre-
venta.

e Senal de Venta: Ocurre cuando %K cruza por debajo de %D en la zona de sobre-
compra.

16
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Figura 2.6: Las flechas hacia abajo indican dos senales de venta, y la flecha hacia arriba una
senal de compra. Tomada de [19].

2.2. Patrones Graficos de Linea

Los patrones gréaficos de lineas en el mercado bursatil se refieren a formas o configura-
ciones especificas que se pueden observar en los gréaficos de precios de un activo financiero.
Estos patrones proporcionan informacion ttil sobre la direccion futura de los precios, lo que
los convierte en senales recurrentes en la tendencia del precio de las acciones. Se pueden
clasificar en tres categorias principales: reversion, continuacion y consolidacion.

Los patrones graficos en el analisis técnico se interpretan en conjunto con la informacion
del volumen debido a que este proporciona informacién crucial sobre la actividad de compra
y venta que respalda los movimientos de precio observados en el mercado. Esta integracion
permite a los analistas técnicos confirmar, validar y evaluar con precision la fuerza y la
viabilidad de las senales ofrecidas por los patrones graficos. Por lo tanto, todas las repre-
sentaciones graficas de las series de precios en esta seccion incluirdn datos de los voliimenes
correspondientes.

2.2.1. Patrones de reversion

Son patrones que sugieren un cambio significativo en la tendencia actual del mercado.
Estos patrones sugieren que la tendencia predominante, ya sea alcista o bajista, esta a punto
de invertirse. Entre los patrones mas comunes estan: cabeza y hombros, doble techo y doble
suelo, triple techo y triple suelo y broading tops.

Doble techo. Este patron de reversion sugiere entrar en una posicion bajista después de

una tendencia alcista. Se caracteriza por dos picos al mismo nivel respecto a un valle situado
en medio y que crea el escote. Los tipos de doble techo varfan segtin la forma de sus picos:
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aquellos con picos puntiagudos y estrechos se denominan Adan, mientras que los picos mas
anchos y planos se llaman Eva.

Rohm and Haas Company (Chemical (Specialty), NYSE, ROH) . Chevron (Petroleum {Integrated), NYSE, CHV)
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Figura 2.7: Doble Techo Adan y Adén. Figura 2.8: Doble Techo Adéan y Eva.
Figura 2.9: Tomadas de [6]

Liz Claiborne (Apparel, NYSE, LIZ)
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Figura 2.10: Doble Techo Eva y Adan. Figura 2.11: Doble Techo Eva y Eva.
Figura 2.12: Tomadas de [6]

Doble suelo. Este patron de reversion sugiere entrar en una posicion alcista después
de una tendencia bajista. Se caracteriza por dos minimos que estan practicamente al mismo
nivel, formando un pico situado en medio. Igualmente como en el doble techo los subtipos de
patrones estdn determinados por valles Adan y Eva.
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Figura 2.13: Doble Suelo Adan y Adén.
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Figura 2.15: Doble Suelo Eva y Adan.
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Figura 2.14: Doble Suelo Adéan y Eva.

Circus Circus Enterprises, Inc. (Hotel/Gaming, NYSE, CIR)

W'“’*”’
i, H}”wa “m WF M

ail vt
| l'"'”phl"“"h wlll.‘l.m ||f’“|| ol .
lll",”l | i H{, I Uptrend Resumes. 34
Rising Price Trend l{ “‘ |"|JnM" |’| l, W 2
TR
' W ||

~—

Fve & Fve 26

Double Bottom 25
4
23
N

Nov Dec Jan93  Feb Mar Apr May  Jun JuiAug Sep Ot Nov

Figura 2.16: Doble Suelo Eva y Eva.

Figura 2.17: Tomadas de [6]

Cabeza y Hombros. Este patron de reversiéon indica que debemos de entrar en una
posicién bajista tras una tendencia alcista. Como su nombre lo indica, el patréon consiste
en tres techos en el que el maximo mas alto se encuentra en el medio, los picos laterales se
denominan hombros y el central cabeza. La linea que conecta los dos valles es la linea del
cuello ("neckline"), cuando esta linea cruza la serie de precios aparece la ruptura, la cual
sugiere a los traders entrar en operaciones en la direcciéon de la nueva tendencia.
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Dupont {Chemical (Basic), NYSE, DD)
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Figura 2.18: Patron de Cabeza y Hombros, las barras negras son los volumen del activo que
suele ser mayor en el hombro izquierdo que en el derecho. Tomada de [6].

Cabeza y Hombros (Invertido). Este patron de reversion indica que debemos entrar en
una posicion alcista tras una tendencia bajista. Como su nombre lo indica, el patrén consiste
en tres valles en el que el minimo més bajo se encuentra en el medio, los valles laterales se
denominan hombros y el central cabeza. La linea que conecta los dos picos es la linea del
cuello ("neckline"), cuando esta linea cruza la serie de precios aparece la ruptura, la cual
sugiere a los traders entrar en operaciones en la direcciéon de la nueva tendencia.

Alaska Air Group, Inc (Air Transport, NYSE, ALK)
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Figura 2.19: Patréon de Cabeza y Hombros invertido, las barras negras son los volumen del
activo que suele ser méas alto en el hombro izquierdo o cabeza, pero menor en el hombro
derecho. El patron A-B—C no es un patrén de cabeza y hombros invertido porque los puntos
A y C no son puntos minimos. Tomada de [6].
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2.2.2. Patrones de Continuacion

Son patrones que sugieren que la tendencia actual continuaré después de una pausa tempo-
ral. Son usualmente usados para identificar posibles puntos de entrada en el mercado durante
una tendencia existente. Entre los patrones mas comunes estan: los rectangulos y los scallops.

Rectangulos. Este patron se puede clasificar como patrén de continuacion o de reversion,
dependiendo de las tendencias y de como se hacen la ruptura del precio al salir del rectangulo.
Su forma se caracteriza por un movimiento de precios lateral entre dos niveles horizontales
de soporte y resistencia.

El siguiente ejemplo ilustra la continuacion de una tendencia alcista consolidada. En este
caso, se observa un gap de ruptura alcista, que se produce cuando el precio supera un nivel
de resistencia previamente establecido. Este movimiento, reforzado por la apariciéon de un
gap de continuaciéon y un alto volumen de negociacion, incrementa la probabilidad de que la
tendencia alcista continte.

Russell Corp. (Apparel, NYSE, RML)
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Figura 2.20: Continuaciéon de una tendencia alcista tras la aparicién de patron rectangulo.
Tomada de [6].

Scallop Ascendente. Es un patron grafico que puede considerarse como una continua-
cion alcista cuando se forma dentro de una tendencia alcista establecida. Este patron muestra
una serie de minimos ascendentes que conforman el "bowl"o cuenco inicial. Posteriormente,
el precio alcanza un méximo mas alto conocido en un camino conocido como el "handle". La
confirmacién del patréon como continuacion alcista ocurre cuando el precio rompe por encima
del maximo maés alto, indicando una posible continuaciéon de la tendencia alcista subyacente.

21



Dr. Felitt SacoLs CAPITULO 2. ANALISIS TECNICO

Claires Stores (Retail (Special Lines), NYSE, CLE)
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Figura 2.21: Patron Scallop Ascendente. Tomada de [6].
Tridngulos. Hay tres tipos de tridngulos: simétricos, ascendentes y descendentes.

El patron triangulo simétrico se caracteriza por la convergencia de dos lineas de ten-
dencia. La linea de tendencia superior une una serie de maximos descendentes, mientras que
la linea de tendencia inferior conecta una serie de minimos ascendentes. Generalmente, este
patron sugiere la continuacion de la tendencia existente, aunque también puede senalar una
reversion. La direccion en la que se produce la ruptura (ya sea por encima o por debajo de
las lineas de tendencia) es fundamental para predecir el movimiento futuro del precio.

Gateway Inc. (Computers & Peripherals, NYSE, GTW)
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Figura 2.22: Patron triangulo simétrico de una tendencia bajista. Tomada de [6].

El triAngulo ascendente se distingue por tener una linea de tendencia inferior que sube
y una linea de tendencia superior que es horizontal. Este patron refleja que los compradores
estdn ganando fuerza, ya que estan dispuestos a pagar precios cada vez mas altos. Normal-
mente, se considera un patrén de continuacion alcista. Si el precio rompe por encima de
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la linea horizontal superior, es una senal fuerte de que la tendencia alcista probablemente
continuaré.

Claires Stores (Retail (Special Lines), NYSE, CLE)
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Figura 2.23: Patron tridangulo ascendente de una tendencia alcista. Tomada de [6].

El triAngulo descendente se caracteriza por una linea superior descendente y una linea
inferior plana o horizontal. Este patron indica que los vendedores estan ganando fuerza al
mostrar disposiciéon para vender a precios mas bajos. Por lo general, se considera un patron
de continuacién bajista. Una ruptura por debajo de la linea horizontal inferior suele senalar
una alta probabilidad de que la tendencia bajista continte.

Allen Tel Inc (Tel Juipment, NYSE, ALN)
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Figura 2.24: Patron tridangulo descendente de una tendencia bajista. Tomada de [6].

En la implementacion, el ensamble de redes neuronales disenado en este trabajo no recibi-
ré reglas especificas sobre los patrones gréaficos estudiados en el analisis técnico. Sin embargo,
aprendera a identificarlos mediante aproximaciones de las senales del conjunto de datos. Este
enfoque permite que el modelo capture y reconozca patrones complejos sin depender de una
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programacion explicita de reglas, lo que mejora su capacidad para adaptarse a diferentes
condiciones de mercado.

En el siguiente capitulo, nos ocuparemos de toda la teoria de wavelets, que es fundamen-
tal para la construcciéon de estas aproximaciones.
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Capitulo 3

Analisis Cuantitativo

3.1. Analisis de Multiresolucion Wavelet

El anélisis de multiresolucion wavelet (WMRA) nos permitira capturar patrones graficos
en diferentes niveles y escalas. Surgié con el propoésito de capturar de manera mas precisa
las caracteristicas locales de las senales e imagenes, especialmente en aquellas que no son
estacionarias o periodicas y que requieren un mayor nivel de detalle.

El término "wavelet" fue creado a partir de la combinacion de las palabras "wave" (onda) y
"let" (pequeno), haciendo referencia a que estas funciones matemaéticas se comportaran como
pequenas ondas que estan localizadas en el tiempo con duraciéon limitada y con un valor
promedio cero. Esto se puede expresar matematicamente a través de dos igualdades, una
funcion wavelet ¢(t) € L*(R) debe de satisfacer las siguientes condiciones:

/_oo Y(t)dt =0 /_Z¢2(t)dt=1

e}

Los investigadores en el campo han propuesto y desarrollado funciones wavelets con el obje-
tivo de abordar diferentes problemas y aplicaciones. Algunas de las wavelets mas populares
son las wavelets de Haar |21], Daubechies [12], Coiflet [12]|, Symlet [3] y Morlet [10].
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Wavelet Haar Wavelet Db2 Wavelet Symlet
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Figura 3.1: Gréficas de las wavelets Haar, Db2 (Daubechies 2) y Symlet generadas con Python
y PyWavelets (pywt).

La wavelet de Morlet es usada en aplicaciones de diagnostico de fallas mecanicas [17] y
analisis de senales biomédicas [4]. Por otro lado, la wavelet Coiflet es usada en el monitoreo
y analisis de perturbaciones que pueden afectar la operacion de equipos electronicos y generar
problemas de calidad de energia eléctrica [15]. La wavelet Symlet, que exhibe una simetria
mayor en comparacion con la wavelet Daubechies, por ejemplo, resulta 1til en métodos avan-
zados para mejorar la deteccion automaética de episodios epilépticos a partir de senales EEG
[27].

Dentro del contexto del WMRA, es crucial seleccionar una familia de wavelets que incluya una
funcion llamada ’escala’. En este capitulo, se definiran los conceptos fundamentales derivados
de esta seleccion: los espacios de aproximacién y los espacios de detalle. Estos espacios
se generaran a partir de conjuntos de funciones derivadas de la funcién de escala (también
conocida como funciéon padre) y de la funcién wavelet (también llamada funcién madre).

Definicion 3.1.1. Decimos que una funcion ¢(t) € L*(R) es una funcion escala si el
conjunto de sus traslaciones enteras {¢(t — k); k € Z}, forman una base ortonormal para el
subespacio cerrado Vo C L*(R), donde Vy := gen{é(t — k); k € Z}. Esto quiere decir que:

1, sik=m

(Por(t); pom(t)) = /_ . G0 k() Pom (1) dt = /_ h Ot — k)p(t —m) dt = {

0, en otro caso

donde ¢ok(t) := ¢(t — k). Ademds el subespacio Vi es conocido como el espacio de aprozima-
cion de escala unitaria.
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Wavelet Haar Wavelet Db2 Wavelet Symlet
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Figura 3.2: Graficas de las funciones escalas Haar, Db2 (Daubechies 2) y Symlet generadas
con Python y PyWavelets (pywt).

El proceso de realizar dilataciones de la funciéon de escala en potencias de dos facilita
un anélisis estructurado y eficiente. La variedad de escalas permite la creaciéon de nuevos
subespacios de aproximacion anidados. Esta estructura jerarquica resultante se convierte en
un elemento clave para el anélisis multiresolucion. La siguiente definicion resume formalmente
la estructura deseada.

Definicion 3.1.2. Decimos que una sucesion de subespacios cerrados {V;; j € Z} de funcio-
nes de L*(R) es llamado un andlisis de multiresolucion wavelet (WMRA) si satisface
las siguientes condiciones:

1. Los espacios estan anidados V; C V,_y Vj € Z.
2. La sucesion es densa en L*(R), es decir, | JV; = L*(R).
3. La interseccion de los subespacios es el subespacio trivial (\V; = {0}.

4. La descomposicion en mailtiples niveles de resolucion establece una relacion entre las
diferentes escalas:

o f(t) € Vi siy sdlo si para todo k € Z, f(t—k) e V.
o f(t) €V, siy sdlo si para todo k € Z, 279/2f(277t) € V.

5. Existe una funcion escala ¢(t) € Vo y por tanto el conjunto {¢(t — k); k € Z} es una
base ortonormal para este subespacio.

El subespacio V; es conocido como espacio de aproximacion para la escala \; = 27.

Observacion 1. Podemos analizar cualquier funcion f(¢) € L*(R) con respecto a V; hacien-
do proyecciones sobre su base.

Sif(t) e W,
f(t) = Z apdor(t) = Z app(t — k)

k=—o00 k=—00
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donde a = (f(t), do.x( / f(t)por(t) dt = / f(t)o(t — k) dt son los llamados

coeficientes de aproximaciéon en escala unitaria.

En el caso de que f(t) ¢ Vj, la expresion anterior representa una aproximacion a f(t). De-
pendiendo de la complejidad de la funcién, esta aproximaciéon puede mejorar si proyectamos
f(t) en subespacios anidados con otras escalas.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos la funcion escala Haar dada por la expresion:

1, si0<t<L1

Ht —
¢7 (1) 0, otro caso.

Entonces las funciones bases que componen al espacio Vj tienen la forma:

1, sik<t<k+]1

0, otro caso,

Pon(t) = ¢ (t — k) = {

de las cuales facilmente se puede verificar la condicién de ortogonalidad. Ademas si f(t) € Vp
podemos enontrar los coeficientes de aproximaciéon en la escala unitaria:

Zak¢0kz Zak¢Ht— —ag, para k <t < k+ 1.

k=—o00 k=—o00

Esto nos dice que el espacio de aproximacion de escala unitaria consiste de todas las
funciones en L*(R) que son constantes sobre cada intervalo de forma: k < ¢t < k + 1, para
todo k € Z, es decir intervalos de longitud uno. En el caso 7 = —1 seran funciones constantes
en intervalos de longitud 1/2, y asi sucesivamente.

Teorema 3.1.4. El conjunto {277/2¢(277t — k); k € Z} es una base ortonormal para

el espacio de aproxzimacion V; con escala \;. Estas funciones se denotan como ¢;r(t) =
2792¢(279t — k).

Demostracion. Gracias a la existencia de una base ortonormal en Vj las siguientes igualdades
se mantienen:

00 S 1 1 k=
/_ Do,k () Pom(t) dt = /_ ot —k)o(t —m) dt = {07 S(lgn otr?caso.

Por otra lado, podemos deducir que calcular producto interno en la escala unitaria es equi-
valente a calcular el producto interno en en la escala \; haciendo una dilatacién de 27 de la
siguiente forma:

(b0 (t): Gom(t / b0 (D)o () dt = / G0x(27'0) ¢°;<2 "t = (631 (1), 3m(D))

Entonces la ortonormalidad en la escala A; se hereda de la escala unitaria. O
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Observacién 2. Por definicion de WMRA los subespacios V; son cerrados, entonces por
el teorema anterior podemos concluir que V; = gen{¢;(t); k € Z}. Esto garantiza que la
aproximacion de una funciéon en un subespacio de aproximacion pueda ser representada de
manera Unica en una misma escala.

Ahora presentaremos el teorema de la relaciéon de dos escalas, el cual establece una
relacion recursiva fundamental para las funciones de escala en el analisis de multiresolucion.

Teorema 3.1.5 (|5]). Supongamos que {V}; j € Z} es un andlisis de multiresolucion con
funcion escala ¢(t). Entonces se tiene las siguientes igualdades:

o(t) = Y puo(2t — k), donde pj, =2 / o) (2t — k)dt
k=—o00 —o0
Ademas, se cumple también:
S —1) = > prad(2t—k)
k=—00

0 equivalentemente

$1ju(t) = 2717 Zpk72z¢fj,k(t)
K

La teoria del analisis de espacios de Hilbert garantiza la existencia del complemento
ortogonal de cualquier subespacio cerrado. Por lo tanto, para cada subespacio V;;, deseamos
encontrar su complemento ortogonal V;frl dentro de V;. Estos espacios nos ayudaran a mejorar
las aproximaciones de las funciones en L?(R). Para ser mas precisos estos espacios se definen
como:

Definiciéon 3.1.6. Sea {V}; j € Z} un andlisis multiresolucion, entonces cada subespacio
Vi1 tiene su complemento ortogonal en V;, el cual denotaremos por Wi, este espacio es
llamado el espacto detalle para la escala \; .

Asi, escribimos V; como una suma directa:
Vi=Vipn®Wp
que por iteracion se puede reescribir como:
‘/}:M/}‘+1@Wj+2@"'
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Figura 3.3: En la figura se presenta un diagrama de Venn que ilustra los espacios anidados
Vi y W; [21].

Teorema 3.1.7 ([5]). Supongamos que {V;; j € Z} es un andlisis de multiresolucion con
funcion escala dada por:

o0 =S mol2t— k) donde p=2 [ s(tyo(2t - hyas

Entonces la expresion:
() = S (1) pr (2t — k)
k
cumple las condiciones de una wavelet y los espacios ortogonales W; son los subespacios

gen{;x(t); k € Z}, donde ;4 (t) := 279/2p(279¢t — k).

Ejemplo 3.1.8. La Wavelet de Haar

En este ejemplo, exploraremos la construccion de la funcion wavelet de Haar 1% (t) a partir de
su funcion de escala asociada ¢ (t) y de su analisis de multiresolucion {V;};cz. También vere-
mos como construir los espacios de detalle utilizando la definicion de complemento ortogonal.

La funcién de escala de Haar estd dada por la formula:

1, si0o<t<1,
¢"(t) = {
0, en otro caso.

Deseamos encontrar el subespacio de detalle para V. En otras palabras, queremos expresar
V; como una suma directa de subespacios:

Vi=Via ® W
Para ser mas ilustrativos, encontraremos el subespacio ortogonal de Vj, que corresponde
al caso 7 = —1 y luego haremos una generalizacion. El subespacio Vj es generado por las
traslaciones de la funcion de escala ¢ (t), entonces proponemos que el complemento ortogonal
se genere por las traslaciones de una funcién de soporte compacto que denotamos por ¥ ().
Por tanto, esta funcion debe de satisfacer las siguientes condiciones:
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e Dado que ¥ (t) € V_;, se puede expresar como una combinacién lineal de funciones
en V_;. Es decir, existen escalares pj, tales que ¥ (t) = 3" ap¢™ (2t — k). Gracias a la
condicion de soporte compacto, podemos garantizar que solo un nimero finito de estos
escalares son diferentes de cero.

e 11, es ortogonal a Vj, entonces para todos los enteros k, ffooo P (z)pt (x — k)dx = 0.

Si tomamos k = 0, se puede deducir facilmente que la funcién mas simple que satisface
ambas condiciones es:

()

1
1 10<t< =
) S1 — 27

x
Pt ={_1 41 > :
() Losigsi<l 0,5 0.5 1 15
0, en otro caso.
_1 1 —)
Observemos que la funcién wavelet se puede escribir en términos de la funciéon escala:
Pi(t) = o™ (2t) — 9" (2t — 1) (3.1)

entonces los coeficientes de la primera condicién son ag =1y a; = —1.

En el caso general, demostraremos que para cualquier j, el espacio W;,; esta constituido
por el conjunto de funciones de la forma:

Zamﬁ ]Jrl)t — ), ap € R,

keZ
donde solo un namero finito de los coeficientes a;, son diferentes de cero.

Nuevamente, para esta demostracion debemos verificar dos condiciones:

e Cada funcion de W, es ortogonal a cada funcién de Vj,;.

e Cualquier funcion de V; que sea ortogonal a V;,; debe de pertenecer a Wj;.

Sea g(t) € W1, entonces g(t) se puede escribir como g(t) = Y, ., axtp(279 Dt — k). Quere-
mos mostrar que g(t) es ortogonal a cualquier f(t) € Vj41.

(S awlt — k), 20702 (241 =0, porque 207/ f(241) € W

/ S aup(t — k) - 2002 f(27 )t =
9—(+1)/ / Z aptp(27U gy — k) f(y)dy = 0, con el cambio de variable y = 271t
27U 2(g(y), f(y)) =0
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Con esto, hemos demostrado la primera condiciéon. La segunda condiciéon se deriva directa-
mente del resultado presentado en [5] y con esto concluimos el ejemplo.

El siguiente teorema proporciona las féormulas para calcular los coeficientes en los espacios
de detalle y aproximacion utilizando la wavelet Haar.

Teorema 3.1.9 ([5]). Descomposicion de Haar. Supongamos que tenemos un andlisis de
multiresolucion de la wavelet Haar, y sea

fit) = "ale(277t — k) € V.

kEZ

Entonces, f;(t) se puede descomponer como

fi(t) = wja(t) + fia(t),

donde ‘
wia(t) = Y B0 — k) € Wy,
kEZ
frn() = a2 0t — k) € Vi,
kEZ
con

pitt — aj% - a%k—kl Gt = aék + aj2k+1‘
F 2 bk 2

Durante todo el capitulo hemos trabajado con espacios de funciones de Hilbert en L?(R)
y hemos mencionado que el WMRA se aplica al procesamiento de senales. En términos ma-
tematicos, las senales pueden ser continuas o discretas. Las senales continuas son funciones
continuas a trozos. En nuestro caso, estamos interesados en aplicar la teoria a series de pre-
cios, que no son mas que senales discretas. Estas seniales se pueden considerar como sucesiones
de elementos en el espacio /%(R).

En el teorema 3.1.9, vimos como hacer una descomposiciéon de una senal de forma cons-
tructiva. Sin embargo, estas descomposiciones se pueden calcular de forma mas simple uti-
lizando filtros y convoluciones sobre sucesiones. A continuacién, definiremos estos conceptos
principalmente en términos de sucesiones, aunque también tienen su version continua.

Definicién 3.1.10. Un filtro se define como un operador F que actia sobre senales (pueden
ser continuas o discretas), estos filtros deben de ser lineales e invariantes en en el tiempo, es
decir, si f y g son senales:

o Linealidad. F(f(t)+cg(t)) = F(f(t)) +cF(g(t)), para cualquier constante c.

e Invarianza en el tiempo. F(f,) = F.(f), donde f,(t) = f(t —a) y Fu(f)(t) =
(FH( = a).

La operacion de traslacion en el caso discreto, aplicada a una senal z,, estd definida para
cada entrada t-ésima [Fo(x)]; = F(x)i—q

32



3.1. ANALISIS DE MULTIRESOLUCION WAVELET Daniela MARTINEZ

Definicion 3.1.11. La convolucion, denotada por x, es una operacion que, en el caso
discreto, se define para dos sucesiones x; y y; de la siguiente manera:

(xy)e = Z TkYt—ks

k=—o00

stempre que las series tnvolucradas sean absolutamente convergentes.

Teorema 3.1.12 ([5]). Sea F un operador que actia sobre senales discretas x;. El operador
F es un filtro st y solo si existe una sucesion f; tal que para toda sucesion x;:

F(x)e = (f x2)q,

siempre que las series involucradas sean absolutamente convergentes. La sucesion f; es de-
nominada respuesta a impulso.

Definiciéon 3.1.13. Filtro paso alto y paso bajo. Supongamos que {V;; j € Z} es un
andlisis de multiresolucion con funcion escala dada por:

t)=> ped(2t —k) donde m—2/ﬁ¢@d%—@ﬁ

y consideremos las sucesiones g, y hy definidas por:

1 1

gk = 5(—1)kpk+1 hy == Pk (3.2)

Definimos filtros discretos paso alto G y paso bajo ‘H a partir de sus respuesta de impulso gy
y hy respectivamente:

G@)p=(g*z)y  H@)p = (h*2)y

El filtro de paso bajo (LPF) se utiliza para suavizar la senal y obtener la aproximacion de
baja frecuencia en cada escala de descomposicion, mientras que el filtro de paso alto (HPF)
se emplea para extraer los detalles de alta frecuencia en cada escala de descomposicion.

Teorema 3.1.14 ([5]). Coeficientes de descomposicion. Sea xz(t) una senal en algin
subespacio V;, y consideremos la suma directa de los subespacios aprozimacion y detalle V; =
Vis1 @ Wiiq, entonces existe una descomposicion en la concatenacion de bases {¢ji1x ez U

{¥j111}kez dada por:

=Yl ban(t) + 0 s (8)

keZ keZ

0 equivalentemente

w(t) = alt'e(2 Ut — k) + > b2 0 — k)

keZ keZ
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donde los coeficientes estan dados por las formulas:

J+1 — 9= Zpk zlak (3.3)

keZ

=271 (—1)fpi_pymd] (3.4)

keZ

y al, =272 (x(t), ¢ u(t)).

Definiciéon 3.1.15. Dada una sucesion x,, el downsampling D por un factor M es una
operacion que genera una MUEVA SUCESION Y,,, definida por:

Ym = D(xn> = TmM

Esto significa que la sucesion v, contiene solo cada M-ésima entrada de la sucesion
original x,,, eliminando las demds entradas. En el caso de WMRA se toma M = 2.

Corolario 3.1.16. Los filtros de paso alto y paso bajo calculan los coeficientes de la descom-
posicion después de realizar la operacion de downsampling en una escala ;.

Demostracion. Vamos a tomar = a’ en la definicion de filtros 3.1.13 y calculamos:

H(a’), = (h*a’), thal p = Z “p_pal_, = Zpk_lai
k::oo

e} o)

, ‘ i . 1 4 1 B 4
G(a' )= (gxd) = Z IRy, = Z 5(_1)kpk+lag—k — 9 Z (=D)"*p1rpia,

Si comparamos los valores obtenidos con las ecuaciones 3.3 y 3.4, podemos concluir que se
obtienen los resultados esperados:

a ' =H@)y y b =G(a)a

HPF: y(1)

LPF: §()

x(n) ————»

Figura 3.4: Senal descompuesta en componentes de detalle (¢D) y aproximacion (cA) me-
diante filtros paso bajo y paso alto.
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Los filtros se dividen generalmente en dos categorias principales: filtros de longitud finita
(FIR) y filtros de longitud infinita (IIR). En el contexto del analisis de multiresolucion, el
soporte compacto de la funciéon de escala implica que esta funcion es diferente de cero solo
en un intervalo finito. Esto se traduce directamente en la finitud de los coeficientes del filtro
asociados, definiendo longitud del filtro a el nimero de elementos diferentes de cero en la
respuesta al impulso del filtro. Familias de wavelets con soporte compacto comunes son las
wavelets de Haar, Daubechies, Symlets, y Coiflets.

La cuadratura de espejo es un método utilizado en el diseno de filtros para obtener un
filtro de paso alto a partir de un filtro de paso bajo existente, 6 para obtener un filtro paso
bajo a partir de un filtro paso alto.

Observacion 3. Cuadratura de espejo. La relacion entre los coeficientes de los filtros
(FIR), es decir, la relacion entre las respuestas de impulso hy y g, se describe mediante:

h, = (—=1)" gy 1 4

y de manera equivalente:

g = (—1)*hy_1-x
Donde N es la longitud del filtro.

Demostracion. De la definicion de filtros 3.1.13 tenemos que para un filtro de longitud N la

1 -
respuesta de impulso hj, = épN_,;, entonces evaluando k = N —k—1 se sigue pry1 = 2hn_g_1.

Nuevamente utilizando la definicién 3.1.13 la respuesta de impulso gg:

1 1
gk = 5(—1)kpk+1 = 5(—1)]62th1#1 = (=1)*hn_j_1
Similarmente se obtiene la otra igualdad. O

Definiciéon 3.1.17. Sea {h;}icz una respuesta a impulso de filtro de longitud finita, decimos
que los coeficientes del filtro estdn normalizados si:

Y hi=1
leZ

Ejemplo 3.1.18. Filtro de Haar. En la practica, los filtros de las wavelets suelen ser con-
sultados directamente, ya que se emplean wavelets conocidas. Sin embargo, decidimos realizar
la tarea de construir el filtro de la wavelet Haar de manera constructiva, con el fin de mejorar
la comprension del concepto.

Como se observo en el ejemplo de la wavelet de Haar 3.1.8, la expresion de la funcion wavelet
en funciéon de la funcién escala estéa dada por:

Wi (t) = ¢"(2t) — 6" (2t — 1)
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Comparando esta expresion con la definicion de la funcion wavelet del teorema 3.1.7 en tér-
minos de los coeficientes py, obtenemos que py = p; = 1.

Entonces podemos calcular la respuesta de impulso del filtro paso alto y filtro paso bajo
dados por la formulas 3.2:

11
g = {...,O,—§,§,0,...}
N——
k=—1,0
11
hi = 0, =,=,0
k { y Uy 27 9 s Uy }
k=—1,0
y con esto calculamos los filtros:
1 1
G = (g*2)p = §l’k - §=’Ek+1
1 1

Con esto, al evaluar x = a/ obtenemos los coeficientes de aproximacién y detalle haciendo
uso de filtros, que correspondes a los mismos coeficientes constructiva en el teorema 3.1.9
calculados de forma constructiva:

al"' = DH(a))y b = DG(d’)i
En el caso de la implementacion usaremos los coeficientes de los filtros normalizados.

Ejemplo 3.1.19. Wavelets Daubechies Para realizar un anélisis de multiresolucién en la
implementaciéon de este trabajo, seleccionamos la wavelet de Daubechies db2.

Las wavelets de Daubechies, denotadas como dbn, en honor a Ingrid Daubechies, quien
las introdujo en 1988 [11], representan una familia de wavelets ortogonales® utilizadas para
llevar a cabo un analisis multiresolucion de senales discretas. Entre ellas, el caso mas elemen-
tal surge cuando n = 1, correspondiendo a las conocidas wavelets de Haar. Por otro lado,
para n > 2, estas wavelets se distinguen por su continuidad y su soporte compacto.

Es importante destacar que las wavelets ortogonales, como las de Daubechies, gozan de
amplio uso en aplicaciones de compresiéon de datos. Su uso en estos trabajos se justifica por
la demostrada eficiencia en la representacion y reconstrucciéon precisa de senales, lo que las
convierte en herramientas valiosas para nuestro anéalisis. En particular, se trabaja con n = 2,
porque es la familia de Daubechies con menor longitud en su filtro, lo que logra obtener mejor
tiempo de ejecucion.

Lo que significa que las funciones base (tanto de los espacios de aproximacién como de los espacios de
detalle) son ortogonales entre si.
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Coeficientes de la descomposiciéon db2

Los coeficientes de los filtros paso bajo y paso alto de la wavelet db2 para definir el filtro

paso alto G y el filtro paso bajo H los consultamos en [5]:

b3 P2 P1 Po
2727272
k=—3,—-2,—1,0

he =1{...,0, ,0,0,...}

_ o P1 P2 P3
gk_{"'7070707\2 727 2 72/7"‘}
K::lr,o,l,Q
donde:
14++/3 343 3-V3 1-+3
Po = 1 b= 1 P2 = 1 p3 = 1

. . ., +1 +1 2
Entonces los coeficientes de aproximacion a{f y detalle b,jf estan dados por:

al’' = D(hxal), = (poaék + plajékﬂ + P2agk+2 +P3agk+3) ) (3.5)

| —

) , A A , _
b‘ljcil = D(g*ad)p1 = 2 <p3a;k — P2l g + Prlgg, o — poa;ms) . (3.6)

El articulo de estudio central de esta tesis [9] realiza el anéalisis multiresolucién para
obtener los coeficientes que son necesarios en el algoritmo matching pursuit usando la des-
composiciéon que se enunciaran en el siguiente teorema. Sin embargo, nosotros empleamos
una técnica mucho mas refinada que se explicaré después del ejemplo de este teorema.

Teorema 3.1.20 (|21]). Sea {V}, j € Z} un andlisis multiresolucion con funcion escala ¢(t),
y funcion wavelet 1(t), entonces obtenemos los siguientes resultados:

e Para cualquier 7, tenemos una suma directa de subespacios:

Viewjew,ne---=JV=L*R
leZ

De aqui obtenemos la aproximacion a cualquier senal x(t), asi:

Z al bt Z Z bitbr(t)

k=—o00 l=—00 k=—00

Los ai son denominados coeficientes de aprozimacion y bl coeficientes de detalle.
o El conjunto {¢;x(t), k € Z} es una base ortonormal para W;.

e Ademds que tenemos una suma directa que depende unicamente de la funcion wavelet:

Dwi-

leZ

y de aqui cualquier senal x(t) puede ser expresada de forma unica como:

l=—0 k=—
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Para la demostracion de este teorema, refiérase a [21], pagina 482.

Ejemplo 3.1.21. Realizaremos un anélisis multiresolucion utilizando la wavelet de Haar.
Consideremos la senal discreta {z;}ez = {...,0,5,7,8,8,4,2,—0,5,—1,5,0,... }, que repre-

-—
t=0,1,2,3,4,5,6,7

sentaremos graficamente como una funcién a trozos para interpretar visualmente los filtros.

En el teorema 3.1.9 se calcularon los coeficientes de descomposicion de la wavelet Haar,
de esas ecuaciones podemos interpretar que los coeficientes de aproximacion se obtienen me-
diante un proceso de promedio ponderado, mientras que los coeficientes de detalle representan
las diferencias entre la sefial original y su version aproximada (también llamada fluctuacion).

En la grafica, el color rojo representa los coeficientes de aproximacion y el azul los coefi-

cientes de detalle correspondiente a cada escala.

gt gt
81 81
71 71
6 1 6
5 5
41 41
31 31
21 91
1 14
_1(1)0’1’2’3’4’5:’7’8’93: :12()%1=Q=3=4=5J=78=97x
-9 -2 o
Senal Primera Descomposicion )\
517|188 |42 F05-15 6|83 [-1|-1[0]1]05
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01 01
81 81
7 7
6 61
51 51
41 4
31 31
21 21
11 11
I1?B’1’2’3’4’55’7’8’9x i1?6’1’2’3’4’5’6’7’8’9x
Segunda Descomposiciéon A, Tercera Descomposicion A3
701 -1]2|-110]11|05 413 1(-112(-1]0|1]05

3.1.1. Paquetes Wavelet

El concepto de paquetes wavelets fue introducido por primera vez por Coifman, Meyer
y Wickerhauser a principios de la década de 1990. La idea principal es proporcionar una
herramienta que permita una descomposicion més completa y flexible de las senales en tér-
minos de frecuencia y localizaciéon en el tiempo. Esto se logra mediante una gradacion mas fina
en las componentes de frecuencia (relacionando estas con los espacios de detalle antes vistos).

La descomposicion de paquetes wavelet es usada en aplicaciones como: eliminaciéon de ruido,
comprension de senal e imagen, anélisis espectral, clasificacion de senales e imagenes, entre
otras. En nuestro caso, nos servira para crear un diccionario ? que serd parte importante en
la creacion de caracteristicas de nuestra red neuronal.

Construccion de paquetes wavelet

Anteriormente, en el analisis de multiresolucion, para cada escala solo se calcula el espacio
de detalle correspondiente al subespacio de aproximacion. Sin embargo, en los paquetes wa-
velets, buscamos encontrar el espacio de detalle a ambos subespacios: aproximacion y detalle.
Por ejemplos, supongamos que tenemos una senal x(t) € Vj que se puede descomponer en dos
escalas. Las siguientes imagenes ilustran la diferencia entre una descomposicion utilizando
WMRA y otra utilizando paquetes de wavelets.

2Los diccionarios se definen en 3.1.26, sin embargo hago referencia a este concepto para argumentar la
construccién de paquetes wavelets
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VN VN
V/ \% V/ \WZ V/ \Wf

Figura 3.5: Estructura de WMRA Figura 3.6: Estructura de Paquetes

En el caso de los paquetes wavelets, aparecen nuevos espacios Vi* y W/, que tienen pro-
piedades similares a los espacios de aproximacion y detalle ya construidos en el WMRA. A
continuacion, construiremos esta nueva estructura, utilizando nuestra herramienta de filtros
ya definida.

Cada subespacio estara definido por las bases correspondientes. Estas bases se construiran a
partir de las funciones {w, },en que definiremos utilizando los coeficientes normalizados de
los filtros g, (HPF) y hy, (LPF) de longitud N y de las funciones escala y wavelet seleccionadas.

Definimos la sucesion de funciones {w, },en de la siguiente forma:

2N—-1

won(t) = V2 ) h_yw, (2t — k) (3.7)

2N—-1

Wons1 () = V2 ) gpw, (2t — k) (3.8)
k=0

Cuando n = 0, las expresiones (3.7) y (3.8) se reducen por definiciéon a las funciones de
escala y wavelet:

2N—1 2N-1
wo(t) = V2 Y hojwo(2t — k) =v2 Y h_yp(2t — k) (3.9)
2IJ€V:—01 2Jk\f:—01

wi(t) =v2 Y gpwo(2t —k) = V2 Y g (2t — k) (3.10)

de las definiciones de los filtros normalizados 3.1.13 obtenemos:

1 1
h_p = — = —(=1)*p,_
k \/ﬁpk 99—k \/5( ) P1—k

Reemplazamos en 3.9 y 3.10, luego comparamos con la definicion de wavelet presentada en
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el teorema 3.1.7:

2N—-1 2N—-1
=V2 Y hod(2t—k) = ) ped(2t — k) = (1)
k=0 k=0
2N—1 2N-1
=V2 Y g2t —k) =D (—1)fpi_rp(2t — k) =(t)
k=0 k=0

Ejemplo 3.1.22. Consideramos el ejemplo mas simple que es la wavelet Haar, en este caso
N =1y los filtros:

1 1
ho=h_1 = 7 (LPF) 'y  go=-ga= 7 (HPF)

Para los valores de Haar, las ecuaciones (3.7) y (3.8) se reducen a:

Wap(t) = wn(2t) + w, (2t — 1) (3.11)
Wan41(t) = w,(2t) — w, (2t — 1) (3.12)

Dado que wq(t) = 9 (t) para n = 1 tenemos que wy(t) = ¥ (2t) + (2t — 1).

wo wl w2

100 100
075 075
050 050
06 025 025
000 0.00
o4 -0.25 -0.25
050 050
02
075 075
00 -1.00 -1.00
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1o

(a) w0 (b) wl (c) w2

w3 wa w5

1.00 100 — — — 100 " "
075 075 075

050 0.50 0.50

025 025 025

0.00 0.00 0.00

-0.25 -0.25 -0.25

-0.50 -0.50 -0.50

-0.75 -0.75 -0.75

-1.00 -1.00 —J — —J -1.00 —J —J

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08

(d) w3 (e) w4 (f) wb

Figura 3.7: Primeras funciones w; correspondientes a la wavelet Haar, implementadas en
Python.
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Implementacién de las funciones w,,

Para llevar a cabo esta implementacion, nos apoyamos en la biblioteca de codigo abierto
PyWavelets, disenada en Python.

Esta biblioteca trae consigo una lista de wavelets, donde cada una satisface propiedades
particulares:

>>> import pywt

>>> pywt.families()

[’haar’, ’db’, ’sym’, ’coif’, ’bior’, ’rbio’, ’dmey’,’gaus’, ’mexh’, ’morl’,
>cgau’, ’shan’, ’fbsp’, ’cmor’]

De esta biblioteca podemos obtener informacién béasica acerca de las familias de wavelets que
ofrece, la descripcion para la wavelet de Daubechies db2 es:

>>> import pywt
>>> wavelet = pywt.Wavelet(’db2’)
>>> print(wavelet)

Wavelet db2

Family name: Daubechies
Short name: db

Filters length: 4
Orthogonal: True
Biorthogonal: True
Symmetry: asymmetric
DWT: True

CWT: False

En el contexto de la biblioteca PyWavelets (pywt), cuando se establece que DWT es True,
implica que se esta realizando una Transformada Wavelet Discreta (DWT), lo que significa
que se estan utilizando funciones de escala para generar un WMRA. Ahora, para invocar las
instancias funcion escala y funcion detalle debemos indicar el parametro nivel que controla el
ntmero de puntos de la descomposicion wavelet, que como ya hemos hablado anteriormente
esto determinara el niimero de etapas de descomposicion que se deben realizar. Cuanto mayor
sea el nivel, mas detalles se extraeran de la senal o la imagen.

phi, psi, x = pywt.Wavelet(’db2’).wavefun(level=level)

El nivel j determina la escala 2/ entonces por cada unidad en el soporte la grafica sera
aproximada con 27 + 1 puntos.
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Figura 3.8: Graficas de la funcion ¢ (6 funcion escala) en diferentes escala.
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Figura 3.9: Graficas de la funcion ¢ (6 funcion wavelet) en diferentes escala.

La biblioteca pywt proporciona tnicamente las funciones escala y wavelet en diversos
niveles, pero no realiza el calculo completo del paquete wavelets. Para hacer esta implemen-
tacion, iniciamos creando una clase llamada Function para poder manipular de mejor manera
las transformaciones® que se requieran hacer en el arreglo del dominio y del rango.

class Function:

nnn

Esta clase representa una funcién y tiene los siguientes atributos:

3Hago referencia a las transformaciones dadas por la definicién recursiva 3.7 y 3.8
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- x (lista): El dominio.
- y (lista): El rango.

Métodos disponibles:

- vcomp(self, factor): Realiza una compresidén vertical.

- transform(self, k): Realiza dos transformaciones: la primera es una
traslacién horizontal k (hacia la derecha) y la segunda es una
compresién horizontal por un factor de 2.

- atom_transform(self, j, k): Realiza dos transformaciones: la primera
es una traslacidén horizontal k (hacia la derecha) y la segunda es una
dilatacién horizontal por un factor de 2x%xj.

- __add__(self, other_function): Calcula la suma entre dos funciones.

nmn

A continuacion, implementamos recursivamente las funciones w,, mediante la definiciéon de
la funcion package(wavelet, n, level). El nombre de esta funcion se debe a que estas funciones
constituyen las bases de lo que llamamos un paquete wavelet. Recordemos que los filtros de
la wavelet db2 fueron calculados en la seccion 3.1.19:

def package(wavelet, n, level):

nmn

Calcula el n-ésimo paquete de la wavelet dada.

Args:
wavelet: Nombre de una wavelet incluida en la biblioteca PyWavelets,
las mé&s usadas son: db, sym, coif, haar, bior, rbio, dmey, cdf y shan.
n: parametro de frecuencia.

Returns: la funcidén n-ésimo paquete.
nmn

phi, psi, x = pywt.Wavelet(wavelet).wavefun(level=level)

h = np.sqrt(2) * np.array(pywt.Wavelet(wavelet).dec_lo) [::-1]
g = np.sqrt(2) * np.array(pywt.Wavelet(wavelet).dec_hi) [::-1]
1 = len(h)
if n == 0:

return Function(x, phi)
if n ==

return Function(x, psi)
if (n % 2) == 0 and (n != 0):
w = package(wavelet, n/2, level).transform(0).vcomp(h[0])
for k in range(1, 1):
w = w + package(wavelet, n/2, level).transform(k).vcomp(h[k])
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return w
if (n % 2) ==1and (n !'= 1):
w = package(wavelet, (n-1) / 2, level).transform(0).vcomp(g[0])
for k in range(1, 1):
w = w + package(wavelet, (n-1)/2, level).transform(k).vcomp(glk])

return w
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Figura 3.10: Representacion grafica de las primeras nueve funciones w,, de la wavelet db2.

Definicién 3.1.23. El conjunto de funciones W;,, se define como la coleccion de todas las
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funciones (wy,);x(t), definidas por:
(wn);k(t) = 27920, (279t — k)
donde k es un nimero entero. Estas funciones componen (j,n)-paquete wavelet.

El paquete wavelet, por lo tanto, es la agrupacion de todos los conjuntos W;,. Mds es-
pecificamente, se define como {W,,; j € Z yn € N}.

Cuando fijamos una escala, podemos organizar todos los paquetes en una estructura de
arbol binario. Por ejemplo, para 7 = 2 los paquetes pueden ser organizados como:

///\\\
/\ /\

/\ ANEVAN /\

Wi Wiso Ws3  Wsy Wss Wi

Definiciéon 3.1.24. Dotamos a todos los paquetes con estructura de espacio generado cerrado
W, entonces para cada paquete (j,n) el espacio W;,, se divide es dos subespacios:

Vii=Wit1n llamado Espacio de Aproxrimacion

W; = Wi 2041 llamado Espacio de Detalle

El espacio Wy que es el nodo del drbol serd llamado V.

I4/_7‘7"1

/N

I/VjJrl,Zn (V}) Wj+1,2n+1 (WJ)

Teorema 3.1.25. Los espacios generados por los paquetes wavelets satisfacen las siguientes
afirmaciones:
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1. Para todo n € N, W, ,, es una base ortogonal para W ,,.
2. La concatenacion de las bases de V; y W; forma una base ortogonal para W,,.

3. Wi, =V, ® W, esto implica que la condicion de ortogonalidad entre las funciones w,
se satisface por nivel

Demostracion. 1. Para demostrar que W;,, es una base ortogonal para W ,, necesitamos
probar dos cosas:

a) W;, es un conjunto ortogonal.
b) W;, genera W,

Dado W;,, = {(wn);x | k € Z}, debemos probar que para todo n € IN:
((wn) ik, (Wp)jpr) =0 para k K

Esto se puede verificar haciendo induccién sobre n y desglosando la definicion de las
funciones (wy,);x:

Para n = 0, (wp);x(t) = 279/ 2we(279t — k) = 279/2¢(279t — k), la condicién de or-
togonalidad se hereda de la ortogonalidad de los espacios de aproximacion vistos en el
WMRA.

Para n = 1, (wy);x(t) = 2792w (277t — k) = 279/%)(277t — k), la condicién de ortogo-
nalidad se hereda de la ortogonalidad de los espacios de detalle vistos en el WMRA.
Ahora supongamos que la hipotesis del paso inductivo se satisface para las funciones
w, con n < 2m (en el caso par), y n < 2m+ 1 (en el caso impar) para algin m € N, y
veamos que se satisface paran =2m y n =2m + 1:

2N—-1

(Warm )k (t) = 277 W02 (277t — k) = 279/2V/2 > " h_jw (2t — k)
k=0

2N—-1
(Wams1) (1) = 279 PW0o 1 (277 — k) = 279/2V/2 > " g, (277t — k)
k=0

Para ambos casos la ortogonalidad se hereda de la hipotesis inductiva.

Por definicién de espacios cerrados generados claramente los elementos de W;,, generan

Wi

2. Para demostrar que la concatenacion de las bases de V; y W; forma una base ortogonal
para W, se debe de mostrar lo siguiente:

a) Veamos que los espacios V; y W; son ortogonales entre si. Necesitamos demostrar
que los conjuntos W12, ¥ Wjt1,2n41 son ortogonales:

/_ " (wan) s (1) - (o1 )y a(£) dt = 0

o0
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donde

Wan ) jo1y (£) = 27U 20y, (270D —
J sR1

(Wans1)j1ee () = 270D Py, 1 (270D — Jiy).
Consideramos la integral del producto de estas funciones:

/OO (wan)j+1,k: () - (Wang1) 1,0 (8) di

o0

Sustituimos las definiciones de (wap,)j+1.4 (1) ¥ (Want1)j41,k0 (1)

oo
/ (2—(j+1)/2w2n(2—(j+1)t _ k‘1)) (2_(j+1)/2w2n+1(2_(j+1)t — k2)) dt

[e.9]

Simplificamos el factor constante:

2_(j+1) / an(Z_(jH)t — ]{?1) . w2n+1(2_(j+1)t — ]{32) dt
Realizamos el cambio de variable u = 2-U*D¢, y la integral se convierte en:

/ wgn(u — kl) * Wap+1 (u — kg) du

(e 9]

El céalculo puede continuar aplicando las definiciones de las funciones dadas en las
ecuaciones 3.11 y 3.12, De este modo, la integral anterior se expresa en términos
de las funciones w,,, que son ortogonales entre si.

Para demostrar que cada funcion en W, puede ser obtenida como una combina-
cién de funciones en Wit 9, ¥ Wji1 2041, empecemos analizando la relacion entre
estos espacios. A partir de las definiciones 3.11 y 3.12, observamos que:
Wy (279t — k) = 270D/ 2y (27UFDy — o) 4 27UFD/2y, 270+t _ 9k — 1)
Waop i1 (277t — k) = 270D/ 2, (270+Dy — o) — 270+D/ 2y, (970D — 9k — 1)

Podemos reescribir las funciones w,, en términos de ws,, y wsy,,1 para obtener:

) 1 ) )
w, (270t — 2k) = 5 [0, (27Ut — 2k) + w1 (27Ut — 2k)]

. 1 ) )
W, (27U — 2k — 1) = 3 [0, (27Ut — 2k — 1) — wgp 1 (27U — 2k — 1)] .
Por tanto, si w, (277t — k) pertenece a W, podemos escribir:
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) 1 ) )
w, (279t — k) = 3 (w2, (2778 — 2k) + Wapy1 (277t — 2k)]

Asi, sumando y restando las funciones de Wji1 .9, ¥ Wjt1 2n41:

Won (2771 — 2k) = 2(j+1)/2wj+1,2n(t)

U}2n+1(27jt — 2k') = 2(j+1)/2wj+1,2n+1 (t)

De esta manera, podemos expresar cualquier funcion en W, como una combina-
cién de funciones en W12, v Wit12n41-

Similarmente podemos demostrar la otra contencion.

c¢) Para demostrar que W;,, = V; @ W, necesitamos probar que cualquier funciéon en
W, puede descomponerse de manera unica en una funciéon de V; y una funcion
7 J
de Wj.
Lo pedido se sigue los dos literales anteriores, dado que V; y W son ortogonales
) J J
entre si y sus bases concatenadas forman una base para W;,,.

O

3.1.2. Diccionarios

En esta subseccion, exploraremos la creacion de diccionarios, y posteriormente implemen-
taremos uno para su uso en el algoritmo de Matching Pursuit.

Definiciéon 3.1.26. En el contexto del procesamiento de senales, un diccionario D es un
conjunto de elementos {d;}icr en un espacio de Hilbert H. Estos elementos se denominan
dtomos 1y se utilizan para representar o descomponer una senal f € H. Es decir, dado un
diccionario

D:{dZEHZGI}

donde I es un conjunto de indices.
La representacion de una senal f € H se expresa como una combinacion lineal de los

dtomos:
[~ E cid;
iel

donde c¢; € R son los coeficientes de la combinacion.

Los diccionarios pueden ser completos, sobrecompletos o subcompletos en H:

e Completo: Si el diccionario forma una base ortonormal de H.

e Sobrecompleto o redundante Si el diccionario contiene mas funciones de las nece-
sarias para formar una base de H, es decir, |I| > dim(#) para espacios de dimension
finita.
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e Subcompleto: Si el diccionario no contiene suficientes funciones para formar una base

de H.

Observacion 4. Los diccionarios redundantes permiten obtener una representacion fle-
xible y detallada, esto quiere decir que se puede tener miltiples opciones de representacion
de cualquier parte de la senal.

Recordemos que, en la practica, consideraremos una senal discreta z(t) € (?(R), la cual re-
presenta una serie de precios del mercado bursatil con 64 puntos, que son los precios de cierre
ajustados por dia. Esto implica que la senial x(t) es cero en la mayoria de sus entradas. Enton-
ces localmente, podemos pensar que la senal estd en un subespacio de dimensién finita N y
para este espacio podemos considerar un diccionario redundante D = {d;(t), ds(t),--- ,dp(t)}
con L > N. Estos diccionarios no garantizan unicidad de la representacion, entonces para la
senal x(t) pueden existir varios conjuntos de indices I(x), tal que:

w(t) = Y cdi(t)

nel(x)

donde ¢; son escalares.

Una aproximacion con estas caracteristicas se denomina no-lineal y es importante para
representar componentes de senales que cambian tanto en el tiempo como en la frecuen-
cia, abarcando una amplia variedad de ubicaciones temporales y rangos de frecuencia. Esta
aproximacion no lineal la encontraremos con el algoritmo Matching Pursuit 3.2.

En el articulo [22| se presentan técnicas y metodologias para construir diccionarios. Los
atomos en un diccionario pueden ser construidos mediante un enfoque matematico o a través
de técnicas de aprendizaje automético. En el primer caso, se emplean técnicas como wavelets,
paquetes waveletes, contourlets [13| y curvelets [7]. En el segundo caso, se ajustan a conjun-
tos de ejemplos especificos mediante métodos como MOD y K-SVD, los cuales optimizan la
representacion basandose en los datos de entrenamiento. Ahora, nos enfocaremos en la cons-
truccion de un diccionario utilizando las funciones {w, },en definidas en los paquetes wavelets.

Definicion 3.1.27. Definimos los dtomos como el siguiente conjunto de funciones:
(wn)ju(t) = 27w, 27t — k), (j,k)€ZxZ y 0<n<2 —1.
donde j,k yn son los pardmetros de escala, posicion y frecuencia respectivamente.

Para un valor fijo j, el parametro de frecuencia n analiza las fluctuaciones de la senal
alrededor de la posicién k - 27, es decir, se esta analizando coémo las diferentes frecuencias n
contribuyen a la senial en una escala particular.

Implementacion de las atomos

En esta implementacion, se carga el archivo que contiene el paquete db2, el cual fue
previamente guardado con un nivel de aproximacion de 8, y se realizan las transformaciones
correspondientes.
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def w_jnk(wavelet, j, n, k, level):

nnn

Calcula los atomos del paquete de la wavelet dada.

Args:
wavelet: El nombre de la una wavelet incluida en la biblioteca
PyWavelets.
j: parametro de escala.
n: parametro de frecuencia.
k: parémetro de posicién.
level: Nivel de la wavelet.

Returns: los &tomos w_jnk.

nmn

file_path = f’package{wavelet}{level}’
if os.path.exists(file_path):
# print(f’The file "{file_path}" exists in the system.’)
with open(file_path, ’rb’) as file:
pack = pickle.load(file)
y = n+64
fun = Function(pack[:, n], pack[:, yl)
return fun.atom_transform(j, k).vcomp(2*x(-j/2))

Implementaciéon del diccionario

Las series de precio con las que estamos trabajando tienen 64 puntos, que son los pre-
cios de cierre ajustados por dia. Por lo tanto, en la construcciéon de nuestros diccionarios,
hemos optado por una escala de j = 5, o que implica que n < 2% — 1. Por consideraciones
de eficiencia de memoria, optamos por no almacenar las translaciones de los a&tomos durante
la construccion del diccionario. No obstante, estas translaciones se tendrédn en cuenta como
parte del diccionario redundante al invocarlo en el algoritmo Matching Pursuit.

Por otro lado, recordemos que las transformaciones que se hacen a la clase funciéon, son
tanto para el rango y el dominio, por lo que construiremos dos diccionarios correspondientes.
A continuacién solo muestro el coédigo de los valores del rango, pero se hace de forma similar
para el diccionario del dominio.

def const_dict_y(wavelet, level):

nmn

Esta funcidén construye una matriz que contiene por columna los valores
de rango de cada atomo.
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nmn

j=6

columns = []

for j in range(j):

for n in range(64):

column = w_jnk(wavelet, j, n, 0, level).y
columns.append (column)
matrix = np.column_stack(columns)

return matrix

3.2. Algoritmo Matching Pursuit en el Analisis de Wa-
velets

Matching Pursuit es un algoritmo utilizado en el procesamiento de seniales y en la repre-
sentacion dispersa de datos. Como su nombre lo indica, dado un diccionario redundante, el
algoritmo aproxima una senal como una combinacién lineal de los atomos que mejor “coinci-
den” con ella. Fue introducido en [18|.

En general, el algoritmo es planteado para un espacio de Hilbert H, en el caso particular
de la implementacion es £2(R). Supongamos que tenemos una sefial z y un diccionario re-
dundante D = {a,},er, donde cada a, es un atomo con norma unitaria, es decir, ||a,| = 1.
En este espacio, la norma utilizada es la norma euclidiana estdndar para sucesiones cuadra-
ticamente sumables de ntimeros reales.

Observemos que cuando seleccionamos un atomo a., podemos hacer una proyeccion orto-
gonal de la senal sobre el &tomo para obtener una descomposicion:

T = (T, Gyy)ay, + R

donde Rz es el residuo.

Ahora, gracias a la ortogonalidad de a., y Rz se sigue que:
2]* = (2, as) [* + [| Rz ]*

Por tanto, para encontrar una mejor aproximacion de x debemos minimizar ||Rz|| que es
equivalente a maximizar |(z,a.,)|. En términos computacionales, esto se traduce en selec-
cionar el atomo que maximiza el producto interno. Luego, los siguientes pasos del algoritmo
es iterar la eleccion de los atomos sobre cada una de las actualizaciones de los residuos y se
detendra al alcanzar una tolerancia predefinida en la norma del residuo o al completar un
numero especifico de iteraciones.

Teorema 3.2.1. El algoritmo converge, es decir R* — 0, donde R" es la actualizacion del
n—oo

residuo en la n-ésima iteracion.
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Demostracion. Consideremos una senal x y un diccionario D en un espacio de Hilbert H.
Replicando el algoritmo, tenemos lo siguiente:

Inicialmente, definimos R’ = z. En cada iteracion n, seleccionamos el atomo a.,, que maxi-
miza la correlacion con el residuo actual:

a., = arg mé%\(R”x, a,)|, denotamos el maximo «,, := (R"z,a,,).
a~€

Actualizamos el residuo R""'z = R"z — a,,a.,.

La norma cuadrada del residuo se reduce en cada iteracion, es decir ||R"™'z|*> < |R"z|?
esto se debe gracias a las siguientes operaciones:

IR z]|* = | R" — anay, |*
= [R"z|* = 2(R"2, anmay,) + |a|?
= [ R"z||* — 2|an]* + o |*

= [R"x* — o *.

Todo lo anterior demuestra que la sucesion {||R"z||?}.en €s mon6tona decreciente y esta

acotada inferiormente por cero, lo que implica que ||R"z||> — 0y asi R"xz — 0.
n—o0 n—oo

]

Implementaciéon del Matching Pursuit

Recordemos que el diccionario que creamos anteriormente esta guardando la informaciéon
de la wavelet db2 en una escala de Ag en su soporte, esto quiero decir que el diccionario
guarda 2% 4+ 1 puntos en un intervalo de [0, 3]. Sin embargo, la sefial que queremos aproximar
tiene 64 puntos, por lo que hace falta hacer una interpolacion adecuada de cada atomo para
considerarlo en un intervalo de [0,64], con un total de 16129 puntos.

Para hacer la interpolacion se uso la funcién np.interp de la biblioteca NumPy en Python
que realiza una interpolacién lineal.
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Figura 3.11: Ejemplo de la representacion grafica de wavelet db2 con n = 0, a la izquierda
utilizando 769 puntos y al lado derecho interpolada con 16129 puntos.

def mp(dicc_y, dicc_x_reduced, y_signal, iteration):

nnn

Encuentra la "mejor coincidencia" de las proyecciones de los datos sobre
el espacio generado por un diccionario sobrecompleto D.

Args:
dicc_y: Diccionario que representa los valores y.
dicc_x: Diccionario que representa los valores x.
y_signal: La sefial que deseas aproximar.
iteration: Numero de iteraciones.

Returns: Una lista con la siguiente informacidn:
Residuo, aproximacidén y coeficientes después de todas las iteraciones.

nnn

delta = int((dicc_x_reduced.shape[0] - 1) / 3)
total_points = int((63 * delta) + 1)

r = y_signal

approx = np.zeros(total_points)

coefficients = np.zeros(25792)

for _ in range(iteration):
p =1}
key = 0
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print(_)

for a in range(320):

j=a// 64

for k in range(-3 * (2 **x j)+1, 63):
atom_comp = interpolacion(dicc_y, dicc_x_reduced, j, a, k)
new_value = {’product’: (atom_comp @ r) * (1 / delta),

list’: [, a, kI}

plkey] = new_value
key += 1

index_c_max = max(p, key=lambda k: p[k] [’product’])
¢ = plindex_c_max] [’product’]
coefficients[index_c_max] = ¢

### Calculando el residuo

list_max = p[index_c_max] [’1list’] # lista: j, a, k
k_max = list_max[2]

j_max = list_max[0]

a = list_max[1]

a_max = interpolacion_generalizada(dicc_y, dicc_x_reduced, j_max, a,
k_max)

### RESIDUO
r =r - Cc * a_max

### APROXIMACION
approx = approx + (c * a_max)

return r, approx, coefficients
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Capitulo 4

Redes Neuronales

Las redes neuronales son modelos de aprendizaje inspirados en el cerebro humano y otros
mamiferos. Estdn compuestas por capas de neuronas que se conectan entre si a través de uni-
dades funcionales y estructurales llamadas sinapsis. Estas sinapsis, representadas por pesos
sinapticos, determinan la fuerza de las conexiones entre neuronas. Durante el aprendizaje,
estas redes ajustan los pesos sindpticos para minimizar una funciéon de costo predefinida, per-
mitiendo asi la predicciéon precisa de resultados basados en datos de entrenamiento. Existen
varios tipos de redes neuronales comunes: las redes feedforward, las redes convolucionales, las
redes recurrentes, las redes LSTM y las redes generativas. Para mas informacion sobre estas
redes, puede consultar [29].

4.1. Perceptron Multicapa (MLP por sus siglas en in-
glés)

Un perceptrén multicapa es un tipo de red neuronal que pertenece al tipo de redes
feedforward, también conocida como red neuronal profunda. Estas redes se caracterizan
principalmente por su flujo de informaciéon unidireccional, donde la informacion fluye desde
la capa de entrada hacia la capa de salida sin la existencia de ciclos o bucles de retroali-
mentacion. Ademas, se distinguen por su estructura, que incluye al menos una capa oculta
intermedia ademés de las capas de entrada y salida. Son ampliamente utilizadas en aplica-
ciones de reconocimiento de patrones y clasificacion.

En un MLP, las capas ocultas estan compuestas por neuronas completamente conectadas
a las neuronas de la capa anterior y de la capa siguiente, pero no entre si dentro de la mis-
ma capa oculta, esta configuracion se conoce como "fully connected" o "densamente
conectada".
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Capa de Primera Segunda Capa de
entrada capa capa salida
oculta oculta

Figura 4.1: Grafica de la arquitectura de un perceptron multicapa con dos capas ocultas.

Adaptada de [14].

Los neuronas en un MLP realizan dos operaciones principales: el calculo de una suma
ponderada de sus entradas y la aplicaciéon de la llamada funcién de activaciéon a esta
suma ponderada. La suma ponderada se calcula multiplicando cada entrada por un peso
asociado y luego sumando estos productos junto con un término adicional llamado sesgo. Si
consideramos una neurona j con entradas x;, pesos w;; y un sesgo b;, la salida de la suma
ponderada z; se calcula como:

€T w
:L‘]_ C‘ .
T —% j(z)
i -
T3 O {.I;‘;.; 4 ) d
Zj = Z wijxi + bj

s =1

zd ()

Figura 4.2: Adaptada de [14]

Posteriormente, se aplica una funcién de activacion f a z; para obtener la salida de la neurona:
yi = f(z)

Funciones de activacion.

Existe una variedad de funciones de activacion, estas son las que determinan si una neu-
rona debe activarse, es decir, si debe transmitir una senal hacia adelante. Principalmente,
introducen no linealidad en el modelo. Algunas de las funciones de activacion mas comunes
incluyen la funcion de unidad lineal rectificada (ReLU), la sigmoide y la tangente hiperbolica.
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e Funcion de unidad lineal rectificada (ReLU). Esta funcién se define por la expre-
sion:

ReLU(x) = max(z,0)

Formalmente, ReLLU no es diferenciable en x = 0. Entonces, por convencién tomamos
la derivada del lado izquierdo que es 0. Por tanto, la derivada de la funcion ReLU es:

d 0 siz<0
dx

g rebUle) = 1 siz>0

1.0 4

6 0.8 A1
0.6

0.4 -

relu(x)
=Y
grad of relu

0.2 1

Figura 4.3: Funcion ReLU. Tomada de Figura 4.4: Derivada ReLU. Tomada de
[29]. [29].

e Funcidén sigmoide. Esta funciéon se define por la expresion:

. . 1
sigmoide(z) = 1T oxp(—7) (4.1)

Observemos que la funciéon sigmoide es diferenciable en todos los R y su rango se encuen-
tra en el intervalo (0, 1). Esto la hace muy util para problemas de clasificacion binaria,
ya que permite interpretar las salidas como probabilidades. Aunque en su mayoria ha
sido reemplazada por ReLLU en las capas ocultas debido a la simplicidad y eficiencia de
esta tltima, la funcién sigmoide sigue siendo relevante en ciertos contextos.

La derivada de la funcion sigmoide esta dada por la ecuacion:

exp(—x)
(1 + exp(—x))?

d—sigmoide(x) = = sigmoide(z)(1 — sigmoide(z)) (4.2)
x
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1.0 0.25 4
0.8 o 0.20
2 :
Z 06 50.15
= S
£ 04 5 0,10 -
S 3
02 5 0.05
0.0 0.00

-8 -6 =4 =2 0 2 4 6 é -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8
X X
Figura 4.5: Funcién sigmoide. Tomada de Figura 4.6: Derivada sigmoide. Tomada de
[29]. [29].

e Funcién tangente hiperbdlica. Esta funcion se define por la expresion:

1-— —2
tanh(z) = L XP(=27)
1 + exp(—2x)

Observemos que al igual que la funcion sigmoide, la funcién tangente hiperbolica es
diferenciable en todos los R, pero su rango se encuentra en el intervalo (-1, 1). La
derivada de esta funcién esta dada por la férmula:

% tanh(z) = 1 — tanh?(z)

1.0 A 1.0 A
0.5 1 - 0.8
X 8 061
£ 001 5
& 2 0.4
=051 ° 0.2 1
-1.0 1 0.0
-8 -6 -4 =2 2 4 6 8 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8
Figura 4.7: Funcién tangente hiperbolica. Figura 4.8: Derivada tangente hiperboli-
Tomada de [29]. ca. Tomada de [29].

Funciéon de pérdida.

La funcién de pérdida, también conocida como funciéon de costo o funciéon objetivo, es
una funciéon no negativa L£(-,-) : R x R +— [0,00) , que cuantifica la desviacion o el error
entre valor real (etiqueta) y y el valor predicho .

Existen diversas funciones de costo que se adaptan a las caracteristicas del modelo de predic-
cion. Entre las més comunes se encuentran el error cuadratico medio, el error absoluto medio,
la entropia cruzada y la pérdida hinge. Para obtener més informacién sobre estas funciones,
puede consultar [29]. Sin embargo, dado que nuestra red neuronal aborda un problema de
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clasificacion, utilizamos la entropia cruzada como funcién de pérdida.

La funcion de pérdida entropia cruzada es ampliamente utilizada en problemas de cla-
sificacion donde se considera una distribucion de posibles resultados. Se define como:

L(§,y) == y"log(i")

k

donde ¥ es la etiqueta para la clase k y §* es la probabilidad predicha para la clase k& dado
un vector de caracteristicas Xx.

En los problemas de clasificacion donde se utiliza la entropia cruzada como funcién de pérdi-
da, es comun aplicar una funcién llamada softmax en la dltima capa de la red neuronal antes
de calcular la pérdida.

La funcién softmax transforma las salidas de una red neuronal en probabilidades, garan-
tizando que la suma de todas las salidas sea igual a uno y que cada probabilidad esté en el
rango de 0 a 1. Esto es crucial para interpretar las salidas como probabilidades de pertenen-
cia a cada clase en problemas de clasificacién multiclase. Formalmente, la funcién softmax se
define como:

Dado un vector de entrada o = (01, 09, . . ., 0%), la salida de la funcion softmax y = (91, 92, - - - , Ur)
se calcula como:

j: = exp(0;)
i T K

2 k=1 €XP(0%)
para j = 1,2,..., K, donde K es el nimero de clases.

Durante el entrenamiento de una red neuronal, el objetivo principal es minimizar la fun-
cion de pérdida. Esto se logra ajustando gradualmente los pesos y sesgos en la direccion
opuesta al gradiente de la funciéon de pérdida. El gradiente no solo indica la direcciéon en
la cual los pesos deben ser ajustados para reducir la pérdida, sino también la magnitud del
cambio més rapido en la funcién de pérdida. Los detalles de como se calculan estos gradientes
mediante el algoritmo de backpropagation se explicaran més adelante.

Para un Perceptron Multicapa (MLP), es esencial comprender el proceso detallado de entre-
namiento, que implica varias etapas clave, que se realizan utilizando datos de entrenamiento
para ajustar efectivamente los parametros del MLP.

Etapas del Entrenamiento de un MLP

1. Inicializaciéon de pesos y sesgos. Los pesos y sesgos de las neuronas, como se define
en 4.1, se inicializan de manera aleatoria.

2. Los datos se organizan en mini-lotes para actualizar los pesos y minimizar la funcién
de pérdida. Estos son subconjuntos pequenos y aleatorios del conjunto de datos de
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entrenamiento, se usan con el fin de mejorar el proceso de entrenamiento y la gestion
de recursos computacionales. La necesidad de usar mini-lotes depende del tamano del
conjunto de datos.

a)

Propagacion hacia adelante (forward propagation). Los datos de entrada se
pasan a través de la red, capa por capa.

Calculo de la pérdida (loss calculation). Ahora, para evaluar el rendimiento
del modelo, hacemos uso de la llamada funciéon de costo empirica que se utiliza para
cuantificar la pérdida en todo el conjunto de datos de entrenamiento. Para ser mas
precisos, esta funcién se calcula:

Dado un conjunto de datos de entrenamiento {(X,,%,)}2_, v un modelo parametri-
zado por 6 (pesos y los bias), la funcién de costo empirica J(#) se expresa como:

Donde L es la funcion de pérdida entropia cruzada entre el valor predicho ¥, dado
un vector x,, y su etiqueta real y,.

Propagacion hacia atras (Backpropagation) [24]. Es un algoritmo que calcula
de manera eficiente los gradientes de la funciéon de pérdida con respecto a cada peso
en la red neuronal. A continuacién, explicaremos detalladamente como funciona.

La funcion de pérdida es una composiciéon de muchas funciones de activaciéon con
los parametros de peso y bias que entran en diferentes etapas, entonces vamos a
definir primero la notaciéon de todos los elementos involucrados en estas derivadas.

Sea {(Xn,yn)}Y_, el conjunto de datos de entrenamiento, donde x, corresponde
a un vector de caracteristicas con etiqueta y,,. Supongamos que nuestra red neuro-
nal consiste de L capas, donde cada capa r-ésima contiene k, neuronas.

Sea ¢ es el vector que contiene la informacion de los pesos y el bais de j-ésima
neurona de la r-ésima capa, tiene la forma:

0F = 070,000, 050 _]"

30 Y3
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Figura 4.9: Representacion grafica de la red neuronal entre la capa r — 1 y r. Tomada de [24].

Ademas recordemos que también en 4.1 habfamos denotado por z;; la salida de
la combinacion lineal de la j-ésima neurona de la r-ésima capa del n-ésimo dato.

Entonces:
kr—1
roo__ E T r—1 _ ogrT_ r—1
an - ejmynm - 6_] Yn
m=0
r—1 r—1 r—1 1T
donde y," ' = [Lyp1 5 Uk, )

La pérdida que deseamos optimizar esta dada por:

J0) = L yn) = Y _ Ln

derivando, tenemos que:

0L, OL,0%; OL,
90"~ Dz, 067 0"

Entonces, definimos los gradientes

oL
o0z"

nj

A —
o, =

Por tanto, el algoritmo de backpropagation se encarga de calcular los gradientes
0,4 €N un proceso empieza en la capa de salida y se mueve hacia atrés, aplicando
la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales.

Para r = L, el gradiente en la capa de salida esta dado por:

55;‘ = (Jnj — yﬂj)f/(zﬁj)
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Para los gradientes de las capas ocultas:

k'r‘
O = (Z% £j> F, =120 ke
k=1

d) Actualizacion de los Pesos y Sesgos [24]. En este paso hacemos uso de algin
método de optimizaciéon para actualizar los pesos y los bias. En nuestro caso usamos
el método Descenso de Gradiente Estocéstico (conocido por sus siglas en inglés

SGD):
0 (new) = 07 (old) + A7, (4.3)
a.J al )
A0} = —n 507 :—nZ(;;jynr Lor=1,2,... L (4.4)
7 1o7(old) n=1

Aqui, 1 es el parametro denominado tasa de aprendizaje.

3. Repeticion del proceso. Se repiten los pasos del literal 2 para cada mini-lote de datos
en el conjunto de entrenamiento. Una época se define como una pasada completa de todo
el conjunto de datos de entrenamiento a través del modelo. Este ciclo se repite durante
un namero de épocas (el cual es un parametro en la implementacion).

En cuanto a la implementacion de la tesis, la aplicacion del algoritmo Matching Pursuit
genera una gran cantidad de coeficientes y produce senales dispersas, lo que hace necesario
una técnica de reducciéon de dimension. Por eso, antes de abordar el tema central de este
capitulo, dedicaremos una seccion al analisis de componentes principales. Esto nos simplificaréa
considerablemente el trabajo en términos computacionales, ya que reducira la complejidad,
optimizara el almacenamiento y disminuira el tiempo de procesamiento.

4.2. Analisis de Componentes Principales via SVD

El anélisis de componentes principales (ACP o PCA, por sus siglas en inglés) es una téc-
nica de reduccion de dimensionalidad utilizada en estadistica y aprendizaje automatico. Su
objetivo es transformar un conjunto de variables posiblemente correlacionadas en un conjun-
to de variables linealmente no correlacionadas, conocidas como componentes principales.
Estas componentes permiten proyectar los datos en un subespacio de menor dimensiéon de
manera que la varianza de los datos se maximice en ese subespacio. Para una explicacion
detallada de las propiedades estadisticas del PCA, se recomienda consultar [24].

A lo largo de esta seccion, consideraremos la matriz aleatoria X cuyas filas son variables
aleatorias con media cero. En caso de que alguna fila no tenga media cero, se puede restar
la media de cada fila a cada elemento de dicha fila para ajustarlas. El siguiente teorema
formaliza la existencia un conjunto ortogonal de vectores que, al proyectar las filas de X
sobre el subespacio generado por este conjunto, maximiza la varianza de los datos. Esto nos
da un indicio de donde debemos de buscar las componentes principales.
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Teorema 4.2.1. Sea {x1,....,2x} € R! un conjunto de vectores de observacion del vector
aleatorio x, entonces existe un conjunto ortogonal de vectores {uy,...,ur}, con k < N de
manera tal que proyectar los vectores de observacion sobre el subespacio generado por este
conjunto maximiza la varianza de los datos.

Demostracion. Vamos a seleccionar cada uno de los u;’s en orden. Para determinar u;, de-
bemos de calcular la varianza de las proyecciones de los vectores {1, xs,...,xx} sobre u;,
la cual esta dada por:

N
1 (ulx
Var(P L e i
ar( I'O.]u1 N Z |'LL1 H2
Suponiendo que ||ui|| = 1, la ecuacion de la varianza se simplifica a:

1 — 1w
Var(Projy, (x)) = - S (uf2)? = + 3 (ul ) () = ul S

n=1 n=1

S
donde, ¥ := — "7  x,x! es la matriz de covarianza muestral.
N —"= "

Entonces, planteamos el siguiente problema de optimizacién con el objetivo de encontrar
el u; que maximice la varianza:

Uy = argmax ul Yu
u
sujeto a wfu=1

El Lagrangiano correspondiente a este problema se puede formular de la siguiente manera:
L(u,\) = uTSu — AuTu—1)

Donde u es el vector de variables que queremos optimizar y A es el multiplicador de Lagrange
asociado a la restriccion.

Para encontrar los valores 6ptimos de u y A, se derivan las ecuaciones de primer orden:

oL

%:2f}u—2)\u
oL T
a—u u—1

Entonces igualando a cero obtenemos el sistema de ecuaciones para encontrar los valores
optimos u y A:

Yu = \u

wlu=1

Por tanto u?Xu = )\, esto quiere decir que la varianza se maximiza si elegimos u; como el
vector propio correspondiente al valor propio maximo A;.
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A

Recordemos que la matriz de covarianza muestral (X) es simétrica y semidefinida positiva,
lo que implica que sus valores propios son reales y no negativos. Suponiendo que 3 es inver-
tible (lo cual implica necesariamente que N > k), los valores propios son todos positivos, es
decir, podemos ordenarlos de forma descendente \; > Ay > ... > A; > 0. También asumimos
que son distintos para simplificar la discusion.

La segunda componente principal se selecciona para cumplir con las siguientes condiciones:
sea ortogonal a u; y maximice la varianza después de proyectar los datos en esta direcciéon y
sea ortogonal a u;. Esto se puede formular como el siguiente problema de optimizacion:

uy = arg maxu’ Yu
u

sujeto a uu=1

Para resolver este problema de optimizacién, utilizamos nuevamente el método de los
multiplicadores de Lagrange. El Lagrangiano se define como:

Lu ) = uTSu — AuTu—1) — p(uuy)

Las derivadas parciales del Lagrangiano son:

% = 25U — 2\u — i
ou

oL T

= —1

oy — W

oL

@ :uTu1

Entonces igualando a cero obtenemos el sistema de ecuaciones para encontrar los valores
optimos u, A y pu:

f]u:)\u—ﬁul
2
wlu=
u u =0

Por tanto, queremos encontrar u, de manera que ul Yus = A\ sea maxima. Ya hemos
seleccionado u; como el vector propio correspondiente al mayor valor propio A;, entonces
seleccionamos uy como el vector propio correspondiente al segundo mayor valor propio As.

El proceso continta hasta que se hayan obtenido m ejes principales; estos son los vectores
propios correspondientes a los m mayores valores propios. O
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U9 R N
ol e °

Y

Figura 4.10: Representacion grafica de a proyecciéon en las componentes principales. Tomada
de [24]

Vamos a calcular las componentes principales usando algebra lineal, particularmente la
descomposicion en valores singulares (DVS o SVD, por sus siglas en inglés) que es un tipo
de factorizacion.

Definicion 4.2.2. Si los \; son los valores propios de la matriz XTX (o XXT), entonces
las raices cuadradas, o; := /)i, se denominan valores singulares de X .

Teorema 4.2.3. 5i X € R"™*", entonces existen matrices ortogonales:
U=uy,..uy, € R yV =v,..,v,] € R"

talqgue XV = UD, donde las matriz D € R™ ™ estd formada por los valores singulares de X
en su diagonal principal ordenados de mayor a menor, y ceros en el resto de entradas.

Demostracion. Sea X una matriz real m x n de rango r, entonces la matriz X7 X € R™" es
cuadrada, simétrica y semidefinida positiva. Entonces definimos {vy, ..., v} como el conjunto
de vectores propios ortonormales de la matriz X7 X.

X'U,L'
Ahora, definimos los vectores u; := , donde o;’s son los valores singulares de la matriz X

(2
ordenados de forma descendente. Quiero mostrar que el conjunto de {uy,...,u,} forman un
conjunto ortonormal:

= = = v v = ——(v;, v5)
0,05 0,05 0,035 0,05

T T .2 2 2
X, X, oI XT X, V05 o o
_ T _ 7 J 7 J ) J T
(i, u5) = ul'u; =

Las igualdades anteriores demuestran que los vectores u;’s son ortogonales dos a dos.

g; 0

Solo nos resta calcular su norma:

2
(o
el = G ) = 2 () = > = 1
1~
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Finalizamos completando los conjuntos {uy, ..., u,} y {v1,...,v,} para obtener bases ortonor-
males en las dimensiones correspondientes. O

En la practica aplicamos esta factorizacion en valores singulares (SVD) para reducir la
dimensionalidad de las caracteristicas en nuestro conjunto de datos X € R™*" de rango r.
Esta reduccion tiene sentido para valores k, donde k < r.

X =UDVT
[0y O - 0 07 [— vlT -]
0 oy 0 0 — vQT —
| | | ; .

X: u’1 u’2 P u‘k . fur X 0 O o O X N ’UZ; -

~- - Co .0 :
mxr 00 - 0 - o] |- o7 —

v rxn

Para obtener una aproximacion XdeX , realizamos el producto matricial Uy, D, V;I', donde Uy,
se forma a partir de las primeras k columnas de la matriz U, Dj esta compuesta por las pri-
meras k filas y columnas de la matriz D,y VI’ consiste en las primeras k filas de la matriz V7.

La aproximacion X se escribe de esta forma:

T
N . T
X = [ul,...,uk} : = E O;U;V;
i=1

Ukv,f

Entonces cada vector z,, de la columna X puede ser escrito como:

k

A _ o T

Ty = zpit; donde 2, == u; x,
i=1

Definicion 4.2.4. Sea X € R™*™ una matriz de rango r, donde las columnas de la matriz
representan las variables observadas de una matriz aleatoria X . Podemos reducir la dimen-
sion a k < r usando la descomposicion SVD. Como acabamos de estudiar, cada columna x
se puede escribir de la siguiente forma:

k
i=1

Donde z; := ulx, definimos las componentes aleatorias z; como las componentes princi-
pales de la matriz X.
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Teorema 4.2.5. Las componentes principales son variables no correlacionadas.

Demostracion. Para demostrar que las variables z; no estan correlacionadas, necesitamos de-
mostrar que la covarianza entre z; y z; es cero para ¢ # j.

La covarianza entre z; y z; se define como:
Cov(zi, zj) = E[z2]

: _ T _ T
Sustituyendo z; = u; 'y 2; = ujx:

Cov(zi, 2) = E[(u 2)(u} 2)] = E[u] 22" u;]

Dado que ¥ = X X7 es la matriz de covarianza de X:
Cov(zi, z;) = uj Yu;

En el contexto del analisis de componentes principales, > se diagonaliza en la base de U,
de manera que:

Y =UAU"

donde A es una matriz diagonal que contiene los valores propios. Debido a que U es
ortogonal, tenemos UTU = I, por lo que:

Elzz'] = E[UxxU] = UTSU = A

Por lo tanto, para i # j:
Cov(z;,2;) =0

Implementaciéon del SVD

def redSVD(array, dim):

nnn

Reduce la dimensidén del arreglo de datos dado.

Args:
array: arreglo de datos.
dim: dimensidén deseada (nimero de columnas de los datos).

Returns:
X_reduced: (mismo nimero de filas del "array", "dim")
tsvd: guarda las componentes principales ajustadas de los datos dados.

nnn
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assert dim <= array.shape[1]

scaler = StandardScaler()
X_scaled = scaler.fit_transform(array)

tsvd = TruncatedSVD(n_components=dim) # Crea la instancia TruncatedSVD
X_reduced = tsvd.fit_transform(X_scaled) # Es U @ Sigma

return X_reduced, tsvd

4.3. Ensamble de Redes Neuronales

Un ensamble de redes neuronales es una técnica de aprendizaje automéatico que combina
multiples modelos de redes neuronales para mejorar la precision y la robustez de las prediccio-
nes. Entre las técnicas mas populares para construir estos ensambles se encuentran bagging
y boosting [30].

e Bagging Dado un conjunto de datos se genera multiples conjuntos, mediante muestreo
con reemplazo, lo que significa que cada dato puede ser seleccionado mas de una vez en
la creacion de cada subconjunto. Cada red neuronal se entrena independientemente y
de manera paralela utilizando uno de estos conjuntos. Finalmente, las predicciones de
todas las redes se promedian para obtener el resultado final.

e Boosting En este método, las redes neuronales se entrenan secuencialmente. Cada
nueva red se centra en los ejemplos que las redes anteriores encontraron dificiles de
clasificar. En cada iteracion, se asignan pesos més altos a las instancias mal clasificadas
o mal predichas por los modelos anteriores, permitiendo que los modelos subsiguientes
se centren mas en corregir esos errores especificos. Al final, las predicciones se combinan
utilizando un esquema ponderado segin el rendimiento de cada red.

En el articulo [9], que sirve como base para nuestro estudio, se utiliza la técnica de ensamble
bagging. Sin embargo, dado que el objetivo de nuestro ensamble es predecir senales de com-
pra o venta en el mercado bursétil, en este capitulo desarrollaremos un ensamble adaptado
especificamente al contexto financiero. Este ensamble estara compuesto por cinco perceptro-
nes multicapa, disenados para captar de manera efectiva las tendencias del mercado. Por lo
tanto, comenzaremos estudiando el concepto de perceptréon multicapa.

4.3.1. Ensamble

En el analisis técnico o en el desarrollo de estrategias de trading aparece el término de
sobre-ajuste de datos, conocido en inglés como "data snooping bias", puede ocurrir cuando
un analista tiene demasiados parametros libres en su modelo que son ajustado a patrones de
mercado en el pasado y encuentra una estrategia que parece funcionar excepcionalmente bien.
Pero es poco probable que un modelo ajustado a estos patrones tenga un gran porcentaje de
prediccion.
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El libro [8] propone el uso de modelos lineales para reducir el sesgo de espionaje de da-
tos y presenta un modelo lineal que utiliza factores predictivos normalizados para estimar
los retornos de un indice bursatil. Dado un conjunto de factores predictivos {f ()}, (por
ejemplo n indicadores técnicos). Calculamos para cada uno de estos su normalizacion:

2(i) = (f (1) — mean(f))/std(f) (4.5)

Para luego definir modelo retorno predictivo de la siguiente forma:

sign(i) - z(17)

R = mean(R) + std(R) Zn: "

=1

(4.6)

donde las cantidades mean(f) y std(f) representan el promedio histérico y la desviacion
estandar de los distintos f(i), sign(i) es el signo de la correlacion historica entre f(i) y R,
mientras que mean(R) y std(R) son el promedio historico y la desviacion estandar de los
rendimientos de un dia, respectivamente.

Las ecuaciones 4.5 y 4.6 son validas cuando trabajamos con valores continuos. Sin embargo,
en nuestra implementacion, el conjunto de factores predictivos { f (i)}, son redes neuronales
disenadas para clasificacion binaria. Entonces, debemos hacer dos adaptaciones:

e La normalizacion segin la ecuacion 4.5 no es aplicable en este contexto. En consecuencia,
redefiniremos la ecuacion 4.6 de la siguiente manera:

R = mean(R) + std(R) z": stgn(i) - /(0) (4.7)

- n
=1

e En lugar de medir la correlacion tradicional, que asume variables continuas y mide la
relacion lineal entre ellas, evaluaremos el impacto financiero de cada factor predictivo.
Esto implica calcular cuanto dinero nos ayuda a ganar cada uno de estos factores en
nuestras decisiones de trading.

Dado un factor predictivo f(j), en un periodo de n dias consecutivos donde r; denota
el rendimiento del dfa ¢ y p;(i) es la prediccion del factor para el dia i (1 < i < n), el
rendimiento compuesto R; durante este periodo, al seguir las predicciones de p;(i), se
calcula como:

n

Ry= " TJ@+ripi)—1

=1

Idealmente, buscamos alcanzar un retorno anual del 20 %, considerando que en los mer-
cados financieros abren su mercado 252 dias en promedio en un ano, se requiere obtener
aproximadamente un rendimiento diario del 0.0724 %.

Por lo tanto, en la ecuacion 4.6, redefiniremos la constante ¢(i) de la que obtenemos
el sign(i) de la siguiente manera:
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1, siR;>0,0007
c(i) =4 —1, si R; < —0,0007 (4.8)

0, en otro caso

Esto establece sign(i) segtn el rendimiento R; dentro de una ventana de tiempo, donde
R es el rendimiento diario.
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Capitulo 5

Implementaciéon

El entrenamiento de un ensamble que incluye cinco modelos de redes neuronales del
tipo Perceptron Multicapa (MLP) es un proceso complejo que abarca miltiples etapas. Este
proceso de aprendizaje automatico incluye la seleccion de algoritmos adecuados, la extraccion
y seleccion de caracteristicas, la evaluacion de modelos y la optimizacion de hiperparametros,
entre otros aspectos. A continuacion, se describen los pasos generales para llevar a cabo este
entrenamiento.

Entrenamiento General de un MLP

1. Obtencion de datos. Recopilar un conjunto de datos representativo del pro-
blema.

2. Preparacion de datos. Limpiar, normalizar y transformar los datos para su
uso en el modelo.

3. Divisién de datos. Dividir el conjunto de datos en los conjuntos: entrenamien-
to, validacion y prueba.

4. Entrenamiento de cada MLP. Realizar los pasos que se describen en 4.1
haciendo uso de los datos del conjunto de entrenamiento.

5. Validaciéon del modelo. Evaluar el modelo en el conjunto de validacion.

6. Ajuste de hiperparametros. Ajustar hiperparametros como la tasa de apren-
dizaje, el nimero de neuronas, el namero de capas, etc.

7. Evaluacion del modelo en el ensamble. Evaluar el modelo en el conjunto
de prueba para obtener una estimacién imparcial de su rendimiento en datos no
vistos.

5.1. Obtencién y preparaciéon de datos

Inicialmente, la implementacion descargara los datos necesarios para el entrenamiento y
la prueba de la red. Se recopilaron aleatoriamente un total de 3,120 series de precios para
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el entrenamiento de la red, distribuidas equitativamente con 520 datos de cada uno de los
activos AAPL, AMZN, META, MSFT, TSLA y GOOGL. Para la evaluacion del modelo, se
descargaron 300 datos consecutivos del activo AAPL.

Los datos obtenidos serviran para formar un conjunto de caracteristicas concatenadas, que
constituiran los datos de entrada de nuestro ensamble de redes neuronales, de la siguiente
manera;

e Coeficientes del Matching Pursuit obtenidos tras una reduccion de la dimension de las
series de precio mediante el uso del SVD, estos le serviran a la red para que identifique
y aprenda patrones particulares presentes en los gréaficos de lineas.

e Los indicadores técnicos calculados con las series de precios dadas, estos se enumeran
en la tabla 5.1. Estos serviran a la red para el aprendizaje del analisis técnico.

Para resumir, se presenta la tabla 5.1 que muestra la informaciéon que obtendra cada vector
de caracteristicas, recuerde que la notacion usada aqui se refiere a los indicadores técnicos
descritos en el capitulo 2.1.

5.2. Resultados y Conclusiones

Para el entrenamiento de los modelos de MLP, se utilizan datos de entrenamiento y de
validacion. Generalmente, los datos de validaciéon representan el 10 % de los datos de entre-
namiento y son tutiles para ajustar los hiperparametros de la red. Utilizaremos las gréaficas de
pérdida para detectar problemas de sobreajuste o subajuste y realizar los cambios necesarios
en los hiperparametros.

Las graficas de pérdida representan la evolucion del error del modelo a lo largo del tiempo.
En una situacion ideal, el modelo muestra una buena capacidad de generalizaciéon cuando
la curva de pérdida de entrenamiento disminuye constantemente y se estabiliza en un valor
bajo, mientras que la curva de pérdida de validacion disminuye ligeramente por encima de la
curva de pérdida de entrenamiento, pero se mantiene cerca y se estabiliza en un valor bajo
similar, sin aumentar posteriormente.

Existe un sobreajuste cuando la curva de validaciéon estd muy por encima de la curva
de entrenamiento hacia el final del entrenamiento, y un subajuste cuando ambas curvas
(entrenamiento y validacion) permanecen altas y cercanas entre si.

Las graficas obtenidas en nuestro entrenamiento se muestran en 5.1. La interpretacion de
estas graficas indica que los modelos estan aprendiendo adecuadamente de los datos de en-
trenamiento, como se observa en la disminucién continua de la pérdida de entrenamiento. La
pérdida de los datos de validacion también disminuye en todos los casos, lo que sugiere una
buena generalizacion. Sin embargo, los tltimos tres modelos muestran una separaciéon entre
las curvas de entrenamiento y validacién, lo que podria ser un indicio de sobreajuste.
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Figura 5.1: Graficas de la pérdida de cada MLP en funciéon de las épocas.
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Para evaluar el resultado de nuestra implementacion, se realizdé una evaluacion del en-
samble utilizado en este estudio empleando 281 datos de prueba, obteniendo una precision
del 77 %, equivalente a 195 datos correctamente predichos. Este nivel de precision es satisfac-
torio, aunque seria necesario disponer de mas datos para realizar un anélisis mas adecuado
de el sobreajuste. No obstante, este trabajo profundiza en la teoria del modelo descrito en el
articulo |9] y abre la puerta a futuros estudios que podrian conducir a una mayor precision,
mayor robustez y una reduccion del sobreajuste.

Para trabajos futuros, se pueden considerar las siguientes modificaciones y/o mejoras: Pri-
mero, se podria recopilar y utilizar un mayor volumen de datos, particularmente optimizar
el codigo del algoritmo Matching Pursuit, el cual tarda aproximadamente cinco minutos en
procesar una sola serie de precios. Ademés, se pueden explorar aproximaciones diferentes
utilizando otras wavelets, ya que en nuestro trabajo solo consideramos la familia de wave-
lets db2. La optimizacion de hiperparametros también es una via prometedora para mejorar
el rendimiento del modelo. Comparar las cifras obtenidas con otros modelos de referencia
permitiria evaluar el desempeno relativo y destacar las fortalezas y debilidades de nuestra
implementacion. Adicionalmente, se sugiere realizar un anélisis detallado de las gréaficas de
velas para capturar patrones mas complejos y utilizar otros ensambles de modelos, lo cual
podria mejorar la precision de las predicciones. Estas mejoras y modificaciones abrirdn nue-
vas oportunidades para profundizar y ampliar el alcance de los hallazgos presentados en este
trabajo.
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Vector de caracteristicas

Coeficientes del Matching Pursuit obtenidos
tras una reduccion de la dimension mediante el uso del SVD

MAs de 5, 10, 25, y 40 dias

EMA’s de 5, 10, 25, y 40 dias

MACD

OBV

RSI’s de 4, 9 y 14 dias

(precio actual - precio dia previo)/precio dia previo

precio actual - MA de 5 dias)/MA de 5 dias

precio actual - MA de 10 dias)/ MA de 10 dias

precio actual - MA de 15 dias)/ MA de 15 dias

precio actual - MA de 30 dias)/ MA de 30 dias

)
)
precio actual - MA de 25 dias)/ MA de 25 dias
)
)

precio actual - MA de 35 dias)/ MA de 35 dias

(
(
(
(precio actual - MA de 20 dias)/ MA de 20 dias
(
(
(
(

precio actual - MA de 40 dias)/ MA de 40 dias

O, si banda inferior < precio actual < banda superior

Considere BB10: < (precio actual — banda superior), banda superior < precio actual
(

precio actual — banda inferior, si precio actual < banda inferior

07 si banda inferior < precio actual < banda superior
Considere BB20: ¢ (precio actual — banda superior), banda superior < precio actual

| (precio actual — banda inferior, si precio actual < banda inferior

(0, si banda inferior < precio actual < banda superior

Considere BB30: < (precio actual — banda superior), banda superior < precio actual
(

precio actual — banda inferior, si precio actual < banda inferior

RSI15-50) /50
RSI10-50)/50
RSI15-50) /50
RSI20-50) /50

% K de los altimos 5 dias -50) /50

% K de los altimos 15 dias -50) /50

% K de los altimos 20 dias -50) /50

% K -% D de los altimos 5 dfas -50) /50

% K -% D de los altimos 10 dias -50) /50

(
(
(
E
(% K de los altimos 10 dias -50)/50
(
(
(
(
(

% K -% D de los ultimos 15 dfas -50) /50

(% K -% D de los ultimos 20 dias -50)/50

Precio de cierre del dia (t-1)

Precio de cierre del dia

Precio de cierre del dia

(t-2)
(t-3)
Precio de cierre del dia (t-4)
Precio de cierre del dia (t-5)
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