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Resumen

Este trabajo se centra en el desarrollo del modelo cinematico y dinamico de un robot
movil omnidireccional, considerando perturbaciones de deslizamiento lateral y longitudinal
en el cuerpo del robot, asi como de patinado en las ruedas. Estas perturbaciones pueden
afectar significativamente el rendimiento del robot, por lo que es crucial modelarlas y
controlarlas adecuadamente para garantizar un funcionamiento 6ptimo.

La estrategia de control propuesta se basa en el diseno de un Observador Integral
Proporcional Generalizado (GPIO, por sus siglas en inglés), que permite estimar las
perturbaciones modeladas. Este observador es esencial para identificar y compensar las
perturbaciones en tiempo real, mejorando asi la precision y estabilidad del robot.

Posteriormente, se implementa la metodologia de Control de Rechazo Activo de Per-
turbaciones (ADRC, por sus siglas en inglés) en el modelo cinemaético, y la estrategia de
control de Par Calculado en el modelo dindmico, para resolver el problema de seguimiento
de trayectoria. Tedricamente, se demuestra que los errores de posiciéon convergen a una
vecindad cercana al origen, lo que indica que el robot puede seguir trayectorias predefinidas,
incluso en presencia de perturbaciones.

Se presentan simulaciones numéricas que validan los modelos obtenidos y el desempeno
de las estrategias de control, logrando el seguimiento de la trayectoria deseada incluso
en presencia de perturbaciones. Estas simulaciones son fundamentales para verificar la
efectividad de los modelos y estrategias antes de su implementacién en un entorno real.

Finalmente, se muestran los resultados obtenidos a través de una plataforma experi-
mental en tiempo real, comparandolos con los resultados teéricos y de simulacion. Esta
comparacion permite evaluar la consistencia y robustez de las estrategias de control en
condiciones reales, proporcionando una validacion integral del enfoque propuesto.






Abstract

This work focuses on the development of the kinematic and dynamic model of an
omnidirectional mobile robot, considering lateral and longitudinal slip disturbances on
the robot’s body, as well as wheel slippage. These disturbances can significantly affect the
robot’s performance, making it crucial to model and control them adequately to ensure
optimal operation.

The proposed control strategy is based on the design of a Generalized Proportional
Integral Observer (GPIO), which allows for the estimation of the modeled disturbances.
This observer is essential for identifying and compensating for disturbances in real-time,
thereby improving the robot’s precision and stability.

Subsequently, the Active Disturbance Rejection Control (ADRC) methodology is imple-
mented in the kinematic model, and the Computed Torque control strategy is applied in the
dynamic model to solve the trajectory tracking problem. Theoretically, it is demonstrated
that the position errors converge to a neighborhood close to the origin, indicating that the
robot can follow predefined trajectories even in the presence of disturbances.

Numerical simulations are presented to validate the obtained models and the performan-
ce of the control strategies, achieving the desired trajectory tracking even in the presence
of disturbances. These simulations are fundamental to verify the effectiveness of the models
and strategies before their implementation in a real environment.

Finally, the results obtained through a real-time experimental platform are shown,
comparing them with the theoretical and simulation results. This comparison allows for the
evaluation of the consistency and robustness of the control strategies under real conditions,
providing a comprehensive validation of the proposed approach.
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Capitulo 1

Introduccion

La robodtica moévil se considera actualmente un area de la tecnologia avanzada manejadora
de problemas de alta complejidad. Sus productos se constituyen en aplicaciones de las
areas de control, programacion, inteligencia artificial, percepciéon e instrumentacion, y
sirven de base para el avance en diversos campos de la industria, aportando soluciones
tecnologicas innovadoras orientadas al desarrollo de mejores robots y a la ampliacion del
abanico de aplicaciones disponibles |1]. Por lo tanto, este campo de la investigacion esta
desarrollandose en todo momento, quedando atin mucho que recorrer.

Asi, es comtn ver robots moéviles realizando distintas tareas, tales como inspeccionar
y/o limpiar tuberias o piscinas, fungir como aspiradoras hogarenas auténomas, trabajar
en hospitales como enfermeros de apoyo o en almacenes como montacargas. También se
utilizan para transportar material, seguir trayectorias sin la necesidad de un operador y
para vigilar y/u observar en el area militar y en el ambito urbano, entre otros [1], |2].

A diferencia de los robots manipuladores, que se especializan en la manipulacion fisica de
objetos en entornos industriales y domésticos, los robots mdéviles se centran en la movilidad
y la logistica. Las principales ventajas de los robots moéviles sobre los robots manipuladores
son que tienen mayor flexibilidad ya que pueden adaptarse a diferentes entornos y tareas
sin modificaciones significativas, pueden optimizar rutas y minimizar tiempos de transporte,
se pueden agregar o quitar robots segiin la demanda, y pueden colaborar entre si para
lograr objetivos comunes [3].

Los robots moviles se clasifican, de acuerdo al entorno en donde se desenvuelven, en
aéreos, acuaticos y terrestres. En el caso de los robots terrestres, su clasificacion se basa
en el tipo de locomocién que utilizan: robots con orugas, robots con patas y robots con
ruedas [4]. Un robot movil con ruedas es un vehiculo capaz de realizar un movimiento
autéonomo (sin conductor humano externo) porque esté equipado, para su movimiento,
con actuadores impulsados por una computadora a bordo [5|. Dentro de los arreglos
cinematicos se encuentran diversas configuraciones que han sido de interés en multiples
estudios, entre los cuales destacan la configuracion ackerman, triciclo, skid steer, sincrona,
traccion diferencial y traccion omnidireccional. Un robot moévil omnidireccional es un tipo
de robot que puede moverse en cualquier direccién sin necesidad de rotar su cuerpo, esto
se logra gracias a un sistema de ruedas especial, conocido como ruedas omnidireccionales,
estas ruedas permiten al robot desplazarse hacia adelante, hacia atréas, y de lado, lo que



Capitulo 1 Introduccién

hace muy &gil y eficiente en ambientes con obstaculos. En el contexto de robots moviles,
los conceptos de grado de movilidad y grado de direccionabilidad son fundamentales [6].

El grado de movilidad es el nimero de grados de libertad que el robot posee. Cada
grado de libertad corresponde a una direcciéon o eje en la que el robot puede moverse, por
ejemplo, un robot movil con 3 grados de libertad puede moverse en el plano (adelante/atrés,
derecha, izquierda) tanto mediante rotaciones como traslaciones. Por otra parte, el grado de
direccionabilidad se relaciona con las ruedas o mecanismos de movimiento que permiten al
robot cambiar su direccién, por ejemplo, un robot omnidireccional puede moverse libremente
en cualquier direccion, incluso de forma perpendicular a sus ruedas normales.

Con base en los conceptos previamente definidos, se puede demostrar que, a pesar de la
variedad de posibles construcciones de robots y configuraciones de ruedas, el conjunto de
robots moviles con ruedas se puede dividir en cinco clases [5]:

= Robot tipo (3,0). También conocido como robot mévil omnidireccional, es aquel
que no cuenta con ruedas fijas ni volantes, esto quiere decir, que todas sus ruedas
son omnidireccionales (también conocidas como ruedas suecas), permitiendo contar
con tres grados de movilidad. El nombre omnidireccional se refiere a que tienen total
movilidad en el plano cartesiano, por lo que no poseen restricciones no-holénomas, a
diferencia de otros tipos de robots moviles, lo que le permite moverse en cada instante
en cualquier direccion sin la necesidad de reorientarse.

» Robot tipo (2,0). También conocidos como robots diferenciales, estos robots no
tienen volantes, pero si cuentan con una o varias ruedas fijas que comparten un
mismo eje. A diferencia del robot tipo (3,0) posee una restriccion en su movilidad en
el sentido en que para cualquier trayectoria admisible su velocidad debe permanecer
bidireccional, es decir, que el robot debe ser capaz de moverse en ambas direcciones
(hacia adelante y hacia atras) mediante el control independiente de las velocidades
de sus ruedas.

= Robot tipo (2,1). En el caso contrario de los robots (2, 0), este tipo de robots cuenta
con un volante, pero no tiene ruedas fijas, sin embargo, también cuenta con la misma
restriccion de movilidad.

» Robot tipo (1,1). La caracteristica principal de estos robots, es que pueden contar
con una o varias ruedas fijas con un solo eje en comin, asi como con uno o varios
volante, pero, con la condicién de que el centro de uno de ellos no esté ubicado sobre
el eje de las ruedas fijas. También cuenta con una restriccion, que esta dada por la
distribucién unidireccional que debe tener la velocidad, siendo este tipo de robots
moviles los que se construyen sobre el modelo de un automévil convencional.

= Robot tipo (1,2). Estos robots no tienen ruedas fijas y cuentas con al menos
dos volantes. Su velocidad debe permanecer unidireccional y parametrizada por la
orientacion de dos volantes, los cuales son elegidos arbitrariamente.



1.1 Estado del arte

El desarrollo de este trabajo se centra en el estudio del modelo y control del robot
mo6vil omnidireccional. A diferencia de otros robots méviles que requieren girar o cambiar
de orientacién para moverse en diferentes direcciones, los robots omnidireccionales pueden
desplazarse en cualquier direccion sin necesidad de rotacion, teniendo algunas ventajas sobre
los demés robots moviles, tales como el poder moverse en todas las direcciones (adelante,
atras, lateralmente) sin restricciones, tienen una mayor eficiencia para optimizar rutas y
minimizar tiempos de desplazamiento, también son ideales para entornos congestionados o
con poco espacio y permiten un posicionamiento preciso en areas estrechas [3].

1.1. Estado del arte

El modelado matemético de un sistema, representado por ecuaciones diferenciales,
permite conocer el comportamiento de dicho sistema al variar cada una de sus senales
de control. Especificamente, en el estudio de robots moviles terrestres accionados por
ruedas, este modelo matematico da una idea de como sera el movimiento de los robots. Por
ejemplo, en los trabajos |7] y [8] se obtiene el modelo cinemético y dinamico de un robot
omnidireccional, empleando técnicas como el método de Euler-Lagrange o Newton-Euler.
Sin embargo, estos modelos son muy idealistas ya que consideran que las ruedas giran
sin deformarse o que las ruedas no presentan deslizamiento. De hecho, se asume que el
controlador disenado tiene la capacidad de manejar estas perturbaciones. Considerar estos
fenomenos es de vital importancia para que los robots puedan realizar su tarea de la mejor
forma posible. A pesar de que hay una gran variedad de trabajos reportados en la literatura
concernientes al modelado y control de robots diferenciales con perturbaciones en las ruedas
[5], [9] ¥ [10], existe una brecha por cubrir en el estudio del modelado y control de los
robots omnidireccionales considerando las perturbaciones antes mencionadas.

Con base en lo anterior mencionado, algunos trabajos que han considerado el modelado
cinemético de robots omnidireccionales, se pueden encontrar en |11], donde se propone un
método de resolucion de la fuerza de reaccion entre el suelo y el punto de contacto de las
ruedas del robot utilizando el estado de movimiento de dicho robot. Dado que con la fuerza
de reaccion resultante y la medicion de la estabilidad fuerza-angulo se puede evaluar la
estabilidad de deslizamiento y vuelco del robot, sin embargo, con este método, el actuador
llega a saturarse, por lo que si se espera que el robot mévil omnidireccional pueda funcionar
bien para prevenir dicha saturacion, reduciendo el error en la trayectoria, y aumentar el
deslizamiento y la estabilidad de vuelco, es necesaria una optimizacion del modelo. En |12]
se menciona que el deslizamiento en las ruedas se puede tratar como una perturbacion
debido a que no hay forma de medirlo directamente y pueden emplearse métodos de
control so6lidos, por ejemplo, el método de control de rechazo activo de perturbaciones
lineal (LADRC por sus siglas en inglés).

Por otra parte, algunos trabajos han abordado el control del modelo dindmico con
perturbaciones. Concretamente, en [13] se hace un estudio dedicado a medir los coeficientes
de friccion y la fuerza necesaria para provocar el patinado en las ruedas de algunos modelos
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dindmicos en robots moviles. Dicha técnica permite desarrollar un método dinamico de
friccién mejorado, lo cual permite comprobar que no solo la alta velocidad y aceleracion del
robot gobiernan el movimiento del patinado resultante, si no que también influye el material
rigido existente en las discontinuidades entre los rodillos de las ruedas omnidireccionales,
incluso a velocidades y aceleraciones bajas. En [14] se desarrollé un modelo de traccion que,
junto con las ecuaciones dindamicas de movimiento de un robot omnidireccional, se puede
simular dicho movimiento. De manera similar, en [15] se habla de la importancia de obtener
un modelo dinamico no lineal tomando en cuenta el patinado ya que permite investigar
dicho efecto y aplicar controles convencionales y el uso de controladores deslizantes o
adaptativos para mejorar el rendimiento en una amplia variedad de superficies planas
y duras en funciéon del patinado de las ruedas. Otro caso de estudio se presenta en un
robot movil de cuatro ruedas que se mueve sobre una superficie horizontal cuando sus
ruedas patinan [16], cuyo objetivo es disefiar un control para seguimiento de trayectoria
tomando en cuenta su modelo dindmico con patinado de las ruedas durante el frenado. El
movimiento de las ruedas esta controlado por cuatro motores independientes de corriente
directa. Ademas, los pares resultantes por los motores son lineales con respecto a la
corriente suministrada al motor y la velocidad angular del rotor. El método de control se
basa en la funciéon de Lyapunov, se construye una ley de control no lineal y se demuestra
la estabilidad del equilibrio del sistema en lazo cerrado. Para dicho control se considera
el movimiento del robot con ruedas en un espacio de fase cilindrico debido a la presencia
de la coordenada angular del cuerpo, lo cual permite obtener el controlador no lineal tal
que el conjunto de todas las posiciones de equilibrio del sistema en un circuito cerrado sea
uniformemente asintoticamente estable. El problema anterior también es abordado en [17]
pero considerando un vehiculo omnidireccional equipado con ruedas Mecanum. Aumentar el
modelo del vehiculo considerando propiedades de patinado de las ruedas permite un mejor
seguimiento de la trayectoria, mientras que la complejidad reducida del modelo permite una
estimacion de parametros manejable y una planificacion del movimiento con tiempos de
calculo més bajos. Se analiza el procedimiento de estimacion de los parametros del modelo
de patinado para estas superficies y se demuestra la aplicacion efectiva de estos modelos
en la planificacion 6ptima del movimiento. Los resultados alientan el uso de modelos
simplificados de patinado de ruedas en problemas de planificaciéon de movimiento para
mantener bajo el tiempo de calculo y aumentar la precision de la posicion, lo que reduce la
necesidad de retroalimentacion posicional y una rapida replanificacion del movimiento en
linea si se produjera un patinado.

Finalmente, algunos trabajos que han considerado tanto el modelo cinemético como el
dindmico de robots omnidireccionales se presentan en [18]-|21]. En [18] se describe el caso
de un robot mévil holonémico y omnidireccional con tres conjuntos de ruedas ortogonales
laterales, y que se destacan los métodos de control de aceleracion resuelta, el control PID
y el control difuso. El control PID utiliza una combinacion de tres términos: el término
proporcional, el término integral y el término derivativo, para ajustar la direccion del robot
(véase [19]). Mientras que el control difuso se basa en la logica difusa, que permite que los
valores de entrada y salida del sistema sean valores difusos en lugar de valores precisos;
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este control utiliza una serie de reglas para determinar la velocidad y la direccion del robot
en funcion de las entradas del sistema como se implemento6 en [20]. El control cinematico y
dinamico son dos enfoques comunes para el control de aceleracion, y la modificacion de
la velocidad de las ruedas del robot es una forma de lograrlo como se desarrolla en [19].
Por ultimo, en [21], se realiza la investigacion de una base moévil omnidireccional tanto
con su modelo cineméatico como dinamico impulsados por 4 ruedas giratorias motorizadas,
también conocidas como PCW (Powered Caster Wheels). Tiene dos modelos cinematicos
que resultan en diferentes sensibilidades de la posicion inicial, a los cuales se les evalaa
el error de posicion en la articulacion, con el fin de que dado un robot con movimiento
deseado, el control dinamico tenga la capacidad de distribuir un par articular de manera
uniforme, en comparacioén con el control cinemético. El patinado también se reduce eligiendo
una soluciéon que minimiza las diferencias entre el contacto medido de las velocidades de
las ruedas (con el suelo) de las deseadas. Estos méritos de la distribucion del par y la
minimizacion del patinado mejoran la precisiéon de la odometria de la base movil, ya que
reducen las posibilidades de patinado del piso de las ruedas.

Otra forma de abordar el problema del patinado sobre las ruedas de un robot om-
nidireccional se aborda en |16] utilizando un control robusto que utiliza la combinaciéon
entre la técnica de retroceso y el algoritmo de control de modo deslizante. El control de
modo deslizante tiene como finalidad atenuar o eliminar las perturbaciones externas e
incertidumbres paramétricas para garantizar la robustez del sistema [22].

Algunos otros académicos han utilizado métodos de control no lineales para disenar
otro tipo de controladores de seguimiento de trayectoria y estabilidad para robots moéviles
con ruedas tales como el control adaptativo 23] y [24], el control de redes neuronales [25] y
[26], entre otros.

1.2. Objetivos

El objetivo general de este trabajo es modelar, disenar, analizar e implementar una
estrategia de control que compense el deslizamiento y patinado de las ruedas de un robot
movil omnidireccional.

Para cumplir con el objetivo general, se establecen los siguientes objetivos especificos:

= Determinar el modelo cinematico sujeto al deslizamiento y patinado de las ruedas.
= Determinar el modelo dinamico sujeto al deslizamiento y patinado de las ruedas.
= Integrar el modelo cineméatico y dindmico con deslizamiento y patinado de las ruedas.

= Disenar estrategias de control que compensen los efectos de deslizamiento y patinado
de las ruedas para el seguimiento de trayectorias.

= Analizar la estabilidad del punto de equilibrio del sistema descrito en los errores de
seguimiento.
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= De ser posible, implementar la estrategia de control en una plataforma experimental.

1.3. Justificacion

Hoy en dia, los robots moéviles con ruedas, como es el caso del robot omnidireccional, se
estan utilizando en aplicaciones de alta velocidad, sin embargo, uno de los problemas que
conllevan a un mal control en el seguimiento de trayectorias, es el patinado que se produce
en las ruedas, ya sea por cambios bruscos en la direcciéon del robot o por la friccién que se
produce entre las ruedas y el punto de apoyo por el tipo de superficie.

Al obtener el modelo cinemético y dinamico de este tipo de robots moviles suele tomarse
en cuenta la suposicién de que las ruedas del robot ruedan sin deslizarse, lo que se vuelve
un problema cuando el robot acelera, desacelera o gira a alta velocidad. En ese sentido,
debido a que no se consideran dichas perturbaciones, los robots pueden colisionar o no
cumplir con la tarea especificada.

Es importante destacar que la mayoria de los trabajos reportados en la literatura se
centran en obtener un modelo sujeto a estas perturbaciones considerando robots moéviles
diferenciales. Por lo tanto, hay un area de oportunidad para modelar estas perturbaciones
en robots moéviles omnidireccionales.

1.4. Planteamiento del problema

Considere un robot moévil omnidireccional con 3 ruedas con £ = [x Y Q}T como el
vector de estado que representa la posicion (z,y) en el plano y  la orientacion del robot con
respecto al eje X, (ver F igura. El problema consiste en, a partir del modelo cinematico
y dindmico perturbado, disenar estrategias de control que aseguren que el robot siga una
trayectoria deseada ante el deslizamiento y patinado de las ruedas. Definiendo el error de
seguimiento como,

GZE—Ed, (11)

T :

donde &; = [xd Yd Qd} € R3 es la trayectoria deseada, la cual es al menos dos veces
diferenciable. Entonces, matematicamente, se tiene que el problema de control a resolver
puede escribirse como,

lIme=0
t—o00

adicionalmente puede pedirse que lim € = 0, es decir, que tanto el error de posicion e
t—00

como el error de velocidad € converjan asintoticamente a cero conforme el tiempo tiende a
infinito.
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Vo v1=ridy

0 > Xy

Figura 1.1: Diagrama del robot omnidireccional.






Capitulo 2

Preliminares matematicos

En este capitulo se presentan las herramientas matematicas que se utilizardn para
el desarrollo de este trabajo. En primera instancia, se presenta el comportamiento de
una rueda sueca, después se presentan algunos conceptos de estabilidad en el sentido
de Lyapunov. Posteriormente, se desarrollan el modelo cinematico y dinamico del robot
omnidireccional sin considerar perturbaciones.

2.1. Ruedas suecas

Existen diversos tipos de ruedas empleadas en los robots moéviles [5], sin embargo, para
el desarrollo de este trabajo y por el tipo de robot moévil a utilizar, el interés radica en las
llamadas ruedas suecas.

La posicion de la rueda sueca respecto al robot movil se describe, mediante 3 pardmetros
constantes: «, #, L y un parametro adicional v como se muestra en la Figura 2.1} donde
L es la distancia entre el origen del marco moévil y el centro de las ruedas, « es el angulo
entre el eje X,, y el eje L, § es la orientacion del plano de la rueda con respecto a L, y vy
es la direccion con respecto al plano de la rueda de la componente cero de la velocidad del
punto de contacto.

Figura 2.1: Rueda sueca.
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Por lo tanto, con la descripcion anterior, tenemos que la componente de la velocidad
del punto de contacto que se encuentra en el plano de la rueda es [5],

[ —sin(a+B8+7) cos(a+B+7) Leos(B+7) | R(0)€+récosy = 0. (2.1)

con,

cos) sinf 0
R(0)=| —sinf cosf 0
0 0 1

En donde R () es la matriz de rotacién que expresa la orientacion del marco base con
respecto al marco movil, & es el vector de coordenadas de postura, r el radio de las ruedas
y, ¢; la posicion angular de giro de las ruedas.

2.2. Estabilidad de Lyapunov

La teoria de Lyapunov es tutil para el analisis de estabilidad de los sistemas de control
descritos por ecuaciones en espacio de estados, en nuestro caso, sistemas de control para
robots moviles |27]. Se pueden utilizar dos métodos:

1. Primer método. Se usa en procedimientos que utilizan las formas explicitas de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales para el analisis.

2. Segundo método. No requiere de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, lo cual
es mas util en la practica. Es aplicable tanto a sistemas lineales como no lineales,
variantes o invariantes en el tiempo. Ademas, es indispensable para el analisis de
estabilidad de sistemas no lineales en los que las soluciones exactas no son posibles.

El teorema de Lyapunov sirve para el estudio de sistemas dindmicos de la forma,
z=f(t,x), xeR" teR, (2.2)

en donde f es el vector de funciones de x y del tiempo ¢t y « es el vector de estado, asi
mismo R se refiere a los reales y R, a los reales positivos. Para cada tiempo inicial g, y
para cada condicion inicial &g, existe una soluciéon tnica cuando f (¢, ) es una funciéon
Lipschitz. Si f no depende explicitamente del tiempo, f (¢,z) = f (x), entonces se tiene un
sistema auténomo, es decir

z=f(x), xeR", tH=0. (2.3)

Definicion 1 FEstado de equilibrio [28]. Un vector constante x, € R" es estado de equilibrio

del sistema ([2.2]) si,

flta)=0, V t >0 (2.4)

10
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Definicion 2 FEstabilidad en el sentido de Lyapunov [29]. Tiene que ver con el comporta-
miento de la solucién de la ecuacion diferencial.

Si, para la condicién inicial cercana del estado de equilibrio, la solucién permanece
dentro de la region S (¢€) entonces x. es un punto de equilibrio estable (Figura .

9]
Py

m
o

Figura 2.2: Punto de equilibrio estable.

Por otro lado, si la solucién es atraida por el estado de equilibrio se le conoce como
estabilidad asintotica (Figura [2.3]).

9]
Py

()
s

Figura 2.3: Punto de equilibrio asintéticamente estable.

Y, si la soluciéon para la condicion inicial sale de las regiones S (0) y S (¢), entonces el
sistema es inestable (Figura [2.4).
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95}
—~

[
oy

Figura 2.4: Punto de equilibrio inestable.

Definicion 3 Funcion candidata de Lyapunov [27]. Sea x = 0 un punto de equilibrio para
x = f(z) donde f: D — R"™ es una funciéon Lipschitz local de un dominio D C R" en R"
que contiene x = 0. Sea V' : D — R una funcién continuamente diferenciable tal,

V(0)=0 v V(z)>0 en D— {0} (2.5)

V(z)<0 en D (2.6)

Entonces, x = 0 es estable. Ademas, si,

V(r)<0 en D-—{0} (2.7)

entonces es asintoticamente estable.
En resumen, una funciéon candidata de Lyapunov es una funcion V (z) continuamente

diferenciable que satisface [2.5] y [2.6]
Teorema 1 Teoremas de estabilidad de Lyapunov [29], [28].
1. Estabilidad:

El origen = 0 € R” es un estado de equilibrio estable del sistema & = f (¢, x)
si existe una funcion candidata de Lyapunov V (¢, x) tal que su derivada temporal
satisfaga,

Vt,x) <0V t>0.

Definicion 4 Se toma en cuenta lo siguiente:

» V() es definida positiva si V (0) =0y V (x) >0 si x # 0,
» V() es semidefinida positiva si V (0) =0y V (x) >0,

12
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» V (x) es definida negativa o semidefinida negativa si —V (x) es definida positiva
o semidefinida positiva.

En otras palabras, el punto de equilibrio & = 0 es estable si 3V () definida positiva
continuamente diferenciable tal que V' (z) es semidefinida negativa y, asintoticamente
estable si V () es definida negativa.

2. Estabilidad en la primera aproximacion:

Sea = 0 un punto de equilibrio de (2.3)), A = g—£|w:0, y sea R{\; (A)} la parte

real de los valores propios \; (eigenvalores) de A. Entonces,

» z = 0 es asintoticamente estable si R{)\; (A)} <0,

» x = 0 es inestable si R{)\; (A)} > 0 para algtn valor propio \; de A.

3. Estabilidad exponencial:
El punto de equilibrio = 0 de (2.3]) es exponencialmente estable si,

l ()| < Kl (0) le*, V£ >0,k > 1,V [z (0) || <ec.

donde A es el parametro caracteristico de la distribuciéon exponencial, el cual indica el
numero de veces que se espera que ocurra el fenémeno estudiado durante un periodo
de tiempo determinado, y ¢ = ¢(0) es una constante que acota la exponencial para
todo t > 0. El punto de equilibrio es globalmente exponencialmente estable si la
desigualdad anterior se satisface para todo estado inicial.

4. Estabilidad asintotica global:

El origen = 0 € R" es un estado de equilibrio asintéticamente estable en forma
global del sistema ([2.2)), si existe una funcion candidata de Lyapunov V (¢, ) definida
positiva globalmente y radialmente no acotada, tal que su derivada temporal satisfaga:

a) V(,0)=0VY t>0,
b) V(t,x)<0V t>0, ¥V x#0eR"

5. Principio de invarianza de Krasovskii-LaSalle

Cuando se requiere determinar la estabilidad asintotica global o local en un sistema
que es auténomo y que tiene solamente un estado de equilibrio estable debido a
que existe una funciéon candidata de Lyapunov que cumple con las propiedades
anteriormente mencionadas, pero que su derivada es semidefinida negativa, entonces
se utiliza el principio de invarianza de LaSalle, el cual determina las condiciones para
determinar estabilidad asintotica global a pesar de que la derivada de la funcién de
Lyapunov no sea definida negativa.

13
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Considere la ecuacion diferencial auténoma (2.3)) cuyo origen £ = 0 € R™ es un
estado de equilibrio. Se asume que existe una funciéon globalmente definida positiva y
radialmente no acotada V' (x), tal que,

V() <0VaxeR"
Entonces, se define el conjunto €2 como,
Q={xecR" : V(x)=0}.

Si x (0) es el tnico estado inicial en €2 cuya solucion correspondiente, @ (¢), permanece
siempre en 2 (es decir, « (t) € 2 para todo ¢t > 0) entonces el origen = 0 € R" es
globalmente asintéticamente estable.

La estabilidad es la capacidad de un sistema para mantenerse en equilibrio o regresar a su
posicion original de forma natural después de ser perturbado.

El enfoque de Lyapunov nos dice que podemos estudiar la estabilidad de un sistema a
partir de una medida similar de energia cinética disipada,

Iy 1 2
Ex = g~ Vi(z(t)) = ¢ (t)°. (2.8)

En donde Fk es la energia cinética y V (z (t)) la funcion candidata de Lyapunov.

2.3. Identidad matricial de Woodbury

La identidad matricial de Woodbury, también conocida como el Lema de inversion de
matrices o la Formula de Sherman-Morrison-Woodbury, es una herramienta poderosa en
algebra lineal para simplificar la inversion de matrices [30].

La identidad de Woodbury se expresa generalmente como,

(A+UCV) = A — AW (0t VA ) T vat

donde A es una matriz n X n, U es una matriz n X k, C' es una matriz k x k' y V es una
matriz k x n.

Dicha identidad surge de la necesidad de simplificar la inversiéon de matrices que han
sido perturbadas por una correccion de rango bajo, esto quiere decir que la matriz original
A sufre una pequena modificacién que no cambia significativamente su estructura, dicha
modificacion se describe mediante las matrices U, C'y V, las cuales no afectan a todas las
filas y columnas de la matriz original, por ejemplo, si se tiene A como una matriz 3 x 3 y se
quiere aplicar una correcciéon de rango bajo con matrices U, C'y V' de tamano 3 x 1, 1 x 1y
1 x 3 respectivamente, entonces la identidad de Woodbury nos permite encontrar la inversa
de A+ UCB de manera exacta y eficiente. Esta identidad permite calcular la inversa de

14



2.4 Modelo cinemético

una matriz modificada utilizando la inversa de la matriz original y algunas operaciones
adicionales.

Considerando U = —1, C =1 y V = B y sustituyendo estos valores en la identidad
general, se obtiene,

(A-=B) ' =A' —A (=) (I"' + BA™Y(=D)) " (=D)A™!
Simplificando los términos, se llega a,
(A-B) '=A"'4+A4'B(A-B)" (2.9)

Para que la identidad sea aplicable, la matriz A debe ser invertible (no singular).
Esto es crucial porque la identidad se basa en la existencia de A~!. Si A fuera singular,
A~! no existirfa y la identidad no se podria aplicar. Ademas, la identidad de Woodbury
sigue siendo valida independientemente de si B es singular, ya que no se requiere la inversa
de B en la formula.

Para comprobar formalmente la identidad, primero se factoriza el lado derecho de ([2.9)),

AT+ A B(A-B) ' =AT'(I+B(A-DB)7) (2.10)
ahora si se multiplica (2.9) por A se tiene,

A(A=B)'=1+B(A-B)"! (2.11)

sustituyendo (2.11]) en (2.10)) resulta,

AT+ AT B(A-B) ' =4 (AA-B)7) (2.12)
y sustituyendo (2.12)) en (2.9) se obtiene,
(A-B) '=A-B)" (2.13)

finalmente, multiplicando por la izquierda ambos lados de (2.13)) por (A — B) se tiene que,
I1=1

con esto se demuestra que la identidad es correcta. La clave esta en la correcta aplicacion
de la identidad de Woodbury y la simplificacion de los términos.

2.4. Modelo cineméatico

El modelo cinematico del robot omnidireccional puede obtenerse de manera sencilla
considerando la representacién geométrica dada en la Figura y esta dado por,

E=R" (), (2.14)

15
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donde & = [:L' Y G}T € R? es el vector de estado que representa la posicion (z,y)
en el plano y 6 es la orientaciéon del robot medido a partir del eje X, hacia el eje X,,,
u= [ul Us U3] ’ € R3 es el vector de entradas de control, con u; la velocidad longitudinal,
uy la velocidad lateral y usz la velocidad angular y la matriz R' () esta dada por,

cosf) —sinf 0
R" ()= | sinf cosf® 0

0 0 1
Y,
N
y N X,
0 ~ > X5

Figura 2.5: Diagrama del robot omnidireccional.

En cambio, a partir de las restricciones de velocidad en el plano de la rueda, se puede
. . : T .
determinar la relacion entre las velocidades del cuerpo u = [ul Ug Ug} y las velocidades

angulares de las ruedas ¢ = [gzﬁl bs (ng}T donde ¢; representa la posicion angular de
cada rueda. En ese sentido, y de acuerdo a [5], la restriccién de velocidad para cada rueda
omnidireccional es como se muestra en ([2.1]).

Considerando el marco moévil (X,,,Y;,) se tiene la configuracion mostrada en la Figura,
[2.6] La Tabla [2.T] presenta los parametros asociados a cada una de las ruedas.
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Figura 2.6: Posicién de las ruedas con respecto al marco moévil.

Tabla 2.1: Parametros de las ruedas del robot omnidireccional.

>

Rs

Rueda Pardametros
a; | Bi | i
R, 51010
Ry, |[2x]0] 0
Ry |[s57m]0] 0

Por lo tanto, al sustituir los valores de la Tabla en ([2.1)) se obtiene el siguiente

conjunto de restricciones,

donde,

S~
I

(5) (5 ]

SR (0) € + Jyp = 0,

) " (59 o
) ()

Considerando que § = % la matriz J; se reescribe como,

le

—sind  cosd L
—sind —cosd L
1 0 L
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A partir de (2.15)), se despeja ¢ y se sustituye (2.14), obteniendo la relacion entre
velocidades del cuerpo y velocidades de las ruedas, la cual, esta dada por,

¢ = Tu, (2.16)

donde T = —J, 'J; y esta dada por,

[ sind _cos5 _£ T
sigé cosré _@
T = r , |- (2.17)
1 L
_ - 0 _~
r r

2.5. Modelo dindmico

Para obtener el modelo dindamico del robot omnidireccional considere el diagrama de

las Figuras [2.6] y

Y 7"@1

i B3

0 :r, > X5

Figura 2.7: Diagrama del robot moévil para obtener el modelo dindmico.

Dicho modelo se puede obtener a partir de la metodologia de Euler-Lagrange, con-
siderando el centro de masa P localizado en el origen de los ejes de referencia moviles
X — Yo
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La ecuacion de Euler-Lagrange es,

d (0L oL

~ =)= —F. 2.18

it ()~ " 215
para este caso, F; = [F}, Fyr + T,] es el conjunto de fuerzas generalizadas para j =

1,...,6 con F; como la fuerza de traccion sobre las ruedas dada por F; = Npu,, donde
o €s el coeficiente de friccion y N es la reacciéon normal; 7, es igual a la entrada del
par aplicado a cada una de las ruedas y r es su radio. Suponiendo fuerzas de reacciéon
unitarias, y tomando en cuenta para sus direcciones, las fuerzas generalizadas son
[RT (P AT ANTRES TT}. Por otra parte, g; corresponde a cada uno de los elementos del

vector ¢ = [xm Yn O &1 ¢ ¢3}T y, la variable £ es el Lagrangiano, resultado de la
diferencia entre la energia cinética K y la energia potencial U, y estd dado por,

L=K-U. (2.19)

En este caso, la energia potencial es igual a cero debido a que se considera que el robot
se desplaza en un plano horizontal. Por otra parte, la energia cinética esta compuesta por
la energia traslacional y rotacional del cuerpo del robot, asi como de la energia rotacional
de las llantas. De manera general, la energia cinética de la plataforma K, resulta,

1 1
Kp = 5 pV2 + §]pu§

donde M, es la masa de la plataforma, V' es la velocidad lineal que de acuerdo con el

diagrama de la Figura es decir, V = [xm ym] " con Ty como la velocidad lineal en el
eje Xy, Um la velocidad lineal en el eje Y, I, es el momento de inercia alrededor del origen
de X,, — Y,, y uz es la velocidad angular de la plataforma. Ademas, la energia cinética
relacionada con las ruedas es,

1 . 1 .
§IT2¢§ + §Irs¢§

donde I, es el momento de inercia de las ruedas y ®; es la velocidad angular de las ruedas,
con 1 = 1,2,3. Por lo tanto, la energia cinética total del sistema es

1 .
Kw = §IT1¢% +

1 1 1. 1. 1.
K = SMp (&, + ) + 5Ipus + 51067 + 51,03 + 5105 (2.20)
Sustituyendo ([2.20]) en (2.19)) tenemos que,
1 . ) 1 1. 1. 1.
L=-Mp (@5, + ) + 3 pu + §[r1¢% + §Ir2¢§ + §[r3¢§
o, de manera vectorial, como
1o 1.+
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Capitulo 2 Preliminares matematicos

donde,
Mp O O Irl O 0 . LIZ’m . q}l
M = 0 MP 0 7[7“: 0 Irg 0 ;€m: ym 7¢): ¢2
0 0 Ip 0 0 I, us s

Considerando ahora el eje de coordenadas fijo (x,y), se tiene la transformacion,

. ) cosf sinf 0 ' Uy
E,=R(O)E R(#)=| —sinf cosf 0|, &= | u
0 0 1 us

Por lo que finalmente ([2.21]) en los ejes inerciales toma la forma,
1. .1 .
L= §€TRT (0) MR(0)€ + §¢Tfr¢

sin embargo, debido a las propiedades de la matriz R (6), se tiene que R" () MR (0) = M,
por lo tanto, el Lagrangiano se reescribe como,

1. A
L= €' ME+ 61, (2.22)
A partir del Lagrangiano (2.22)), se obtiene lo siguiente,
L\ " . d (oL . (oL
— = M y - — = M 5 - — 0
(5) —v () —ve (5)
Y o 2 e (5
06 it \ e O
por lo tanto, ([2.18]) se expresa como,
ME=R"(0) J] (2.23)

L= J3 pta + 7. (2.24)

Multiplicando ([2.23)) por R (#) por la izquierda y (2.24) por TT = —J; (JQ_I)T por
la izquierda, y sabiendo que (J{ 1)T JJ = I, donde I3 es la matriz identidad de 3 x 3,
entonces, se tiene que,

R(0) M& = J pua (2.25)
T L= —J7 () I pa+T 70 = =J o+ T 7, (2.26)

Ahora, sumando ([2.25)) y (2.26]) se tiene que,
ROME+T I,g=T"r,. (2.27)
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2.6 Control por linealizacion mediante retroalimentacion de estados para el modelo
cinematico

Por otra parte, a partir de (2.14]) se obtiene la siguiente relacion,

u=R(0)E u=R(OE+R)E (2.28)

y, a partir de (2.16)) ¢ = Ta. Sustituyendo (2.28)) en ¢ se obtiene la siguiente expresion,

J)zT(R(Q)éJrR(Q)é). (2.29)
Sustituyendo en , se obtiene,
(ROM+T'LTR(O)E+T LTR(O)E=T"T,. (2.30)

Multiplicando ([2.30]) por la izquierda por R" (), considerando § = £, Iy = Iy = I3 =
I, y haciendo las operaciones correspondientes, el modelo dinamico sin perturbaciones esta
dado por,

D.E+C. (g) £ = BT, (2.31)
donde,
Mp + ;{5 0 0 3 0 L# 0
D, = 0 Mp+ 35 0 , Co=-—>|-16 0 0],
" 3L21, 2r?
0 0 Ip + =745 0 0 0

sin (@ +7/6) —sin(f—7/6) —cosf
B.=—-|—cos(0+7/6) cos(f—m/6) —sinb
" ~L ~L ~L

2.6. Control por linealizacién mediante retroalimentaciéon de
estados para el modelo cinematico

La dinamica del error definido en (T.1)) estd dada por & = € — £, v, al sustituir (2.14)
se obtiene,

e=R' (A)u-—¢&,. (2.32)

A partir de (2.32)) se disefia un control u por medio de una retroalimentacion de estados,
dado por,

u=R(0) [5;, - k;,,e] (2.33)

donde k, = diag (k,, ky, kg) € R**? es la matriz de ganancias del controlador con k,, k,, ko

> 0. Al sustituir (2.33)) en (2.32)) se obtiene el siguiente sistema lineal,
e = —kye. (2.34)
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Capitulo 2 Preliminares matematicos

Debido a que k, > 0, entonces —k, es una matriz Hurwitz y, por lo tanto, los errores de
posicion convergeran de manera exponencial a cero. Esto quiere decir que el robot realizara
el seguimiento de la trayectoria deseada.

Siguiendo un procedimiento parecido, también es posible llegar a la conclusion de que
la retroalimentacion,

u=R(0) [éd — kytanh (e)] . (2.35)

es adecuada para realizar seguimiento de trayectoria en un robot moévil omnidireccional.

2.7. Control par calculado para el modelo dinamico

La dinamica del error definido en ((I.1)) esta dada por & = € — £, v, al sustituir (2.31))
se obtiene,

6= D' (Ber, — C. (€) €) — & (2.36)

A partir de ([2.36)) se disefia un control 7, por medio del enfoque de par calculado dado
por,

7. = B! [De (5; — kge — kpe) el (5) é} (2.37)

donde k, y kq € R**3 son matrices definidas positivas definidas como k, = diag (k, ky, k)
y kq = diag (k, ky, k;). Sustituyendo (2.37]) en (2.36)) se tiene lo siguiente,

6 = —kge — kye. (2.38)
Definiendo e; = e y e = € el sistema ([2.38)) se reescribe como,
e; - 03 I3 €
-1 S (2:5)

donde el punto de equilibrio es e; = e; = 0. Una manera de determinar la estabilidad del
punto de equilibrio es proponiendo la siguiente funciéon candidata de Lyapunov,

V= % (e] kyer + e, €)
cuya derivada, a lo largo de las trayectorias del sistema , resulta en,
V = e k€ + e, 6,
V = —ej kqgey < 0.
Debido a que V es semidefinida negativa, se aplica el Principio de Invarianza de LaSalle.

Entonces, V' = 0 implica que e; = 0y €; = 0. Sea Q = {(e1,e2) € D | e = 0} en un
dominio D € R®. A partir de (2.38)), el hecho de que e; = €, = 0 implica que e; = 0. Por lo
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2.7 Control par calculado para el modelo dinamico

tanto, la tnica solucién que permanece en D en (e, es) = 0 y el origen es asintoticamente
estable.
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Capitulo 3

Modelado del robot omnidireccional
afectado por perturbaciones de patinado
y deslizamiento

En la primera parte de este capitulo se desarrolla el modelo cineméatico del robot
omnidireccional considerando las perturbaciones en el deslizamiento del cuerpo del robot
y las perturbaciones en el patinado. Posteriormente, la segunda parte se centra en el
desarrollo del modelo dindmico sometido a estas perturbaciones.

3.1. Modelo cinematico perturbado

En principio, para obtener el modelo cinemético con perturbaciones, debemos dividirlas
en perturbaciones de desplazamiento y de patinado, siendo las primeras sobre el cuerpo del
robot, es decir, elementos externos que lo desplazan de su trayectoria en el plano, y las
segundas son elementos que se oponen al giro de las ruedas. Es importante mencionar que el
proposito de este modelado, es identificar qué estados del modelo cinemético pueden estar
afectados por estas perturbaciones externas las cuales no son posible de medir directamente
y de las cuales tampoco se puede precisar los tiempos en los que ocurriran.

3.1.1. Perturbaciones en el deslizamiento

Con base en el diagrama de cuerpo libre mostrado en la Figura 3.1} considerando que el
cuerpo del robot es una particula en el centro del plano X,, —Y,,, puede verse que el vector
de velocidad u es el vector resultante de las velocidades perturbadas u; y us producidas
por una desviacion en las velocidades reales u; y us sobre el marco de de coordenadas
X — Y, dadas las perturbaciones angulares o, y a,.
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Capitulo 3 Modelado del robot omnidireccional afectado por perturbaciones de patinado y

deslizamiento

Figura 3.1: Diagrama considerando perturbaciones de desplazamiento

A partir de lo anterior se obtiene,

: fo .1y
S1I Oy, —_—, SOy = ——
Uu u
ull U22 (31)
COS Oy —, COsQy = —.
Uy Uz

Considerando el modelo cinemético sin perturbaciones dado en (2.14)) en conjunto con
los desplazamientos ilustrados en la Figura |3.1] se obtiene la siguiente relacion,

& =y cos (0 + a,) — Uz sin (0 + ay)
y="sin (0 + o) + U2 cos (0 + ay)

(3.2)
0= us
Usando las identidades trigonométricas:
sin (A £+ B) = sin A cos B =+ sin B cos A
cos (A =+ B) = cos Acos B F sin Asin B
y, sustituyendo en (3.2)), se obtiene,
& =1y (cos 0 cos o, — sinfsin ay,) — Uy (sin 6 cos oy, + sin oy, cos )
Y = (sinf cos a, + cos fsin ar;,) + Us (cos 0 cos ay, — sin oy, sin 6) (3.3)
9 = Uus.

Por otra parte, a partir de (3.1)) se obtienen la siguientes relaciones,

. _ . . _ . _ Uy _ Usg
[y = U7 SIN Oy, fly = —Usg SIN (v, Uy = =

COS vy

COS Qvy
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3.1 Modelo cinematico perturbado

por lo que,

Uz

. Uy . .
Uy = Sin o, = uq tan oy, fhy = —

sin a, = —ug tan oy,.
COS (tyy COS

Por lo tanto, al sustituir en (3.3)) se obtiene el modelo cinematico con perturbaciones
de deslizamiento, dado por,

E=R"(0)u+ Rs(y,p,0)u (3.4)
donde Rj3 es la perturbacion dada por el deslizamiento y esta definida como

—vysinf —pcosf 0
Rs(v,p,0) =] ~cosf —psinf 0
0 0 0

donde v = tana, y p = tana,. Note que en el modelo (3.4)), no existe perturbacion que
afecte a la orientacion 6 del robot, por lo que se puede concluir que las perturbaciones
solamente afectan al movimiento longitudinal y lateral del robot.

3.1.2. Perturbaciones en el patinado

Una vez obtenido el modelo cinematico considerando el deslizamiento longitudinal y
lateral del robot, se procede a determinar el modelo considerando el patinado de las ruedas.
En ese sentido, y con base en el diagrama de la Figura [3.2] se obtienen las siguientes
relaciones de velocidades lineales de las ruedas con patinado [31],

Yon

asrTPo rg1 = vy

e——L .
asros Rs ro3 = v3

Figura 3.2: Diagrama considerando perturbaciones de patinado.
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Capitulo 3 Modelado del robot omnidireccional afectado por perturbaciones de patinado y
deslizamiento

’Uf = Ul(l - Cli), 1= 1,2,3, (35)

donde a; € [0, 1) es el coeficiente de patinado que depende de la superficie sobre la que se
desplaza el robot movil v que provoca las perturbaciones sobre él mismo, y v; = r¢; es la
velocidad lineal de cada rueda. Recordando la relacién que existe entre las velocidades de
cuerpo y velocidades de las ruedas, dada por,

v = Rgu, (36)
-
donde v* = [vf V3 v:ﬂ y

sind —cosd —L
Ro= | sind cosd —L

—1 0 —L
Al despejar u de (3.6)) y, considerando (3.5]), se tiene lo siguiente,
u= Ry (§,L)v —aR;* (§,L)v (3.7)

con a = diag{ay, az,a3} y v=|v; vy /03} T como el vector de velocidades lineales de las
ruedas. Sustituyendo (3.7)) en (2.14)), se obtiene el modelo cineméatico con patinado en las

ruedas, .
E=R"(O)R;'(6,L)v—aR" (0)Ry* (6,L)v. (3.8)

Es importante destacar que el modelo dado en considera como entradas de control
las velocidades lineales de cada una de las ruedas.

Note, ademaés, que si el coeficiente de patinado a; = 0, entonces el patinado de las
ruedas es nulo. Por otra parte, si a; — 1, las ruedas tendran un grado de patinado mayor.

3.1.3. Perturbaciones de deslizamiento y patinado

Hasta este punto, se ha obtenido, de manera independiente, un modelo cinematico que
considera deslizamiento longitudinal y lateral, y un modelo que considera el patinado de las
ruedas, por lo que es necesario determinar un modelo que contemple ambas perturbaciones.
En ese sentido, sustituyendo (3.7)) en , se obtiene un modelo cinematico el cual
contempla el deslizamiento y el patinado de las ruedas, dado por,

E=Ry(0,6,L)v+®(0,6,L,7,p,vi, a;), (3.9)
donde,
Ry(0,6,L) = RT (§) R;* (6, L)
Y
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3.2 Modelo dinamico perturbado

o (97 57 L777 P, Vi, ai) =—R' (9) R51 (57 L) av + R (77 Ps 6) Rgl (67 L) [V o GV].

Note que también en este caso las entradas de control estdn dadas por el vector v
correspondiente a las velocidades lineales de cada rueda.

3.2. Modelo dinamico perturbado

Al igual que en la Seccion [3.1] en primera instancia se obtiene el modelo dindmico con-
siderando las perturbaciones de deslizamiento lateral y longitudinal. Después, se desarrolla
el modelo tomando en cuenta las perturbaciones de las ruedas, y, finalmente, un modelo
dindmico que incluya ambas perturbaciones.

3.2.1. Perturbaciones en el deslizamiento

Las perturbaciones de deslizamiento lateral y longitudinal en el cuerpo del robot
movil omnidireccional se pueden anadir al modelo dinamico sin perturbaciones
obtenido anteriormente usando la ecuaciéon del modelo cinematico con perturbaciones
de deslizamiento sobre la plataforma del robot mévil omnidireccional y la relaciéon
cinematica sin perturbaciones de patinado sobre las ruedas .

A partir de se obtiene la siguiente relacion,

-1

£ (3.10)

aplicando el caso especial de la identidad matricial de Woodbury de la inversa de la
diferencia de dos matrices (2.9), (4 — B '=A"1'+A"'B(A—B)', con Ay B e R™"
en donde B puede ser una matriz singular, y asimilando con (3.10) se tiene que A = R" (f)
y B = —R3(v,p,0), por lo tanto,

u(t) = {R(0) — R(0) Rs (v,p,0) [R" (6) + Ry (v, p,0)] ' }€

lo que produce,

u(t) = [R"(0) + Rs (v, p,0)]

u(t) = [R(0)+ Rs(v,p,0)] & (3.11)
con Ry (v,p,0) = —R(0) Ry (7,p,0) [RT (6) + Rs (v, p, 9)]71 como el término asociado a
las perturbaciones. Realizando el producto de las matrices involucradas resulta,
- 1 —p(sinf 4+ ycosf) p(cosh —~ysinf) 0
R3 = —7 (cosf — psinf) —v(sin@ + pcosf) 0O . (3.12)
v+l 0 0 0

Tomando la derivada de (3.11]) se obtiene,

(t) = [R(6) + Rs (7,,0)| € (1) + [R (6) + B (7, ,0)] € (3.13)
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deslizamiento
con,
. J —p(cos® —ysinf) —p(sinh + ycosh) 0O
R3 = T (sinf + pcosf) —v(cosh — psinf) 0 (3.14)
Pt 0 0 0
y, al derivar (|2.16)) se tiene, )
¢ (t) = Tu(t) (3.15)

donde T se defini6 en ([2.17)). Sustituyendo (3.13)) en (3.15)) resulta que,

$(t) = T{[R(0)+ Rs (v,0.0)| €O + [RO) + Fs (1,0,0] €} (3.16)

y, sustituyendo en se obtiene,

lo que produce,

[ROOM+TTLTR(O)]E(t) +TTLTRO)E(t) + TTLTRs (v,p,0) € () +
TTILTRs(y,p,0)€(t) =T",.
Multiplicando el resultado anterior por la izquierda por R (6), considerando § =

& Loy, Iy, Iy = 1, y haciendo las operaciones correspondientes, el modelo dinamico con
perturbaciones de deslizamiento esta dado por,

[M+TTLT)E(t) + RT () TTLTR(0)€(t) + RT () TTLTRs (7, p,0) € (t) +
RT(0)TTI.TRs(y,p,0) € (t) = RT (0) T "7y

que se puede simplificar como,
DE+C. (€) €+ Doé+C., (€) €= Ber, (3.17)

donde D., = RT () TTI,TR3 (v,p,0) y C., (5) = R'"(0) TTL«TE?, (7, p,0) son las matri-

ces que conforman la parte con perturbaciones de deslizamiento en el modelo dindmico.

3.2.2. Perturbaciones en el patinado

Para representar los efectos combinados de rodadura y patinado del robot movil
omnidireccional se parte del modelo dinamico sin perturbaciones dado en ([2.27)), asi como
del modelo cinematico sin perturbaciones de deslizamiento sobre la plataforma o cuerpo

del robot ([2.14]) y, la siguiente relacion entre (2.16]) y (3.7)),
d(t)=(T—a)'Tu(t). (3.18)
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3.2 Modelo dinamico perturbado

Aplicando la identidad matricial de Woodbury (A — B)™' = A"+ A"'B(A— B)™"
siendo A =1y B = a, por lo tanto,

¢ (t) =Tu—aTu (3.19)

— . ai as as
donde a =d .
onde a 1ag<a1—1’a2—1’a3—1>

Por otra parte, a partir de ([2.14)) se obtiene la siguiente relacion,
u(t)=R(0)&()

lo que produce la derivada temporal,

a(t)=RO)EW) +ROE®) (3.20)
mientras que, a partir de se tiene,
¢ (t) = Tu—aTu. (3.21)

Sustituyendo en ([3.21)), se obtiene la siguiente expresion,
$(t)=T|[ROED+ROEWD| -ar [ROED+ROED].  (322)
Sustituyendo en se tiene,
R(0) ME () + TTIAT [R(0) () + RO)E(1)] —aT [RO)€1) + ROEM]} =TT,

lo que produce,

[ROOM+T"ILTR ()] € O)+T LTR(9)€(t)—T " LaTR(0) &€ (t)—T LaTR(0) & (t) =
T',.

Multiplicando la expresién anterior por la izquierda por R' (), considerando § =

515 Iy, Iy = I, y haciendo las operaciones correspondientes, el modelo dindmico con
perturba(nones de patinado esta dado por,
[M+TTLT)E(t) + RT () TTL.TR(0)& (1 ) RT(0)TTLaTR(0) € (t) —
RT () TT[TaTR( )€ (t) R"(OT'r,

que se puede simplificar como,
D&+C. (§) €+ D +C., (€) €= Bor, (3.23)

donde D,, = —R" () T"I,aTR (9) y C., <£> = —RT (/) TTI,aTR (0) son las matrices
que conforman la parte con perturbaciones de patinado en el modelo dinamico.
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deslizamiento

3.2.3. Perturbaciones de deslizamiento y patinado

Finalmente, se pueden unir las ecuaciones cinematicas de deslizamiento y patinado
para obtener el modelo dinamico con perturbaciones en las ruedas y en el cuerpo del robot.
Para tal fin, se toma la velocidad lineal (]3_4|) y la velocidad angular de (3.19)) asi como las
derivadas obtenidas en (3.13)) y (3.21]),

Sustituyendo (3.13]) en (3.21)) se obtiene la siguiente expresion,

& (6) = TL[R(6) + Ry (7,p.0)| (1) + [R(0) + s (1,0,0)] €} -
ar{[R(6) + By (1.0.0)] (1) + [R(6) + Fs (7,0.6)] €}
Sustituyendo la expresion anterior en se obtiene,
R(6) ME+ TTLAT{[R(9) + s (7,0, )] € (1) + [R(6) + Fs (3,p,6)] €} -

lo que produce,
[ROYM +TTLTR(O)] €+ TTLTR(O)E+TTL{TRs (v, p,0) —
y, multiplicando por la izquierda por R' (#), considerando 6§ = Sl Ly Loy = 1

y haciendo las operaciones correspondientes, el modelo dindmico con perturbamones de
deslizamiento y patinado esta dado por,

(M+TTLT) €+ RT (0)TTLTR(0) €+
R" (0) TT‘IT {TR;(v,p,0) —al [R (6) + Rs(7,p.0)]} €+
RT (9) TTIr {Tﬁii (77 P 9) —arl |:R (9) + R3 (77 P )] } 5 RT ( ) TTT

que se puede simplificar como,
D£+C. (€)€+ Db+ Co, (€) €= B (3.24)

donde las matrices que conforman la parte con perturbaciones de deslizamiento y patinado
en el modelo dindmico son

D, = RT (0) TTIT’ {T}_%?) (77 Ps 0) —arl [R (Q) + R3 (’Ya Ps 9)} }

€3

Co (€) = BT OT'L{TRs(7.p,0) = aT [R(0) + T (7.p.0)| }
Partiendo de se tiene que,
D+ D€+ [C. (€) + Coy (€)] € = Ber,
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3.2 Modelo dinamico perturbado

despejando £ se obtiene,

€= 1D+ D) " [Ber — (C(€) + € (€)) €] (3.25)

Aplicando la identidad matricial de Woodbury (A — B)™' = A™'+ A"'B(A - B)™"
sobre la inversa de la suma de las matrices [D3 + Deg]_1 con A= D3y B = D,, se tiene
que,

D3+ D.,) ' = D;' — D-'D,, (D + D,,) "
lo que se puede simplificar como,
[Ds + D,,) " = D' + D,, (3.26)

con D, = —D;'D,, (D, + D,,)”" como la parte perturbada. Sustituyendo ([3.26)) en (3.25))

se obtiene la siguiente expresion
€= [D;'+ Do) [Ber - (C. (€) + s (€) ) €].
Al desarrollar el producto de las matrices se tiene lo siguiente,
=D Ber, = DV [C. (€) + Coy (€) | €4 Dy [ Bor = (Co (€) +Cuu (€) ) €]
0, de manera matricial, )
§=D.'Br, + ¥ (3.27)
con,

- _p! [Ce (5) R (5)] £ +D., [Ber,, - (Oe (€> +C., (E)) é}

como las perturbaciones del modelo dinamico.
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Capitulo 4

Diseno de la estrategia de control

Este capitulo se enfoca en el diseno y validacion tedrica de la estrategia de control. Para
cumplir este objetivo, en primera instancia, se implementa un observador, basado en la
metodologia del Observador Proporcional-Integral Generalizado (GPIO por sus siglas en
inglés Generalized Proportional-Integral Observer), que permita estimar las velocidades y
perturbaciones del sistema. Posteriormente, se desarrolla el esquema de control que permite
al robot omnidireccional seguir una trayectoria deseada.

4.1. Observador de perturbaciones para el modelo cinematico

Las perturbaciones presentes en el modelo cinematico, dado en , se pueden estimar
implementando un observador. En ese sentido, se propone utilizar el enfoque de GPIO. Los
GPIO son observadores lineales que se caracterizan por un modelo polinomial de tiempo
interno, autoactualizable, cuyas perturbaciones desconocidas y uniformemente acotadas,
incluso si son dependientes de estado o de fase variable capaces de realizar estimaciones
precisas en linea [32|. Los GPIO se pueden aplicar al control de sistemas no lineales
perturbados diferencialmente planos con salidas planas medibles. Con base en lo anterior,
entonces es posible aplicar esta metodologia al caso del robot mévil omnidireccional.

Se disena el observador partiendo del modelo cinematico del robot mévil omnidireccional
con perturbaciones dado en . Recordando que el error de posicion esta definido como
e = £ — &, entonces, la dindmica del error, considerando el modelo perturbado (3.9)), esta
dada por,

é:R4V—|—¢T (41)

donde &7 = — éd es la perturbacion total.

Suposicion 1 Se considera que la perturbacion ®r es una senal suave y acotada. Por lo
tanto, existe un nimero positivo de tal manera que sup,||®r| < K.

Suposicion 2 Las perturbaciones ®1 pueden ser modeladas como una familia de poli-
nomios de la serie de Taylor de grado fijo de orden m — 1, las cuales satisfacen que

LBy = Lor(t) ~ 0 donde r(t) es un vector de términos residuales [35].
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Capitulo 4 Diseno de la estrategia de control

Observacion 1 Note que la perturbacion ®1 depende de la velocidad lineal v de las ruedas
asi como de parametros como la longitud de los ejes, su orientacion y de la derivada de la
trayectoria deseada. Aunado a lo anterior, para no danar los actuadores, es vdlido asumir
que las senales que éstos reciben estan acotadas. Por todo lo anterior, se puede asumir que
D es suave y acotada, cumpliendo con la Suposicion 1. Por otra parte, debido a que la
perturbacion ®1 se puede escribir en términos de &€, un numero finito de sus derivadas, la
trayectoria deseada €, y la entrada de control v, entonces ®r es observable [34)] y cumple
con la Suposicion 2.

Con base en lo anterior, la estructura del observador es la siguiente

e = R4V+(i)1+/\m(e—é)
(I)l = qA)2 + /\m—l (e — é)
(I)Q = qA)g + /\m—2 (e — é) (4 2)

~ ~

e, 1 = @,+)\(e—¢)
(I)m = Ao(e—é)

donde ®; es la estimacion de la perturbacion ®7. Por otra parte, \; € R**® con
7 = 0,1...,m son matrices diagonales que corresponden a las ganancias del observador.
Definiendo el error de observaciéon como € = e — €, su dinamica estia dada por,

et 28 4 A8 4 Ae =1 & 0

por lo que puede obtenerse un polinomio de grado m + 1 dado por [35]

Lis™ D) 1\ s™ 4 4 ANs+ N\ = (1352 + I3 wps® +]3wi) (I3s +pd)m71 (4.3)

donde I3 es la matriz identidad de 3 x 3, (4 es el factor de amortiguamiento deseado, w,, es
la frecuencia natural no amortiguada deseada y pg € R3*3 es una matriz diagonal la cual
corresponde a los valores de los polos deseados. Los polos del sistema I35+ 4+ A, s(™) +
...+ A18 4+ A\ se deben de elegir de tal manera que la parte real se encuentre en la parte
izquierda del plano complejo s y lo suficientemente alejados del eje imaginario. Esto genera
que el error de estimacion €, converja asintéoticamente a una vecindad arbitrariamente
pequena del origen, y, por lo tanto, b, — P y € — e, [33]. Una manera de elegir estos
parametros es, a partir de establecer un factor de amortiguamiento deseado (; y un tiempo
de establecimiento deseado t,4, de tal manera que la frecuencia natural no amortiguada se

puede calcular a partir de
4

B Cdtss .

Wn
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4.2 Observador de perturbaciones para el modelo dinamico

Ademés, para calcular p,; se puede ocupar la siguiente relacion, pg > 10(w,, de tal
manera que pg sea un polo no dominante.

Observacion 2 Note que, con base en las Suposz'ciones y@ la ecuacion (4.3)) resulta, de
manera aprorimada a una ecuacion tipo homogénea, lo que permite asequrar la convergencia
del error € a una vecindad del origen, independientemente del valor de la senal de control
v. Bajo estas condiciones, la estrategia de control establece un principio de separacion para
el diseno de la ley de control (que se detallard mds adelante) y el diserio del observador. Es
decir, la estrategia de control puede ser disenada de manera independiente de la estrategia
de observacion.

4.2. Observador de perturbaciones para el modelo dinAmico

Al igual que con el modelo cinematico perturbado, las perturbaciones presentes en el
modelo dindamico dado en , se pueden estimar implementando un observador, sin
embargo, al tratarse de un sistema de segundo orden, es necesario agregar un nuevo estado.
En ese sentido, y, recordando que el error de posicién estéa definido como e = & — &4,
entonces, la dinamica del error, tomando en cuenta que e; = e, e; = €, esta dada por,

él = €9

e = De_lBeTT + \IIT (44)
donde ¥ =W — éd es la perturbacion total. Se propone el GPIO como,
é1 = &+ Apsi(e1 — &)
€ = De_lBe’Trr +Wr+ A\, <61 — él)
Uy = Uyt Ayi(e—8)
\112 = \ilg + )\m,Q (e — é) (45)

~ ~

\ilm = )\0 (e — é)

con \; € R¥*® como matrices diagonales que corresponde a las ganancias del observador,
7 =20,1...,m . Definiendo el error de observaciéon como € = e — €, su dindmica esta dada
por,

et 4 X\ et 48 o, e 4 e =™ 0

por lo que puede obtenerse un polinomio de grado m + 2 dado por

s N s st b = (]382 + I3(qw, s + Igbdi) (I35 + pa)™
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Capitulo 4 Diseno de la estrategia de control

donde (y es el factor de amortiguamiento deseado, w, es la frecuencia natural no amortiguada
deseada y pg corresponde al valor del polo deseado. Al igual que en el caso anterior, los
polos del sistema I35 2 4+ X, 115D 4 4+ X5+ Ay se deben de elegir de tal manera que
la parte real se encuentre en la parte izquierda del plano complejo s y lo suficientemente
alejados del eje imaginario. Esto genera que el error de estimaciéon € y sus derivadas,
converjan asintoticamente a una vecindad arbitrariamente pequena del origen, y, por lo
tanto, los valores estimados converjan a los valores reales [33].

4.3. Estrategia de control para el modelo cineméatico pertur-

bado

Con base en el modelo definido en (4.1)), se disefia un control v de tal manera que el
robot movil omnidireccional siga una trayectoria deseada. En ese sentido, el control v se
puede definir a partir de una retroalimentacién dada por,

v:—Rf<@e+$Q (4.6)

donde k, = diag{k,, k,, ko} es la ganancia del controlador con k,, k,, kg > 0. Sustituyendo
el control (4.6]) en el sistema (4.1]), se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado,

é=—ke+® (4.7)

donde ® = &, — d,. Note que si d =0, el origen del sistema (4.7 es globalmente
exponencialmente estable debido a que la matriz k, es definida positiva, y, por lo tanto, los
errores de seguimiento convergen a cero de manera exponencial. Para la convergencia del

sistema en lazo cerrado compuesto de los sistemas (4.1])-(4.2))-(4.6)) se utiliza el resultado

presentado en [36], el cual es un caso especial del Teorema 2.1 de [37].

Teorema 2 [36] Asuma que existe una constante positiva C' de tal manera que ||e(0)|| < C,
sup;so||®(t)|| < C 'y sup;sl|(&a(t),€a(t))|| < C. Entonces, el sistema en lazo cerrado

compuesto de los sistemas (4.1])-(4.2))-(4.6)) tiene la siguiente convergencia

1. El estado e esta acotado, es decir, ||e|| < T', para todo ¢t > 0 donde I' es una constante
positiva.

2. Los estados £ siguen practicamente la senal de referencia &; en el sentido que, por
cada o > 0, existe una constante €* tal que por cada ¢ € (0,&%)

|€ — &4|| < o uniformemente en ¢ € [t., 0]
donde t. es una constante dependiente de . En particular, se tiene que
lim sup||¢ — &4 < o
t—00
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4.4 Estrategia de control para el modelo dinamico perturbado

Observacion 3 Cabe destacar que la ley de control v se puede disenar de diferentes formas
y siguiendo diferentes metodologias. Por ejemplo, se puede proponer una funcion no lineal
para que el error de posicion se mantenga acotado, es decir, v se puede disenar como

v=-R" [k;p tanh (e) + i’l} : (4.8)
Sustituyendo (4.8]) en (4.1)), se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado
é = —k,tanh (e) + ®. (4.9)

De nueva cuenta, si ® =0, el origen del sistema (4.9) es globalmente exponencialmente
estable debido a que la matriz k, es definida positiva |38], y, por lo tanto, los errores de
sequimiento convergen a cero de manera erponencial.

4.4. Estrategia de control para el modelo dindAmico pertur-
bado

Con base en el modelo basado en el error, definido en , se disena un control 7, de
tal manera que el robot mévil omnidireccional siga una trayectoria deseada. Para este fin,
se utiliza el enfoque de par calculado [39] con compensacion de la perturbacion, por lo que
se obtiene la siguiente expresion,

. = —B'D, [kdéz + ke + \i:T} (4.10)

donde k, y kq € R**® son matrices diagonales definidas positivas, con k, = diag (k, ky, ko)
y kq = diag (k;, ky, ky); €2 es el valor estimado del error de velocidad y W es la estimacion

de las perturbaciones. Sustituyendo (4.10)) en (4.4)) se obtiene lo siguiente,
6= —keey — ke + U, (4.11)

donde \ij = ‘IJT — \ifT.
Recordando que &; = e; — €, y, sustituyendo esta expresion en (4.11]) se obtiene,

6y = A, + ' (8, 0) (4.12)

T :
donde e, = [elT eQT] y matrices,

A 0 ]3 ~ T\ 03><1
A= {—k,, —kd]’ F<62"I’> - [kdé2+x11]
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Capitulo 4 Diseno de la estrategia de control

donde 0347 es un vector cero de 3 x 1. Note que I’ (ég, \I~/> =0ene; =0y ¥ =0, por lo

tanto, el origen de (4.12)) es globalmente exponencialmente estable. Para la convergencia
del sistema extendido se utiliza el resultado presentado en [27] con el siguiente Teorema.

Teorema 3 [27]. Sea x = 0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema
nominal & = f (¢, ). Sea V (¢, x) una funciéon de Lyapunov del sistema nominal que satisface
de 4_13|) a (4.15)). Supongase que el término de perturbacion g (¢, z) satisface y
(4.17)). Entonces, el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema
perturbado & = f (t,x) + ¢ (t,z). Ademas, si todos los supuestos se cumplen globalmente,
entonces el origen es globalmente exponencialmente estable.

allz|* <V (t,2) < co|2]? (4.13)
ov. oV

- - < 2 )

5 + gy (7)< —cllll (4.14)
ov
|9 <l (1.15)
lg (t2) || < Allall, vt > 0,¥z € D (4.16)
y<2 (4.17)
Cy

para todo (¢,z) € [0,00) x D para constantes positivas ¢y, ca, c3 y c4.

Aplicando los resultados del Teorema [3] se puede asegurar la estabilidad exponencial

. 1T
del sistema extendido, cuyo vector de estado es © = [éqT \IIT:| .

Observacion 4 Es importante aclarar que la parte medular de este trabajo radica en
la obtencion de un modelo que tenga contemplado las perturbaciones de deslizamiento y
patinado de las ruedas del robot omnidireccional. Para la parte de control, se utilizaron
técnicas y enfoques ampliamente estudiados en la literatura. Por lo tanto, es natural pensar
que como trabajo futuro se disenen estrategias de control que contemplen, por ejemplo,
el ahorro de energia, la optimizacion de la trayectoria, entradas y salidas acotadas, por
mencionar algunos.
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Capitulo 5

Experimentos mediante simulaciones
numéricas

En primera instancia, en este capitulo se presentan las simulaciones del modelo cineméa-
tico y dindmico en lazo abierto para determinar el desempeno del observador, propuesto en
el Capitulo 3. Posteriormente, se muestran las simulaciones de los modelos en lazo cerrado
con la estrategia de control disenada en el Capitulo 4.

5.1. Diseno 2D y 3D del RMO

Para visualizar de forma més clara tanto el desplazamiento como el giro del cuerpo
o plataforma del robot sobre el plano se puede disenar una representacion en 2D de la
estructura del robot moévil como se aprecia en la Figura sin embargo, si también se
desea apreciar el giro de las ruedas, se puede disenar un ensamble o modelo 3D como el

que se muestra en la Figura hecho en el software de Inventor(C) y posteriormente
importado al entorno de Matlab/Simulink(C).

021
015
011

0.05r

Y [m]

ot

-0.05

-0.1r

-0.15

02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
02 015 01 -005 0 005 01 015 02
X [m]

(a) Diseno 2D. (b) Diseno 3D.

Figura 5.1: Representaciones del robot moévil omnidireccional.
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Capitulo 5 Experimentos mediante simulaciones numéricas

Dichos modelos se desplazan y giran al mismo tiempo en que se ejecutan las simulaciones,
tal y como se ve en la Figura[5.2] esto da una mejor perspectiva del movimiento y seguimiento
de trayectoria del robot tal y como lo haria de forma fisica.

1 1
05+ 1 05+
2 £
> >
05 1 05+
1 -
1.5 1 05 0 05 1 1.5 15 - 05 0 05 1 15
X [m] X [m]

@ w—t el |

Figura 5.2: Representacion del seguimiento de trayectorias.

5.2. Control del modelo cineméatico sin perturbaciones

Con el fin de validar los resultados obtenidos en el calculo del modelo cinemético sin
perturbaciones ([2.14)) y el diseno del control mediante linealizaciéon por retroalimentacion

de estados ([2.33]), se llevo a cabo una simulacion en el entorno de Matlab/Simulink(c),
para lo cual se disené el diagrama de bloques mostrado en la Figura [5.4}
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5.2 Control del modelo cinematico sin perturbaciones

» out.error

out.trayectoriad 4 :
out.control »| out.trayectoria

i

Scope zid Scope e

zid >+ »{e b
( ) |t i\
X e Control u Scope zi
tiempo I
.‘ zidp »! zidp ‘ u »{u zip '
fen fen L
zi

—Pltheta fen ziZp

theta Modelo Cinematico
Trayectoria deseada Control
i

Scope zid1

out.velocidadd

Figura 5.3: Diagrama de bloques para el seguimiento de trayectorias.

Seguimiento de trayectoria

Interpreted
MATLAB Fcn

ANIMACION

out.posicion

En la Figura [5.4a] se aprecia la trayectoria real del robot en comparaciéon con la
trayectoria deseada, con ganancias del controlador k, = diag{1, 1,1} y condiciones iniciales
£(0) = [0 0 O}T, los pardmetros del robot mévil 7 = 0.05 m, L = 0.125 m, § = & donde
es evidente que el robot logra seguir la trayectoria deseada. Por otra parte, en la Figura
[5.4D], la orientacion real converge a la orientacion deseada.

051

0.4

0.3

021

0.1

0 [rad]
e

-0.1

0.2

031

04t

) . . . . . ,
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo |s]

(b)

Figura 5.4: Comparacién entre la trayectoria deseada y la real.

-0.5

Este comportamiento se aprecia mejor en la Figura [5.5] Concretamente, en la Figura
[5.5a], los errores de posicion convergen a cero mientras que en la Figura [5.5D] el error de
orientacion también converge a cero. Las senales de control requeridas por el robot para
realizar su movimiento, se ilustran en la Figura [5.6]
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Figura 5.5: Senales de error de seguimiento.
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Figura 5.6: Senales de control.

30

Finalmente, se hizo la prueba con una trayectoria diferente y usando el control que

contiene a la tangente hiperbolica (2.35|) considerando los mismos parametros para las
ganancias del control y las mismas condiciones iniciales del robot. Los resultados se muestran
en las Figuras de la alaf.9
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Figura 5.7: Comparacién entre la trayectoria deseada y la real.
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Figura 5.8: Senales del error de seguimiento.
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Figura 5.9: Senales de control.

45



Capitulo 5 Experimentos mediante simulaciones numéricas

En ambos casos se puede apreciar que el error converge a cero, sin embargo, aun
podemos ajustar mas las ganancias del controlador para una convergencia del error de
seguimiento mas rapida, por ejemplo, k, = diag{10, 10,10} nos da los resultados mostrados
en la Figura [5.10]

04r

031

02

0.1

Y [m]

-0.1

-0.21

-03

-04

. . . . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0 5 10 15 20 25 30
X [m] Tiempo [s]

(a (b)

Figura 5.10: Comparacion entre la trayectoria deseada y la real.

L L
-0.6 -0.4 -0.2

5.3. Control del modelo dinamico sin perturbaciones
Ahora, para verificar que el modelo dindmico sin perturbaciones ([2.31]) y el control

obtenido en ([2.37]) es correcto, se realizé una simulacion en Matlab/Simulink(C) con el
diagrama de bloques mostrado en la Figura [5.11]

o

zidp—— W zidp
zip
zidpp [P zidpp tauf—— P tau Inter
. preted
' zZi———P
zZdl—— plJid MATLAB Fcn
Modelo Dinamico ANIMACION

Trayectoria deseada Zi
Control

Figura 5.11: Diagrama de bloques para el modelo dinamico sin perturbaciones.

Las ganancias del controlador se eligieron como k, = diag{25,25,150} y ks = 2,/k, y
los parametros del robot moévil son M = 1.67 kg, m =0.68 kg, r =0.05 m, L = 0.125 m,
§ = %, por 1ltimo, las condiciones iniciales son &(0) = [O 0 O]T y £(0) = [O 0 O]T. En
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5.3 Control del modelo dinamico sin perturbaciones

la Figura se aprecia el seguimiento de trayectoria en el plano X — Y y en la Figura
BE.120 en 6.

Las graficas de las Figuras v [5.13b| muestran el error del seguimiento de trayectoria
con respecto al tiempo de la posicion en X y Y y orientacion en 6 respectivamente.

e Deseada
mmm  Real 3.5

e Deseada
— Real

04

03[ 3
02r 25

0.1 2
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-0.1 1
-0.2F 0.5
03} 0

-04r

. . . . . . 4 . . . . . .
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0 5 10 15 20 25 30
X [m] Tiempo [s]

(a (b)

Figura 5.12: Comparacion entre la trayectoria deseada y la real.
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0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
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(a) (b)
Figura 5.13: Senales del error de seguimiento.
Finalmente, la Figura nos muestra las senales de control 7, en cada una de las

ruedas del robot mévil omnidireccional, mientras que la Figura nos muestra un zoom
de las senales de control a partir de 1 segundo.
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Magnitud [N-m]
. 5 .
IS
Magnitud [N-m]

. . . . . I . . . .
0 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) (b)

Figura 5.14: Senales de control.

5.4. Modelo cinematico con observador de perturbaciones

Para evaluar el modelo cineméatico perturbado (3.9)) con observador de perturbaciones,
se realiza una simulaciéon a partir del diagrama de bloques mostrado en la Figura [5.15]
Para tal fin, los parametros del robot que se consideraron son los siguientes: r = 0.05 m,

L =0.125 m, § = Z rad. La condicion inicial del robot esta dada por: £(0) = [0 0 O}T.

Las entradas de control se establecen en v = [7’ r 7’} " m /s, con esta eleccion, el robot se
moverd formando una curva de Lissajous tipo Lemniscata. Por otra parte, los parametros
del observador son: w, = 2 rad/s, (4 = 20 y pg = 50.
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t o 2idp

Trayectoria deseada Entradas | : [

WModelo cinematico con perturbaciones
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[e]

Observador m = 1

>
Entradas. gl
[2

sig

Entradas

[e] e Perturbaciones estimadas

Observador m = 2

[e]

Observadorm =3

Figura 5.15: Diagrama de bloques para la evaluacion de los observadores.

Las perturbaciones introducidas en el desplazamiento o, y «,, asi como las perturba-
ciones de patinado ay, as y az se propusieron de la siguiente forma,

oy =3¢ 210 para 10<t <25
a, = 2.5¢72719 para 16 <t < 20
—(t=6) para 6 <t <13 (5.1)
as = 0.8¢72"2) para 23 <t < 28
as = 0.6e72710) para 16 <t < 23

a, = e

Las perturbaciones ({5.1]) toman la forma mostrada en la Figura [5.16]
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Figura 5.16: Perturbaciones inyectadas en el modelo.

La Figura |5.17| ilustra el error entre la estimacion de la perturbacion y la perturbacion
inyectada al modelo, con diferentes 6rdenes del observador, es decir, se consideré m = 1,2, 3,
teniendo resultados muy similares. Sin embargo, se puede concluir que el observador que
mejor estima las perturbaciones es el de tercer orden m = 3 ya que el error converge a cero
en menor tiempo y presenta menos oscilaciones en estado estacionario, en comparacion con
elorden m=1y m = 2.
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0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) X (b)Y
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Figura 5.17: Errores entre la perturbacion real y la estimada.

Finalmente, en la Figura [5.1§] se muestra la comparacion entre la trayectoria ideal
(sin perturbaciones) y la trayectoria con las perturbaciones, en donde puede observarse
claramente que el robot moévil se desvia de la trayectoria debido a que no hay ninguna
compensacion de las perturbaciones.
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. . . . . . . . . . . |
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Figura 5.18: Comparacion entre la trayectoria deseada y la real.
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Capitulo 5 Experimentos mediante simulaciones numéricas

5.5. Modelo dindmico con observador de perturbaciones

Para evaluar el observador con etapa m = 3 para el modelo dindmico perturbado (|3.27)
se realizo una simulacion a partir del diagrama de bloques mostrado en la Figura [5.19] los
parametros del robot son Mp = 1.67 kg, M, = 0.068 kg, r = 0.0 m, L = 0.125 m, [, =
0.00009 kg'm?, Ip = 0.0071 kg-m?, § = Z rad con condiciones iniciales £(0) = [0 0 O]T,
y los pardametros del observador,con m = 3, son: w,, = 1 rad/s, {; = 30 y p; = 180.
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2 [ el
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Modelo dinamico con perturbaciones

[Psit]

[zi] > zi N
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[zip] P zip { Psiy Psigm =4

le1] »le

g

e2gp

Entradas1

Perturbaciones

Observadorm=3

Figura 5.19: Diagrama de bloques para la evaluacién del observador.

Las perturbaciones introducidas en el desplazamiento o, y «,, asi como las perturba-
ciones de patinado a1, as y az se propusieron de la siguiente forma,

ap = Se72t710 para 10 <t < 25

4

T _2(t—16)
36

a1 =029  para 6<t<13
ar = 0.3¢720=%) para 23 <t <28

as = 04720710 para 16 <t < 23

y = para 16 <t < 20

(5.2)

Las perturbaciones ([5.2]) toman la forma mostrada en la Figura m
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Figura 5.20: Perturbaciones inyectadas en el modelo.

Los resultados del observador se muestran en la Figura[5.21] en donde pueden apreciarse
los errores entre las perturbaciones reales y las perturbaciones estimadas por el observador.
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Figura 5.21: Errores entre la perturbacion real y la estimada.

53



Capitulo 5 Experimentos mediante simulaciones numéricas

De la Figura se puede concluir que el observador estima las perturbaciones ((5.2))
justo en los tiempos 6,10,16 y 23 segundos, tiempos en que fueron introducidas, sin
embargo, en 6, llega a detectar algunas estimaciones mas debido a la vibracion del robot.

5.6.

El control (4.6]) junto con el modelo cineméatico perturbado ([3.9)) se simulé con ayuda
del diagrama de bloques mostrado en la Figura [5.22]

Los parametros estan dados por: las perturbaciones (5.1)), § = s rad, L = 0.125 m,

[O 0 O}T. La trayectoria deseada es una

Control del modelo cinematico con perturbaciones

r = 0.05 m, y condiciones iniciales £(0) =

Lemniscata cuya ecuacion paramétrica es & = [Acos (wt) Bsin (2wt) arctan (Ya/dq)] ’
con una amplitud A = 0.6 m en el eje X, una amplitud B = 0.25 m en el eje Y, un periodo
T = 30 s, y una frecuencia angular w = %’T Las ganancias del controlador se establecieron
como k, = diag{1, 1,1} mientras que, debido a que se consider6 un observador de orden
m = 3, sus ganancias son w, = 2 rad/s y (4 = 20.

zidp

zid
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gg

Control

| Interpreted
| MATLAB Fen

ANIMACION

Modelo cinematico con perturbaciones

I

Entradas

N

Parametros de perturbacion

zi

Entradas

Psig
zidp

Observador con m =3

Figura 5.22: Diagrama de bloques del control con observador de perturbacio-

nes.

La Figura|5.23| presenta una comparacion entre la estimacion de las perturbaciones y las
perturbaciones simuladas. Note que, después de 1 segundo, las perturbaciones estimadas
convergen al valor de las perturbaciones simuladas.
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Figura 5.23: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

Por otro lado, la Figura [5.24al muestra una comparacion entre la trayectoria seguida por
el robot y la trayectoria deseada, mientras que la Figura ilustra la comparaciéon entre
la orientacion real y la deseada. Es importante apreciar que, a pesar de las perturbaciones
presentes en el sistema, el robot logra seguir la trayectoria deseada. Ademas, los errores de
posicion y de orientacion se presentan en la Figura [5.25a] y respectivamente, donde
es evidente que convergen a cero.
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Figura 5.24: Comparacion entre la trayectoria deseada y la real.
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Figura 5.25: Seniales del error de seguimiento.

Finalmente, la Figura [5.26 muestra las sefiales de control que son necesarias para que

el robot omnidireccional realice el seguimiento de trayectoria.
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Figura 5.26: Senales de control.
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5.7 Control del modelo dinamico con perturbaciones

5.7. Control del modelo dinamico con perturbaciones

La estrategia de control de par calculado con observador (4.10|) para el modelo dindmico
perturbado ((3.27)) se simul6 con ayuda del diagrama de bloques mostrado en la Figura
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Figura 5.27: Diagrama de bloques del control con observador de perturbacio-
es.

=

Los pardmetros estan dados por las perturbaciones , Mp = 1.67 kg, M, = 0.068 kg,
r=0.05m, L =0.125 m, 1,,0.00009 = kg-m?, Ip = 0.0071 kg-m*, § = & rad y condiciones
iniciales £(0) = [0 0 O}T. La trayectoria deseada es la misma que en la simulaciéon
anterior. Las ganancias del controlador se establecieron como k, = diag{50, 50,100} y
kg = 2\/k’_p mientras que, debido a que se consider6 un observador con orden m = 3, las
ganancias del observador son w, = 1 rad/s, {; = 30 y pg = 160.

La Figura [5.28| presenta una comparacion entre la estimacion de las perturbaciones y
las perturbaciones simuladas.
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Figura 5.28: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

Por otro lado, la Figura muestra una comparaciéon entre la trayectoria seguida
por el robot y la trayectoria deseada, mientras que la Figura [5.29D] ilustra la comparacion
entre la orientacion real y la deseada. También se nota que, aunque las perturbaciones
afectan al sistema, el robot lograr seguir la trayectoria deseada. Ademés, los errores de
posicion y de orientacion se presentan en la Figura y respectivamente, donde
es evidente que convergen a cero.
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Figura 5.30: Senales del error de seguimiento.

Finalmente, la Figura muestra las senales de control que son necesarias para que
el robot omnidireccional realice el seguimiento de trayectoria, mientras que la Figura
muestra un zoom de las senales de control a partir de 1 segundo.
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Figura 5.31: Senales de control.
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Capitulo 6

Experimentos en tiempo real

La primera parte de este capitulo describe la plataforma experimental utilizada para
realizar los experimentos. Después, se ilustran los resultados en lazo abierto para determinar
el desempeno del observador. Finalmente, se describen los resultados obtenidos utilizando
el control definido en el Capitulo 4 con estimacion y sin estimacion de las perturbaciones.

6.1. Plataforma experimental

La plataforma experimental utilizada para evaluar el modelo y el control con observador
de perturbaciones disenados a lo largo de este trabajo consta de tres elementos principales:
computadora central, sistema de captura de movimiento y robot moévil omnidireccional.

La Figura muestra de manera general la interaccion entre los elementos de la
plataforma experimental, siendo el sistema de captura de movimiento un sistema de
cuatro camaras Optitrack que captura la posicion y trayectoria seguida por el robot para,
posteriormente, transmitir dicha informaciéon por medio de una red Wifi a la computadora
central, la cual, utiliza ROS para procesar los datos y enviar al robot mévil omnidireccional
la velocidad requerida por los motores de cada una de las ruedas para realizar su movimiento.

Optitrack

F\WW~

i ROS

I ————

Robot ~

* omnidireccional !

Figura 6.1: Diagrama general de la plataforma experimental.
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Capitulo 6 Experimentos en tiempo real

A continuacioén, se describe de forma méas detallada a cada uno de los elementos de la
plataforma experimental.

= Computadora central. Es el componente encargado de recibir y procesar toda la
informacion, para luego retroalimentar al robot mévil omnidireccional. Esta unidad
esté equipada con el sistema operativo Ubuntu 20.04 y ROS Noetic, lo que garantiza
un entorno moderno y eficiente para el desarrollo y operacion del robot.

El Robot Operating System (ROS) es un conjunto de software de codigo abierto
que proporciona servicios esenciales para el desarrollo de software robotico. Aunque
no es un sistema operativo en si, ROS ofrece una infraestructura similar a la de
un sistema operativo, incluyendo abstraccion de hardware, control de dispositivos
de bajo nivel, implementacion de funcionalidades comunes, paso de mensajes entre
procesos y gestion de paquetes [40].

La terminologia principal de ROS es,

e Nodo: Un proceso que realiza computacion. En ROS, los nodos se comunican
entre si mediante el paso de mensajes.

e Mensaje: La unidad de datos que se envia entre nodos. Los mensajes pueden
contener datos de sensores, comandos de control, estados, etc.

e To6pico: Un canal de comunicacion que los nodos utilizan para intercambiar
mensajes. Los nodos pueden publicar o suscribirse a topicos.

e Servicio: Una comunicacion sincronica entre nodos. Un nodo puede solicitar una
operacion especifica a otro nodo y esperar una respuesta.

e Accién: Similar a los servicios, pero permite operaciones que pueden tomar un
tiempo indeterminado, proporcionando feedback continuo.

e Paquete: Una coleccién de nodos, bibliotecas, y otros archivos que proporcionan
una funcionalidad especifica.

e Master: Un nodo especial que actiia como registro para otros nodos, permitiendo
la localizaciéon y comunicacion entre ellos.

= Sistema de captura de movimiento. La posicion del robot mévil omnidireccional
se obtiene utilizando un sistema Optitrack de la empresa Natural Point Inc®). Este
sistema esta4 compuesto por cuatro camaras Flex 3 Optitrack, las cuales detectan luz
infrarroja. Cada camara tiene una resolucion de 640 x 480 pixeles y puede capturar
hasta 100 imagenes por segundo.

Las camaras emiten luz infrarroja que es reflejada por marcadores especiales colocados
en el robot movil omnidireccional, como se ilustra en la Figura [6.2] Estos reflejos son
capturados por las caAmaras y procesados mediante el software Motive, que determina
la ubicacién precisa de los marcadores. La informaciéon de posicion resultante se envia
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6.1 Plataforma experimental

a la computadora central a través de una Red Periférica de Realidad Virtual (VRPN,
por sus siglas en inglés), utilizando ROS para la comunicacion.

Figura 6.2: Marcadores infrarrojos.

= Robot mévil omnidireccional. Para realizar los experimentos, se emplea un robot
movil omnidireccional de tres ruedas como la que se muestra en la Figura [6.34]
alimentado con una bateria de 24 V y, disenado especificamente para su uso en
plataformas experimentales y educativas. Cada una de las ruedas es actuada por
un motorreductor metalico con encoder de cuadratura como el que se muestra en
la Figura controlado por microcontroladores de la marca Basicmicro Motion
Control(©) como el de la Figura . Ademas, para poder hacer la comunicacion entre
todos los componentes se utiliza un ordenador de placa tnica de la marca Raspberry
Pi igual al de la Figura

Figura 6.3: Componentes del robot mévil omnidireccional.
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La integracion de todos los componentes puede verse en la Figura (6.4, Este robot
es ideal para investigaciones y practicas debido a su versatilidad y capacidad de
movimiento en todas las direcciones.

Figura 6.4: Robot movil omnidireccional.

Las especificaciones més relevantes de este robot se detallan en la Tabla

Tabla 6.1: Especificaciones del robot mévil omnidireccional.

. . [ |m] | r [m] § |rad|
Dimensiones 0195 1 0.05 =
Peso 3.5 kg
Fuente de alimentacion Bateria de 24 V
Tarjeta tinica Raspberry Pi 4 Model B
Actuadores 3 x Pololu 19:1 37D x 68L mm, 24 V
Codificador de cuadratura 64 CPR en el eje del motor
Rendimiento sin carga 530 RPM, 100 mA
Microcontrolador 1 x RoboClaw 2x30A Motor Controller
1 x RoboClaw 2x15A Motor Controller
Tiempo de funcionamiento 2 hrs.

6.2. Observador de perturbaciones para el modelo cineméatico

El primer experimento consiste en validar el observador de perturbaciones de orden
m = 3 disenado para el modelo cineméatico. Para ello se introdujeron las senales de control

v = 7T [—rwsin (wt) rwcos (wt) w]T m/s con T igual a la matriz de transformacion
(2.17) y r el radio de la rueda, durante un periodo de T, = 15 s con w = % mostradas
en la Figura [6.5], las cuales producen que el robot siga la trayectoria de un circulo con
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6.2 Observador de perturbaciones para el modelo cinematico

radio r. = 0.6 m, con centro en ¢ = (-0.6,0) en el plano X — Y y una orientaciéon en la
direccion de 6. La Figura muestra tanto la trayectoria ideal (sin perturbaciones de
fuerzas externas) como la trayectoria a la que se le aplicaron fuerzas externas a través de
un cable sujeto al robot que se jalaba cada cierto tiempo para hacer que se deslizara o
patinara desviandolo de su trayectoria. En ambos experimentos puede apreciarse que el
robot se desvia de la trayectoria deseada debido a perturbaciones de patinado, en el caso
ideal, y a perturbaciones de deslizamiento y patinado en el caso perturbado. La Figura
[6.6D] muestra la orientacion seguida por el robot.
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(b) Perturbada
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—-— Perturbada
-

Tiempo |s]

(b)

Figura 6.6: Comparacién entre las trayectoria.

Tomando en cuenta que existen fuerzas externas que desplazan y frenan al robot maévil
omnidireccional al igual que en el modelo cinemético perturbado (3.9)) se introduce el
observador, cuyas estimaciones de perturbacion se muestran en las graficas de la Figura
0. (]
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Figura 6.7: Estimacién de las perturbaciones con el observador.

6.3. Control del modelo cinemaéatico sin compensacién de
perturbaciones

El segundo experimento consiste en aplicar el control cinematico sin perturbaciones
(2.33)) con un observador de orden m = 3 para el seguimiento de trayectorias en un periodo
de 30 s sin compensar la estimacion de las perturbaciones. Los pardmetros del robot son

™

[ =0.125 m, 7 = 0.05 m, y 6 = % rad con condiciones iniciales cercanas al origen. Las

trayectorias propuesta, asi como los resultados, se describen a continuacion.

6.3.1. Trayectoria circular

La trayectoria deseada es un circulo de radio . = 0.5 m, las ganancias del controlador son
k, = diag {1, 1,1} mientras que los parametros del observador son (4 = 10 y w,, = 0.4 con
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6.3 Control del modelo cinematico sin compensacion de perturbaciones

ganancias \g = diag{0.0256, 0.0256,0.0256} (rad/s)?, \; = diag{2.56,2.56,2.56} (rad/s)3,
Ao = diag{64.32,64.32,64.32} (rad/s)? y A3 = diag{16, 16,16} rad/s.

En la Figura[6.8] se muestra la trayectoria seguida en el plano X — Y y la orientacion
en ¢ en donde podemos ver que la trayectoria real sigue a la trayectoria deseada, lo cual se
aprecia de mejor forma en la Figura con la convergencia de los errores de seguimiento a
cero.

Por otra parte, las sefiales de control se presentan en la Figura[6.10]y las perturbaciones
estimadas por el observador en la Figura
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Figura 6.8: Comparacion entre el seguimiento de trayectoria.
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6.3.2. Trayectoria tipo lemniscata

Para este experimento, la trayectoria deseada es una Lemniscata con un ancho A = 0.6
m y alto de B = 0.25 m, las ganancias del controlador son k, = diag {1.5,1.5, 1.5} mientras

que los parametros del observador son los mismo que para el circulo.

Los resultados del seguimiento de trayectoria se muestran en la Figura y en la
Figura [6.13] puede observarse que los errores de seguimiento convergen a cero gracias a las
senales de control de la Figura [6.14] a pesar de las perturbaciones que se presentan en el

robot, las cuéles se muestran en la Figura [6.15
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Figura 6.12: Comparacion entre el seguimiento de trayectoria.
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6.3 Control del modelo cinematico sin compensacion de perturbaciones

6.3.3. Trayectoria tipo flor

En este experimento se consider6 como trayectoria deseada una flor de cuatro pétalos,
cuya ecuacién paramétrica es €, = [pcos (wt) psin (wi) %]T con p = Acos (wnt) + B,
A= % m, B = Lf m, T =30s, w= %TW y n = 4, las ganancias del controlador son
k, = diag {2, 2,2} mientras que los pardametros del observador son los mismo que para el
circulo y la lemniscata.

En la Figura se aprecia que el seguimiento de trayectoria deseado se cumple tanto
en el plano X — Y como en 6, lo cual puede comprobarse en la Figura|6.17] en donde los
errores de seguimiento convergen a cero.

Por otro lado, la Figura |6.18] muestra las senales de control y la Figura las

perturbaciones presentes durante el experimento.
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Figura 6.16: Comparacion entre el seguimiento de trayectoria.
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6.4 Control del modelo cinematico con compensacion de perturbaciones

6.4. Control del modelo cinematico con compensaciéon de
perturbaciones

En esta seccion se implementa el control dado en (4.6|) con un observador de orden
m = 3 para el seguimiento de trayectorias en un periodo de 30 s. Los parametros del robot
son los mismos que los definidos anteriormente mientras que la condicién inicial esta cerca
del origen. Las trayectorias propuesta, asi como los resultados, se describen a continuacion.

6.4.1. Trayectoria circular

La trayectoria deseada es un circulo de radio 7. = 0.5 m, las ganancias del controlador son
k, = diag {0.5,0.5,0.5} mientras que los parametros del observador son (4 = 10 y w,, = 0.4
con ganancias \g = diag{0.0256,0.0256,0.0256} (rad/s)*, A\, = diag{2.56,2.56,2.56}
(rad/s)3, \y = diag{64.32,64.32,64.32} (rad/s)? y A3 = diag{16,16,16} rad/s.

En la Figura |6.20 se muestra la trayectoria seguida en el plano X — Y y la orientacion
en # en donde podemos ver que la trayectoria real sigue a la trayectoria deseada, lo cual se
aprecia de mejor forma en la Figura [6.21] con la convergencia de los errores de seguimiento
a cero.

Por otra parte, las senales de control se presentan en la y las perturbaciones
estimadas por el observador en la Figura [6.23
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Figura 6.20: Comparacion entre el seguimiento de trayectoria.
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Figura 6.23: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

6.4.2. Trayectoria tipo lemniscata

La trayectoria deseada es una lemniscata de ancho A = 0.5 m y alto de B = 0.25
m, las ganancias del controlador son k, = diag {1, 1, 1} mientras que los parametros del
observador son los mismos que para el circulo.

El seguimiento de la trayectoria se puede ver en la Figura[6.24] tanto en el plano X —Y
como en 6, en la Figura [6.25| se observa que los errores de seguimiento convergen a cero, en
la Figura[6.20] se ven las sefiales de control y en la Figura [6.27] las perturbaciones estimadas
por el observador.

75



Capitulo 6 Experimentos en tiempo real

Y[m]

Error [m]

0.4

0.2 4

0.0

—0.4 4

10 4

Posicién en X - Y

Orientacién en &

10 4
7~
—
;"" -~ 5
- e
- g
5 o
5
wmm Deseada w— Deseada
== Simulada == Simulada
=== Real ~104 == Real
70‘.4 70‘2 0.‘0 0.‘2 0.‘4 0:6 0.‘8 6 5 1‘0 ll5 2‘0 25 3‘0
X [m] Tiempo [s]
Figura 6.24: Comparacion entre el seguimiento de trayectoria.
Error de posicidn Error de orientacién
10 4
5
=l
e
r g 04 ’r
fir
5
e, simulado
m— &, simulado
- e, real _10 w5 simulado
= ey real = e real
6 f; lID £5 Zb 25 3‘0 6 f; 1‘0 ll5 2‘0 25 3‘0
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.25: Errores de seguimiento de trayectoria.

Magnitud [m/s]

Control v
1.0+
0.5 4
0.0 4
—0.5
—10
e ) Simulado
-1.54 — /; Simulado
w3 simulado
2.0
-y real
254 v; real
w3 real
6 f; lID ll5 2‘0 25 3‘0
Tiempo [s]
Figura 6.26: Senales de control.

76
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Figura 6.27: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

6.4.3. Trayectoria tipo flor

La trayectoria deseada es una flor de cuatro pétalos con parametros A = %8 myB = Lf
m, las ganancias del controlador son k, = diag{l, 1,1} mientras que los parametros
del observador son (; = 7 y w, = 0.58 con ganancias \¢ = diag{0.113,0.113,0.113}
(rad/s)*, \; = diag{5.463, 5.463,5.463} (rad/s)?, Ay = diag{66.60, 66.60,66.60} (rad/s)? y
A3 = diag{16.24,16.24,16.24} rad/s.

Los resultados del seguimiento de la trayectoria deseada se muestran en la Figura [6.28]
mientras que los errores de seguimiento se muestran en la Figura [6.29

Las senales de control se pueden apreciar en la Figura [6.30| mientras que las perturba-
ciones estimadas por el observador en la Figura [6.31

7



Capitulo 6 Experimentos en tiempo real

¥[m]

Error [m]

Posicién en X - Y

Orientacién en &

0.75 4
10 4
0.50
0.25 1 5 ‘
0.00 E I‘
e 0+ ﬁ
—0.25 4 "
~0.50 -
wm= Deseada wm= Deseada
—0.75 4 == Simulada = Simulada
== Real -10 1 = Real
71“0 70‘5 0:0 0.‘5 1:0 [} 5 1‘0 lIS Zb 25 Bb
X [m] Tiempo [s]
Figura 6.28: Comparacion entre el seguimiento de trayectoria.
Error de posicidn Error de orientacién
10 4
10 1
54
5
=l
0] £ |‘
5 o '~
fir
51
e, simulado =51
m— e, simulado
~101 - e, real ez simulado
= ey real —10 7 = ejreal
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.29: Errores de seguimiento de trayectoria.

Control v

Magnitud [m/s]

vy simulado
vz simulado
v3 simulado
v1 real
v real
v3 real

T
0 5 10 15 20 25
Tiempo [s]

Figura 6.30: Senales de

78

30

control.




6.5 Control del modelo cinematico con compensaciéon de perturbaciones aplicando fuerzas
externas

Perturbacién estimadas en X Perturbaciones estimadas en Y
104
0.5 0.2 4
0.0
0.0 4
0.5
W w
E 104 -E- 0.2
IES H
-1.5 —0.4 4
-2.0
—0.6
—2.5
—-0.8
~3.04
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Perturbacién estimada en 6

154

10 4

s [rad/s)

T T T T T T T
[} 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]

Figura 6.31: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

6.5. Control del modelo cinematico con compensaciéon de
perturbaciones aplicando fuerzas externas

Finalmente, se realizaron los mismos experimentos de la Seccién [6.4] pero, aplicando
fuerzas externas a través de un cable sujeto al cuerpo del robot, el cual era arrastrado para
deslizar y patinar al robot. Dichos resultados se muestran a continuacion.

6.5.1. Trayectoria circular

En la Figura se puede apreciar que el seguimiento de trayectoria sufre algunas
desviaciones debido a las fuerzas externas aplicadas, sin embargo, en la Figura [6.33] se
observa que el error de seguimiento vuelve a converger a cero gracias a las senales de control
mostradas en la Figura Ademés, las perturbaciones externas se pueden apreciar en las
graficas de la Figura[6.35, en donde el observador de perturbaciones es capaz de detectarlas.
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6.5 Control del modelo cinematico con compensaciéon de perturbaciones aplicando fuerzas
externas
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Figura 6.35: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

6.5.2. Trayectoria tipo lemniscata

Las perturbaciones externas aplicadas al seguimiento de trayectoria se pueden ver en la
Figura [6.36} el error de seguimiento se muestra en la Figura las senales de control en
la Figura [6.38| y la estimacion de las perturbaciones en las graficas de la Figura [6.39]
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6.5 Control del modelo cinematico con compensaciéon de perturbaciones aplicando fuerzas
externas
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Figura 6.39: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

6.5.3. Trayectoria tipo flor

El seguimiento de trayectoria tanto en el plano X — Y como en 6 se observa en la
Figura[6.40] en donde a pesar de las fuerzas externas aplicadas podemos ver que los errores
de seguimiento mostrados en la Figura [6.41] vuelven a converger en cero.

Las senales de control aplicadas se encuentran en la Figura las cuales se vuelven
mas grandes cada que el observador detecta alguna perturbacion como las que se muestran
en la Figura [6.43] con el fin de que el seguimiento de la trayectoria vuelva a converger.
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6.6 Discusion de los resultados

Perturbacién estimadas en X Perturbaciones estimadas en Y

05 4 0.8 4
0.0 1 0.6 A

—0:51 0.4

~1.04
0.2

i [mys]
By [mys]

154
0.0
—-2.04
—0.2 4
—-254
—0.4 4
—3.04

T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s] Tiempo [s]

Perturbacion estimada en 6

20

15 A

=
o
L

s [rad/s]

T T
o 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]

Figura 6.43: Estimacion de las perturbaciones con el observador.

6.6. Discusion de los resultados

Una vez realizados los experimentos de control cinemético con perturbaciones de
deslizamiento y patinado para seguimiento de trayectorias con y sin compensacion de
perturbaciones se puede observar que el objetivo de seguimiento se cumple en ambos
casos. Sin embargo, al no considerar las perturbaciones, las senales de control presentan
una mayor amplitud, en comparacion con las senales de control con compensacion de las
perturbaciones.

Por otra parte, en los resultados mostrados para el control sin compensacion de
perturbaciones, se puede apreciar que dichas perturbaciones se encuentran presentes, ain
sin aplicar ninguna fuerza externa. Esto se puede corregir implementado un observador
que permita estimar las perturbaciones y de esta manera agregarlas al control para que se
cancelen con las perturbaciones reales.
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Capitulo 6 Experimentos en tiempo real

Con el fin de evaluar el rendimiento del control para el modelo cineméatico con ob-
servador de perturbaciones se propusieron tres trayectorias diferentes, el circulo, siendo
una trayectoria sencilla no presenté6 mayor dificultad para llevar a cabo el seguimiento
a pesar de agregar fuerzas externas, por otro lado, la lemniscata nos mostré que incluso
sin aplicar cargas externas existen perturbaciones al momento en el que robot gira en sus
extremos derecho e izquierdo debido a la velocidad en la que va el robot y, finalmente,
con la flor de cuatro pétalos al ser una trayectoria mas compleja se pudo notar que el
robot practicamente se detiene o reduce considerablemente su velocidad en las curvas mas
pequenas para posteriormente continuar con el seguimiento.

Finalmente, es importante destacar que los experimentos en tiempo real para el modelo
dinamico no se llevaron a cabo debido a que la plataforma experimental del robot no cuenta
con el equipo necesario para poder aplicar un par sobre las ruedas y asi generar las senales
de control.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Las conclusiones de esta trabajo se enlistan a continuacion.

= A partir del analisis de la cinematica del robot mévil omnidireccional, se desarroll6
un modelo que considera tanto el deslizamiento longitudinal y lateral del cuerpo
asi como el patinado en las ruedas. Este enfoque permite una representacion mas
completa y precisa del comportamiento del robot. Ademas, el desarrollo del modelo
dindmico perturbado proporciona un anélisis més exhaustivo al incluir pardmetros
fisicos del robot, como las masas y los momentos de inercia.

= Dado que las perturbaciones son desconocidas, el diseno de observadores GPIO per-
miti6 aproximar su comportamiento. Esto facilité su consideracion en el controlador.
Por una parte, en el modelo cineméatico mediante una retroalimentacion de estados,
mientras que en el modelo dindmico, a través de la estrategia de par calculado, lo que
permitié un seguimiento preciso de la trayectoria. Cabe destacar que el observador
para el modelo cinematico se disené considerando diferentes 6rdenes m = 1,2, 3,
siendo m = 3 el que mejor se aproxim¢ al sistema real. Con base en lo anterior,
para el modelo dindmico se disené directamente un observador de orden (m = 3).
Asimismo, las ganancias de los observadores y controladores se ajustaron para mejorar
el seguimiento de la trayectoria.

= Las estrategias de control desarrolladas se probaron en una plataforma experimental,
lo que permitié validar los resultados teoéricos y de simulacion. A pesar de algunas
fallas internas en la plataforma del robot, los resultados obtenidos demostraron una
buena estimacion de las perturbaciones y un control efectivo en el seguimiento de las
trayectorias.

= Debido a que las senales de control del modelo dindmico obtenido son pares, no fue
posible realizar experimentos en tiempo real. Sin embargo, las simulaciones numéricas
mostraron resultados esperados. Es importante resaltar que el modelo dindmico se
dej6é tnicamente en funcién de la matriz de masa, la matriz de transformacion y
las senales de control, permitiendo que el vector de velocidad fuera estimado por
el mismo observador como una perturbaciéon. Esto facilita futuros experimentos en
tiempo real, donde solo es posible medir la posicion.
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Capitulo 7 Conclusiones y trabajo futuro

Con base en las conclusiones obtenidas, se identifican varias adreas de investigacion y
desarrollo que podrian explorarse en futuros trabajos. En ese sentido, a continuacién, se
presentan algunas ideas:

= Experimentos en tiempo real del modelo dinamico: Adaptar el algoritmo de
control y observacion para su implementacion en la plataforma experimental y validar
los resultados obtenidos de forma tedrica.

» Pruebas en diferentes entornos: Realizar pruebas sobre distintas superficies y
con trayectorias més complejas para validar la robustez y efectividad de los modelos
y estrategias de control desarrolladas.

» Optimizaciéon de ganancias: Desarrollar métodos automaticos para la optimiza-
cion de las ganancias de los controladores y observadores, con el fin de mejorar el
rendimiento del sistema en tiempo real.
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