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Resumen

El presente trabajo trata sobre el analisis de los sistemas esencialmente no li-
neales, evaluando su desempeno dinamico como absorbedores de vibraciones para
sistemas primarios lineales y no lineales. Se toma como referente el desarrollo de
una serie de casos de absorbedores de vibraciones. Primero, se realiza una revision
cronologica de las definiciones, resultados y aplicaciones reportadas en la literatura.
Asimismo, se presentan dos casos tipicos de estudio que revelan caracteristicas no
lineales de amortiguamiento y rigidez, empleando el método de escalas miltiples
para el analisis de la respuesta en frecuencia, evidenciando la dependencia existente
de la amplitud de respuesta con la frecuencia y la amplitud de excitacion. A fin
de implementar un sistema esencialmente no lineal, se considera un sistema tipo
Duffing amortiguado clésico, con sus variaciones, ya sea con y sin rigidez lineal,
para obtener las funciones de respuesta en frecuencia no lineal. Se analiza el caso
de esquemas de control retroalimentado, donde las no linealidades podrian usarse
para diferentes objetivos de control como la inyeccion de amortiguamiento y/o de
rigidez, lineal o no lineal. Finalmente, se verifica el analisis con algunos resultados

numeéricos y experimentales.
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Abstract

This paper deals with the analysis of the so-called essentially nonlinear systems,
evaluating their dynamic performance as vibration absorbers for linear and nonli-
near primary systems. The development of a serie of cases of vibration absorbers
is taken as a reference. First, a chronological review of the definitions, results and
applications reported in the literature is carried out. Likewise, two typical cases stu-
dies, which reveal nonlinear characteristics on damping and stiffness are presented,
using the method of multiple scales for frequency response analysis, evidencing the
dependence of the response amplitude on the amplitude and frequency of excitation.
In order to implement an essentially nonlinear system, the classical damped Duffing
system is considered, with its variations, that is, with and without linear stiffness,
to obtain the nonlinear frequency response functions. The application of feedback
control schemes is briefly analyzed, where the nonlinearities could be used for diffe-
rent control objectives, as for linear or nonlinear damping and/or stiffness injection.

Finally, the analysis is verified with some numerical and experimental results.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién general

La frase, si quieres encontrar los secretos del universo, piensa en términos de
energia, frecuencia y vibracion, suele atribuirse al inventor, fisico e ingeniero Nikola
Tesla, aunque no existe evidencia que demuestre que el genio la haya dicho o es-
crito textualmente. Sin embargo, esta puede ser una interpretaciéon moderna de sus
ideas y deja ver lo trascendental que ha sido a través del desarrollo historico del
conocimiento, el estudio de las vibraciones.

El problema de control de vibraciones en sistemas y estructuras mecanicas ha
sido abordado desde hace mucho tiempo mediante la aplicacion de absorbedores
dindmicos de vibraciones, también llamados amortiguadores de masa sintonizada
(TMD, por sus siglas en inglés), tipicamente lineales y, en algunos escasos casos, no
lineales, utilizando elementos o acoplamientos no lineales, con cambios en la inercia,
amortiguamiento y/o rigidez, o agregando términos cuadraticos o ctbicos, lo cual
conlleva al inherente fenémeno de la no linealidad y a los absorbedores de vibraciones
no lineales.

Debido a que los absorbedores lineales de vibraciones presentan falta de robustez
y, en general, poseen diversas limitaciones précticas, especialmente frente a eventua-
les variaciones en la amplitud de la fuerza aplicada o cambios en la frecuencia de
excitacion, destacando aquéllas cercanas a las frecuencias resonantes del sistema
primario o del absorbedor [11, 2] [3 4, 5], algunos estudios han arrojado como resulta-

do posibles soluciones para superar tales dificultades, mediante el uso de elementos



no lineales para mejorar el desempeno dindmico de los absorbedores de vibraciones

[, 6, [7, 8, 9].

El constante desarrollo de nuevos materiales, en los cuales la relaciéon carga-
deformacion no es linealmente elastica, al igual que la permanente ambicion de la
ingenieria moderna por desarrollar nuevas y desafiantes aplicaciones, han resultado
en un motivo de impulso para la investigacién entorno a la supresion y atenuacion
de vibraciones mediante el uso de absorbedores de vibraciones no lineales. Aunque
a principios del siglo XIX ya se mencionaba la importante necesidad por el estudio
de los sistemas no lineales, no fue sino hasta mediados del mismo que se analiz6
y empled la rigidez no lineal para extender el rango de frecuencia del absorbedor
de vibraciones [I]. Como consecuencia, se afirma que el absorbedor de vibraciones
no lineal puede diseniarse para incrementar los rangos de frecuencia operacional del

sistema primario [2].

En términos generales, un absorbedor no lineal de vibraciones puede disenarse
para aumentar el rango de frecuencia operativa, introducir resonancias internas o
fenomenos de saturacion [10], disipar altos niveles de energia en el contexto de los
drenagjes no lineales de energia (NES, por sus siglas en inglés) [11] y la transferencia
de energia dirigida (TET, por sus siglas en inglés) [§]. Recientemente, han sido objeto
de estudio los absorbedores esencialmente no lineales (ENA, por sus siglas en inglés)
[9, 12], los cuales son sistemas sin una aproximacion lineal, por lo cual no pueden
disenarse localmente como en el caso de los absorbedores lineales de vibraciones,
aunque poseen otras propiedades interesantes, como el denominado fendmeno de

saturacion, que permite acotar la respuesta, ain bajo condiciones de resonancia [2].

En general, la presencia de no linealidades en los sistemas mecénicos represen-
ta una dificultad para su analisis teérico y practico, al igual que su estabilidad, la
obtencion de la funcion de respuesta frecuencial y las formas de los modos norma-
les de vibracion [13]. Ademas, el uso de absorbedores no lineales de vibraciones no
siempre conduce a mejoras en el desempeno del sistema, por lo que resulta conve-
niente explorar la aplicaciéon de absorbedores activos de vibraciones mediante esque-
mas de control que permitan alcanzar estabilidad y robustez del sistema completo

10, 14}, (15, [16].

El presente trabajo comprende el anélisis de los Sistemas Mecdnicos Esencial-



mente No lineales como absorbedores de vibraciones para sistemas primarios con
amortiguamiento del tipo Duffing. Se abordara una breve revision del estado del ar-
te, definiciones, resultados y algunas de las aplicaciones reportadas en la literatura.
Se analizara también el problema de absorciéon de vibraciones en un sistema prima-
rio tipo Duffing amortiguado, conectado a un absorbedor tipo Duffing esencialmente
no lineal, con esquemas de control de vibraciones pasivos y activos. Finalmente, se

verificara el analisis con algunos resultados numéricos y experimentales.

1.2. Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales

Algunos de los trabajos recientemente publicados, referentes a los aspectos prin-
cipales de los absorbedores no lineales de vibraciones y sus aplicaciones, describen
desde absorbedores tipo viga, con no linealidades de tipo geométrico, acoplados a
sistemas tipo masa-resorte, hasta absorbedores de vibraciones centrifugas del tipo
péndulo para la reduccién de vibraciones torsionales en maquinaria rotativa y mo-
tores de combustion interna de cuatro cilindros, como lo presentan Mikhlin, et al
[9]. Sin embargo, muy pocos presentan una definicién concreta de los Sistemas Me-
cénicos Esencialmente No lineales. En Martynyuk [12] se cita el trabajo realizado
por Kamenkov [I7] sobre estabilidad y oscilaciones en sistemas no lineales, don-
de se define los Sistemas Mecénicos Esencialmente No lineales, como el sistema de
ecuaciones para el movimiento perturbado, que no son lineales cuando el parametro
de perturbacién pequena tiende a cero, es decir, que tiende a una aproximaciéon u

oscilador lineal.

En los Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales, las no linealidades no pue-
den tratarse como una perturbacién o correcciéon de un comportamiento lineal. En
estos sistemas las propiedades no lineales son fundamentales y dominan el compor-

tamiento del sistema en casi todas las condiciones de operacion.

Para fines del presente trabajo, los Sistemas Mecénicos Esencialmente No lineales
se definen como sistemas que carecen de aproximacién lineal, por lo cual no pueden

ser disenados localmente, como es el caso de los absorbedores lineales de vibraciones.



1.2.1. Vibraciones en los Sistemas Mecanicos Esencialmente

No lineales

Las vibraciones en los Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales son un
campo complejo y fascinante para la comprension de la dindmica de sistemas y es-
tructuras mecanicas. A diferencia de los sistemas lineales, los sistemas no lineales
presentan una relacién no proporcional entre la fuerza aplicada y la respuesta del
sistema, lo que conduce a una variedad de comportamientos dindmicos que no se
observan en sistemas lineales. Es importante mencionar que el principio de superpo-
sicion no es aplicable para el estudio de las vibraciones no lineales, lo cual significa
que la respuesta del sistema a una combinacién de entradas no es igual a la suma de
las respuestas a las entradas individuales. El comportamiento dindmico propio de
las no linealidades hace que los sistemas presenten un alto nivel de sensibilidad an-
te condiciones iniciales, conllevando a respuestas significativamente diferentes ante
pequenos cambios. Otra particularidad interesante son las resonancias no lineales,
es decir, que las frecuencias de resonancia estan directamente condicionadas por
la amplitud de la fuerza de excitacion, dando lugar a fendémenos como la resonan-
cia subarmonica y superarmonica [18]. Los sistemas no lineales pueden exhibir una
variedad de comportamientos complejos, incluyendo bifurcaciones, caos (ver [19])
y soluciones multi-estables. El trabajo realizado por Rega, et al (2003) presenta

informacion detallada al respecto.

Como caso ilustrativo, considere el sistema tipo masa-resorte-amortiguador de

un grado de libertad

mi + ci + K(z) = f cos(Qt) (1.1)

donde x es el desplazamiento, F'(t) = f cos(€2t) es una fuerza de excitacion armonica
con amplitud f y frecuencia de excitacion 2. Los parametros del sistema son la
masa m, el amortiguamiento de tipo viscoso ¢y, en este caso, K(x) = kyz + ksz®
es una funcién de rigidez no lineal, con k; y k3 denotando constantes de rigidez
lineal y ctbica, respectivamente. En la Figura|l.1|se muestra la respuesta frecuencial

(numeérica) del sistema tipo Duffing con y sin rigidez lineal.
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Figura 1.1: Respuesta frecuencial del sistema tipo Duffing para m = 2.9461 kg,
¢ =24 N.s/m, cuando a) k; = 166 N/m y k3 = 10° N/m? (color azul), y b) k; =0
v k3 = 10° N/m? (color verde).

Es importante destacar los puntos criticos para cada caso, los cuales pretenden
subrayar la presencia de un cambio brusco en la amplitud de respuesta, al cual se
le conoce como efecto de salto, propio del fenémeno de saturacién en un sistema no
lineal, que en el caso del sistema esencialmente no lineal es mas notorio.

En particular, observe que cuando k; = 0 la frecuencia paramétrica principal (o
lineal) del sistema esw = \/Z%) = 0, lo que conduce a complicaciones evidentes

en la obtencion de la respuesta frecuencial usando métodos de aproximacion local

alrededor de una solucién armonica.

1.2.2. Meétodos de analisis frecuencial de los Sistemas Meca-

nicos Esencialmente No lineales

Al igual que en los sistemas no lineales, las ecuaciones que modelan el compor-
tamiento de los Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales se estudian mediante
métodos de solucién analitica o métodos de aproximacién, también conocidos como
métodos de perturbacion aproxrimada. Entre los métodos de solucion analitica méas

empleados y ampliamente estudiados, estan los siguientes [6]:

» Expansion directa o straight-forward.

s F] método de Lindstedt-Poincaré.



= El método de escalas miltiples.

» El método de promediacion o averaging.

s F] método de balance armoénico.

Para sistemas de ecuaciones con mayor complejidad se han realizado algunas

versiones mejoradas de los métodos de anélisis frecuencial, tales como:

El método de Lindstedt-Poincaré modificado.

El método de balance armonico intrinseco.

El método de balance armoénico generalizado.

El método de escalas miltiples - balance armoénico.

El método de escalas multiples (de tiempo), aunque representa una mayor di-
ficultad matematica, tiene la capacidad de tratar convenientemente sistemas con
amortiguamiento [6]. Por lo tanto, para efectos de este trabajo es el método de

solucién analitica empleado.

1.3. Absorbedores de vibraciones

La tarea de disminuir o incluso cancelar las vibraciones mecanicas, producto de
las fuerzas externas con las que interactiian las méquinas y estructuras, ha sido caso
de estudio de amplio interés [2]. El 18 de abril de 1911, la oficina de patentes de
los Estados Unidos de América registré la patente con niimero 989.958, de lo que se
conoce como el primer absorbedor de vibraciones mecanicas [20]. Sin embargo, fue
anos antes, el 30 de octubre de 1909 el dia en que su inventor, el ingeniero aleméan
Hermann Frahm presento la solicitud con el nombre de dispositivo para amortiguar
las vibraciones de los cuerpos. Dicho dispositivo consistia de un elemento de inercia
(masa) acoplado al sistema principal mediante un elemento rigido (resorte). Al ser
tan sencillo, este dispositivo solo era efectivo en un problema acotado para un rango
de operacion limitado (frecuencia natural del sistema), por lo que el desempeno em-

peoraba dréasticamente cuando la frecuencia de la fuerza de excitacion variaba. Una



manera de afrontar esta restriccion, y aportar una solucién mas robusta, fue me-
diante la instalacion de un amortiguador viscoso entre el dispositivo y la estructura
principal [21].

Algunas aplicaciones que utilizan absorbedores de vibraciones son la maquinas
reciprocantes (cilindro-émbolo), tales como compactadoras, lijadoras, herramientas
tipo sierras, e incluso los grandes motores de combustién interna, que funcionan a
velocidad constante, con el propésito de reducir al minimo el consumo de combus-
tible. Sin un absorbedor de vibraciones, resultaria imposible mantener o controlar
cualquiera de estas méquinas y herramientas, debido a la presencia de fuerzas reci-
procantes desbalanceadas. La situacion es atin mas critica cuando la maquina debe

atravesar u operar cerca de alguna de sus frecuencias de resonancia.

1.3.1. Clasificacion de los absorbedores de vibraciones

El asunto de los absorbedores de vibraciones mecénicas resulta ser un tema de
gran importancia, debido a su naturaleza préctica, necesaria para garantizar los es-
tandares de calidad que brinden certeza frente a la seguridad del operario o personas
en el medio en que interactia la méquina o estructura, y, por supuesto, para ga-
rantizar el ciclo de vida 1til del mismo. Debido a su importancia, amplios estudios
realizados al respecto han presentado la posibilidad de clasificar muy generalmente
a los absorbedores de vibraciones en dos tipos: absorbedores pasivos y absorbedo-
res activos de vibraciones [4, 22 23]. A continuacién se presenta brevemente una

descripcion, bastante general, de cada uno de estos.

Absorbedor pasivo de vibraciones

En el ano 2007, la empresa francesa Airbus Helicopters (Eurocopter, hasta 2014)
publicé un trabajo interesante sobre el control activo y pasivo de vibraciones me-
canicas, haciendo gran énfasis en su aplicacion en la industria (ver [24]), en el cual
se mencionan dos maneras de realizar control pasivo: la primera mediante la opti-
mizacion de la estructura del sistema, a fin de disminuir los niveles de vibracién en
puntos especificos, para lo cual se sugieren cambios en la distribucién de masa o la
modificacion de las geometrias (rigidez), teniendo incidencia directa en las frecuen-

cias naturales y sus formas modales; sin embargo, esto es aplicable inicamente para

7



proyectos en su etapa de diseno. Para casos en los que los pardmetros de masa y
rigidez no pueden modificarse directamente existen los absorbedores dindmicos de
vibraciones (DVA, por sus siglas en inglés) [4, [10) [14], los cuales constituyen un
apéndice mecanico conformado cominmente por un elemento tipo masa (inercia) y
un elemento eléstico o resorte (rigidez), sintonizados entre si para una frecuencia en
particular mediante la expresion w, = \/% . Es bastante usual incluir un elemento
amortiguador, que se encarga de disipar cierta cantidad de energia en cada ciclo de
vibracién y, por tanto, mejorar las propiedades de estabilidad. Para los casos en los
que se incluye el elemento disipativo, el absorbedor recibe el nombre de amortigua-
dor de masa sintonizada (TMD, por sus siglas en inglés). Un sistema amortiguado
representa un sistema no conservativo y, por lo tanto, se requiere la presencia per-
manente de una fuerza externa que permita mantener un estado estacionario de la

respuesta vibratoria [4, 21, 23].

0.015 :
E 0.01f .
< 0.005} -

War
0 1 i | 1
0 1 2 3 4 5 6
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Figura 1.2: Respuesta frecuencial de un sistema primario lineal acoplado a un

absorbedor dindmico de vibraciones.

Debido a que el absorbedor pasivo de vibraciones constituye en si un sistema tipo
masa-resorte-amortiguador, su acoplamiento a un sistema primario de n grados de

libertad implica agregar un grado de libertad, por lo que el sistema acoplado tendra



n—+1 grados de libertad. En el caso de un sistema de un grado de libertad, el sistema
resultante sera de dos grados de libertad y, por lo tanto, su dindmica estara descrita
por dos frecuencias naturales, pertenecientes al sistema primario y al absorbedor, y
una anti-resonancia, la cual tendra un valor de frecuencia entre las dos frecuencias
naturales y una amplitud en razén del amortiguamiento presente en el sistema (ver
Figura . La presencia de amortiguamiento elevado, aunque mejora la estabilidad,
empeora la capacidad de transferencia de energia del sistema primario al absorbedor

de vibraciones, inutilizando la funciéon del absorbedor pasivo.

Absorbedor activo de vibraciones

Los absorbedores pasivos de vibraciones son dispositivos comtiinmente empleados
para suprimir vibraciones armoénicas en una frecuencia de sintonizaciéon o diseno, de
una forma simple y eficiente. Sin embargo, el acoplamiento del absorbedor al sistema
primario modifica indefectiblemente la respuesta estructural del sistema y adiciona
una nueva frecuencia natural, en la cual las amplitudes de vibracién pueden llegar
a ser notablemente grandes, con tendencia a incrementarse conforme al amortigua-
miento es més pequeno, teéricamente al infinito cuando el amortiguamiento es cero
[14]. Lo adverso de las limitaciones aparecen con la imposibilidad de cancelar las
vibraciones presentes ante varias frecuencias de excitacion, especialmente cerca de
las resonancias. Para ello se emplean distintas técnicas de control activo de vibracio-
nes basadas en emplear las senales de medicién de sensores, cuya tarea es permitir
obtener valores de desplazamiento, velocidad y/o aceleracion en tiempo real, y con
ello controlar la dindmica mediante actuadores y transductores, los cuales, mediante
la inyecciéon de energia cinética y potencial, modifican convenientemente la dinamica
del sistema y suprimen/cancelan las vibraciones que lo afectan. Diversas técnicas de
control por retroalimentacion y/o prealimentacion han sido ampliamente estudiadas
y aplicadas en ingenierfa. Claramente, la principal desventaja del absorbedor activo
de vibraciones radica en el costo de los componentes y sus limitaciones fisicas, lo
cual se compensa con la seguridad que brinda un control méas robusto de vibraciones
[24].

La empresa estadounidense HERZAN, entre un amplio campo de aplicaciones,

ofrece una mesa de control activo de vibraciones tipo escritorio, modelo TS150, pro-
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Figura 1.3: Diferencia de comportamiento en el tiempo de estabilizaciéon de un

sistema con absorcion pasiva y activa. [25]

pio para la operacion de sistemas de alta precision como las balanzas analiticas o
experimentos de holografia, las cuales requieren resolucion en términos de micro/pico
gramos y resultan altamente sensibles a vibraciones de naturaleza exégena. Dicho
sistema emplea un aislador de vibraciones activo/pasivo con capacidad de estabili-
zacion en un rango de 5 a 20 ms, empleando un esquema de control prealimentado.
La Figura describe los tiempos de estabilizacion de la TS150 y del sistema con
absorcion pasiva.

En Silva-Navarro, et al [I5] se presenta como caso de estudio un absorbedor de
vibraciones activo/pasivo tipo Duffing, el cual se acopla al sistema primario tipo
Duffing, dejando ver que en algunas situaciones la combinacion de los beneficios del
absorbedor pasivo de vibraciones, con la flexibilidad de un esquema de control activo,
mejora la robustez general del sistema contra cambios en la frecuencia de excitacion
o cambios en los parametros del sistema, y también se mejora la respuesta dinamica
del sistema primario. En términos generales, presentan una relacion costo-beneficio

bastante favorable, dependiendo de la aplicacion.

1.3.2. Absorbedores de vibraciones no lineales

La falta de robustez y las limitaciones practicas de los absorbedores dinamicos de

vibraciones lineales, especialmente ante variaciones en la amplitud y la frecuencia de
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excitacion, particularmente cercanas a cualquiera de las frecuencias resonantes del
sistema primario y del absorbedor, han sido ampliamente analizadas en la literatura
1, 21 31 4 5L 6]

Algunas posibles soluciones, para superar estas dificultades, consisten en utilizar
elementos no lineales (masa/inercia, rigidez y/o amortiguamiento) para mejorar el
desempeno dindmico de los absorbedores de vibraciones. Véase, por ejemplo, [5, 6]
7,18, 9]

Por lo tanto, es posible disenar un absorbedor no lineal para aumentar el rango de
frecuencias de operacion, introducir resonancias internas o fenémenos de saturacion,
y disipar niveles de energia mas altos en el contexto de los drenajes de energia no
lineal , la transferencia de energia dirigida y, mas recientemente, los llamados Absor-
bedores Esencialmente No Lineales. Desafortunadamente, los fenémenos no lineales
en los sistemas mecanicos dificultan la teoria, el analisis, la estabilidad y la determi-
naciéon de las funciones de respuesta frecuencial y modos normales de vibraciéon no
lineales (NNM, por sus siglas en inglés). En la préctica, sin embargo, la aplicacion de
absorbedores no lineales no conduce necesariamente a mejores resultados y, a veces,
la alternativa de utilizar esquemas de control activo de vibraciones puede mejorar

la estabilidad y robustez del sistema mecanico general [10], [14) [15, [16].

Aplicacién de rigidez no lineal

En 1952, Robert E. Roberson [I], quien se encontraba adscrito en la division de
mecanica del laboratorio de investigacion de la naval estadounidense, sometio ante el
Departamento de Mecanica Aplicada de la Universidad de Washington una porcion
del documento final, requisito para la obtenciéon del grado de Doctor en Filosofia,
titulado Sintesis de un absorbedor dinamico de vibraciones no lineal. Tal documento
consigna el primer caso de anélisis y aplicacion de un elemento de rigidez no lineal
para incrementar el rango de frecuencias de operacion del absordedor dindmico de
vibraciones, senialando que el absorbedor cibico es quizds la generalizacion mds sim-
ple del absorbedor lineal, y puede realizarse aproximadamente por un resorte fisico.
Un trabajo que abrirfa camino a un amplio y basto campo, lleno de increibles bonda-
des. Sin embargo, es preciso mencionar que la presencia de no linealidades introduce

riesgos de inestabilidad, los cuales pueden llegar a provocar mayores complicaciones
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que la reduccion de las amplitudes de las vibraciones [5] 26] 27], por lo que es nece-
sario un diseno eficiente del absorbedor no lineal de vibraciones con rigidez ctbica,
para lo cual es requisito un procedimiento analitico que garantice la estabilidad del
sistema y una respuesta apropiada en estado estacionario [4, [6].

En Natsiavas [5] se presenta el estudio de las oscilaciones en estado estacionario y
de la estabilidad de los absorbedores dindmicos de vibraciones no lineales, mediante
el método de promediacion (averaging), para el caso de un sistema tipo Duffing en
el que el amortiguamiento es lineal y la rigidez es no lineal. En Nayfeh, et al [20] se
muestra el estudio del absorbedor dindmico de vibraciones con no linealidad ctubica,
dejando ver puntualmente que para el caso en que el sistema primario se excita en
la resonancia primaria y la frecuencia natural del absorbedor es aproximadamente
igual al de la planta, se presenta el fenémeno de saturacion o salto brusco. Se emplea
el método de escalas multiples para encontrar una solucién aproximada de primer
orden en el estado estacionario y se estudia la estabilidad del sistema, el cual presenta
dindmicas complejas que comprenden bifurcaciones, intermitencias y respuestas de
tipo caotico [20].

En Koo, et al [28] se analiza el desempeno dinamico del absorbedor sintonizado de
vibraciones (TVA, por sus siglas en inglés) no lineal, siendo este un sistema de control
de vibraciones activo/pasivo, en el cual se controla la inyeccion de amortiguamiento,
definiéndose asi una relaciéon inversamente proporcional entre el desempeno efectivo
del absorbedor y el amortiguamiento, por lo que es posible pensar en el parametro
de rigidez como el candidato para aportar la naturaleza no lineal al absorbedor de
vibraciones.

En el trabajo presentado por Saeed, et al [I6] se estudia el caso en el que el
absorbedor de vibraciones con rigidez no lineal, con términos cuadraticos y ciibicos,
se acopla a un sistema primario sujeto a multiples fuerzas externas de excitacion, con
resonancias primaria e interna, simultaneamente (ver también [29]). Otros estudios

del absorbedor de vibraciones con rigidez no lineal se describen por [27, [30} 31, 32].

Drenajes de energia no lineal

Al referir a los Drenajes de Energia No lineal es necesario consultar el trabajo de

Gendelman, et al [33], en el que se presenta evidencia numérica del bombeo de ener-
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gia en osciladores mecanicos (débil y esencialmente) no lineales acoplados, es decir,
de una canalizacion unidireccional (irreversible) de energia impartida externamente
desde la parte lineal a la no lineal del sistema, siempre que la energia esté por enci-
ma de un nivel critico. Este fenémeno es claramente imposible de presentarse en los
sistemas lineales. Luego de examinar el sistema considerado como no amortiguado,
los resultados exponen la existencia de una o6rbita subarmonica estable, principal
responsable del llamado fenémeno de bombeo de energia. Dicha oérbita es generada
por la captura de una resonancia transitoria, por lo que no puede llegar a excitarse
con niveles bajos de energia. Como consecuencia de estos resultados, Gendelman,
et al [33] y Vakakis & Gendelman [34] presentan la segunda parte de la investiga-
cion, en la que mediante dos diferentes técnicas analiticas (transformacion al sistema
hamiltoniano y promediado) estudian y explican el fenomeno de la captura de reso-
nancia y su relacion con la respuesta (dinamica) rapida del sistema, durante la cual

se genera la region de atraccion que origina el bombeo de energia.

Luego de este trabajo en conjunto, Vakakis & Gendelman [34] presentan lo que
tal vez sea el primer NES estudiado, desarrollado y evaluado experimentalmente.
El caso refiere a un sistema primario lineal acoplado a un absorbedor pasivo lineal
de vibraciones dotado por un anclaje esencialmente no lineal (con rigidez cubica).
Se estudia la importancia del cruce por cero de la frecuencia de modulacion, al
generar la aparicion instantanea de una dinamica de cuerpo rigido. De igual forma,
se desarrolla el caso para una cadena de osciladores lineales en presencia del anclaje
y se discute la aplicacion del fenomeno de bombeo de energia en problemas practicos
de ingenieria [35]. Es preciso resaltar que el anclaje actia esencialmemte como un
NES, cuya transferencia de energia es referida como bombeo de energia no lineal

I36].

Es importante senalar que han sido varios los casos de aplicaciéon de NES para el
control pasivo de vibraciones en maquinas y estructuras. En Vakakis [37] se presenta
un trabajo sobre estrategias de mitigaciéon para sistemas sometidos a cargas vibra-
torias, de choque y sismicas, en el que se estudia una estructura tipo edificio de tres
pisos, construida de acero y polipropileno, instalada sobre una mesa de vibraciones
a fin de generar un ambiente de vibraciones sismicas. Se aplican dos configuraciones

diferentes para la atenuacion efectiva de vibraciones en la base, como se describe en
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la Figura y la Figura [I.5] El bombeo de energia de un sistema primario lineal
hacia un NES biestable y aterrizado, actuando como su acoplamiento, se presenta en
[38]. La Figura deja ver que el NES biestable y aterrizado es una especie de arre-
glo de elementos mecanicos con rigidez, y abre con ello una ventana de posibilidades
inmensas de configuraciones para la construccién de nuevos NES.

La versatilidad y robustez de los NES es tal que su aplicaciéon se ha populari-
zado en diversos campos. El trabajo recientemente realizado por Saeed, et al [16],
presenta una clasificacion de diez tipos diferentes de NES y sus aplicaciones, ha-
ciendo gran énfasis en los de base rotativa y de impacto, debido a que presentan
un comportamiento fuertemente no lineal y robustez en la transferencia de energia
dirigida. El estudio trata mas de veinte casos de diseno, analisis y aplicacion de NES
en naves espaciales, inestabilidades aeroelasticas, vibraciones inducidas por vortices
(VIV), sistemas con volantes de inercia, maquinaria rotatoria, vigas (e.g, en edifi-
cios y puentes), turbinas de viento, trenes de aterrizaje, entre otros. La Figura
presenta diagramas esquematicos de diferentes tipos de NES acoplados a un sistema

primario de un grado de libertad.

Transferencia de energia dirigida

Si se toma en consideracion el caso de multiples sistemas no lineales acoplados
entre si (multiples grados de libertad), como producto de la interaccion entre las
no linealidades propias de cada sistema, se pueden presentar eventos de resonancias
adicionales, tales como resonancias internas y resonancias combinadas. Lo que su-
cede en una resonancia interna es que las frecuencias naturales del sistema general
satisfacen una determinada relacion de frecuencia. Por otra parte, en una resonancia
combinada, tanto las frecuencias del sistema como la(s) frecuencia(s) de excitacion
estéan involucradas en la relacion de frecuencia. Tales relaciones de frecuencia se deno-
minan, en términos generales, como interacciones modales y desempenan una labor
muy importante, ya que proporcionan un mecanismo para el intercambio de energia
entre los modos del sistema mediante determinadas no linealidades (ver [2], 8, [11]).
La resonancia interna de un sistema puede caracterizarse de acuerdo con el tipo de

no linealidad y el grado de no linealidad presente en éste [39].

Para sistemas con no linealidades como la rigidez ctbica, puede surgir una reso-
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Figura 1.4: Estructura tipo edificio de tres pisos con NES acoplado. [37]

nancia interna si [8, [11], 39]:
Wn1 A2 Bwno & | = 2wpo £ wps| & | £ who & Wiz = Wiyl (1.2)

Cuando las no linealidades del sistema general son de orden cuadratico, puede apa-

recer una resonancia interna bajo las siguientes relaciones de frecuencia:

Wn1 & Wpo & | £ 2wpo £ whgl (1.3)

En ambos casos w,1, wp2, Wps,... corresponden a valores de frecuencias naturales
lineales del sistema. Por otra parte, cuando el sistema es excitado mediante una
fuerza armonica, cuya frecuencia estd definida por €2, pueden surgir resonancias

combinadas en los casos en que:
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= No linealidad cubica:

1
O~ §| + wp1 £ wne| & | £ 2w + wpe| & | £ Wit £ wna £ wps| (1.4)

s No linealidad cuadratica:

Q| £+ wp £ wpe (1.5)

Cuando se presentan las interacciones modales, y como consecuencia existe una
resonancia interna o combinada, los modos que no se excitan directamente por la
fuerza externa, también pueden sufrir oscilaciones de gran amplitud. Sin embargo,
tales cambios en la posicion tienen lugar inicamente cuando la amplitud de la fuer-
za de excitacion alcanza un nivel critico minimo y se produce una transiciéon de
bifurcaciéon en forma de horquilla, de una respuesta de modo simple a una de mo-
do acoplado. Es importante mencionar que estos movimientos son predominantes,
lo que significa que el mecanismo de transferencia de energia es efectivo cuando la
frecuencia de excitacion estd cerca de una resonancia exacta, con una frecuencia
natural adecuada del sistema.

Se presenta como uno de los primeros estudios de la Transferencia de Energia
Dirigida, el trabajo realizado por Gendelman [40], en el cual se expone la importante
aparicion del fenémeno de distribucion o bombeo de la energia en la dindmica del

sistema, gracias a la interaccion entre los modos normales de vibracién no lineal.
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Asimismo, se realiza un anélisis mediante el método de balance armonico, que rela-
ciona el efecto del amortiguamiento en la transferencia eficiente de la energia, para
un sistema no lineal con dos grados de libertad. Desde entonces, es bien sabido que
el fenbmeno de transicion de energia entre modos lineales es imposible, debido a
que la distribuciéon modal de la energia es constante. Lo anterior implica que para
conocer la manera de dirigir la energia transferida, resulta preciso entender la di-
namica del sistema no lineal y, con ello, el concepto de modos normales no lineales
de vibracion, lo cual puede entenderse como una extension no lineal del concepto de
modos normales lineales de vibracion [39).

Una serie de trabajos experimentales desarrollados por un equipo de investiga-
dores de la Acoustical Society of America ha demostrado la aplicaciéon practica de
los TET en sistemas mecanicos no lineales, fuertemente no lineales y esencialmente
no lineales [11], 36, [4T]. En los trabajos presentados por [42] 43] [44] 45] se abordan
casos de estudio en vigas y sistemas fuertemente no lineales. Una revision al estado
del arte y las nuevas perspectivas de los denominados TET no lineales se expone en

Vakakis, et al [46].

1.4. Antecedentes de los Sistemas Mecanicos Esen-

cialmente No lineales

Hablar de sistemas mecénicos en presencia de no linealidades, implica entender el
espiritu investigador de Robert E. Roberson (1952), al preocuparse por la limitacion
que presentaba el absorbedor de vibraciones de Frham. Una preocupacion que de
seguro era producto del deseo de conocimiento y entendimiento de la dinamica en
vibraciones mecanicas y de estructuras; el problema del ancho de banda. Este es, sin
lugar a duda, el primer antecedente de los sistemas mecanicos no lineales, tras em-
plear un elemento de rigidez compuesto por un término lineal y un término cibico,
el cual presenta como gran conclusion la importante mejora del sistema absorbedor
si se pudiera lograr que el término de rigidez no lineal sea de orden mucho mayor al
término lineal, lo cual conlleva a pensar en un absorbedor constituido por un resorte
no lineal puro, un Sistema Mecanico Esencialmente No Lineal. En 1981, tras casi 30

anos, Hunt & Nissen [3] presentaron la aplicacion del absorbedor no lineal de vibra-
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ciones mecénicas, describiendo textualmente que "el propdsito de este documento es
por lo tanto, describir un medio por el cual el ancho de banda de supresion puede
ser apreciablemente ampliado mediante el uso de un resorte no lineal conectado en
paralelo con un amortiguador viscoso entre la maquina y el absorbedor", lo cual se
logroé mediante un arreglo de arandelas tipo Belleville (las cuales se pueden conocer

como resortes de disco Belleville o arandelas de resorte Belleville).

Estos primeros trabajos dejan ver la parte practica del asunto, sin embargo,
uno de los documentos de mayor estudio en la literatura es sin lugar a duda la
obra conjunta de el distinguido profesor de universidad, Nayfeh, A.H y su colega
del Virginia Polytechnic Institute, el profesor Mook, D.T., publicada en el afo de
1979, titulada Nonlinear Oscillations [6]. Un libro digno de riguroso estudio gracias
a su contenido bastante amplio en el que se presentan casos de estudio en sistemas
débilmente, fuertemente y esencialmente no lineales, empleando técnicas de analisis

cualitativo y cuantitativo con una naturaleza matematica bastante compleja.

A fin de comprender a fondo la dindmica no lineal que brinda la rigidez cubi-
ca, en el ano de 1999, Nayfeh, et al [26] desarrollaron un trabajo experimental en
el que estudiaban la dinamica de un absorbedor no lineal de vibraciones, basado
en una ley de control por retroalimentacion cubica, presentando de esta manera el
primer caso de absorbedor activo de vibraciones no lineal. Entre otras cosas, iden-
tifican la aparicion del fenémeno de saturacion cuando la planta es excitada en la
resonancia primaria, y la frecuencia del absorbedor es aproximadamente igual a la
frecuencia natural de la planta, relacionandolo directamente con los modos de vi-
bracion. Encuentran la solucion aproximada del modelo de ecuaciones diferenciales

que gobiernan la dindmica del sistema, mediante el método de escalas multiples.

Los vehiculos aéreos constituyen un area con gran presencia de dindmica altamen-
te no lineal, razon por la cual la oficina de investigacion cientifica de la fuerza aérea
(AFOSR, por sus siglas en inglés) de los Estados Unidos financié una importante
investigacion al respecto, tarea la cual fue encomendada a la Towa State University
(ISU) y el Massachusetts Institute of Technology (MIT). Esta investigacion estuvo
a cargo del Doctor Alexander Megretski, quien en octubre de 1997 present6 el docu-
mento de informe final del trabajo desarrollado en la ISU bajo el titulo: Robustness

Analysis and Synthesis for Essentially Nonlinear Systems[47|. Tal informe presenta
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el desarrollo de una teorfa avanzada para el anélisis de estabilidad y desempeno de
sistemas con dinamica no lineal importante. Luego, en el MIT, el mismo Doctor
Megretski, present6 los resultados de la segunda parte de la investigacion realizada
entre octubre de 1997 y septiembre de 1999: Analysis of Essentially Nonlinear Sys-
tems [48]. Este documento de informe final presentaba ante la AFOSR, el desarrollo
de un paquete de computo capaz de analizar y disenar sistemas esencialmente no

lineales.

La investigacion realizada por Gendelman [40] representa un antes y un des-
pués en la materia, ya que por primera vez se vislumbra la existencia del bombeo
(transferencia) de energia existente entre modos normales de vibracion no lineales.
Se presenta el analisis para el caso de modo resonante localizado y se estudia el
efecto del amortiguamiento a fin de identificar condiciones para una eficiente trans-
ferencia de energia. Luego de esto, Gendelman (2001) da continuidad al estudio de
la transferencia de energia en osciladores mecanicos y, junto con Vakakis (2001) rea-
lizan un estudio riguroso presentado en [33] y [34], donde se conecta un absorbedor
esencialmente no lienal a un sistema primario lineal, identificando condiciones de
resonancia de captura y con ello evidencia numérica de la transferencia de energia

irreversible desde el sistema primario hacia el ENA.

El camino recorrido hasta el momento dejaba ver la importancia de las bondades
escondidas tras las no linealidades y los NNMs, por lo que Vakakis (2001) ofrece una
perspectiva mas clara al respecto [39]. En términos generales, las investigaciones y
aplicaciones al respecto de Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales se orien-
tan al estudio del fenémeno de la transferencia de energia dirigida, tal y como lo
presentan |11, [36, 42| [44] 49, [50]. Sin embargo, es de resaltar el trabajo realizado en
el ano 2022 por Vakakis, et al [46], en el que, se presenta un estado del arte de los
TET, para luego mostrar un analisis de la relaciéon de no reciprocidad no lineal en
relacién con estos. Asimismo, se menciona el asunto del ancho de banda no lineal

en el contexto de los TET.

Gracias a las bondades de las no linealidades, se abrié paso al estudio de sistemas
con rigidez no lineal ctubica. Estos son, en gran manera, acoplados a sistemas prima-
rios, los cuales requieren ser protegidos contra amplitudes de onda lo suficientemente

agresivas. Dichos sistemas son conocidos como drenajes de energia no lineal (NES)
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y han sido debidamente estudiados por |11} 35, 42, 51]. Una representacion de un
NES, sin lugar a duda es el caso de los absorbedores de vibraciones esencialmente
no lineales (ENA), los cuales son osciladores acoplados entre si mediante elementos
de no linealidad pura (como se presenta en [30, 41, 52, 53, 54, 55 B6]) o anclajes

esencialmente no lineales (lo cual es tratado en [9, 49 50, 57, [58]).

La referencia [59] contiene un documento interesante que se enfoca en varias
clases de Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales a fin de estudiar los modos
esencialmente no lineales de vibracion, presentado por Avramov & Mikhlin (2010).
Por otra parte, un caso bastante interesante de aplicaciéon de cosechadores de energia
mediante Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales, se presenta en [60]. En un
trabajo reciente (2023), Martynyuk [12] ha realizado un estudio bastante interesante

referente a los alcances y la estabilidad de sistemas esencialmente no lineales.

En el &mbito de los Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales es importante
ejecutar correctamente la identificacion del sistema, asunto bastante bien tratado

por Vakakis [37]. Otros libros de estudio pueden ser consultados en [24][61][62].

1.5. Motivaciéon del proyecto

En el ambito de la ingenieria se cuenta con un sustento teérico bastante bien
definido para el caso de absorciéon de vibraciones de los sistemas lineales. Sin em-
bargo, las no linealidades inherentes, presentes en un sistema dinamico, conducen
a la aplicacion de métodos de aproximacion basados en procesos de linealizacion
local, lo cual pudiera conllevar a un tipo de mutilacion del sistema original. Cier-
tamente, una gran cantidad de sistemas dindmicos no lineales podrian analizarse
y operarse via aproximaciones lineales de manera bastante satisfactoria, cumplien-
do asi con el propodsito de diseno, claro, con algunas limitaciones. En problemas
de absorcién de vibraciones en sistemas mecanicos lineales y no lineales se busca
mejorar la respuesta transitoria, atenuando los efectos adversos de las vibraciones
armonicas externas, con una o varias frecuencias de excitaciéon armoénica, empleando
predominantemente absorbedores pasivos y, cuando resulta conveniente, absorbedo-
res activos. Naturalmente, en casos de operacion extrema, como ocurre cerca de las

frecuencias resonantes del sistema, es conveniente la aplicacion de absorbedores de
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vibraciones no lineales que garanticen estabilidad y un desempeno adecuado.

En problemas de absorcion de vibraciones mecénicas, se ha demostrado que la in-
troduccion adecuada de elementos no lineales (e.g., con énfasis en la rigidez cibica),
que modifican las condiciones de operacién de un esquema de absorcion pasiva aco-
plado a un sistema primario, resulta tutil para proteger al sistema contra vibraciones
con amplitudes indeseadas y bajo condiciones de resonancia. Este enfoque permi-
te mejorar el desempeno dinamico con bajos costos de implementacién mediante

elementos pasivos.

Es preciso mencionar que, aunque los sistemas no lineales encuentran fronteras
con el caos y aiin asi presentan fenémenos de gran interés y beneficio practico, son
escasos los trabajos reportados sobre el anélisis y evaluacion experimental de siste-
mas mecéanicos con no linealidades esenciales o puras. Por lo tanto, la motivacion del
presente trabajo de tesis consiste en abordar los Sistemas Mecanicos Esencialmente

No lineales como absorbedores de vibraciones no lineales.

1.6. Formulacion del problema general

Un esquema de control pasivo/activo de vibraciones no lineales puede descri-
birse mediante el diagrama de bloques general en la Figura [I.§ Este esquema de
absorcién consiste en un sistema primario no lineal acoplado a un absorbedor pasivo
de vibraciones, no lineal. En general, la interconexiéon de los dos subsistemas es no
lineal, ya que se realiza a través de elementos no lineales, que implican masa /inercia,
amortiguamiento y/o rigidez. El disenio y la sintesis se orientan a la atenuacion o
supresion de la respuesta del sistema primario, para una frecuencia de excitacion o
componentes en una banda de frecuencia. Dependiendo del sistema primario y del
tipo de excitacion, el absorbedor de vibraciones puede ser lineal, no lineal, para-
métrico, autoparamétrico, etc. En algunos casos se combina un esquema de control
activo de vibraciones con el absorbedor de vibraciones pasivo, para mejorar la esta-
bilidad y robustez del sistema completo en lazo cerrado en presencia de variaciones

en los parametros y/o fuerzas de excitacion (frecuencia y/o amplitud).
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Figura 1.8: Diagrama esquemaético de un sistema de absorcion pasivo/activo de

vibraciones no lineales.

En forma general, el sistema primario no lineal puede considerarse como un
sistema mecanico de n; grados de libertad, acoplado a un absorbedor no lineal de
vibraciones con nsy grados de libertad. Asi, el sistema no lineal con un absorbedor

pasivo/activo no lineal de vibraciones puede describirse de la siguiente manera:

Mi(t) + Ci(t) + Ka(t) + ©1(z) + Po(z,y) = BrF(t) (1.6)

Mii(t) + Co(t) + Koz(t) + U (y) + Us(w,y) = Ba?) (L.7)

donde x € R™ y F € RP' son, el vector de coordenadas generalizadas y de fuerzas
externas (indeseables) que actian sobre el sistema primario, respectivamente. De
manera similar, y € R™ y u € RP? son el vector de coordenadas generalizadas y
fuerzas externas (control) que actian sobre el absorbedor de vibraciones no lineal,
respectivamente. Aqui las matrices M, C' y K, son matrices de masa, amortigua-
miento y rigidez de ny X ny, respectivamente, para el sistema primario. Las matrices
M,, C, y K, son matrices de masa, amortiguamiento y rigidez de ny X ns, respec-
tivamente, para el absorbedor de vibraciones pasivo/activo. Las matrices By y B,
tienen dimensiones de nq X py; y no X pg, respectivamente, y se utilizan para describir
los grados de libertad afectados por las fuerzas externas F' y las fuerzas de control
u, respectivamente.

Las funciones no lineales ®;(z) y W;(y) representan no linealidades internas,
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propias de cada subsistema, las cuales pueden resultar de acoplamientos elasticos
no lineales adicionales, que constituyan a los Sistemas Mecdnicos Esencialmente
No Lineales. Por el contrario, las funciones de acoplamiento no lineal ®o(z,y) y
Uy (x,y) denotan acoplamientos no lineales entre el sistema primario y el absorbedor
de vibraciones.

El amortiguamiento en el sistema mecéanico descrito por las Ecuaciones (|1.6) y
se supone lo mas bajo posible, ya que la presencia de amortiguamiento lineal
(viscoso) elevado afectaria la respuesta general del sistema, mejorando la estabilidad
general pero reduciendo las amplitudes en resonancia, aumentando los angulos de
fase y, por lo tanto, dificultando la implementacién de absorbedores dindmicos de

vibraciones (sintonizaciéon y sincronizacion).

1.7. Objetivos

El objetivo general del presente trabajo de tesis es el estudio de los Sistemas
Mecanicos Esencialmente No lineales, tomando como referente algunos casos de es-
tudio bien establecidos en la literatura. Asimismo, realizar el analisis y desarrollo de
absorbedores de vibraciones esencialmente no lineales destacando su desempeno.

Para tal fin, se definen los siguientes objetivos especificos:

1. Encontrar una base de documentos que fundamenten los antecedentes y preli-
minares de los Sistemas Mecénicos Esencialmente No lineales, obteniendo los

conceptos y fundamentos necesarios para su comprension y estudio.

2. Establecer casos de estudio que conduzcan a la comprension del fenémeno no
lineal, destacando el caso del problema general: Absorbedor Esencialmente No

lineal para sistemas tipo Duffing

3. Construccion fisica de elementos de rigidez cuya funcion esté dada por la suma
de un término lineal y un término ciibico. Es imperativo que el término no lineal
sea lo suficientemente grande, de tal manera que predomine en la dinamica del

sistema.

4. Implementar un sistema Masa-Resorte-Amortiguador de dos grados de liber-

tad a fin de establecer una comparativa entre los diferentes casos posibles:

24



Lineal-Lineal, Lineal-No lineal, No lineal-Lineal, No lineal-No lineal, No lineal-
Esencialmente no lineal, como una manera de abordar el problema de absorcion

de vibraciones.

5. Realizar analisis numérico computacional de los casos de estudio en cuestion, a
fin de validar los conceptos establecidos por la teoria de control de vibraciones

mecanicas y los resultados experimentales obtenidos.

1.8. Organizacion de la tesis

El trabajo de tesis se compone de 5 capitulos. En el Capitulo 1 se presenta una
introduccion general sobre los Sistemas Mecanicos Esencialmente No lineales. Se
muestran antecedentes que sirven como panorama general en relacion al problema
del ancho de banda en absorbedores pasivos de vibraciones, en los cuales se describen
algunas caracteristicas importantes sobre la presencia de fenémenos inherentes a las
no linealidades. Una caracterizacion de los absorbedores no lineales de vibracion, al
igual que la formulaciéon y la motivacion para el desarrollo de esta tesis, son descritos.
Por ultimo, se explica el objetivo general y los objetivos especificos requeridos para
su alcance.

El Capitulo 2 presenta las herramientas para el anélisis cualitativo y cuantitativo
de Sistemas Mecéanicos Esencialmente No lineales: anélisis frecuencial aproximado
empleando el método de escalas multiples, para lo cual se presentan dos casos tipicos
de estudio en la literatura. Para cada caso se presenta especificamente su funciéon de
respuesta en frecuencia obtenida mediante el método de escalas multiples, en la cual
se evidencia la dependencia entre amplitud y frecuencia, propio de la presencia de no
linealidades. Se desarrolla el anélisis de estabilidad para el sistema Duffing en pre-
sencia de oscilaciones forzadas. Por ultimo, se presentan los NNMs y su fundamental
importancia.

En el Capitulo 3 se expone el caso general de estudio de la presente tesis. Trata
del estudio y la aplicacion de un Absorbedor Esencialmente No lineal para sistemas
tipo Duffing. Se presentan los casos en que el ENA se desarrolla de manera pasiva y
activa, y se exponen algunos resultados de simulacion.

Los resultados experimentales, al igual que la plataforma experimental, se pre-
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sentan y discuten en el Capitulo 4. Ademas, se describe una serie de comentarios
con puntualidades sobre el desarrollo practico al momento de abortar el problema
de absorciéon de vibraciones, incluyendo la construccion de elementos elasticos cuya
funciéon de rigidez presenta una fuerte no linealidad cubica.

Finalmente, el Capitulo 5 expone las conclusiones a las que llega el desarrollo del

presente trabajo de tesis.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Discusion sobre los sistemas no lineales

El hecho de que la soluciéon general de las ecuaciones diferenciales lineales esté
siempre disponible, hace que el anélisis de la dindmica de sistemas lineales se facilite
en gran medida. Sin embargo, es importante sefialar que, cuando los sistemas lineales
se mueven mas alla de sus condiciones de operacion, el comportamiento global puede
determinarse mediante su comportamiento local bajo pequenas perturbaciones [63),
64, [65], lo cual dio origen al estudio de las no linealidades.

Es bastante valido afirmar que, la naturaleza es esencialmente no lineal, y al
igual que en el estudio de la naturaleza, mediante el estudio de los sistemas no
lineales, se gana intuicion real acerca de sus procesos. Debido a que los sistemas
no lineales proporcionan nuevos y distintivos fenémenos, resulta ttil la introduccion
de no linealidades o funciones de control no lineal. Estos avances en la teoria del
control no lineal encuentran reivindicacién en sus aplicaciones, como en el control
de torpedos, aeronaves, en cinética de reactores nucleares, misiles guiados y otros
sistemas [60]. Bésicamente, todos los problemas en mecéanica son, en esencia, no
lineales [67]. Sin embargo, por mucho tiempo, se han despreciado las bondades que
brindan las no linealidades.

Si un sistema es inherentemente no lineal, la idealizacion lineal conduce a resul-
tados equivocos. Por lo tanto, el analisis de estos sistema debe realizarse mediante
un modelo no lineal, descrito por el correspondiente conjunto de ecuaciones dife-

renciales no lineales [65]. Sin embargo, desde que las ecuaciones diferenciales que
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describen los sistemas, son no lineales y generalmente no se pueden resolver con
exactitud, debemos conformarnos con soluciones aproximadas que proporcionen in-
formacion adecuada para el estudio y comprension de las oscilaciones no lineales
[67]. Tales soluciones aproximadas pueden ser vistas como expansiones, las cuales se
han hecho uniformemente validas gracias a que investigadores de diferentes ramas
de la fisica, ingenieria y matematica aplicada han desarrollado varias técnicas (las
diferentes técnicas son descritas como procedimientos formales sin ninguna inten-
sion de justificarlas rigurosamente. De hecho, atin no hay justificaciones matematicas
rigurosas disponibles para las expansiones obtenidas [63]), entre las cuales algunas
son radicalmente distintas, mientras que otras son interpretaciones diferentes de una
misma idea basica [63]. En el afio de 1899, Poincaré estudi6 la dindmica no lineal
en el contexto del problema de los n-cuerpos en la mecanica celeste. Ademéas de
desarrollar e ilustrar el uso de los métodos de perturbacion, deja ver un punto de

vista cualitativo inspirado en la geometria [68].

Con la llegada de las computadoras de alta velocidad, resulta rutinario la ob-
tencion de una solucién particular para un sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales y determinar el movimiento del sistema bajo condiciones estaticas. Sin em-
bargo, el uso eficiente de las computadoras para la simulacion y analisis de sistemas
no lineales depende crucialmente de los avances generados en esta direccion [65],
por lo que parte importante para resolver problemas modernos implican la creaciéon
de modelamientos matematicos adecuados para ofrecerle al ordenador. Este proceso
involucra mantener ciertos elementos, despreciando algunos, y aproximando otros.
Para lograr este importante paso, se necesita decidir el orden de magnitud de los di-
ferentes elementos del sistema, comparandolos entre ellos, asi como con los elementos
bésicos del sistema. Este proceso se denomina adimensionalizacién de las variables
del sistema. Como consecuencia, en todo caso es preciso introducir variables adi-
mensionales; antes de intentar hacer cualquier aproximacion [64]. Las ecuaciones en
forma adimensional permiten identificar con certeza la importancia de los parame-
tros adimensionales que gobiernan la dinamica del sistema. Incluso si no se esta
interesado en aproximaciones, se recomienda hacer este paso antes de analizar el

sistema o presentar datos experimentales [64].

Existen muchos enfoques para el estudio de los sistemas no lineales, pero to-
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dos ellos pueden dividirse en dos grandes clases: cualitativos y cuantitativos. En
el enfoque cualitativo, el interés no radica tanto en la historia temporal explicita
del movimiento del sistema como en una afirmacion sobre si el movimiento en las
proximidades de una solucién conocida es estable o inestable. En su mayor parte, la
solucién conocida representa una posicion de equilibrio.

Por otra parte, el enfoque cuantitativo se ocupa s6lo del comportamiento transis-
torio del sistema. Cuando las no linealidades del sistema son relativamente pequenas,
es posible obtener una soluciéon mediante una técnica de perturbacion, por la que la
respuesta se expande en una serie en términos de un parametro pequeno que repre-
senta una medida de la magnitud de la no linealidad. Aqui resulta de especial interés
el caso donde se sabe que la solucion real es periédica. Cuando las no linealidades no
son pequenas, el comportamiento dindmico se pueden obtener mediante integracion
numérica, donde frecuentemente se requiere que las ecuaciones de movimiento se
expresen en forma de espacio de estados [69]. En este capitulo, se abordan breve-
mente tanto las técnicas cualitativas como las cuantitativas, de analisis transitorio

y frecuencial.

2.2. Analisis frecuencial aproximado

Cuando se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan no
linealidades, aparecen una serie de dificultades que imposibilitan su soluciéon exacta.
Ante la dificultad, es preciso recurrir a una forma de aproximacién, una soluciéon
numérica, o una combinacion entre ambas [63]. Como herramienta para el analisis
cuantitativo, en el presente trabajo de tesis se emplea el método de escalas miltiples.
La idea bésica es tratar un problema gobernado por ecuaciones diferenciales parciales
como un problema de multiples ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto se logra
considerando una solucién en forma de expansiones en términos de multiples escalas

temporales independientes, en lugar de una sola variable ¢ independiente.

2.2.1. Meétodo de escalas miultiples

El principio fundamental del método de las multiples escalas de tiempo consiste

en considerar la expansion que representa la respuesta de un sistema dindmico como
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una funciéon de miltiples variables independientes, o escalas de tiempo, en lugar de
una sola variable. Este método, aunque es un poco mas complicado, se encuentra
en ventaja sobre el método de Lindstedt-Poincaré, ya que puede tratar de forma
conveniente con los sistemas amortiguados [6]. Por otra parte, el método de balance
armonico, ademas de ser de tediosa formulacion, requiere de saber a prior: cual es el
armonico en cuestion para ser incluido en el anélisis. El método averaging es aplicable
cuando la amplitud y la fase de una oscilaciéon varian lentamente en el tiempo. El
método del balance armoénico es una consecuencia directa del método de promediado
o averaging y es frecuentemente usado para obtener soluciones periédicas en sistemas
con oscilaciones forzadas.

En relacion con el principio del balance armonico, se describe el método de esca-
las multiples de tiempo, como un método que mejora la precisiéon en la aproximacion
de las soluciones periodicas, las cuales se pueden relacionar con ciclos limite o puntos
particulares, al igual que oscilaciones transitorias con curvas integrales que tienden

a ellos con el tiempo [67].

Una descripcion interesante del método es realizada por el profesor Silva-Navarro
[70], quien lo refiere como una forma de analizar la respuesta frecuencial cerca de las
resonancias (condicién de resonancia interna o conmensurabilidad) de los sistemas
vibratorios no lineales. "Se trata de una aproximaciéon mediante la cual la solucion
se expresa en términos de series de potencias, alrededor de un parametro pequeno
(perturbacién €) que permite analizar los términos no lineales presentes en el sistema,
como acoplamientos inerciales, viscosos o elasticos. Con este método se obtienen
expresiones uniformes, validas en términos de una funcién de varias variables, en
vez de una solo variable. La idea basica del método de escalas multiples consiste en
evitar la introduccién de no uniformidades asociadas con la expansiéon de funciones
(soluciones o respuestas), al preservar las combinaciones de términos con coeficientes
que dependen de las potencias €°, €1, €2, etc. como variables de las que dependen estas
funciones.

Estas combinaciones se denominan escalas y se denotan de la siguiente manera
To=e=tT =ct, Ty =, ... (2.1)
donde Ty = t corresponde a la escala de tiempo répida y T, = £"t a escalas de
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tiempo lentas.

El método tiene como objetivo hacer véalida una solucién especifica en un ran-
go o intervalo definido por el pardmetro 0 < ¢ < 1. Esta region de validez de la
solucion cambia dependiendo del orden de la aproximacion n, es decir, de la preci-
sion considerada. A través del escalamiento en el tiempo se introducen operadores

diferenciales en diferentes escalas de tiempo, definidos como

d 0 0
—=—+4+e—+..=D Dy + ... 2.2
= am TSt o+eDy + (2.2)
d? 0\’ 0 0
— == 26 == | | = | +... = D +2eD1 Dy + ... 2.3
o Qm>+5<MJ(MJ+ o +2¢D1 Dy + (2.3)
donde los operadores diferenciales se denotan como Dj, = %.

Se puede entonces obtener una solucién para cada intervalo o region de validez
de tiempo. El nimero de escalas de tiempo necesarias depende del orden de la
aproximacion en series de potencias. Si la expresion se realiza hasta O(e?), entonces
solamente se requieren las escalas de tiempo Ty y 7). De esta manera, se pueden

asignar soluciones de la forma general
z; = x0(To, Ty) + ex1(To, Ty) + O(£7) (2.4)

donde aparecen los términos de perturbacion como los coeficientes de las soluciones,
los cuales se expresan en las distintas escalas de tiempo, y el indice j expresa el
nimero de variables del sistema de ecuaciones diferenciales original (coordenadas
generalizadas).

Al aplicar los operadores diferenciales en el sistema dinamico, se obtendran tér-
minos semejantes en las potencias de ¢, lo que produce sistemas de ecuaciones dife-
renciales parciales acopladas.

El siguiente paso consiste en buscar la forma de las soluciones propuestas x ;o(1y, 11),
xj1(To, 11), ete. al ser sustituidas en las ecuaciones dinamicas del sistema.

Posteriormente, se factorizan los términos relativos a las potencias de e, dando
como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas, descritas
en su escala de tiempo correspondiente.

Partiendo de las ecuaciones en derivadas parciales de orden cero (correspon-
dientes a €%) se buscan las soluciones para las ecuaciones acopladas, resultado de

reemplazar la solucion general x;(75, T). Esto se realiza proponiendo soluciones del
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tipo exponencial (en las escalas de tiempo) y sustituyendo en las ecuaciones diferen-
ciales parciales correspondientes al orden de la perturbacion que sigue €', es decir,
para la siguiente escala de tiempo.

Dado que se buscan soluciones asintoticas (o acotadas) de las ecuaciones ante-
riores se extraen las condiciones que permiten determinar soluciones uniformes (por
ejemplo, convergentes o estables). Estas condiciones se conocen como condiciones de
resolucion, las cuales garanizan la convergencia exponencial hacia la soluciéon exacta.

Las condiciones de resoluciéon se pueden expresar en forma de sistemas de ecua-
ciones diferenciales en las distintas escalas de tiempo para garantizar convergencia
exponencial, estas se seleccionan de tal manera que se eliminen términos seculares
(términos no acotados que crecen de manera indefinida en el tiempo).

Los productos de la forma general
T, e*woTo (2.5)

se denominan términos seculares o redundantes.

El método de escalas multiples proporciona soluciones cuyas expansiones son
uniformes. Se busca entonces que la solucién se defina por la forma de las funciones
en las que la amplitud de la respuesta se asocia a una de las escalas de tiempo, por
ejemplo A;(T},).

Las condiciones de resoluciéon permiten conocer el desempeno del sistema para
frecuencias especificas como son las frecuencias resonantes. Para manejar las solu-
ciones para valores cercanos de la frecuencia de resonancia se utiliza un parametro
de acoplamiento, conocido como desintonizador (o detuning en inglés), el cual se
designa por o, que a su vez se relaciona directamente con la perturbaciéon para-
métrica €. Por ejemplo, si se desea conocer el comportamiento de un sistema para
frecuencias alrededor de su frecuencia resonante (condiciéon de resonancia externa),

en la resolucién se debe considerar
Q=w, +o¢c (2.6)

para o pequeno, que equivale a parametrizar la cercania de la frecuencia de excita-

cion €2 con los valores de la frecuencia resonante w,"[70].

A continuacion se presentan dos casos de estudio tipicos en la literatura [0}, 14, [T5]
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611, [71]. Los casos han sido estudiados en busqueda de la comprension de la dindmica
no lineal, al igual que del método de perturbacion por escalas miltiples de tiempo.
Notese que en cada caso la aproximacion presenta la relacion de dependencia entre

la amplitud de la respuesta y la frecuencia/amplitud de excitacion.

2.2.2. El sistema Duffing

Los sistemas que presentan no linealidades pueden desarrollar comportamiento
cadtico o impredecible. Es importante mencionar que, un sistema es cadtico cuando
es sensible a cambios en las condiciones iniciales, lo cual significa que pequenos
cambios en ellas se traducen en grandes diferencias en la respuesta del sistema.
Por lo tanto, es posible afirmar que los sistemas caoticos son deterministas, ya que
la secuencia que les da origen puede ser conocida de forma precisa, es decir, se
conoce su evolucion en el tiempo. Sin embargo, estos sistemas resultan impredecibles
para periodos largos de tiempo. Esto se debe a que, la diferencia entre valores que
inicialmente estan muy préximos unos de otros, crece exponencialmente con el paso
del tiempo, produciendo asi un comportamiento en el sistema imposible de conocer
de antemano [72].

Un caso bien conocido de oscilador caodtico, es el oscilador Duffing, el cual es
un sistema dindmico no lineal, que puede presentar un comportamiento cadtico en
funcion de los valores que tomen sus variables (vibraciones libres). De igual forma,
para el caso en que este oscilador es excitado (forzado) periddicamente, también
puede presentar un comportamiento caético. Cuando oscilaciones pequenas afectan
el sistema, su comportamiento puede ser (aproximadamente) lineal, sin embargo, a

medida que van incrementando, el caos va teniendo lugar en la dinamica.

Sistema Duffing en presencia de vibraciones libres

A fin de estudiar las oscilaciones libres en sistemas no lineales, se estudia el caso

del sistema conservativo descrito por la Ecuacion (2.7)).

d2
d_tf +wir+er’=0 (2.7)

Empleando el método de escalas multiples de tiempo, la solucién aproximada de
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primer orden puede ser dada mediante (2.8])
T = T30+ 21 + €219 + 0(°) (2.8)

Tomando la escala de tiempo consignada en la expresion ([2.9)), a través del es-
calamiento en el tiempo se introducen operadores diferenciales en diferentes escalas

de tiempo, definidos como

T, =¢c"t (2.9)

EZDO_‘_EDl_‘_E DQ—F,Dn:aT (210)
d2

— = D +2eDyD; +*(D} +2DyDy) + ... (2.11)

dt?
Sustituyendo las Ecuaciones ([2.8]), (2.9)), (2.10]) y (2.11)), en la (2.7)), y separando

los términos con diferente orden de €, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

= Términos del orden &°

Dixo + wizg =0 (2.12)

» Términos del orden &'
Dixy + wiry = —2DgDyxg — (2.13)

» Términos del orden &2
Dgatg + ngg = —2DyDyx, — 2Dy Dyxg — Dizg — Bxle (2.14)

Una soluciéon posible para la Ecuacion (2.12) es dada mediante (2.15))
zo = A(Ty, Ty, ™0 4 A(Ty, Ty, e *“oTo (2.15)

Se sustituye la Ecuacion (2.15)) en (2.13]) y se obtiene (2.16)), donde cc constituye

los términos complejos conjugados

Dixy + wimy = —[2iwg D1 A + 3AZAle™0To — A3eP0To 4 cc (2.16)

iwoTo )

Para eliminar los términos seculares (coeficientes de e , los términos marca-

dos en azul, deben ser igualados a cero,

2iwg DA+ 3A%A =0 (2.17)
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de esta manera, la Ecuacion ([2.16]) puede ser re escrita como

A i
T = S—W(Q)e e (2.18)

Ahora, sustituyendo A = faexp(ifl) (donde a y § son ntmeros reales) en la

Ecuacion (2.17)), y separando las partes real e imaginaria, se obtiene

da B 33
8_7—'1 = 07 C{}Oaa—ﬂ —|— ga = 0 (219)

Notese que a no es funcion de Ty y 17, por lo que la Ecuacion (2.19) puede ser escrita

de la siguiente manera

a = G(T2)7 /8 = %GQTl + Bo(Tg) (220)
0

Al sustituir las Ecuaciones (2.15) y (2.18) en la Ecuacion (2.14)), resulta la si-

guiente expresion

154347\
D(Q]I'z + ngg = — <2iw0D2A — ) giwoTo

8wk
Términ(?sr seculares
21— o 3 .
+ S AT AT — AP0t 4 e (2.21)
Bwp 8wp

donde, nuevamente los términos seculares se igualan a cero,

15434
2iwo Dy A — =0 2.22
1WolJo 8w(2) ( )
La parte restante de la Ecuacion (2.21) es,
AS 2)
[ iwoTo A4A 3iwpThH 223
T2 64w§€ +64w61 e + cc ( )

Sustituyendo A = Laexp(if) (donde a y 3 son ntimeros reales) en la Ecuacion

(2.22), y separando las partes real e imaginaria, se obtiene,

Oa op 15 4

da _ 4 _ _ b 2.24
o, 09T, ~ 25602 (224)

de esta manera, a corresponde a una constante.

Si ahora se emplean las Ecuaciones (2.20)) y (2.24), By se puede escribir de la

siguiente manera

= — T 2.25
60 25664)8)& 2 +7 ( )
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con lo que, la Ecuacion (2.20) se modifica de la siguiente manera

3 15
B = S—WOa?Tl — 25(M(K;,a‘*TQ +7 (2.26)

En consecuencia, la solucion del sistema puede ser escrita asi

w47+ =2 (12 222 cos(wt 1)+~ cos 5(wh + 1) + o)
r = a CoS(w —_— — E—— ] COSolW COS oW o\e
7T 5202 32002 7T 102408 7
(2.27)
donde,
342 1541
Ww=uwy+e ¢ 2 20 + o(£?) (2.28)

Swo - 2560

Es importante resaltar que la Ecuacion (2.28)) deja ver que la frecuencia esta en
funcién de la amplitud de oscilaciéon. Lo cual contrasta con el caso lineal, donde la

frecuencia del sistema es independiente de la amplitud de las vibraciones.

Con la ayuda de la herramienta computacional MATLAB®© se realiza la simula-
cion numérica para este caso, con w = 1H z, para valores de a = 0.009 y a = 0.029.
La Figura [2.] muestra la variacion de la amplitud en razon de la frecuencia. Por otra
parte, las Figuras y 2.3 presentan la respuesta en el tiempo y el plano de fase,
respectivamente, para la respuesta periddica considerando solamente la soluciéon de

primer orden.

Amplitud [m

T 1.0005 1.001 1.0015
Frecuencia [Hz]

Figura 2.1: Relacion Frecuencia-Amplitud sistema Duffing.
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—a = 0.029

_4 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Tiempo [s]

Figura 2.2: Respuesta en el tiempo, sistema Duffing.

. x107
2 L
T 0
ot
4 :
-4 2 0 2 4
z(t) x107

Figura 2.3: Plano de fase, sistema Duffing.

Sistema Duffing en presencia de vibraciones forzadas

El sistema Duffing bajo vibraciones forzadas es descrito por la Ecuaciéon norma-

lizada (2.29). El amortiguamiento viscoso es considerado pequeno.
i+ 2epd + w?r + cax® = ef cos(Nt) (2.29)

Notese que, cuando « tiene valores positivos el elemento rigido es un resorte duro
(caso de interés en este trabajo de tesis), mientras que para valores negativos se
trata de un resorte blando.

Se busca obtener la solucién aproximada de la Ecuacion empleando las

siguientes escalas miltiples de tiempo
$(t;€> =X (To,T1)+€ZL‘1 (To,T1)+ (230)

donde, Ty =ty Ty = et.
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Para el caso de resonancia primaria externa se considera 2 = w + €0, por lo que

la fuerza de excitacion, normalizada y perturbada, se expresa asi
F(t) = ef cos(woTp + oT1) (2.31)

Se sustituyen las escalas de tiempo (2.30) y la perturbacion de la fuerza de
excitacion (2.31) en la ecuacién normalizada del sistema (2.29) y separando los

términos con diferente orden de ¢, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

s Términos del orden &°

ngo (To, Tl) + D()Dl.IO (T(], T1> = 0 (232)

= Términos del orden &'

wgazl (To, Tl) -+ D()Dlﬂfl (To, Tl) = — (.CCO (To, Tl))3 (2 33)
— 2/LDO£L’0 (To, Tl) + f COSs (T()W() + TlO') — 2DQD1.Z'O (To, Tl)

Notese que, como resultado del ordenamiento de los términos con diferente orden de
e, en la Ecuacion (2.33) aparecen la fuerza de excitacion, el amortiguamiento y los
términos no lineales.

La solucion general de la Ecuacion (2.32) se expresa de la siguiente manera
zo = Ag (Ty) ™70 4 Ay (T}) e oTo (2.34)

Con el objetivo de determinar Ay(7}) se eliminan los términos seculares de ;.
Sustituyendo xy en la Ecuacion (2.33) y expresando cos(wyTp + o17) en forma com-
pleja, se obtiene

Cdg&?l (To, T1> + Dgl’l (To, Tl) =
— |:306 (AO (Tl))2 /_10 (Tl) -+ 27;0.]0 (,UAO (Tl) + AE) (Tl))] €iw0TO (235)
) 1 .
— (AO (TI))S 637,0.)0T0 + §fel(w0To+O'T1) + cc
donde cc esta dado por el complejo conjugado de los términos anteriores. En la so-

lucion particular de la Ecuacion ([2.35)) los términos seculares son eliminados cuando

A es seleccionada para ser una solucion de
_ 1 .
3a (Ag (T1))* Ag (Ty) + 2iwo (Al (T1) + pA (T1)) — 3 feleh) =g (2.36)
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La solucion de la Ecuacion ([2.36]) se obtiene escribiendo A en la forma polar,
1 .
Ao (Th) = Sa(Ty) ™ (2.37)

donde a (1) y ¢ (1) son funciones reales. Sustituyendo (2.37)) en (2.36)), para luego

dividir el resultado en wye™), se obtiene
1 fe—i(UT1+¢(T1))

_g%ﬁ’l))?’ —ipa (Th) —id (Ty) +a (Th) ¢' (Th) + 2w 0 (2.38)

Aplicando la identidad de Euler, la excitacion se expresa en forma trigonométrica

0= _gw —ipa (Th) —id (Ty) + a(Th) ¢’ (Th) -
n 1 flcos (Tho — ¢ (Th)) + isin (Tho — ¢ (Th))] (2.39)
2 wo

Al separar la parte real e imaginaria de la ecuacion anterior se obtiene el siguiente

sistema

3a(a(Th))® 1fcos(Tio—¢ (1))

. (2.40)
¢ (1) = —pa(T}) + 57 <le0— 6 (1))

a(Th)¢' (Th) =

Notese que el anterior sistema de ecuaciones es no auténomo ya que depende explici-
tamente de la escala de tiempo T;. A fin de transformarlo en un sistema auténomo,

se realiza el siguiente cambio de variable

B(T) =T —¢(Th) (2.41)

obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones

a (1) (F (1) — o) = 2 (a(T1)* 1 fcos(8(Th))

W 2 w
"y ’ (2.42)
a’ (Tl) = —ua (T1> + %%ﬁo(m

Ya que el caso de estudio trata de un sistema excitado por una fuerza estacio-
naria, la respuesta transitoria se desvanece hasta llegar a estado estacionario, en el
cual, la amplitud a(7}) y la fase 5(77) se mantienen constantes (invariantes en el
tiempo), por lo que '(T}) = f'(T}) = 0 describen un punto de equilibrio. Bajo esta
consideracion el sistema de ecuaciones se modifica asf
3 aa® 1 fcos(B)

0=o0ca+ <
8 Wo 2 wo (2 43)
1 fsin(p) '
0=—pa+ ———=
2 Wo
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En (2.43)) los términos trigonométricos son ubicados del lado derecho, y se elevan

ambas ecuaciones al cuadrado, resultando

(o) -y

(pa)? = (1%) i

2 Wo

Sumando término a término las dos ecuaciones, se obtiene
3aa?\’ 1 f2 i
<a + g—) @’ + pra® = == (cos*(B) + sin*(5)) (2.45)

Finalmente, empleando la identidad trigonométrica de Pitagoras, resulta la ecua-
cion de la respuesta frecuencial aproximada, donde la amplitud de la respuesta a,

estd en funcion de la amplitud de la fuerza de excitacion f y del pardmetro de

3aa®\’ 1 f?
(a + ——) + /f] a® = 102 (2.46)

8(.{)0 0

desintonizacion o

Sustituyendo (2.41)) y Q = w + o en (2.40)), se encuentra que la primera aproxi-

macién para la soluciéon en estado estable estd dada por
z(t;e) = acos((eo + wp)t — B) + O(e) (2.47)

x(t;e) = acos(QUt — ) + O(e) (2.48)

La Ecuacion hace evidente que la respuesta en estado estacionario esta
ajustada a la frecuencia de excitacion 2, sin embargo, se encuentra desfasada por
—B.

Empleando la herramienta computacional Maple© se realiza la simulacién nu-
mérica de la Ecuacion algebraica , evaluando la influencia de los pardmetros
del sistema (amplitud de fuerza de excitacion f, amortiguamiento p y coeficiente
de no linealidad «) sobre la respuesta en estado estacionario. Cada punto de la cur-
va de respuesta en frecuencia corresponde a un punto de equilibrio en un diferente
plano de estado, es decir que existe un plano de estados para cada combinacion de
parametros.

La Figura presenta la respuesta en frecuencia para el caso lineal (a = 0)
contra el caso de no linealidad dura (rigidez ctbica positiva) en términos de la

amplitud, donde se puede apreciar que en el caso no lineal existe una amplitud de
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respuesta multivaluada, ya que para un mismo nivel de frecuencia existen dos o
tres valores diferentes de amplitud. Lo mismo ocurre en términos de la fase, ya que
como lo presenta la Figura en el caso no lineal existe una fase de respuesta
multivaluada, lo que significa que para un mismo nivel de frecuencia existen dos o

tres valores correspondientes de fase.

Figura 2.4: Comparacion de las curvas de respuesta lineal y no lineal, en términos

de la amplitud.

|_ot:>0 or_=D|

Figura 2.5: Comparacion de las curvas de respuesta lineal y no lineal, en términos

de la fase.

La Figura|2.6|superpone las curvas de amplitud y fase de la respuesta, mostrando
que en la parte multivaluada las condiciones iniciales son las que determinan los

puntos de las curvas correspondientes.
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1.754

150~

1254

0.754

0.50 =

0.25+

Figura 2.6: Curvas de respuesta en frecuencia no lineal.

El efecto que el coeficiente de la no linealidad « tiene sobre la respuesta del siste-
ma, es presentado en la Figura2.7] Alli se observa que en el caso de un resorte blando
en el cual el coeficiente es negativo, la curva de respuesta se dobla a la izquierda,
mientras que en el caso de un resorte duro, se dobla a la derecha. Otro efecto que
se observa, es que a medida que la no linealidad aumenta, la respuesta presenta
una curvatura mas pronunciada, es decir que se manifiesta con mayor intensidad el

fenémeno de saturacion.

O|j
|
%
|
(%]
ol
M-
F
[=]

-] .-=|3|

Figura 2.7: Efectos de la no linealidad para valores de a = —15,—9,0,9 y 15, de

izquierda a derecha.

La Figura [2.8| revela los efectos del amortiguamiento. Se aprecia que el amorti-

guamiento reduce notablemente el efecto de la no linealidad, lo que significa que una
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alta presencia de amortiguamiento en el sistema, reduce la relacion de dependencia

entre frecuencia y amplitud.

w0

03 p0s peOES

Figura 2.8: Efectos del amortiguamiento para valores de u = 0,0.3,0.5,0.65 y 0.85,

en orden descendente.

Cuando la amplitud de la fuerza de excitacion f se incrementa, el sistema ex-

perimenta una respuesta multivaluada con un ancho de banda mas amplio, como lo

2.50 1

2.254

7

1.751

1.50

a 1.254
\_—_—

=z A:;,_‘:rj_‘:‘ol

presenta la Figura [2.9]

Figura 2.9: Efectos de la amplitud de excitacion para valores de f = 0.5,2.5,5,7.5

y 10, en orden ascendente.
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La Figura [2.10| muestra la variacion de la amplitud de la respuesta con la ampli-
tud de la excitaciéon para varios valores de o. Los valores de o y p son los mismos
para todas las curvas. Notese que, dependiendo del valor de o, algunas curvas son

multivaluadas, mientras que otras tienen un tnico valor.

4_

T T
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 2.10: Efectos de la amplitud de excitacién para valores de o = —10, —5,0,5

y 10.

2.2.3. El oscilador de van der Pol

La Ecuacion describe un sistema que muestra oscilaciones auto-sostenidas,
con no linealidades que amortiguan grandes oscilaciones y amplifican pequenas, en
el que = define la posicion, funcién del tiempo ¢, y € es un pardmetro escalar que
rige la no linealidad, y con ello el amortiguamiento.

Se trata del oscilador de van der Pol [73], el cual puede ser interpretado como un
oscilador con amortiguamiento variable, hecho que afecta directamente la amplitud

de respuesta del sistema, mediante el término
e(1 — %)

Para el caso en que |z| < 1 el coeficiente de amortiguamiento del sistema es de
magnitud positiva, generando una tendencia al incremento de la amplitud de movi-
miento. Por otra parte, cuando |z| > 1 el coeficiente de amortiguamiento es negativo,
influyendo en la reduccion de la amplitud de respuesta del sistema. Esta situacion

lleva a la deducciéon de la presencia de un ciclo limite.
i+p®—1)i+x=0 (2.49)
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Llevando el sistema al espacio de estados, se definen las siguientes variables de
estado

TL=1T, Ty =1 (2.50)

La representacion del sistema en espacio de estados es

o = 2y (2.51)

Ty = —x1 + pu(1 — 22) s (2.52)

Los estados de equilibrio son determinados cuando las variables de estado experi-
mentan velocidad cero

por lo tanto, de las ecuaciones de estado se obtiene

0= i)
(2.54)
0=—z; + pu(l — 27)zs
El equilibrio del sistema se encuentra en
xr1 = 0
(2.55)
Ty = 0

La aproximacion lineal alrededor del punto de equilibrio estd definida por la

matriz A, asi

L0l 0 1 o1 2.56)

—_ — — - 2 B

Los valores propios de A, son

A -1
det(A — A) = det =N —prA+1=0 (2.57)
1 A—pu
_H A
Mo =5+ (2) 1 (2.58)

Notese que cuando p > 2, A presenta valores propios A; y Ao ubicados sobre el
eje de los reales positivos, por lo que el origen es un nodo inestable. Cuando pu < 2,

los valores propios A\; y A2 son complejos conjugados con parte real positiva, de tal
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forma que el origen es un foco inestable. Esto significa que para cualquier valor de
el origen representa un equilibrio inestable y por lo tanto, para cualquier condiciéon

inicial cercana a una pequena vecindad del origen, las trayectorias del sistema se

alejaran hasta alcanzar el ciclo limite. Dividiendo la Ecuacion (2.52)) en (2.51)), se

obtiene la ecuacion que describe la trayectoria del ciclo limite (Ecuacion ),

la cual no tiene una solucién analitica en forma cerrada, sin embargo puede ser

graficada numéricamente con el propoésito de determinar los ciclos limite alcanzados
para distintos valores de p.

-2 (2.59)

La gréfica de los ciclos limite puede ser obtenida numéricamente mediante el

método de escalas multiples [6]. La solucion a la Ecuacion se halla a partir de

las siguientes escalas de tiempo,
ZL‘(t,E) :l‘o(To,Tl) +8£E1(T0,T1)+... (260)

donde T,, =e"t,n=0,1,2,---
Usando la Ecuaciéon (2.60) en la Ecuacion (2.49) y separando los términos con

diferente orden de €, se obtienen el siguiente conjunto de ecuaciones.
Dixg + 19 =0 (2.61)
Dixy + 21 = —2DogDywo + (1 — 23) Doz (2.62)

D(Q]xz + 29 = —2Dg D121 — D%xo — 2D¢Dsxq
+(1 — 23) Doy + (1 — 22) Dyzg — 22071 Do (2.63)
Una solucién para la Ecuacion se puede escribir como,

zo = A(Ty, Ty, e + A(Ty, Ty, )e= 10 (2.64)
por lo que, sustituyendo la Ecuacion en , se obtiene la siguiente expresion

Diry 41y = —i(2D1A — A+ A2A) o — i A%e3T0 4 cc (2.65)

N

TV
Términos seculares

Eliminando los términos seculares marcados en la Ecuacion ([2.65)), resulta
2D1A=A— A%A (2.66)
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asi que ahora, la solucion de la Ecuacion (2.65) se expresa mediante ([2.67)

x1 = B(Ty, Ty)e™ + giA?’egZTO + cc (2.67)
1 .
A= §G(T1, TQ) exp(ng(Tl, T2>> (268)

Sustituyendo la Ecuacion (2.68) en (2.66)), resulta

2 (1@ exp(i¢p) + lz'a% exp(igb)) =

20T, 2 0T
1 , 1 N\ ,
¢ exp(i¢) — ¢ exp(i¢) ¢ exp(—i¢) (2.69)
Separando los términos real e imaginario, se obtiene
0¢ 0 1 1,
— = —=—(1-= 2.
or ~ " an 2 ( 1" ) ¢ (2.70)
por lo tanto,
4
¢ =¢(Ih), y a* (2.71)

- 1+ C(Tz)ele

De esta manera, la soluciéon de primer orden del sistema estd dada por
x = acos(t) + o(e) (2.72)

donde,
2 _ 4
1+ (;—2 — 1) exp(—et)
0

Para obtener la solucion del segundo o mayor orden, se puede utilizar la expresion

a

(2.73)

para xg y o1 en la Ecuacion (2.63)), lo cual resulta en la siguiente ecuacion
Dizy + 29 = Q(Th, Ty, )™ + Q(T, Ty, )e'™ + TN S (2.74)
donde TNS contiene términos no seculares

Q= —2iD\B+i(1 —2AA)B —iA’B — 2iDyA — D} A +
A3 A2

(1—-2AA)D;A— A’D, A + (2.75)

Ahora, sustituyendo la Ecuacion (2.68) en el término secular de la Ecuacion
(2.74) y separando las partes real e imaginaria de la ecuacion resultante, se obtiene
la siguiente expresion

da
7 = 0, a=a(T}) (2.76)
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Desarrollando, resulta

ob 2 da dp 1 7T 5, 1Y\ da
A Y (A Y (R B 2.
290 " adn,’ 2“(dT5+]ﬁ)'+(16a 4)cﬂ1 (2.77)
b do 1 71
L I T /A G 278
d(a> (d]g*'16)‘i1*'<32a Sa)da (2.78)

Integrando, b se define como sigue

d 1 7 1
b= —a (d—;_l + E) T1 + 6—46L3 - ga Ina + CLb()(TQ) (279)

Para que la soluciéon sea acotada para todas las Tj, el coeficiente de T en la
Ecuacion (2.79) debe desaparecer, es decir que se obtiene (% + %) = 0. Por lo

tanto,

1
¢=—15T2+ % (2.80)

donde, ¢y es una constante.

Ahora, usando la expresion para zo y x1, la solucion de segundo orden esta dada

T = aCoS Kl — %82> t—l—(bo] —

(614a2 - %lna—l—abo) sin [(1 — 1—1652)t+¢0]) ,
8( +55a3sin3 [(1 — £e2) t + o] o) (2.81)

por:

aqui, a puede estar dada por la Ecuacion (2.73)). La Ecuacion (2.81)) también puede

escribirse como

1
x=acos(t —0) — ﬁsag sin 3(t — 0) + o(e?) (2.82)
donde,
1 1 7
0= 1—682t + gelna — a8a2 + 90 (283)

Los ciclos limite obtenidos numéricamente mediante el método de escalas multi-

ples, para valores de ¢ = 0, ¢ = 0.2, ¢ = 0.5 y € = 1, se ilustran con los siguientes

planos de fase (ver Figura [2.11])).
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= 0, 0 2
(t) z(t)
(a) e =0, oscilador lineal (b) e=0.2
4
2
2
1
= =0
= 0 ‘8
) \ / )
—2 _4
) 0 2 -2 0 2

z(t) (t)

(¢c)e=05 (d)ye=1

Figura 2.11: Plano de fase para diferentes valores del coeficiente no lineal €.

Notese que, para el caso en que € = 0, se obtiene el oscilador lineal, por lo
cual no es posible constituir un sistema esencialmente no lineal a partir de este. Sin
embargo, resulta ser un caso de estudio bastante interesante para comprender como
las no linealidades presentes en el amortiguamiento del sistema afectan su respuesta.

Un problema poco estudiado consiste en la unificacion de las caracteristicas no
lineales de un sistema con rigidez ciibica pura y amortiguamiento no lineal. Un
sistema ENA - van der Pol, cuyas caracteristicas de rigidez ctubica pura y amorti-
guamiento no lineal, se combinen, dando lugar a la aparicion de diversos fenémenos
impredecibles, en forma simultanea.

Es importante senalar que aunque el oscilador de van der Pol no representa un
sistema esencialmente no lineal, es muy buen ejemplo de un sistema no lineal para

el cual la linealizacion al rededor del equilibrio es totalmente inadecuado, ya que
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un anélisis al sistema linealizado arrojara como resultado la prediccion de inestabi-
lidad debido al incremento del movimiento, sin limites, ignorando por completo la
existencia de un ciclo limite. Asimismo, es importante mencionar que la forma del
ciclo limite depende tinicamente del pardmetro p, por lo que las condiciones iniciales
no tienen ningun efecto en la amplitud del movimiento luego de que el sistema ha

alcanzado el ciclo limite.

2.3. Analisis de estabilidad

El asunto de la estabilidad es particularmente importante en el estudio de las
oscilaciones periddicas en sistemas no lineales. Esto implica la resolucién de una
ecuacion variacional, que caracteriza pequenas desviaciones desde los estados de
equilibrio periodico [67].

El comportamiento global de los sistemas no lineales no puede ser predicho a
partir de su comportamiento local y, ademas, la solucién general de las ecuaciones
diferenciales no lineales generalmente no esta disponible. Por lo tanto, la principal
tarea de un método para analizar un sistema no lineal es obtener un panorama
comprensivo (si no cuantitativo, al menos cualitativo) de su comportamiento global
[65].

Las no linealidades pueden conducir a nuevos efectos cualitativos como la inesta-
bilidad de modos cooperativos y la aparicion de modos localizados. Ademas, resulta
tener lugar la transferencia de energia por arriba o debajo de la escala de frecuencia.
Dicha transferencia ocurre tanto a resonancias subarmoénicas, como superarmonicas,
e involucra (por lo menos) dos frecuencias en el proceso. Asimismo, puede condu-
cir a bifurcaciones de diferentes tipos, acompanadas por una ruptura simétrica. En
particular, la ruptura simétrica se puede ver en la inestabilidad de ciertos modos y
en la aparicion de modos esencialmente no lineales [74].

El estudio de los sistemas no lineales ha sido fuertemente animado por el feno-
meno del caos, pues tras su apariciéon reactivo el interés en la dindmica no lineal,
siendo esto evidente con el aumento de libros y articulos publicados en las dltimas
décadas [68]. Una frase que podria describir el caos, dice que "pequernias razones

involucran grandes consecuencias". Estas pequenas razones en realidad hacen re-
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ferencia a las pequenas fuerzas o pequenos cambios en los parametros del sistema,
conduciendo a generar grandes acciones debido a la coordinacién especial de sus rit-
mos con las oscilaciones internas caracteristicas del sistema [74]. Las observaciones
de Poincaré mencionan que pequenos cambios en las condiciones iniciales pueden
ocasionar cambios significativos en el fenémeno final, lo cual es una caracteristica
conocida de los sistemas con comportamiento cadtico. En el ano de 1945, los investi-
gadores Cartwright y Littlewood [75], mientras estudiaban las oscilaciones forzadas
en el oscilador de van der Pol, evidenciaron la presencia de un comportamiento res-
tringido aleatorio, haciendo referencia a un comportamiento incomprendido, al cual
decidieron llamar Caos.

La gran familia de osciladores del tipo Duffing y van der Pol, excitados armoénica-
mente, ha sido ampliamente estudiada desde su aparicion, razéon por la cual, cuando
investigadores descubrieron en ellos la presencia de regimenes bastante grandes de
caos, se evidencié que, mediante el analisis clasico de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, ocurre una pérdida significativa de informacion [76], o sea, una especie
de mutilacién (en la interpretacion) del sistema original. En numerosas referencias,
como en |77, [78, [79, 80, 8], 82], se estudia la estabilidad de sistemas no lineales

mediante varios métodos de perturbacion.

2.3.1. Analisis de estabilidad en el sistema Duffing

Considere el sistema primario no lineal Duffing
mi + ct + p(x) = F(t) (2.84)

donde = € R es el desplazamiento, F' € R es una fuerza armoénica externa, m y ¢ son
los pardametros de masa y amortiguamiento viscoso del sistema, respectivamente. La

funcion de rigidez no lineal esta dada por
o(r) = kiz + ksa® (2.85)

La Figura [2.12) muestra la forma en que la funcion de rigidez no lineal representa un
resorte blando (curva de color rojo), un resorte duro (curva de color azul) y un resorte
lineal (curva de color verde). Estos tres casos toman lugar cuando k3 cobra valores

negativos (o1 (x) = 1100z — 1.22 x 10°23), positivos (po(x) = 1100z +1.22 x 10%23) y
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cero (p3(x) = 1100z —02?), respectivamente. Por otra parte, cuando en las funciones
©1(x) v @o(x) el término lineal ky vale cero, se dice que la rigidez es esencialmente

no lineal. Lo anterior se ilustra en la Figura

I

| | | |
t t t t
-0.030 -0.025 -0.020 -0.015 -0.010

| | | | |
t t t t t 1

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
X

Figura 2.12: Funcion de rigidez lineal (color verde), funcion de rigidez blanda

(color rojo) y funcién de rigidez dura (color azul).

20T

I | | . T | |
I t t t t t t
-0.030 -0.025 -0.020 -0.005 0.005 0.010 0.020 0.025

20T

Figura 2.13: Funcion de rigidez lineal (color verde), funcion de rigidez
esencialmente no lineal blanda (color amarillo) y funcion de rigidez esencialmente

no lineal dura (color azul).

Notese que el resorte blando esencialmente no lineal (¢ (z) = 0x —1.22 x 10%23)
presenta un comportamiento indeseado, ya que describe deformaciones positivas
frente a fuerzas de compresion, mientras que las deformaciones son negativas pa-
ra cargas a tensiéon. Tal comportamiento es una clara evidencia de inestabilidad
constructiva para un sistema con esta caracteristica. Sin embargo, no constituye un
criterio de validez suficiente, por lo que se procede a realizar un analisis de estabili-

dad en el sentido de Lyapunov.

La descripcion del espacio de estados, para los estados z; = 'y 2 = &, se expresa
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de la siguiente manera

4= 2 (2.86)

ko ok |
Gy o= oty B L TR (2.87)
m m m m

Notese que cuando F'(t) = 0, el estado de equilibrio se obtiene como

0 = Z9
kl k33

0 = ——z——2]
m m

Por lo tanto,

k1z1 + IC3Z§ = (k’l + k’gZ%)Zl =0

Lo anterior permite evidenciar que el sistema tiene un estado de equilibrio trivial

en el origen z;, = 29, = 0. Notese, sin embargo, que

k
21:@/—]{;—1€R<:>(k1>O,k3<0)0(k1<0,k3>0)
3

el estado de equilibrio no trivial est4 dado por

Zle

k

\/—k—leR@(kl>O,k3<0)o(k1<0,k3>0) (2.88)
3

e = 0 (2.89)

Dicho de otra forma, existen estados de equilibrios no triviales cuando sign(k;) =
—sign(ks). Estos casos no se estudiaran porque no conducen a respuestas estables

cuando se tienen sistemas esencialmente no lineales.

Analisis de estabilidad de Lyapunov

Considere la siguiente funciéon candidata de Lyapunov para el sistema Duffing

1

1
2

1
4k3zf + =mz3, V(0)=0 (2.90)

2

la cual es una funcion definida positiva, cuando m, k; y ks tienen valor positivo, es
decir, que

V(z) >0 m >0,k >0&k; >0 (2.91)

Notese que la condicién k3 > 0 implica solamente resortes duros. De lo contrario,

V(z) no serfa definida positiva.
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La derivada con respecto al tiempo de V(z) a lo largo de las trayectorias del
sistema Duffing se obtiene como

dv
E = ]{31212'1 + /{332?2'1 + mZQZQ
= (k121 + ng%)Z'l + m222:2
= (k121 + k32d) 2o + (—k121 — k32 — c29)

_ 2

E = —CZy (292)
Notese que
dV
E = —CZS S O

Por lo tanto, el estado de equilibrio (0,0) es estable.
Ademas, aplicando el teorema de Lasalle, se obtiene que

av

o= —cz3 =0 & 2(t) = 0,cuando ¢ > 0

de tal manera que, el origen (0,0) es asintoticamente estable.

Analisis de estabilidad de la solucién aproximada

A continuacién se estudian las condiciones de estabilidad para un sistema tipo
Duffing sometido a fuerzas externas (Ecuacion (2.93), empleando el método de

escalas miltiples.

i+ wir + 2eud + cax® = ef cos(Qt) (2.93)

Similar al caso de los sistemas lineales, aqui se considera el comportamiento del
sistema cerca de la condiciéon de resonancia, por ejemplo, cuando la frecuencia de
excitacion es igual a la frecuencia natural del sistema. Esta condicion es conocida
como la condicion de resonancia primaria (2 & wp). En el caso de un sistema de
multiples grados de libertad, se pueden emplear técnicas y métodos para reducir
el sistema en forma equivalente a uno de un solo grado de libertad y continuar el
procedimiento como se describe a continuacién.

Para estudiar el comportamiento del sistema en la condicién de resonancia prima-

ria, se emplea un parametro de desintonizacién o, el cual representa la proximidad
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de la frecuencia externa a la frecuencia natural. Por lo tanto, se puede escribir lo
siguiente:

Q=wy+eo (2.94)

Usando el método de escalas multiples, la solucion de la Ecuacion (2.93)) es
x(t;e) = xo(To, Th) + ex1(To, Th) + . .. (2.95)

donde T,, = &"t.
Sustituyendo la Ecuacién (2.95) en la Ecuacion (2.93) y separando los términos

con diferente orden de £, se obtiene la siguiente ecuacion:

Dizg+wg =0 (2.96)

Dixy + wiry = —2DyDyxg — 2uDozo — oz + f cos(woTy + oT1) (2.97)
La solucion de la Ecuacion (2.96]) se puede escribir como:
zo = A(Ty)e™0™) + A(Ty)el~0™) (2.98)

Sustituyendo la Ecuacion (2.98) en la Ecuacion (2.97)) se obtiene la siguiente

ecuacion:

—[2iwo (A" + Ap) + 3aA? A]elinTo)
Tév‘mir;)rsecular

—aA3eliwoTo) %fe[i(‘”oTO*”Tl)] +cc (2.99)
—

Término secular mezclado

2 2
Dyzy + wyry =

Para eliminar los términos seculares de la Ecuacion (2.99)), se puede escribir
_ 1 .
iwy (A + pA) + 3aA?A — 5 fele™) = (2.100)

Ahora, sustituyendo A = %ae(iﬁ) en la Ecuacion (2.100) y separando las partes

imaginaria y real, se obtienen las siguientes ecuaciones

1
a =—pa+ L sin(oTy — 5) (2.101)
2(,00
3« 1
af = gw—oa3 - _wio cos(aTy — ) (2.102)
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Para escribir estas dos ecuaciones en su forma auténoma, se puede usar v =

0Ty — B y obtener las siguientes ecuaciones

1
a = —pa+ 5% sin(y) (2.103)
0
3 1
ay = oa — gwgoa?’ + 5%0 cos(7) (2.104)

Las dos ecuaciones anteriores se deben resolver para obtener a y 7, permitiendo

escribir la soluciéon de primer orden del sistema de la siguiente manera

x = acos(wot + B) + O(e) = acos(wot + 011 — ) + O(e)

= acos(wot + eat — ) + O(e) = acos(Qt — ) + O(e) (2.105)

Bajo condiciones de régimen permanente a’ y 7’ son iguales a cero, por lo que

resultan las siguientes igualdades

1
pa = éwio sin(y) (2.106)
3 1
oa — gwgoag = _§wio cos(7) (2.107)

3 2 2
Tt (cr - gﬁcﬂ) ] a2 = f—2 (2.108)

4wg

Se puede apreciar que la Ecuacion (2.108]) es de sexto orden polinomial con
respecto de a. Sin embargo, se trata de una ecuacién cuadratica si se mira respecto
de o. Por lo tanto, la expresion para la respuesta en frecuencia esta dada por

2 1/2
o= §ga2 + ( U ,u2) (2.109)

2,2
dwia

En la Ecuacion (2.109) se puede analizar que, para un valor particular del para-
metro de desintonizacion, existen varios valores de amplitud y fase en la respuesta.

Finalmente, para chequear la estabilidad de la respuesta en estado estable ob-

tenida, se perturban las Ecuaciones (2.103)) y (2.104]), aprovechando las expresiones

resultantes para la construccion de la matriz Jacobiana

. . . 3aa(2)
Z ao (0 — 5

(2.110)



Ahora que se conoce la matriz J, la situaciéon se corresponde con un eigenpro-
blema, dado para la matriz J — AI. Entonces, la expresién cuadréatica que modela
los valores propios del sistema es

30a2 90a?
N 2ud+ 2+ (o — 2200 (5 - Z200) g (2.111)
8&)0 8w0

Por lo tanto, la estabilidad depende de que los valores propios del sistema cuenten

con parte real negativa, dando lugar asi a la siguiente restriccion
3aad Yaad 9
o — o— +pu° <0 2.112
( 8W0 > ( 8(,00 H ( )

2.4. Modos normales de vibraciones no lineales

El concepto mas general de los Modos Normales No lineales de vibracion (NNMs,
por sus siglas en inglés) funge como una extension del concepto de modos normales
lineales de vibracion que desarrolla la teoria clésica de vibraciones [39]. Sin embargo,
si se pudiera definir los NNMs, no podria poseer las mismas propiedades ya que el
teorema de superposicion falla en el caso no lineal. [83]. Ademas, en la teoria lineal
los modos normales de vibracion no exceden el numero de grados de libertad del
sistema, mientras que en la contraparte, los NNMs, si [84]. Visto de otra forma, los
NNMs se pueden identificar mediante la solucion particular del conjunto de ecuacio-
nes no lineales, por lo que existiran tantos NNMs como soluciones particulares; en
consecuencia, es valido afirmar que un NNM es la soluciéon particular del conjunto
de ecuaciones que gobiernan un sistema no lineal.

De manera més especifica, el concepto de NNMs es empleado para el estudio de
resonancias forzadas de sistemas no lineales y la localizacion de la energfa vibracional
no lineal, lo cual implica una condicién de eficiencia para el diseno de los TET. El
estudio de las vibraciones forzadas en los sistemas no lineales, es particularmente
interesante ya que cominmente los NNMs tiene lugar como soluciones periédicas en
la vecindad de un punto de equilibrio estable [84].

En la teoria de vibraciones existe el concepto de linea modal, y en el caso no
lineal representa la oscilacion sincrona del sistema en el espacio de configuracion
durante el movimiento de un NNM. Usualmente, los NNMs pueden ser excitados

directamente, o como consecuencia de la ruptura de algtin régimen cooperativo de
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vibracion, pues, como se presenta en Gendelman [40], un NNM puede ser excitado
mientras que la energia es almacenada en otro NNM estable. Esta situacion da a los
NNMs una importancia préactica ya que usualmente es indeseado, en la dinamica de
sistemas reales, por motivos de seguridad. Ademas de ser una herramienta teorica de
importante valor para la comprension y modelado de la dindmica de osciladores no
lineales, los NNMs encuentran aplicacion en el analisis modal, reduccion de modelos,

y disetio de aisladores de choques y vibraciones [39].

Finalmente, los preliminares enunciados representan la base necesaria para el es-
tudio de los sistemas no lineales. Asimismo, son requisito fundamental para la com-
prension e implementacion de drenajes de energia no lineal, como es el caso del
absorbedor de vibraciones esencialmente no lineal, gracias al fenémeno de transfe-
rencia de energia dirigida, lo cual ha sido descrito en el capitulo introductorio. El
dominio de los principios teéricos resulta indispensable al momento de interpretar
la informacién experimental recolectada, por lo tanto, los preliminares son de gran

importancia para el desarrollo del presente trabajo de tesis.
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Capitulo 3

Absorbedor esencialmente no lineal

para sistemas tipo Duffing

A continuacion, se describe el problema general del presente documento de tesis.
Mediante un diagrama, se presenta el esquema de control de vibraciones no lineales.
Posteriormente, se definen cada uno de los componentes que conforman el siste-
ma general de dos grados de libertad, y se presentan algunos resultados numéricos

obtenidos.

3.1. Descripcion del sistema

Considere el sistema mecanico no lineal de la Figura [3.1] el cual consiste de
un sistema primario tipo Duffing conectado a un absorbedor de vibraciones pasi-
vo/activo tipo Duffing que presenta un anclaje no lineal. Anélisis similares para
sistemas Duffing interconectados se han realizados en [10, [14], pero en esta ocasion
se considera el anclaje elastico no lineal (resorte ctbico). De la figura mencionada
se puede decir que, x y y indican los desplazamientos respecto de la posicion de
equilibrio estatico de las masas, M de la planta y m, del ENA, respectivamente.
Por lo tanto, representan las coordenadas generalizadas del sistema. Ademés, los co-
eficientes de amortiguamiento viscoso estan dados por ¢; para el primario y ¢, para
el absorbedor. La rigidez de ambos sistemas esta dada por la suma de dos términos,
uno lineal y el otro cubico. La funciéon de rigidez no lineal del sistema primario se

presenta en la Ecuacion (3.1]), mientras que (3.2) muestra la funcion de rigidez del
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ENA, resaltando en ella la presencia protagonica de k,., quien desempena el papel
del anclaje ctubico puro. F' indica la presencia de una fuerza periddica de naturale-
za exbdgena que actua directamente sobre M. De manera muy similar, « indica la
existencia de una ley de control que actiia directamente sobre m,, la cual se emplea
para mejorar las propiedades de robustez contra las posibles variaciones de F' en
amplitud y/o en frecuencia. Con esto, se ha descrito el esquema de absorcion pasivo

(u=0)/activo (u # 0) que comprende el problema general del presente trabajo.
flO = k?ll‘ + k3$3 (31)

f21 - ka5 + ka353 + fam fac = kacy3 (32)

k,5+Ka38’

kqx+k,x3

Figura 3.1: Diagrama esquemético de un esquema de control de vibraciones no

lineales donde, § = (y — x).

Las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico de dos grados de libertad
descrito anteriormente son definidas a continuacion. Recuérdese que 0 = (y — x), tal

y como se presenta en el esquema general.

Mi + c1@ + kyx + ksa® — ko(y — x) — kas(y — 2)® = F(t) (3.3)

may + cay + kacy3 + ka(y - :E) + ka?)(y - :E)3 = u(t) (3'4)

En la Ecuacion (3.3), F'(t) = Fycos(Qt) es la fuerza de excitacion armoénica con
amplitud Fy y frecuencia de excitacion €2 cercana a la frecuencia natural lineal del
sistema primario w; = kﬂl La entrada de control u(t) hace posible la aplicacion

de estrategias de control feedback para mejorar la respuesta general del sistema.
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Los parametros del absorbedor de vibraciones Duffing (Ecuacion (3.4)) pueden
ser seleccionados para reducir la amplitud de respuesta del sistema primario alre-
dedor de la condicién de resonancia externa dada por la expresion ) =~ w;. Esto se
puede lograr mediante la metodologia de diseno reportada por Viguié & Kerchen

[85], y también desde otros enfoques disponibles en la literatura.

3.1.1. Absorbedor de vibraciones Duffing amortiguado

Ahora, se considera un sistema Duffing amortiguado, como un absorbedor de

vibraciones no lineal controlado, descrito asi
Maf + o) + Koy + kazy® = u(?) (3.5)

donde, y es el desplazamiento y u(t) = Upcos(€2t) es una fuerza de excitacion,
o entrada de control, con amplitud U, y frecuencia de excitacién ) proxima a la
frecuencia natural lineal w, = T’;—‘Z Cuando la fuerza u(t) es una acciéon de control
retroalimentado, se puede modificar los parametros asociados al absorbedor no lineal
de vibraciones (por ejemplo, valores efectivos para k, y k.3), y, por otra parte, para
un diseno pasivo u = 0. En la seccion se define que el sistema es estable en el
sentido de Lyapunov cuando la rigidez ctubica k,3 es positiva, por lo que se trata de
un resorte duro. Notese que, cuando la rigidez lineal k, es pequena o tiende a cero,
la frecuencia natural lineal w, también se hace pequena o tendiente a cero.

Como ha sido presentado durante el desarrollo del presente documento, la funcién
de respuesta frecuencial no lineal aproximada del sistema Duffing alrededor de su
frecuencia natural ha sido extensamente estudiada en la literatura. Para ello se
realiza el proceso de normalizacion de la Ecuacion del sistema (3.5]), obteniendo el

modelo del sistema en forma adimensional
i+ 221y + wagy + cany® = eug cos(Q) (3.6)

En la Ecuacion (3.6)), € representa un valor pequeno no sujeto a dimensiones, de

tal manera que

Cq ka ka3 UO
20 = —, Wi =-— oy =-—2 guy=— (3.7)
me mg mg mq

donde, woy obedece a la resonancia primaria del absorbedor tipo Duffing. Para este
caso, la resonancia primaria externa se representa mediante la expresion €2 = wq +

eo, aqui, o es llamado parametro de desintonizacion.
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Para el caso en cuestion, mediante el método de escalas miltiples, la respues-
ta frecuencial aproximada se define mediante la solucién de la siguiente ecuacion

algebraica, (ver, e.g., [6])

{<e<1>2 + o) - M]} i 35)

8&)20 4&)%0

Para la soluciéon aproximada en cuestion, a; representa la amplitud de la res-
puesta en estado estable, y depende estrechamente de los pardmetros del sistema y

la amplitud de la entrada de control Uj.

3.2. Sistema Duffing acoplado a un absorbedor pa-

sivo esencilalmente no lineal

Tomando como referencia la Figura [3.1] para el caso en que u = 0 se obtiene el

esquema de control pasivo de vibraciones no lineales. Asi, partiendo de las Ecuaciones

(3.3) v (3.4)), se obtiene:

Mi + 13+ ki + k32 — ko(y — x) — kas(y — 2)° = F(t) (3.9)

ma?j + Cay + kacyg + ka(y - x) + kaS(y - x)S =0 (310)

3.2.1. Resultados de simulacion

Considere los parametros del sistema consignados en la Tabla [3.1] Notese que
m, es lo suficientemente pequeno para alcanzar el comportamiento dindmico de un
ENA. Empleando la herramienta matematica computacional Maple©, se obtiene
las curvas de respuesta frecuencial no lineal aproximada del sistema de Ecuaciones
y (3.10), como se muestra en las Figuras [3.2] y 3.3} para la planta Duffing y el
ENA, respectivamente. Notese que, el eje horizontal se corresponde con los valores de
frecuencia alrededor de la frecuencia natural lineal principal, mientras el eje vertical

describe la amplitud x para la planta y y para el ENA.
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Tabla 3.1: Pardmetros del sistema para el esquema de control pasivo.

M =2.9371kg ¢ =12.03N.s/m | ky = 1100N/m
ks = 1.22 x 10N/m? | w; = 3.08Hz2 Fy = 4.8107TN
ka3 = 9.5 x 10°N/m?* | kye = 1 x 10*N/m? | w, = 3.048H 2

0.002

f T T T T \
-30 =20 -10 0 10 20 30

rad
Frecuencia al rededor de la frecuencia natural primaria lineal [—]
s

Figura 3.2: Curva de respuesta del sistema primario.

f T T T T T T T T \
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

rad
Frecuencia al rededor de la frecuencia natural primaria lineal [—]
s

Figura 3.3: Curva de respuesta del ENA.

Con el fin de ilustrar el anclaje cibico k., al interior del absorbedor de vibracio-
nes Duffing, algunos valores fueron asumidos para evaluar el desempeno de la dinami-
ca general. Asi, los casos en los que koo = 0, koe = 1 X 10*N/m3 y kye = 4 x 10°N/m?,
han sido considerados. Mediante MATLAB®, ejecutando barrido frecuencial para

0.1Hz < Q < 5Hz, se obtuvieron los resultados numéricos mostrados en la Figura

B4l
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Figura 3.4: Barrido frecuencial 0.1Hz < €2 < 5H z, para distintos valores de k..

Se puede apreciar que conforme el anclaje incrementa su valor, la respuesta del

sistema es modificada, incrementando el fenémeno de saturacion.
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3.3. Sistema Duffing acoplado a un absorbedor pa-
sivo/activo esencialmente no lineal

Para efectuar el control activo de las vibraciones indeseadas que puedan tener
lugar en el sistema primario Duffing vinculado a un ENA, descrito por las Ecuaciones
y , se considera la estrategia de control por retroalimentacién positiva
de la posicion (PPF, por sus siglas en ingles), a fin de compensar las vibraciones
armonicas alrededor de la resonancia principal (2 = wyg). Es preciso recordar que
esta estrategia no afecta de ninguna manera las componentes no lineales presentes
en el sistema.

El Control por retroalimentacion positiva de la posicion tiene por objetivo reducir
las vibraciones de los NNMs mediante un actuador. Para ello, en la préactica se
puede realizar la identificaciéon de un término comtunmente llamado ganancia modal,
el cual se emplea para proporcionar una entrada de control al actuador y observar
la respuesta del sistema en estado estable para cada modo de vibracion.

La idea general es tratar a ¢ como una coordenada de la posiciéon de un modo
altamente amortiguado en el sistema , de tal manera que la expresiéon que modela a

q esta dada por
G(t) + 2Cwed(t) + wiq(t) = wigz;

donde (. es el parametro de amortiguamientos del controlador, w, la frecuencia del
controlador y ¢ es la ganancia de control.

Luego, al acoplar este controlador a los modos estructurales del sistema, se puede
introducir amortiguamiento a los modos localizados. La principal ventaja es que el
controlador actiia como un filtro, con una reducciéon rapida en frecuencias superiores
a la resonancia, lo que significa que los efectos de spillover se reducen en comparacion
con otras técnicas, como la retroalimentacion directa de la velocidad.

Tomando como salida z = x, la estrategia de control pasivo/activo en lazo ce-
rrado, para el controlador tipo PPF, se describe a través del siguiente sistema de

ecuaciones

Mi + c1d + kix + ks2® — ko(y — 2) — kas(y — 2)® = F(t) (3.11)
Mol + ol + kacy® + ko(y — ) + kas(y — x)3 = u(t) (3.12)
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G+ 20wed + wiq = wigz (3.13)

u = wlgq (3.14)

La descripcion del problema general, destaca la necesidad por construir elementos
de rigidez no lineal que tengan la capacidad de influenciar la dindmica del sistema
general en todo instante de tiempo. Por otra parte, en la seccion [4.3] las ecuaciones
que describen el problema general de esta tesis (Ecuaciones y ) son modi-
ficadas con el proposito de crear una serie de casos que sirvan de herramienta para la
evaluacion experimental del desempeno del absorbedor de vibraciones esencialmente

no lineal.
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Capitulo 4

Aplicacion de absorbedores de

vibraciones a sistemas mecanicos

4.1. Descripcién de los casos de estudio

Tomando como punto de partida las ecuaciones que modelan el absorbedor esen-
cialmente no lineal para sistemas tipo Duffing (3.3)(3-4), bajo condiciones en las
cuales algunos términos cobran valor nulo, es posible desarrollar una serie de casos
en los que el sistema primario y el absorbedor llegan a presentar dindmica lineal /no
lineal.

Para tales efectos, cuando los términos k,3 = 0 para ambas ecuaciones, y ademas
ks = k.. = u = 0, se obtiene el caso 1, en el que el sistema primario y el absorbedor
pasivo, presentan dindmica lineal. Ahora, un segundo caso, en el que el sistema
primario lineal esta vinculado al absorbedor pasivo tipo Duffing, emerge cuando en
la ecuacién que modela la dinamica del sistema primario , el término k3 =0, y
para el absorbedor k,. = u = 0.

Por otra parte, un tercer caso, en el que dos sistemas tipo Duffing son acoplados,
aparece cuando k,. = u = 0. El caso 4 comprende el sistema primario tipo Duffing
conectado a un absorbedor pasivo lineal, teniendo lugar cuando los términos k.. y
ka3 en la ecuacién del absorbedor , valen cero.

Por tltimo, el caso general de estudio (caso 5), constituido por un absorbedor
esencialmente no lineal para sistemas tipo Duffing, presenta dos variantes en las que

el ENA es pasivo (u = 0) o activo (u # 0). La Tabla[4.1] presenta en forma ordenada,
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la naturaleza dinamica, lineal o no lineal, del primario y el absorbedor, para cada

caso.

Tabla 4.1: Casos abordados.

Sistema primario | Absorbedor
Caso 1. Lineal Lineal
Caso 2. Lineal No lineal
Caso 3. No lineal No lineal
Caso 4. No lineal Lineal
Caso 5. No lineal ENA

Estos casos son abordados en el presente capitulo, empleando la planta rectilinea
modelo 210-D de Educational Control Products (ver Figura [4.1]), existente en el

laboratorio de control de vibraciones.

Figura 4.1: Plataforma experimental [86].

4.2. Construccién y caracterizacién de los subsiste-

mas

A continuacién se describe el desarrollo experimental de un sistema primario
lineal, un absorbedor pasivo de vibraciones lineal, un sistema primario tipo duffing
y un absorbedor pasivo de vibraciones tipo Duffing. Cada uno de estos es empleado
para la implementacion de los casos en mencién del presente capitulo.

De igual forma, se describe el desarrollo constructivo y la caracterizacion del

conjunto de resortes no lineales empleados en la constituciéon de los sistemas tipo

68



Duffing, cuya relacion fuerza-deformacion es funcién de la suma de un término lineal
)
y un término cibico, siendo este ultimo un elemento influyente para la dinamica del

sistema en todo instante de tiempo, superando asi, la importancia del término lineal.

4.2.1. Sistema primario lineal

El sistema lineal descrito en la Ecuacion (4.1), desempena el rol de sistema

primario, con los valores de parametros presentes en la Tabla [4.2]

Tabla 4.2: Parametros sistema primario lineal.

M = 2.709 [ke]
k= 166 [N /m|
¢1 = 0.322 [N.m/s]

Conociendo los parametros de masa y rigidez del sistema, se evaliia tedéricamente
su respectiva frecuencia natural mediante la expresion w = \/g [21]. De esta manera,
se obtiene

166 | N/m

7709 [k — 7.828 [rad/s] = 1.2458 [HZ] (4.2)

El resultado teorico expuesto en (4.2)), es validado de manera experimental. Para
ello, el sistema es excitado mediante una fuerza externa sinusoidal con amplitud

Fy = 0.7908 N, aplicando un barrido frecuencial entre los 0.1 y los 5 Hz (ver Tabla

13).

Tabla 4.3: Parametros de excitacion, barrido frecuencial sistema primario lineal.

F =0.7908 [N] sin(t)
Q=0.1~5][H]

La informaciéon sensada mediante la ECP, permite construir la respuesta en el
tiempo (ver Figura [4.2)), identificando una amplitud maxima de z ~ 0.031 m, tras

27.749 s de operacioén, indicando la presencia de resonancia, {2 = w
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Figura 4.2: Respuesta en el tiempo, barrido frecuencial

Con la ayuda de MATLAB®, se obtiene la respuesta en frecuencia, para lo cual
se aplica el algoritmo de la transformada rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en

inglés) a la respuesta en el tiempo del barrido frecuencial [23]. Este procedimiento
permite determinar la frecuencia natural del sistema

Como lo presenta la Figura[4.3] la frecuencia natural del sistema primario lineal

es w, = 1.24132 Hz, lo cual es coherente con el anélisis teorico (4.2)

w 1.24132 . '
x 0.0303212
0.03 |
| \“.
5002 5 ]
E fﬁ ‘I\“"‘-
0.01
_/_,/ ;\x\ .
C e [ | ‘ \;"7""”"*?'—\-—-;—- e T
0 0.5 1 15 2 2.5

Frecuencia [Hz|

Figura 4.3: Identificacion de w,, mediante la respuesta en frecuencia

Ahora que w, es conocido, el sistema es excitado a la condicién de resonancia
mediante una fuerza externa sinusoidal con amplitud Fj

0.659 N y frecuencia
Q = w, = 1.24 Hz, registrando una amplitud méaxima de oscilacién periédica en
x ~ 0.0317 m, como se presenta en la Figura[4.4] Es importante resaltar que para el
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caso del barrido frecuencial Fj es de mayor amplitud que para el caso bajo excitacion
0 = w,, constante. Sin embargo, la amplitud x es mayor en el caso de la excitacion
con valor frecuencial constante, lo cual evidencia, tal y como lo presenta la literatura
[2,14, 18], que la frecuencia natural en sistemas lineales es independiente a la amplitud

de la fuerza de excitacion.

0.04 [ ';201'073614738"
' ‘ H‘ '“H ‘\I u M'|
ol n"|||”|| I |||||| \I\ ||| uu ||'
- /\ |"'|||| | || H \|‘ ‘|||| ‘ ‘ ‘ \||\|
o HH\ HHH“H‘ \H” i
A | | H ‘ H ‘ ‘ ‘ H ‘ ‘ H ‘ ‘

. i 1 ”l“ ‘||'|| ‘ ' ‘H |"|'
-0.02¢ h‘h "h‘ HI |||| ' || |||H |'
-0.04 ‘ ' ‘
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Tiempo [s]

Figura 4.4: Respuesta en el tiempo bajo condiciéon de resonancia, 2 = w,, = 1.24

Hz.

Con el proposito de conocer el coeficiente de amortiguamiento del sistema, ¢y, se
encuentra la funcion de respuesta en frecuencia (FRF, por sus siglas en inglés) para
el sistema excitado en la resonancia [87). La Figura [4.5] presenta la FRF del sistema,
develando asi, la magnitud de las frecuencias laterales (parte real de la FRF) y la

frecuencia natural (parte imaginaria de la FRF).
fin = 1.1885 [Hz|

fiz = 1.30734 [H]
De la relacion: 2Gw, = ¢;/M = fis — fi1 [87], se obtiene
¢ = M(fis — fn) = 2.709(1.30734 — 1.1885) [kg/s] = 0.322 [N.s/m]
c1 = 0.322 [N.s/m] (4.3)

por lo tanto, la razéon de amortiguamiento es

G = (fie — fun)/ 2wy
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¢, = 0.0479

w 1.1885 .
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5 -0.04 | \/ &/ F -0.0260927 :
w 1.24132]
-0.06 | /F -0.0474863 | 1
0 0.5 1 1.5 2

Frecuencia [Hz|

Figura 4.5: Grafica de funcion de respuesta en frecuencia (FRF).

4.2.2. Absorbedor pasivo lineal

La Ecuacion (4.4), modela la dindmica del absorbedor pasivo de vibraciones

lineal, con los valores de parametros presentes en la Tabla [1.4]

maly + cuy + kay - F(t) (44>

Tabla 4.4: Pardmetros absorbedor pasivo lineal.

My = 0.8326 [ke]
ko = 297 [N /1]
ca = 0.176 [N.m/s]

Teoricamente, la frecuencia natural del absorbedor es obtenida mediante la ex-

presion w = \/% . De tal forma que,

ks [297[N/m] B
We = .~ \ 08326 [ke] 18.887 [rad/s| = 3.01 [Hz] (4.5)

Aplicando un barrido frecuencial entre los 0.1 y los 7 Hz ( ver Tabla [4.5), el
sistema es excitado mediante una fuerza externa sinusoidal con amplitud Fy = 0.7908

N.
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Tabla 4.5: Pardmetros de excitaciéon absorbedor pasivo lineal.

F =0.7908 [N] sin(Q2t)
Q=0.1~7[H7

La grafica de respuesta en el tiempo (ver Figura |4.6) exhibe, tras 45.55 s de
operacion del barrido, la presencia de resonancia, {2 = w,, en la cual m, alcanza una

amplitud méxima de y ~ 0.022 m.

go.o; sl “‘ ey

Tlempo [s]

Figura 4.6: Respuesta en el tiempo, barrido frecuencial.

Aplicando la FFT, se determina la frecuencia natural del absorbedor de forma
experimental. Como lo presenta la respuesta en frecuencia (ver Figura , la fre-
cuencia natural del absorbedor pasivo lineal es w, ~ 2.97 Hz, lo cual es coincidente

con el analisis tedrico (4.5)).

0.025 . s | |
0.02F A ]
50.015f / “"\ |
= 0.01F / ) 1
7 \\"\

0.005 f T i ]
el | I

0 1 2 3 4 5
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Figura 4.7: Identificacion de w, mediante la respuesta en frecuencia.
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Ahora que w, es conocido, el sistema es excitado a la condicion de resonancia
mediante una fuerza externa sinusoidal con amplitud F, = 0.7908 N y frecuencia
Q) = w, = 2.97 Hz, registrando una amplitud maxima de oscilaciéon peridédica en
y =~ 0.027 m, como se presenta en la Figura Se evidencia que, aunque Fj se
mantuvo idéntico en ambas pruebas, bajo condicién de resonancia la amplitud de

oscilacion, y, es mayor.

0.04 ' 1 t12.414
y 0.0273491
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Figura 4.8: Respuesta en el tiempo bajo condicién de resonancia, 2 = w, = 1.24

Hz.

El coeficiente de amortiguamiento del sistema, c,, se obtiene al aplicar la FRF
al historico de datos de la respuesta en el tiempo bajo condiciéon de resonancia.
La magnitud de las frecuencias laterales, se obtiene de la grafica de la funcion de

respuesta en frecuencia (ver Figura ,

0.4 : w 2.8788 ‘
y/F 0.262229 —FRF Im
—FRF Re
021 g
[ P
] — e —
=
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Figura 4.9: Grafica de funciéon de respuesta en frecuencia (FRF).
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fa1 = 2.8788 [HZ]
faz = 3.09009 [Hz]

De la relacion: 2¢,w, = ¢o/mq = fa2 — fa1, se obtiene

Co = Malfaz — fa1) = 0.8326(3.09009 — 2.8788) [kg/s] = 0.176[N.s/m]

¢q = 0.176 [N.s/m] (4.6)

Por lo tanto,

Ca = (fa? - fal)/2wa

(o = 0.03557

4.2.3. Sistema primario no lineal, tipo Duffing

Suele nombrarse como sistema tipo Duffing, a aquel cuya funcion de rigidez
estd dada por la suma de dos términos, un término lineal y otro ctbico [I5] [71].
Para efectos del sistema primario no lineal, tipo Duffing, la Ecuacion (4.7) modela
su dinamica, donde k; y k3 son, el término lineal y el término ciibico de rigidez,
respectivamente.

M + 13 + kyx + ksa® = F(t) (4.7)

La Tabla [4.6] presenta los valores de los parametros fisicos del sistema primario
Duffing. Notese que, los términos de rigidez son, ambos de magnitud positiva, lo

cual indica la presencia de un resorte duro.

Tabla 4.6: Parametros sistema primario no lineal, tipo Duffing.

M = 2.947 [ke]
ki = 830 [N /m]
ks = 4.3833 x 10° [N /m?|
¢; = 2.1015 [N.m/s]
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Se estima tedricamente la frecuencia principal aproximada del sistema, emplean-
do la relacién descrita para el caso lineal, w = \/g , donde k corresponde al término

lineal de rigidez k;. De esta manera, se obtiene

\/]71 8233 45 / m]] 16.7822 [rad/s| = 2.67 [Hz] (4.8)

El sistema es excitado mediante una fuerza externa sinusoidal con amplitud
Fy = 6.59 N, aplicando un barrido frecuencial entre los 0.1 y los 10 Hz ( ver Tabla
@, presentando la respuesta en el tiempo que describe la Figura m

Figura 4.10: Respuesta en el tiempo del sistema primario Duffing ante barrido

frecuencial.

Tabla 4.7: Parametros de excitacion sistema primario no lineal, tipo Duffing.

F = 6.59 [N] sin(2t)
Q= 0.1~ 10 [H]

Debido a que la transformada de Fourier es una construccién lineal, la respuesta
en frecuencia no ofrece resultados exactos para el estudio de sistemas no lineales
[23]. Sin embargo, permite tener indicios del espectro de frecuencias que afectan al
sistema.

La respuesta en el tiempo (ver Figura muestra una amplitud maxima de
x =~ 0.0197 m, tras 31.707 s de operacion. A diferencia del caso lineal, esta amplitud

puede tener lugar debido a la presencia de resonancia principal (Q = w,,), resonancia
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super-arménica (€ = w,), o, resonancia sub-armonica (€ = 3w,) [6]. Obteniendo
la respuesta en frecuencia, se determina de forma aproximada, la frecuencia en la

cual el sistema no lineal presenta la oscilaciéon de mayor amplitud.

La Figura presenta un pico resonante en w, ~ 2.98 Hz. Comparando este
valor de frecuencia con el valor tedrico obtenido (Ecuacion (4.8))), se puede deter-
minar que la situaciéon en cuestion obedece a la presencia de resonancia primaria,
Q ~ w,. Ahora, es correcto esperar que para diferentes valores en la amplitud de
excitacion Fp, la frecuencia principal w, tome valores a la izquierda o a la derecha

del valor experimental obtenido; al interior del ancho de banda.

w 2.98444
0 02 kg 0.0199218 '
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Figura 4.11: Identificaciéon de w, mediante la respuesta en frecuencia.

El sistema es excitado a la condicion de resonancia principal mediante una fuerza
externa sinusoidal con amplitud Fy = 0.659 N y frecuencia 2 = w, = 2.98 Hz,
registrando una amplitud maxima de oscilacion periddica en z ~ 0.0209 m, como se

presenta en la Figura [£.12]

77



¢ 10.413

Tz 0.0208534 T ]

0.02 L]
"\HI‘” “ "| | |'||"|||'|||F'||
0.01- H H \H \‘| HI\IH Hu T HH H
e H\ \ \H HH H | H“\ i H il H |
) o»l | \HHHHHH HiRAAAAHC
H \y HM\HH\H H HH
0,01 '||l |||‘ | ”H“H‘ H“H‘ w
0.02 H,“H" ‘ ‘u‘ ‘HH\MH‘M”‘ M\M H|| h'H\‘\‘U ‘H
0 5 10 15

Tiempo [s]

Figura 4.12: Respuesta en el tiempo bajo condicién de resonancia, €2 = w, = 2.98

Hz.

Con el proposito de estimar el coeficiente de amortiguamiento (¢;) del sistema, se
encuentra la funcién de respuesta en frecuencia para el sistema excitado. La Figura

13| presenta la FRF del sistema. La magnitud de las frecuencias laterales, son
fin = 2.50905 [Hz]

fi2 = 3.22214 [HY|

De la relacion: 2(w, = ¢1/M = fi2 — fi1, se obtiene

M(fp — fn) = 2.947(3.22214 — 2.50905) [kg/s] = 2.1015 [N.s/m]

Cc1 =
¢; = 2.1015 [N.s/m] (4.9)
005 W 2.150905 ;
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Figura 4.13: Grafica de funcion de respuesta en frecuencia (FRF).
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4.2.4. Absorbedor pasivo no lineal, tipo Duffing

El absorbedor pasivo de vibraciones no lineal tipo Duffing es descrito por la

Ecuacion (4.10]), y cuenta con los valores de parametros fisicos consignados en la

Tabla 4.8

Mol + Call + kay + kasy® = F(t) (4.10)

Tabla 4.8: Parametros fisicos del absorbedor pasivo no lineal tipo Duffing.

m, = 1.5826 [kgl
ko =718 [N/m]
Fus = 3.0912 x 10° [N /m?]
ca = 0.96135 [N.m/s]

Tomando las mismas consideraciones de analisis que para el sistema primario no

lineal, la frecuencia principal del absorbedor tipo Duffing se estima a continuacion

ks  [TI8[N/m] B
wo == 1/m — 21.2998 [rad/s] = 3.39 [HZ] (4.11)

El sistema es excitado mediante una fuerza externa sinusoidal con amplitud

Fy = 1.977 N, aplicando un barrido frecuencial entre los 0.1 y los 10 Hz ( ver Tabla

7).

Tabla 4.9: Parametros del barrido frecuencial aplicado al absorbedor pasivo no

lineal tipo Duffing.

F = 1.977 [N] sin(Qt)
Q=0.1~ 10 [HZ]

El historico de la respuesta en el tiempo (ver Figura|4.14)) muestra una amplitud
méaxima de y ~ 0.0101 m, tras 42.296 s de operacion, lo cual indica la presencia de

resonancia.
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Figura 4.14: Respuesta en el tiempo, barrido frecuencial.

La respuesta frecuencial (aproximada) (ver Figura , permite identificar la
ubicacion de la frecuencia principal del absorbedor pasivo no lineal, alrededor de
Waen = 4.04088 Hz. Sin embargo, es posible evidenciar una segunda resonancia en
Waem == 7.01 Hz. De tal forma que, la presencia de una segunda resonancia puede
estar relacionada con los NNMs (ver indice , o bien, con la masa propia del
resorte no lineal. Es importante recordar que, para este caso se pueden presentar
resonancias internas cuando Wy, & 3wam [2]. De igual forma, el sistema puede exhibir

resonancias combinadas cuando ) ~ %| + Wan £ Wam| = | £ 20Wan T+ Wam|
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/ i
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1 2 3 g 5 6 [4 8
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Figura 4.15: Identificacion de w, mediante la respuesta frecuencial (aproximada).

El sistema es excitado a la condicion de resonancia mediante una fuerza externa
sinusoidal con amplitud Fy = 1.977 N y frecuencia 2 ~ w, ~ 4.04088 Hz, se registra

una amplitud méxima de oscilacion periddica en y ~ 0.0097 m, como se presenta en

la Figura [4.16]
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Figura 4.16: Respuesta en el tiempo bajo condiciéon de resonancia principal.

Las frecuencias laterales expuestas por la FRF en la Figura 4.17], son

far = 3.80319 [H7]

faz = 4.41064 [HZ

De la relacion: 2¢,w, = ¢o/mq = fa2 — fa1, e obtiene

Co = Ma(faz — fu) = 1.5826(4.41064 — 3.80319) [kg/s| = 0.96135 [N.s/m]

¢ = 0.96135 [N.s/mi] (4.12)
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Figura 4.17: Grafica de funcion de respuesta en frecuencia (FRF).
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4.2.5. Desarrollo constructivo y caracterizacién de los resor-

tes no lineales

La construccion de los resortes no lineales, con funciéon de rigidez compuesta por
la suma de un término lineal y un término ciibico, ambos con magnitud positiva,
toma como punto de partida las dimensiones fisicas de la plataforma experimental.
La planta rectilinea modelo 210-D, presenta la condiciéon de diseno por la cual la
distancia entre masas (M y m,), definida fisicamente por los elementos de rigidez,

debe ser de alrededor de 12 centimetros.

Por otra parte, Braun, et al [2], definen los tres tipos més comunes de no li-
nealidades en sistemas mecanicos: no linealidad de tipo geométrico, la cual puede
afectar significativamente la dindmica del sistema, frecuentemente relacionada con
grandes deformaciones o rotaciones. No linealidad inercial, la cual tiene mayor pre-
sencia en relacion con la dindmica de los fluidos. No linealidad natural/propia del
material, en la cual la relacién esfuerzo-deformacion del material, no obedece a la

ley generalizada de Hooke, como es el caso de los materiales elasto-plésticos.

Con base en estas consideraciones, y luego de varias pruebas con diferentes ma-
teriales, metales y elastomeros, se construye un conjunto de (3) resortes no lineales,
combinando la no linealidad de tipo geométrico, propio de la estructura tipo X que
forman cuatro placas metalicas vinculadas en forma de romboide, y la no linealidad

de materiales elastémeros, en un arreglo en paralelo.

Un arreglo de placas (vigas), quienes se encargan de la disposicion de bandas
de neopreno, precargadas, a tension (1 banda) y compresion (2 bandas), junto a
un pieza de silicona caracterizada por ofrecer una gran capacidad de oposicion al
desgarre. La capa de silicona se obtiene luego de un proceso de mezclado de los
componentes del polimero, para enseguida ser vertido en una matriz de resina acetal,
con las dimensiones expuestas en la Figura Una vez que la pieza se ha secado,
se encuentra lista para ser empleada en la construccion del resorte. La Figura [4.19
presenta evidencia del proceso constructivo y la caracterizacion estatica de la relacion

fuerza-deformaciéon del resorte.
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Figura 4.18: Matriz para la pieza de silicona.

(a) Secado de la pieza de silicona  (b) Caracterizacion estatica, fuerza vs. deformacion

Figura 4.19: Evidencia constructiva y de caracterizacion.

Los resortes son referidos como R;, Ry v R3. A continuacion se presenta una des-
) 3
cripcion de los materiales empleados para la construcciéon de cada resorte no lineal.

De igual manera, se describe el resultado de la aproximaciéon polinomial realizada
mediante la herramienta Curve Fitter de MATLAB®.
Resortes R1 y R3

Se trata de una pareja de resorte de silicona, la cual acttia en paralelo con bandas

de neopreno y placas de bronce de 0.6 mm de espesor, vinculadas en forma de rom-
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boide. Su funcién de rigidez es obtenida teniendo en cuenta simplemente términos
de primer y tercer orden.
La Figura muestra la data correspondiente a R; y su respectiva curva de

ajuste, cuya funcion determina la funcion de rigidez no lineal (Ecuacion (4.13).
f(z) = 718.0811x + 3.0912 x 10°z® (4.13)

Aunque R; y R3 han sido construidos bajos las mismas consideraciones, su com-
portamiento no lineal es descrito por diferentes funciones. Para el caso de Rj, la

Figura[4.2]] presenta su curva de ajuste polinomial, descrita por la siguiente funcion

f(z) = 1.264110%x + 2.8926 x 10°2* (4.14)

2007

150 ¢

100 |

501
-100
I - R
-150 _f(tx) = 718.0811z + 3.0912 x 10°z*
-200 | |

-0.05 0 0.05
Deformacién [m]

Figura 4.20: Grafica de ajuste polinomial para R1.

Resorte R2

Resorte de silicona, el cual actiia en paralelo con bandas de neopreno y placas de
acero blando de 0.9 mm de espesor, vinculadas en forma de romboide. Su funcién
de rigidez es obtenida teniendo en cuenta simplemente términos de primer y tercer

orden.
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Figura 4.21: Gréfica de ajuste polinomial para R3.

La Figura muestra la data correspondiente a Ry y su respectiva curva de

ajuste, cuya funcion no lineal se describe en la Ecuacion (4.15)).

f(z) = 830.2784x + 4.3833 x 10°z* (4.15)

100 |
507

z
S o0
g
=

-50

e — f(x) = 830.2784x + 4.3833 x 10°z3

-0.05 0 0.05
Deformacién [m]

Figura 4.22: Gréfica de ajuste polinomial para R2.

Es importante mencionar que R, y R;, son empleados en la constitucion del

sistema primario tipo Duffing y el absorbedor tipo Duffing, respectivamente.
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4.3. Evaluaciéon experimental de absorbedores de vi-

braciones

A continuacién se describe el desarrollo experimental de cada uno de los cinco
casos que comprende este capitulo. En cada caso se estudia la situacion de operacion
en resonancia y se evaliia el desempeno del sistema secundario, como absorbedor de

las vibraciones que afectan al sistema primario.

4.3.1. Caso 1: Sistema primario lineal - Absorbedor pasivo

lineal

Las ecuaciones que modelan el sistema de dos grados de libertad, en el que

ambos sub-sistemas presentan dinamica lineal, surge tras la suposicion de que las

Ecuaciones (3.3)) v (3.4]) presentan las siguientes modificaciones

0 0
M + cyii + k1o + B52° — ko(y — @) — basy — 2)° = F(t)

0 0
mai + cay +%&Q +ka(y — o) + ks (y — 2)* = uft)”

Como resultado se obtiene el conjunto de ecuaciones y (4.17). La Figura
presenta una fotografia de la plataforma experimental, senalando los compo-
nentes fisicos que conforman el sistema. Es importante recordar que la frecuencia
natural, de ambos sistemas, es previamente identificada y registrada en y ,

para el sistema primario y el absorbedor, respectivamente. Al igual que el valor fi-

sicos de los parametros (ver Tablas y [£.4).

Mi + a1+ kix — ko(y — ) = F(t) (4.16)

ma + cay + ko(y — ) =0 (4.17)
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Figura 4.23: Plataforma experimental, Caso 1.

El sistema es excitado mediante un barrido frecuencial para 0.1 < 2 < 7 Hz,

con una amplitud de la fuerza externa de F = 0.7908 N. La Figura [4.24] expone la

presencia de dos resonancias, las cuales corresponden al sistema primario (Q = w,)
y el absorbedor (2 = w,).
x1073 t 20.134

2 ¢ 18.585 ' 0.00399909 —
2 0.00351339

(i lll|\| | |||! !HIIHU' | ‘
) il Wl

Amplitud [m]
o

L
0 10 20 30 40 50 60 70

Tiempo [s]

Figura 4.24: Barrido frecuencial para 0.1 < 2 < 7 Hz.

La condiciéon de operacion mas interesante, es el caso de resonancia del sistema

primario, el cual tiene lugar cuando 2 = = 1.24 Hz. Bajo esta condiciéon y

conservando la amplitud de la fuerza de excitacion, el sistema exhibe la dinamica
descrita por la Figura [4.25] en la cual se aprecia que la amplitud de las oscilaciones

son de alrededor de 3.7 mm, para ambos subsistemas.
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Figura 4.25: Respuesta en el tiempo, (2 = w, = 1.24 Hz.

Una comparativa de las oscilaciones que experimenta el sistema primario lineal,
sin y con absorbedor pasivo de vibraciones, es presentada en la Figura [1.26] Se
hace evidente el correcto desempeno del absorbedor pasivo de vibraciones al reducir
notoriamente la amplitud de respuesta del sistema primario lineal, alrededor de la

frecuencia de operacion.
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Figura 4.26: Respuesta en el tiempo del sistema primario, sin y con absorbedor

pasivo de vibraciones.

4.3.2. Caso 2: Sistema primario lineal - Absorbedor pasivo
tipo Duffing

El absorbedor pasivo de vibraciones tipo Duffing es acoplado al sistema primario

lineal. Situacion que es descrita a partir de las Ecuaciones (3.3)) y ), luego de dar
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valor nulo a algunos de sus términos, como se muestra a continuacion

0
M + cyii + ko + 51° — ko(y — @) — kas(y — 2)° = F(t)

0
may + Cay + acyg + ka(y - JJ) + ka?)(y - 13)3 :M

por lo tanto, la dindmica del sistema general, es:

Mi + g+ kix — ko(y — ) — kas(y — ) = F(t) (4.18)

Mol + cay) + ko(y — ) + kaz(y — x)?’ =0 (4.19)

La Figura[£.27 presenta una fotografia de la plataforma experimental, sefialando
los componentes fisicos que conforman el sistema. Es importante recordar que la
frecuencia natural de ambos sistemas, es identificada y registrada en y ,
para el sistema primario y el absorbedor, respectivamente. Al igual que el valor

fisicos de los parametros (ver Tablas |4.2|y [4.8)).

Figura 4.27: Plataforma experimental, Caso 2.

En un primer momento, el sistema es excitado mediante un barrido frecuencial
para 0.1 < Q < 10 Hz, con amplitud de la fuerza externa de excitacion Fy = 0.7908
N, presentando la respuesta en el tiempo que muestra la Figura|4.28(a). Sin embargo,
tras obtener la respuesta frecuencial, se identifica solamente un pico de resonancia
(ver Figura. Esta situacion motiva el desarrollo de una nueva prueba en la que
la amplitud de la excitacion se incrementa, Fy = 1.318 N, y se obtiene el histérico

de datos que presenta la Figura [4.28(b).
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Figura 4.28: Barrido frecuencial para 0.1 < €2 < 10 Hz.
%107 | | | | |
w 1.05644
z 0.00800001
8r /.\\7 |
\
97 / & ]
Y, \‘\ |
2L S LN |
‘M \\“"wm Lo
05 1 15 2 25 3 35 4 45

Frecuencia [Hz|

Figura 4.29: Respuesta frecuencial, Caso 2.
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Estas dos pruebas permiten identificar que el acople entre sistemas se efecttia de
tal forma que las dos masas se desplazan en conjunto, lo cual puede ser interpretado
como un unico elemento de inercia, modificando asi la frecuencia de resonancia del
sistema general a w, ~ 1 Hz. Este efecto es probablemente debido al elevado factor

de amortiguamiento del absorbedor tipo Duffing.

Para este caso, es preciso concluir que el absorbedor pasivo de vibraciones ti-
po Duffing, solamente extiende el rango de frecuencia operacional, con un pobre

desempeno.

4.3.3. Caso 3: Sistema primario tipo Duffing - Absorbedor
pasivo tipo Duffing

Se trata del absorbedor pasivo de vibraciones tipo Duffing acoplado al sistema
primario no lineal tipo Duffing. Este caso se acerca al problema general de estudio,
pues es descrito a partir de las Ecuaciones (3.3)) y (3.4), luego de dar valor cero al

anclaje k,. y el control u, como se muestra a continuacion

Mi + c13 + kyx + ks2® — ko(y — x) — kas(y — 2)® = F(t)

. . 0
Mmal + cay +%§/§ + ka(y — o) + kas(y — 2)° = uft)”

de esta manera, la dinamica del sistema general de dos grados de libertad, es descrita

por las Ecuaciones (4.20)) y (4.21)).

Mi + 13+ ki + k32 — ko(y — 2) — kas(y — 2)° = F(t) (4.20)

Mmal + cal + ko(y — ) + kaz(y — x)3 =0 (4.21)

La plataforma experimental se presenta en la Figura indicando los com-
ponentes fisicos que conforman el sistema, cuyos valores se encuentran registrados
en las Tablas [1.6] y [4.8] Es importante recordar que la frecuencia natural, de ambos
sistemas, es identificada y registrada en y , para el sistema primario y el
absorbedor, respectivamente.

Un barrido frecuencial desde 0.1 hasta 10 Hz, con fuerza Fy = 6.59 N, es aplicado

al sistema, obteniendo la respuesta en el tiempo de la Figura[d.31] A simple vista, no
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es posible obtener mayor informacion de ello, hasta que la respuesta frecuencial deja
ver la presencia picos resonantes (ver Figura enw=2.25Hzyw=>5.9Hz, lo
cual difiere de la caracterizacion previa realizada. Ante esta situacién, es importante
mencionar que, es propio de los sistemas no lineales contar con un ancho de banda

de operacion, por lo tanto no es probable hablar de una tnica frecuencia natural.

Figura 4.30: Plataforma experimental, Caso 3.
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Figura 4.31: Barrido frecuencial para 0.1 < €2 < 10 Hz.

A continuacion, en la Figura[4.33]se presenta la respuesta en el tiempo del sistema

primario tipo Duffing acoplado al absorbedor tipo Duffing, y sin el absorbedor, con

el proposito de evaluar su desempeno.
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Figura 4.32: Respuesta en frecuencia, sistema primario tipo Duffing
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Figura 4.33: Respuesta en el tiempo del sistema primario tipo Duffing, sin y con

absorbedor pasivo de vibraciones tipo Duffing

Duffing

Una observacion general del caso, deja ver que, el absorbedor pasivo de vibra-
ciones tipo Duffing, mejora ligeramente la respuesta dinamica del sistema primario

4.3.4.

Caso 4: Sistema primario tipo Duffing - Absorbedor
pasivo lineal

En este caso se evalta el desempeno del absorbedor lineal de vibraciones al

proteger un sistema tipo Duffing de la presencia de oscilaciones con amplitudes

indeseadas. Este caso funge luego de modificar las Ecuaciones y como se
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presenta a continuacion

0
Mi + 1+ krx + ksa® — ka(y — o) — basly — 2)° = F(t)

0 0
may+cay+ acyg+ka(y_x)+ a3(y_x)3:M

El sistema general es modelado por las siguientes ecuaciones

Mi + c1@ + kyx + ksa® — ko(y — x) = F(t)

mal + oy + ko(y — ) =0

La Figura [£.34) presenta la plataforma experimental, e indica los respectivos
componentes fisicos que conforman el sistema, los cuales obedecen a los valores
registrados en las Tablas y 4.4 La frecuencia natural, de ambos sistemas, es
identificada y registrada en y , para el sistema primario y el absorbedor,

respectivamente.

>

—

Enctder ¢
B

i
L

d 1

Figura 4.34: Plataforma experimental, Caso 4.

Continuando con la secuencia logica de estudio aplicada a los casos anteriores,
el sistema es excitado mediante un barrido frecuencial entre 0.1 y 3 Hz, con una
amplitud de 3.3 N, como lo presenta la Figura Alli, se puede evidenciar que
el absorbedor pasivo lineal presenta un desempeno insuficiente a la hora de contra-

rrestar las vibraciones que afectan al sistema primario Duffing.
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Figura 4.35: Barrido frecuencial para 0.1 < 2 < 10 Hz.

En este caso, ambos sistemas adolecen las vibraciones ocasionadas por la fuerza
de excitaciéon externa, de manera independiente. Por lo que, el absorbedor lineal

pasivo de vibraciones no es tutil para el caso de absorcion de vibraciones no lineales.

4.3.5. Caso 5: Sistema primario tipo Duffing - Absorbedor

esencialmente no lineal

Finalmente, el problema general de estudio, descrito por las Ecuaciones y
, es tratado a continuacion. Para este caso, es posible implementar el ENA de
manera fisica o en forma virtual. Sin embargo, la construccién fisica de un resorte
con las caracteristicas propias del anclaje esencialmente no lineal, resulta ser una
tarea con un amplio grado de dificultad. Por otra parte, la implementacion virtual

del absorbedor esencialmente no lineal se hace posible mediante un actuador.
Mi + 1@ 4k + ksa® — ko(y — 2) — kas(y — 2)* = F(t)

Mol + ol + Koy + ka(y — ) + kas(y — 2)° = u(t)

Mediante la aplicacion de una ley de control retroalimentado se inyecta rigidez
cubica pura al absorbedor. Para tales efectos, se puede ver que la Figura [£.36] pre-
senta la plataforma experimental, destacando en ella la presencia de un actuador
eléctrico encargado de la implementacion del anclaje k..

El desempeno del ENA es evaluado para diferentes valores de k,., como se presen-

ta en la Figura En ella se aprecia que, valores de k. = —1x 107, kge = —3 x 107
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Figura 4.36: Plataforma experimental, Caso 5.

y kae = —5 x 107, son implementados, destacando que la magnitud de k,. afecta la
amplitud de respuesta del sistema primario de manera inversamente proporcional.
Es decir que, cuanto méas grande es el anclaje, mayor capacidad presenta el ENA de

proteger reducir las oscilaciones que tienen lugar en el sistema Duffing primario.
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x 0.00698488 — Kac= 5 x 107

. o.ooz / / \\\\ j /-\\\\‘ / \\ / / \\ . )
) -0.005 \\\ / \ J/ \\ /

10 10.5 11 11.5
Tiempo [s]

\
J \s

Figura 4.37: Respuesta ante diferentes valores del anclaje k..

El efectivo desempeno del absorbedor esencialmente lineal acoplado al sistema
primario Duffing, motiva el desarrollo de una ley de control por retroalimentacion
positiva de la posicion, que se encargue de ajustar los valores del coeficiente k.,
con el fin de garantizar el correcto funcionamiento del sistema ante variaciones de

amplitud y frecuencia, en la fuerza de excitacion.

Es importante resaltar que el desarrollo de los casos descritos en este capitulo, per-
mite aterrizar los conceptos establecidos en la literatura, alrededor de las vibraciones

mecanicas de naturaleza lineal y no lineal. El desarrollo experimental hace evidente
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que la teorfa clasica de vibraciones no cuenta con las herramientas necesarias para
el estudio de vibraciones (esencialmente) no lineales, por lo que el analisis y cons-

truccion de nuevas y mejoradas técnicas que permitan su comprension, son objeto

de investigacion vigente en todo el mundo.

Con el proposito de presentar una comparativa que permita destacar con mayor
claridad el importante desempeno del absorbedor esencialmente no lineal, se retinen

los histéricos de respuesta en el tiempo para los casos en menciéon y se exponen en

la Figura [4.38

t %%éé%uﬁt 10.671
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Figura 4.38: Diversas respuestas en el tiempo del sistema primario Duffing.

Se aprecia que el sistema primario Duffing mejora ligeramente su respuesta diné-
mica al contar con un absorbedor pasivo de vibraciones tipo Duffing como apéndice.
Sin embargo, el anclaje presenta un desempeno bastante favorable al reducir exito-

samente las amplitudes de oscilaciéon que afectan al sistema primario no lineal.

El desarrollo de este capitulo permite identificar puntualidades préacticas del pro-
blema de absorciéon de vibraciones, mostrando las dificultades que han surgido a
través del desarrollo de la teoria y la forma en que estas han sido rebasadas. Se hace
evidente que el esquema de control activo/pasivo representa una solucion bastante

satisfactoria para el problema de absorciéon de vibraciones no lineales en maquinas

y estructuras.
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Capitulo 5

Conclusiones

La manera en que los sistemas no lineales son tratados a través de la teoria clasica
de control, en ocasiones conduce a analisis con resultados equivocos, ya que el con-
junto de ecuaciones diferenciales que modela el sistema no lineal, durante el proceso
de linealizacion, es sometido a ajustes que permiten controlar el sistema mediante
la suposicion de la no linealidad como una perturbaciéon, o empleando técnicas para
la correcciéon del comportamiento lineal. Como consecuencia de la linealizacion, los
sistemas no lineales son mutilados a través del tratamiento matematico, ocasionan-
do una perdida considerable de informacion, la cual puede llegar a ser crucial para
garantizar una optima condicién operativa del sistema, empleando poco recurso de
control. Sin embargo, en el caso de los sistemas esencialmente no lineales las técnicas
de linealizaciéon no cumplen el objetivo de control, debido a que las no linealidades

rigen la dindmica del sistema en todo instante de tiempo.

Los fenémenos de resonancias internas, caos, saltos en la respuesta, bifurcaciones,
entre otras, tienen lugar debido a la estrecha relacion entre la frecuencia y la energfa,
que presentan los sistema no lineales. Las no linealidades tienen fuerte presencia
en cohetes, aviones, torpedos, y un sin nimero de aplicaciones de ingenieria, en
las cuales resulta fundamental el desarrollo de modelos matemaéticos completos, que
incluyan la presencia de las no linealidades, incentivando disenos que hagan provecho
de sus bondades. De esta manera, la identificacién de las no linealidades presentes
en los sistemas, al igual que la localizacion de los modos normales de vibracién no
lineal, permiten desarrollar disenos bajo consideraciones operativas criticas, haciendo

uso de la transferencia de energia dirigida para canalizar las vibraciones indeseadas
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que perturben al sistema. Asimismo, dan condiciones optimas para el disefio de
dispositivos NES, que contribuyen enormemente en la solucién del problema de

absorcion de vibraciones, de manera pasiva, y a bajo costo.

Los sistemas no lineales representan un area de investigaciéon importante, que
brinda herramientas significativas, con aplicaciones en diversas areas de la ciencia e
ingenieria. Esto se debe a que, los fenémenos no lineales presentan particularidades
interesantes, como el fenémeno de saturacion, el cual permite mejorar el desempeno
de los absorbedores pasivos de vibraciones, al incrementar su ancho de banda de

frecuencia operativa.

Es sabido que, los acoplamientos entre sistemas pueden ser dindmicos o estéti-
cos, segun sea la interacciéon entre masa/inercia, amortiguamiento y/o rigidez, de los
subsistema. Para el caso del absorbedor pasivo de vibraciones tipo Duffing (esen-
cialmente no lineal) adjunto al sistema primario Duffing, el acoplamiento se da a
través del elemento de rigidez cubica, debido a que proporciona una ruptura en la

simetria, en presencia de niveles altos de energia.

La literatura tiene bien establecidas las relaciones de frecuencia que definen la
interacciéon modal del sistema, y con ello el intercambio de energia entre los modos
del sistema, al rededor de las frecuencias naturales lineales de cada subsistema. Sin
embargo, no se presentan procedimientos, técnicas o métodos, que permitan iden-
tificar las relaciones frecuenciales de los sistemas esencialmente no lineales, lo cual
conduce al cuestionamiento de qué sucede cuando los sistemas en cadena corres-
ponden a sistemas esencialmente no lineales, como es el caso de la rigidez cibica,

sabiendo que la frecuencia natural lineal de cada subsistema, es cero.

La linealizacion alrededor de los equilibrios de un sistema es un método que se
utiliza para estudiar la estabilidad local de un punto de equilibrio en un sistema
de ecuaciones diferenciales no lineales. Sin embargo, este método es ineficiente para
el estudio de algunos casos en los que la no linealidad es fuerte, presentando dina-
micas que limitan estrechamente con el caos, como es el caso del oscilador de van
der Pol. Ademas, la linealizacién alrededor de los equilibrios, no hace evidente la
relacion frecuencia-energia que identifica a los sistemas no lineales. Debido a esto,
se emplean métodos y técnicas de perturbacion, que permiten obtener una solucion

aproximada del conjunto de ecuaciones que modelan el sistema no lineal. Sin embar-
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go, estas técnicas y métodos se basan en realizar anélisis de aproximacion alrededor
de la frecuencia paramétrica principal, en condiciéon de resonancia. Esto conduce al
interrogante de si en realidad los sistemas esencialmente no lineales, cuya frecuen-
cia paramétrica se encuentra en la vecindad del cero, son correctamente abordados
empleando estas métodos, o por el contrario, hace evidente la necesidad de crear de
nuevas herramientas para el estudio de estos.

El desarrollo del presente trabajo de tesis permite concluir que el uso de ancla-
jes esencialmente no lineales para afrontar el problema de absorcién de vibraciones,
mejora notablemente el desempeno del absorbedor pasivo de vibraciones no lineal,
contribuyendo a la reduccion significativa de la amplitud de respuesta en el sistema
primario. Sin embargo, su implementacion fisica representa una tarea de gran dificul-
tad constructiva, por lo que es preciso adoptar esquemas que control activo/pasivo,
que permitan su implementacion virtual mediante leyes de control retroalimentado

de la posicion cibica.

5.1. Trabajo futuro

Como trabajo futuro, que podria contribuir a mejorar los resultados reportados

en el presente trabajo de tesis, se considera lo siguiente:

= Construir resortes con rigidez esencialmente no lineal, especialmente con rigi-
dez cibica pura, con el més bajo coeficiente de amortiguamiento posible, a fin

de apreciar con mayor claridad el fenomeno de saturacion.

= [mplementar una trama de control activo por retroalimentacion positiva de la
posicién, que permita la sintonizacion del anclaje ante eventuales cambios de

frecuencia y/o amplitud en la excitacion.

= Explorar la aplicacién de vigas como elementos de rigidez cibica frente a

grandes deformaciones.

» Realizar el anélisis matematico del sistema Duffing esencialmente no lineal
empleando diferentes técnicas de perturbacién, con el fin de establecer un

analisis comparativo.
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= Desarrollar la solucién frecuencial aproximada de segundo orden para el siste-

ma Duffing, empleando el método de escalas multiples.

» Estudiar el problema de absorcién de vibraciones en estructuras tipo edificio

con acoplamiento lateral entre si, mediante elementos con rigidez no lineal.

» Explorar la aplicabilidad de sistemas tipo Duffing - van der Pol como absor-

bedor de vibraciones.
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