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Resumen

Durante el desarrollo de este trabajo de tesis se propusieron dos algoritmos de control para

el modelo lateral de la bicicleta para vehı́culos terrestres que evitan el uso de la linealización por

ángulos pequeños del modelo. El primer algoritmo de control, presentado en este escrito, fue

propuesto bajo el esquema de Control Óptimo, y presenta buenos resultados en las simulaciones

numéricas además de que mantiene un valor pequeño en la entrada de control del vehı́culo. El

segundo algoritmo es un control no lineal que reduce el valor del error de orientación usando

una función positiva mientras que para el error de posición utiliza saturaciones anidadas y tiene

una región de convergencia mayor a la del control lineal por retroalimentación de estados. Este

algoritmo de control se encuentra en espera de ser publicado por lo que no se incluye en este

escrito.
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Abstract

During the development of this thesis work, two control algorithms were proposed for the

lateral bicycle model for land vehicles that avoid using linearization by small angles. The first

control algorithm, presented in this writing, was proposed under the scheme of Optimal Control

and presents good results in the numeric simulations furthermore, it maintains a small value in

the control entry. The second algorithm is a nonlinear control that reduces the orientation error

using a positive function. In contrast, the position error is corrected using nested saturations

and has a convergence region bigger than the convergence region of the linear control by state

feedback. This control algorithm is awaiting publication, so it is not included in this writing.
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Planteamiento del problema

En la actualidad, gracias al avance de la tecnologı́a se ha incrementado la cantidad de tareas

que son delegadas a computadoras y controladores autónomos, por lo que no es de extrañarse

que la tarea de conducir un vehı́culo se encontrarı́a también en vı́as de desarrollo para conseguir

que no requiera de un ser humano para su ejecución. Conducir un vehı́culo es una tarea com-

pleja donde el conductor debe manejar la posición lateral y la velocidad del vehı́culo, al mismo

tiempo que debe evitar obstáculos, seguir una ruta y obedecer los reglamentos de tránsito. Al

centrarnos en la posición lateral que el vehı́culo tiene al desplazarse podemos notar que se han

hecho una gran diversidad de propuestas para controlar la dinámica lateral que es la que permite

cambiar la dirección y posición lateral del vehı́culo. Sin embargo, muchas de estas propuestas

recurren a la linealización del modelo, por lo que, desde el punto de vista del control, el interva-

lo de convergencia se ve limitado. De esta manera se ha visto truncado el desarrollo del control

de vehı́culos en este sentido.

1.2. Justificación

La investigación en vehı́culos autónomos en ambientes urbanos se ha convertido en foco de

interés de muchas investigaciones en los últimos años, y ha avanzado a tal punto que ya conta-

1



2 1.3. MOTIVACIÓN DEL TRABAJO DE INVESTIGACIÓN

mos con vehı́culos que no necesitan de la intervención humana para llegar de un punto a otro.

El trabajo en esta área también ha revelado la complejidad de las tareas que debe realizar un

conductor, donde el entorno más complejo es el urbano. Para un vehı́culo autónomo la comple-

jidad en estos entornos aumenta al compartir el terreno con conductores humanos, que por falta

de pericia o por una violación a los reglamentos de tránsito generan situaciones que terminan

en accidentes que pueden costar la vida de las personas. Aún con los avances que se tienen en

el área, este tipo de sistemas son susceptibles a fallos. Un fallo en el control de un vehı́culo

puede desencadenar un accidente, y se sabe que los sistemas autónomos no son ajenos a ellos

[2], por lo que mejorar sus sistemas de control se ha visto como algo necesario para reducir la

probabilidad de un accidente y evitar el deterioro en la percepción pública de estos sistemas.

1.3. Motivación del trabajo de investigación

Los errores cometidos por conductores humanos pueden terminar en accidentes costosos,

tanto en vidas humanas como en pérdidas materiales. Dado que los vehı́culos autónomos pue-

den reducir la cifra de accidentes que se reportan por esta causa cada año (en los años 2019,

2020 y 2021 más del 87 % de los accidentes ocurridos en zonas urbanas y suburbanas de México

fueron por causas atribuibles al conductor [1]) es necesario que los vehı́culos autónomos estén

equipados con sistemas de control y la capacidad de reconocer adecuadamente su entorno, in-

cluyendo los demás vehı́culos que se encuentren circulando, las personas, inmuebles y objetos

que se encuentran alrededor.

1.4. Antecedentes

Diferentes algoritmos de control se han desarrollado para los vehı́culos autónomos para

mejorar la respuesta del control ante las dinámicas no lineales del sistema, las incertidumbres

de modelos, y otros problemas que pueden surgir al implementar el modelo matemático en el

sistema fı́sico. Dentro de estos algoritmos en los últimos años se han desarrollado estrategias

CINVESTAV



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

basadas en control lineal, control no lineal, control neurodifuso, ası́ como estrategias que adap-

tan el uso de observadores o filtros para mejorar la precisión con la que se conoce el estado del

vehı́culo. Xiong et al. [3] utilizando la información de una Unidad de Medición Inercial (((IMU))

por sus siglas en inglés) de alta fidelidad desarrollaron un estimador del ángulo de deslizamien-

to y del posicionamiento del vehı́culo, sus estimadores están basados en el modelo dinámico

del vehı́culo e incluyen un estimador del retraso para mejorar el desempeño ante estimaciones

anormales que ocurren cuando el cambio de dirección del vehı́culo es crı́tico. Bascetta et al.

[4] utilizaron la herramienta ley de linealización de retroalimentación para controlar el modelo

lateral en un carril simple. El uso de esta herramienta simplifica el uso del modelo pues ya solo

se depende de la posición del centro de gravedad y tiene una estructura asintóticamente estable.

Lombard et al. [5] en su trabajo utilizaron un enfoque geométrico, ya que este enfoque permite

tener robustez a las perturbaciones y estabilidad. Su enfoque geométrico mejoró el seguimiento

de curvaturas, al ser capaz de manejar tareas complejas, y con esto aseguraron la calidad de los

resultados y esa calidad se mantiene independientemente del camino. Moreno-Gonzales et al.

[6] partiendo del paradigma de control libre de modelos, donde se reduce un modelo dinámico

complejo con no-linealidades fuertes a un modelo simple con actualización en lı́nea que asegure

la estabilidad a diferentes velocidades o restricciones dinámicas, para la creación de un mode-

lo desacoplado. Los resultados demuestran que se puede usar para seguimiento de trayectoria,

estabilidad y seguridad. Jin, C., et al. [7] diseñaron un observador para estimar el ángulo de

deslizamiento y el coeficiente de fricción del camino. Para conseguirlo el estado y la estimación

de parámetros se formulan como un problema de optimización no convexo. El observador ob-

tenido para el modelo nominal mantiene el error de estimación sin crecimiento incluso cuando

el sistema carece de observabilidad. Gagliardi et al. [8] combinaron diferentes estrategias de

control con el objetivo de resolver el seguimiento de trayectoria con una distancia de seguridad

con respecto al vehı́culo que los precede. Para mantener la distancia se utiliza un control ópti-

mo, mientras que para las dinámicas laterales se utiliza un control ((feedforward)) que utiliza

la cinemática inversa del modelo, finalmente para la dinámica longitudinal se utiliza un con-

trol por retroalimentación. Piscini et al. [9] utilizando las espirales de Euler desarrollaron un

CINVESTAV



4 1.4. ANTECEDENTES

algoritmo de control de seguimiento y un algoritmo de planeación de trayectorias. Utilizan un

modelo similar al de la bicicleta donde el cambio de dirección se realiza con las ruedas traseras.

Sus resultados en lı́neas les permitieron acercarse a la respuesta de un generador de trayectorias

óptimo fuera de lı́nea. En su propuesta Pauca et al. [10] trabajaron con dos controles predictivos

de modelos (MPC por us siglas en inglés). El primer MPC usado para seguir una referencia en

velocidad estaba basado en el modelo longitudinal. El segundo MPC, utilizado para controlar la

posición lateral fue diseñado con el modelo lineal de la dinámica lateral del vehı́culo. La com-

binación de estos dos controles es capaz de mantener la trayectoria deseada bajo restricciones

especı́ficas. El trabajo realizado por Wang et al. [11] combina dos métodos: el primero trabaja

la fuerza de los neumáticos con una regla de distribución que se basa en un modelo de una llan-

ta que combina la dinámica con el deslizamiento, y el segundo es un MPC de seguimiento de

ruta con tiempo variable, el modelo utilizado para este control es una linealización del modelo

por medio de la expansión de Taylor. Kovacs and Vajk [12] con una estructura de cascada de

forma que se tuviera un lazo de control externo y un lazo de control interno. Con el lazo de

control externo se transforma el MPC a varias series de optimización evitando la necesidad de

ajustar cada parámetro del sistema. Mientras que el lazo interno maneja la dinámica del sistema

incluyendo las no-linealidades con un control interno de modelo (IMC). Lee et al. [13]usaron

un control tipo MPC que con el modelo de la bicicleta basado en los errores calcula el ángulo

de dirección óptimo para el seguimiento de trayectorias. Su trabajo tiene un enfoque similar a

como conduce un ser humano pues utiliza el error lateral previo y el ángulo de orientación ψ,

y estos valores son considerados con un factor de ponderación. Qazani et al. [14] utilizaron un

MPC con pesos variables. Para controlar el cambio en los pesos usaron un controlador de lógi-

ca difusa, y con eso lograron disminuir el error de seguimiento. El trabajo de Etienne, L., et al.

[15] utiliza un vehı́culo equipado con dirección delantera activa (AFS) y vectorización de par

trasero (RTV), pues permiten un control activo del chasis del vehı́culo. Se estima el coeficiente

de fricción lateral neumático en tiempo finito mediante un diferenciador de modo deslizante

de alto orden. Con base en esta estimación, se obtiene un controlador de modo deslizante de

alto orden diseñado para rastrear las referencias deseadas. Chen et al. [16]utilizando una ar-

CINVESTAV



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 5

quitectura jerárquica para tener un mejor rendimiento energético. Su estructura incluye para

el momento de guiñada y la fuerza total el uso de un control por modos deslizantes, mientras

que para optimizar la eficiencia energética y al mismo tiempo reducir la pérdida de potencia

se utiliza la combinación de un mapa de eficiencia del motor con la disminución de la fuerza

lateral en donde se controla el freno. Para esta última parte de su propuesta utilizaron un modelo

lineal. Barari et al. [17] propusieron utilizar un control jerárquico dividido por capas, una capa

para manejar las incertidumbres paramétricas y otra para la dirección activa y el momento de

la guiñada. Las incertidumbres paramétricas consideradas en la primera capa son respecto a la

masa, la rigidez de los neumáticos en las curvas y el momento de inercia, y el control utilizado

en esta capa es un (( super-twisting sliding mode)) autoajustable. Para la segunda o capa inferior

se utiliza un MPC. Shao, K., et al. [18] propusieron un control robusto que también reduce la

aceleración lateral con el objetivo de reducir el riesgo volcadura, esto se consigue con un con-

trol de modos deslizante adaptativo que compensa las incertidumbres del sistema y para reducir

la aceleración se usa un sistema de dirección por cable, el correcto ajuste de los dos sistemas

permite reducir el riesgo de volcadura y también el de colisiones. La propuesta de Zhang [19]

incluye el uso de un brazo robótico para controlar el volante del vehı́culo e implementó una

estrategia de control de seguimiento lateral. La estrategia de control es capaz de restringir el

error en orientación y posición lateral usando matrices de desigualdades lineales, mientras que

se usa un control robusto con ganancias programadas para controlar las variables. En su trabajo,

Li et al. [20] propusieron un control robusto con aprendizaje adaptativo. El control propuesto es

robusto a las dinámicas no modeladas, a las perturbaciones externas y a las restricciones de las

entradas, y está basado en un modelo parametrizado que se deriva del modelo de la bicicleta.

Mincheol Park y Yeonsik Kang [21] desarrollaron un sistema que permite tomar las vueltas de

forma rápida al deslizar la rueda trasera de forma intencional lo que también resulta beneficioso

en una carretera resbaladiza, el control anticipativo se obtuvo derivando el estado para encontrar

la entrada de control adecuada para el deslizamiento y se añade un controlador de retroalimen-

tación basado en el método del regulador cuadrático lineal para seguir la trayectoria circular y

mantener estados de equilibrio. Mientras que Nguyen, A., et al. [22] usando el control difuso

CINVESTAV



6 1.5. PROPUESTA DE SOLUCIÓN

para hacer un seguimiento de trayectoria, proponen un nuevo esquema de retroalimentación de

salida estática difusa para reducir el uso de sensores al contrarrestar las incertidumbres dinámi-

cas especialmente aquellas debidas a la fuerza en las llantas . El desarrollo teórico incluye el

uso de funciones difusas de Lyapunov y el concepto de control de compensación distribuida no

paralela. En el área del control con redes neuronales, Zhao, S., et al. [23], y basándose en la pro-

gramación dinámica aproximada y se considera como un problema de control de seguimiento

óptimo robusto para sistemas conmutados con incertidumbres en el horizonte finito. Se utiliza

un identificador basado en una red neuronal (NN) para estimar la dinámica desconocida de los

sistemas conmutados. Mientras que el enfoque de iteración converge a la solución única en un

intervalo de tiempo de muestreo suficientemente pequeño. Taghavifar et al. [24] optaron por un

control difuso, una red neuronal difusa que mejora el rendimiento en el seguimiento de rutas,

esta red se basa en el diseño del control de modos deslizantes exponencial desde el enfoque de

las redes neuronales difusas. El ((chatering)) es eliminado usando una ley de control de conver-

gencia ajustada con la variable exponencial del control. Para la estabilidad en lazo cerrado se

usa un control jerárquico que fue diseñado usando el enfoque de Lyapunov.

1.5. Propuesta de solución

Se procederá al diseño y comparación de diversas propuestas de control lateral para el

vehı́culo terrestre. Los métodos de planteamiento de dichas propuestas serán desde una pers-

pectiva de control no lineal y otra desde el planteamiento del control óptimo. Estos controles

se compararán en simulación al mantener las condiciones de estabilidad en diferentes tareas:

llevar el error al origen, seguimiento de curvas de velocidad.

1.6. Hipótesis

La implementación de algoritmos de control que consideren las incertidumbres y no-

linealidades del sistema permitirán tener un desempeño estable del vehı́culo y reducir la señal

CINVESTAV



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 7

de entrada necesaria para realizar diferentes tareas de control.

1.7. Objetivo general

Desarrollar estrategias de control óptimo y no lineal en vehı́culos inteligentes que permitan

el uso del modelo lateral del vehı́culo sin recurrir a la linealización del modelo.

1.7.1. Objetivos particulares

Analizar el modelo lateral de la bicicleta para vehı́culos.

Desarrollar una rutina de control subóptimo que permita la estabilización de los estados

del modelo lateral de la bicicleta.

Desarrollar una rutina de control no lineal que permita la estabilización de los estados del

modelo lateral de la bicicleta.

Realizar la comparación de los resultados obtenidos con los diferentes algoritmos de con-

trol en diferentes tareas.

Analizar algoritmos de percepción y localización que permitan reducir el error en la me-

dición del estado.

CINVESTAV



Capı́tulo 2

Modelo del vehı́culo

Para poder implementar una ley de control es recomendable conocer la dinámica y cinética

que rige el sistema al que se le pretende aplicar dicho control. En el caso de los vehı́culos terres-

tres automotrices se suele considerar que cuentan con una tracción delantera y el modelo más

extendido para su estudio es el modelo de la bicicleta. Este modelo se considera la cinemática y

la dinámica del vehı́culo en diferentes ecuaciones, y a su vez divide la dinámica del vehı́culo en

lateral y longitudinal. Aún ası́ el modelo presenta no-linealidades y se clasifica como un sistema

sub-actuado.

2.1. Modelo lateral

El análisis de las dinámicas que se ven involucradas en el modelo lateral del vehı́culo son

muy útiles para generar sistemas de control que mantengan el vehı́culo en el centro del carril,

estos sistemas de control pueden emitir una alerta para el conductor cuando el vehı́culo está

saliendo inadvertidamente del carril (conocido en inglés como ((Lane departure warning))) o

automáticamente controlar la dirección del vehı́culo para mantener el carril (en inglés son co-

nocidos como ”Lane keeping systems”), o estabilizar el ángulo de guiñada en una vuelta o en

terrenos con fricción baja.

8



CAPÍTULO 2. MODELO DEL VEHÍCULO 9

2.1.1. Modelo cinemático lateral del vehı́culo

Considerando la figura 2.1 y de manera similar a una bicicleta, las dos llantas delanteras son

representadas por una sola llanta en el puntoA. Igualmente las llantas traseras son representadas

en el punto B. El ángulo de la orientación de las llantas delanteras y traseras son representadas

por δf y δr respectivamente. Para el modelo cinemático se asume que se puede cambiar la

dirección de ambos pares de llantas. El centro de gravedad (c.g.) está en el puntoC. La distancia

de A a C es ℓf y la distancia entre el punto B y el punto C es ℓr. La base del vehı́culo es

L = ℓf + ℓr.

Figura 2.1: Cinemática del movimiento lateral del vehı́culo.

Se considera que el movimiento es en un solo plano ası́ que para describir su movimiento

se usa X , Y y ψ. (X, Y ) son las coordenadas inerciales de la posición del centro de gravedad

y ψ es la orientación del vehı́culo. La velocidad es denotada por V , β es el ángulo que forma

la velocidad V con el eje longitudinal, β es llamado el ángulo de deslizamiento del vehı́culo.

Se asume que los vectores de velocidad en las llantas tienen la misma dirección que éstas. Para

manejar en cualquier camino circular de radio R, la fuerza lateral en ambas llantas es:

mV 2

R
(2.1)
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10 2.1. MODELO LATERAL

El punto O es el centro de rotación y aplicando la ley de senos se llega a la siguiente expresión:

{tan δf − tan δr} cos (β) =
ℓf + ℓr
R

(2.2)

Como la velocidad angular del vehı́culo es

ψ̇ =
V

R
(2.3)

Podemos reescribir la ecuación como

ψ̇ =
V cos (β)

ℓf + ℓr
{tan δf − tan δr} (2.4)

Las ecuaciones de movimiento están dadas por

Ẋ = V cos(ψ + β) (2.5)

Ẏ = V sin(ψ + β) (2.6)

ψ̇ =
V cos (β)

ℓf + ℓr
{tan δf − tan δr} (2.7)

En el modelo se tienen tres entradas δf , δr y V . V se asume como una función variable en

el tiempo o que puede ser obtenida del modelo longitudinal[25]. El ángulo de deslizamiento es

descrito por:

β = tan

(
ℓf tan δr + ℓr tan δf

ℓf + ℓr

)
(2.8)

2.1.2. Dinámica lateral del vehı́culo

Considerando dos grados de libertad: y la posición lateral del vehı́culo respecto a un eje

de rotación en el infinito 1 y ψ el ángulo de guiñada medido con respecto al eje global X . La

velocidad longitudinal del vehı́culo en el c.g. es denotada Vx, figura 2.2. Partiendo de la segunda

1La Y presentada en la ec. (2.6) representa la coordenada inercial del vehı́culo, por lo que es distinta de la y
presentada en esta sección.
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CAPÍTULO 2. MODELO DEL VEHÍCULO 11

ley de Newton:

may = Fyf + Fyr (2.9)

Donde la aceleración ay = (d2y/dt2)inercial es la aceleración inercial del vehı́culo en el cen-

Figura 2.2: Dinámica lateral del vehı́culo.

tro de gravedad en la dirección del eje y y Fyf junto con Fyr son las fuerzas laterales en las

llantas frontales y traseras. Los términos que contribuyen a ay son la aceleración ÿ debida al

movimiento sobre el eje y la aceleración centrı́peta Vxψ̇.

ay = ÿ + Vxψ̇ (2.10)

Sustituyendo obtenemos

m(ÿ + Vxψ̇) = Fyf + Fyr (2.11)

El balance de momentos respecto al eje z nos da una ecuación para la dinámica de la guiñada:

Izψ̈ = ℓfFyf − ℓrFyr (2.12)
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12 2.1. MODELO LATERAL

El ángulo de deslizamiento de la llanta delantera es

αf = δ − θV f (2.13)

donde θV f es el ángulo que el vector de velocidad forma con el eje longitudinal del vehı́culo

Figura 2.3: Ángulo de deslizamiento del neumático.

y δ el ángulo de deslizamiento de la llanta frontal, figura 2.3. El ángulo de deslizamiento de la

llanta trasera es:

αr = −θV r (2.14)

La fuerza lateral sobre las llantas delanteras es:

Fyf = 2Cαf (δ − θV f ) (2.15)

Cαf es una constante de proporcionalidad de la rigidez en las curvas del neumático delantero.

De forma similar para la llanta trasera:

Fyr = 2Cαr(−θV r) (2.16)

Donde Cαr es la rigidez en las curvas del neumático delantero. Las siguientes relaciones se

pueden utilizar para calcular θV f y θV r

tan(θV f ) =
Vy + ℓf ψ̇

Vx
(2.17)
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tan(θV r) =
Vy − ℓrψ̇

Vx
(2.18)

Sustituyendo lo anterior y con la notación Vy = ẏ, las ecuaciones del modelo son

m
(
ÿ + ψ̇Vx

)
= 2Cαf

(
δ − arctan

ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
+ 2Cαr

(
− arctan

ẏ − ℓrψ̇

Vx

)
(2.19)

Iψ̈ = 2Cαfℓf

(
δ − arctan

ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
− 2Cαrlr

(
− arctan

ẏ − ℓrψ̇

Vx

)
(2.20)

Debido a las no linealidades del modelo anterior suele usarse la aproximación de ángulos pe-

queños

θV f =
ẏ + ℓf ψ̇

Vx
(2.21)

θV r =
ẏ − ℓrψ̇

Vx
(2.22)

Finalmente se llega a la siguiente representación en espacio de estados

d

dt



y

ẏ

ψ

ψ̇


=



0 1 0 0

0 −2Cαf+2Cαr

mVx
0 −Vx − 2Cαf ℓf−2Cαrℓr

mVx

0 0 0 1

0 −2Cαf ℓf−2Cαrℓr
IzVx

0 −2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx


+



0

2Cαf

m

0

2ℓfCαf

Iz


δ (2.23)

2.1.3. Modelo dinámico en términos del error con respecto al camino

Se establecen las variables:

e1, distancia lateral del centro de gravedad del vehı́culo al centro del carril.

e2, error entre la orientación del vehı́culo y el camino.

La razón de cambio deseada en la orientación es:

ψ̇des =
Vx
R

(2.24)
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14 2.1. MODELO LATERAL

R es el radio constante del camino. La aceleración centrı́peta es descrita por:

V 2
x

R
= Vxψ̇des (2.25)

Se define ë1 y e2 como:

ë1 =
(
ÿ + Vxψ̇

)
− V 2

x

R
= ÿ + Vx

(
ψ̇ − ψdes

)
(2.26)

e2 = ψ − ψdes (2.27)

Por lo tanto

ė1 = ẏ + Vx (ψ − ψdes) (2.28)

Si Vx no fuera constante

ė = ẏ +

∫
Vxe2dt (2.29)

Retomando la ecuación (2.28), tenemos que

ẏ = ė1 − Vxe2 (2.30)

ÿ = ë1 − Vxė2 (2.31)

ψ̇ queda expresado de la siguiente manera

ψ̇ = ė2 + ψ̇des (2.32)

Sustituyendo lo anterior en (2.19) y (2.20)

m
(
ë1 + Vxψ̇des

)
= 2Cαf

δ − arctan
ė1 − Vxe2 + ℓf

(
ė2 + ψ̇des

)
Vx


+ 2Cαr

− arctan
ė1 − Vxe2 − ℓr

(
ė2 + ψ̇des

)
Vx

 (2.33)
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Ië2 = 2ℓfCαf

δ − arctan
(ė1 − Vx (e2)) + ℓf

(
ė2 + ψ̇des

)
Vx


− 2lrCαr

− arctan
(ė1 − Vxe2)− ℓr

(
ė2 + ψ̇des

)
Vx

 (2.34)

Utilizando la aproximación de ángulos pequeños formamos el modelo espacio estado:

d

dt



e1

ė1

e2

ė2


=



0 1 0 0

0 −2Cαf+2Cαr

mVx

2Cαf+2Cαr

m
−2Cαf ℓf−2Cαrℓr

mVx

0 0 0 1

0 −2Cαf ℓf−2Cαrℓr
IzVx

2Cαf ℓf−2Cαrℓr
Iz

−2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx





e1

ė1

e2

ė2


+



0

2Cαf

m

0

2Cαf ℓf
Iz


δ

+



0

−2Cαf ℓf−2Cαrℓr
mVx

− Vx

0

−2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx


ψ̇des (2.35)

[25]
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Capı́tulo 3

Algoritmos de Control para el vehı́culo

Una vez que se ha definido el modelo del sistema se le pueden aplicar diferentes leyes

de control para lograr la estabilidad y permitir que pueda realizar diferentes tareas como el

seguimiento de una trayectoria, cambios de velocidades y demás. En este capı́tulo se presentan

diferentes propuestas de algoritmos de control para el vehı́culo, partiendo del más sencillo y

posteriormente analizando las nuevas propuestas.

3.1. Control lineal por Retroalimentación de estado

Uno de los controles más ampliamente utilizados en el modelo lateral basado en el error es

la retroalimentación de estado:

δ = −k1e1 − k2ė1 − k3e2 − k4ė2 (3.1)

Recordando que las variables en términos del error están definidas como:

e1 es la distancia del centro de gravedad al centro del carril

e2 es el error de orientación del vehı́culo con respecto al camino

Y la razón de cambio deseado de la orientación está definida como:

ψ̇des =
Vx
R

(3.2)
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CAPÍTULO 3. ALGORITMOS DE CONTROL PARA EL VEHÍCULO 17

El modelo sobre el cual se implementa esta ley es el correspondiente al representado en espacio

de estados en la ecuación (2.35). Definimos x = {e1 ė1 e2 ė2}T con lo que la representación

del modelo es:

ẋ = Ax+B1δ +B2ψ̇des (3.3)

Utilizando la retroalimentación de estado como δ = −Kx, llegamos a:

ẋ = (A−B1K)x+B2ψ̇des (3.4)

Donde la presencia del término B2ψ̇des nos indica que el error de seguimiento no converge

totalmente al origen, aunque la matriz (A−B1K) es estable, los errores de estado estacionario

e1 y e2 son distintos de cero por la entrada debida a la curvatura del camino ψ̇des.[25]

3.1.1. Simulación numérica de un cambio en ψ̇des con el control por retro-

alimentación de estado

Se realiza la simulación con los parámetros mostrados en la tabla 3.1 y con una velocidad

longitudinal Vx = 30 m/s.

Parámetro Valor Parámetro Valor
m 1573 kg Iz 2873 kgm2

ℓf 1.1 m ℓr 1.58 m
Cαf 80000 N/rad Cαr 80000 N/rad

Tabla 3.1: Parámetros de simulación

El camino recorrido por el vehı́culo es inicialmente recto y después pasa a ser una curva de

1000m de radio por lo que ψ̇des pasa de 0 a 0.03 rad/s.[25].
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18 3.1. CONTROL LINEAL POR RETROALIMENTACIÓN DE ESTADO

Figura 3.1: Representación de la velocidad angular deseada.

Figura 3.2: Error de posición lateral.

Figura 3.3: Error de orientación entre el vehı́culo y el camino.
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Esto confirma que cuando la entrada ψ̇des es distinta de cero, figura 3.1, los errores de se-

guimiento en estado estacionario también son distintos de cero, figuras 3.2 y 3.3, no obstante,

el control muestra un buen desempeño.

3.2. Algoritmo de control subóptimo

Esta alternativa para el control del vehı́culo presentada en [26], considera las no-linealidades

del sistema a la vez que reduce el tamaño de la señal de entrada δ, pues es subóptimo con

respecto a ésta.

3.2.1. Control no lineal discreto subóptimo para sistemas afines

Empezando por la definición básica de la controlabilidad de los sistemas discretos:

Definición 1. El par (xo, x1) es controlable si existe un control admisible u(k) tal que el sistema

definido por x(k+1) = f (x(k), u(k)) pasa de x0 a x1 en N un número finito de pasos. Donde

x(k), f (., .) ∈ Rn, u(k) ∈ Rm.

Se considera que un control admisible está acotado. Además, se tiene el siguiente sistema

discreto del tipo afı́n:

x̄(k + 1) = f0(x̄ (k)) + f1 (x̄ (k))u (k) , (3.5)

donde k = 0, 1, .., N, x̄ (k) , f0(x̄ (k)) ∈ Rn, f1 (x̄ (k)) ∈ Rn×m y u(k) ∈ Rm, se define Ts

como el tiempo de muestreo para este sistema discreto. También se define el siguiente ı́ndice

cuadrático de desempeño

J =
1

2
x̄T (N)Sx̄(N) +

1

2

N−1∑
k=0

{
x̄T (k)Qx̄(k) + uT (k)Ru(k)

}
, (3.6)

El horizonte de tiempo finito es tf = TsN , N es algún entero, finalmente Q,S ≥ 0 y R > 0 son

matrices de las dimensiones apropiadas. Supóngase que la Definición 1 se satisface por el par

de puntos
(
x0, xtf

)
del sistema discreto no lineal (3.5). Este desarrollo fue propuesto en [27], y
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20 3.2. ALGORITMO DE CONTROL SUBÓPTIMO

aplicado en [28], [29] y [30].

Se define el valor óptimo de J en el tiempo discreto N como

J∗
N,N =

1

2
x̄T (N)Sx̄(N), (3.7)

Este término no depende de la ley de control en el tiempo discreto N , es decir u(N). Para el

siguiente paso llamado N − 1, el valor óptimo de J es definido como:

J∗
N−1,N = mı́n

u(N−1)

{
1

2
x̄T (N)Sx̄(N) +

1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

+
1

2
uT (N − 1)Ru(N − 1)

}
,

= mı́n
u(N−1)

{
J∗
N,N +

1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
uT (N − 1)Ru(N − 1)

}
, (3.8)

Utilizando la ecuación espacio estado dada por (3.5) se realiza el cálculo del valor del estado

x̄(N):

J∗
N−1,N (x̄ (N − 1) , u (N − 1)) = mı́n

u(N−1)

{
1

2
[f0(x̄ (N − 1))+

+ f1 (x̄ (N − 1))u (N − 1)]T S·

· [f0(x̄ (N − 1)) + f1 (x̄ (N − 1))u (N − 1)]+

+
1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1)+

+
1

2
uT (N − 1)Ru(N − 1)

}
, (3.9)

A continuación se calcula el valor mı́nimo de JN−1,N .

u∗ (N − 1) = −
[
fT1 (x̄ (N − 1))Sf1 (x̄ (N − 1)) +R

]−1 ·

· fT1 (x̄ (N − 1))Sf0 (x̄ (N − 1)) , (3.10)

Se garantiza que
[
fT1 (x̄ (N − 1))Sf1 (x̄ (N − 1)) +R

]−1 existe debido a que la matriz R es
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definida positiva. Y el control dado por (3.10) es el control óptimo:

∂2JN−1,N (x̄ (N − 1) , u (N − 1))

∂2u (N − 1)
= R > 0, (3.11)

La existencia del mı́nimo está garantizada porque el lado derecho de (3.9) es fuertemente con-

vexo con respecto a u (N − 1). Para el siguiente paso llamado N − 2, el valor de u∗ (N − 1)

es el valor óptimo en el paso N − 1, de acuerdo con el principio de optimización de Bellman el

control genera el valor óptimo para x̄ (N − 1). Entonces a continuación se tiene que:

J̃N−2,N (x̄ (N − 2) , u (N − 1) , u (N − 2)) = mı́n
u(N−1),u(N−2)

{
1

2
x̄ (N)T Sx̄ (N)+

+
1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1)+

+
1

2
x̄T (N − 2)Qx̄(N − 2)+

+
1

2
uT (N − 1)Ru(N − 1)+

+
1

2
uT (N − 2)Ru(N − 2)

}
, (3.12)

Nótese que el término x̄ (N),depende del control u (N − 1), y de manera sucesiva, el término

con x̄(N − 2) depende del control u (N − 3), y solo el término con x̄ (N − 1) depende de

u (N − 2). Aún ası́, el control u (N − 1) encontrado anteriormente es óptimo y x̄ (N − 1) está

dado por la ecuación de estado (3.5), por lo que se tiene que:

J̃N−2,N (x̄ (N − 2) , u (N − 2)) = mı́n
u(N−2)

{
1

2
x̄ (N)T Sx̄ (N) +

1

2
[f0(x̄ (N − 2))+

+f1 (x̄ (N − 2))u (N − 2)]T Q·

· [f0(x̄ (N − 2)) + f1 (x̄ (N − 2))u (N − 2)]+

+
1

2
x̄T (N − 2)Qx̄(N − 2) +

+
1

2
uT (N − 1)Ru(N − 1) +

+
1

2
uT (N − 2)Ru(N − 2)

}
, (3.13)
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Se utiliza la ecuación u (N − 2) para obtener el control subóptimo en este paso, para no depen-

der de resolver la ecuación de Riccati. (3.13) es fuertemente convexa con respecto a u (N − 2)

lo que garantiza la existencia del mı́nimo. Se procede a obtener el control subóptimo u (N − 2):

ũ (N − 2) =−
[
fT1 (x̄ (N − 2))Qf1 (x̄ (N − 2)) +R

]−1 ·

· fT1 (x̄ (N − 2))Qf0 (x̄ (N − 2)) , (3.14)

Por lo tanto, la ecuación general es:

ũ (N − k) =−
[
fT1 (x̄ (N − k))Qf1 (x̄ (N − k)) +R

]−1 ·

· fT1 (x̄ (N − k))Qf0 (x̄ (N − k)) , (3.15)

J̃N−k,N (x̄ (N − k) , u (N − k)) =J̃N−k+1,N +
1

2

{
x̄T (N − k)Qx̄(N − k)+

+ũT (N − k)Rũ(N − k)
}

(3.16)

para k = 2, .., N.

La secuencia subóptima obtenida garantiza que la aproximación al valor mı́nimo del ı́ndice de

rendimiento (3.6) se alcanza, ecuación (3.11).

3.2.2. Control subóptimo aplicado al modelo lateral

Partiendo del modelo matemático en términos del error en 2.33 y 2.34 . Se define el vector

de estado como:

x =

[
x1 x2 x3 x4

]T
,

x1 = e1, x2 = ė1, x3 = e2, x4 = ė2, u = δ,
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entonces

·
x = f̃0(x) + f̃1u, (3.17)

donde

ẋ =



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


,

f̃0(x) =



x2

− 1
m
η − 1

m
µ− Vxψ̇des

x4

− ℓf
Iz
η + ℓr

Iz
µ


,

f̃1 =



0

2Cαf

m

0

2Cαf ℓf
Iz


,

η = 2Cαf arctan

(
x2 − Vxx3 + ℓf (x4 + ψ̇des)

Vx

)
,

µ = 2Cαr arctan

(
x2 − Vxx3 − ℓr(x4 + ψ̇des)

Vx

)
,

Usando la aproximación de Euler
·
x̄ ≈ x̄(k+1)−x̄(k)

Ts
, donde Ts es el tiempo de muestreo, por lo

tanto:

x̄ (k + 1) = Tsf̄0(x̄ (k)) + x̄ (k)︸ ︷︷ ︸
f0(x̄(k))

+ Tsf̄1︸︷︷︸
f1

u (k) , (3.18)
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donde k = 0, 1, 2, 3, ..., entonces

x̄ (k + 1) = f0(x̄ (k)) + f1u (k) , (3.19)

donde

f0(x̄ (k)) =



Tsx2 (k) + x1 (k)

− 1
m
η(k)− 1

m
µ(k)− TsVxψ̇des + x2 (k)

Tsx4 (k) + x3 (k)

− ℓf
Iz
η(k) + ℓr

Iz
µ(k) + x4 (k)


,

fT1 =

[
0 2

m
TsCαf 0 2

Iz
ℓfTsCαf

]
,

η(k) = 2TsCαf arctan

(
x2 (k)− Vxx3 (k) + ℓf (x4 (k) + ψ̇des)

Vx

)
,

µ(k) = 2TsCαr arctan

(
x2 (k)− Vxx3 (k)− ℓr(x4 (k) + ψ̇des)

Vx

)
,

Usando el control dado por (3.10), el control subóptimo en el tiempo discreto N − 1, como

función del error x̃ = x− xtf :

u∗ (N − 1) = −
[
T TST +R

]−1
T TSf0(x̄ (N − 1)), (3.20)

donde

T =



0

2
m
TsCαf

0

2
Iz
ℓfTsCαf


,
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S =



s11 s12 0 0

s21 s22 0 0

0 0 s33 s34

0 0 s43 s44


,

f0(x̄ (N − 1)) =



Tsx̃2 (N − 1) + x̃1 (N − 1)

− 1
m
η̃(N − 1)− 1

m
µ̃(N − 1)− ã1(N − 1)

Tsx̃4 (N − 1) + x̃3 (N − 1)

− ℓf
Iz
η̃(N − 1) + ℓr

Iz
µ̃(N − 1) + x̃4 (N − 1)


,

η̃(N − 1) = 2TsCαf arctan

(
b̃1(N − 1)) + ℓf (x̃4 (N − 1) + ψ̇des)

Vx

)
,

µ̃(N − 1) = 2TsCαr arctan

(
b̃1(N − 1)− ℓr(x̃4 (N − 1) + ψ̇des)

Vx

)
,

ã1(N − 1) = TsVxψ̇des + x̃2 (N − 1) ,

b̃1(N − 1) = x̃2 (N − 1)− Vxx̃3 (N − 1) ,

u∗ (N − 1) =−m2 I2z
Rm2I2z + 4s44m2ℓ2fT

2
sC

2
αf + 4s22I2zT

2
sC

2
αf

·

·
{

2

m
s21TsCαf [x̃1 (N − 1) + Tsx̃2 (N − 1)] +

+
2

m
s22TsCαf

[
x̃2 (N − 1)− TsVxψ̇des −

− 1

m
η̃(N − 1)− 1

m
µ̃(N − 1)

]
+

+
2

Iz
ℓfs43TsCαf [x̃3 (N − 1) + x̃4Ts (N − 1)]−

− 2

Iz
ℓfs44TsCαf

[
− 1

Iz
ℓrµ̃(N − 1) +

+
1

Iz
ℓf η̃(N − 1)− x̃4 (N − 1)

]}
, (3.21)
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Para N − k, donde k = 2, 3, .., N se tiene que:

ũ (N − k) = −
[
T TQT +R

]−1
T TQf0(x̄ (N − k)), (3.22)

donde

Q =



q11 q12 0 0

q21 q22 0 0

0 0 q33 q34

0 0 q43 q44


,

f0(x̄ (N − k)) =



Tsx̃2 (N − k) + x̃1 (N − k)

− 1
m
η̃ (N − k)− 1

m
µ̃(N − k)− ã1(N − k)

Tsx̃4 (N − k) + x̃3 (N − k)

− ℓf
Iz
η̃ (N − k) + ℓr

Iz
µ̃(N − k) + x̃4 (N − k)


,

η̃ (N − k) = 2TsCαf arctan

(
b̃1(N − k) + ℓf (x̃4 (N − k) + ψ̇des)

Vx

)
,

µ̃(N − k) = 2TsCαr arctan

(
b̃1(N − k)− ℓr(x̃4 (N − k) + ψ̇des)

Vx

)
,

ã1(N − k) = TsVxx̃4 (N − k) + x̃2 (N − k) ,

b̃1(N − k) = x̃2 (N − k)− Vxx̃3 (N − k) ,
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Entonces

u∗ (N − k) =−m2 I2z
Rm2I2z + 4q44m2ℓ2fT

2
sC

2
αf + 4q22I2zT

2
sC

2
αf

·

·
{

2

m
q21TsCαf [x̃1 (N − k) + x̃2Ts (N − k)] +

+
2

m
q22TsCαf

[
x̃2 (N − k)− TsVxψ̇des−

− 1

m
η̃(N − k) +

1

m
µ̃(N − k)

]
+

+
2

Iz
ℓfq43TsCαf [x̃3 (N − k) + x̃4Ts (N − k)]−

− 2

Iz
ℓfq44TsCαf

[
1

Iz
ℓrη̃(N − k) +

+
1

Iz
ℓf µ̃(N − k)− x̃4 (N − k)

]}
, (3.23)

para k = 2, 3, ..N. Las matrices S y Q deben ser matrices semidefinidas positivas y simétricas.

Por lo que eig {S} son eig {Q} valores positivos y reales, y q12 = q21, q34 = q43, s12 = s21,

s34 = s43.

3.2.3. Simulación numérica de una variación en ψ̇des utilizando el control

subóptimo

Se realizó la simulación con los parámetros mostrados anteriormente en la tabla 3.1 y con

una velocidad longitudinal Vx = 30 m/s. Se utilizó para ψ̇des la señal mostrada en la figura 3.1,

que representa el cambio de curvatura. Las matrices Q y R deben ser seleccionadas para que

sean definidas positivas, y para la simulación se utilizaron los siguientes valores:

Q =



2,5 0,8 0 0

0,8 0,3 0 0

0 0 5,25 0,2

0 0 0,2 0,3


, R = 1
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Figura 3.4: Error de posición lateral.

Figura 3.5: Error de orientación entre el vehı́culo y el camino.

En el caso del control subóptimo, se observa en las figuras 3.4 y 3.5 que, aunque los valores

de e1 y e2 no regresan al origen después del cambio de curvatura, el valor de e1 se encuentra

en el orden de 10−4, superando en precisión el valor obtenido por el control lineal en la misma

variable, figura 3.2.
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Capı́tulo 4

Simulaciones Numéricas

Las simulaciones numéricas nos permiten observar el comportamiento del modelo al utilizar

los controles propuestos, por lo mismo se utilizan diferentes escenarios que son normales en

la conducción de un vehı́culo autónomo como la corrección de posición o el seguimiento de

curvas.

4.1. Regulación del error lateral e1

Una de las primeras tareas que un vehı́culo autónomo debe poder realizar es la corrección

de su posición lateral al recorrer un camino recto. Por lo tanto, en este capı́tulo se presentan los

resultados de la simulación de cada uno de los controles descritos en la sección anterior al rea-

lizar la tarea de llevar el valor de e1 al origen. Posteriormente, se realiza una comparación entre

los resultados obtenidos. El escenario propuesto para verificar la capacidad de los controles de

llevar el valor de e1 al origen consiste en que al partir de e1(0) = −3,6 m, con una velocidad

longitudinal Vx = 30 m/s el control debe llevar al estado e1 al origen. Para las simulaciones se

usan los parámetros de la tabla 3.1.
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30 4.1. REGULACIÓN DEL ERROR LATERAL e1

4.1.1. Simulación numérica utilizando el control lineal para la regulación

de e1

Al utilizar el control por retroalimentación de estado de (3.1), el error lateral e1, figura 4.1, llega

al origen en un periodo de tiempo corto, menos de tres segundos. Para el error de orientación

e2, figura 4.2, se espera que se aleje del origen para permitir la corrección del error de e1 y

luego regresa al origen. Finalmente, respecto a la seña de control δ, figura 4.3, se observa que

su magnitud inicial, δ(0) = 0,7204 rad, es mayor al lı́mite fı́sico que un vehı́culo puede tener

de rotación en las llantas2.

Figura 4.1: Respuesta del estado e1 en simulación.

Figura 4.2: Respuesta del estado e2.
2El radio máximo de rotación de un vehı́culo es de 0,7 rad.[33]
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Figura 4.3: Señal de entrada δ generada por el control lineal por retroalimentación de estado.

4.1.2. Simulación numérica utilizando el control subóptimo para la regu-

lación de e1

Al usar el control subóptimo de (3.23), los valores de Q y R son

Q =



2,5 0,5 0 0

0,5 0,3 0 0

0 0 5,25 0,9

0 0 0,9 3


, R = 1

Para el estado e1, según se observa en la figura 4.4, se llega al origen en un periodo corto de

tiempo, y como se esperaba el valor de e2 crece al cambiar la dirección para llevar al vehı́culo

al origen, figura 4.5. En el caso de la señal de control δ su magnitud inicial es también su valor

máximo δ = 0,1266 rad, y se mantiene dentro de la restricción fı́sica del vehı́culo.
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Figura 4.4: Respuesta del estado e1 en simulación.

Figura 4.5: Respuesta del estado e2 en simulación.

Figura 4.6: Señal de entrada δ generada por el control subóptimo.
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4.1.3. Comparación del comportamiento del sistema en la regulación de

e1

Considerando los resultados obtenidos en simulación de cada control se pueden hacer las

siguientes observaciones:

El estado e1 converge en un periodo de tiempo corto tanto para el control lineal por

retroalimentación como para el control subóptimo, figura 4.7, aun ası́ el tiempo de con-

vergencia es menor para el control lineal.

El estado e2 con el control subóptimo experimenta un cambio de menor magnitud y pre-

senta oscilaciones a diferencia del control lineal por retroalimentación de estado; estas

oscilaciones se pueden disminuir cambiando los valores de Q y R pero el tiempo de con-

vergencia aumenta.

La señal de entrada generada por el control subóptimo tiene una magnitud menor y se

encuentra dentro de la restricción fı́sica del vehı́culo, mientras que el control lineal por

retroalimentación excede dicha condición.

Figura 4.7: Estado e1.
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34 4.2. SEGUIMIENTO DE UNA CURVA DE VELOCIDAD

Figura 4.8: Estado e2.

Figura 4.9: Señal de entrada δ.

4.2. Seguimiento de una curva de velocidad

Para el seguimiento de trayectoria de los vehı́culos autónomos se pueden usar curvas de

velocidad lateral, por lo que en esta sección se analiza la respuesta del sistema al seguir una

curva de velocidad utilizando el control subóptimo en 3.23. La curva de velocidad utilizada es

la que se muestra en la figura 4.10, los parámetros del vehı́culo son los de la tabla 3.1.
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Figura 4.10: Perfil de velocidad prediseñado.

4.2.1. Simulación numérica utilizando el control lineal para el seguimien-

to de un curva de velocidad

Los resultados obtenidos al usar el control lineal en el seguimiento de una curva de velocidad

se muestran en las figuras 4.11 a 4.13. La figura 4.11 muestra que el valor se acerca bastante a

la referencia, mientras que en la figura 4.12 se observa que la señal de control es de un valor

pequeño. Finalmente en la figura 4.13 vemos que el valor de e1 corresponde a la integral de la

velocidad de e1.

Figura 4.11: Respuesta del estado e1 en simulación de seguimiento de velocidad lateral.
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Figura 4.12: Señal de entrada de control generada por el control lineal para la simulación de seguimiento
de velocidad.

Figura 4.13: Respuesta del estado e1 en la simulación de seguimiento de velocidad con el control lineal.

4.2.2. Simulación numérica utilizando el control subóptimo para el segui-

miento de un curva de velocidad

Para el seguimiento de la curva de velocidad lateral, los valores de las matricesQ yR fueron

designados como:

Q =



2,5 0,8 0 0

0,8 0,3 0 0

0 0 5,25 0,2

0 0 0,2 0,3


, R = 1
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Al añadir el perfil de velocidad deseado al control subóptimo se obtuvieron los resultados mos-

trados en las figuras 4.14 y 4.15. Como puede observarse, el control sigue el perfil de velocidad,

ver figura 4.14. La energı́a del control, la señal de entrada del sistema, se mantiene en un valor

pequeño, figura 4.15. En esta prueba, e1 sigue el comportamiento de la integración del perfil de

velocidad, figura 4.16.

Figura 4.14: Respuesta del estado e1 en simulación de seguimiento de velocidad lateral.

Figura 4.15: Señal de entrada de control generada por el control subóptimo para la simulación de segui-
miento de velocidad.
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Figura 4.16: Respuesta del estado e1 en la simulación de seguimiento de velocidad con el control subópti-
mo.

4.3. Seguimiento de una trayectoria circular

Con la regulación del error lateral e1 se garantiza que el vehı́culo pueda seguir una lı́nea

recta por lo que resta ver el comportamiento del modelo al seguir una circunferencia. En este

caso el vehı́culo debe transitar por una circunferencia de radio r = 350 m, los parámetros del

vehı́culo son los de la tabla 3.1.

4.3.1. Simulación numérica utilizando el control lineal para el seguimien-

to de trayectoria circular

Con el control lineal se obtuvieron los resultados mostrados en las figuras 4.17 y 4.18. En

la figura 4.17 se observa que se sigue la trayectoria deseada con un valor de error constante. El

valor del error se puede observar en la figura 4.18 que es de 0,11 m.
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0
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900
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-260.6 -260.55
583.6

583.65

583.7

583.75

Figura 4.17: Comparación entre la trayectoria y la respuesta del modelo con el control lineal en la simu-
lación de seguimiento de una trayectoria circular.

Figura 4.18: Respuesta del estado e1 en la simulación de seguimiento de velocidad con el control lineal.
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4.3.2. Simulación numérica utilizando el control subóptimo para el segui-

miento de trayectoria circular

Para el seguimiento de la trayectoria circular, los valores de las matrices Q y R fueron

designados como:

Q =



2,5 0,8 0 0

0,8 0,3 0 0

0 0 5,25 0,2

0 0 0,2 0,3


, R = 1

Con el control subóptimo se obtuvieron los resultados mostrados en las figuras 4.19 y 4.20.

Como puede observarse, el control sigue la trayectoria, ver figura 4.19. El error e1 es muy

pequeño, figura 4.20, menor a 1× 10−3 m.

-300 -200 -100 0 100 200 300

X [m]

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

Y
 [m

]

Posición obtenida
Posición deseada

-260.6 -260.55
583.6

583.65

583.7

583.75

Figura 4.19: Comparación entre la trayectoria y la respuesta del modelo con el control subóptimo en la
simulación de seguimiento de una trayectoria circular.
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Figura 4.20: Respuesta del estado e1 en la simulación de seguimiento de una trayectoria circular con el
control subóptimo.
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Capı́tulo 5

Percepción y localización cooperativa

Para poder aplicar correctamente los algoritmos de control desarrollados se debe tener el es-

tado del vehı́culo: posición, orientación y sus respectivas velocidades. Por lo tanto, es necesario

tener la medición del estado y un algoritmo para reducir su ruido. Los algoritmos de percepción

y localización son herramientas que permiten usar la información de posición de diferentes sen-

sores y de diferentes fuentes para identificar y localizar diferentes objetos en el entorno. En el

caso de la percepción el objetivo es conocer los objetos que componen el entorno, sean móviles

o no, mientras que en la localización se busca saber las coordenadas. En este capı́tulo se estu-

dian algunas de las propuestas que se han hecho y posteriormente se presentan simulaciones

numéricas para observar su desempeño y complejidad.

5.1. Antecedentes de la percepción y localización cooperativa

Se han realizado muchos trabajos para incrementar la habilidad de los vehı́culos para cono-

cer su posición, la posición de otros vehı́culos y su entorno, y actualmente se desarrollan méto-

dos de localización cooperativa que fusionan la información de diferentes sensores para dar una

aproximación más precisa del estado de la posición del vehı́culo. Muchos de estos métodos

utilizan una estimación local para cada vehı́culo, donde solo registran la posición propia y de

los vehı́culos vecinos, usando normalmente el GPS y algún sensor tipo Lidar, y la información

compartida con otras fuentes les permite tener una mejor estimación de la posición.
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En 2013 Li, H., & Nashashibi, F. [34] presentaron un algoritmo con un filtro de intersección

de covarianza dividida (((Split Covariance Intersection Filter SCIF))), este algoritmo se basa en

el filtro de intersección de covarianza (((Covariance Intersection Filter CIF))), pero en él se con-

sidera que no toda la información está correlacionada y por lo tanto debe haber una parte de la

covarianza que sea independiente y una parte que sea dependiente, por ello la ponderación utili-

zada (el peso w) en el CIF normal solo se aplica a la parte de la información que es dependiente.

Con este algoritmo, prueban que su propuesta tiene un error menor que el filtro de Kalman y

puede mejorar la precisión de un vehı́culo en presencia de otro vehı́culo con mejores sensores.

El CIF es un algoritmo de estimación cuando se desconoce el error de correlación cruzada entre

dos variables, fue introducido por Julier, S.J. et. al, 1997[35] y usando una combinación con-

vexa de las covarianzas y medias de las variables para obtener una estimación consistente en

escenarios donde el filtro de Kalman no puede operar.

El trabajo de Kim, S., et. al., 2015 [36] presenta una arquitectura de sistema de conducción

cooperativa de varios vehı́culos que por medio del sistema de percepción puede proporcionar

diferentes vistas para el conductor o el planificador de movimiento en vehı́culos autónomos:

una vista de representación estructural donde para cada vehı́culo se utilizan un poliedro vacı́o

lo que permite ver a través de los otros vehı́culos, una vista que representa la imagen resul-

tante de elevar el asiento del conductor por encima de la altura del vehı́culo, una vista satelital

y una vista panorámica. El sistema también proporciona, utilizando la información de alcance

extendido del sistema, una advertencia de colisión frontal, asistencia para rebasar/cambiar de

carril y evasión automática de obstáculos ocultos mediante la combinación de mapas. Al tener

un mapa para la navegación de vehı́culos, que consiste en el conjunto de puntos obtenidos y

filtrados de los sensores, su percepción cooperativa fusiona los mapas utilizando la pose rela-

tiva con dos enfoques diferentes al problema. El primero, el algoritmo del punto más cercano

iterativo (((Iterative Closest Point ICP))) busca la pose relativa que minimiza la distancia entre

los puntos que se encuentran en ambos mapas. El segundo es el ((Probalistic Scan Matching)),

donde el objetivo es encontrar una pose en la que la observación actual sea máxima en el pare-

cido o más probable según la observación anterior, encuentra el máximo global evaluando todo
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el espacio de búsqueda y pueda proporcionar una solución sólida incluso con un gran error de

inicialización.

Miller, A., et. al., 2020[37] diseñaron un algoritmo para mejorar la percepción y localización

de un vehı́culo L2 con los datos del sensor del vehı́culo L4 en las carreteras. Con la presunción

de que los vehı́culos con sensores avanzados (L4) y aquellos con sensores de baja fidelidad (L2),

pueden utilizar la comunicación entre vehı́culos (v2v). La información sobre la posición de los

vehı́culos es representada por una función de densidad de probabilidad; esto incluye también los

vehı́culos detectados por los L2 y los L4. Su algoritmo usa el tiempo desde la última medición

de ambos vehı́culos y usa un Filtro Kalman Extendido para fusionar la información de las

diferentes fuentes.

Uno de los trabajos más recientes realizado por Héry, E., et al., 2021 [38] utiliza ((Local

Dynamic Maps)) (LDM) para mejorar la localización a través de la fusión de datos. El LDM

contiene información dinámica, con la que el vehı́culo puede interactuar, y se define como una

superposición del mapa estático. Además, los procesos de estimación de los LDM son des-

centralizados y asincrónicos mientras se mantiene un marco de referencia ENU (((East, North,

Up))) común. Con la información de un sensor integrado, el estado se extrapola en el momento

de la adquisición de esta observación antes de fusionarse. Si la observación es un LDM de otro

vehı́culo, generalmente tiene un retraso, este LDM se extrapola en el momento del estado. El

modelo de evolución utiliza su vector cinético y se supone que los valores cinéticos son cons-

tantes hasta que se dispone de una nueva observación. Existe cierta incertidumbre en los valores

cinéticos para otros vehı́culos en cuanto a si permanecen constantes, pero esto se tiene en cuen-

ta como parte de un modelo de ruido más grande. Las observaciones del sensor se combinan

utilizando un filtro Kalman extendido (EKF) en el caso de los sensores integrados, y los LDM

comunicados se fusionan mediante un filtro de intersección de covarianza (CIF).

Una propuesta realizada Lassoued, K., et al., 2017 [39], utiliza un modelo no lineal para la

medición y para el modelo del sistema, junto con la comunicación entre vehı́culos para mejorar

la estimación de la posición de los vehı́culos. La información intercambiada por los vehı́culos

es la corrección de distancia a los satélites del sistema global de navegación satelital (GNSS por
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sus siglas en inglés) a través de la red de comunicación entre vehı́culos. La corrección de estas

distancias se logra usando la estimación del movimiento local de los vehı́culos o seguimiento

de estos vehı́culos, la información se distribuye en toda la red usando técnicas de propagación

de restricciones e inversión de conjuntos. El error aditivo estimado también es distribuido en

la red, y toda la información se maneja en intervalos con un error acotado, y esto permite el

cálculo de dominios de confianza altamente fiables.

5.2. Simulaciones de algoritmos de percepción y localización

cooperativa

Las simulaciones numéricas presentadas a continuación fueron realizadas en el entorno de

MATLAB, siguiendo los métodos descritos anteriormente para la fusión de datos. Para man-

tener la fidelidad de los métodos en algunos casos fue necesario recurrir a bases de datos con

información recopilada de diferentes sensores.

5.2.1. Simulación de filtros SCIF y Kalman

Para comprobar el funcionamiento del CIF/SCIF se realizó un programa para hacer la com-

paración con el filtro de Kalman. Los datos de la posición real del vehı́culo corresponden con el

vehı́culo lı́der en csv sync.zip[40]. La posición real es medida por un ”sensor virtual”, que toma

el valor real con ruido agregado, cada 0.4085 segundos, entre mediciones el programa sigue ac-

tualizando la posición usando el modelo del sistema. Cada nueva medición se agrega usando el

filtro de Kalman. Cada 1.3889 segundos se recibe una medición de otro vehı́culo (esta posición

de datos corresponde con los datos medidos desde el vehı́culo seguidor usando el Lidar para

ubicar el vehı́culo lı́der), estas mediciones se fusionan usando el filtro de covarianza dividido.

Dado que la posición del seguidor no se actualiza con la posición registrada por el lı́der, no se

espera que la correlación sea alta, pero este conjunto de datos permite tener diferentes fuentes

de información e implementar ambos filtros. Los conjuntos de ecuaciones que se utilizan en
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este programa son:

xt = xt−1 +△dtcos(θt−i +△θt/2) (5.1)

yt = yt−1 +△dtsin(θt−i +△θt/2) (5.2)

θt = θt−1 +△θt (5.3)

PE(t) = GXePE(t)G
T
Xe +GuΣuG

T
u +RE(t) (5.4)

PiE(t) = GXePiE(t−1)G
T
Xe +GuΣuG

T
u +RiE(t) (5.5)

PE(t) y PiE(t) son las matrices de covarianza completa y la matriz de covarianza de la parte

independiente del estado. GXe y Gu son respectivamente las matrices jacobianas de la función

G formada de las ecuaciones 5.1-5.3, mismas que representan el modelo de movimiento del

vehı́culo en posición y orientación, con respecto a Xe y uE(t); las matrices RE(t) y RiE(t) ca-

racterizan el error del modelo de movimiento. Σu es el error asociado al vector cinético uE(r).

Ecuaciones para fusionar la nueva medición del ”sensor virtual” usando el filtro de Kalman.

ZA(t) = HAXE(t) +RA (5.6)

K = PE(t)H
T
A(HAPE(t)H

T
A +ΣA)

−1 (5.7)

XE(t) = XE(t) +K(ZA −HAXE(t)) (5.8)

PE(t) = (I −KHA)PE(t) (5.9)

PiE(t) = (I −KHA)PiE(t)(I −KHA)
T +KΣAK

T (5.10)

PdE(t) = PE(t) − PiE(t) (5.11)

Donde ZA(t) es la medición, HA es la matriz de observación y ΣA es el error asociado a la

medición.

Las ecuaciones para fusionar una medida externa usando el filtro de intersección de cova-
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Figura 5.1: Trayectoria en x

rianza dividida se presentan a continuación.

XEI = XCE ⊕ ZR =


xce

yce

θce

⊕


△xR

△yR

△θR

 =


△xRcos(θce)−△yRsin(θce) + xce

△xRsin(θce) +△yRcos(θce) + xce

△θR + θce

 (5.12)

PEI =
∂XEI

∂XCE

PCE

(
∂XEI

∂XCE

)T
+
∂XEI

∂ZR
ΣR

(
∂XEI

∂ZR

)T
(5.13)

PiEI =
∂XEI

∂XCE

PiCE

(
∂XEI

∂XCE

)T
+
∂XEI

∂ZiR
ΣR

(
∂XEI

∂ZR

)T
(5.14)

El resultado se observa en la Figura 5.1, donde el color rojo muestra la posición real, el color

negro muestra la estimación con el filtro de Kalman y el color azul el filtro de intersección de

covarianza dividida.

5.2.2. Simulación algoritmo ICP

Como se mencionó anteriormente, el algoritmo ICP busca la pose relativa que minimiza la

distancia entre los puntos de dos mapas, los cuales representan dos mediciones diferentes del
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entorno. Para lograrlo trabaja con las siguientes ecuaciones:

q(i, j)
∗ = argmı́n

qi,j

∑
mj∈Mj

∥CMi
(mj)−mj ⊗ qi,j∥ (5.15)

Donde ∥ � ∥ es la norma l2 y CMi
(mj) es un punto en Mi que corresponde a mj , es decir

se busca la posición y la orientación qi,j que hace que la distancia entre el punto CMi
(mj) y

mj ⊗ qi,j sea mı́nima. La implementación de esta distancia mı́nima es limitada por un umbral

de distancia dth, de modo que:

q∗(i,j) = argmı́n
qi,j

∑
mj∈Mj

dmi
(mj)∥CMi

(mj)−mj ⊗ qi,j∥ (5.16)

Donde

dmi
(mj) =


1 si mı́n

mi∈Mi

∥mi −mj∥ < dt

0 en caso contrario
(5.17)

Finalmente se puede formular la métrica S como:

S(Mi,Mj, qi.j) =
∑
p

dMi
(mj)∥Mi[p]− CM−j⊗qi,j(p)∥ (5.18)

(Kim 2014[36])

Para el desarrollo de esta simulación se utilizan las mediciones en Lidar de la práctica de

Mathworks ((Build a Map from Lidar Data)), la cual contiene aproximadamente 100s de in-

formación registrada con el Lidar (MathWorks [41]). En la figura 5.2 observamos una de las

mediciones hechas por el Lidar. Se procesan los datos adquiridos por el Lidar y se resuelve

la ecuación (5.18) para la pose entre dos mediciones, con la pose se actualiza la posición del

vehı́culo con respecto al punto de inicio y se puede determinar la trayectoria recorrida. El tiempo

para estimar la pose es en promedio: 1.0775s
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Figura 5.2: Medición realizada por el Lidar de la práctica de Mathworks ((Build a Map from Lidar
Data)).[41]

Figura 5.3: Trayectoria estimada
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5.2.3. Simulación algoritmo PSM

Este algoritmo se centra en encontrar la orientación y posición en la que la observación

actual tiene el máximo parecido al ser comparado con una observación anterior como suele ser

un mapa. Esta idea se puede formular de la siguiente manera:

x∗ = argmáx
qi,j

P (z|x,M) (5.19)

Donde P (z|x,M) es el modelo de observación, x es la posición y orientación del observador

(también llamada pose), z es la lectura del sensor, y M es un mapa. El algoritmo encuentra

el máximo global después de evaluar toda la zona de búsqueda, lo que permite que sea una

solución robusta aún con un error de inicialización grande. Para determinar el máximo parecido

se utiliza la correlación para comparar entre los puntos que se obtuvieron de la medición y los

puntos almacenados en el mapa. Para reducir el costo computacional el algoritmo se divide

en dos etapas de escaneo, la primera se realiza en un mapa de baja resolución y cuando se

encuentra el máximo parecido en este mapa, en la segunda etapa se escanea en un mapa de alta

resolución el máximo parecido encontrado en la etapa anterior para una solución más precisa

(Kim 2014[36]).

Para poder simular este algoritmo se requiere tener la medición del entorno y un mapa de

puntos para la comparación, por lo cual se optó por utilizar la información de LidarExplorer,

la cual contiene las medidas de Lidar de ciudades y estados en los Estados Unidos de América

(USGS[42]). Con la información se genera una trayectoria para el vehı́culo y se obtienen las

mediciones que el vehı́culo tendrı́a en esa posición sin considerar los efectos de la orientación.

Posteriormente la información del mapa y de la medición del Lidar es convertida a un plano 2D

para realizar la correlación y de ésta se obtiene la posición estimada.

Como se observa en la figura 5.4, el algoritmo es capaz de determinar la trayectoria pro-

puesta del vehı́culo con un error cuadrático medio de la trayectoria de 3.88m en x y 4.55 en y,

la desventaja es que para determinar la posición puede tomar más de 20 segundos.
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Figura 5.4: Trayectoria del vehı́culo. Los puntos en rosa representan la posición real y los puntos en
verde la estimada por el algoritmo. El mapa fue formado con la información de LidarExplorer.[42]

5.2.4. Simulación de Análisis de Intervalos

Siguiendo la propuesta realizada Lassoued et al [39], la ecuación de la pseudomedición es:

ρji =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 + bj + di + βj (5.20)

Donde las coordenadas de cada vehı́culo son pi = [xi, yi, zi], las coordenadas de los satélites

son pj = [xj, yj, zj], la compensación del reloj es di, el error común aditivo es bj y el ruido de

la medición es βj . El vector de ns pseudo mediciones es iy ∈ Rns y ix ∈ Rn es el vector de

estado del vehı́culo i. El modelo de observación en tiempo discreto es definido como:

iyk = g(ixk) (5.21)

Se asume que cada vehı́culo cuenta con sensores que le permiten saber su velocidad y orien-
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tación iu = [vi ψi]
T . Para la evolución del modelo se utiliza el modelo 2D monociclo para los

componentes de la pose, un modelo lineal para la compensación del reloj y un modelo autorre-

gresivo del error, esto concatenado en la función f en un marco ENU (((East, North, UP))):

f(ix,i u) =

ẋi = vi cos(ψi); ẏi = vi sin(ψi); żi = 0

ḋi = dri; ḋri = 0; ḃj = abj
(5.22)

di y dri son respectivamente la compensación del reloj del receptor y su deriva a ser esti-

mada. El parámetro del modelo autoregresivo a = e−Te/τ , Te es el tiempo de muestreo y τ es

la constante de tiempo del modelo del sesgo bj (a = 0,9995, τ = 6,2 min). Los ı́ndices de los

vehı́culos y satélites en común son denotados respectivamente i ∈ {1...nr} y j ∈ {1...nr}

Para realizar la estimación de estado en un marco de error acotado con análisis de intervalos

se resuelve un problema de inversión de conjuntos. Usando una función de inclusión [f ] de la

función f , se puede identificar la factibilidad de que las cajas o intervalos realicen las siguientes

pruebas: Si [f ]([x]) ⊂ Y entonces [x] es factible Si [f ]([x]) ∩ Y entonces [x] es inviable En

cualquier otro caso [x] es indeterminado. Se resuelve el problema de inversión de conjuntos

probando de forma recursiva la viabilidad de las cajas candidatas, partiendo de una caja inicial

arbitrariamente grande [x0] [43]. Si una caja es factible, se almacena en el conjunto de solucio-

nes interno X. Si una caja no es factible, se descarta. Si una caja es indeterminada se divide en

dos subcajas y se almacena en una lista L esperando a ser tratado. Por esto se usa el algoritmo

conocido como SiviaP, un Sivia (((Set Inversion Via Interval Analysis))) con Propagación de

Restricciones (CP) en intervalos. CP es muy eficiente en términos de cálculo y reduce el núme-

ro de bisecciones necesarias mediante la contratación de cajas para acelerar el procesamiento.

SiviaP implica la formalización de un Problema de Satisfacción de Restricciones (cuyas siglas

en inglés son CSP). Un CSP se denota por H (siguiente ecuación) y proporciona el cuadro [x]

que satisface todas las restricciones F .

CSP : {H : (F (x) = 0|x ∈ [x])} (5.23)
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Contraer H significa reemplazar [x] por un dominio más pequeño [x0] de manera que el con-

junto de soluciones permanece sin cambios. Los métodos de contracción usados en este trabajo

son la propagación ((Forward-Backward)) y el algoritmo de Waltz. El algoritmo implementado

en los vehı́culos es el siguiente:

Se obtiene la lectura del sensor de velocidad y orientación.

Se realiza la predicción utilizando el estado y el modelo (ecuación 5.22).

Se hace el seguimiento de la posición de otros vehı́culos.

Cuando hay una nueva medición del sistema de posicionamiento global:

Se obtienen las mediciones de los satélites ρ11, . . . , ρ
ns
1 .

Se determina si son útiles y se guardan en el vector y.

Se hace la contracción por SiviaP usando las siguientes ecuaciones como restriccio-

nes:

(i) ixego,k = fk(
ixego,k−1,

i uego)

(ii) iyk = g(ixego,k)

y aproxima el vector de estado ixego,k (que se refiere al vector de estado del propio vehı́cu-

lo) de tal forma que g(ixego) ⊆ [iyk] usando un contractor ((Forward-Backward)). Y el

conjunto del CSP es:

CSP =
{
ixego,k ⊆ [ixego,k] \ g(ixego,k) ⊆ [iyk]

}
= g−1([iyk]) ∩ [ixego,k]

(5.24)

Se intercambia la información con los otros vehı́culos.

Se actualiza la ubicación de los otros vehı́culos.

Se fusiona la información del sesgo de los satélites (ib).

Se realizaron dos simulaciones con análisis de intervalos, en la primera se tiene un vehı́culo

con desplazamiento en x y y, y se compara el resultado obtenido utilizando análisis de intervalos
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en comparación con el filtro de Kalman. La medición tiene un ruido con varianza igual a 1. En

la figura 5.5 vemos el resultado de ambos procedimientos, en color rojo está la trayectoria real,

los cı́rculos en color azul muestran las mediciones realizadas por el sensor, en color negro se

encuentra la estimación del filtro de Kalman y en color verde la estimación por análisis de

intervalos. El error cuadrático medio del filtro de Kalman fue de 0.5523, mientras que el del

análisis de intervalos es de 0.2551 .

0 5 10 15 20 25 30

X [m]

0

5

10

15

20
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30

Y
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]

Posición Real

Filtro de Kalman

Medición

Análisis de Intervalos

Figura 5.5: Simulación comparativa entre el filtro de Kalman y Análisis de intervalos

En la segunda simulación se compara la estimación de posición de un vehı́culo contra un

vehı́culo usando localización cooperativa. Para esto se repite el mismo experimento bajo dos

diferentes circunstancias, en la primera se tienen dos vehı́culos que estiman su propia posición,

en la segunda aparte de estimar su posición intercambian con el otro vehı́culo la posición en la

que lo detectaron y se asume que la distancia entre los vehı́culos es fija y conocida. En ambas

circunstancias la varianza de la medición es de 5. En la figura 5.6, observamos la comparación

entre ambos experimentos, en color rojo tenemos la estimación en solitario, en color negro

la estimación en cooperativo y el valor real no se observa por la cercanı́a de la estimación en

cooperativo al valor real. El error cuadrático medio en solitario es de 3.8394 y el error cuadrático
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medio en cooperativo es de 0.0227.

Figura 5.6: Simulación comparativa entre la estimación de posición en solitario y en cooperativo, gráfica
de posición contra tiempo.
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Capı́tulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Conclusiones

El estudio del modelo dinámico lateral de la bicicleta permite entender las no linealidades

del sistema y su efecto en sistemas sub-actuados, dado que cualquier cambio en la posición

lateral implica un cambio en la orientación y viceversa, y esto debe ser considerado en el plan-

teamiento de las tareas que se deseen controlar como cambios de posición, el seguimiento de

curvas o de trayectorias. Debido a lo anterior es común la linealización del sistema para poder

encontrar algún algoritmo de control, pero se pierde de vista la región en la que esta aproxima-

ción es válida. En el control propuesto en el trabajo no se considera la linealización por lo que

los algoritmos tienen una región de atracción mayor.

La rutina de control subóptimo muestra buenos resultados en los tres escenarios propuestos: la

regulación del estado, seguimiento de una curva de velocidad y seguimiento de una trayectoria

circular, y mantiene los valores de la señal de control, la entrada δ, muy por debajo de la restric-

ción fı́sica, situación que no ocurre con el control lineal por retroalimentación en la regulación

del estado.

En cuanto a la comparación entre los algoritmos de control, los controles presentados muestran

un desempeño aceptable en términos de velocidad y convergencia para alcanzar el origen. las

diferencias más notables son en la magnitud de la señal de control δ y el cambio en e2 al llevar

a e1 al origen.
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Los algoritmos de percepción analizados tienen diferentes ventajas: Los algoritmos SCIF, Kal-

man y el análisis por intervalos son más rápidos en su ejecución pero requieren de un sistema

lineal por lo que funcionan mejor con el modelo cinemático del vehı́culo. Mientras que los al-

goritmos ICP y PSM son robustos ante un error grande de la posición inicial, pues estiman su

posición contra mapas, la desventaja es que son más lentos.

6.2. Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro de esta tesis se propone la integración entre los algoritmos de control

y percepción como un solo sistema.

6.3. Artı́culos derivados

Derivado de este trabajo de tesis se publicó el siguiente artı́culo:

Revueltas, L., Santos-Sánchez, O. J., Salazar, S., & Lozano, R. (2023).

Optimizing nonlinear lateral control for an autonomous vehicle.

Vehicles, 5(3), 978-993.[26]

Y se tiene el siguiente artı́culo en revisión:

Revueltas, L., Lozano, R., & Salazar, S.

Stabilization of the Bicycle Lateral Model Using Nested Saturations.
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Anexo A

Desarrollo del modelo lateral

A.1. Desarrollo del modelo lateral con las varibles y y ψ

Para una mejor comprensión del modelo lateral se hizo el desarrollo de las ecuaciones paso

por paso, desde las ecuaciones obtenidas por las leyes de Newton hasta el modelo espacio estado

lineal. Ecuaciones derivadas de las leyes de newton:

m(ÿ + Vxψ̇) = Fyf + Fyr (A.1)

Izψ̈ = ℓfFyf − ℓrFyr (A.2)

Donde y es la posición lateral, ψ es el ángulo de guiñada, m es la masa del vehı́culo, Iz

el momento inercial de guiñada del vehı́culo, Vx es la velocidad longitudinal, ℓf y ℓr son la

distancia del centro de gravedad a la llanta delantera y a la llanta trasera respectivamente, Fyf y

Fyr son la fuerza lateral en la llanta delantera y la llanta trasera respectivamente.

Ángulo de deslizamiento en la llanta frontal:

αf = δ − θV f (A.3)
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Ángulo de deslizamiento de la llanta trasera:

αr = −θV r (A.4)

θV f y θV r representa el ángulo que hace el vector de velocidad con el eje longitudinal. δ es el

ángulo de orientación de la llanta frontal. Fuerzas laterales en las llantas.

Fyf = 2Cαf (δ − θV f ) (A.5)

Fyr = 2Cαr(−θV r) (A.6)

Cαf
y Cαr son las constantes de proporcionalidad de la rigidez en las curvas de cada llanta

frontal y trasera respectivamente. Para calcular θV f y θV r:

tan(θV f ) =
Vy + ℓf ψ̇

Vx
(A.7)

tan(θV r) =
Vy − ℓrψ̇

Vx
(A.8)

Se linealiza la expresión bajo la consideración de ángulos pequeños:

θV f =
ẏ + ℓf ψ̇

Vx
(A.9)

θV r =
ẏ − ℓrψ̇

Vx
(A.10)

Sustituyendo Fyf y Fyr en (A.1) y (A.2)

m(ÿ + Vxψ̇) = 2Cαf (δ − θV f ) + 2Cαr(−θV r) (A.11)

Izψ̈ = 2Cαfℓf (δ − θV f )− 2Cαrℓr(−θV r) (A.12)
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Sustituyendo θV f y θV r en las ecuaciones anteriores

m(ÿ + Vxψ̇) = 2Cαf

(
δ − ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
+ 2Cαr

(
− ẏ − ℓrψ̇

Vx

)
(A.13)

Izψ̈ = 2Cαfℓf

(
δ − ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
− 2Cαrℓr

(
− ẏ − ℓrψ̇

Vx

)
(A.14)

Desarrollando la ecuación (A.13)

m(ÿ + Vxψ̇) = 2Cαf

(
δ − ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
+ 2Cαr

(
− ẏ − ℓrψ̇

Vx

)

mÿ = 2Cαf

(
δ − ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
+ 2Cαr

(
− ẏ − ℓrψ̇

Vx

)
−mVxψ̇

mÿ = 2Cαfδ − 2Cαf

(
ẏ

Vx
+
ℓf ψ̇

Vx

)
− 2Cαr

(
ẏ

Vx
− ℓrψ̇

Vx

)
−mVxψ̇

mÿ = −2Cαf

(
ẏ

Vx

)
− 2Cαr

(
ẏ

Vx

)
− 2Cαf

(
ℓf ψ̇

Vx

)
− 2Cαr

(
−ℓrψ̇
Vx

)
+ 2Cαfδ −mVxψ̇

mÿ =

(
−2Cαf + 2Cαr

Vx

)
ẏ +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

Vx
−mVx

)
ψ̇ + 2Cαfδ

ÿ =

(
−2Cαf + 2Cαr

mVx

)
ẏ +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

mVx
− Vx

)
ψ̇ +

2Cαf
m

δ (A.15)

Desarrollando la ecuación (A.14)

Izψ̈ = 2Cαfℓf

(
δ − ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
− 2Cαrℓr

(
− ẏ − ℓrψ̇

Vx

)

Izψ̈ = 2Cαfℓfδ + 2Cαfℓf

(
− ẏ + ℓf ψ̇

Vx

)
− 2Cαrℓr

(
− ẏ − ℓrψ̇

Vx

)

Izψ̈ = 2Cαfℓfδ − 2Cαfℓf

(
− ẏ

Vx

)
− 2Cαfℓf

(
−ℓf ψ̇
Vx

)
− 2Cαrℓr

(
− ẏ

Vx

)
− 2Cαrℓr

(
ℓrψ̇

Vx

)

Izψ̈ =

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

Vx

)
ẏ +

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

Vx

)
ψ̇ + 2Cαfℓfδ

ψ̈ =

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

IzVx

)
ẏ +

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

IzVx

)
ψ̇ +

2Cαfℓf
Iz

δ (A.16)
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Con las ecuaciones (A.15) y (A.16), formamos el modelo espacio estado:

d

dt



y

ẏ

ψ

ψ̇


=



0 1 0 0

0 −2Cαf+2Cαr

mVx
0 −Vx − 2Cαf ℓf−2Cαrℓr

mVx

0 0 0 1

0 −2Cαf ℓf−2Cαrℓr
IzVx

0 −2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx





y

ẏ

ψ

ψ̇


+



0

2Cαf

m

0

2Cαf ℓf
Iz


δ (A.17)

A.2. Desarrollo del modelo dinámico en términos del error

con respecto al camino

Se establecen las variables:

e1, distancia del centro de gravedad al centro del carril.

e2, error de orientación del vehı́culo con respecto al camino.

La razón de cambio deseada en la orientación es:

ψ̇des =
Vx
R

(A.18)

R es el radio constante del camino. La aceleración centrı́peta es descrita por:

V 2
x

R
= Vxψ̇des (A.19)

Se define ë1 y e2 como:

ë1 =
(
ÿ + Vxψ̇

)
− V 2

x

R
= ÿ + Vx

(
ψ̇ − ψdes

)
(A.20)

e2 = ψ − ψdes (A.21)

Por lo tanto

ė1 = ẏ + Vx (ψ − ψdes) (A.22)
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A.2. DESARROLLO DEL MODELO DINÁMICO EN TÉRMINOS DEL ERROR CON

RESPECTO AL CAMINO

Si Vx no fuera constante

ė = ẏ +

∫
Vxe2dt (A.23)

Retomando la ecuación (A.22), tenemos que

ẏ = ė1 − Vxe2 (A.24)

ÿ = ë1 − Vxė2 (A.25)

Y ψ̇ queda expresado de la siguiente manera

ψ̇ = ė2 + ψ̇des (A.26)

Sustituyendo (A.24),(A.25) y (A.26) en (A.15)

ë1 − Vxė2 =

(
−2Cαf + 2Cαr

mVx

)
(ė1 − Vxe2) +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

mVx
− Vx

)(
ė2 + ψ̇des

)
+

2Cαf
m

δ

ë1 − Vxė2 =

(
−2Cαf + 2Cαr

mVx

)
ė1 −

(
−2Cαf + 2Cαr

mVx

)
Vxe2 +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

mVx

)
ė2

+

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

mVx

)
ψ̇des − Vxė2 − Vxψ̇des +

2Cαf
m

δ

ë1 =

(
−2Cαf + 2Cαr

mVx

)
ė1 +

(
2Cαf + 2Cαr

m

)
e2 +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

mVx

)
ė2

+

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

mVx
− Vx

)
ψ̇des +

2Cαf
m

δ (A.27)

Sustituyendo (A.24) y (A.26) en (A.16)

ë2 =

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

IzVx

)
(ė1 − Vxe2) +

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

IzVx

)(
ė2 + ψ̇des

)
+

2Cαfℓf
Iz

δ
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ë2 =

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

IzVx

)
ė1 +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

IzVx

)
Vxe2 +

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

IzVx

)
ė2

+

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

IzVx

)
ψ̇des +

2Cαfℓf
Iz

δ

ë2 =

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

IzVx

)
ė1 +

(
−2Cαfℓf − 2Cαrℓr

Iz

)
e2 +

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

IzVx

)
ė2

+

(
−
2Cαfℓ

2
f + 2Cαrℓ

2
r

IzVx

)
ψ̇des +

2Cαfℓf
Iz

δ (A.28)

Con las ecuaciones (A.27) y (A.28), formamos el modelo espacio estado:

d

dt



e1

ė1

e2

ė2


=



0 1 0 0

0 −2Cαf+2Cαr

mVx

2Cαf+2Cαr

m
−2Cαf ℓf−2Cαrℓr

mVx

0 0 0 1

0 −2Cαf ℓf−2Cαrℓr
IzVx

−2Cαf ℓf−2Cαrℓr
Iz

−2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx





e1

ė1

e2

ė2


+



0

2Cαf

m

0

2Cαf ℓf
Iz


δ

+



0

−2Cαf ℓf−2Cαrℓr
mVx

− Vx

0

−2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx


ψ̇des (A.29)
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Anexo B

Cálculo de la región de convergencia del

control lineal

Se tiene el modelo no lineal definido por la siguiente ecuación de espacio-estado:

d

dt



e1

ė1

e2

ė2


=



0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0





e1

ė1

e2

ė2


+



0

2Cαf

m

0

2Cαf ℓf
Iz


δ +



0

−Vx

0

0


ψ̇des

+



0

2Cαf

m

(
− arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

))
+ 2Cαr

m

(
− arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

))
0

2Cαf ℓf
Iz

(
− arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

))
− 2Cαrℓr

Iz

(
− arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

))


(B.1)

Se busca que el modelo no lineal tome la forma de una versión perturbada del modelo lineal, es

decir:

f(x) = Ax+ g(x) (B.2)
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Donde A es una matriz real con Reλi < 0 [32]. Por lo tanto, partiendo del modelo no lineal, se

suma y resta el argumento de la función arctan con sus constantes.

d

dt



e1

ė1

e2

ė2


=



0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0





e1

ė1

e2

ė2


+



0

2Cαf

m

0

2Cαf ℓf
Iz


δ +



0

−Vx

0

0


ψ̇des

+



0

2Cαf

m

(
− arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

))
+ 2Cαr

m

(
− arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

))
0

2Cαf ℓf
Iz

(
− arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

))
− 2Cαrℓr

Iz

(
− arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

))



+



0

2Cαf

m

(
− ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
+ 2Cαr

m

(
− ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)
0

2Cαf ℓf
Iz

(
− ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
− 2Cαrℓr

Iz

(
− ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)



−



0

2Cαf

m

(
− ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
+ 2Cαr

m

(
− ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)
0

2Cαf ℓf
Iz

(
− ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
− 2Cαrℓr

Iz

(
− ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)


(B.3)
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Usando la ley de control utilizada en la simulación δ = −Kx = −k1e1 − k2ė1 − k3e2 − k4ė2 y

reagrupando términos se llega a la forma:

d

dt



e1

ė1

e2

ė2


=



0 1 0 0

−2Cαfk1
m

−2Cαf+2Cαr+2CαfVxk2
mVx

2Cαf+2Cαr−2Cαfk3
m

−2Cαf ℓf−2Cαrℓr+2CαfVxk4
mVx

0 0 0 1

−2ℓfCαfk1
Iz

−2Cαf ℓf−2Cαrℓr+2ℓfCαfVxk2
IzVx

2Cαf ℓf−2Cαrℓr−2lfCαfk3
Iz

−2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r+2ℓf+CαfVxk4

IzVx





e1

ė1

e2

ė2



+



0

2Cαf

m

(
− arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

))
+ 2Cαr

m

(
− arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

))
0

2Cαf ℓf
Iz

(
− arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

))
− 2Cαrℓr

Iz

(
− arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

))



−



0

2Cαf

m

(
− ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
+ 2Cαr

m

(
− ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)
0

2Cαf ℓf
Iz

(
− ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
− 2Cαrℓr

Iz

(
− ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)



+



0

−2Cαf ℓf−2Cαrℓr
mVx

− Vx

0

−2Cαf ℓ
2
f+2Cαrℓ2r
IzVx


ψ̇des (B.4)
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De la ecuación (B.4), podemos separar A (cuyos valores propios son Reλi < 0 [25]) y g(e). Se

utiliza la siguiente función candidata de Lyapunov:

V (e) = eTPe (B.5)

Donde P es una matriz real, simétrica y definida positiva que cumple con:

PA+ ATP = −Q (B.6)

Y Q también es una matriz real, simétrica y definida positiva. Entonces V̇ es:

V̇ (e) = eTP (Ae+G(e)) + eT
(
AT +GT (e)

)
Pe (B.7)

V̇ (e) = −eTQe+ 2xTPG(e) (B.8)

Donde G(e) es

G(e) =



0

−2Cαf

m
arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
− 2Cαr

m
arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)
− Vxψ̇des

0

−2ℓfCαf

Iz
arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)

Vx

)
+ 2ℓrCαr

Iz
arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)

Vx

)



+



0

−2ℓfCαf−2ℓrCαr

mVx

0

−2ℓ2fCαf+2ℓ2rCαr

IzVx


ψ̇des −



0

−2Cαf

m

ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)
Vx

− 2Cαr

m

ė1−Vxe2−ℓr(ė2+ψ̇des)
Vx

0

−2ℓfCαf

Iz

ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)
Vx

+ 2ℓrCαr

Iz

ė1−Vxe2+ℓf(ė2+ψ̇des)
Vx


(B.9)
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Al tratarse de un trayectoria sobre un camino recto ψ̇des = 0, por lo tanto

G(e) =



0

−2Cαf

m
arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)
− 2Cαr

m
arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr ė2

Vx

)
0

−2ℓfCαf

Iz
arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)
+ 2ℓrCαr

Iz
arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr ė2

Vx

)



−



0

−2Cαf

m

ė1−Vxe2+ℓf ė2
Vx

− 2Cαr

m
ė1−Vxe2−ℓr ė2

Vx

0

−2ℓfCαf

Iz

ė1−Vxe2+ℓf ė2
Vx

+ 2ℓrCαr

Iz

ė1−Vxe2+ℓf ė2
Vx



(B.10)

La norma de G(e) depende de

f = h− arctanh (B.11)

Y h está definida como:

h =
ė1 − Vxe2 ± ℓiė2

Vx
= cT e (B.12)

Donde li representa la distancia del dentro de gravedad a la llanta delantera (lf ) o a la llanta

trasera (lr), y c representa un vector constante. Se debe notar que y es una función creciente.

df

dh
= 1− 1

1 + h2
=

h2

1 + h2
≥ 0 (B.13)

Considerando lo anterior se llega a la desigualdad

|f | = |h− arctan(h)| ≤ k(f) |f | ≤ k(∥e∥) ∥e∥ (B.14)

Donde k representa una función que depende de ∥e∥ y 0 < k(∥e∥) < 1.
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Figura B.1: Representación gráfica de la función f . En la figura se ha graficado h en color azul en color
naranja arctanh, el segmento en color rojo representa f(h) = h − arctanh, esta representación nos
permite observar que f es un porcentaje del valor de h que va creciendo de forma lineal conforme h

crece

Entonces al desarrollar la norma de G(e)

∥G(e)∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥



0

−2Cαf

m

(
arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)
− ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)
− 2Cαr

m

(
arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr ė2

Vx

)
− ė1−Vxe2−ℓr ė2

Vx

)
0

−2ℓfCαf

Iz

(
arctan

(
ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)
− ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)
+ 2ℓrCαr

Iz

(
arctan

(
ė1−Vxe2−ℓr ė2

Vx

)
− ė1−Vxe2+ℓf ė2

Vx

)



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(B.15)

Podemos utilizar la desigualdad (B.14) para obtener:

∥G(e)∥ ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥



0(
2Cαf

m
+ 2Cαr

m

)
k(∥e∥) ∥e∥

0(
2ℓfCαf

Iz
− 2ℓrCαr

Iz

)
k(∥e∥) ∥e∥



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(B.16)
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Utilizando la definición de la norma euclidiana

∥G(e)∥ ≤
√
2

(
2Cαf
m

+
2Cαr
m

)
|k(∥e∥)| ∥e∥ (B.17)

Regresando a V̇

V̇ (e) ≤ −λmı́n(Q) ∥e∥2 + 2 ∥e∥ ∥P∥ ∥G(e)∥ (B.18)

V̇ (e) ≤ −λmı́n(Q) ∥e∥2 + 2 ∥e∥ ∥P∥
√
2

(
2Cαf
m

+
2Cαr
m

)
|k(∥e∥)| ∥e∥ (B.19)

Finalmente se llega a

V̇ (e) ≤ −∥e∥2
(
λmı́n(Q)− 2

√
2λmáx(P )) ∥H∥

)
(B.20)

Donde

H =

(
2Cαf
m

+
2Cαr
m

)
|k(∥e∥)| (B.21)

Entonces se necesita que

λmı́n(Q)− 2
√
2λmáx(P ) ∥H∥ ≥ 0 (B.22)

2
√
2λmáx(P ) ∥H∥ ≤ λmı́n(Q) (B.23)

∥H∥ ≤ λmı́n(Q)

2
√
2λmáx(P )

(B.24)

Se va a considerar un dominio para los valores de la norma de e, tales que se verifique la

desigualdad:

|k(∥e∥)| ≤ λmı́n(Q)

2
√
2λmáx(P )

(
2Cαf

m
+ 2Cαr

m

) (B.25)

Entonces existe un valor k(∥e∥) pequeño, tal que cuando k(∥e∥) ≤ ϵ se satisface (B.25). El valor

máximo de ∥x∥ para el que se sigue cumpliendo (B.14) con k(∥x∥) ≤ ϵ lo llamaremos emax (el

CINVESTAV
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valor numérico de ϵ y de emax depende de las constantes del vehı́culo). Entonces V (x(0)) debe

ser tal que √
V (e(0))

λminP
= emax ≥ ∥e∥ (B.26)

y con las consideraciones anteriores se cumple queV̇ ≤ 0 y por lo tanto V es decreciente o

constante y la ∥e∥ es menor o igual que emax.
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