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Resumen

En esta tesis se estudian ciertos tipos de simbolos para los cuales el ope-
rador de Toeplitz es una proyeccion sobre el espacio de Hilbert de todas las
funciones analiticas L2-integrables, llamado el espacio de Bergman A%(D).

Este trabajo amplia los resultados presentados en [7], al considerar distin-
tos casos particulares para el simbolo del operador de Toeplitz. En particular,
se analiza cuando el simbolo es una funcién radial en el disco unitario D, una
funcion homogénea o vertical sobre el semiplano superior I, y una funcion
continua sobre el disco unitario cerrado D. Los resultados obtenidos muestran
que, para que el operador de Toeplitz actie como una proyeccion en estos
casos, el simbolo debe ser necesariamente la funcién cero o la identidad, es
decir, las unicas soluciones posibles son las triviales.



Abstract

In this thesis, certain types of symbols are studied for which the Toe-
plitz operator acts as a projection onto the Hilbert space of all L2-integrable
analytic functions, known as the Bergman space A?(DD).

This work extends the results presented in [7] by considering various spe-
cific cases for the symbol of the Toeplitz operator. In particular, it analyzes
cases where the symbol is a radial function on the unit disk D, a homogeneous
or a vertical function on the upper half-plane II, and a continuous function
on the closed unit disk I. The results obtained show that, for the Toeplitz
operator to act as a projection in these cases, the symbol must necessarily
be either the zero function or the identity function; in other words, the only
possible solutions are trivial.
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Introduccion

Los operadores de Toeplitz derivan de la investigacion en teoria de ma-
trices infinitas y, con el tiempo, han evolucionado para desempenar un papel
crucial en diversas areas de las matematicas y sus aplicaciones. Estos opera-
dores reciben su nombre en honor al matematico aleman Otto Toeplitz, quien
trabajoé en diversos aspectos del algebra lineal y andlisis durante la primera
mitad del siglo XX.

Por otro lado, las proyecciones son una herramienta esencial en el anali-
sis funcional debido a su capacidad para descomponer espacios, simplificar
problemas complejos y analizar propiedades especificas de subespacios. En
particular, desempenan un papel destacado en la teoria espectral, especial-
mente en la descomposicion de operadores autoadjuntos y normales en espa-
cios de Hilbert. Esto plantea una pregunta natural: ;bajo qué condiciones un
operador de Toeplitz actiia como una proyeccién?.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar ciertos simbolos acotados es-
pecificos para los cuales el operador de Toeplitz asociado a estos simbolos sea
una proyeccién en el espacio de Bergman A?(D). Este trabajo se basé en los
resultados presentados en [7], amplidndolos al considerar casos particulares
de interés.

En el Capitulo 1 se exponen resultados fundamentales de la teoria de ope-
radores, proporcionando las herramientas béasicas y necesarias para abordar
ciertos aspectos clave de la teoria espectral. Ademas, se estudian los opera-
dores compactos los cuales son esenciales para definir del algebra de Calkin,
y asi poder hablar sobre el espectro esencial de un operador. Se incluye una
breve introduccion a los espacios de Hilbert con ntucleo reproductor, ya que
esta propiedad es caracteristica de los espacios de Bergman. Por ltimo, se
realiza una breve discusion sobre las funciones armonicas, las cuales seran
indispensables para analizar el producto de dos operadores de Toeplitz.
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En el Capitulo 2 se definen los espacios de Bergman A? (D), definidos para
un parametro fijo a > —1. En particular, el espacio de Bergman A%*(D) se
destaca por ser un espacio de Hilbert, lo que permite abordar conceptos como
el nicleo reproductor y la proyeccién del espacio L?(ID, dA) sobre A?(D). Se
presenta una base ortonormal para este espacio, y, ademas, se proporciona
la férmula integral explicita para el nicleo reproductor y la proyeccion de
Bergman.

En el Capitulo 3 se introducen los operadores de Toeplitz, que constituyen
el tema principal de esa tesis. También se definen los operadores de Hankel,
los cuales estan estrechamente relacionados con los de Toeplitz a través del
semiconmutador. Se analiza la subalgebra compuesta por los simbolos que
hacen que el operador de Hankel sea compacto. Ademas, se introduce la trans-
formada de Berezin, destacando su conexién con las funciones armonicas y su
propiedad fundamental de conmutar con el operador laplaciano invariante.
Finalmente, se estudian los operadores de Toeplitz y de Hankel en el caso
particular en que poseen rango finito.

En el Capitulo 4, se estudian los operadores de Toeplitz en diferentes
contextos, considerando cuatro casos principales para el simbolo:

1. Cuando el simbolo es una funcién radial en el disco unitario

2. Cuando es una funcién homogénea y vertical definida en el semiplano
superior.

3. Cuando es una funcion continua en el disco unitario cerrado del plano
complejo.

Para los primeros tres casos, se toman como base los resultados presentado
en [13], donde se demuestra que el operador de Toeplitz se transforma uni-
tariamente mediante un operador de multiplicacion, lo que facilita el estudio
de su comportamiento y propiedades. En el caso de las funciones continuas
sobre el disco unitario cerrado, el enfoque sigue del estudio en [10], donde se
caracteriza el dlgebra cociente 7 /K por medio las funciones continuas en la
frontera del disco unitario.

Finalmente, en el Capitulo 5 se estudia en detalle bajo qué condiciones un
operador de Toeplitz actiia como una proyeccién en el espacio de Bergman,
considerando diferentes casos particulares para el simbolo del operador.
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Capitulo 1

Operadores lineales y
proyecciones

El estudio de operadores lineales acotados en espacios de Hilbert es fun-
damental en el andlisis funcional, por lo que en este capitulo damos una breve
introduccion a estos operadores mostrando sus propiedades elementales. Nos
enfocamos en el estudio de proyecciones ortogonales pues son indispensables
en el estudio de operadores de Toeplitz. También estudiamos algunas de las
propiedades de los operadores compactos y de las algebras cociente. Por ulti-
mo se definen los espacios de Hilbert con ntcleo reproductor y se estudian
algunas de las propiedades principales, tales como la existencia y unicidad
del nicleo reproductor.

El objetivo de este capitulo es establecer una base sélida para estudiar
operadores lineales mas complejos como los operadores de Toeplitz.

1.1. Operadores lineales en espacios de Hil-
bert

Un operador lineal T' : H — H, con H un espacio de Hilbert, se dice
acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que

[Tz|| < cl=]l, (1.1)
para todo x € H. Por lo tanto, definimos la norma del operador T como

|T|| == inf{c > 0: ¢ cumple (1.1)}.
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La norma anterior también puede calcularse con las siguientes formulas:

Tz
|T]| = sup 17| _ sup || Txz|. (1.2)
zeH\{0} ||$|| |lz||=1

La coleccién de todos los operadores lineales acotados definidos en un espacio
de Hilbert H se denota por B(#). Este conjunto es un espacio de Banach
con la norma definida en (1.2). De hecho, definiendo la multiplicacién como
la composiciéon de operadores

(ST)(z) = S(T(x)),
se tiene que B(H) es un dlgebra de Banach con identidad I [15, Ejemplo 2.3].

Un ejemplo de un operador lineal acotado es el operador de multiplicacion,
el cual se usa frecuentemente en el desarrollo de este trabajo y es fundamental
para definir los operadores de Toeplitz.

Ejemplo 1. Sea (X,.%, u) un espacio de medida o—finita y ¢ € L>(X, u).
El operador de multiplicacién por la funcidn ¢, My : L*(X,u) — L*(X, ),
se define mediante la siguiente férmula:

My(f) = o f,

para toda f € L?(X,u). Es claro que M, es un operador lineal. Ademds es
acotado, pues

HA@UNP—3AJ¢ﬂ%usHmnmﬂR

Entonces My € B(L*(X, 1)) v || Myl < [|¢]loo- De hecho, || My]| = ||¢]|o. Para
ver esto, supongamos que « < ||¢||o. Note que el conjunto E := {x € X :
|p(z)] > a} es tal que pu(F) > 0. Como u es o—finita, podemos tomar un
subconjunto F' de F tal que 0 < p(F') < oo. Luego, la funcién caracteristica
de F, denotada por xr pertenece a L?(X, 1) y tenemos que

Mmmwzéwmmpzymwwmmzéuwm

Entonces ||My|| > «a, para todo a < ||¢]|e. Por lo tanto ||My|| = ||¢]|co-
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Un concepto importante al estudiar operadores lineales y que interesa
mucho conocer es su espectro, ya que proporciona informacién esencial sobre
las propiedades y el comportamiento del operador.

El espectro de un operador T' € B(H) es el conjunto de niimeros complejos
A para los cuales T — Al no es invertible. Este conjunto lo denotamos por
o(T). El complemento de o(T") en C se llama el resolvente de Ty se denota

por p(T).

En el siguiente ejemplo examinamos el espectro del operador de multipli-
cacién My, definido en el Ejemplo 1, y su relaciéon con el rango esencial de la
funcién ¢, denotado por ER(¢). Recuerde que el rango esencial de ¢ consiste
en todos los nimeros A € C tales que para todo € > 0,

p({z e X :|op(x) — A <e€}) > 0.

Ejemplo 2. El espectro del operador de multiplicacién My, es el rango esen-
cial de ¢. Para A fuera de este espectro, el inverso de My — Al es el operador
de multiplicacién M L

Para demostrar lo anterior, note que si A ¢ ER(¢), entonces existe € > 0

tal que |¢p(x) —A| > €, x € X (c.t.p.). Luego, la funcién ¢ = (zi—/\ € L>(X, pn),

por lo que el operador M, estd bien definido y es acotado. Es facil ver que
My(My— M) = (My— N )My = 1.

Por lo que My, es el inverso del operador M,—\I y asi tenemos que A € p(M,).
Hemos probado que o(My) C ER(¢).
Por otro lado, si A € ER(¢), para cada n € N se tiene que

u({:BGX:|¢(:B)—)\|<%}> - 0.

Como p es o-finita, podemos encontrar un subconjunto medible E,, C {zx €

X :|o(x) — Al < 1/n|} tal que 0 < p(E,) < oo y definir h,(z) = %
H(En))?2
Es claro que ||h,||neny = 1 para todo n € N. Ademaés

]- n—0o0
16 = ) () [I* = /X (6 = Nhal*dp < ~[ ]| === 0.
Por lo tanto M, — AI no es invertible y asi A € o(My).
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Ejemplo 3. Sea K un conjunto compacto y Hausdorff. Denotamos por C(K)
el conjunto de funciones complejo valuadas, continuas y definidas en K. Note
que si f € C(K),

p(f)={ e C: f(x) £ \Vx e K}
De esto se concluye que o(f) = f(K), para cada f € C(K).

Sea T € B(H) y y € H fijo. La férmula x — (T'z,y) define un funcional
lineal acotado. El Teorema de Representacion de Riesz garantiza que existe
un tnico elemento y* € H tal que (T'z,y) = (z,y*). El operador y — y* se
llama el operador adjunto de Ty se denota por T*. Este operador es lineal y
acotado. Ademds, ||T|| = ||T*|| y |[T*T| = ||T||* (Véase [6, Seccién 3.9]).

Teorema 1.1. Sea T' € B(H). Entonces T — M es invertible si y solo si
T* — M\ es invertible, es decir, o(T*) = o(T).

Demostracion. El operador T* — X es invertible si y solo si existe S € B(H)
tal que (T* — AI) S = I, lo cual es equivalente a S*(T" — A\I) = I. Es decir,
Aé¢o(T). O

Si un operador T' € B(H) tiene norma menor que 1, la serie Y o T*
existe y es facil verificar que es el operador inverso de I — T'. Esto implica
que, si A € C es tal que [A| > ||T||, A ¢ o(T). Para ser precisos, si |A| > ||T,
entonces ||X|| < 1y por ello I — % es invertible, es decir que AI — T es

invertible, implicando que A ¢ o(T"). Como resultado principal tenemos que
o(T)c{re C: A< T}

Lo anterior nos asegura que el espectro de cualquier elemento T' € B(H) esta
contenido en el disco cerrado con radio ||T'|| y con centro en el origen. De
hecho, se tiene el siguiente teorema (Véase [6, Seccién 7.3]).

Teorema 1.2. FEl espectro de un operador es compacto y no vacio.
Definimos el radio espectral de T' como
r(T) =sup{|A| : A € o(T)}.

El siguiente teorema da una féormula para el radio espectral en términos de
la norma del operador. Su demostracién se puede encontrar en [9, Teorema
5.15].
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Teorema 1.3 (Férmula del radio espectral). Para T € B(H),
r(T) = lim ||T""".
n—oo
Observe que si S,T € B(H) satisfacen que ST = TS, entonces es facil
ver que la férmula del radio espectral implica que r(ST) < r(S)r(T).

Teorema 1.4. Sea T un operador normal en B(H). Entonces
r(T) = |[T]]

Demostracion. Primero supongamos que T es un operador autoadjunto. Es
facil demostrar que
17N> =TT = |T°|I. (1.3)

Es claro que 7?2 también es autoadjunto, asi que podemos reemplazar T’ por
T? en (1.3) y tenemos que ||T'||* = ||T*||. Por induccién podemos ver que si
n>1

172" = 117>

Usando la férmula del radio espectral (Teorema 1.3), tenemos que
r(T) = lim |7 = ||T.
n—o0

Supongamos ahora que T es un operador normal. Es claro que T*T es auto-
adjunto, y por la conclusién anterior, r(T*T) = ||T*T||. Entonces, teniendo
en cuenta que T conmuta con T™

r(T)* =r(T*)r(T) > r(T°T) = |T°T| = |I T

Por otro lado, 7(T") < ||T||. Concluyendo que r(T") = ||T||. O

1.2. Proyecciones ortogonales

Un subconjunto M de un espacio vectorial V' es un conjunto convexo si
para cada my, my € M, el segmento que une a m; y mo también esta en M,
es decir, tm; + (1 — t)my € M para cualquier ¢ € [0, 1]. Es claro que cada
subespacio vectorial es convexo y cada bola en un espacio lineal normado es
convexa.
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Si H es un espacio de Hilbert y Y un subconjunto cerrado de H, definimos
la distancia de cualquier vector z en H al conjunto Y como

dist(z,Y) == ylg}f/ |z — v

El siguiente resultado, tomado de [6, Seccién 3.3], nos da una propiedad
importante que se cumple en espacios con producto interno, en particular en
espacios de Hilbert.

Teorema 1.5. Sea H un espacio de Hilbert y 'Y un subconjunto de H no
vacio, cerrado y convexo. Entonces para cada x € H, existe un unico elemento
y €Y tal que

|z —y|| = dist(z,Y).

Demostracion. Sea x € H fijo y definamos ¢ = dist(x,Y). Sea (y,)nen una
sucesion de elementos en Y tal que si n — oo,

|z — ynl| — O. (1.4)

Veamos que (¥, )nen es una sucesién de Cauchy en Y. Para todo n € N, sea
vp = Yy, —x. Es claro que para cualquier m y n € N, se cumplen las siguientes
igualdades:

lvn = Vmll = lyn — Yml|»

Yn + Ym H
—_— — Xl .

[0+ ll =l + i — 2] = 21|22

Por la convexidad de Y, 1(y, 4 ym) € Y, luego,

Ahora, por la identidad del paralelogramo y la desigualdad anterior

Yo+ Y
2

g = yll® = llvn = veull® = 2ll0all® + 2llvm]|* = [lvn + va |
< 2(flvall® + llom|1*) — 46%.

Tomando el limite en la ultima desigualdad cuando m,n — oo y usando
(1.4), se obtiene que

lyn — ym||2 < 2((52 + 52) — 452 =0;
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luego (Yn)nen es una sucesién de Cauchy en Y. Por hipdtesis Y es cerrado,
asi que la sucesién (y,)nen debe converger a algun y € Y. Por la definicién
de 4 se tiene que ||z — y|| > §. Por otro lado, usando (1.4),

lz =yl <z = yull + [lyn —yll — 0.

Esto muestra que ||z — y|| = 6.

Ya hemos demostrado que existe y € Y con las propiedades deseadas.
Para demostrar que y es unico, supongamos que existen y y yo en Y tales
que

lz =yl = llz —wl = 0.
Usando la identidad del paralelogramo y teniendo en cuenta que %(y +10) €
Y, obtenemos

ly — voll”> = [ (y — 2) — (o — z)|?

=2|ly — z||* + 2llyo — |I* = | (y — x) + (yo — 2)|]?

2
:252+252—4Hy+yo —xH
< 46% —46° = 0.
Luego ||y — vol|> = 0 y de aqui tenemos que y = yq. O
El siguiente lema nos asegura que si z = x — y, donde y es el tnico

elemento de Y mas cercano a x, entonces z es ortogonal al subespacio Y.

Lema 1.6 (Ortogonalidad). Sea H un espacio de Hilbert y'Y un subespacio
de H cerrado. Entonces para cada x € ‘H fijo, el vector z = x —1y es ortogonal

aY, dondey es el inico elemento en'Y mds cercano a x (dado por el Teorema
1.5).

Demostracion. Supongamos que z = x — ¥y no es ortogonal a Y. Por lo tanto,
existe y; € Y'\{0} tal que 8 := (z,11) # 0. Sea a € C y note que

Iz = ann||* = (= — ayr, 2 — o)

= |l2]I* = @B — aB + |af*[ly]*.

p

. Asi tenemos que
91

Como y; # 0, podemos definir o :=

I2

18I°
421

Iz — g ||* = |l=I* - <|lz])* = &%

17



Pero por otro lado, como y — ay; € Y,
Iz = ay[* = [lz = (y — ay1)||* < &%

Por el Teorema 1.5 y es unico, entonces ||z — ay1|| = ||z — (y — ayn)|| = § si
y solo si y; = 0; lo cual es una contradiccion, asi que x —y L Y. O]

Si Y es un subconjunto de H, definimos el complemento ortogonal de Y
como

Yi={seH: 2 LY}

La continuidad del producto interno en un espacio de Hilbert implica que
Y+ es un subespacio cerrado de H.

Teorema 1.7 (Suma Directa). Cada espacio de Hilbert H, se puede represen-
tar como la suma directa de un subespacio cerrado’Y C H y su complemento
ortogonal Y+, es decir

H=YdY™"

Demostracion. Sabemos que Y C H es cerrado y H es completo, entonces
Y es completo. Como Y es convexo, por los Teoremas 1.5 y 1.6, para cada
r€H, existey €Y tal quex =y + 2z, con z € Y+,

Esta representacién es unica, pues si adicionalmente existen vy’ € Y y
2 eYttalquex =9y + 2, tenemos que y —y' =z — 2. Pero z — 2/ € Y+
lo que implica que y — ¢’ € Y y en Y1. Entonces

y—y eYNYt = y—y €0 = y=y.

Porlo tantoy =y y z = 2/. O

Por (1.7), para cada x € H, existen tinicos y € Y y z € Y tal que
r=y+z. (1.5)

La ecuacion anterior da lugar a la funcion Py : H — Y, tal que Pyx = y,

donde y estd dado por (1.5). El operador Py se llama la proyeccion ortogonal
de H sobre Y.

Es sencillo demostrar, usando la unicidad de la descomposicién en (1.5),
que Py es un operador lineal y la definicién de Py implica que su espacio
nulo o ntcleo es Y. Ademés Pyy = y para todo y € Y. Esto implica que

Plx = Py(Pyz) = Pyu,

18



por lo que PZ = Py. Esto es, Py es idempotente. Por otro lado, dado que
Pyx € Y para todo x € H'y Pyy = y para todo y € Y, se tiene que la
imagen o rango de Py es precisamente Y.

La Ecuacion 1.5 implica que
1 = llyll* + 1],

por lo que ||y]|* < ||z||* o || Pyx|]? < ||z||?. Esto dltimo implica que Py es un
operador acotado y [|Py]| < 1. Més atn, como Pyy = y para todo y € Y,
tenemos que

[Py =1.

Por otro lado Py es autoadjunto, pues usando (1.5)
(Pyxy,ma) = (Py(y1 + 21),72) = (Y1, %2 + 22) = (y1,42) = (21, Pyx2),

donde xp = yr + 2z es la descomposicién (1.5) para xp con k = 1,2. En
conclusion tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.8. Si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, la
proyeccion ortogonal Py cumple

a) Py es acotado y ||Pyl| = 1.
b) Py = P2 = P;.

c) Py(H)=Y.

d) El espacio nulo de Py es Yt

Teorema 1.9. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador acotado P : H — H
es una proyeccion si y solo si P es autoadjunto (P = P*) e idempotente

(P=P2)

Demostracion. Por el Teorema 1.8, si P es proyeccién entonces es autoadjun-
to e idempotente. Para demostrar el reciproco, supongamos que P = P* = P?
y definamos Y = Im(P) = P(H). Para ver que Y es cerrado, sea (Pzy,)nen
una sucesion de Cauchy en Y tal que Pz, — y. Note que

y = lim Pz, = P lim Pz, = Py.

n—oo n—oo
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Por lo tanto y € Y, por lo que Y es cerrado. Ahora veamos que Py = P.
Siz € H,existeny €Y v 2z € Y+ tales que z = y + z. Como y € Y, debe
existir w € H tal que Pw = y. Por lo tanto tenemos que

r=Pw+z. (1.6)
Como z € Y+
|Pz||* = (Pz, Pz) = (2, P?z) = (2, Pz) = 0;
por lo tanto, Pz = 0. Aplicando el operador P a (1.6), tenemos que
Px = P*w+ Pz = Pw =y.
Y por otro lado, Pyx = vy, asi que Py = P. O

Una de las propiedades clave de las proyecciones es el comportamiento de
su espectro. El siguiente teorema establece que los inicos valores posibles en
el espectro de una proyeccion son 0 y 1.

Teorema 1.10. Si P es una proyeccion, entonces o(P) C {0,1}.

Demostracién. Sea P una proyeccién y consideremos el polinomio ¢(z) =
2% — z. Note que g(P) = 0, por lo tanto o(q(P)) = {0}. Ademds, note que

q(z) —q(A) = (2 = A)(z = (1 = A)).
Esta tltima igualdad implica que
q(P) =g\ = (P = A (P — (1= N)I).

Entonces si A € o(P), tenemos que ¢(P) — ¢(A\)! no es invertible. Por lo
tanto, ¢(\) € o(q(P)) y asi tenemos que

q(o(P)) € o(q(P)).

Pero ya habiamos visto que o(q(P)) = {0}, entonces ¢(c(P)) = {0}. Y
q(A) = 0 si y solamente si A =0 o A = 1, lo cual completa la demostracion.
m
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1.3. Operadores compactos

Un operador compacto es, en esencia, una transformacién lineal entre
espacios de Banach que tiene la propiedad de convertir conjuntos acotados
en conjuntos cuya cerradura es compacta. Esta propiedad los hace similares
a los operadores en espacios de dimensién finita, lo que permite un analisis
detallado de su estructura y comportamiento.

En esta seccion, exploramos las propiedades fundamentales de los ope-
radores compactos definidos en un espacio de Hilbert H, comenzando con
su definicion formal y se presentan algunos teoremas clave que caracterizan
su comportamiento. Para un desarrollo mas amplio en esta teoria pueden
consultarse las fuentes [9] y [2].

Un operador T : H — H se dice compacto si T es lineal y si para cada
subconjunto acotado M de H, la imagen T'(M) es tal que la clausura de
T (M), denotada por T'(M), es compacta.

Teorema 1.11. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal defi-
nido en H. Entonces T es un operador compacto si y solamente si siempre
que (Tp)nen Sea una sucesion acotada en H, entonces (Txy,)nen tiene una
subsucesion convergente.

Demostracion. Sea T un operador compacto y (x,,)nen una sucesiéon acotada
en H. Entonces (Tx,)nen €s compacto, por lo que contiene una subsucesion
convergente.

Por otro lado, consideremos un conjunto acotado M C H y una sucesion
arbitraria (Y, )nen en T'(M). Entonces, y,, = Tz, para algin z,, € M y; como
M es acotado, la sucesion (z,),en también es acotada. Por la hipdtesis de que
T es compacto, (Y, )nen debe tener una subsucesion convergente implicando
que T'(M) es compacto. Esto demuestra que 7" es un operador compacto. [

Teorema 1.12. Sea H un espacio de Hilbert. Si'T : H — H es un operador
compacto entonces T' es acotado y, por lo tanto, continuo.

Demostracion. Consideremos la esfera unitaria U := {x € H : ||z|| = 1}.
Como U es un conjunto acotado y 7' es compacto, T'(U) es compacto. Luego
T(U) es cerrado y acotado Entonces se tiene que supj,—; [|T(z)|| < oo, de

donde podemos concluir que T' es acotado. O
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Otra propiedad interesante de los operadores compactos es que convierten
sucesiones que convergen débilmente en sucesiones que convergen fuertemente
(6, Teorema 8.1-7].

Teorema 1.13. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal definido
en H. Si (T,)nen €s una sucesion en H que converge débilmente a x, entonces
(T'zp)nen converge fuertemente a Tx.

Note que si el operador identidad I es compacto, debido a que la bola
cerrada unitaria B := {x € X : ||z|| < 1} es acotada, entonces I(B) = B es
compacto, por lo tanto H tendria dimensién finita. En otras palabras, si la
dimensién de H es infinita, entonces el operador identidad I no es compacto
(6, Teorema 2.5-5].

Teorema 1.14. Una proyeccion P es compacta si y solamente si tiene rango
finito.

Demostracion. Sea Y := Im(P). Supongamos que P : H — Y es una pro-
yeccién tal que Y tiene rango finito. Sea (x,)neny € H una sucesién acotada.
Como P es acotada,

[Pyl < || P sup [z,
zeN

Luego el conjunto M := (Pz,),en es cerrado y acotado. Como la dimensién
de Y es finita entonces M es un conjunto compacto. Por lo tanto (Pzy,)nen
tiene una subsucesion convergente, asi que P es un operador compacto.

Para demostrar el reciproco procederemos por reduccién al absurdo. Esto
es, P es una proyeccion compacta con rango Y cuya dimension no es finita.
Entonces existe una base ortonormal infinita {y, }aeca de Y. De este conjunto
podemos extraer una sucesion (¥, )nen. Como cada y,, € Y, para cadan € N
debe existir un z,, € ‘H tal que Px, = y,. Note que

Py, = P(Pz,) = Pz, =y,

y como P es compacta, (y,)nen debe tener una subsucesién convergente, lo
cual es imposible, pues si m # n, ||by — byl = V2. O

1.4. Algebras cociente y el espectro esencial
de un operador

Recordemos que, si A es un algebra de Banach e Z es un subespacio
vectorial de A, se dice que Z es un ideal bilateral si cumple que xy, yr € T

22



para todo x € Ay y € Z. Ademas, si Z es un ideal propio y cerrado en A, el
espacio cociente

AT ={x+T:xe€ A}
es un algebra de Banach con las operaciones suma y producto dadas por
(z+2)+y+I)=(r+y)+Z
(x4+I) - (x+I)=(xy+ 1),

y la norma
|z +Z|| = inf{||z +y| : y € T}.

Si A tiene identidad e, entonces A4/Z es un algebra de Banach con identidad
e+ Z. Si x es un elemento de un algebra de Banach A con identidad e, su
espectro, que denotamos como antes por o(z), es el conjunto

o(xz) ={\ € C: 2 — Xe no es invertible}.

Al igual que en el caso de un operador acotado T', o(T) C {A € C : |\ <
IIT]|} (la demostracién es idéntica a la correspondiente a operadores acota-
dos).

Como mencionamos antes, si Z es un ideal bilateral cerrado de un algebra
de Banach A con identidad e, entonces A/Z es un algebra de Banach con
identidad e+ Z. Por ello, también se puede definir el espectro de un elemento

en A/T.

Teorema 1.15. Sea Z un ideal bilateral cerrado de un dlgebra de Banach A
con identidad e. Entonces

ox+7Z) Co(x).
Demostracion. Basta demostrar que
p(z) C p(z +I).

Sea A € p(z), entonces x — Ae es invertible. Denotaremos por y a su inverso.
Asi
y(x — Xe) = (z — Ae)y =e.

Esto implica que

(y+D)(x—Xe+Z)=(x—Ade+D)(y+Z)=e+ZL.
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Esto es
A€ p(x+1).

[]

Denotaremos por K = K(H) al conjunto de operadores compactos defini-
dos en H. Este conjunto forma un subespacio de B(#H). Mas aun, si K € K
se cumple que

TKeK y KTeK,

para todo T' € B(H). Es decir, K es un ideal del dlgebra de Banach B(H).
Por lo tanto, podemos definir el cociente B(H)/K, que se llama el dlgebra de
Calkin y el espectro esencial de T es el espectro de T'+ K en el algebra de
Calkin, el cual se denota por o.(7T).

El espectro esencial es importante porque describe las propiedades del
operador que son estables bajo ciertas perturbaciones. Por ejemplo, si consi-
deramos un operador 7'y le sumamos un operador compacto K, es posible
que el espectro total cambie, pero el espectro esencial no lo hace. El siguien-
te corolario asegura que, aunque el espectro total puede contener elementos
adicionales, el espectro esencial siempre serd un subconjunto del espectro
completo.

Corolario 1.16. El espectro esencial de un operador acotado T estd conte-
nido en el espectro de T. Esto es o.(T) C o(T).

1.5. Espacios de Hilbert con ntcleo repro-
ductor

A continuacion presentamos una pequena introduccion a los espacios de
Hilbert con ntcleo reproductor. Estos espacios tienen una herramienta muy
util y es que permiten representar cada funciéon del espacio de Hilbert H como
una combinacién de un conjunto de funciones base, conocidas como nicleos
reproductores. Para esto, a partir de ahora consideramos espacios de Hilbert
de funciones complejas definidas en un conjunto €2, es decir, los elementos
de H serdn funciones f € H*, donde H es el conjunto de las funciones de
) — C. En el Teorema 1.17 se demuestra que es necesario y suficiente que
cada evaluacién puntual sea acotada para que exista el nicleo reproductor
de un espacio de Hilbert de funciones.
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Una familia (K.).cq € H® se llama niicleo reproductor de H si para cada
feHy z e se tiene que

f(z) = ([, K). (1.7)
la Ecuacion 1.7 se llama la propiedad reproductora.

El funcional de evaluacion E, se define como

paracada z € Qy f € H.

Teorema 1.17. Sea H un espacio de Hilbert de funciones definidas en un
dominio €. El nicleo reproductor de H existe si y solamente si el funcional
de evaluacion E, es acotado, para cada z € €.

Demostracion. Si el funcional de evaluacion E, es acotado, por el Teorema
de Representacién de Riesz, existe un tnico elemento K, € H tal que para
toda f € H

f(z) = E.(f) = {f, K).

Por lo tanto, existe el nicleo reproductor.

Por otro lado, supongamos que H es un espacio de Hilbert con nicleo
reproductor (K,).cq v sea z € Q fijo. Usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos que

|E-(N] = [F)] = [(FH K < I,V eH.
Entonces, [|E.| < [[K-]. —~

Proposicién 1.18. Para cada z,w € €2, el nicleo reproductor cumple lo
stguiente

1. Ky(2) = (K, K.).

2. Ky(z) = K.(w).
3. KPP = K.(2).
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Demostracion. El inciso 1 se sigue de (1.7) tomando f = K,,. Ademés, uti-
lizando 1

Ky(z) = (K., K,) = (K,, K,) = K,(w).
Finalmente, por la propiedad reproductora
IKC|1P = (K., K) = K. (2).
m

Si el nicleo reproductor existe, es tinico. En efecto, si suponemos que
existe otro nicleo reproductor (K”),cq, entonces para todo z,w € Q

K (w) = (K, Ky) = (Ky, K]) = Ky(2) = K.(w).

Con lo cual concluimos que K = K, para todo z € .

Si tenemos una base ortonormal de un espacio de Hilbert con nicleo
reproductor, podemos encontrar una féormula para el nicleo reproductor en
términos de esta base.

Proposiciéon 1.19. Sea Q2 un conjunto arbitrario y sea H un espacio de
Hilbert separable con nicleo reproductor de funciones complejo-valuadas de-
finidas en Q. Sea (e,(2))32, una base ortonormal de H, entonces para todo
z,w € )

[e.9]

Kou(2) =) _en(z)en(w).

n=1

Demostracion. Como K, y K,, € H para todo z,w € )

K, = Z(Kz,en>en y Ky,= Z(Kw, €m)Cm-
n=1 m=1
Luego, se tiene que
= Z szen waem><en7€m>
n=1m=1

(K., en){(Kuy,en)

M8

3
Il
i

ng

n(w)en(2).

S
Il
—
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1.6. Funciones Armonicas

Como hemos mencionado previamente, el objetivo principal de este tra-
bajo es caracterizar los simbolos de los operadores de Toeplitz que son pro-
yecciones. En particular, cuando el simbolo es una funcién armonica acotada,
disponemos de condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando el
producto de dos operadores de Toeplitz es una proyeccién (Capitulo 5). Por
ello, en esta seccién introducimos el concepto de funcién arménica complejo
valuada y analizamos algunas de sus propiedades fundamentales.

Sea f : D — C una funcién dos veces diferenciable, es decir, de clase C?.
El laplaciano de f, denotado por Af, se define como

0 f n 0 f
ox2 Oy’
Decimos que f es una funciéon armonica si Af = 0 en D. En particular, si
escribimos f en su forma real e imaginaria como f = f; 4+ ifs, con fi, fo :

C — R, entonces f es armonica si y solo si tanto f; como f son funciones
armonicas reales.

Af z=x+1y.

Introduzcamos los operadores de Wirtinger

o _1(o oy o _1(0 0
0z 2\0x Oy Y oz T 2\ o oy )

Con estos operadores, podemos expresar el operador laplaciano como

02 0?

A=4 =4 )
020z 0z0z
Esto implica que
= Si f es una funcién analitica (% = 0), entonces f es armoénica.

= Si f es una funcién antianalitica (% = O), también es armonica.

Definimos el operador Laplaciano invariante, denotado por A, como
2

0z0z

El siguiente teorema establece que las funciones armoénicas complejo va-

luadas se pueden representar como la suma de una funcién analitica y una
antianalitica.

A= (1-12*)2A =4(1 — |2]?)?

(1.8)
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Teorema 1.20. Sea f : D — C una funcion armonica. Entonces, existen
f1, fo : D — C, funciones analiticas, tales que

f=h+F
Mas aun, f1 y fo son unicas salvo constantes.

Demostracion. Dado que f es una funcién armoénica, existen uy, us : C — R,
funciones armonicas reales, tales que

f=u1 +ius.

Sean vy y vy las conjugadas armoénicas de u; y us, respectivamente. Entonces,
las funciones
U:ul—l—ivl y V:i(UQ+iUQ)

son analiticas en ID. Ahora, definamos

U4V P
R T

Con estas definiciones, verificamos que

fi:

(u1 + iUl — Vg + ZUQ) + (u1 - iUl + vy + ZUQ)
2

fit o=

= uy +ius = f.

De esta forma, obtenemos la descomposicién deseada f = f1 + fo, con fi y
fo analiticas.

Para demostrar la unicidad salvo adicién de constantes, supongamos que
existen g1, go : D — C, funciones analiticas, tales que

=9+ 0.

En este caso, se cumple que
fi—g=F-0.

El lado izquierdo de la ecuacién es analitico, mientras que el lado derecho es
antianalitico. Por lo tanto, ambos lados deben ser constantes, lo que implica
que

f1 — g1 = constante y fo — go = constante.

Esto prueba que f; y fo son unicas salvo por términos constantes, comple-
tando la demostracion. [
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De hecho, las funciones f; y fs pertenecen al espacio de Bloch B, es decir,
son funciones analiticas en D que satisfacen la condicién

I fells =sup{z € D: (1 — |22 fa(z)|]} < o0, k=1,2. (1.9)

Corolario 1.21. Cualquier funcion f : D — C que sea analitica y acotada
pertenece al espacio de Bloch. Es decir, la norma en (1.9) es finita.

Demostracion. Sea f : D — C una funcién analitica y acotada. Si f # 0,
definimos la funcién g : D — D como

_ f)
9 =l

Por el principio del médulo maximo, se cumple que |g(z)| < 1 para todo
z € D. Dado que g es analitica en D, el Lema de Schwarz-Pick implica que

g 1
T— 9P = T [P

Reescribiendo esta desigualdad, obtenemos

/')l

e _ 1

< , para todo z € D.
MICTE
1/ 1l

Por lo tanto, se deduce que

£ ()
[1flloo

Esto es, cada funcién analitica acotada es de Bloch. O

L=z () < A= =PI )] < 1l — < [ lloe-

El siguiente Lema es de gran utilidad al analizar operadores de Toeplitz
con rango finito.

Lema 1.22. Sean f, g funciones armdnicas acotadas en el disco unitario D.
Entonces el operador A(fag1) € L>®(D,dA), donde g, y fo estan dadas por
la descomposicion en 1.20.
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Demostracion. Como f y ¢ son funciones armoénicas acotadas en el disco
unitario, ¢g; v fo pertenecen al espacio de Bloch B. Ademés

A(fag1) = (1= |21 f5(2) g1 (2)-
De la ecuacién anterior se tiene que A(Egl) € L>*(D,dA). ]

Otra propiedad importante que satisfacen las funciones armoénicas es la
propiedad del valor medio. Esta propiedad también la cumplen las funciones
analiticas, su demostracion esta en la Proposicién 2.1.

Teorema 1.23 (Propiedad del valor medio para funciones arménicas). Si
f € C?*(Q) es una funcién armdnica definida en un subconjunto abierto Q C
C tal que para z € Q yr > 0 se tiene que B.(z) C Q, entonces

21
f(z)= %/0 f(z+re®)db.
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Capitulo 2

El espacio de Bergman

Los espacios de Bergman comenzaron a estudiarse en el contexto de la
teoria de funciones de variable compleja, especificamente en la teoria de fun-
ciones analiticas. Estos espacios se introdujeron como una generalizacién y
extension del concepto de espacio de Hardy, otro tipo de espacio de funciones
analiticas.

En este capitulo estudiamos los espacios de Bergman, cominmente deno-
tados como AP(D), los cuales fueron introducidos por el matemético Stefan
Bergman en la década de 1920, y mostramos sus propiedades mas impor-
tantes sobre el disco unitario D = {z € C : |2| < 1} en el plano complejo
C. Como primer paso definimos los espacios de Bergman con peso A? (D),
para 0 < p < oo y a > —1. El caso mas estudiado es cuando p = 2, conoci-
do como el espacio de Bergman cuadrado integrable. Aqui demostramos que
es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L?(D,dA,), donde dA, es
una funcién de peso que depende de la medida de Lebesgue dos-dimensional
normalizada.

En la Seccion 2.2 nos centramos particularmente en el espacio de Bergman
sin peso A?(D). Este espacio tiene nicleo reproductor y usando las técnicas
del capitulo anterior damos la férmula explicita para dicho ntcleo. Esto a
su vez nos permite representar en forma integral la proyeccién ortogonal de
L*(D,dA) sobre A*(D). Las definiciones y resultados de este capitulo estdn
basados en [16] y [5].

31



2.1. El espacio de Bergman con peso

A partir de ahora denotamos por B,.(z) :={\ € C: |z — A| < r} al disco
en el plano complejo centrado en z y de radio r. La circunferencia centrada
en z y de radio r se denota por 0B,(z) = {A € C: [z — A| = r} y el disco
cerrado se denota por B,.(z).

Si a > —1, la funcion de peso, con parametro a, w, : D — R se define
como sigue
walz) = (a+1)(1—|2]2)?, VzeD.

Con esta funcién, definimos la medida dA,(z) sobre el disco unitario D como
dAy(2) = wa(2)dA(2). (2.1)

En (2.1), dA(z) representa la medida de drea en I normalizada. En términos
de coordenadas rectangulares y polares

1 1
dA(z) = —dxdy = —rdrdo,
T 7T

con z = x + iy = re'.

Sea 0 <p < ooy —1<a< 0. El espacio de Bergman con peso AP (D)
es el conjunto

AP (D) = {f :D — C | f es analitica y / |fIPdA, < —l—oo} :
D

donde dA, estd definida por (2.1). Es claro que A?(D) es un subespacio
vectorial de L2 (DD, dA,,), con las operaciones definidas puntualmente. Cuando
p>1, LP(D,dA,) es un espacio de Banach con la norma

I = ([ |f(z)|”dAa(2))1/p.

En el Teorema 2.3 mostramos que, si p > 1, A2 (D) es un espacio de Banach
con la norma heredada de LP(D,dA,). Para esto necesitamos la propiedad
del valor medio para las funciones analiticas.
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Proposicién 2.1 (Propiedad del valor medio para funciones analiticas). Sea
f una funcion analitica en algin disco cerrado B.(z)) C D, con r > 0 y
zo € D. Entonces

1
(z0) TQ/BT(ZO)f() =)

Demostracion. Como consecuencia de la Férmula Integral de Cauchy y ha-
ciendo z = zy + re” tenemos que

1 1 [ ,

f(z0) = —f Mdz = — f(z0 +re)do.
271 9B (20) Z— 20 27 0

Por otro lado, usando coordenadas polares y utilizando la igualdad anterior

se cumple que

/BT(ZO) f(2)dA(z) = %/OT /:W Flzo + re®) sd ds

= 2/Orsf(zo)ds
=1r?f(20).

Con lo que obtenemos el resultado deseado. O

Con esta propiedad podemos obtener el siguiente corolario que relaciona la
convergencia en L?(ID, dA) y la convergencia uniforme en compactos; ademas
nos asegura que cada funcional de evaluacién es acotado en A= (D).

Corolario 2.2. Sea0 <p < oo y—1< a < oo. 5 K es un subconjunto com-
pacto de D y n € N, entonces eziste una constante positiva ¢ = c(n, K, a, p)
tal que para cada f € AP (D)

sup{| f™(2)] : 2 € K} < c||fllp.a-

En particular, cada evaluacion puntual en D es un funcional lineal acotado

sobre AP (D).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, definamos K := B,.(0) para algun
r € (0,1), el cual es un subconjunto compacto de D. Primero probaremos el
resultado para n = 0. Sea g, = 1—5’” para que el disco By, (z) esté contenido
en D para todo z € K. Por la Proposicién 2.1, tenemos que para todo z € K

FEP < - / |F(w)[PdA(w). (22)

Oy

T
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Es facil ver que
1

AW < S D

dA,(w).

Por lo tanto, de (2.2)

FOF < sy [ fw)PaAs o)

Luego, para todo z € K

()] < co [ / |f<w>|PdAa<w>} Y e

1

a+ 1)1\ .

con ¢y = <% . Finalmente se obtiene el resultado para n = 0,
O-’f’

tomando el supremo sobre todos los z € K, esto es
sup | f(2)] < co || fllp.a-
zeK

Por el caso anterior, existe una constante ¢y > 0 tal que

[f(w)] < collfllpas

para todo w € dBg(0), donde R = % Entonces por la Férmula Integral de
Cauchy

! leon R
e < ﬁéB bGP

= o 0 [w — 2]+ = gt
para todo z € K y f € A(D), lo que concluye la demostracién. O

Como consecuencia de este corolario, veamos que el espacio de Bergman
AP (D) es un espacio de Banach para 1 < p < oc.

Teorema 2.3. Para cada 1 < p < oo y a > —1, el espacio de Bergman
AP (D) es cerrado en LP(D,dA,).

Demostracion. Tomemos una sucesion (f,)neny € A2(D) tal que ||f, — f|| —
0, para alguna f € LP(D,dA,). Veamos que f es analitica en D.
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Como (f,)nen converge en un espacio completo, entonces es una sucesion
de Cauchy en LP(D,dA,), es decir que dados m,n € N, existe un N € N tal
que si m,n > N, se tiene que

1fo = full <€

Por otro lado, si fijamos cualquier r € (0, 1), usando el Corolario 2.2, tenemos

que para todo z € B,(0) se cumple que

1
[fu(2) = fu(2)] < =M fu = full.

Esto dice que la sucesion (f,)nen converge uniformemente a una funcién
analitica en cada subconjunto compacto de ID. Por el Teorema de Morera, f
debe ser analitica en ID. O]

2.2. El espacio de Bergman como espacio de
Hilbert

En esta seccién nos centramos en el caso particular cuando p = 2, es
decir, en el conjunto de todas las funciones analiticas f definidas en el disco
unitario tal que f € L*(D,dA).

Por el Teorema 2.3, con p =2 y a = 0, A?(D) es un subespacio cerrado
del espacio de Hilbert L?(ID, dA). Por lo tanto .A?(D) es un espacio de Hilbert
con el producto interno heredado de L?(ID,dA), esto es

<ﬁm=4jwaﬁmv>

El Corolario 2.2 nos asegura que la evaluacién puntual E, : f — f(z)
es un funcional lineal acotado, y como A%*(D) es un espacio de Hilbert de
funciones complejas, por el Teorema 1.17 existe el nicleo reproductor de
A%(D). Entonces tenemos que para toda f € A*(D) y z € D

ﬂazwxgzéﬂwmmwmm.

Sea K(z,w): DD x D — C dada por

K(z,w) = K, (w) = Ky,(2).
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Esta funcion se llama el nicleo de Bergman o el nicleo reproductor de A*(D).

Note que, para cada n € Ny := NU {0}, las funciones f,(z) = 2" perte-
necen al espacio de Bergman A%(D). Ademds, se tiene que

1 2 1 1
1l = / P dA(w) = / / 2 grgg —
D TJo Jo n+1

Por lo tanto, para cada n € Ny, definimos la funcién e, como
en(z) :=vVn+ 12" (2.3)

Es claro que ||e,|| = 1 para todo n € Ny.

Teorema 2.4. La sucesion (e,)nen, forma una base ortonormal para el es-
pacio de Bergman A*(D).

Demostracion. Primero veamos que (e, )nen, forma un conjunto ortonormal.
Ya sabemos que ||e,|| = 1 para todo n € Ny. Sean n, m € N tales que n # m,
entonces

R [7 [ et
0 JO

<€n7 €m> = T

La ultima igualdad se obtiene porque

27 )
/ eln=mfqn — (.
0

Por lo tanto (e, )nen, €s una sucesién ortonormal. Veamos ahora que es maxi-
mal, es decir, que su complemento ortogonal es la funcién cero. Supongamos
que f € A*(D) es tal que para todo n € Ny, (f,e,) = 0. Note que para
r € (0,1) se satisface

/Df(z)z_"dA(z) = lim f(2)z"dA(z2). (2.4)
d

r—1- B, (0)

n+1
Ademas se tiene que — - = 2". Aplicando el Teorema de Green de
dz \n+1

Analisis Complejo, se tiene que
_ 1 d [ 2"
zz”dAz:—/ fz—( )dAz
e = e g (g Jaac)

1 n+1
= f(z)( ) dz.
271 9B, (0) n + 1
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Por lo que usando (2.4) y (2.5) tenemos que
(f,en) =Vn+ 1/f(z)z_"dA(z)
D
=+vn+1 lim f(2)z"dA(z)
0)

r—1- Br(

1 7N
T lim f(z)(z >dz
(0)

r—1- 27 Jyp, n+1

Es facil ver que para todo z € 9B,(0), zn+1 = p2(+h) =41 "agf que

1 2(n+1)
(f,en) = lim = ; j{ f(iz dz.
vn+1r=s1- 210 Jop o) 2"

Debido a que f es analitica en B,.(0), para todo n € Ny, el n-ésimo coeficiente
de la serie de potencias de f centrada en cero, esta dado por
1 f(w)

= dw.
= o oB,(0) W

Por lo tanto . F
,€n) = lfm P20 = 20
(fren) = g i fo= =
Por hipdtesis, la ultima igualdad es cero si y solamente si f,, = 0, para todo
k € Ny, lo que implica que f = 0. Por lo tanto (e,)nen, €s completo. O

Proposicién 2.5. El nicleo reproductor de A?(D) estd dado por

1

K(z,w) = s

Demostracion. Derivando ambos lados de la serie l%z = 2" se obtiene

que
oo

a _12)2 => (n+1)z". (2.6)

n=0

Por el Teorema 2.4, (€,)nen, €8 una base ortonormal para A*(D) y por la
Proposicién 1.19 se tiene que

o0

K(z,w) =Y (n+1)(zm)".
n=0
Haciendo z = 2w en (2.6) tenemos el resultado deseado. [
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La propiedad reproductora nos dice entonces que cada f € A?*(D) se
puede representar como

f(w)
= [ ————dA(w).
/) /]D) (1 - 2w)? (w)
Note que para cada z € C, usando la propiedad reproductora se tiene que

K17 = (K., K.) = K.(2).

Por lo tanto, podemos dar una formula para el nicleo reproductor normali-
zado de A*(D) como la funcién dada por
K. (w) 1— ]z

k. (w) = 0 0w w e D.

Proposicién 2.6. Los nicleos normalizados k, convergen a 0 débilmente en
A%(D) si |z| — 17. Es decir, para toda f € A*(D)

(fik.) >0 si |2| = 1.

Demostracién. Sea f € A*(D) y € > 0. Como el espacio H>°(D) es denso en
A%(D), existe una funcién h € H>(D) tal que || f — h|| < e. Ahora, note que

/D h(w) K- (w)dA(w)
= (1—|2)|h(2)].

Entonces, se tiene que

[(Fr k) < [ = hy k)| + [, k2)|
< = hll+ (1= |2%)|A(2)]
<e+ (1= [2*)llAllo-

Haciendo |z| — 17, tenemos que |{f, k.)| — 0. O

2.3. Proyecciéon Ortogonal de Bergman

Por el Teorema 2.3, sabemos que A?*(D) es un subespacio cerrado de
L*(D,dA), asi que existe la proyeccién ortogonal sobre A%*(D), la cual es
llamada la proyeccion de Bergman.
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Proposicién 2.7. Para toda f € L?*(D,dA) y z € D, la proyeccién de Berg-
man tiene la siguiente representacion integral:

Pie) = [ fwRiaaw = [ Y caaw)

(1 —2w)?

Demostracién. Teniendo en cuenta que K, € A*(D) y por la propiedad re-
productora,

Pf(z) = (Pf.K) = (f, K.) = / f () K (w)dA(w).

De (2.5) se tiene la igualdad. O
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Capitulo 3

Operadores de Toeplitz

La interaccion entre los operadores de Toeplitz y los espacios de Bergman
es rica y profunda. En estos espacios, los operadores de Toeplitz preservan
la naturaleza analitica de las funciones, lo que les da un papel crucial en el
analisis complejo. Por otro lado, los operadores de Hankel y los operadores de
Toeplitz, aunque tienen estructuras distintas y capturan diferentes aspectos
de funciones en espacios como los de Hardy y Bergman, estan estrechamente
relacionados en teoria de operadores. Ademas, mientras que muchos opera-
dores de Toeplitz no son compactos, ciertos operadores de Hankel son com-
pactos o pueden aproximarse bien mediante operadores de rango finito. Esto
hace que los operadores de Hankel sean ttiles para estudiar las propieda-
des de compactacion y espectrales en espacios de funciones. En este capitulo
centramos nuestra atencién en estos operadores, particularmente cuando su
simbolo es acotado, presentamos su definicion y las propiedades elementales
que se usan con frecuencia en lo que sigue. Adicionalmente se estudian con-
diciones para las cuales ciertos operadores, de Toeplitz y de Hankel, tengan
rango finito.

3.1. Operadores de Toeplitz y de Hankel

Sea ¢ € L>*(D, dA). El operador de Toeplitz T, con simbolo ¢ definido en
el espacio de Bergman A?(D) est4 dado por la expresion

Tof = P(of),
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para toda f € A%(D). Aqui P es la proyeccién ortogonal de L*(ID, dA) sobre
A?(D). Usando la representacién integral de la proyecciéon de Bergman P,
dada en la Proposicion 2.7, podemos escribir al operador de Toeplitz como
el operador integral

para toda f € A*(D). Note que
[Tl < |1PM| < P Mgl = [l

donde M, es el operador de multiplicacién definido en el Ejemplo 1. Por lo
tanto, el operador de Toeplitz Ty es acotado si ¢ € L>(D,dA).

Observe que si ¢ es una funcién analitica, el operador de Toeplitz coincide
con el operador de multiplicacion, esto es

T¢ - M¢|_A2(]D))-

El siguiente teorema, cuya demostracion es sencilla, muestra algunas pro-
piedades importantes que cumplen los operadores de Toeplitz. Denotamos al
conjunto de funciones analiticas y esencialmente acotadas por H*(D).

Proposicion 3.1. Sean A\, 5 € C y ¢, funciones acotadas en . Entonces,
1. Taprpy = Ny + BTy.
2. Ty =15
3. Ty>0si¢p>0.

Mas ain, si ¢ € H>®(D), entonces

4. TyTy = Tyg.
5. T5Ty = Ty

Sea ¢ € L>*(D,dA). Se define el operador de Hankel H, con simbolo ¢,
como el operador Hy : A*(D) — A?(D)* dado por la expresién

Hyf = (I = P)(¢f),
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para toda f € A*(D). En otras palabras, H,f representa el complemento
ortogonal de ¢ f respecto al subespacio de las funciones analiticas. Usando la
representacion integral de P, podemos escribir el operador de Hankel como
el operador integral

Hof ()= [ 20 pwpdiaw),

para toda f € A?(D). Como en el caso del operador de Toeplitz, es facil ver
que si ¢ € L>(D,dA), el operador de Hankel Hy es acotado con ||Hy| <
|llc- Ademds, dadas f € A*(D) y g € A*(D)* se cumple que

(f, Hyg) = (Hof.g) = (of — P(8[), 9) = ([, ¢9) = (P, dg) = ([, P(¢g))-

Por lo tanto, el operador de Hankel adjunto H} : A*(D)*~ — A*(D) estd dado
por la regla

Hy(f) = P(6f),

para toda f € A?(D)*. Equivalentemente, se tiene que

H(f) = P(6).

para toda f € A?(D)*.

Definimos el operador Sy : A*(D)+ — A?(D)* que actiia mediante la
siguiente formula:

Ss(f) = (I = P)(),

para toda f € A%(D)*. Este operador juega un rol clave para determinar
cémo ¢ actia fuera del espacio analitico A?(ID), a diferencia del operador de
Hankel. Este operador es de gran utilidad en la seccién 3.2.

La accién de multiplicar por ¢ en L?(D, dA) puede descomponerse comple-
tamente en términos de los operadores Ty, Hy y Sy definidos anteriormente.
Esta descomposicién permite estudiar la acciéon de ¢ de manera separada en
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los subespacios A%(D) y A?*(D)+. Para ser precisos, si consideramos el opera-
dor de multiplicaciéon M y escribimos la funcién f € L*(D) como f = f1+ fa,
donde f, € A%(D) y f; € A%(D)*, entonces se tiene que

My(f) = of1 + ofa
= P(of1) + (I = P)(¢f1) + P(¢f2) + (I = P)(of2)
=Tofr + Hofr + Hzfo + S fo

En conclusion, tenemos el siguiente esquema:

12(D)

A

Ve

A2D)  AXD)*

A(D) Ty H3

L*(D) |

AXD)*| Hy Se

Dadas ¢,¢ € L*(ID,dA), definimos el semiconmutador y el conmutador
de los operadores de Toeplitz Ty y T, como

(T, Ty] = Tyy — TyTy, (3.1)

[T, Ty] =TTy — Ty Ty,
respectivamente.

En el Capitulo 5, particularmente en el Teorema 5.12, daremos condicio-
nes para que el semiconmutador sea una proyeccion.

La relacion entre los operadores de Toeplitz v los operadores de Hankel
se establece mediante la siguiente igualdad.
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Proposicién 3.2. Sean ¢, € L>(D,dA). Entonces, se cumple que
(Ty, Ty) = H3H,.
Demostracion. Observe que dada f € A*(D),

HZHy(f) = PMgy(f) = PMyPMy(f) = Tou(f) = ToTy(f).

Esto demuestra la igualdad del lema. O

Corolario 3.3. Si ¢,9» € C(D), entonces el semiconmutador (Ty, Ty es
compacto.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.2 y teniendo en cuenta que el
operador de Hankel Hy, es compacto [10, Proposicién 6.11]. ]

3.2. La subalgebra AQ

El conjunto de funciones esencialmente acotadas que hacen compacto al
operador de Hankel forma una subélgebra cerrada de L>(D,dA) (véase la
Proposicién 3.5). Denotamos este conjunto como AQ (D). Es decir,

AQ(D) = {p € L*(D,dA) : H, es compacto}.
El siguiente lema es clave para la demostracion de la Proposicion 3.5.
Lema 3.4. Sean ¢,v € L>*(D,dA). Entonces, se cumple la relacion

Demostracion. Sea f € A*(D). Por definicién del operador de Hankel, tene-
mos

Hyy(f) = (I = P)(¢0f) = ¢v f — P(¢pf).

Por otro lado,

(SpHy + HyTy)(f) = Splbf — P(f)] + Hy[P(¥f)]
= = P)(¢vf)— (I —=P)oPf)) + (U~ P)eP(f))
= o f — P(ouf).

Con esto tenemos la igualdad deseada. O
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Proposicién 3.5. AQ(D) es una subdlgebra cerrada de L*>°(D,dA).

Demostracion. Es facil ver que si ¢, 1 € AQ(D), entonces o+ € AQ(D). Por
el lema anterior, se tiene que Hyg, es un operador compacto si ¢, 1 € AQ(D) y
por lo tanto AQ (D) es una subélgebra de L> (D, dA). Veamos que es cerrada.
Sea ¢, € AQ(D) tal que ||¢,, — @]l — 0 si n — oco. Note que

[1Hg—s (Wl < (|7 = Pllll¢n = dlll[hll2 < [0 = 2lll|¢]l2-

Por lo que Hy, converge uniformemente a Hy. Para cada n € N, Hy, es
compacto y por lo tanto H, es compacto, concluyendo que ¢ € AQ(D). O

Dado que para cada ¢ € C (ﬁ) el operador de Hankel Hy es compacto, se
tiene que C(D) C AQ(D).

3.3. La transformada de Berezin y sus propiedades

La transformada de Berezin se ha convertido en una herramienta muy
importante en el estudio de operadores definidos en espacios de Hilbert con
nicleo reproductor. En nuestro contexto la utilizamos para encontrar condi-
ciones para la compacidad de productos de operadores de Toeplitz.

Sea S un operador lineal en A%*(D), no necesariamente acotado, cuyo
dominio contiene a H*(D). Entonces S induce la funcién Bg : D — C dada
por

Bg(z) = (Sk.,k.), ze€D,
donde k, es el nticleo reproductor normalizado de A?(D) dado por

1— |2

ke = ——3,
(1 —wz)?

w € D.

Esta funcién es llamada la transformada de Berezin de S. Adema&s, note que
| Bs(2)| = [(Skz, k2)| < [|SE:NIK- | = [[Sk- .
Por lo tanto Bg es acotada si .S es acotado.

Dada una funcién ¢ € L>*(D,dA), se puede definir su transformada de
Berezin por medio de la integral

/¢ (= |2 L G A(w). (3.2)

1 —wzl!
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Para cada z € D, definimos la transformacion de Mobius @, : D — D por

D, (w) = 1Z—_E1Z)’ Vw € D.

Estas funciones son automorfismos del disco unitario. Es facil ver que cada
®, es una involucién: ¢, (P, (w)) = w para todo w € D. También note que
P,(2) =0y D,(0) = z, es decir; intercambia el origen con z. La funcién @,
tiene derivada

2 —1
(1 —7zw)?’

entonces tiene Jacobiano real dado por

@) (w) =

! () () = fo )2 = LT

|1 —zw[*

Por lo tanto, por el teorema de cambio de variable se tiene que para ¢ €
L>(D,dA)

[eovtwianm = [6 (L) taw - [ o S=EDraaw)

La ultima igualdad coincide con (3.2). En conclusién, tenemos la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 3.6. Si ¢ es una funcion integrable acotada definida en D,
entonces

- / 60 . (w)dA(w).

Observacion. Note que la transformada de Berezin de la funcién ¢ coincide
con la transformada de Berezin del operador de Toeplitz Ty. Esto se sigue de

Br(2) = Tk, k) = (P(9h2), h=) = (9h. ).

Proposicién 3.7 (Transformada de Berezin de una funcién armonica). Sea
f una funcion armonica y acotada. Entonces,

Bf = .
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Demostracion. Como f es una funcién arménica, entonces f o . también
es una funciéon armonica, por lo que cumple la propiedad del valor medio
[Teorema 1.23]. Esto implica que para todo z € D

F(2) = F(@.(0)) = (f 0 8.)(0) = / (f 0 ®.)(w)dA(w) = BS(2).

D

]

Una propiedad fundamental de la transformada de Berezin es que conmu-
ta con el operador laplaciano invariante definido en (1.8). La demostracién
de este resultado se puede ver en [1, Lema 1].

Proposicion 3.8. Sea f una funcién continua dos veces diferenciable en D
tal que f,Af € LY(D,dA). Entonces la transformada de Berezin conmuta
con el operador Laplaciano invariante. En otras palabras,

ABf = B(Af).

3.4. Operadores de Toeplitz de rango finito

Un operador lineal T" definido en un espacio de Hilbert H se dice de rango
finito si dim(T'(H)) < oo.

Ejemplo 4. Sean z,y € A%(D). Se define el operador x ® y en A?*(D) por la
relacion

@y f=(fyz, [fecAD).

Este operador tiene rango uno siempre que z # 0.

Los operadores de Toeplitz también se pueden definir para simbolos que
son medidas finitas sobre el disco unitario D. En particular, si y es una
medida de Borel regular y compleja en D, se define el operador de Toeplitz
T, en A*(D) como

1.6 = [ %du(wx f e A(D).

1—zw

Observe que, si du = ¢dA, con ¢ € L>(D,dA), el operador T}, coincide con
el operador de Toeplitz con simbolo ¢. Es decir, T}, = T,.
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En particular, podemos considerar la medida p como una combinacion
lineal de masas puntuales. Esto significa que u se escribe como

N
=Y My A #0, (3.3)

k=1
donde 0, es la delta de Dirac centrada en 2z, y A\, € Cparatodok =1,..., N.

Proposicién 3.9. Sea 1 una combinacion lineal de masas puntuales como
en (3.3). Entonces, el operador de Toeplitz T,, tiene rango finito. Mds especifi-
camente, la imagen de T}, es generada por Kzl, K., ...,K,,, donde K., son
los nicleos reproductores definidos en la Proposicion 2.5.

Demostracion. Dado que p tiene la forma indicada en (3.3), se tiene que

f(w) A S (2
T = —d = )\ z
)= [ e = 3 §jkfa; (@)
Esto implica que la imagen de T}, estd contenida en el subespacio generado
por {K,, :k=1,...,N}. Por lo tanto, T}, tiene rango a lo mas N y por ello
es un operador de rango finito. O

El reciproco de la Proposicién 3.9 se demostrd en [8, Teorema A tated)]
para un caso mas general. En particular, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.10. El operador de Toeplitz T), tiene rango finito si y solo si
es una combinacion lineal de masas puntuales.

Como consecuencia de este resultado, se tiene el siguiente corolario el cual
es fundamental en los resultados del Capitulo 5.

Corolario 3.11. Sea ¢ € L>*(D,dA). Si T, tiene rango finito, entonces
¢ =0.

Demostracion. Supongamos que p = ¢dA, de modo que T, = Ty. Si Ty tiene
rango finito entonces T}, también lo tiene. Por el Teorema 3.10, ;1 debe ser una
combinacion lineal de masas puntuales. Note que para cada k=1,..., N,

) = [ saa=o
{z1}

Lo que implica que p = fozl A0z, = 0, entonces ¢dA = 0. Asi |p|dA = 0.
Si definimos el conjunto medible M = {z € D : |¢(z)| # 0}, se tiene que
Jiy 161dA = 0. Por lo que ¢ = 0 en casi todo punto. O]
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Finalmente, al considerar operadores de Toeplitz con simbolos arménicos
en D, se puede analizar el rango del semiconmutador. El Teorema 3.17 carac-
teriza cuando el producto de dos operadores de Hankel tiene rango finito, lo
cual equivale a determinar cuando un operador de Toeplitz especifico posee
esta propiedad.

Del Teorema 1.20 y el Corolario 1.21, sabemos que cada funciéon arménica
y acotada se puede escribir como la suma de una funcién analitica y una

antianalitica, donde ambas funciones son acotadas (pertenecen al espacio de
Bloch).

En adelante, para simplificar la notacion, si f y g son funciones armonicas,
entonces fi, f2, g1, v g2 denotaran las funciones analiticas y acotadas tal que

f=fi+f v g=q+0

Los siguientes lemas seran de utilidad para demostrar el Teorema 3.17. Estos
resultados se tomaron de [4].

Lema 3.12. Sea f € A*(D) y z € D. Entonces, se cumple que

donde P es la proyeccion de Bergman y K, es el nicleo reproductor del
espacio de Bergman.

Demostracidn. Para toda funcién g € A?*(D), se verifica que

(P(fK.),9) = (9. FK.) = f(2)9(2) = f(2){g, K.) = (f(2) K., ).
De aqui se deduce la igualdad deseada. O

Lema 3.13. Sea f una funcion armonica y acotada en . Entonces, se
cumple que o
Trk. = (fi + f2(2))k,

donde k, es el nicleo reproductor normalizado del espacio de Bergman.

Demostracion. Usando el Lema 3.12, la propiedad reproductora del nicleo
de Bergman, y observando que f1k, € A%(D), obtenemos que para todo z € D

Tik, = P(fik.) + P(fak.) = fik. + fa(2)k. = (fi + fa(2)) k..

Esto concluye la demostracion. O
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Lema 3.14. Sean f y g funciones armonicas y acotadas en el disco unitario
D. La transformada de Berezin del operador TyT, estd dada por

B(TyT,)(2) = (fug1)(2) + (1) (2) + (Fag2) (2) + B(Fag1)(2).  (3.4)

Demostracion. Desarrollemos la transformada de Berezin del producto T%7T,.
Usando el Lema 3.13 y las propiedades del nicleo reproductor normalizado,
tenemos

B(T¥T,)(2) = (Tyk=, Tgk)
(91 +72(2))k=, P(fk.))
= (o1 +%<Z>>k277k2>
(i + F2) (91 + G2(2)) k2, k)

= <flglkZ7 kz> +%(z)<f1kzv k2> + <Eglkz7 kz> +%(z) <£kza kz)
= (f191)(2) + (152)(2) + (f292)(2) + (Fagiks, k2).

Dado que B(fag1)(2) = (fo91k., k.), se tiene la igualdad (3.4). O

Lema 3.15. Sean f y g funciones armonicas y acotadas en el disco unitario
D. La transformada de Berezin del operador Ty, estd dada por

B(Tt,)(2) = (1191)(2) + B(1ig2)(2) + B(f291)(2) + (fag2)(2).  (3.5)

Demostracion. Desarrollemos la transformada de Berezin del operador T7,.

B(Ty,)(2) = (Tyghe, ko)
= (fgk., k.)
= <flglkza kZ> + <flg_2kza kZ> + <Eglkza kz) + <%km kz)
= (f1i9)(2) + B(fig2)(2) + B(f201)(2) + (fag2) (2)-

Con lo que se tiene la igualdad (3.5). O

Lema 3.16. Sean f y g funciones armonicas y acotadas en el disco unitario
D. La transformada de Berezin del semiconmutador (Ty,T,| estd dada por

B((Ty, T,])(2) = B(f192)(2) — (f192)(2).

Demostracion. Se obtiene de los Lemas 3.14 y 3.15. ]
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Teorema 3.17. Sean f y g funciones armonicas acotadas en el disco unitario
D. Si el operador H; Hy tiene rango finito, entonces el operador TA(Egl) tiene
rango finito.

Demostracion. El operador A(Egl) € L>(D,dA) por el Lema 1.22, lo que
implica que el operador de Toeplitz TA(TM) es acotado en el espacio de Berg-

man A?(D).
Del Lema 3.16, la transformada de Berezin del semiconmutador es
B((T,, Ty))(2) = B(g1 f2)(2) — (91 /2)(2)-
De la Proposicién 3.2 se tiene la igualdad
B(HgHy)(z) = B((Ty, Ty])(2).
Luego, se tiene que para todo z € D
B(Hg*Hf)(Z) = B(glﬁ)(z) - (91%)(2’)

Aplicando el laplaciano invariante en ambos lados de la ecuacién anterior y
teniendo en cuenta que este operador A conmuta con la transformada de
Berezin (Proposicién 3.8), se tiene que

AB(H;Hy)(z) = B(Agi f2)(2) — (1 = |2*)° 41 (2) f3(2),
o equivalentemente, utilizando la definicion de la transformada de Berezin,
(Ts by = (1= 2o () + ABUEH])(2). (36)
Sean z,y € A*(D). Entonces

Bz ®y)(2)

((z @ y)ks, k)

(1= 2P)X(z @ y) K., K.)
(1= 2K, y)(z, K.)
(1= 2]z (2)y(2),

donde x ® y es el operador de rango uno definido en el Ejemplo 4.
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Supongamos que el operador H; Hy tiene rango N. Entonces, existen fun-
ciones z;,y; € A*(D) para j = 1,2,..., N tal que

Hng:Zl'j@)yj.

Aplicando la transformada de Berezin a la igualdad anterior se tiene que
B(H;Hy)(z) se puede escribir de la forma

B(HzHy)(z) = (1 —| El (Z% 2)y;(z ) ij

para algunas 7;,9; € A*(D). Luego de (3.6), tenemos que

@ + (1 - |2 (Zaz )

Dividiendo por (1 — |z]?)?, obtenemos

<T (075 [ K- > = d.(z (Zx ) . (3.7)

Definamos la funcién de dos variables h : D x D — C como

3N
h(z,w) = <T (0:72) B K > (2) f3(w) — (Z x}-(z)y}(w)> :
j=1
Se puede comprobar que h(z,w) es analitica en z y antianalitica en w;

ademads, por (3.7), h(z,Z) = 0 para todo z € D. Luego, h = 0 (véase [11,
Lema 2.3]). Asi, para todo z,w € D se cumple

(T (gr75) K K2 ) = g1 (2) ol (Z #5(z ) . (38)

Derivando (3.8) n veces respecto a w y evaluando en w = 0, se obtiene

(Ta(mhske) = (1= 12 201(2)

Ta(a7)€"(?) = angi(2 +ana 25
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donde ay,, b,; son constantes.

Note que las funciones gj y 2’ pueden no ser analiticas. Sin embargo,
tomando 0 < r < 1, las funciones g’l,x; son continuas en rD. Esto implica

que son acotadas y se tiene que ¢}, JE; € A%(rD) para todo j =1,..., N.
Afirmacién: El operador de Toeplitz TX (g, 77) tiene a lo méas rango 3N + 1.

Supongamos que exiten 3N + 2 funciones linealmente independientes

{ox iZfFQ en el rango de T (5 7) En particular, para cada 0 < r < 1,
{ér],, 12¥ son linealmente independientes en el espacio A?(rD). Como los
polinomios son densos en A%*(D), para cada k =1,..., N, existen polinomios
P, tal que TA(glﬁ) Dk, — @k, sl n — 00. Entonces T' A(g17z)Phn CODVETZE uni-
formemente a ¢y sobre cada subconjunto compacto del disco unitario . Se
tiene entonces que

[ |Ta, 7Pk (2) = 0(2)]?dA(2) = 0.
rD

n—o0

+» estd contenido en el subespacio generado

Pero por otro lado, Ty, 7Pk,

por el conjunto {g;, JE; :7=1,..., N}. Este subespacio tiene dimensién a lo
mas 3N + 1. Esto contradice que las funciones {¢x|,p}3";? sean linealmente

independientes. En conclusion, TX (4, 7) tiene rango finito. O

Teorema 3.18. Sean f y g funciones armonicas acotadas en el disco unitario
D. El semiconmutador (T, Ty] tiene rango finito si y solo si f es antianalitica
0 g es analitica en D.

Demostracion. Si f es antianalitica o g es analitica en D, usando las propie-
dades de la Proposicién 3.1, el semiconmutador (1, T}] es igual a cero y por
lo tanto tiene rango finito.

Reciprocamente, si (T, T,] tiene rango finito, por la Proposicién 3.2, el
operador H}H 4 tiene rango finito. Entonces, por el Teorema 3.17, el operador

de Toeplitz Tx ;) tiene rango finito, donde f; y g2 se determinan por la
descomposicién de las funciones armonicas,

f=h+f vy 9=0+0 (3.9)
Dado que A(fi73) € L>®°(ID, dA), el Corolario 3.11 implica que

0=A(fi2)(2) = (1~ |2[*)*fi(2)g5(2).
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Esto implica que f{(z)g5(z) = 0 en D.

Sean Zy y Zy los ceros de f] y g5, respectivamente. De nuevo se tiene que
ZpJZz (95) = D, por lo que alguno de los dos conjuntos debe tener puntos de
acumulacion. Debido a que f] y g5 son funciones analiticas, por el Teorema
de identidad clasico de Andlisis Complejo, se tiene que f{ =00 g5, =0 en D.
Esto implica que f; es constante o g, es constate. Si f; es constante, de (3.9)
se concluye que f es antianalitica; y similarmente si g, es constate entonces
g es analitica. Lo que concluye la demostracion. O
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Capitulo 4

Algunos simbolos particulares

En este capitulo se estudian los operadores de Toeplitz cuyos simbolos son
funciones radiales definidas en el disco unitario D, verticales u homogéneas
definidas en el semiplano superior II, y funciones continuas en el disco cerra-
do D. En particular, para el caso vertical y homogéneo, en [13] se construyd
un operador unitario que reduce cada operador de Toeplitz a un operador
de multiplicacién especifico, proporcionando asi una representacion de tipo
espectral. Esta herramienta es de gran utilidad, ya que permite analizar de
manera sistematica la mayoria de las propiedades importantes de los ope-
radores de Toeplitz considerados en este capitulo. Para el caso de funciones
continuas en el disco cerrado nos basamos en los resultados de [10]. El objeti-
vo principal de este capitulo es estudiar y analizar cada operador de Toeplitz
para asi poder dar condiciones para que sean proyeccién (Capitulo 5).

4.1. Simbolos radiales

Una funcién a € L*>®(ID,dA) se denomina funcidn radial si depende uni-
camente de la magnitud del vector, es decir, a(z) = a(|z]).

De acuerdo con el Teorema 2.4, la base canénica de A%*(D) estd formada
por los monomios normalizados dados por (2.3):

en(z) =vn+12", n €N,

Proposicién 4.1. Sea a € L*(D,dA) una funcién radial y T, el operador
de Toeplitz definido en A*(D). Entonces, T, es un operador diagonal respecto
a la base ortonormal (2.3).
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Demostracion. Sean m,n € Ny. Consideremos el producto interno
(T(en), em) = (aen, en) = v £ 1vm 1 / a(2)2" 77, dA(2).
D

Dado que a es radial, podemos expresar la integral en coordenadas polares
haciendo z = 7, donde dA(z) = rdrdf, obteniendo

1 1 2T
(Ty(en), em) = 2¢/n + 1v/m + 1/ a(r)r™tmHdr <2—/ ew(”m)d9> :
0 T Jo

Aqui, el término angular fo% e?"=m)df es igual a 2 sin = m y 0 en caso
contrario. Por lo tanto

2vn+1ym+1 fol a(r)r*tldr, sin=m,

<Ta(6n)’ 6m> = {O sin #m.

Esto implica que (T,(e,),en) = 0 para n # m, por lo que T, es diagonal
en la base ortonormal (2.3). Ademaés, los elementos diagonales de T, estén
dados por

(Tu(en),en) =2(n+1) /1 a(r)r*™*idr. (4.1)
0 [l

De (4.1) se deduce que
Tu(en) = Ta(n)(en), n €Ny, (42)

donde los correspondientes valores propios 7,(n) estan dados por

1
Ya(n) = 2(n + 1)/ a(r)r2"+1dr. (4.3)
0
Definamos el operador R : A?(D) — ¢3(Ny) dado por la regla
R(g) = (<g7 €n>)nENo- (44)

Esto es, el operador R asocia a cada elemento del espacio de Bergman la
sucesién formada por sus coeficientes de Fourier con respecto a la base (2.3).
El operador inverso R~ = R* : (?(Ny) — A*(D) estd dado por

[e.9]

Cn neNg — Z Cn€np. (45)

n=0
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Note que R y R* son isomorfismos entre espacios de Hilbert; mas atin
RR* =1 : (*(Ny) — *(Ny),
R*'R=1:A*D) — A*(D).

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Sea a = a(r) € L*(D,dA) una funcion radial. Entonces el
operador de Toeplitz T, que actia en A*(D) es unitariamente equivalente al
operador de multiplicacion M., = RT,R*, que actia en (*(Ny), donde R y R*
estin dados por (4.4) y (4.5) respectivamente. La sucesion v, = (7Va(n))nen,
estd dada por

Ya(n) = (n + 1)/0 a(v/r)rdr, n € Ny. (4.6)

Demostracion. Es claro que el operador T, es unitariamente equivalente al
operador RT,R*. Mas aun, dado que 7T, es un operador continuo y usan-
do (4.2) se sigue que M., = RT,R*, donde la sucesion 7, esta dada por (4.3),
es decir

1
va(n) = 2(n + 1) / a(E)2 it
0
Haciendo el cambio de variable ¢ = r'/2 en la ecuacién anterior se obtiene el
resultado. O

Corolario 4.3. Sea a € L>*(D,dA) una funcion radial. Entonces, el espectro
del operador de Toeplitz T, esta dado por

o(Ta) = {1a(n) : n € No},
donde 7y,(n) estd dado por (4.6) para cada n € Ny.

Demostracion. De (4.2) se deduce que {v,(n) :n € No} C o(T,).
Para demostrar el reciproco, supongamos que A ¢ {v,(n) : n € Ng}. En
ese caso existe € > 0 tal que |A — 7,(n)| > € para todo n € Ny. Por ello,
< 1/e para todo n, lo que implica que el operador N : (* — (?

|)‘ 'Ya(Cf
definido por la regla
c
N(tenhe) = (5= )
€Nop \ — ’Ya(n) el

es acotado. Es facil comprobar que N es el inverso del operador M, — Al
Por lo tanto, A ¢ o(M,,) = o(7,). Hemos probado que si A € ¢(7,) entonces

A€ {Va(n) :n €Ny} O
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Corolario 4.4. Sea a € L>*(D,dA). Entonces v, satisface

1alloo < flafloo-

Demostracion. De (4.3) tenemos que

1
Ya(n)] < 2ljalleo(n + 1)/0 r¥dr = Jlaf| .

]

La sucesion 7, se puede escribir de una forma alternativa haciendo el
cambio de variable b(u) = a(y/u) en (4.6). Entonces se tiene

Ya(n) = (n + 1)/0 b(u)u"du, n € Ny. (4.7)

El Teorema de representacion de Markov garantiza que el espacio dual de
las funciones continuas en [0, 1] coincide con el espacio de medidas de Borel,
regular, complejas en [0, 1], es decir a cada medida u se asocia el funcional
¢, dado por

ou(5) = [ sin

y la norma de ¢, coincide con la variacién total de p. Para el caso particular
donde p = gds, con g € L0, 1], se tiene que

1 ([0.1]) = / 9lds = gl

Con esto se tiene el siguiente lema.

Lema 4.5. Sea g € L'0,1] y f € C[0,1] tal que

1
/0 g(s)f(s)ds = 0.
Entonces g =0 c.t.p.
Teorema 4.6. Sean ng € Ny y d € N fijos. Suponga que
Ya(nx) =0,

con ng = ng + dk para todo k € Ny. Entonces b(u) = 0 casi en todas partes.
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Demostracion. De la representacion en (4.7), se tiene que

1
0=".(ng) = / b(u)u"u™ du.
0

Haciendo el cambio de variable u = s'/? en la integral anterior, para cada
k € Ny se cumple que

1 —
/ b(sé)s Y skds = 0. (4.8)
0

Sea g(s) = b(sd)s" ‘7=, Haciendo de nuevo el cambio de variable u = s,
se puede ver que la funcién g € L0, 1], pues

/Olg(S)ds

Ahora, dado que cualquier funcién continua se puede aproximar por un po-
linomio, de (4.8), se tiene que para cualquier f € C|0, 1],

1
§/ |b(u)u"d|du < co.
0

[ o) sas=o.

Por el Lema 4.5, se concluye que g = 0 c.t.p., por lo que b(u) =0 c.t.p. O

El siguiente teorema, tomado de [3], garantiza que las sucesiones de va-
lores propios son Lipschitz continuas respecto a la métrica p;(7j, k) sobre Ny
dada por
j — K|

. 4.9
max(j + 1,k +1) (4.9)

pl(jv k) =

Teorema 4.7. Sea a € L*>®°(ID,dA). Entonces, para todos j, k € Ny se cumple
que

|’Ya(j) - 7a<k)| < 2||a||00p1(]7 k) (410)

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que j < k. Entonces

/O 20(r)(( + 12 — (k + 1)+ dy

Va(J) — Ya(k)] =

1
< 2HaHoo/ (G + D)r+h — (k4 Dr** Y dr.  (4.11)
0

59



La ecuacién (j + 1)r#+t — (k + 1)r***1 = 0 tiene una tnica solucién en el
intervalo (0, 1), dada por
1
i+ 1\ 29
o=\ 777 .
(57)

Ademss, la funcién r — (5 + 1)r# ™ — (k + 1)r?**! es positiva en (0, )
y negativa en (rg, 1). Dividiendo la integral (4.11) en estos dos intervalos,
obtenemos

1Va(J) — 7a(k)] < QHGHOO(ngJrQ _ Tgkﬁ),
donde

. . i . 149 .
T§J+2 — 2kt T§J+2(1 _ rg(k J)) — r(2)1+2 (1 _ it J) _ 70(2)J+2’01 (j, k).
Finalmente, dado que ry < 1, se concluye que

7a(7) = va(F)] < 2[|allopr(4, K),

verificando asi la desigualdad (4.10). O

4.2. Simbolos homogéneos

Ahora pasamos a los operadores de Toeplitz con simbolos homogéneos,
es decir, funciones que dependen unicamente de la parte angular. El teorema
principal de esta seccién se tomé de [13, Teorema 7.2.1].

Sea II el semiplano superior en C, esto es
N={2€eC:Imz>0}={x+iyeC:y >0}

Consideremos el espacio L*(IT) con la medida de Lebesgue usual dA(z) =
dxdy, donde z = x + iy, y sea A?(II) el espacio de Bergman sobre IT (véase
[13, Seccién 3.1]).

Teorema 4.8. Sea a = a(f) € L*(II) una funcion homogénea. Entonces,
eziste un operador unitario R : A*(I1) — L*(R) tal que el operador de Toe-
plitz T, actuando sobre A*(I1) es unitariamente equivalente al operador de
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multiplicacion M., = RT,R* actuando sobre L*(R). La funcién ~,(\) estd
dada por

AT |
=T /0 a(@)e™*dh, si A e R\ {0},
Ya(A) = o (4.12)
—/ a(f) de, siA=0.
T Jo

Teorema 4.9. La funcion v, definida en (4.12) es continua.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A < .
Entonces

1— 6—27r)\ 1— 6—27r)\0

_ < T oo —20% _ _
IMM%WMMMA@ e -

Por lo tanto, limy_,x, |7a(A) — 7a(Xo)| = 0. .

4.3. Simbolos verticales

Los operadores de Toeplitz con simbolos verticales Ty, que actian en el
espacio de Bergman A%(IT), son aquellos cuyos simbolos acotados dependen
solamente de la parte imaginaria del argumento, es decir

b(z) =by), z=uz+1y.

Este tipo de operadores también se pueden diagonalizar por medio de un
operador unitario, como se hizo en [13, Teorema 5.2.1].

Teorema 4.10. Sea a = a(Imz) = a(y) € L>®(R"). Entonces el operador
de Toeplitz T, es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion

M., = RI,R*, donde
R: A*(Il) — L*(RY)

estda dado por

<mm=ﬁ%éwm%ww'
R* . LA(R*Y) — A%(T0)
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estd dado por
* o 1 iz
(B = o= [ VER©eas

La funcion v, estd dada por

Yo(T) = /]R a (i> e Vdv, wxeRT. (4.13)

2

Teorema 4.11. La funcion vy, definida en (4.13) es continua.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x < xo.
Entonces

[P 11
Va(@) = Yal@o)| < HaHoo/O e — e ™!|dt = ||a|c <5 _ _) _

Zo

Por lo tanto, lim, ., [va(2) — Y4(z0)| = 0. O

4.4. Simbolo continuo en el disco cerrado

Denotamos por 7 = 7(C(D)) al dlgebra C* generada por todos los ope-
radores de Toeplitz en el espacio de Bergman A%(D) con simbolos continuos
en D. Decimos que el dlgebra T es irreducible si cada proyeccién P que con-
muta con cada operador de Toeplitz T,, con a € C (D), es una proyeccion
trivial; esto es, P =0 o P = I. El siguiente lema se puede encontrar en [13].

Lema 4.12. El dlgebra C* T es irreducible y contiene al ideal K(A*(D)).

El lema anterior es un resultado fundamental en el estudio de las algebras
de operadores de Toeplitz para poder definir el cociente T /K, el cual es
isomorfo a C'(0D) [10, Teorema 6.15]

Teorema 4.13. Eziste un *-isomorfismo isométrico entre el Algebm de Cal-
kin T/KC y el dlgebra C(0D). El isomorfismo estd dado por

O(T, + K) = alsp.
Corolario 4.14. Sea f € C(D). Entonces,
oe(Tf) = {f(2) : z € OD}.

Corolario 4.15. El operador de Toeplitz es compacto si y solo si f € C(D)
y flop = 0.
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Capitulo 5

Proyecciones en el algebra de
Toeplitz

Una pregunta natural al estudiar operadores de Toeplitz es determinar
cuales de ellos son proyecciones ortogonales. Esta propiedad impone restric-
ciones significativas sobre el simbolo asociado al operador. Con el objetivo de
identificar y encontrar dichas condiciones, se analizé el trabajo de Liu en [7],
donde se establecen estas condiciones para ciertos tipos de simbolos. Ademas,
también se estudian productos de operadores de Toeplitz que son proyeccion;
para esta tultima parte es necesario considerar operadores de Toeplitz cuyos
simbolos son funciones armoénicas.

Ademas de los casos mencionados anteriormente, en este trabajo analiza-
mos otro tipo de simbolos que han sido de interés en la teoria de operadores,
lo que abre nuevas perspectivas en esta area de estudio.

5.1. Operadores de Toeplitz que son proyec-
ciones

En esta seccién presentamos los resultados de [7] y ampliamos el anélisis
incluyendo otros casos que han sido de gran interés en el estudio de operado-
res de Toeplitz. Estos casos adicionales estan relacionados con dlgebras C*
conmutativas generadas por este tipo de operadores. De esta forma, descri-
bimos las caracteristicas que debe tener un simbolo para que el operador de
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Toeplitz correspondiente sea una proyecciéon, considerando escenarios en los
que el simbolo sea una funcién radial, homogénea o vertical.

5.1.1. Algunos simbolos especiales

Teorema 5.1. Sea f una funcion en L>=(D, dA). Si el operador de Toeplitz T’
es una proyeccion en A*(D) y el espectro esencial o.(T}) es conexo, entonces
se tiene que f =0 o f =1 en el disco unitario D.

Demostracion. Como Ty es una proyecciéon, por el Teorema 1.10 y el Coro-
lario 1.16 tenemos que

Ue(Tf) C O(Tf) C {0, 1}.

Por hipétesis o.(1f) es conexo, asi que o.(1f) = {0} o 0.(Tf) = {1}, ya
que son los tinicos subconjuntos conexos posibles de {0,1}. Es fécil ver que
Ty + K es autoadjunto, y por la férmula del radio espectral tenemos que
re(Ts) = ||T%lle. Si 0e(Ty) = {0}, entonces || T¢|lc = 0 y por lo tanto T es
una proyecciéon compacta. Por el Teorema 1.14, T tiene rango finito, y por
el Teorema 3.10, esto ocurre cuando f = 0 en el disco unitario. De forma
analoga, si 0.(Tf) = {1}, tenemos que 7;_; tiene rango finito y de aqui se
concluye que f =1 en el disco unitario. [

En [12], Stroethoff y Zheng estudiaron el espectro esencial del operador
de Toeplitz Ty para f € AQ(D), la subédlgebra de L>*(D,dA) definida en la
Seccion 3.2, y obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Si f € AQ(ID), entonces el espectro esencial de Ty es conexo.

Corolario 5.3. Sea f € AQ(D) y Ty una proyeccion en el espacio de Berg-
man. Entonces f =0 o f =1 en el disco unitario D.

Demostracion. Se sigue del Teorema 5.1. O]

Abordamos ahora la situacién en que el simbolo es una funcién continua
en el disco unitario cerrado. El siguiente teorema muestra que bajo esta
condicién, el operador de Toeplitz es una proyeccién cuando el simbolo es
una funcion constante en disco unitario, tomando valores exclusivamente en
el conjunto {0, 1}.

Teorema 5.4. Sea f € C(D) tal que Ty es una proyeccion en A*(D). En-
tonces f =0 o f =1 en el disco unitario D.
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Demostracion. Sea f € C(D). Usando el isomorfismo isométrico del Teorema
4.13 y teniendo en cuenta que JD es un conjunto compacto (Ejemplo 3) se
tiene que

oe(Ty) = o(flon) = f(OD) C o(Ty) € {0,1}.

Como f es una funcién continua, si f(0D) C {0,1} entonces f debe ser
una funcién constante, tomando el valor 0 o 1 en dD. Si f = 0 en 0D,
entonces por el Corolario 4.15 se tiene que 7 es una proyeccién compacta.
De acuerdo al Teorema 1.14, Ty debe ser de rango finito y asi f = 0 en D.
Por otro lado, usando el mismo argumento, si f =1 en 9D, el operador T_;
es una proyeccién compacta y por lo tanto f =1 en D. [

El siguiente teorema da una condicion necesaria y suficiente para que un
operador de Toeplitz sea una proyecciéon cuando su simbolo es no negativo.

Teorema 5.5. Sea f € L>®(D,dA) una funcion no negativa. El operador de
Toeplitz Ty es una proyeccion en el espacio de Bergman si y solo si f =0
ctpo f=1ctp. en el disco unitario D.

Demostracion. Si f = 0 ct.po f =1 c.t.p. en D, es claro que T} es una
proyeccién en A%(D). Para probar el reciproco, si el operador de Toeplitz
es la identidad, entonces f = 1 c.t.p. en el disco unitario. Si Ty es una
proyeccion diferente de la identidad, entonces existe un subespacio cerrado
propio M C A*(D) tal que Ty = Py, donde Py es la proyeccién ortogonal
sobre M. Como M es propio, M+ # {0} y como ker Py = M* tenemos
que existe una funcién g € A*(D) \ {0} tal que Ty(g) = 0. Como Ty es una
proyeccion, tenemos que

0= (Tyg.9) = (f9.9) = / £(2)lg(2) PdA(2).

Por lo tanto, f(z)|g(z)]*> = 0 para c.t.p. z € D. Pero g # 0, luego f = 0
c.t.p. ]

5.1.2. Simbolos radiales, verticales y homogéneos

Los siguientes tres teoremas caracterizan las propiedades de los simbo-
los de los operadores de Toeplitz que actiian como proyecciones en distintos
contextos: cuando el simbolo es una funcién radial definida sobre el disco
unitario I, una funcién homogénea y una funciéon vertical, en estos ultimos
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casos definidas sobre el semiplano superior II. Esta parte se basa en los re-
sultados de [13] que se resumen en el Capitulo 4, donde se muestra que cada
uno de estos operadores puede ser visto como un operador de multiplicacién.
Este hecho implica que el espectro de estos operadores queda completamente
determinado por la imagen de la funcién correspondiente.

De la Seccion 4.1, se obtuvo que si a es una funcion radial, el operador de
Toeplitz T, es unitariamente equivalente al operador de multiplicaciéon M, _,
donde

Ya(n) = (n + 1)/0 a(v/r)r*dr, n € Ny.

Un caso particular del Teorema 4.7 es cuando j = k + 1, asi la condicién en
(4.10) se convierte en la desigualdad

Va(k +1) = 7a(k)| < 2[|allccpr(k + 1, k),

donde p; es la métrica definida en (4.9). En este caso particular se tiene que

pr(k+1,k)= k+r2 Por lo tanto tenemos que

et +1) (b < 2l 6.

Lema 5.6. Supongamos que v,(n) € {0, 1} para todo n € Ny. Entonces existe
m € Ny tal que v,(k) = v.(m) para todo k > m.

Demostracion. Supongamos que existe k € Ny tal que v,(k) # v.(k + 1),
entonces por (5.1) se tiene que

k< 2([lallec = 1)

Basta tomar cualquier m € Ny tal que m > 2(]|al]| — 1) para que su cumpla
la hipotesis. 0

Teorema 5.7. Sea a € L>®(D,dA) una funcion radial. El operador de Toe-

plitz T, es una proyeccion si y solo st a = 0 o a = 1 en el disco unitario
D.

Demostracion. Supongamos que T, es una proyecciéon no trivial. Entonces,
por el Corolario 4.3, se tiene que

o(Ty) ={va(n) :n € No} ={0,1}.
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Esto implica que v,(n) € {0,1} para todo n € Nj.

Por el Lema 5.6, si m > 2(||al/c — 1), entonces v,(k) = 7,(m) para todo
kE>m.

Caso 1: Supongamos que 7,(k) = 0 para todo & > m. En este caso,
elegimos ng = m y d = 1 en el Teorema 4.6. Como 7,(m + k) = 0 para todo
k € Ny, se concluye que a = 0.

Caso 2: Supongamos que 7,(k) = 1 para todo k& > m. Entonces 1 —
Ya(k) = 0 para todo k > m. Aplicando el caso 1 a 7;_,(k) se concluye que
a=1.

Reciprocamente, si a = 0 0 a = 1, es inmediato verificar que T, es una
proyeccion. Esto concluye la demostracion. O]

En los siguientes dos teoremas se usara el espectro del operador de mul-
tiplicacion que se explico en el Ejemplo 2.

Teorema 5.8. Sea a € L>*(II,dA) una funcién vertical. El operador de
Toeplitz T, es una proyeccion si y solo st a = 0 o a = 1 en el semiplano
superior I1.

Demostracion. Supongamos que T, es una proyeccién no trivial, entonces
o(T,) = {0,1}. Por el Teorema 4.10, el operador 7T, es unitariamente equi-
valente al operador de multiplicacién M., , donde la funcién v, estd dada

por
v

Yol —/ a(—) e Vdv, xcRT.
0= [ o

Como el espectro se preserva bajo equivalencia unitaria y 7, es una funcién
continua (Teorema 4.11), se tiene que

{0,1} = (1) = 0(M,) = ER(7a) = 7a(RY).

Dado que R* es conexo, se tiene que v,(R*) es conexo. Esto implica que
1W(R*) = {0} 0 7,(R*) = {1}.

Si 7,(RT) = {0}, entonces M, = 0. Esto implica que T, = 0 obteniendo
que a = 0 en II.

En otro caso, si 7,(R™) = {1}, entonces M,,_; = 0. Esto implica que
T,_1 = 0 obteniendo que a = 1 en II.
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Reciprocamente, si a = 0 0 a = 1 en II, es inmediato verificar que T, es
una proyecciéon. Esto concluye la demostracion. O

Teorema 5.9. Sea a € L>®(I1,dA) una funcion homogénea. El operador de
Toeplitz T, es una proyeccion si y solo sia = 0 o a = 1 en el semiplano
superior I1.

Demostracion. Supongamos que T, es una proyeccién no trivial, entonces
o(T,) = {0,1}. Por el Teorema 4.8, el operador T, es unitariamente equi-
valente al operador de multiplicacién M, , donde la funcién v, estd dada

por
2\ i
1—_2)\/ CL(9>€72)\9 d@, siAeR \ {0},
— e s 0

Ya(A) = -
—/ a(6)do, siA=0.
0

™

Como el espectro se preserva bajo equivalencia unitaria y 7, es una funcién
continua (Teorema 4.8), se tiene que

{0,1} = o(Ta) = 0(M,,) = ER(7a) = 7a(R).

Dado que R es conexo, se tiene que 7,(R) es conexo. Esto implica que v, (R) =
{0} 0 7a(R) = {1}.

Si 7,(R) = {0}, entonces M, = 0. Esto implica que T, = 0 obteniendo
que a = 0 en I

En otro caso, si 7,(R) = {1}, entonces M.,,_; = 0. Esto implica que
T,_1 = 0 obteniendo que a = 1 en II.

Por el contrario, si a = 0 0 a = 1, es inmediato verificar que T, es una
proyeccion. Esto concluye la demostracion. O

5.2. Producto de operadores de Toeplitz

En esta seccién estudiamos las condiciones bajo las cuales el producto de
dos operadores de Toeplitz Ty y T, resulta en una proyeccién en el espacio
de Bergman A%*(D). El Teorema 5.10 proporciona condiciones necesarias y
suficientes para que dicho producto sea autoadjunto cuando los simbolos f y
g son funciones armonicas. Para su demostracion, se requieren los lemas de
la Seccién 3.4.
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Teorema 5.10. Sean f y g funciones armonicas y acotadas en el disco uni-
tario . Entonces, T¢T, es un operador autoadjunto si y solo si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

(A) f es una funcion antianalitica y fg es real-valuada en D;
(B) ¢ es una funcion analitica y fg es real-valuada en D;

(C) Ezisten una constante A € R\ {0} y una funcion analitica h tales que
f=Ag+ h y hg es real-valuada en D.

Demostracion. Primero, demostraremos que cada condicion implica que T¥T}
es autoadjunto:

Si se cumple (A) o (B), las propiedades de los operadores de Toeplitz
(Proposicién 3.1) garantizan que

TyT, = Ty, = Ty = TT; = (T5T,)".

Por lo tanto, T%T, es autoadjunto.
Si se cumple (C), usando que h es analitica, obtenemos

TiTy = Thggly = NGy + 1Ty = N1, + T,
Ademas, como hg es real-valuada, se tiene que

(T5Ty)" = TgTrgen = NIGT, + Tgn = NT3T, + Ty,
Ast, TYT, = (T¥T,)*, es decir, T4T, es autoadjunto.

Ahora probamos el reciproco. Supongamos que 17T, es autoadjunto. Dado
que f y g son funciones armoénicas y acotadas, por el Teorema 1.20 y el
Corolario 1.21 existen funciones analiticas y acotadas f1, f2, g1, g2 tales que:

f=h+Fh v =g+

Por el Lema 3.14, se tiene que

B(TyTy)(2) = (fun)(2) + (132)(2) + (fag2)(2) + B(feg1)(2).  (5.2)

Similarmente, para B((T¢T,)*)(2), se tiene
B((T;T,)")(2) = (f1g1)(2) + (J192)(2) + (fo92)(2) + B(fg1)(2).  (5.3)
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De (5.3) y (5.2) se tiene respectivamente
(f192)(2) = BUT;Ty)")(2) = (fgn)(2) = (fog2)(2) — B(fg1)(2).  (5.4)

(172)(2) = B(TyT,)(2) — (fig1)(2) = (feg2) () — B(f291)(2).  (5.5)

Como T}T, es autoadjunto, B(TT,)(z) = B((T¥T,)*)(=). Por lo tanto, res-
tando (5.4) y (5.5) se tiene que

f1(2)g2(2) — fi(2)®(2) = B(fagi — f201) + (frg1 — figi + [292 — f292)(2).

Note que si h = fig1 — f191 + f292 — [292, es facil ver que h es una funcion
armonica. Por la Proposicién 3.7, para todo z € D se cumple que Bh(z) =
h(z).

En conclusion tenemos la siguiente igualdad:

E(Z)QQ(Z) = [i(2)g2(2) = B(Egl — foq1 + fig1 — H + E — f292)(2).

Aplicando el laplaciano invariante en ambos lados de la ecuacion ante-
rior y utilizando la conmutatividad de la transformada de Berezin con el
laplaciano invariante (Proposicién 3.8), llegamos a

(1= 22 (Fi)ga(=) = Fi(2)0a(=)) = B (B(Fagn — 7)) (2),
0, equivalentemente, para todo z € D

A(fogi — fogn)(€)
1 dA(§). (5.6)

i) - HEHE = [

Como en la demostracion del Teorema 3.17, para todo z,w € DD, se cumple
la siguiente igualdad:

Fllos(s) — eV = [ PRI . )

Derivando n veces (5.7) con respecto a w y evaluando en w = 0, se obtiene

/5” (fagr — fog1)(€)
(1 —&2)2

angs(2) = bn f1(2 dA(£),



donde a,, b, son constantes para cada n € N.

El operador de Toeplitz TR (Fag1— fo57) €5 acotado en el espacio de Bergman
A%(D) (Lema 1.22). Por lo tanto, la ecuacién anterior puede reescribirse como

TA(Egl—fwT)fn(Z) = angé(z) - bnf{ (Z)
A continuacién, analizamos varios casos para las constantes.
Caso I. Si a,, = b, = 0 para todo n € N. Entonces
TA(Egl—fQQT)Sn(Z) = 0, Vn c N

Debido a que los polinomios son densos en el espacio de Bergman A?(D),
esta ecuacion se extiende a todas las funciones en dicho espacio. Dado que
la correspondencia entre los operadores de Toeplitz y sus simbolos es uno a
uno (Teorema 2.8.2 [13]), se tiene que A(fag1 — fog1) = 0 . Sustituyendo en
(5.6), obtenemos

fi(2)g3(2) — fi(z)g3(2) = 0.
Caso II. Supongamos que existe un m € N tal que a,, # 0y b, = 0 para
todo n € N. En este caso

TA(Egl—fQQT)gm(Z) - amgé (2)7

lo que implica que gh € A*(D). Asi, Tx ) es un operador de rango

(fo91—f291 -
uno, y por el Corolario 3.11, se concluye que A(fog1 — fog1) = 0, lo cual

nuevamente lleva a

fi(2)g5(2) — fi(2)gs(2) = 0.
Andalogamente si existe algin m € N tal que b,, # 0, pero a,, = 0 para todo
n € N, también obtenemos que

fi(2)ga(2) = fi(2)g5(2) = 0.

Caso III. Si existen m,n € N (con m # n) tales que a,, # 0y b, # 0,
obtenemos el sistema

TxFagi- g€ (2) = amgs(2) — b f1(2).
TA(EglffﬂTl)fn(Z) = a”g;<z> - bnf{ (Z)
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Si a,, = b, = 0 para cada n € N, entonces es claro que f] y g pertenecen
al espacio de Bergman A%(D). Pero si a,, # 0y b, # 0 para algin n y m, se
puede resolver el sistema y en tal caso f] y ¢, también perteneceran al espacio
de Bergman A?(D). En cualquiera de los casos, el operador de Toeplitz tiene
rango a lo mas dos. Esto implica que

fi(2)g5(2) = fi(2)gh(2) = 0.

De todos los casos analizados previamente, podemos concluir que

fi(2)g5(2) — fi(2)g5(2) = 0. (5.8)
Con esta relacién, procedemos con la demostracion del teorema.

(A) Si f{(z) = 0 para todo z € D, entonces f; es constante, lo que implica
que f es antianalitica. En este caso, usando las propiedades de la Proposicion
3.1, se tiene que

Ty =TT, =TT = Ty

Esto muestra que fg = gf, por lo que fg es una funcién real-valuada.

(B) Anélogamente, si g5(z) = 0 para todo z € D, entonces g es analitica.

En este caso,
Tyy =TT, = T3T5 = Ty

Por lo que fg = gf v asi fg es real-valuada.

(C) Sigh(2) #0y fi(z) # 0 para todo z € D, entonces de (5.8) se tiene
que

(f{(Z)) _ A

9%(2))  9(z)

f1(2)
95(2)

ser constante. Sea \ =

es una funcién analitica y real-valuada, por lo que debe

fi(2).
95(2)”

Esto implica que

es claro que A € R. Por lo tanto

fi(2) = Aga(2) + ho(2),

donde hgy es una funcién analitica. Entonces, escribimos a f como
f=h+h=Xp+h+ fa
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Definamos h = hg + fo — Ag1. Dado que h es analitica, podemos expresar a
f como B
f =g+ h.

Ademds, hg es una funcién real valuada. Para verlo, observemos que
T, = 15Ty = 151, = Ty,
Con lo que se concluye la demostracién. O

El siguiente Teorema nos da las condiciones suficientes y necesarias pa-
ra que el producto de dos operadores de Toeplitz con simbolos armoénicos
continuos sea una proyeccién en A%(D).

Teorema 5.11. Sean f y g funciones arménicas en D y continuas en D.
El producto T¥T, es una proyeccion si y solo si se satisface alguna de las
siguientes condiciones:

(i) f=00g=0 en el disco unitario cerrado D;

(i) [ y g son funciones analiticas con fg =1 en D o f y g son funciones
antianaliticas con fg =1 en D.

Demostracion. Si f =00 g =0 en D, es claro que TyT, = 0. Por otro lado,
si f y g son analiticas o antianaliticas con fg = 1 en D entonces se cumple
la igualdad T%T, = Ty, = I. Por lo tanto, en ambos casos, el operador de
Toeplitz TT, es una proyeccion.

Reciprocamente, si T}7T} es una proyeccion, entonces TyT, debe ser au-
toadjunto. Por lo tanto debe cumplirse alguna de las tres condiciones del
Teorema 5.10.

Supongamos que se cumple (A) del Teorema 5.10: f antianalitica y fg
real valuada. En este caso, por la Proposicion 3.1 se tiene que TyT, = T¥,.
Como fg € C(D), el operador de Hankel H 4 €s compacto. Esto significa que
la funcién fg € AQ(D) y se tiene que o.(7',) es conexo. Note que se cumplen
las hipétesis del Teorema 5.1, por lo que fg =0 o0 fg = 1 en D. Supongamos
que fg = 0. Definamos los conjuntos

Zy={2z€D: f(») =0} v Z,={2€D:g(z) =0}

Si Zy tiene al menos un punto de acumulacion, por el principio de identidad
concluimos que f = 0. Por otro lado, si Z; = 0, esto implica que g = 0.
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Podemos concluir entonces (7). Si fg = 1, como f es antianalitica entonces
¢ también serd antianalitica y tenemos (7).

Andlogamente, si se cumple (B) del Teorema 5.10 (g analitica y fg real
valuada), entonces fg = 0 o fg = 1 en D, de donde podemos concluir (i) y
(11).

Supongamos que se cumple (C) del Teorema 5.10, esto es, existe A €
R\ {0} y una funcién analitica h tal que f = A\g+h y hg es una funcién real-
valuada en D. Como f, g € C(D), se tiene que el semiconmutador T g =TT,
es compacto [Corolario 3.3]. Por ello, o.(T4T,) = 0.(T},), esto es

0e(TyTy) = {f(2)g(2) : = € ID}.

Por hipétesis, T¢T, es una proyeccién, entonces o.(T¢T,) C {0,1}. Lo
que implica que fg =0 o0 fg =1 en JD. Si se satisface la primer igualdad,
entonces

TyTy = NTyTy — Ny, + XTyy + Ty = —NH H, + T,

Como fg € C(D)y fg =0 en 0D, por el Corolario 4.15, el operador Ty es
compacto y dado que g € C(D), el operador H, es compacto. Asi, podemos
concluir que 7T}, es una proyecciéon compacta, lo que implica que 7T} tiene
rango finito. Del Teorema 7 de [4] se concluye que f =0 o g = 0. En el otro
caso, si fg =1 en 9D, entonces por la igualdad

I =TT, =T s, + NH;Hy),

se tiene que I — TT, es una proyecciéon compacta, por ello debe ser de rango
finito. Supongamos que el operador I —T%T, tiene rango IV, entonces existen
funciones x; € A*(D) para j =1,..., N, tal que

[ =TT, =2, @1+ + 2y @ T,

donde el conjunto {x1,...,zx} es ortonormal. De los resultados de [14] se
deben cumplir las siguientes condiciones:

(a) fog1 es arménica,

(b) f(2)g(z) =14 (1 = [2])* + (l21(2)]” + - - + |wa(2)[*) para z € D.
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Por (a), el laplaciano de f,g; es cero, por lo que para todo z € I se tiene que

f3(2)g1(2) =0

Por un argumento similar en la demostracién del Teorema 3.18, se tiene que
f5=00g¢] =0en D, lo que implica que f es analitica o g es antianalitica.
Si f es analitica, note que la funcién

fh = Agh + |h|?

es analitica y real-valuada en D, por ello fh es una constante real en . Por
lo tanto, teniendo en cuenta que fg =1 en 0D,

\fIP=Afg+ fh =X+ fh.

Con esto se tiene que | f|* es una constante real en 9D. Ademads, la condicién
(b) implica que f no tiene ceros en . Por el principio del médulo méximo,

se tiene que f es constante en D y de aqui, ¢ es constante con fg = 1
sobre D. Anédlogamente, si g es antianalitica, se tiene que tanto f como g son
constantes con fg = 1 sobre D, concluyendo (ii). O

Veamos las condiciones para que el semiconmutador, definido en (3.1),
de dos operadores de Toeplitz con simbolos armoénicos continuos sean una
proyeccion en el espacio de Bergman.

Teorema 5.12. Sean f y g funciones armonicas en D y continuas en D. El
semiconmutador (T, T,] es una proyeccion si y solo si f es antianalitica o g
es analitica en el disco unitario D.

Demostracion. Si f es antianalitica o g es analitica , entonces, por las pro-
piedades de los operadores de Toeplitz (Proposicién 3.1), Ty, = Ty1,, por lo
que el semiconmutador (7,7, = Ty, — T¢T, = 0. Se sigue que (T, T,] es
una proyeccion.

Por otro lado, si f,g € C(D), se tiene que Ty, — T;T, € K. Por lo tanto,
si el semiconmutador (7%, T}] es una proyeccién, entonces

oe(Try — T4Ty) = {0}.

Luego (T}, T,] es una proyeccién de rango finito en A%(D). Se sigue del Teo-
rema 3.18 que f es antianalitica en ID o g es analitica en D. O
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Conclusiones

En este trabajo se analizaron los operadores de Toeplitz con diferentes
tipos de simbolos acotados. Dichos simbolos son los més utilizados en el es-
tudio de este tipo de operadores. En todos los casos analizados se obtiene
que no existen operadores de Toeplitz que sean proyecciones no triviales, que-
dando abierta la pregunta si existe una funcién acotada cuyo correspondiente
operador de Toeplitz sea una proyeccién no trivial.
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