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Resumen

En este trabajo, introducimos y estudiamos un algoritmo que construye campos gradiente discretos
en cualquier complejo poliédrico (potencias de complejos simpliciales). Estos campos gradiente son
siempre maximales, y en muchos casos, también son éptimos, y notamos que su complejidad com-
putacional es similar a los métodos existentes. Primero, estudiamos el espacio de configuraciones
Conf(K,,,2) de pares ordenados de particulas no colisionantes que se mueven en el grafo completo
K,,, proporcionando un anélisis detallado de su algebra de cohomologia H*(Conf(K,,,2); R) para
cualquier anillo unitario conmutativo R, y demostrando que sus complejidades topoldgicas son méxi-
mas cuando m > 4. Ademads, extendemos nuestro andlisis a los espacios de configuracion discretizados
de Abrams DConf(K,n), aplicando el algoritmo al caso de K = A" ¢l d-esqueleto de un simplex
completo de dimensién m. Nuestros resultados muestran que DConf(A™?, 2) es (min{d, m —1} —1)-
conexo, tiene homologia libre de torsién y admite una estructura celular minima. También calculamos
los ntiimeros de Betti y mostramos que, para ciertos valores de d, DConf(A™9, 2) es homotépicamente
equivalente a un wedge de esferas de dimensiones variables.






Abstract

In this work, we introduce and study an algorithm that constructs discrete gradient fields on any
polyhedral complex (powers of simplicial complexes). These gradient fields are always maximal,
and in many cases, they are also optimal and we note that they have computational complexity
similar to existing methods. First, we study the configuration space Conf(K,,,2) of ordered pairs
of non-colliding particles moving on the complete graph K,,, providing a detailed analysis of its
cohomology algebra H*(Conf(K,,,2); R) for any commutative unital ring R, and demonstrating
that its topological complexities are maximal when m > 4. Additionally, we extend our analysis
to Abrams’ discretized configuration spaces DConf(K,n), applying the algorithm to the case of
K = A™ the d—skeleton of a full m—dimensional simplex. Our results show that DConf(A™, 2)
is (min{d, m — 1} —1)-connected, has torsion-free homology, and admits a minimal cell structure. We
also compute the Betti numbers and show that, for certain values of d, DConf(A™, 2) is homotopy
equivalent to a wedge of spheres of varying dimensions.
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Introduccion

Desde el desarrollo de la teoria de Morse discreta (DMT) por R. Forman en [19], el concepto de campo
gradiente discreto (DGF') se ha convertido en una herramienta esencial en una amplia variedad de dis-
ciplinas matematicas y cientificas. Nacido como un analogo combinatorio de los campos gradientes
suaves en topologia diferencial, los DGFs han demostrado su versatilidad, desempeniando un pa-
pel crucial en técnicas de topologia computacional, tales como la reduccién de ruido [8], el anali-
sis topolégico de datos [30], y aplicaciones como la visualizacién topolégica y la compresién de
mallas [34]. Ademads, los DGFs han encontrado importantes aplicaciones tedricas, particularmente
en el estudio de espacios de configuraciones y arreglos de hiperplanos [14 [36], 40, 41], contribuyendo
también a la determinacion de bases de homologia explicitas para complejos de grafos bi-conexos,
estructuras relevantes para el estudio de nudos en espacios tridimensionales [42], 43 [44], [45]. Sin
embargo el problema de dado un complejo celular construir un campo gradiente "razonablemente
bueno" (en términos de la optimalidad de la estructura celular resultante o de la complejidad com-
putacional de su implementacién, segin sea su caso de uso) es complejo y sin una metodologia
general que garantice un resultado eficiente. En este trabajo introducimos y estudiamos un algo-
ritmo (con sus generalizaciones) que construye un campo gradiente discreto sobre cualquier complejo
poliédrico (potencias de complejos simpliciales). Este campo gradiente siempre es maximal y en
muchos casos también produce una estructura celular 6ptima. Las propiedades anteriores se pueden
lograr mediante una implementacién eficiente sin sacrificar la complejidad computacional como ver-
emos en la seccién En este trabajo nos centramos en las aplicaciones teéricas de los DGFs
al estudio de los espacios de configuraciones. En este sentido algunos de los resultados mas im-
portantes obtenidos son la descripcién del algebra de cohomologia H*(Conf(K,,,2); R) para R un
anillo conmutativo unitario y donde Conf(K,,,2) es el espacio de configuraciones ordenadas de dos
puntos en una grafica completa, ademas probamos que cuando m > 4 su complejidad topdlogica
es maximal (secciones y[2.3). Por otro lado en el Capitulo [3] extendemos nuestro anélisis a los
espacios de configuraciones discretizados DConf (K, n), aplicando el algoritmo al esqueleto de un
simplejo A™?. En esta direccion obtenemos que DConf(A™%, 2) es (min{d,m — 1} — 1)-conexo,
tiene homologia libre de torsiéon y admite una estructura celular minima. También calculamos los
ntimeros de Betti y demostramos que, para ciertos valores de d, DConf(A™?, 2) es homot6pico a un
wedge de esferas de diversas dimensiones.

Este trabajo constituye mi tesis para obtener el grado de Doctor en Ciencias En la Especialidad
de Matematicas. Los resultados que aqui se muestran han sido obtenidos durante mis estudios de
doctorado y estan basados en los articulos [26] y [27], desarrollados y publicados en coautoria con
mi asesor y director de tesis el Dr. Jesiis Gonzélez Espino Barros.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Modelo de Munkres para los espacios de configuraciones de 2
particulas

Sea D un subcomplejo completo de un complejo simplicial abstracto dado X, es decir, asumimos que
todo simplejo de X, cuyos vértices estan en D, es en si mismo un simplejo de D. Consideremos el
subcomplejo (necesariamente completo) C' de X que consiste en los simplejos o de X cuya realizacién
geométrica |o| es disjunta de |D|. Los vértices de X se dividen en aquellos de D y aquellos de C, vy,
como se observa en [38, Lemma 70.1], la homotopia lineal

T

>
Sty

muestra a |C| como un retracto por deformacion fuerte de [ X|—[D|. Aqui, x = Y7_; tic; +>2_; 75d;
es la expresion baricéntrica de x € | X| — |D| teniendo t; > 0 < 7; para todos los i y j, con ci,..., ¢
vértices de C' (r > 1) y di,...,d, vértices de D (p > 0).

Sea K un complejo simplicial abstracto ordenado finito, es decir, el conjunto de vértices V'
de K estd equipado con un orden parcial <, que es lineal al restringirse a cualquier cara. Mas
adelante usaremos el modelo de Munkres C' mencionado arriba cuando X = K x K es el producto
ordenado, con D correspondiendo al subcomplejo cuya realizacion geométrica es la diagonal A | en
|K x K| = |K| x |K|. El conjunto de vértices de K x K es V x V, con elementos denotados como
columnas, mientras que un k-simplejo de K x K es una matriz

H: (|X]=|D[) x [0,1] = [X| = |D|, H(z,s)=(1—s) 2+s-

vo,1 Vi1 ... Vg1 (1 1)
’U072 U1’2 . Uk72
de elementos en V' que satisface:
o Parai=1,2,v9; Sv1; =X ... 2 v, con {vg;,vi,,...,Vk;} una {-cara de K (posiblemente con
¢ <k).
e Para j = 0,1,...,k — 1, al menos una de las desigualdades v;1 =< vj111 y vj2 =X vjq12 es
estricta.

Tal simplejo de tipo matriz pertenece a D siempre que sus dos filas estén repetidas: vj1 = vj2
para 5 = 0,1,..., k. En particular, D es un subcomplejo completo de K x K, y obtenemos una
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equivalencia homotdpica

|C| ~ Conf(|K]|,2). (1.2)
Nétese que un simplejo (1.1)) pertenece a C' precisamente cuando v;; # v;2 para j = 0,1,...,k.
En particular, el conjunto de vértices de C' es V' x V' \ Ay (con elementos denotados como matrices
columna).

1.2 Modelo discreto de Abrams para espacios de configuraciones

Para un complejo celular X y un ntimero entero positivo n, un andlogo discreto del espacio de
configuraciones
Conf(X,n) = {(z1,...,2p) € X": x; # x; para i # j} (1.3)

fue introducido en la tesis doctoral de Abrams [I]. El modelo de Abrams, aqui denotado por
DConf(X,n), es el subcomplejo del complejo producto X™ resultante de eliminar todas las celdas
abiertas cuya clausura intersecta la diagonal gorda X™\ Conf(X,n). En otras palabras, DConf (X, n)
es el subcomplejo méas grande de X" contenido en Conf (X, n).

Los espacios de configuraciones discretos de Abrams son objetos particularmente interesantes
por derecho propio, que han demostrado ser una herramienta muy valiosa para comprender las
propiedades de la topologia algebraica de los espacios clasificantes de grupos de trenzas de grafos, es
decir, de los espacios para complejos unidimensionales X ([I8, 28], 29] 32]). Ademas, y desde un
punto de vista mas practico, los espacios de configuraciones discretos tienen ciertas ventajas sobre
sus contrapartes cldsicas. Por ejemplo, considere n robots auténomos moviéndose en un sistema de
vias que forman un grafo G. Entonces, al usar DConf (G, n) como un modelo para el correspondiente
problema de planificacién de movimientos sin colisiones, forzamos una regla de seguridad, es decir,
el requisito de que el camino mas corto entre dos robots siempre incluya una arista completa de G.
Esto nos permite reemplazar la nocién (en principio, sin dimensién) de “robot” por trenes reales
cuyos longitudes no sean mayores que la arista més corta en G.

En general, el tipo de homotopia de DConf (X, n) puede ser diferente del de Conf(X,n). Cuando
dim(X) = 1, existen condiciones bien entendidas (de tipo subdivisién) que aseguran que el modelo
discreto de Abrams capture el tipo de homotopia de su contraparte cldsica , ver [28, Theorem 2.4]
y [B]. Sin embargo, para complejos de mayor dimensién X, no se conocen condiciones andlogas
que impliquen una posible equivalencia homotépica Conf(X,n) ~ DConf(X,n). La situacién para
n = 2 y X un complejo simplicial arbitrario es excepcional, ya que se sabe desde hace mucho
tiempo que DConf(X,2) se encuentra dentro del “producto borrado” Conf(X,2) como un retracto
por deformacion fuerte (ver |10, Theorem 11.2] para el caso de X finito y, para un complejo simplicial
general, [I1, Lemma 2.1], notando la correccién en [48]). Este tltimo caso serd el modelo que
estaremos usando en el Capitulo

1.3 Teoria de Morse discreta

En esta seccién vamos a revisar la notacién y los conceptos de la teoria de Morse discreta de Forman
que necesitaremos méas adelante. Para mayores detalles puede consultarse [19] 20].

Como en la subseccién anterior, sea K un complejo simplicial abstracto finito y ordenado con
conjunto de vértices ordenado (V, <). Sea (F,C) el poset de caras de K, es decir, F es el conjunto
de caras de K parcialmente ordenado por la inclusién. Para una cara o € F, escribimos a®) para
indicar que « es de dimensién p, y usamos la notacion o = [ag, aq, - -+ , o], donde

apg < a1 < <y (1.4)
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es la lista ordenada de vértices de . Elegimos la orientaciéon en « determinada por . Para las
caras a?) ¢ BtY)  consideramos el nimero de incidencia ta,3 de oy B, es decir, el coeficiente 1
de «a en la expresion de 9(f3). Aqui O representa el operador frontera estdndar en el complejo de
cadenas simplicial orientado C,(K), es decir,

6([v0,v1,...,vi]) = Z (—1)j0vj([v0,v1,...,vi]) = Z (—1)j[U0,...,ﬁj\‘,...,vi},

0<;j<i 0<j<i

donde 0y, ([vo,v1, .- .,vi]) = [vo,...,Vj,...,v;] es la cara obtenida al eliminar v; de [vo, v1,. .., v;].
Consideramos el diagrama de Hasse Hr del poset F como un grafo dirigido: el conjunto de

vértices de Hr es F y los arcos dirigidos son los pares ordenados (a(p+1), ﬂ(p)) con B C a. Tal arco
dirigido se denotard como a(Pt1) N\, @),

Definicién 1.3.1. Un emparejamiento parcial W en Hr es un subgrafo dirigido de Hx cuyos vértices
tienen grado 1. El diagrama de Hasse modificado por W, Hr w, es el grafo dirigido obtenido de Hr
invirtiendo la orientacion de todos los arcos de W .

Notese que el conjunto de vértices de W puede ser un subconjunto propio de F. En tal caso, las
caras en F que no son vértices de W se denominan criticas en W. Por otro lado, un arco invertido se
denota como ¥ 7 aPtD) en cuyo caso se dice que a es colapsable en Wy 8 es redundante en W.
Las palabras “critica”, “colapsable” y “redundante” también se usardn cuando el emparejamiento
parcial W sea implicito en el contexto.

Definicion 1.3.2. Sea W un emparejamiento parcial en Hr. Un camino en W es una cadena
alternada de arcos dirigidos ascendentes y descendentes de Hr y de cualquiera de las dos formas

ao S PrNar S S BeNar o N0 N N Ok S Ve (1.5)

Un camino en W como el de la izquierda (respectivamente, derecha) en se llama camino superior
(respectivamente, camino inferior) en W, y el camino en W se llama elemental (respectivamente,
constante) cuando k = 1 (respectivamente, cuando k = 0). Un camino mixto en W, X, desde una
cara BV q una cara o'P) es la concatenacion de un arco dirigido B\, v en Hrw y un camino
superior en W, A, desde v hasta «.

Como antes, usamos el término “camino” como sinénimo de “camino en W?” cuando la corres-
pondencia parcial es implicita en el contexto. Los conjuntos de caminos superiores e inferiores que
comienzan en una p-celda a y terminan en una p-celda 3 se denotan por I'(, ) y I'(c, 8), respecti-
vamente. Notese que la concatenacién de caminos superiores/inferiores produce mapeos producto

L(a,8) x T(B,7) = T(e,y) v L(e, B) x L(B8,7) — L(a,). (1.6)

Por ejemplo, cualquier camino superior/inferior no constante es un producto de los correspondientes
caminos elementales.

Definicién 1.3.3. La multiplicidad de un camino constante v es pu(vy) := 1, y de caminos
superiores/inferiores elementales es

M(CVO / 51 \‘ al) = —lag,By " lag,pr Y M(’YO \ 51 / 71) = syt -

La multiplicidad de caminos no elementales y no constantes se define como una funcién multiplicativa

con respecto a los mapeos producto (@ Del mismo modo, j1(\) := ty 5+ () define la multiplicidad
del camino mizto X dado por la concatenacion del arco B\, v y el camino superior X € T'(v, a).
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Los campos gradientes discretos son la herramienta central en este trabajo:

Definicion 1.3.4. Un camino no constante como en se llama ciclo si ag = . en el caso
superior, o vo = Y en el caso inferior. Noitese que la condicion de ciclo solo puede darse con
k > 1. Un emparejamiento parcial W se dice que es un campo gradiente en K si ningun camino no
constante es un ciclo. En tal caso, los caminos se denominan caminos gradientes.

Noétese que W es un campo gradiente si y solo si Hx y no tiene ciclos (como grafo dirigido).

Teorema 1.3.5 ([19, Corollary 3.5]). Un campo gradiente discreto W en un complejo CW regular
finito X determina una equivalencia homotopica X ~Y, donde el complejo CW'Y tiene una celda
p-dimensional para cada cara critica p-dimensional de X.

Cerramos esta seccién preliminar recordando (Definicién y Proposicion [1.3.8]) la manera en
que la estructura de caras criticas y de caminos gradientes entre ellas pueden usarse para ensamblar
un complejo de (co)cadenas que recupere la (co)homologia de K.

Definicién 1.3.6. Sea R un anillo conmutativo unitarid’} Como un R-médulo aditivo graduado, el
complejo de cadenas de Morse (p«(K), ) es R-libre por grados, con base en la dimension p > 0 dada
por las caras criticas orientadas a® de K, y con mapeo frontera de Morse 0: iy (K) — pis_1(K)
dado en una cara critica «® por

W)= S (w5 (1.7)

gr-1 \ 3

donde la suma exterior recorre todas las caras criticas g1, y la suma interior recorre todos los
caminos gradientes miztos \ desde a hasta 5. El complejo de cocadenas de Morse (u*(K),d) es el
R—dualﬂ de (pu«(K),0).

Asi, uP(K) es R-libre con base dada por los duales de las caras criticas orientadas a®) de K. El
valor del mapeo cofrontera de Morse 6: pu*(K) — p*t'(K) en una cara critica (dualizada) a(?) es

3@®y= 3" (S uN )-8 (1.8)

Bp+1) 3

donde la suma exterior recorre todas las caras criticas (dualizadas) 3®*+1 | y la suma interior recorre
todos los caminos gradientes mixtos A desde 5 hasta a.

Nota 1.3.7. Para las caras criticas ’y§p ) y ’ygp H), el niimero de caminos gradientes mixtos contados

con multiplicidad A\ desde 72 hasta 71, es decir, la suma [y1;72] := >\ u(A), se llama el nimero de
incidencia de Morse de 1 y 2. En estos términos, (1.7) y (1.8) toman las formas mas familiares

9 P)y= 3" [Bia] By )= Y [a8]- B (1.9)

Br—1) Brt1)

Los caminos gradientes producen una equivalencia homotépica entre el complejo de cocadenas
de Morse p*(K) y el complejo de cocadenas simplicial usual C*(K). Para nuestros propdsitos nece-
sitamos:

'Nos restringimos a coeficientes de anillos, ya que en tltima instancia estaremos interesados en productos copas.
2Para abreviar, omitiremos consistentemente escribir asteriscos para los objetos dualizados; el contexto aclara el
significado pretendido.
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Proposicion 1.3.8. Las férmulas

B(aP) = 25w (erf(ﬁ o) u()\)) B, (« critica, B arbitraria), (1.10)
’ 1.10
()]

(BPY =3 0 (EAEE(a,ﬁ) u(A)) -, (B arbitraria, o critica)

determinan mapeos de cocadenas ®: p*(K) — C*(K) y ®: C*(K) — u*(K) que inducen isomorfis-
mos en cohomologia ® 1y ®* con (®*) 1 =T .

En particular, los productos copas pueden evaluarse directamente a nivel del complejo de coca-
denas de Morse p*(K). De hecho, dados los cociclos de Morse x,y € p*(K) que representan las
respectivas clases de cohomologia z/,y € H*(u*(K)), el producto copa en cohomologia tedrico de
Morse 2’ - 3/ estd representado por el cociclo de Morse

2Ly =@ (B(x) — B(y)) € p*(K), (1.11)

donde — representa el producto copa simplicial.
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Capitulo 2

Campo gradiente discreto algoritmico y
el algebra de cohomologia de los espa-
cios de configuraciones de dos puntos
en grafos completos

Este capitulo esta basado en [26]. Aqui presentamos y estudiamos un algoritmo que construye un
campo gradiente discreto sobre cualquier complejo simplicial. Con una complejidad computacional
similar a la de los métodos existentes, nuestro campo gradiente es siempre maximal y, en varios
casos, incluso 6ptimo. Realizamos un analisis exhaustivo del campo gradiente resultante en el caso
del modelo discreto de Munkres para Conf(K,,,2), el espacio de configuracién de pares ordenados de
particulas no colisionantes que se mueven sobre el grafo completo K, con m vértices. Este enfoque
nos permite describir en detalle el dlgebra de cohomologia H*(Conf(K,,,2); R) para cualquier anillo
unitario conmutativo R. Como aplicacién, demostramos que, aunque Conf(K,,,2) se encuentra fuera
del régimen "estable", todas sus complejidades topoldgicas son maximas cuando m > 4.

2.1 Campo Gradiente algoritmico

Sea K un complejo simplicial abstracto ordenado y finito de dimensién d con conjunto de vértices
ordenado (V, <), donde el orden parcial < se restringe a un orden lineal en los simplejos de K. En
esta seccién, describimos y estudiamos un algoritmo A que construye un campo gradiente discreto
W (que depende de <) en K.

Por el principio de extension de orden, podemos asumir que < es lineal sobre V. Sea F* el conjunto
de caras de dimensién i de K. Recordemos que una cara a9 € F' se identifica con la tupla ordenada
[ag, 1, -+, au], g < a1 < -+ <y, de sus vértices. En este contexto, decimos que «, aparece en
la posicién r de a. La notacién de tuplas ordenadas nos permite extender lexicograficamente < a
un orden lineal (también denotado por <) en el conjunto F de caras de K. Escribimos < para la
version estricta de <.

Para un vértice v € V, una cara o € F' y un entero r > 0, definimos

(v, 0) {a U{v}, siaU{v}e F*! con v apareciendo en la posicién r de a U {v};
tr(v,a) =

, de lo contrario.
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2.1.1 El campo y su aciclicidad

Al inicio del algoritmo, establecemos W := @ e inicializamos las variables auxiliares F? := F? para
0 <17 < d, las cuales, en cualquier momento del algoritmo, rastrean las caras de dimensién 7 que no
forman parte de un emparejamiento en W. A lo largo del algoritmo A, se anaden emparejamientos
(a, B) € F' x Fi*! a W mediante una familia de procesos P’ que se ejecutan para i = d — 1,d —
2,...,1,0 (en ese orden), donde P' se ejecuta siempre que (en ese momento) tanto F* como F**! no
estén vacios (de modo que haya posibilidad de afiadir nuevos emparejamientos a W). El proceso P?
consta de tres niveles de subprocesos anidados:

1. En el nivel méas externo, P’ consiste en una familia de procesos P*" para i +1 > r > 0,
ejecutados en orden descendente respecto a 7.

2. A su vez, cada P"" consiste en una familia de subprocesos P*"? para v € V, ejecutados desde
el vértice mayor segiin < hasta el menor.

3. En el nivel méas interno, cada proceso P»™? consiste en una familia de instrucciones P»"%%
para a € F', ejecutadas siguiendo el orden lexicografico <.

La instruccién P“"v% verifica si, en el momento de su ejecucion, (a,u.-(v,a)) € F* x Fitl es
decir, si (a, tr(v,«)) estd "disponible" como un nuevo emparejamiento. Si es asi, el emparejamiento
a / 1.(v,a) se aiade a W, mientras que « e t.(v, ) se eliminan de F? y F*! respectivamente.
Dos consecuencias inmediatas se derivan de la construccién anterior. A saber, al final del algoritmo,

(1) la familia resultante de pares W es un emparejamiento parcial en F, y

(2) todas las caras y co-caras de una celda no emparejada estan involucradas en un emparejamiento
de W.

Como es de imaginarse, por la introduccién al capitulo, en los siguientes parrafos se demostrara
que el emparejamiento antes descrito construye un campo gradiente discreto sobre sobre K. En este
sentido la Definicién y el Lema [2.1.2 juegan un rol fundamental.

Definicion 2.1.1. Sea W;,, la coleccion de emparejamientos o ,/ B en W construidos durante
el proceso P*"". Consideremos también la coleccion P;,, de pares (o,3) € F' X FHL tales que

B\ a=wv conv apareciendo en la posicion r de B. Ast, Wiy = Pip o N W.
Lema 2.1.2. Sea a = [ag,...,Qp,Qpy1,...,04] / B = [ao,. .., Po,Qrt1,-..,0;] un empare-
jamiento en Wi,i15, y sea v una cara de B con v = [ag,...,0, 00,0 41,...,05,...,0;] para

r+1<yj <4, ie, v < a. Entonces existe un entero £ € {j+ 1,57 +2,...,i+ 1} y un vértice
dp con a;j < dg tal que

0 / 0= [a()a"'aaT?BOvaT-f-la'"7aj—17a;7"'7607"']
estd en Wi gs,. En particular, el apareo vy /& se construye (segin A) primero que el apareo o /" f3.

Demostracion. Previo a la instruccion P 150 que construye a  f3, el algoritmo A ejecuta la
instruccién PHI+1%7 que evalta el par potencial (v, 3) € P; j11,a;. Este dltimo no es un elemento
de W, ya que [ permanece disponible hasta una etapa posterior en A. Por lo tanto, v debe ser
emparejada por una instrucciéon P97 anterior a P»/+1%:7 lo que fuerza la conclusién. O

El Lema nos esté diciendo que en el momento en que A construye un emparejamiento o 3,
« es, de hecho, la menor (con respecto a <) de las caras de  que permanecen no emparejadas.
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Proposiciéon 2.1.3. W es un campo gradiente discreto.

Prueba de la Proposicién[2.1.3. Supongamos, para obtener una contradiccion, que existe un ciclo en
w

o 0N BN S BN = (2.1)
(la condicién n > 1 esté forzada por la definicién de un camino gradiente). Sin pérdida de generalidad,

podemos asumir que o 4% es construido por A antes que cualquier otro emparejamiento af 37
con 1 <j <mn. Asi, el Lema obliga a que el inicio del ciclo tenga la forma

0 0 0 0
A =[Oy e N PRy
0 0 0 20 0 0
B =[0gy .. s Qs Bos Qo1 -+ -5 Ok
1_ 1,0 0 0 50 0 0
= [ag, 0y G B0, 01y O]
Supongamos inductivamente que o/ /" [--- , 39, a?o TP ,a9] con [ apareciendo en la posicién jo

(por lo tanto, o/ # a®). La eleccién de o  B° implica que 37 se obtiene de o/ insertando un
vértice v a la izquierda de 58 (es decir, v < 68). Una nueva aplicacion del Lema m (junto con
la eleccién de o 7 BY) muestra entonces que a/T! debe obtenerse de 3/ eliminando un vértice

diferente de £, O‘?o+1v e ,ag. Asf ot =[... B0, a90+1, ces ,ag], lo que nuevamente es diferente de
ag. Iterando, obtenemos una situacién incompatible con la igualdad en (12.1)). ]

Teorema 2.1.4. El campo gradiente discreto W es mazimal. De hecho, todas las caras y todas las
co-caras de una cara critica de W estin involucradas en un emparejamiento de Morse.

Demostracion. La prueba de este teorema ha sido notada en el inciso [2.1.1] arriba de la Defini-

cién 21,71 O

Notemos que, cuando K es un simplejo completo, A construye el campo gradiente estandar (y
6ptimo) determinado por la inclusién-exclusién de un vértice fijo (el més grande en el orden seleccio-
nado =<). Como se ilustra en los Ejemplos a continuacion, también se alcanza la optimalidad
en otras situaciones estdndares. El Ejemplo y el Corolario [2:2.2] a continuacién tratan con
instancias ligeramente menos estdndares, mientras que [24] trata con situaciones novedosas en las
que nuestro campo gradiente es 6ptimo.

Ejemplos 2.1.5. La Figura (izquierda) muestra una triangulacién del plano proyectivo RP2.
El campo gradiente mostrado por las flechas gruesas estd determinado por A usando el orden de
vértices indicado. Las unicas caras criticas son [6] (en dimensién 0), [2,5] (en dimensién 1) y [1, 3, 4]
(en dimensién 2), por lo que la optimalidad del campo se deduce de la conocida homologia mod-2
de RP2. Aunque el campo gradiente depende del orden de los vértices, hemos verificado con la
ayuda de una computadora que, en este caso, todos los posibles 720 campos gradientes (derivados
de los correspondientes 6! érdenes posibles de los vértices) son 6ptimos. En la Figura (derecha)
se muestra un campo gradiente 6ptimo correspondiente en el 2-toro (y el orden de vértices que lo
genera). Esta vez las caras criticas son [9] (en dimensién 0), [2,8] y [5,8] (en dimensién 1) y [1,3,7]
(en dimensién 2). El caso del toro es interesante ya que hay 6rdenes de vértices que producen campos
gradientes no 6ptimos. En general, una estrategia plausible para elegir un orden conveniente de los
vértices consiste en asegurar el mayor ntimero posible de vértices con una alta =<-etiqueta, de modo
que no haya dos de esos vértices en una misma cara. Por ejemplo, en nuestro ejemplo del toro,
ningtn par de vértices tomados de 7, 8 y 9 se encuentra en una sola cara.

La opcién o < v descartada por las hipdtesis en el Lema [2.1.2] se aborda en el siguiente lema:
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Figura 2.1: Campos gradientes algoritmicos: plano proyectivo (izquierda), 2-toro (derecha)

Lema 2.1.6. Sea o = [, ..., Qig1,...,ax] B = oo, .., Bo, Qi1 - .-, ] un elemento
en Wiiv1,8, ¥ sea v una cara de B con o < vy, es decir, v = [0, ...,05, ..., 04 Bo, Qit1, ..., 0]
para 0 < j < i. Supongamos que v / § es una pareja construida después de la pareja o / .
Entonces § se obtiene de vy insertando un vértice &g que es mds pequeno que By en el orden <, es
decir, 0= (...,(50,...,50,0@‘_,_1,...,6%).

Demostracion. La afirmacién se sigue de la definicién del algoritmo A al notar que a1 aparece en
la posicién ¢ + 1 en . O

2.1.2 Campo gradiente mediante un algoritmo mas rapido

La demostracion de la Proposicién[2.1.3hace un uso critico de la "temporalizacién” en la construccién
de los pares de W dentro del algoritmo A. Dicha caracteristica serd modificada a continuacién para
obtener una version mas eficiente y rapida de A. Aunque la "temporalizaciéon” de la construccién de
los pares W se alterard, mostraremos que el nuevo algoritmo construye el mismo campo gradiente.

El algoritmo A en esta subseccion, inicializado con variables auxiliares W y F' anélogas a las de
su contraparte A, consiste en una familia de procesos P" que se ejecutan para i = d—1,d-2,...,1,0
(en ese orden). Cada P" se ejecuta bajo las mismas condiciones (con respecto a F'y Flﬂ) que su
andlogo P*, pero consiste solo de dos (en lugar de tres) niveles de subprocesos anidados. Es decir,
en el nivel més externo, P consiste en una familia de procesos P para v € V, ejecutados desde el
vértice mds grande en < hasta el mas pequefio. A su vez, cada proceso P"" consiste en una familia
de instrucciones P para a € F', ejecutadas siguiendo el orden lexicogréifico basado en <. La
instruccion P verifica si, en ese momento, (a, {v}Ua)) € F' <P (es decir, disponibilidad). Si es
asi, el emparejamiento o /' {v} Ua se afiade a W, mientras que a y {v}Ua se eliminan de F' y FZH,
respectivamente. Asi, la diferencia con el algoritmo A es que, para construir un emparejamiento
a /' {v}Ua en W, no se toma en cuenta la posicién de v en {v} U a. Como explicaremos a
continuacién, tal situacién significa que el algoritmo A construye algunos emparejamientos o /" 3
antes de lo que los construiria A, evitando asi la necesidad de realizar instrucciones de prueba
posteriores relacionadas con « o 3.

Ejemplo 2.1.7. Consideremos la triangulacién del plano proyectivo perforado que se muestra en
la Figura En el algoritmo A, el emparejamiento [2,3] " [2,3,4], que se construye durante
el proceso PH24 ocurre antes que el emparejamiento [1,5] " [1,4,5], que se construye durante el
proceso P14, En cambio, estos dos emparejamientos se producen en el orden inverso en el algoritmo
A, y ambos se construyen durante el proceso P14, Como se puede comprobar ficilmente, el campo
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gradiente resultante (comin) tiene solo dos caras criticas, a saber, [6] y [4, 5], y por lo tanto es éptimo
(ya que el plano proyectivo perforado tiene el tipo de homotopia del circulo S').

Figura 2.2: El orden de los vértices en el plano proyectivo con la cara [1,2, 3] eliminada

El objetivo de esta subseccién es demostrar el Teorema [2.1.8] a continuacién, es decir, el hecho
de que W = W al final de ambos algoritmos. La demostracién se organiza mejor estableciendo
Wirw = P;yp NW (cf. Definicién [2.1.1)), asf como

Wk,v = |_| Wk’,r,v y Wk:,v = |_|Wk,r,v-
r r

Teorema 2.1.8. Los emparejamientos construidos por A y A coinciden: Wirw = Wk,m, para todos
los indices relevantes k, r y v. En particular, W es aciclico.

La demostraciéon del Teorema hace uso de las siguientes observaciones elementales validas
para los vértices v y w con v =X w:
(a,8) € Porw vy (,7) € Pysw = 1 <s, con igualdad cuando v = (2.2)
(a,8) € Porow v (7,8) € Prsy => 1 <5, con igualdad cuando v = w. ’
Nota 2.1.9. En la demostracion del Teorema [2.1.8] serd conveniente tener en cuenta la siguiente
vision mas cercana de la parte medular de los algoritmos Ay A. A saber, en el caso de A, una manera
eficiente de ejecutar un proceso P*™ es ensamblar el conjunto N, kv de caras (k+1)-dimensionales
que contienen a v en la posicién r y tal que tanto v como 9, () estan disponibles, es decir, ni y ni 9,(7)
han sido emparejadas antes del inicio de P¥"?. Con dicha preparacién, P¥™? simplemente afiad
a W todos los pares (9y(7),7) con v € Ni,, (construccién de nuevos emparejamientos), y elimina
todas las caras v y 0y(7), para v € Nj ., de las listas correspondientes de caras no emparejadas
(actualizacién de caras disponibles). De manera similar, una forma eficiente de ejecutar el proceso
—k,v
/P b

un vértice (en cualquier posicién) y tal que tanto vy como 9,(7) estan disponibles al inicio de P

en A es ensamblar el conjunto Ny, de caras (k + 1)-dimensionales v que contienen a v como

Con dicha preparacién, el Lema a continuacién muestra que P simplemente afiade a W
(en orden lexicografico) todos los emparejamientos (9,(7),7) con v € Ny, (construccién de nuevos
emparejamientos), y elimina todas las caras vy 9,(7), para v € N;m,, de las listas correspondientes
de caras no emparejadas (actualizacién de caras disponibles). En particular, Ny ,, (respectivamente
Ny.») es el conjunto de caras colapsables para el bloque de emparejamiento construido por Pl

(respectivamente P"), mientras que las caras d,(/3) para 3 € Ny.r (respectivamente 3 € Ny ,,) son
las caras redundantes correspondientes.

La adicién de pares se realiza siguiendo el orden lexicografico = (cf. Lema [2.1.10]), aunque esto es irrelevante en
este punto.
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Lema 2.1.10. Sean o y 8 caras (k+ 1)-dimensionales que contienen a v como vértice (en cualquier
posicion). En términos del orden =<-lexicogrdfico, la condicion a < 3 se cumple si y solo si Oy(a) <

9 (B)-

Demostracion. El orden lexicogréfico es lineal (lo hemos asumido a nivel de vértices), por lo que
basta mostrar que 9,(«) < 9,(f) siempre que se cumpla o < . Supongamos que v aparece en las
posiciones i y j en o'y 3, respectivamente. El resultado es obvio si i = j (por eso no necesitamos el
lema en nuestro andlisis més cercano de A), o si la decision lexicografica para la desigualdad o < 3
se toma en una posicién menor que m := min{s, j}. Asi, podemos asumir que i # j, siendo a y
idénticas hasta la posiciéon m — 1. La desigualdad o < 3 fuerza entonces que i > j = m. Asi, 0,(«)
y Oy() son idénticas hasta la posicién j — 1, mientras que en la posicién j:

o Oy(a) tiene el vértice oj, que es menor que v = a, y
o 0y(f) tiene el vértice Bj41, que es mayor que v = 3;.
En consecuencia, 0,(a) < 9,(5). O

Demostracién del Teorema[2.1.8. Recordemos que d representa la dimensién del complejo simplicial
bajo consideracion. Fijemos i € {0,1,...,d — 1} y supongamos que

la igualdad Wy, = Wy .., es valida siempre que k > i (2.3)

para todos los valores relevantes de r y v. El objetivo inductivo es demostrar

Wirw=Wir,, para todov eV ytodor e {0,1,...,i+1}. (2.4)

(La induccién se fundamenta vacuamente en el hecho de que Wy, , = @ = dev al inicio de ambos
algoritmos.) Comenzamos argumentando el caso r =i+ 1 en , que, a su vez, se hard mediante
induccién en el orden inverso de los vértices (es decir, comenzando desde el vértice mas grande
Umax) ¥ @ través de una comparacién de las acciones correspondientes de A y A durante la ejecucion
simultanea de estos algoritmos. En detalle:

Casol: r=i+1y v=1vna €n . Los emparejamientos en W ;11 v, Se construyen du-
rante la ejecucién del proceso P4+ 1Umax mientras que aquellos en Wi it1,0max S€ construyen durante
la ejecucién del proceso P77
jamientos fuera de Wi,iﬂwmax. Sin embargo, tal posibilidad se elimina debido a que vyax solo puede

aparecer en la ultima posiciéon de cualquier cara. Teniendo en cuenta la suposiciéon inductiva (2.3]),

. En principio, el tltimo proceso también podria construir empare-

esto significa que los procesos P +1vmax en Ay P en A construyen los mismos nuevos empare-
jamientos y, en consecuencia, realizan la misma actualizacién de los conjuntos de caras disponibles
(esto justifica el abuso de notacién Phit1hvmax = P"") = Ademds, después de que estos procesos
concluyen, no se pueden construir mas emparejamientos mediante la insercion de vyax (ya sea en A
o en A). Por lo tanto, de hecho

Wi:”max = Wi,i“"l,vmax = Wiyi‘i‘l,vmax - Wiﬂ)max (25)

lo cual, en particular, fundamenta el argumento inductivo (sobre los vértices) para el caso r =i + 1
en (2.4). Como se explic) en el parrafo anterior al Lema [2.1.10} las entradas redundantes en ([2.5)
son las caras o de dimension i tales que o U {vmax } €s una cara de dimension (i + 1) (por lo tanto,

. . .. P =1,V . .. ,
Umax € «) disponible al inicio del proceso Pt 1vmax — P (todas las caras de dimension i estan
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disponibles en este punto), mientras que las entradas colapsables en son las caras de dimensién
(i + 1) disponibles al inicio de P%i+1vmax = PUUm que contienen a Umax como vértice.

La situacién anterior cambia ligeramente en las etapas posteriores de los algoritmos y, para
apreciar mejor las sutilezas, es muy ilustrativo dedicar un poco de tiempo a analizar en detalle
algunos de los emparejamientos construidos justo después de (2.5)).

CasoIl: r =i+1y v =vmax—1 €en (2.4). Sea v1,v9, ..., Vmax —1, Umax 10s elementos del conjunto

) ) ? 9
de vértices V' ordenados crecientemente segun <. Los emparejamientos en Wi i1 vp., 1 (respectiva-
mente Wi i1 v, 1) S construyen durante la ejecuciéon del proceso P¥i+1vmax-1 (respectivamente

=%, Umax —1 ., . . . .
P 70). En ambos procesos, la construccion se realiza considerando la insercion de vpax —1 entre
las caras disponibles (estas son comunes a ambos algoritmos hasta este punto), ya sea en la posicién
i+ 1 en el caso de A, o en cualquier posicién en el caso de .A. Como en el Caso I,

%, Umax —1 ’ . . . =
P podria construir emparejamientos fuera de W i1 v 15 (2.6)

cualquier emparejamiento de este tipo tendria que estar en W, . (2.7)

ya que Upmax —1 N0 puede aparecer en una posiciéon menor que i en una cara de dimensién (i +1). En
términos de la notacién introducida en el parrafo anterior al Lema la posibilidad en (2.6)) se
traduce en una inclusion estricta N; ;11 v 1 C Nivpax 1- Sill embargo, un elemento en N, .\
Niit1,0max 1 S€ ve obligado a ser una cara de dimensién (i + 1) que, ademds de estar disponible al
inicio de Pitlvmax—1 P M1 tione a vpay apareciendo en la Gltima posicién (ya que, como se
indica en , Umax —1 aparece en la pentltima posicién). Esta situacién entra en conflicto con la
descripcién de las caras colapsables senaladas al final del Caso I, descartando la posibilidad en .

; . x 1,V —
Asi pues, al igual que antes, Pt 1vmax -1 = pHimax—t g
Wiﬂ)max—l = 4,i+1,Vmax —1 — Wiyi"l‘]-yvrnax—l = Wiﬂ}max—l’ (28)

Aunque los Casos I y II son esencialmente idénticos, la construccién de los emparejamientos
subsiguientes tiene un giro cuya solucién se aprecia mejor al observar rdpidamente el siguiente bloque
. . . i i, Umax —2

de emparejamientos, es decir, aquellos construidos por PHt1hvmax—2 en el caso de A y por P~ "

en el caso de A. En este caso, la inclusién

Niai‘i‘lyvmax -2 g ’L'yvmax -2 (29)

puede no ser en realidad una igualdad, como se ilustra en el Ejemplo Como resultado, la
forma particularmente fuerte de las afirmaciones y va no se sostiene para los bloques de
emparejamientos posteriores. En cualquier caso, lo que recuperamos de —v la discusion previa
al Lema es el hecho de que W, i1 v 5 = Wit omax _2- L€g0 extendemos inductivamente
esta conclusién a otros vértices y, a continuacion, explicamos cémo los emparejamientos tempranos
construidos en A se recuperan eventualmente en A.
Caso III: Paso inductivo que resuelve (2.4) para r = i + 1. Fijemos un vértice v € V' y
supongamos que
Wiit1,w = Wiit1,w (2.10)

. . o1 ee W — .
siempre que v < w, lo que permite la posibilidad de que el proceso P’ en A construya méas em-
parejamientos que el proceso correspondiente P»*1% en A. En este escenario, las caras disponibles
al inicio de P son necesariamente las disponibles al inicio de P»**1¥  por lo que

Wiittw € Wiit1,0- (2.11)
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Supongamos, para obtener una contradiccién, que la inclusién anterior es estricta, y seleccionemos
un emparejamiento
(Oé, ,8) en Wi,i+17v pero no en WZ'J;HJJ. (212)

Esto significa que « o 8 (o ambos) no estéan disponibles al inicio de fw y, en vista de 1' esto solo
puede suceder si

(i) (o, B8") € Wirw C P, para alguna cara 3/, algin vértice w y alguna posicién r, o

(i) (o/,8) € Wi rw C P, 4 para alguna cara o, algtin vértice w y alguna posicion r,

donde, en ambos casos, v < wy r < i+ 1. Pero (a, ) € Wiit14 C Pjit1.0, POr lo que implica
en realidad que ¢ +1 = r. Asi, o o 3 forman parte de un emparejamiento en W ., = Wy it1,0 =
Wi it1,.w, donde la tltima igualdad proviene de , pero esto contradice . Asi, es una
igualdad. Cabe sefialar que el argumento anterior no descarta la posibilidad de que P"" construya
més emparejamientos (insertando v en una posicién menor que i + 1) que aquellos construidos por
'Pi,i-l-l,fu'

La conclusion de la demostracion del Teorema es decir, la prueba de para r < 1,
procede por induccién inversa sobre r, con la discusién anterior para r = ¢ + 1 fundamentando la
induccién. El nuevo argumento inductivo requiere un enfoque completamente diferente derivado del
siguiente hecho: En A, después de que P 1% termina, el proceso P! contintia con muchos méas
subprocesos, el primero de los cuales es Pitvmax - Sin embargo, en A, el proceso P’ finaliza tan pronto
como P termina, es decir, cuando la etapa inductiva final en el Caso III concluye. Por lo tanto,
nuestra estrategia de prueba a partir de este punto requiere pausar 4 para analizar el resto de las
acciones en P’. En particular, explicamos a continuacién c6mo P alcanza todos los emparejamientos
“tempranos” |, (W@U \ Wi7z‘+171}) construidos por P

Caso IV: (Paso inductivo doble que resuelve (2.4) para cualquier r). Fijemos r €
{0,1,...,i} y supongamos inductivamente que, a medida que P’ progresa, P** produce Wipw =
Wi p.w Para cualquier vértice w y cualquier posicién de insercién p > r. (La induccién se fundamenta
en el Caso III anterior.) El objetivo es demostrar

Wirw = Wirw para todos los vértices w. (2.13)

Dado que r < i, obtenemos W,y = & = Wj .. Por lo tanto, podemos asumir en un segundo
nivel inductivo que, para algin vértice v con v < vmayx, (2.13)) es cierto para todos los vértices w con
v < w. El objetivo actualizado es demostrar que W ., = W; .,

Inclusion W, € Wi, Supongamos, para obtener una contradiccién, que

(a,8) € Wirw (2.14)

es un emparejamiento “tempranero” (construido durante la ejecucion de fw) que no puede ser
construido durante la ejecucién de P>™¥. Entonces a o 3 (o ambos) deben estar involucrados en
un emparejamiento de algin W, con s > r y, ademds, con v < w si de hecho s = r. La
igualdad inductiva doble W; ., = W@&w, la dindmica de A y entonces obligan a que v = w
y, en consecuencia, s > r. Pero esta ultima desigualdad contradice ya que Ww,y CP,vy
Wi,s,w - Pi,s,w'

Inclusion Wi .., € W, ., Supongamos, para obtener una contradiccién, que

(a, B) € Wi (2.15)
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no es uno de los emparejamientos “tempraneros” construidos durante la ejecucién de P”". Entonces
a o 8 (o ambos) deben estar involucrados en un emparejamiento de algin W, 5., con v < w. Como
en el parrafo anterior, entonces implica que r < s. A su vez, la hipdtesis inductiva doble
da Wi sw = Wisw, lo que implica que dicho emparejamiento incluye a a o 3, en contradiccién

con ([2.15)). O

2.1.3 Complejidad computacional y rendimiento

El diseno de algoritmos eficientes y la implementacién de softwares rapidos para el procesamiento
homolégico de grandes conjuntos de datos es un desafio tecnoldgico dindmico. Con esto en mente,
ahora estudiamos la complejidad computacional de nuestro algoritmo y la comparamos con una
técnica estrechamente relacionada utilizada en aplicaciones actuales.

Harker et al. describen y estudian en [30] una forma eficiente de calcular la homologia de com-
plejos. En el corazén de su método, hay un algoritmo H para construir campos gradientes discretos
en una clase bien adaptada de complejos (al estilo de Tucker). La idea se basa en una extension de
la teoria de Morse del método de correduccién introducido en [37]. En concreto, las celdas o y
forman un par de correduccién de un complejo K siempre que « sea una cara libre de codimensién
1 de 8 en K. Inicializando K como el complejo completo inicial, el algoritmo H construye empare-
jamientos de Morse o /* 8 siempre que « y 8 formen un par de correducciéon en K. Cada vez que
se encuentra un par de correduccién, sus entradas se eliminan de K antes de buscar el siguiente par
de celdas de correduccién. Si en algin momento no existen pares de correduccién en K, las caras de
K que no tienen frontera en K se declaran criticas (y se eliminan de K) hasta crear nuevos pares
de correduccion. El algoritmo se repite hasta que K queda vacio, lo que completa el proceso bésico
(iterativo) Ho de H.

Aunque tanto A como H se basan en la buisqueda heuristica de pares de Morse, los campos
gradiente correspondientes no se parecen en nada entre si. De hecho, la heuristica de correduccién en
H se reemplaza en A por una estrategia de inclusién-exclusién guiada por el orden de los vértices, una
vez fijado <. M4s precisamente, a continuacién destacamos las principales diferencias conceptuales
y similitudes aparentes entre A y H. Para empezar, obsérvese que no hay razén para esperar (y de
hecho, generalmente no es el caso) que Hy produzca un campo gradiente razonablemente eficiente en
el complejo original. No obstante, la perspectiva de Tucker sobre los complejos permite a Harker et
al. iterar Hy y, al hacerlo, el campo gradiente eventualmente estabilizado resulta ser razonablemente
eficiente —Gptimo en algunos casos. Por otro lado, como se ilustra en los Ejemplos[2.1.5]y se formaliza
en el Teoremau la propiedad de eficiencia correspondiente se alcanza con A como resultado de la
busqueda guiada por =< de pares de Morse. Pero el aspecto mas importante a destacar al comparar
A vy H se refiere a la complejidad computacional. Ademas de

(a) el costo de iterar Hy hasta alcanzar un campo gradiente estable, y

(b) el costo de procesar el complejo de Morse resultante al concluir cada aplicacién de Hy para reunir
la informacién de Tucker necesaria para la siguiente aplicacién de Ho,

el costo computacional de aplicar Hg (por ejemplo, por primera vez) es lineal en la masa del complejo
inicial

my = card {(ap+1,ﬁp) :p>0ya,fson caras de K con 8 C a} (2.16)
(ver [30, Proposicién 5.1]). Probamos (Proposicién [2.1.11] a continuacién) que, si pensamos en la
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instruccién basica P del algoritmo A en la Subseccién como ejecutada en tiempo O(l)
entonces A también se ejecuta en tiempo O(m ). En consecuencia, para implementaciones practicas,
una estrategia rentable para reducir los costos computacionales provenientes de (a) y (b) arriba puede
basarse en una combinacién de los algoritmos A y H. De hecho, la condicién de maximalidad del
campo gradiente W resultante de una aplicacién inicial de A puede potencialmente ser superada (y
posiblemente convertida en una condicién de optimalidad) mediante una aplicacién subsiguiente (y
mucho més rapida) de #H sobre el complejo de Morse-Tucker resultante de W.

Proposicion 2.1.11. Para un complejo simplicial abstracto finito ordenado K con masa de com-
plejo (2.16)), el algoritmo A se ejecuta en tiempo O(my).

Demostracién. Una implementaciéon eficiente de A requiere la inicializacién de un par de funciones
f(o) y g(i,v). La primera funcién es binaria y responde, en cualquier momento del algoritmo, a la
pregunta de si una cara dada o del complejo original pertenece al conjunto de caras “disponibles”
Fhime) (aqui y a continuacién reutilizamos la notacién establecida en la Subseccién La
segunda funcién informa, en cualquier momento del algoritmo, la lista de caras disponibles en una
dimensién dada i que contienen un vértice dado v. El costo de inicializar f (con valores TRUE) es
lineal en el nimero de caras del complejo original y, por lo tanto, puede ignorarse para los fines de
esta prueba. Por otro lado, para una dimensién dada i, comenzamos configurando ¢(i,v) = & para
todos los vértices v. Luego, para cada cara o € F' y para cada vértice v € o, anadimos o a g(i,v).
Esta tarea toma tiempo O(3_,cri ms), donde m, representa la masa de la frontera de o, es decir,
la cardinalidad del conjunto de caras de o. Por lo tanto, inicializar ¢ (y f) toma tiempo O(mg).
Con esta preparacién, A puede entonces ejecutarse en tiempo O(my) siguiendo las indicaciones en la

Observacion 2.1.91 Especificamente, para ejecutar el proceso P, selecciona las caras o € g(i+1,v)
con f(0y(c)) = TRUE, de modo que

Oy(o) /o (2.17)

es un nuevo par de Morse —en cuyo caso se deben actualizar los valores correspondientes de f y
g. Naturalmente, algunas caras o € g(i + 1,v) no llevardn al emparejamiento de Morse “de tipo
v” y deberén ser consideradas por procesos posteriores P (es decir, con w < v). Pero, al
igual que en la inicializacion de g, una o fija debera ser procesada a lo sumo m, veces. Por lo tanto,
el algoritmo real A también se ejecuta en tiempo O(mp). O

Hay que tener en cuenta que la estimacién O(mp ) para la complejidad computacional en la parte
final de la prueba anterior es bastante aproximada. De hecho, ninguna de las caras redundantes de
dimensién ¢ emparejadas durante la ejecucion de P' tendra que ser procesada durante la ejecucion
de P!, Es en este sentido que la maximalidad de nuestro algoritmo (Teorema conduce,
paraddjicamente, a una complejidad computacional que, en situaciones practicas, es menor de lo
estimado aqui.

2.1.4 Condiciones de colapsabilidad

Esta seccién estéd dedicada a aspectos tedricos de nuestro campo gradiente. En particular, describimos
un conjunto de condiciones “locales” que nos permiten identificar emparejamientos en nuestro campo
gradiente sin necesidad de ejecutar ninguna de las dos versiones de nuestro algoritmo. Nuestras

2Tal suposicién se logra ficilmente mediante una implementacién eficiente de A, ver la prueba de la Proposi-

cién
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condiciones locales determinan completamente el campo gradiente en una serie de casosﬂ El principal
resultado de esta seccién (Teorema[2.1.20)) se presenta a través de una serie de resultados preliminares
que aumentan en complejidad para aislar el papel de cada uno de los ingredientes de las condiciones.

Definicién 2.1.12. Se dice que un vértice o; de una cara a = [ag, ..., x| € FE es mdzimo en « si
On,; () U {v} ¢ F* para todos los vértices v con o < v. Cuando o; no es mdximo en «, escribimos
a(i) := 0q,; (a) U{a'}, donde

o i=max{v € V:a; <v y dy(a)U{v} € FF}.

Notese que o' es mdzimo en (i), y que o' no es un vértice de a. Iterando la construccion, para una
cara dada o = |ay, ..., ] € FF y una secuencia de enteros 0 < i < iy < --- < tp < k, decimos que
la cara [0y, 0y, ..., 04,] no es mdzima en o siempre que:

o «;, no es maxima en «, por lo que podemos formar la cara a(iy);

o «;, no es maxima en «(iy), por lo que podemos formar la cara o(iy,i2) := a(i1)(i2);

e a;, no es mdrima en a(ii,...,ip—1), por lo que podemos formar la cara a(iy,...,ip) =
alit, ... ip—1)(ip).
Cuando p = 0 (es decir, no hay proceso de construccion), a(iy, iz, ..., ip) se interpreta como a.

Lema 2.1.13. Ningin vértice de una k-cara redundante o € F* es mdzimo en .

Demostracion. Supongamos un emparejamiento o = [, ..., o] /B = [ao, ..., a1, B0, Qr, ..., ]
y consideremos un vértice a; de a. Si i < r, la k-cara 0y, (8) = [0, ..., Qiy. .oy 1, Boy Qpy o .oy k]

muestra que el vértice a; no es maximo en «. Si ¢ > r, el Lema [2.1.2] da un emparejamiento

Y= [QO)"'7aT—17/607aT)'"76[77"')0516] / [O[Ou"'va?“—laﬂ()va?“u”'7@7"'7507"'] ::6

mediante la insercién de un vértice dy con a; < &y, de modo que la k-cara Odg,(d) muestra que el
vértice o; no es maximo en c. ]

Mientras que los vértices méaximos en una cara « pueden considerarse como obstrucciones a
la redundancia de «, la maximalidad del vértice més grande en « es en realidad equivalente a la
colapsabilidad de o de una manera especifica:

Corolario 2.1.14. Las siguientes condiciones son equivalentes para una k-cara o = [ayp,...,ax] €

FF
(1) ap es maximo en «.

(2) Oay(a) /" a.

Demostracion. Asumiendo , tanto o como g, (o) estan disponibles al inicio del proceso Pphr-LEox,
la primera cara en vista del Lema y la segunda cara por la hipétesis de maximalidad. El
emparejamiento W en (@ es por lo tanto construido por el proceso P*¥~15  Por otro lado, si
falla, hay un vértice v de K que es méximo con respecto a las condiciones oy, < v y 9y, (@) U{v} € F*.
Como v es maximo en Jy, () U {v} = [ap,...,ag_1,v], el argumento en el parrafo anterior da
[ag, ... ak—1] /|, ..., ap—1,v], descartando asi el emparejamiento W en (@ O

3Esto es cierto, por ejemplo, en el caso del plano proyectivo y el toro en los Ejemplos m asi como en nuestra
aplicacion a los espacios de pares ordenados de puntos en grafos completos, ver Subseccién 221}
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Bajo restricciones adicionales (explicadas en (2.18)) abajo), la maximalidad de otros vértices
también fuerza la colapsabilidad de una manera especifica. Comenzamos con el caso del pentltimo
vértice, donde las restricciones adicionales son simples, pero se pierde la condicién de necesidad y

satisfacién en el Corolario [2.1.14] (ver la Nota [2.1.16| abajo).

Proposicién 2.1.15. Sea o = |a, ..., ] € Fk. Siap_1 es mdzimo en o pero oy, no lo es, entonces

Oy, (@) /" .

Demostracion. Por el Lema a esta disponible al inicio del proceso P*~1 y, de hecho, al inicio
del proceso PF~1*=Ler—1 en vista del Corolario y la hipdtesis sobre ay. El emparejamiento
afirmado se sigue ya que da,_, (a) = [, ..., a1, @] también estd disponible al inicio del proceso
Pr-LE=Lak-1 De hecho, un posible emparejamiento Jn, , (o) /" Oa,_, () U {v} construido en una
etapa anterior a P*~ 1A=L -1 tendria a;_; < v, contradiciendo la maximalidad de aj_; en . [

Nota 2.1.16. Consideremos el campo gradiente en el plano proyectivo en los Ejemplos Nib
ni 2 son méaximos en [1,2,5] (debido a las caras [1,2,6] y [1,3,5]), sin embargo, el emparejamiento
[1,5] " [1,2,5] se realiza.

Maés generalmente,

Proposicién 2.1.17. Para una cara o = [ag,...,ax] € FF y un entero r € {0,1,...,k} con a,
mazimo en «, el emparejamiento O,, () /* a se produce siempre que

para cualquier secuencia r +1 <t; <--- <t, <k, la cara [ay,, ..., ] no sea mdzima en .
(2.18)
Demostracion. La prueba se hard por induccion decreciente en r = k, k — 1,...,0. Los casos base

r =kyr =k —1 estan cubiertos por el Corolario y la Proposicién [2.1.15] respectiva-
mente. Para el paso inductivo, la maximalidad de «, en a asegura tanto que « esté disponible al
inicio de P*~1 (Lema [2.1.13)), como que Oq, () esté disponible al inicio de P*~17r. Por lo tanto,
basta con notar que :2.18 implica que a también esté disponible al inicio de P*~17% Pero un

posible emparejamiento [ag, ..., 04, ..,k / oo, ..., ;] previo en A al emparejamiento previsto
Oa, () /" «, es decir, con t; € {r+1,...,k} es inductivamente descartado por el (atin mas anterior

en A) emparejamiento

[0, ... Qs ax] / alt)) = [ag, ..., a, {a' gy 11, - .- ax ],

donde el uso de llaves indica que ot puede ocupar cualquier posicién entre los vértices ordenados
(077 RN 67 '8 O

No todas las condiciones en ([2.18]) serfan necesarias en casos concretos de la Proposicién [2.1.17]
Por ejemplo, este seréd (recursivamente) el caso si, en la prueba anterior, algin af! resulta ser mayor
que algunos de los vértices oy, 41, ..., k.

Ejemplo 2.1.18. El emparejamiento 0, ,(a) /" a = [ao,. .., ax] se produce siempre que (4) ag_2
sea maximo en «, (i) ag_1 no sea maximo en «, y (7) ax no sea maximo en « ni en «a(k — 1).
Notese que (ii) se utiliza para enunciar (7).

El Teorema [2.1.20] a continuacién, una extensiéon de gran alcance de la Proposicion [2.1.17] pro-
porciona condiciones suficientes que nos permiten identificar emparejamientos “excepcionales” como

el sefialado en el Nota [2.1.161
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Definicién 2.1.19. Se dice que un vértice o, de una cara o = |ag, ..., o] € F¥ es colapsante en
a siempre que (i) la cara o no sea redundante, (ii) se cumpla la condicion (2.18) y (iii) para cada v
con oy < v Yy Oa, () U {v} € F*, exista un vértice aj de o con v < a; tal que o sea colapsante en

Op, () U {v}.

Las primeras y terceras condiciones en la Definicién [2.1.19 se cumplen cuando ¢, es maximo en
a. Noétese la naturaleza recursiva de la Definicién [2.1.19)

Teorema 2.1.20. Si o, es colapsante en o, entonces O0,, (a) / o

Demostracidn. La prueba es paralela a la de la Proposicién 2.1.17} Esta vez la induccién se fun-
damenta en el Corolario y la observacién de que, cuando r = k, la condicién (i) en la
Definicion [2.1.19] implica de hecho que ai es maximo en «. El resto del argumento en la prueba de
la Proposicién se aplica con dos ajustes menores. Primero, el Lema no es necesario —ni
puede aplicarse— en vista de la condicién (7). Segundo, el hecho de que 9, («) esté disponible al
inicio de P¥~17% proviene directamente de (7ii) y la induccién. O

2.2 Aplicacion a espacios de configuraciones

Usamos el campo gradiente de la seccién anterior para describir el anillo de cohomologia del espacio
de configuraciones de pares ordenados de puntos en un grafo completo.

2.2.1 Campo gradiente en el modelo simplicial homotépico de Munkres

Sea K, el esqueleto 1-dimensional del simplejo completo de dimensién (m — 1) sobre los vértices
Vin = {1,2,...,m}. Asi, |K,,| es el grafo completo sobre los m vértices. El tipo de homotopia de
Conf(|K,|,2) es bien conocida para m < 3, por lo que asumimos m > 4 de ahora en adelante.
Pensamos en K, como un complejo simplicial ordenado con el orden natural en V,,, y estudiamos
Conf (| K|, 2) a través de su modelo simplicial de homotopia Cyy, en (1.2)). La condicién m > 4 implica
que C;, es un complejo puro 2-dimensional, es decir, todas sus caras maximales tienen dimensién 2.
Ademaés, las caras 2-dimensionales de C,, tienen una de las formas

a a d a o
[b c c] © [b’ b d’] (2.19)
donde
d>a¢ {bc}, b<c#d, d>b¢{d,d} v d<d#d. (2.20)
Noétese que la notacién tipo matriz en (2.19) es compatible con la notacién a = [ag,...,ax] en

secciones anteriores; cada «; ahora representa un vértice tipo columna Z (con a # b). En lo que sigue,
las condiciones en ([2.20]) sobre los enteros a,b,c,d,a’,b',,d" € V,, generalmente serdn implicitas y
omitidas al escribir un 2-simplejo o una de sus caras. Por ejemplo, las relaciones forzadas a # b <
d # a se omiten en el inciso @ de:

Proposicion 2.2.1. Sea W, el campo gradiente en Cy, construido en la Seccion |2.1) con respecto
al orden lexicogrifico en los vértices | = (a,b) € Vi X Vi \ Ay, de Cyy. La lista completa de
emparejamientos Wy, es:

(a) [ZZ]/[gzg],paraa<m>d,
(b) [Z;]/{Z;mrgl},pama<m—l.
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(c) 53]/ hpe], para b <m > c.
(d) 3]/ [abm 1} para b < m — 1.

(e) [}

() vl 7 1has) paraa<c, b<d, a#d yyaseab=c<m>d o c+1<m=d.

]/[ ]pama<c b<d,b#c yyaseac<m>d oc=m>d+1.

&.0

(9) [g]/[‘; m },pamyasea b<m-1o0oa<m-—1=h.

m—1

(h) [5] ./ {am_l],pama<m—1.

m m
. -1 —1m—1
@ [t et
En particular, las caras criticas son:
(j) En dimension 0, el vértice {mﬂzl}
(k) En dimension 1, los simplejos:

b m

(k.2) [}™], cond<m—1.
(k.3) [2°], cone<m—1.

mm

(k.1) {“mfl}, conya seaa=m—1>b+10a<m-—12>b.

(1) En dimension 2, los simplejos [ 55] con b#c <m > d.

Noétese que la condiciéon a # d en el inciso @) anterior se ve obligada a darse en la forma mas
fuerte a < d.

Demostracion. Todos los emparejamientos, excepto el de (m) cuando b # ¢ (de modo que ¢+ 1 <
m = d), estdn dados por el Corolario y la Proposicién El caso excepcional requiere
el Teorema [2.1.20| mas fuerte. Por otro lado, la inspecciéon directa muestra que las caras listadas
como criticas son precisamente aquellas que no forman parte de la lista de emparejamientos W,,. La
prueba se completa entonces al observar que la criticidad de cualquier cara d-dimensional o en @f@)
es forzada por el hecho de que todas las posibles (d — 1)-caras y todas las posibles (d + 1)-co-caras
de a estén involucradas en uno de los emparejamientos (@)f@) Por ejemplo, una cara [ 59] en (@)
no es colapsable ya que los tres emparejamientos potenciales

a al sla a c a ¢l sla a c a ¢l ala a c
b dl” |b d d|’ bdl b ddl Y o|a a7 |bodd
son descartados por (@, (@) y @, respectivamente. ]

La pentltima oracién en la prueba anterior refleja la maximalidad de W, en el Teorema[2.1.4] Por
otro lado, un recuento directo muestra que el nimero ¢4 de caras criticas en dimensién d € {0, 1,2}
estd dado por

co=1, c1=2(m—=22-1 y ¢= mm2m=3)(m-4) (2.21)
En particular, la caracteristica de Euler de Conf(|K,,|,2) est4 dada por

m(m?3 — 10m? + 27m — 18)
4 9
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lo que produce una expresion explicita para la conclusién de [6, Corollary 1.2] en el caso de grafos
completos. Nétese en particular que el campo gradiente W, es éptimo:

Corolario 2.2.2. Eziste una equivalencia homotépica Conf(|Ky|,2) ~ \/; S*.

El Corolario [2:2.2] debe compararse con el hecho de que el espacio de configuraciones de pares no
ordenados de puntos en |Ky| tiene el tipo de homotopfa de \/4 St (cf. [16, Example 4.5].)

2.2.2 Cohomologia del complejo de Morse

El mapeo de cofrontera de Morse §: p*(Cy,) — puiT(C,y) estd forzado a anularse para i = 0 ya que
co = 1. Es mas interesante describir la situacién para ¢ = 1:

Proposicién 2.2.3. La cofrontera §: p*(Cyp) — p?(Cr,) se anula en los duales de las caras criticas
de los tipos (k.2) y (k.3) en la Proposicion[2.2.1 Para los duales de las caras criticas del tipo (k.1)
tenemos

a m-—1 a a x a a T T a T T a
= — — 2.22
donde todos los cuatro sumandos en el lado derecho de (2.22) recorren todos los enteros x e y que
producen caras criticas 2-dimensionales. Fxplicitamente, a < x < m en la primera y sequnda sumas,

x < a en la tercera y cuarta sumas, b <y < m en la sequnda y tercera sumas, y < b en la primera y
cuarta sumas, y b # x # y # a en las cuatro sumas.

Cabe senalar que las dos primeras sumas en (2.22)) son vacias cuando a = m — 1 (por lo tanto
b<m—2).

Demostracion. Los arboles completos de caminos mixtos 8\, --- /" \, a desde caras criticas
bidimensionales 3 hasta caras unidimensionales criticas o colapsables a se detallan en las Figuras[2.3}-
2.11l En las figuras, indicamos una cara positiva (respectivamente negativa) con una flecha en
negrita (respectivamente regular). Los tipos de emparejamientos involucrados se indican utilizando
los nombres de los incisos @*(@) en la Proposicién Al final de cada rama, indicamos el tipo
de emparejamiento que muestra que « es colapsable o, si « es critica, la multiplicidad con la que se

debe tener en cuenta en (1.7) y (1.8]).

La primera afirmacién de la proposiciéon se sigue observando que, en las Figuras hay dos
caminos mixtos que parten de una cara bidimensional critica fija y llegan a una cara unidimensional
critica fija de la forma (k.2) o (k.3). Estos dos caminos mixtos tienen multiplicidades opuestas, por
lo que se cancelan entre si en (1.8). Por ejemplo, cada camino mixto desde [} 55] a [ ©] en la
Figura se cancela con el camino correspondiente en la Figura

Para llegar a (2.22)), comencemos notando en las Figuras que solo hay cuatro tipos

de caminos mixtos que parten de una cara critica bidimensional [} 9] v llegan a algunas caras

unidimensionales criticas del tipo (k.1). A saber,

o hay un camino mixto [ 55] \./" --- /\ {me_ll} con multiplicidad +1 (Figuras
y [2.9);

o hay un camino mixto [395] \./ -+ N\, {zmn;l} con multiplicidad —1 (Figuras
y [2.10);
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e hay un camino mixto [j55] N\, -+ N\ {;mﬂ;l} con multiplicidad +1 (Figuras
y [2.10);
aac

e hay un camino mixto [b dd] N N\ Lclmn_ll} con multiplicidad —1 siempre que (¢, d) #

(m —1,m — 2) (Figuras y[2.9).

Por lo tanto, el valor del mapeo de frontera 0: pa(Cy,) — p11(Cr) en una cara critica [§55] (b #
c<m>d)con (¢,d) #(m—1,m—2) es

a a c a m-—1 a m-—1 c m-—1 c m—1
()R o e 3 el o P S
mientras que, para (¢,d) = (m — 1,m — 2),
a a m—1 a m—1 a m-—1 m—1 m-—1
a(lb m— 2 m—2]>:[m—2 m ][b m ]+l b m ] (2.24)

(Se debe tener en cuenta que la expresion (2.23|) es valida cuando (¢,d) = (m — 1,m — 2), siempre
que se omita el cuarto término no critico

SEE

m — 2 m

Por ultimo, verificar que la expresion afirmada (2.22)) se sigue de dualizar (2.23)) y (2.24]) es un
ejercicio sencillo de algebra lineal que se omite. O

NI
PR

Nt e
Nt @

ac
\l[dm]/

[ m m]

Nl5e] A sem]

Figura 2.3: Caminos gradientes que evolucionan desde [ 951\, [55] / [55 .5 parab# ¢ <m—2 >
d

2.2.3 Bases de cohomologia

Por el Corolario m podemos asumir que m > 5. Comenzamos identificando (en el Corolario m
a continuacién) una base explicita para H'(Conf(|K,,|,2)), es decir, para el niicleo de la aplicacién
de cofrontera de Morse §: u'(C,) — p?(Cyy). Segtin la Proposicién es suficiente centrarse en
el submédulo u$(Cy,) de u'(Cyy,) generado por los duales de los elementos base del tipo (k.1). As,
115(Cia) es libre en los elementos {§} que satisfacen a <m >b#ay (a,b) # (m —1,m — 2), donde

{3} representa el dual de [Z my;}
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()
Figura 2.6: Caminos gradientes que evolucionan desde [nggl} N {am_l} " {ngl " 1} para
b#£xm-—1>d

b

Definicién 2.2.4. Considérense los elementos (¢) € ul(Cy,) definidos para a < m > b # a y
(a,b) # (m — 1,m — 2) segin los siguientes casos (ver Figura[2.19):

(Ry) Para1<a<2 oparal<a<m-—3conb=m—1, opara (a,b) = (3,1),

(5= > {3

a#j<b
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NGRS {\ el

N @ [t

Figura 2.7: Caminos gradientes que evolucionan desde [Z md_l} AN {ngl}
b#£xm-—1>d

(@)
Figura 2.8: Caminos gradientes que evolucionan desde [2 g mgl} N (29 A/ 1he™] parab#m—1>
d

(R2) Para4<a<m-—1conb=1,0paraa=m—1conl<b<m-—4,

= > 4
b#i<a
Gr={+ O+ G+ 0+ G+ G
(Ry4) Para 4 <a<m-—2, ' 4
=2 G+ 2 G

2+4i<a i<a—1

(R5) Para a,be€ {3,4,...,m —2},

(= > {3+ >

ji<a£j<b i<a—1

(Rg) (ﬁ:é) = 2:;} — Z”{;}, donde la suma corre sobrei yj conm —3#j#i<m—2>j.

(R7) (o~ 1 ={"" } - Z”{;}, donde la suma corre sobre i yj conm —2>j#1i<m— 3.

Una inspeccién directa de las férmulas definitorias produce:
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Figura 2.9: Caminos gradientes que evolucionan desde |:Zma_1 mc_l} N {ma_ Ll 1} e {ma_ e ,,CJ

parab#c<m —1

NI

MERP AN {i [[ifj%]@@

@

Figura 2.10: Caminos gradientes que evolucionan desde {a a e } N {a . ]

ac C
bm—1m-—1 bm—1 {bbm—l] para
b£xc<m-—1

{\ bm] @
Nt @

(@)
Figura 2.11: Caminos gradientes que evolucionan desde [‘Z ma_ ) mc_ 1} N [z ma_ 1} S [Z ma_l mrzl} -
b#Ac<m-—1
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o (H2)
2 (R3) (R4)
3
(f1) (R5)
m—3 (R6),
m—2
m—1 (R7)]

Figura 2.12: Regiones definitorias para los elementos base ()

Lema 2.2.5. Las siguientes relaciones se cumplen bajo las condiciones indicadas:

(i) (4) = ) = D {}}, siempre que3<a<m-—-2y4<b<m-—2cona#b#a+1.

b#£i<a
(i) (3)—(3)— (1) = Z {4}, siempre que 4 < a < m — 2.
3#i<a
(iii) (") — (07 = S (i}, siempre que 5 <b < m—2.
i<b
(iv) (3)—(3) = _{i}, siempre que m > 6.
i<3

Proposicién 2.2.6. Los elementos (j) para a < m > b # a y (a,b) # (m — 1,m — 2) forman una
base de jug(Cy).

Demostracion. En vista de la correspondencia uno-a-uno {z} — <Z>, es suficiente comprobar que

cada {3} es una combinacion Z-lineal de los elementos (Z:> (2.25)

A su vez, el hecho en (2.25) se sigue en la mayoria de los casos mediante un simple argumento
recursivo basado en la observacién de que, en todos los casos,

=+ Y &)-{o). (2.26)
(a/,1)#(a,b)

Es decir, el argumento recursivo se aplica para (R;) cuando a < 20 b =1, para (Ry) cuandob =1,y
para (R3). El argumento recursivo también se aplica en los casos (Rg) y (R7), asi como en los casos
restantes de (R;) y (R2), siempre que

es vdlido cuando a y b pertenecen a los casos (Rs) y (Rs). (2.27)

Dado que los casos (R4) y (Rs) son vacios para m = 5, solo necesitamos verificar (2.27)) asumiendo
m > 6.

Caleulo directo da {5} = (5) — (3) + (3) + (3) + (3) — (5), mientras que los incisos (iii) y (iv)
del Lema [2.2.5] nos dan

8= -+ (e =) - (o =)

38



para b < a < m—2, lo que establece (2.27)) en el caso de (Ry). La validez de (2.27)) en el caso a = 3 de
(R5) se establece de manera similar: Primero, obsérvese que la idea del argumento recursivo basado

en (2.26) funciona para dar (2.27)) para (a,b) = (3,4); luego, tusese el inciso (7) en el Lema para

obtener
B =(-020) -+ =G +GA)

para 5 < b < m — 2. La validez de (2.27)) en el caso b = 3 de (Rj5) se establece utilizando la idea en
el argumento recursivo al principio de la prueba, excepto que ([2.26)) se reemplaza por la expresién

B=G-6 (- > &
3#i<a
proveniente del inciso (7i) en el Lema Finalmente, la validez de (2.27) en el caso restante
a,be{4,...,m — 2} de (R5) se establece mediante las férmulas:

- {3 = (<Z> - <bfl>) - ((a;1> — (Zj>), cuando a + 1 # b # a — 1;
« {3t = ((ai1> - <a32)) - ((Zj} — <Z:§)), cuando b =a — 1 (asi a > 5);
- {3} = ((ail> - <afl)) - ((Z;b — <a;1)), cuando b=a+1 (asi a <m — 3),

que usan los incisos (), (i) y (iv) del Lema O

Recordemos que la aplicacién de cofrontera de Morse 6: u°(Cp,) — put(Cyy) es trivial, por lo que
la cohomologia de dimensién 1 de Conf(|K,,|,2) estd dada por el nicleo de §: u'(Cp,) — p?(Chn).

Corolario 2.2.7. Una base para H'(Conf(|K,,|,2)) estd dada por:
(1) Los duales de las caras criticas de dimensién 1 del tipo (k.2) y (k.3) en la Proposicién Y

(2) Los elementos (ya dualizados) (3) que satisfacen ya sea a = m —1, o b =m —1, o (a,b) =
(m—2,m—3).

Demostracion. Recordemos que m > 5. Un conteo directo muestra que el niimero de elementos en (1)
y (2) arriba es (m — 1)(m — 2), que es también el primer nimero de Betti de Conf(|K,,|,2) —cf. [I3]
Corollary 23]). Dado que la homologia de Conf(|K,,|,2) es libre de torsion ([I3, Proposition 2]), la
Proposiciénimplica que la prueba estara completa una vez se verifique que 6: u!(Cy,) — p%(Cpn)
se anula en cada uno de los elementos en (1) y (2). De hecho, este hecho implica que J es inyectiva
en el submédulo generado por los elementos base () no incluidos en (2).

La anulacion de § en los elementos en (1) proviene directamente de la Proposicién mientras
que la anulacién de § en los elementos en (2) se verifica mediante célculo directo usando la expresién
de 6 en la Proposicién 2.2.3] Las manipulaciones aritméticas necesarias se ilustran a continuacién en
un caso representativo, a saber, el de (""1)

m—3/"°

Usando la Proposicién m y la férmula definitoria (Rg) obtenemos:

S = [ = [harsns] -

T,y T,y
s (Shul-shulshul-shnl).
m—3#j#i<m—2>j \T,y  ,y z,y z,Y
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Los sumandos con y = m — 1 en la segunda suma interna cancelan los correspondientes en la tercera
suma interna. (El hecho correspondiente para y < m — 1, tratado a continuacién, es méas sutil ya que
i < m—2 en la tercera suma interna, mientras que x < m — 1 en la segunda suma interna.) Ademaés,
notando que y = m — 2 esta forzado en la primera suma externa, obtenemos:

) =3 [lsma o] = 2 [rwta ] -

x7y

. Z; . Z{yjj} zm: [jyy}—i_ Zx: [jyy} Z{yjj]
m—3F£jAF1<m—22j5 \ &Y T,y
FjF#i< >j y<m—2 y<m—2

En la dltima expresion, los sumandos con x < m — 2 en la segunda suma interna cancelan la tercera
suma interna, por lo que:

S = [ - S [ ] -

x z,y
i1 i1 m—1 Tx
2 >Lisl- X Gt -2 05
m—3#j#i<m—2>j5 \ T,;Y y<m-—2 .y

De igual manera, en la dltima expresion, los sumandos con x < m — 2 en la primera suma interna
cancelan la tercera suma interna, por lo que:

Juii Y Pbprin] £ D it r] IS DI D M L DR

z T,y m—3#£jAi<m—2>7 \ ¥ y<m—2

Por tltimo, combinamos la primera (segunda, respectivamente) suma externa y la segunda (primera,
respectivamente) suma interna en la tltima expresion para obtener:

sy = > [t - X it =

jAI<m—2>y jAI<m—2>j
como se afirmo. O

Como siguiente paso, identificamos (en el Corolario|2.2.11|a continuacién) una base explicita para
H?(Conf(|Kl,2)), es decir, para el cociente de la aplicacién de cofrontera de Morse §: u!(Cy,) —
12(Cy). En lo que sigue, las condiciones 1 <a <c<m,1<b<d<myc#d#a#b#c<m>d
para las caras criticas [} 5] identificadas en el inciso (1) de la Proposicién seran implicitas (y
generalmente omitidas).

Definicién 2.2.8. Sea C la coleccion de las caras criticas [§55] de uno de los siguientes cuatro
tipos:

gcllfl_,conc,d€{3,4,...,m—1}; (2.28)
_;”1“21_,cond€{4,5,...,m—1}; (2.29)
35| concefa s, m -1}, (2.30)
B (231)

y sea B la coleccion de todas las demds caras criticas |5 5]
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El siguiente cambio de base se usa para mostrar que los duales de las caras criticas en B forman
una base de H?(Conf(|K,,|,2)):

Definicién 2.2.9. Para cada |5 55] € B, considérese el elemento (55 5) € p2(Cp) definido como:

yai| +[5b6) parab = 3;

) Gand=[bia] — [saa] + [333] parab > 4;
8. Casoa=2,b=1yc>4con ;5] queno es de tipo ,

(c) (2= [10a) - [135] + [sad] - [20d) + 255, pore d > 4;
4. Casoa=2,b=1yc=23 con [}55] que no es de tipo ,

(@) (Vi =[aa) - [353] + [sad] - [343] + [233] - [242) pem d 2 5;

() (335y:=[13s]+ [333] - [13s) + [311] - [243] + [335]:

) Gio =[5+ [333) - [Fas] + [543) - [34s] + [2as)s

@) o= [Tas)+ a8 - as] + B3] - [Bas) + [3as] - i3]+ [243] perad = 5;
7. Casoa=3yb>2,

G) Gaoy=1[38] - [sas] + [2ad):

() (haoy:=[aa] - [sas]+ [abs] = [2bd] + [205] parab>4;
8. Caso a >4,

W (5550 = 1551 - [Sas] + [3a5] = [135] +[135);

(m) ($55):=[155] — |135] + |135);

(m) (a5 =[1aa) - [335] + [335] — [2aa] + 23] — [335] + [304) para d=4;

(o) (5550 := 500l = [305] + [0

() (5o = loacl— [aa] + [5os] — [20s] + [2aa) parab =3,




Una inspeccién directa muestra que
aac aac . .z .
cada (§55) — (455 es una combinacion lineal de elementos base en C. (2.32)

Por lo tanto, B’ U C es una nueva base de us(Cp,), donde B’ representa la coleccién de elementos
(399 Ademas, verificaciones rutinarias utilizando (2.23) y (2.24)) muestran que B’ estd en el niicleo
de 9: p2(Cpy) — 11(Chy). De hecho:

Lema 2.2.10. B’ es una base del nicleo de la aplicacion de cofrontera de Morse 0: uz(Cy,) —
11(Cm)-

Demostracion. El argumento es paralelo al de la prueba del Corolario 2.2.7] Es decir, mediante un

conteo directo, la cardinalidad de C es |C| = m? — 5m + 5. En vista de (2.21)), esto lleva a:

(m —2)(m —3)(m —5)
4

m
B'| = [B| = +1,

que es el segundo nimero de Betti de Conf(|K,,|,2) —cf. [13, Corollary 23]. En consecuencia,
0: p2(Cpy) — u1(Chy) se ve forzada a ser inyectiva en el submédulo generado por C y, en particular,
B’ genera (y, por lo tanto, es una base de) ker(9: pa(Cp,) — 11(Chn)). O

Las dos secuencias

0 — Ha(Cont(|Kp|,2)) —— pa(Cm) -2 111 (Cin)

, . s (2.33)
0 «— H*(Conf(|Kyp|,2)) — p*(Crm) — p"(Cim)

son exactas; la primera por definicién, y la segunda, que es el dual de la primera, debido a que
H;(Conf(|K,,|,2)) es libre de torsién. Por lo tanto, la clase de cohomologia representada por un
elemento e € u%(C,,) estd dada por la imagen de ¢*. Tal interpretacion de las clases de cohomologia
se utiliza en la prueba de:

Corolario 2.2.11. Una base de H?(Conf(|K,,|,2)) estd dada por las clases representadas por los
duales de las caras criticas en B. Ademas, la expresion (como combinacion lineal de elementos base)
de la clase de cohomologia representada por el dual de una cara critica en C se obtiene a partir de
las ecuaciones (E;), 1 < i < 6, que son congruencias médulo la imagen de &: u'(Cy,) — u%(Cp).

(E71) Z[§§§]—Z[§§§] = Z(Z[ii;}—i[g;;]),pamc>3.

x x Y#£3 x x
z€{1,3}
B TEH-XED = ¥ (TE-TE)
(E3) Z[z‘fl;]—Z[;;Z] = Z[z;gﬂ—Z[E;Z],pamiigc#dzélcon(c,d);é(?),él).
T,y Ty z,y z,y
=) T3 - T [ = (Z[zzz}z[im)(z[?zz}Z[i’zz])-
oy (=) #(3,1) ©y oy v .y
(B 2 [5aal -Xla] = Xan - X6 pered >4
T,y x,y z,y z,y
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(Es) Z[Qf;ﬂ = Z[f;ﬂ,pamc>2.

x?y x’y
Note que (Es5) dice que la congruencia en (F3) también se cumple para ¢ = 2 siempre que d > 4.
De igual manera, las congruencias (F1) y (E2) se pueden enunciar simultdneamente como:

ThE-Th = 2 (SE-TE)
z€{1,q}

conc>3=qoc=3=¢q— 1. Hemos elegido la estructura indicada en (E;)—(Fg) para fines de
organizacién de pruebas (ver Figura [2.13)).

i 1 2 3 4 5 6 6
11 [113 11 112 [112 [22 (223
5 [23§l 244] {Qdcﬂ [344} 3dd} 13§} 144}
tipo 2.28 2.28 2.28 2.29 2.29 2.30 2.31
restricciones | ¢ > 3 (?Eﬁ‘gf) d>4 c>3

Figura 2.13: Elementos provenientes de C en las congruencias (F;) del Corolario [2.2.11

Demostracion. La primera afirmacién se sigue de y . Para la segunda afirmacion,
comencemos por notar que las congruencias listadas se obtienen al dualizar las 16 férmulas (en
la Definicién que describen la inclusién ¢. De hecho, la validez de las congruencias se obtiene
mediante una verificacién directa (que se omite) del hecho de que ambos lados de cada congruencia
evalian lo mismo en cada elemento base (} 5 ). Ademds, una inspeccién directa muestra que, en
cada ecuacién (F;), hay un solo sumando s; (escrito en la Figura que no proviene de B. Por lo
tanto, (F;) puede considerarse como la expresién de la clase de cohomologia representada por s; como
una combinacién Z-lineal de elementos base. La segunda afirmacion del corolario se sigue entonces
al observar, a partir de la Figura [2.13] que cada elemento en C surge como uno, y solo uno, de los

sumandos especiales s;. ]

2.2.4 Anillo de cohomologia

En secciones anteriores hemos descrito cociclos explicitos en p*(C),) que representan elementos base
en la cohomologia. Ahora utilizamos para evaluar los correspondientes productos copas —tanto
a nivel de cocadenas criticas como a nivel de homologia. Dado que los productos copas en C*(C),)
son elementales (ver Nota a continuacién), la mayor parte del trabajo consiste en dar una
descripcién (adecuada) de los mapeos de cocadenas ®: u*(Cp,) — C*(Cpy) y @: C*(Cy) — p*(Ca)-
Nota 2.2.12. Recordemos que los elementos base en C'1(C,;,) estdn dados por las caras dualizadas de
dimensién uno [z ;} (Como en partes anteriores de este trabajo, se omiten los asteriscos superiores
para los elementos dualizados, y se suelen omitir las restricciones aritméticas entre los niimeros que
ensamblan las caras criticas). A partir de la férmula usual para productos copas en el entorno
simplicial, vemos que los tinicos productos no triviales en C*(C,,) tienen la forma

lbal = [aal =[5aal o ol —=[al=155al- (2.34)
(Por lo tanto, cada 2-cara es, de manera tnica, un producto de dos 1-caras). En particular, para los

propésitos de aplicar (1.11), todos los elementos base [} 5] con a < ¢y b < d pueden ser ignorados
en la expresion de ®.
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Proposicién 2.2.13. Los valores del mapeo de cocadenas ®: u*(Cp,) — CY(Cp,) sobre los elementos
base (k.1)-(k.3) de la Proposicion satisfacen la siguiente familia de congruencias tomadas

médulo los elementos base [} 5] cona <cyb<d:

@2 ([ '])

hel+ 358 — X [43], donde la primera suma corre sobre enteros x €

{1,....m =1} cona < x # b, y la seqgunda suma corre sobre enteros y € {1,...,m — 1} con
b#y<a;
(@) ® ([ 7]) =X [1 5], donde la suma corre sobre enteros x € {1,...,m} conb#x #d;

(iii) ® ([2e])=% {yy] donde la suma corre sobre enteros y € {1,...,m} con a #y # c,

Demostracion. Las congruencias se derivan de y de la inspeccién directa de las Figuras|2.14

[2.17] donde detallamos los arboles completos de caminos gradientes que aterrizan en caras criticas
de dimensién 1. Aqui seguimos las convenciones de notacién usadas en las Figuras 2.11] excepto
que ahora seguimos las restricciones numéricas relevantes y, al inicio de cada camino, indicamos la

razén que impide que el camino retroceda un paso maés. O
(b<f<m—1) @ (y#f)
(b<m—2) (bAy<m — 1) ym lm 1 [y m71:| {yymfl} i
m—1m—1 / ym—1m—1 @ ym—1 ‘/ { f ‘/ bf f (Crltlca)
b m b b m b b (y732<b)

Ve [g 4 mb_l} (critica)

Figura 2.14: Caminos gradientes que aterrizan en una celda critica {mb Lm= 1} de tipo (k.1) con
b<m—2

(y#w<b, wita)
Z [V1e]  (critica)
(b#u<a){ (a<b) @
CUEaINEEN S s e
(b<z<m, z;éa) . (y#z)
o e et @ . el NI/ (eitica)
‘/[bm m ] [b m] (b<r<m, retx) (astr)
- o e [ et
b m a<z<m @ z @ (asta<b, sa)
e a Rl R ST e
(z<b)
/1235% (23] ibro
(b<z<m—1) @) (z#a)
w118 o /e et (atica
T T INET (azty<b)
/[;‘gmb_l} (critica)

Figura 2.15: Caminos gradientes que aterrizan en una celda critica {‘gm 1} de tipo (k.1) con a <
m—12>b
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(z<y<m, b#y#d)
V4 [iﬁg} (critica)
(d<m—1) (b#x<m) () (z#d) @ (z<b) i
IR N PN IR AT LS P e

(b= <o) (d#2)
v\ [hal /55 (critica)

Figura 2.16: Caminos gradientes que aterrizan en una celda critica [' 7] de tipo (k.2)

(y<z<m, z#c) (a#z)

(ay<m) (c#y) < {Z;ﬂ N {Zﬂ /[ZZ,Z} (Critica)
(e<m-1) v Y (az<y, 20)
[a c]‘/|:aa c:|;\|:aci|/|:acc:| |:ac:| aac .
m m ymm ym yym vy] )/ Lyy} (critica)
(c<y)

/ [g;;} [c] (ibre)

Figura 2.17: Caminos gradientes que aterrizan en una celda critica [ % ©] de tipo (k.3)

Proposicién 2.2.14. Para caras criticas de dimension 1 x ey, el producto ®(z) — ®(y) que aparece
en es una combinacion lineal Y~ £z de caras de dimension 2 dualizadas z cada una de las cuales
tiene una de las siguientes formas:

(i) (394 paraa <c<m>d>byb#a#d#c, con imagen trivial bajo ® a menos que b # c,
en cuyo caso
@ ([3qal) = 5aal-
(i) [5yg] paraa <c<m-—1>d>bya#b#c#d, con imagen trivial bajo ® a menos que
a # d, en cuyo caso
@ ([5pa)) =—lhadl
(iii) (39 ] paraa<ec<m—1>byb+#a#m#c, conimagen trivial bajo ® a menos que b # ¢,

e(fprcl) =3 [is] = X [5e9).

en cuyo caso
y<b b<z<m

ayte auc

() [jpe]paraa<c<m-—1>ba#b#cyyaseac<m—1o0c=m—1>b+1, con imagen

bajo
(el = 3 Lo - X o]
b<x<m y<b
aFtwc aty#e

Demostracion. Por (2.34), las tinicas l-caras en la expresion de ®(6) que pueden conducir a un
t

- suu ’Z u

de ® en la Proposicién [2.2.13| esto puede suceder solo con ¢t < m y de hecho t < m — 1 siempre

que u = m, en vista de la forma de los elementos base de tipo (k.3). Entonces {g;ﬂ se ajusta a

sumando + [T 4 t} en el producto ®(y) — ®(§) tienen la forma =+ [ } A partir de las expresiones

(i) o (iii). Del mismo modo, las tinicas 1-caras en la expresién de ®(d) que pueden conducir a un

rtt
ssu

las siguientes condiciones:

sumando + [ } en ®(y) — ®(6) tienen la forma + [i Z], lo cual puede suceder solo bajo una de
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e u=myt<m-—1,asi comos<m—2sit=m—1 (recuérdese la forma de los elementos

base de tipo (k.1));

e u <m—1 (recuérdese la forma de los elementos base de tipo (k.2)).

En la primera posibilidad, {Z i H se ajusta a (iv). En la segunda posibilidad, [

a 11enos que t= m, en cuyo caso

rtt

i su} se ajusta a (ii)

la expresion de ®(v) deberia incluir un sumando de la forma % [} ""]. (2.35)
Pero la inspeccién de las expresiones de ® en la Proposicién [2.2.13| descarta ([2.35). Por tltimo, las
cuatro expresiones afirmadas para el mapeo de cofronteras ® se siguen de ([1.10]) y del andlisis de los
caminos gradientes en las Figuras [2.3H2.11 O

Ejemplo 2.2.15. Para m = 5, los Corolarios v [2.2.11] presentan la siguiente lista de cociclos

que representan una base graduada para H*(Conf(]|K,|,2)). En dimensién 2, hay un solo cociclo

[‘z’ :2)’ 3} mientras que, en dimensién 1, hay doce cociclos:

012 == [?3}, v12 = [},é},

o= [13] o=,

s [13]. =2,

hu= (o] + (53] + 3] = [13] + 53] + 1],

= (1] + T3]+ 23] M= [55] - (18] - [35) - 18] - [33]
Yoo = (5] + (V3] + 3] + (T3] + [as] + (23] peas= 53] = [35] = [33) - [as] - 23]

Entonces, la estructura completa del dlgebra de H*(Conf(|K,,|,2)) se detalla con la siguiente matriz
de productos copa:

A1 A2 Mg Aoy Ay Azp O 013 023 U2 U1z Uag
41 —9g
Ag2 g -9 9 g g
A14 -9
24 g
A34 -9 9 9 -9 4
A32 -9 9 -9 —9 9 -9
012 -9 g
013 g9 -9 9 -9
023 -9 9 -9 9
V12 -9 -9 g
v13 g -9
V23 g —4g -9 g

donde g representa el generador de H?(Conf(|K,,|,2)), no se muestran los ceros, y se omiten los
corchetes para las clases de cohomologia. En particular, reemplazando Ago por Njy := Ag2 + A1 +
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A34 + Az2 4+ Aag + Mg, Azq por A5y := A3g + A32 y Ag2 por Njy := As2 + A2, obtenemos una base de
cohomologia cuyos tnicos productos no trivialesﬁ son

Nig — V12 = Xag — 013 = Ngp — V13 = g ¥ M4 — 023 = Aa1 — vag = Ny — O12 = —g. (2.36)

Esta situacion es por supuesto un reflejo del hecho notado por A. Abrams en su tesis doctoral [I] de
que Conf(|K,,|,2) es en realidad una superficie cerrada orientable de genero 6.

El anillo de cohomologia H*(Conf(|K,,|,2)) se enriquece a medida que aumenta el valor de m (con
Conf (| K|, 2) ya no teniendo la homotopia de una superficie cerrada). Sin embargo, algunos aspectos
de la estructura particularmente simple en (2.36) se mantienen para todo m > 5. Explicitamente,
s€a Vg, Op.d ¥ Ae,f los elementos base de H'(Conf(|K,y,2|)) representados, respectivamente, por los
L-cociclos [ ], [} 4] ¥ (§) descritos en el Corolario m Entonces:

mm

Corolario 2.2.16. Cualquier producto copa de la forma 0y, d, - Opy,dys Vai,er Vas,es O Nep,fi- Nes,fa S€
anula. Por otro lado, un producto copa de la forma 8 q-vq,c es no nulo si y solo si {a,b}N{c,d} = @,
en cuyo caso Oy q - Va, estd representado por [5G 5].

Demostracidn. Este es un célculo sencillo usando la Proposicién [2.2.13] A continuacién solo in-
dicamos los dos principales pasos para su verificacién. En lo que sigue, asumimos m > 6. Primero,

la congruencia (i) en la Proposicién [2.2.13] se utiliza para comprobar que, médulo 1-caras que no
participan en productos no nulos 1) <I><;i> es congruente a:

. Z[;‘rﬂ’ parae=m—1y1<f<m-—4;

i<m
-2 () S-S )) e r<esmosy s —mey

j<m z<m y<m
. [2:;";;1 o Z [;Tzn:| - Z [;m;1:|’ para (€,f) = (m—l,m—?));

1?;;1?] i<m—1>j

m—2m—2], [m—2m-1] _ y m—2]_ i iz _ _ Y

* [m—l m _+[m—1m—l} Z[m—lm—l} ‘ Z » []m}—i_z {jj} , para (6,f) (m 27m 1)7
y i<m—1>j z=m—c¢

i#m—2 ce{1,2}

< > ([;JJ—}-[;’”]—ID, para (e, f) = (m —2,m — 3).

i<m—1>j

Las congruencias anteriores, junto con las de los elementos (7i) y (4ii) de la Proposicion se
utilizan para comprobar que cada uno de los productos que se afirma que se anulan lo hacen porque
no hay espacio para productos no nulos en la correspondiente porcién ®(x) — ®(y) de .
Tal afirmacién es facilmente visible para los productos 6y, 4, - 0by.do ¥ Vay,c1° Vas,cos PETO los detalles
explicitos no son tan directos para 0pq - Va,e ¥ Aey,fi - Aes,fo- De hecho, en los dos tltimos casos,
se necesita elegir un orden conveniente de factores para asegurar la anulaciéon de la correspondiente
®(z) — ®(y). Véase la tabla a continuacién. El orden elegido es irrelevante para la conclusién de
tener un producto trivial, ya que los productos copas en cohomologia son anticomutativos. Téngase
en cuenta que H*(Conf(|K,,|,2)) es libre de torsién, por lo que los cuadrados por productos copa de
clases de dimension 1 son triviales por defecto.

4Salvo la anticomutatividad.
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5b,d *Vg,c) @ € {b, d} Va,c 5b,d7 CcEc {b, d}

)\mfl,f1'Amfl,f2; 1§fz§m_4 )\mfl,f'Ae,m—h 1§f§m_4 y 1§€§m_3
)\mfl,f : )\m—l,m—?n 1< f <m-—4
)\m—l,f ) )\m—Q,m—37 1<f<m-—4
)‘m—l,f ) )\m72,m717 1<f<m-4

)\mfl,mfi’y : )\m72,m73 Amfl,me : )\e,mfla 1<e<m-—-3

)\mfl,m73 : )\m72,m71

Aepm—1 - Aegm—1, 1 <€ <m—3cone > e

)\m—Q,m—S : Am—Q,m—l Am—2,m—3 : )\e,m—lv 1<e<m-—3
Am—2,m—1 : )\e,m—la 1<e<m-—-3

aac

Por tltimo, el hecho de que 4 - Vg, esté representado por [§ 9] cuando {a,b} N {c,d} = &
se sigue al notar que ® (5 (Pl — @[ 7‘;]) = [39q]- Aqui [399] no representa uno de nuestros
elementos base cuando (a,b) = (1,2) o (a,b,¢) = (1,3,2) 0 (a,b,d) = (2,1,3) o (a,b,c,d) = (2,1, 3,4)
(recuérdese que (2.28)—(2.31))). En cada uno de estos casos, una de las relaciones (E1)—(Eg) en el
Corolario se aplica para escribir (la clase de cohomologia de) [Z g 2] en términos de elementos
base. De cualquier manera, la inspeccién de las relaciones (E;)—(Es) muestra que [} 5 5] representa
una clase de cohomologia no nula. O

2.3 Complejidad topoloégica

Fijemos un entero positivo s > 2 y un espacio X conexo por trayectorias. La s-ésima complejidad
topolégica TC4(X) de X es la categoria seccional del mapeo de evaluacién es: PX — X*® que envia
un camino (libre) en X, v € PX a

es(’y)—(’V(SEJ”V(si1>""’7(z:1>)'

El término “categoria seccional” se utiliza en el sentido reducido, de modo que TC4(X )+ 1 representa
el menor ntimero de conjuntos abiertos que cubren X* en cada uno de los cuales e; admite una secciéon.
Por ejemplo, la categoria de Lusternik-Schnirelmann (reducida) cat(X) de X es la categoria seccional
del mapeo de evaluacién e;: PpX — X que envia un camino basado v € Py X (es decir, v(0) = ,
para un punto base fijo x € X) a e1(y) = v(1).

Proposicién 2.3.1 ([7, Theorem 3.9]). Para un espacio X c-conexo que tiene el tipo de homotopia
de un complejo CW,

cl(X) <cat(X) <hdim(X)/(c+1) y zcls(X) <TCyq(X) <s-cat(X).

Aqui hdim(X) denota la dimensién minima de los complejos celulares homotdpicamente equi-
valentes a X, mientras que cl(X) es el mayor entero £ > 0 tal que existen clase cj € H*(X),
1 < j < ¢, con producto copa no nulo. Del mismo modo, zcls(X) es el mayor entero £ > 0 tal que
existen clases z; € H*(X?®), 1 < j < /£ con producto copa no nulo y de modo que cada factor se
restrinja trivialmente bajo la diagonal X — X* (“divisores nulos”).

5Para los propésitos de esta seccién, la cohomologia se tomard con coeficientes médulo 2.
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Sea I' un complejo celular de dimensién uno —un grafo. Mientras que el grupo fundamental
de Conf(I',n) es un personaje central en la teoria geométrica de grupos, la complejidad topold-
gica de Conf(I',n) se vuelve relevante para la tarea de planificar el movimiento sin colisiones de n
agentes autonomos distinguibles que se mueven en un sistema de rieles con forma de I'. Se sabe que
hdim(Conf(I',n)) estd acotada superiormente por m = m(I'), el nimero de vértices esenciales de I'
(ver, por ejemplo, [16, Teorema 4.4]). Asi, la Proposicién produce

TCs(Conf(I',n)) <s-m. (2.37)

Para s = 2, Farber demostro en [12] que es una igualdad cuando I' es un arbol y n > 2m,
con la tnica (y bien conocida) excepcién de (n,m) = (2,1) donde el (tnico) vértice esencial de I'
tiene valencia 3 —lo que llamamos la “excepcion Y3”. Farber también conjeturd que la limitacién a
considerar inicamente arboles al arbol seria superflua para tener igualdad en . La conjetura
ha sido confirmada recientemente en [31] por Knudsen, quien demostré la igualdad en para
cualquier s > 2 y cualquier grafo I', siempre que se mantenga la restriccion “estable” n > 2m (y
se evite la excepcién Ys). Hay que tener en cuenta que la condicién de estabilidad fuerza a que
hdim(Conf(I',n)) = m. M4s generalmente, seria interesante caracterizar las ternas (s,I',n) para los
cuales la cota mejorada (en principio)

TCs(Conf(T',n)) < s - hdim(Conf(T",n)) (2.38)

se cumple como una igualdad, preferiblemente determinando el valor de hdim(Conf(I',n)). Por
ejemplo, se sabe por [3, Seccién 5] que, para cualquier s y n (posiblemente con n < 2m),

hdim(Conf(I', n)) = cat(Conf(I',n)) = min{|n/2],m} (2.39)

cuando I' es un arbol, en cuyo caso (2.38) es una igualdad —la excepcién Ys sigue aplicindose. El
objetivo de esta seccién es probar el Teorema [2.3.2] que afiade una nueva y completamente diferente
familia de casos en los que se cumple la igualdad en (2.38) fuera del régimen estable n > 2m.

Teorema 2.3.2. Param >4 ys > 2,

. _ 4
TCy(Conf(|Kpnl,2)) = s - hdim(Conf(| K|, 2)) = {5, if m ;
2s, en otro caso.

Notemos que Conf(|K,,|,2) es vacio para m = 1, y disconexo para m = 2, mientras que
Conf(|K3],2) es equivalente a la excepcién Ys. Por otro lado, los casos m = 4y m = 5 en el
Teorema [2.3.2] son bien conocidos en vista del Corolario y la dltima afirmaciéon en el Ejem-
plo Probamos el Teorema para m > 6 construyendo 2s divisores nulos en Conf(|K,,|,2)
con un producto copa no nulo, y utilizando la Proposicion [2.3.1] junto con el hecho obvio de que
hdim(Conf(|K,,|,2)) < 2. Es natural pensar que la esperada riqueza de productos copa en los es-
pacios de configuraciones de grafos en general podria llevar a muchos méas casos en los que se
cumpliria como una igualdad —incluso si n < 2m.

Para enteros 1 <17 < s > 2 y una clase de cohomologia x en un espacio X, considere el producto
tensorial exterior z(;) ;== 1®---®1®2R1®---®1 € H(X)% = H*(X*), donde el factor tensorial
x aparece en la i-ésima posicién. El siguiente resultado es facil de verificar:
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Lema 2.3.3. Sean z,y,z,w cuatro elementos en la cohomologia mddulo 2 de un espacio X que
satisfacen las relaciones 2> = y? = vz = yz = yw = 0, entonces

(H (%) + f’«“(z’))) (HZ (yu) + y(i))) (Z(l) + Z<s>) (%) + w<s>>

=2 1=
=20 RITYRITYRQITY R - QY
TrzYyRryRry® - Qry ® zw.

Prueba del Teorema[2.5.4 para m > 6. En vista del Corolario 2.2.16]y del Lema [2.3.3] los elementos

base 1-dimensionales z := 012,y = V34, 2 := V13, w = 024 € H*Conf(|K,,|,2) producen un
producto de 2s divisores nulos, con representante del producto

113 334 334 334 334 334 334 113

[244} ® {122} ® [122} ®--® {122} + [122] ® {122} Q- ® {122} ® [244} : (2.40)

El factor tensorial [i’ g ;1] representa uno de los elementos base en la seccién anterior. Sin embargo,

como se indic6 en la Figura necesitamos aplicar la relacién (E3) en el Corolario [2.2.11| para

113

29 4} como una suma »_b; de elementos

base b; (recordemos que trabajamos moédulo 2). Si m > 6, el elemento base Biﬂ aparece como

escribir (la clase de cohomologia de) el factor tensorial {

un sumando b;, de lo cual se deduce la no trivialidad de la clase de cohomologia representada
por (|2.40]). O
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Capitulo 3

Campo gradiente discreto algoritmico
sobre espacios poliédricos y la topologia
de las configuraciones de pares de pun-
tos en esqueletos de simplejos

Este capitulo estd basado en [27]. Aqui describimos un procedimiento algoritmico para construir
un campo gradiente discreto méximal sobre el espacio de configuracién discretizado de Abrams
DConf(K,n) donde n es un entero positivo y K es un complejo simplicial finito. En particular,
lo utilizamos para el caso n =2y K = A" el esqueleto d-dimensional del simplejo m-dimensional.
Con esta técnica logramos demostrar que DConf(A™ 2) es (min{d,m — 1} — 1)-conexo, tiene ho-
mologia libre de torsién y admite una estructura celular minima. También calculamos los niimeros de
Betti de DConf(A™, 2) y, para ciertos valores de d, demostramos que DConf (A4, 2) es homotépico
a un wedge de esferas (no necesariamente equidimensionales).

Como se sugiere en [2], un estudio sistemético de los espacios de configuraciones discretos podria
comenzar considerando el caso de los simplejos, los bloques de construccién béasicos de los complejos.
En esa direccién, Abrams, Gay y Hower han demostrado que el espacio de configuracién discreto
DConf(A™, n) asociado al simplejo m-dimensional A™ se descompone, salvo homotopia, como la
suma de unién en un punto de esferas todas de la misma dimensién. Si bien sus técnicas se basan en
la teoria clasica de homotopia, surge el problema de encontrar un argumento con sabor combinatorio
(ver [2, page 1085]). En este capitulo, allanamos el camino para abordar ese desafio (ver Teoremal[3.1.4]
a continuacién). En particular, para 1 < d < m, estudiamos, desde una perspectiva puramente de
topologia computacional, el tipo de homotopia de DConf (Am’d, 2), donde A™4 representa el esqueleto
d-dimensional de A™. Esto nos lleva a una gran generalizacién de los resultados mostrados en el
capitulo anterior sobre la topologia algebraica de espacios de configuraciones de 2 puntos en grafos
completos (es decir, esqueletos 1-dimensionales A™1).

Gran parte de nuestro interés en el complejo A™¢ proviene del hecho de que cualquier complejo
simplicial finito X puede ser considerado como un subcomplejo de A" donde d = dim(X) y m
es uno menos que el nimero de vértices de X. Asi, DConf(X,2) de Abrams (o DConf(X,n), para
el caso) se convierte en un subcomplejo de DConf(A™?, 2) (respectivamente, de DConf(A™?, n)).
En otras palabras, en lugar de considerar bloques de construcciéon basicos de complejos, proponemos
enfocarnos en complejos universalmente grandes.

51



3.1 El campo gradiente

Los complejos regulares que nos interesan surgen como subcomplejos de potencias de complejos
simpliciales. Fijamos la notacién en tal contexto. Sea K un complejo simplicial (abstracto) finito,
con conjunto de simplejos F' y con un orden lineal elegido < en su conjunto de vértices V. Sin pérdida
de generalidad, también podemos suponer V = {1,2,...,m}, con < correspondiendo al orden usual
de los enteros. Como antes, escribimos aP) para indicar que o € F es p-dimensional, y usamos la
notaciéon en lista

= QqpQq - Qp,

donde « esta orientado segun la lista ordenada
ap < ap <<

de sus vértices. En estos términos, el conjunto de simplejos p-dimensionales esta ordenado lexicogra-
ficamente. Es decir, agoy -+ ap < [of1--- By siy solo si existe £ € {0,1,...,p} con ay < B pero
a; = B; para 0 < i < £. Este orden se extiende entonces a todo F' declarando que cualquier simplejo
p-dimensional es menor que cualquier simplejo g-dimensional siempre que p < g.

A continuacion, tomamos el producto de la descomposicién celular en la n-ésima potencia K" de
K. Por lo tanto, las celdas de K™ son productos similares a prismas de simplejos o = a1 X g X+ - - Xty
con cada «; siendo un simplejo de K. Serd conveniente usar la notacién a = (a1, ae, ..., ay) 0, mas
explicitamente,

o = (041,004171 QY py, Q20021 0 QA2 gyttt O 0Qn T 7 an,pn) . (31)

Paral <i<ny0<j<p;, lacara de codimensién 1 (i,j) de «, denotada por 0; j(c), se obtiene
eliminando el vértice j de la coordenada i de (3.1]). Explicitamente,

8715](04) pry (al,O .. '04171717 .« e s ai’o e Oéi,j . 'ai,pi7 PR s an70an71 . .an’pn) .

Por ejemplo, con las orientaciones elegidas, el nimero de incidencia de a y 0; () estd dado por
[a: 0 j(a)] = (1), donde €;; = p1 + - + pi—1 + j. Finalmente, el orden lexicogréfico en F
definido al final del parrafo anterior se extiende, nuevamente de manera lexicografica sobre las n
coordenadas, a todas las celdas .

El objetivo en esta seccién es la construcciéon de un campo gradiente discreto W (K,n) en el
subcomplejo DConf(K,n) de K™. Aunque no es explicito en la notacién, W (K,n) depende de <,
es decir, el orden de vértices elegido que lleva a la identificacién del conjunto de vértices de K con
{1,2,...,m}.

Por definicion, la celda (p; + - - - + pp)-dimensional « en (3.1) pertenece a DConf (K, n) precisa-
mente cuando los n conjuntos de vértices

{05170,...,0614;1},-- . ,{Oén’(],... >an,pn} (32)

son disjuntos entre si. Sea V' (a) la unién de los conjuntos en (3.2)). Parai € {1,2,...,n} y un vértice
v & V() tal que {aip,...,qip } U{v} es un simplejo de K, definimos

a—+iv (3.3)
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como la celda de DConf(K,n) obtenida de al insertar el vértice v en la lista de vértices en la
entrada ¢ de . Por supuesto, en términos de la notacién tipo lista que vimos antes, la insercién de
v se realiza en una posicién que genera una lista ordenada de vértices, de acuerdo a esto ultimo, la
cara 0; j(«) también se denotard como

a—4 Qg 5. (3.4)

Necesitaremos iterar la notacién en (3.3) y (3.4). Por ejemplo, escribiremos oo —; v +; v como una
abreviatura de (o —; u) +; v, siempre que las construcciones tengan sentido.

3.1.1 Construccion algoritmica

Con la preparacién anterior, establecemos d := dim(X) donde X := DConf(K,n). El campo W :=
W (K, n) se construye mediante un procedimiento algoritmico que se inicializa con W := &, junto con
la inicializacién de variables auxiliares AP := FP para 0 < p < d. Aqui FP representa el conjunto
de celdas p-dimensionales de DConf(K,n) con el orden heredado de las celdas de K™ discutido
en las consideraciones previas. A lo largo de la construccién de W, eliminaremos elementos de
cada AP, manteniendo el orden restringido en los conjuntos resultantes AP. El papel de AP es hacer
un seguimiento de las caras p-dimensionales de DConf(K,n) que estdn disponibles en una etapa
determinada del algoritmo, es decir, caras p-dimensionales de DConf(K,n) que, en la etapa dada,
no forman parte de ningin apareamiento (hasta ese momento) en W. A lo largo del algoritmo, se
agregan nuevos apareamientos

a7 g+l

con (a,B) € AP x APl a W mediante una familia de procesos P(p) ejecutados para p = d —
1,d —2,...,1,0 (en ese orden). El proceso P(p), que se ejecuta siempre que los conjuntos de caras
disponibles AP y AP*! no estén vacios al momento de intentar correr el proceso P(p)(para que exista
la posibilidad de agregar nuevos apareamientos a W), consiste en una familia de subprocesos P(p,r)
ejecutados parar =n,n—1,...,1 (en ese orden). El objetivo de P(p, ) es agregar a W apareamientos
de la forma

a® 7 a®) 4y, (3.5)
para algun vértice u € {1,2,...,m}. Para lograrlo, P(p,r) consiste en una familia de subprocesos
P(p,r,u) ejecutados para u = m,m — 1,...,1 (en ese orden), mientras que cada P(p,r,u) consiste

en una familia de instrucciones P(p,r, u, ) ejecutadas para « corriendo en el AP de ese momento y
siguiendo su orden lexicografico, aunque esta vez desde la celda més pequena hasta la mas grande. En
el corazon de la familia anidada de procesos, P(p, 7, u, «) verifica si, en el momento de su ejecucion,

(o, + u) € AP x APTL (3.6)

es decir, si (3.5)) estd disponible para formar un nuevo apareamiento. Si es asi, P(p, r, u, o) agrega (3.5|)
a W y establece que a y o+, u ya no estan disponibles eliminandolas de AP y APT! respectivamente.

De su construccién, vemos que la familia W de apareamientos resultantes al final del algoritmo
forma un campo discreto. Ademds, si aP) es una celda critica, es decir, una celda en un AP final,
entonces ninguna cara S~ ni ninguna co-cara ¥t de o puede ser critica. Esto dard lugar al
Teorema en vista de la Proposicion ambas en la siguiente seccion.

En preparacién para los argumentos en el resto de este capitulo, el lector encontrara particular-
mente esclarecedor el siguiente caso:
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Ejemplo 3.1.1. Consideremos el caso del complejo DConf (K3, 2) para el grafo completo K3. Dado
que dim(DConf(K3,2)) = 1, la construcciéon de W (K3, 2) se reduce al proceso P(0). Al inicio de la
construccién, la lista ordenada de caras disponibles es

A" ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1), (3,2)}

Al ={(1,23),(2,13),(3,12), (12, 3), (13,2), (23,1)}.
Entonces P(0) evoluciona en el siguiente orden:

e P(0,2,3) construye los apareamientos (1,2) " (1,23) y (
deja A° = {(1,3),(2,3), (3,1), (3,2)} y 4! = {(3,12), (12,

,1) /" (2,13) (en ese orden), lo que
), (13,2),(23,1)}.

e P(0,2,2) construye el apareamiento (3,1) /' (3,12), lo que deja A° = {(1,3),(2,3),(3,2)} y
A ={(12,3), (13,2),(23,1)}.

2
3

e P(0,1,2) construye el apareamiento (1,3) ,/ (12,3), lo que deja A° = {(2,3),(3,2)} y A! =
{(13,2),(23,1)}.

o P(0,1,1) construye el apareamiento (3,2) " (13,2), lo que deja las celdas criticas (2,3) y
(23,1) en dimensiones 0 y 1, respectivamente. Esto es, por supuesto, compatible con la conocida
equivalencia de homotopia Conf(S?1,2) ~ S*.

3.1.2 Acilicidad

Lema 3.1.2. Supongamos que oP) 7 f = a +; v pertenece a W y tomemos v = 3 —jw. Sii<j
o0, de lo contrario, sii = j con v < w, entonces v es redundante con vy /' § = v+ u, donde ya sea
j <k o, de lo contrario, j =k y w < u.

Demostracion. En el algoritmo, la instruccién P(p,j,w,vy), que evalia la disponibilidad del par
(7, B), se ejecuta antes que P(p,i,v,a), que es responsable de la construccion del supuesto o 3.
Esto significa que, aunque [ estéd disponible en el momento de ejecutar P(p, j, w, ), ¥ no lo esta.
Asi que v debe haber sido identificada como redundante a través de la instruccion P(p, k, u, ) antes
de P(p,j,w, ). Esto demuestra el resultado. O

La clave en la prueba anterior es la observaciéon de que, en la construccién algoritmica de W, el
apareamiento v " d debe haberse construido antes del momento de la construcciéon de o ' 3. Este
asunto de "temporizacion" sera crucial para los argumentos posteriores en este trabajo.

Proposicion 3.1.3. El campo W es gradiente.

Demostracion. Supongamos, para llegar a una contradiccion, un ciclo gradiente en Hyy
a /" Bo o BN N\van S B N\ ao
con [{ap,a1,...,an}t =n+1 (asi que n > 1), y pongamos
ant1:=0a9 Y PBp+1:= Po.

Podemos organizar el inicio del ciclo para suponer que ag ' By se construye antes que cualquier otro
ar /" Br, 1 <r < n. Digamos que o, /" By = oy +4, v, para 0 < r < n, de modo que
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(i) i < io,
(11) =190 => Ur < 0,

para 1 < r < n. Sea t el primer ntimero en {1,2,...,n+ 1} tal que vy € V(ay) (esto usa ag = a1
y vg &€ V(ap)). Notemos que t > 2, ya que ag # a1. Asi que vy se mantiene como un vértice en la
19-ésima entrada de cada ay con 1 < /¢ <t — 1, mientras que

(ill) ar—1 /" Br—1 = u—1 +i,_, Ve—1, cON V41 F vy,
(iv) o4 = Bi—1 —i, vo (en particular ¢ < n).

Sin embargo, en vista de las condiciones (i) y (ii) para r =t —1y r = ¢, la conclusién del Lema
aplicado a la situacién en las condiciones (iii) y (iv) da como resultado v;—; = vy, lo cual contradice
(iii). O

Teorema 3.1.4. El campo de gradiente W (X, n) es maximal en el sentido de que ninguna cara de
dimension (p — 1) ni ninguna co-cara de dimension (p + 1) de una cara critica de dimension p es
critica.

3.2 Clasificacion de celdas

En el resto de este capitulo nos enfocaremos en el caso de DConf (Am’d, 2), asumiendo 1 < d <m—2
para evitar los dos casos excepcionales pero bien conocidos Conf(A™,2) ~ §™~1 ~ Conf(S™ 1, 2).
Para propésitos de exposicién, es conveniente hacer los siguientes ajustes de notacién, que estaran
en vigor a partir de ahora. En primer lugar, el simplejo en consideracién se denotard como A#~1,
con conjunto de vértices {1,2,...,u}, y el esqueleto en consideracion serd, A#~1H=R=1 " Agf

2<k<pu—2 (porloque4d < p). (3.7)

En segundo lugar, siguiendo la notacién de (3.1)), las celdas de X, ,, := DConf(A*~1r=r=12) ge
escribirdn en la forma (A, B) := (ajas - - - ay, bibe - - - bs), con

1<y <ar<--<a, <, 1<r<pu—-sk,
1<by<by<---<bs<p, 1<s<pu-—=, (3.8)
{al,ag,...,ar}ﬂ{bl,bg,...,bs}:®.

Si necesitamos referirnos a los conjuntos {ai,as,...,a,} o {b1,be,...,bs} (como en la tercera condi-
cién anterior), escribimos {A} o {B}. Ademads, al tratar con multiples celdas de X, , a la vez,
utilizamos una notacién con una (multi-)prima, p.ej., (4’, B") con componentes a;, b;, ' y s'. Final-
mente, recordemos que (p, q) representa el conjunto de enteros {p,p+1,...,¢ —1,q}.

Noétese que dim(A4, B) =r+ s — 2 <min{y — 2,2(u — £ — 1)}. De hecho:

Proposicién 3.2.1. Todas las celdas mazimas de X,, . tienen dimension min{pu —2,2(p — x — 1)},
es decir, X, es puro de grado min{y —2,2(p —x —1)}.

Demostracion. Damos el argumento directo por completitud. La situacién para p < 2k, es decir,
cuando min{pu — 2,2(u—x — 1)} = 2(u — k — 1) es mas sencilla, ya que cualquier celda (A, B) puede
realizarse como una cara de una celda (A, B’) con v’ = s’ = p — k. Asi que, supongamos 2k < pu, es
decir, min{p —2,2(p —k — 1)} = p — 2.
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Caso k < r. Podemos agregar los u—r — s vértices en (1, u) — V (A, B) en la entrada B, para realizar
(A, B) como una cara de una celda (A4, B'), donde |B'| =s4+u—r—s<pu—k.

Caso k < s. Podemos agregar los u—r — s vértices en (1, u) — V(A, B) en la entrada A, para realizar
(A, B) como una cara de una celda (A’, B), donde |[A'|=r+pu—r—s<pu—k.

Caso r < k > s. Entonces hay (k — r) + (k — s) vértices en (1,u) — V(A, B), y agregamos k —
(respectivamente, x — s) de ellos en la entrada A (respectivamente, entrada B), para realizar (A, B)
como una cara de una celda (A, B’), con 7 > k < s. Con esto hemos terminado en vista de
cualquiera de los dos casos anteriores. O

Sea W, = W(Ar~Lr=r=12) " Describimos en el Teorema a continuacién todos los
apareamientos en W, , de la forma (A4,B) / (A, B) +2 u. La descripcién correspondiente para
la totalidad de apareamientos en W), , de la forma (A, B) / (A, B) +1 u se da en el Teorema

Teorema 3.2.2. Las celdas (A, B) de X, 1, con s > 1y
(bs +1, 1) < {A}

(3.9)

son colapsables. De hecho,

(A7B) -2 bs / <A7 B)
(3.10)

es un apareamiento en W, . Ademds, los apareamientos en son todos los apareamientos en
W que surgen mediante la insercion de un vértice en la sequnda coordenada de una celda en X, .

Por supuesto, la condicién (3.2.2) puede cumplirse solo porque (bs + 1, ) = &, es decir, by = p.

Demostracion. Recordemos que dim(A, B) = r + s — 2. Mostramos a continuacién que (A, B) no es
redundante, por lo que esté disponible al inicio del proceso P(r + s — 3). Luego, P(r + s — 3,2, by)
es el primer subproceso que podria hacer que (A, B) pierda la condicién de disponibilidad, es decir,
con P(r+s—3,2,bs, (A, B) —2 bs) evaluando (como en ) el par

((A?B) -2 bsa (AaB)) .

En (3.2.2)), (A, B) —2 bs esté disponible en el momento de ejecutar P(r + s — 3,2, bs, (A, B) —2 bs),
por lo que la dltima instruccién efectivamente construye (3.2.2)).

Para completar la prueba de la primera parte del teorema, queda por demostrar que (A, B) no
es redundante. Supongamos, para una contradiccién, que existe un apareamiento

(A,B) / (A,B)+; u (311)
en W, . para j € {1,2}. Notemos que la condicion (3.2.2)) obliga a u < b,. Por lo tanto, antes de

que (3.11)) sea construido por P(r+s—2, j,u, (A, B)), la instruccién anterior P(r+s—2,2, b, (A, B)+;
u —9 bs) debe encargarse de evaluar el par

((A, B) 4, u—3bs, (A, B) +; u) .
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En dicha evaluacién, ambas entradas estan disponibles: la segunda porque se supone que permanece
disponible hasta P(r + s — 2,j,u, (A, B)), y la primera en vista de (3.2.2)). Asi que P(r + s —
2,2,bs, (A, B) +; u —2 bs) construye (A, B) +;u —2 by /" (A, B) +; u, lo cual contradice ([3.11)).

Para completar la prueba, supongamos —de nuevo para una contradiccion— que hay un aparea-
miento

(A", By = b, / (A, B (3.12)
en W,_, con i < s o de modo que la correspondiente condicién (primada) no se cumpla.
En este ultimo caso, establecemos ug := max{u: b, < u < pyu ¢ A’} para que (A", B') =2 b /
(A’ B") —2 bl +2 ug ya haya sido demostrado como perteneciente a W), ., lo que impide . Por
lo tanto, podemos asumir ¢ < s con {u: b, <u < pyu ¢ A’} = &. Pero entonces (A, B") —2 b, /
(A’, B") ya se demostr6 que pertenece a W, ., lo que nuevamente impide .

O

Teorema 3.2.3. Sea (A, B) una celda de X, ,c conr > 1.

(1) Supongamos que se cumple y s =1. Siby—1 € {A}, entonces (A, B)—1(b1—1) / (A, B)
es un apareamiento en W, ..

(2) Supongamos que falla (en particular by < p) y s = u — k.
(a) Sia, = p, entonces (A, B) —1 p /" (A, B) es un apareamiento en W, .
(b) Siar<py
(b1) (b + 1,0~ 1) C {A};
(0-2) (1,bs —1) Z {B};
(b:3) @:=max ((1,b,— 1) — {B}) € {4},

entonces (A,B) —1a /" (A, B) es un apareamiento en W, .

Ademds, los tres tipos de apareamientos descritos anteriormente son todos los apareamientos en W, .
que surgen mediante la insercion de un vértice en la primera coordenada de una celda en X, .

Notemos que, si bs < . — 1 en (b), entonces (b.1) obliga a a, = p — 1. Sin embargo, podria darse
el caso de que bs = 1 — 1 en el inciso (b), en cuyo caso (b.1) es trivialmente cierto.

Demostracion. Sea (A, B) una celda en X, , que cumple con r > 1 junto con las condiciones del
inciso (1) del teorema. En particular, B = b con b = b;. Primero, afirmamos que (A,b) no es
redundante. De hecho, ningtin apareamiento (A,b) /' (A,b) +2 u puede estar en W, ,;, en vista del
Teorema (va que se fuerza u < b — 1). Por otro lado, antes de que algin apareamiento

(A,0) /" (A,0) +1u (3.13)

pueda construirse, necesariamente por P(r — 1,1, u,(A,b)) y con u < b — 1 (la dltima condicién en
vista de las hipétesis en (1)), la instrucciéon anterior P(r — 1,1,b — 1, (A,b) +1 u —1 (b — 1)) tendria
que evaluar el par

((A) +1u—1 (b= 1), (A,0) +1u),

donde ambas entradas estan disponibles en ese momento: la segunda porque se supone que permanece
disponible hasta P(r—1,1,u, (A,b)), y la primera en vista del Teorema que descarta una posible
insercién de un vértice en la segunda coordenada, y debido a las hipdtesis en (1), que descartan una
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posible inserciéon anterior de un vértice en la primera coordenada. Esto impide y completa el
argumento para la no redundancia de (A, b). Luego, para probar que el apareamiento (A4,b) —1 (b —
1) / (A,b) se encuentra en W, ., queda por demostrar que (A,b) —1 (b — 1) y (A,b) permanecen
disponibles, el primero como no redundante y el segundo como no colapsable, hasta el momento de
ejecutar P(r—2,1,b—1, (A,b) —1(b—1)). Teniendo en cuenta las hipétesis actuales, la tarea consiste
en descartar los siguientes dos tipo de apareamientos que se encuentren en W, :

o (A,0) —1w / (A,b), con b < w;
o (Ab)— (b—1) /" (Ab) —1 (b—1)+2w, con w < b.

El Teorema [3.2.2] explica la tltima opcién. Por otro lado, la primera opcién no puede ocurrir porque,
para b < w € {A}, el apareamiento (A4,b) — w " (A,b) —1 w +2 w pertenece a W, ., en vista del
Teorema Esto completa la prueba del inciso (1) del teorema.

Para el resto de la prueba, sea (A, B) con r > 1y s =y — K, pero de modo que falle (en
particular by < p).
Caso a, = pu. Mostramos a continuacién que (A, B) no es redundante. Ademads, el Teorema
descarta que un apareamiento de la forma (A, B) —2 b; /" (A, B) pertenezca a W, .. Por lo tanto,
la primera instruccién que podria hacer que (A, B) pierda su condicién de disponibilidad es P(r +
s—3,1,u, (A, B)—1p), que evalia el par ((A, B) —1 u, (A, B)) y construye el apareamiento afirmado
(A,B) —1 pn / (A, B). De hecho, al igual que (A, B), (A, B) —1 u estd disponible en el momento
de ejecutar P(r + s — 3,1, u, (A, B) —1 p), debido a la hipétesis s = u — k. Por lo tanto, queda por
demostrar que (A, B) no es redundante. Supongamos, para una contradiccién, que un apareamiento

(A,B) /' (A,B) +; u (3.14)

se encuentra en W), .. Las hipotesis s =  — k y a, = p fuerzan j = 1 y u < p, respectivamente.
Como en argumentos similares anteriores, la contradiccion surge al observar que, antes de que ((3.14])
sea construido por P(r+s—2,1,u, (4, B)), la instruccién anterior P(r+s—2,1, u, (A, B) +1u—1 u),
que evalia el par

((A,B) +1u—1p, (A,B) +1u), (3.15)

construye el apareamiento (A, B) +1u —1 pu /' (A, B) +1 u. De hecho, en el momento de ejecutar
Pr+s—2,1,u,(A,B) +1u —1 p), la segunda entrada en estd disponible, ya que se supone
que permanece disponible hasta P(r + s — 2,1, u, (A, B)), mientras que la hipdtesis s = y — x da la
correspondiente disponibilidad de la primera entrada en . Esto completa la prueba del inciso
(a) del teorema.

Caso a, < p con (b.1)—(b.3) que se cumplen. Comencemos notando que, bajo las hipdtesis
actuales, el Teorema [3.2.2 implica que

el apareamiento (A,B) +1pu—2bs / (A, B) +1 1 pertenece a W, . (3.16)

(Nétese que s = u — k > 1, en vista de (3.7)). Luego, probamos que (A, B) no es redundante.
Supongamos, para una contradiccién, que un apareamiento

(AvB) /! ((A7 B) +j u)

(3.17)
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se encuentra en W, .. La hipotesis s = p — x fuerza j = 1, mientras que (b.1)—(b.3) fuerzan u = p o
u < a. La contradiccién entonces surge al observar que la opcién v = i es imposible en vista de ,
mientras que la opcién u < @ es imposible porque, en tal caso, antes de que P(r+ s —2,1,u, (4, B))
pueda construir ([3.2)), la instruccién anterior P(r + s — 2,1,a, (4, B) +1 u — @), que evalta el par

((A,B) +1u—1a, (4,B) +1u), (3.18)

construye el apareamiento (A, B) +1u —1a / (A, B) +1 u. De hecho, en el momento de ejecutar
Pr+s—2,1,a,(A,B) +1 u —1 @), la segunda entrada en estd disponible, ya que se supone
que permanece disponible hasta P(r + s — 2,1, u, (4, B)). Del mismo modo, en vista de la hipdtesis
s = pu— kK, la tnica forma en que podria fallar la disponibilidad correspondiente de la primera entrada
en es con el apareamiento (A,B) +1u—1a / (A4,B) +1u —1 a@+1 p que pertenece a W, .
Pero tal posibilidad es descartada por el Teorema que muestra que, al igual que , el
apareamiento
(A,B)+1u—a+1p—2by /" (AB)+1u—1a+1 p

pertenece a W, .. Esto completa el argumento para la no redundancia de (A, B). Luego, la prueba
del inciso (b) del teorema se completard tan pronto como argumentemos que (A, B) —1ay (4, B)
estan disponibles, el primero como no redundante y el segundo como no colapsable, en el momento
de ejecutar la instruccién P(r + s — 3,1,a, (A, B) — @). Teniendo en cuenta el Teorema y las
hipétesis actuales, la tarea consiste en descartar que los siguientes dos tipos de apareamientos se
encuentran en W, ,:

e (A,B)—1w / (A, B), con by < w € {ay,as,...,a,} (en particular w < p);
« (A,B)—1a/ (A B)—1a+1p.

El primero es descartado por el inciso (a) del teorema en discusion, que ya ha sido demostrado para
dar (A,B) —1w / (A, B) —1 w +1 ¢ como un apareamiento que se encuentra en W), .. El segundo
es descartado por el Teorema que muestra que el apareamiento (A,B) —1 @ +1 p —2 bs /
(A, B) —1 @+ p se encuentra en W, .. Esto completa la prueba del inciso (b) del teorema.

La afirmacién final en este teorema es equivalente a lo afirmado por la Proposicion |3.2.6] a con-
tinuacion, y se demostrard después de registrar dos consecuencias directas de la descripcién explicita

de los apareamientos en los Teoremas y O

Corolario 3.2.4. Las celdas redundantes (A, B) asociadas a los apareamientos en los Teoremas
y caen en uno de los siguientes casos (con etiquetas de acuerdo a los incisos relevantes en esos
dos teoremas):

(3.2.2) Sis < pu—rk vy (3.2.2) falla, entonces (A,B) / (A, B) +2 max ((bs +1,p) — {A}) es un
apareamiento en W, .

(8.2.31) Sir<pu—rk,s=1,1<b—1¢{A} vy se cumple, entonces (A, B) /' (A, B) +1

(b1 — 1) es un apareamiento en W, .

(3.2.32.a) Sir<pu—r=s,a, <pybs+1,u—1)Z{A}, entonces (A,B) /" (A,B) +1 p es un
apareamiento en W, .. (Ndtese que en este caso falla.)

(3.2.3[2.b) Sir < p—r=s, max{a,,bs} <py
(e1) {bat 1,0~ 1) C {A);
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(c2) (1,bs—1) Z {B};
(¢3) @:=max ((1,b, — 1) — {B}) ¢ {4},

entonces (A, B) / (A, B) +1a es un apareamiento en W, .. (Ndtese que en este caso
falla.)

Corolario 3.2.5. Las celdas (A, B) que no estin involucradas en ninguno de los apareamientos
descritos en los Teoremas[3.2.9 y[3.2.3 se enumeran a continuacion.

1. Todos los casos en los que se cumple tienen s =1 y uno de:
(i) 1 ="0;.
(1) 1<bp—1e{A} yr=1.
(i) 1<by—1¢{A} yr=p—=k.
2. Todos los casos en los que falla (asi que by < ), tienen s = p — Kk y uno de:
(v) ar =p yr=1.
(v) ar <p, (bs+1,u—1) Z{A} yr=p— k.
(vi) ar < p, (bs+1,u—1) C{A} y (1,bs — 1) C {B}.
(vii) ar < p, (bs+ 1, —1) C{A}, (1,bs — 1) € {B} con @ :=max ((1,bs — 1) — {B}) € {4},

yr=1.
(viti) ar < p, (bs+1,u—1) C{A}, (1,bs — 1)  {B} cona@:=max ((1,bs — 1) — {B}) € {A},
yr=p-—kK.

Proposicién 3.2.6. Todas las celdas enumeradas en el Corolario|3.2.5 son criticas, es decir, los
Teoremas [3.2.9 y[3.2.3 describen completamente el campo gradiente W, .

Demostracién. Cualquier apareamiento en W, . que pueda estar ausente en las descripciones de los

Teoremas y tendria que involucrar dos de las celdas descritas en el Corolario Por
lo tanto, basta con mostrar que cualquier cara (p — 1)-dimensional de una celda p-dimensional en el
Corolario [3.2.5] est4 involucrada en un apareamiento de los Teoremas y La situacién para
las celdas en (7) y (it) es elemental. De hecho, la tnica celda posible en (%) es (23...u,1), que no es
una celda de X, . en vista de y (3.8). Por otro lado, la tinica celda en (i) es (u— 1, 1), que no
tiene caras propias. Todas las demas instancias se analizan a continuacién caso por caso.

o La situacién para una celda (A,b) en (iii) se resuelve al observar que

(A, 0) —1u /" (A,b) —1 u+2 u, para b < u, en vista del Teorema [3.2.2
(A,b) —1u /" (A,b) —1u+1 (b—1), parau <b—1,en vista del Teorema [3.2.3(1).

o Una celda (u, B) en (iv) tiene by < u — 1, ya que (3.2.2)) falla, asi que la propiedad deseada se
obtiene al observar que (y, B) —2u / (1, B) —2 u +2 (1 — 1), en vista del Teorema [3.2.2]

o La situacién para una celda (A, B) en (v) se resuelve al observar que

(A,B) —u /" (A,B) —2 u+2 p, en vista del Teorema [3.2.2]
(A,B) —1u /' (A,B) —1 u+1 p, en vista del Teorema (3.2.3(2.a).
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o La tnica celda posible en (vi) es (A,B) = ((u—x+1)---(u—1),12--- (u— K)), que se encuentra en
X,k solo cuando 2k < p+ 1. En tal caso, la propiedad deseada se resuelve al observar que

(A,B) —au /" (A,B) —a u +2 i, en vista del Teorema [3.2.2}
(A,B) —1u /" (A,B) —1 u+1 pu, en vista del Teorema (3.2.3(2.a).

o La situacién para una celda (a, B) en (vii) se resuelve al observar que (a, B) —au /" (a, B) —2u+2 i,
en vista del Teorema [3.2.2)

o La situacién para una celda (A, B) en (viii) se resuelve al observar que

(A,B) —au /" (A,B) —a u +2 i, en vista del Teorema [3.2.2}
(A,B) —1u /" (A,B) —1 u+1 pt, sibs <u,en vista del Teorema [3.2.3(2.a);
(A,B) —1u /' (A,B) —1u+1a, siu<a,en vista del Teorema [3.2.3(2.b). 0

3.2.1 Conteo de celdas criticas

A continuacién, examinamos maés de cerca las celdas criticas enumeradas en el Corolario[3.2.5] Hemos
observado que (debido a nuestras suposiciones preparatorias y ) no hay celdas criticas que
encajen en el inciso (i), y que la tnica celda critica de tipo (7i) es (u — 1, 1), que es la tnica celda
critica 0-dimensional. Una situacién similar se aplica a las celdas de tipo (vi). A saber, como se
observo en la prueba anterior, la tinica celda posible de este tipo es

(p=r+Dp=r+2)-(p=1),12-- (p— K)), (3.19)

que se encuentra en dimension p — 3, y que es una celda de X, . si y solo si 2k —1 < p.

Proposiciéon 3.2.7. Hay un total de 2(“:/1) celdas criticas de tipos (iii), (iv) o (vii), todas las
cuales tienen dimension p— k — 1. Ademds, las celdas criticas de tipo (v) o (viii) tienen dimension
2(u — Kk — 1) y aparecen solo cuando p < 2k — 1.

Demostracion. Un conteo elemental indica que hay:
. (Z:}i) celdas criticas de tipo (%ii);
. (ﬁ:z) celdas criticas de tipo (iv);
. (Mﬁgzl) celdas criticas de tipo (wii).

Esto hace un total de (5:/1) + (ﬁ:i) + (Hﬁgzl) = (z:}{) + (Zj{) celdas criticas, todas las cuales
claramente tienen dimension p — k — 1. Para la segunda afirmacion de la proposiciéon, obsérvese que

una celda critica (A, B) de tipo (v) o (viii) satisface una inclusién estricta
[A}ULB} C (Lu—1), (3.20)

lo cual se deduce de la condicion (bs+1,u—1) Z {A}, en el caso de (v), y de la condicién max((1, bs —
1) — {B}) &€ {A}, en el caso de (viii). El resultado se sigue ya que (3.20) se cumple solo cuando
2(p— k) < p—1. O
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tipo | existencia dimension

(i) nunca

(ii) siempre 0
(i) siempre pw—r—1
(iv) siempre p—r—1
(vii) siempre p—rk—1

(v) | p<26—-11]2pu—kr-1)
(viii) | p<2k—1|2(n—r—1)
(vi) | p>2k—1 w—3

Figura 3.1: Celdas criticas por tipo, dimensién y condicién que garantiza su existencia

Teorema 3.2.8. Para 1l <d<m > 2, DConf(Am’d,Q) es
e un espacio conexo por trayectorias con homologia libre de torsién, el cual es

e homotopicamente equivalente a un complejo celular que tiene tantas celdas en una dimension
dada i como el i-ésimo mimero de Betti 3;(m,d) de DConf(A™4, 2).

Especificamente, poniendo spy, 4 := min{d,m — 1} y By 4 = Bs,, ,(m, d), tenemos:
(I) DConf(A™% 2) es (8,4 — 1)-conezo.

(II) Para d € {m —1,m},
DConf(A™? 2) ~ §m~1,

(III) Para d=m — 2,
DConf(A™™™2 2) ~ \/ Sm=2, (3.21)

Bm,m72

donde B m—2 = 2m + 1.
(IV) Para ™52 <d <m —3 (de modo que m > 4),
DConf(A™? 2) ~ ( \/ Sd) Uay, a €72, (3.22)
/Bm,d
donde Bma = 2(,1). Ademds, el mapeo de adjuncion oumq: sm=3 Vi, S es nulo-
homotopico siempre que 1 < d =m — 3, de modo que
DConf(A™™™3 2) ~ ( \/ Sm3) VA (3.23)
m(m—1)

para m > 5.
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(V) Para d < ™32,

DConf(A™4, 2) ~ (\/ sd) ( U e2d), (3.24)
)

Bm d ﬁQd(mvd
donde B(m,d) = 2(d+1) y

m b—1
52d(mad):<dm )(m—d—l)_ Z Z ( a—1 )(a—b+m—d—1>‘

+1 d+1 b g ey \b+d—m d+1—-b+a
Prueba del Teorema[3.2.8 Recordemos que hemos dejado de lado los dos casos elementales en el
inciso , por lo que, en términos de los ajustes de notacién en la Seccién [3.2) m se cumple. El
inciso @) se sigue del Teorema y del resumen en la Figura Para el inciso donde k=2,
tsese ademas la Proposicién Del mismo modo, la hipdtesis numérica en el inciso , que se
convierte en kK > 3y 2k — 1 < p, lleva a , mientras que la hipotesis numérica en el inciso
es u < 2k — 1 y lleva a una vez que contamos el nimero de celdas criticas en dimension
2(u — k —1). Los detalles de conteo se proporcionan en la Proposicion a continuacién.

Aparte de la segunda afirmacién en el inciso , cuya prueba se da en la siguiente seccién, el
unico argumento faltante es el de la minimalidad de las estructuras celulares en y , es
decir, los valores precisos de los nimeros de Betti relevantes. En ambos casos, basta con mostrar la
anulacién de los correspondientes diferenciales de Morse . Tal condicién se sigue de la dispersion
en el complejo de cadenas relevante, siempre que d < m — 3 en el caso de (3.22)), y siempre que d > 1
en el caso de . Las situaciones no dispersas se tratan a continuacion.

Elcasol <d=m —3 en se resolverd una vez que demostremos la segunda afirmacion en
el inciso —en la siguiente seccién. Por otro lado, el caso 1 =d=m — 3 en corresponde

a DConf(A%1,2), en cuyo caso la trivialidad del diferencial de Morse se sigue del homeomorfismo
de Abrams mencionado al final del Ejemplo [2.2.15] asi como en las concluciones de esta tesis. Por

ultimo, el caso d = 1 en (3.24)) se sigue de la Proposicion [3.2.10|a continuacién. O

Proposicién 3.2.9. Para p < 2k — 1, el nimero de celdas criticas en dimension 2(u — k — 1) es

p—1\[(r—-1 a—1\{fa—b+r—1
[ R i 358 (| ot S A

Demostracion. Las celdas en consideracion son aquellas de los tipos (v) y (viii) en el Corolario

Noétese que (ﬁ:é) (Z:}{) cuenta el nimero de celdas (A, B) que satisfacen las condiciones

ar < p>bs y r=p—K=s, (3.26)

que son comunes a (v)y (viii). El resultado se seguird una vez que expliquemos c6mo la doble suma
en (3.25)) cuenta la cardinalidad del conjunto C de celdas que satisfacen (3.26)) sin ser de tipo (v) o

(viii).
Noétese que las celdas de C estan descritas por las condiciones

ar <pu>bs, r=p—r=s, (bs+1l,u—1)CA (3.27)

y yva sea (1,bs) = B o, en su defecto, max((1,bs) — B) € A. Sin embargo, la hipétesis p < 2k — 1
implica que la condicién (1,bs) = B es incompatible con las de (3.27)). Por lo tanto, las celdas de C
estan realmente descritas por

ar <pu>bs, r=pu—r=s, bs+1l,u—1)CA (1,bs) Z B, a:=max((l,bs) — B) € A.
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Estas condiciones se esquematizan como

Lo (@-1) @ @) o (o1 by (bt D) - (uo1)

en A bs — @ elementos en B u— 1 — bs elementos en A

lo cual hace claro que la doble suma en (3.25)) cuenta las celdas en C (el indice b en la suma externa
representa bs, y el indice a en la suma interna representa a). ]

Proposicion 3.2.10. Supongamos que p < 2k —1 y p—x —1 = 1. Entonces 2( -1

ﬁ,ﬂ) y 3.2%) dan,
respectivamente, el primer y sequndo nimero de Betti del espacio conexo 2-dimensional X, .

Demostracién. Bajo la hipotesis actual, X, . es el espacio de configuraciones discretas de dos puntos
ordenados en el grafo completo K, sobre u vértices, con p > 5. El resultado se sigue, después de un
célculo directo, de la Proposicién 21 y de las ecuaciones (1) y (2) en [13]. O

3.3 Flujo gradiente

En esta seccién probamos la segunda afirmacién en el inciso del Teorema por lo que, a
lo largo de esta seccién, asumimos 1 < d = m — 3, es decir, kK = 3 y p > 6. También utilizamos la
notacién més legible ay, ..., a, | by, ..., bs como una alternativa para la celda (ay - - - a,, by - - - bs) en (3.8).
Asi, la celda critica de dimension superior (1 — 3) en X, . es

w—2,u—1|1,...,0—3, (3.28)

mientras que una verificacion facil (usando las descripciones en Corollario |3.2.5) nos da que las celdas
criticas de dimension (pu — 4) son

(iit) 1,...,%,...,()/—\1,5,...,Mb,para1§i§b—2yb§,u,
() p|l,.. .20 ...,p—2 paral<i<p—2,
(vii) a|1,...,§,...,d,...,u—1, paral <i<a<pu-—2,

donde un sombrero se utiliza para indicar la eliminaciéon de la correspondiente coordenada, y la
enumeracion de los incisos sigue la utilizada en el Corollario 3.2.5

La trivialidad homotépica del mapeo de adjuncién relevante S#~* — \/ S#~* puede verificarse
homolbgicamente (ya que g > 6). Por (|1.7), habremos terminado una vez que se pruebe el siguiente
hecho:

Proposicién 3.3.1. Fijemos una celda critica o de dimension (u — 4). Teniendo en cuenta la
multiplicidad y los numeros de incidencia como en @, el numero total de caminos gradientes

desde las caras de a o es cero.

Para la prueba, consideramos los caminos gradientes en la Proposicién [3.3.1] como caminos gradi-
entes inferiores desde hacia 1-cocaras § de «, es decir, con 8\, o, y hacemos una descripciéon
en reversa de estos caminos. Para empezar, ninguna de estas [ es critica, en vista del Teorema [3.1.4
Ademaés, los caminos inferiores que nos interesan involucran una [ colapsable, digamos con oy " 3.
Asi que repetimos la estrategia de descripcion ahora para cualquier posible 1-cocara no redundante
Bl de ay,

B\ a1 BN\ a.
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Esto crea un arbol T, que describe todos los posibles caminos en la Proposicién [3.3.1] con cada rama
deteniéndose tan pronto como obtenemos una 3 \, a; con [, siendo la cara critica (3.28). Gran
parte del trabajo duro en el andlisis de T, se simplifica considerablemente con los dos resultados
auxiliares siguientes.

Lema 3.3.2. No hay caminos gradientes inferiores

ao \ B1 Sar N\ N\ B S oy (3.29)

que comiencen en la celda critica cg = pu— 2,0 —1|1,...,u— 3 y terminen en

A

(¢c) ap=ipp—j+1p—7+2,. . pu|l,.. i b =g, si2<ji<p—4yl<i<l<pu—j.

Demostracion. (a) Procedemos por induccién sobre la diferencia yp—3 — j > 0, notando que siempre
podemos asumir ¢ < u — j, pues de lo contrario oy es redundante en vista de Corollario .
La induccién comienza con el caso j = p — 3, para el cual se descarta un camino potencial yva
que se veria obligado a terminar en la forma

. .BzZ3 R
4,2\ g AL, 3 = oy (3.30)

con 4,...,u]1,2 redundante en vista del Corollario . Aqui y més adelante, el ntimero
encima de una arista dirigida ascendente es la etiqueta del hecho que justifica la arista. Ademas,
el lector debe tener en cuenta que, como se explicd en la construcciéon del arbol T, este tipo de
caminos gradientes deben verificarse mediante una lectura de derecha a izquierda, ya que estamos
restringiendo la atenciéon a caminos que terminan en «y. Nétese que la arista descendente en
estd forzada porque {4,...,u} tiene la cardinalidad maxima permitida; tal situacién se repetird
varias veces en las consideraciones a continuacién. Ahora, habiendo aclarado los puntos anteriores,
noétese que, para j < p— 3, un camino potencial se veria obligado a terminar en cualquiera de
las tres formas

Br=p—j+1..pll.. p—j-1 A
Bo=p=gyoyil Loyt =g =1 o N =g+ 1l p— = 1
B3 =i, u—i+1,....m|l,. .0, p—j—1
N
S ou—g+ 1wl — = .

Pero la primera y la tercera opciones se descartan porque (1 y [3 son redundantes en vista del
Corollario |3.2.4{(3.2.2)), mientras que la segunda opcién se descarta por induccién.

Los argumentos para (b) y (c) tienen solo variantes menores. Damos detalles completos para
mayor claridad.

(b) Procedemos por induccién sobre la diferencia p — 4 — j > 0, notando que siempre podemos
asumir ¢ < pu — j, pues de lo contrario el resultado se reduce al caso (a). La induccién comienza
con el caso j = u — 4, para el cual se descarta un camino potencial ya que se veria obligado a
terminar en la forma

R .. B2 L
05, |yl 3N, | a3 s | LA = ay,
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con £,5,...,u|1,. )3 redundante en vista de Corollario “- Luego, asumiendo j <
@ — 4, un camino potenmal se veria obligado a terminar en cualquiera de las tres formas

Bri=ilip—j+1,. . |l = —1
Boi=lopu—g,. |1, ot u—f—1 P\
By:&u—j+L.,Ml b u—j—1
Nbp—i+1, |l = —1
13.2.2)

Sl =g+ 1wt — = .
Pero la primera y la tercera opciones se descartan porque (1 y [3 son redundantes en vista del
Corollario E-, mientras que la segunda opcién se descarta por induccion.

(¢) Procedemos por induccién sobre la diferencia p — 4 — j > 0, notando que siempre podemos
asumir ¢ < p — j, pues de lo contrario aj es redundante en vista de Corollario [3.2.4((3.2.2). La
induccién comienza con el caso j = p — 4, para el cual se descarta un camino potencial (3.29) ya que
se veria obligado a terminar en la forma

. 327

0,5, ..., |1, B3NGB Ll 3 | A =y,

con ¢,5, ... ,u| 1,...,7,...,3 redundante en vista de Corollario 1j Luego, asumiendo j <
i — 4, un camino potencial (3.29) se veria obligado a terminar en cualquiera de las tres formas

Bri=i,lip—j+1,...,u|1,. "L" EA..,M—j—l
Bo =i, — Gy pu|l, ..., z...,AE pw—7—1 2\
/83::i7/1’_j+17"'7u‘17 sy pp—J—1
Nt =G+l = —1
R R .
=g+l — = ag.

Pero la primera y la tercera opciones se descartan porque 1 y (3 son redundantes en vista del
Corollario |3.2.4{(3.2.2)), mientras que la segunda opcién se descarta por induccién. O

El caso j = 2 en el inciso (a) del Lema es especial:

Lema 3.3.3. Para 1 < /¢ < u—2, existe un unico camino gradiente inferior que comienza en
la cara critica g = p— 2, —1|1,...,0—3 y termina en o, = p— L,p|1,... 0 ... pu—2.

Demostracion. El resultado es facil para £ = p — 2, ya que el inico camino de este tipo (3.29)) es

2.a)
w—2,u—1|1,...,p=3p—1|1,....,0—=3 7 pu—1,u|l,...,0n0—3=qy. (3.31)

Para ¢ < 1 — 3, un camino potencial (3.29)) se veria obligado a terminar en la forma

Bri=VCip—1,ull,. lz...,u—B R
Bor=p—2,u—1p|l, ol p—3 o N\op—Lop|l ol =3
53—u—1uﬂ~wu—3
"
Sop—=Lopll ol =2 = oy, (3.32)

Pero la primera opcién se descarta porque (1 es redundante en vista de Corollario |3.2.4)(3.2.2]),
mientras que la segunda opcién se descarta en vista del inciso (a) en el Lema El resultado se
sigue de notar que la tercera opcion se ve obligada a terminar como en (3.31). O
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Prueba de la Proposicion|3.5.1. Comencemos considerando el caso de una celda critica de dimensién
(n—4) de tipo (i) a = 1,...,2,...,()/—\1,3,...,u|b, conl <i<b—2yb< pu Notemos que
a es la cara de solo dos caras de dimensiéon p — 3, a saber, 1,...,1 ...,b/—\l,l;,...,,u|b— 1,by
1,...,1 ...,b/—\l,lA), ..., p]2,b. Por lo tanto, el andlisis del arbol T, comienza con lo que son las
unicas dos ramas potenciales

Loty b= 1,0, | b—=1N, 1, .0, b= 1,b,. . | b—1

£z R .
1 b2 1b, | b—1,b

Nl b=1b, L pu|b=a

Loty b=1,b i |ib=1N0 1, o dy . b= 1,b, . i

13.2.2 ~ ~ A~
1. b=1,b, . iy
Nl ooyt b= 1,0, b= a

Pero 1,...,4,...,b Z 1,13, ...,p]2,b — 1 es redundante por el Corollario l , por lo que T,
esta, de hecho, vacio.

Consideremos ahora el caso de una celda critica de dimensién (p — 4) de tipo (iv)
a=pu|l,. 0. =2,

con 1 < i < p— 2. Como se menciond antes, el analisis del arbol T}, comienza con exactamente dos
ramas potenciales. Para ¢ = u — 2, cada una de esas dos ramas es lineal y lleva a un camino en 7j,.
De hecho, T, se reduce a las dos ramas

)
w—=2,u—111,....op=3p—21,....,0=3 7 p—=2,u|l,...,p—=3pull,...,u—3=«

y

FZ320
p—2,p—1|1, .., =3\ p—1]1,...,0=3 pu—1p|l,...;p—=3\pll,....,p—3=aq,

cada una comenzando en el requerido . El resultado se sigue de y de un analisis directo
de los nimeros de incidencia en las dos ramas anteriores: la primera rama cuenta en ((1.9) con un
signo negativo, mientras que la segunda rama lo hace con un signo positivo. Por otro lado, para
1 <1¢ < pu— 3, el andlisis del arbol T, comienza con sus dos tnicas ramas potenciales

/Blzzﬂ_lau‘{ﬂ“'vu_:g .
B ::,u—2,,u—l,ull,...,f,...,u—?) N —Lpll oo, u—3
Bsi=d,u—1,p|l,... 0., u—3
N
/M_17M|177Z77ﬂ_2

N1 g — 2=«
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Pr=p—Lpll... pn=3 R
Bo=p—2,pu— 1u|1,...,%',...,,u—3 Np—=Lp|l oo, u—3
Bs=d,pu— 1|1, . 0, .., u—3
R
Sow=Lpll e =2
\,u—1|1,...,z,...,,u—2
Bz

=11, =2
N1,y — 2
B.23(2.0) .
Sl =2
\,,u|1,...,%,...,u—2:a.

Pero ninguna de las dos opciones que involucran a [ lleva a un camino real en T, en vista del
inciso (a)en el Lema Del mismo modo, ninguna de las dos opciones que involucran a 33 lleva a
un camino real en Ty, pues 3 es redundante segun el Corollario . Como antes, el resultado
se sigue de un andlisis directo de los niimeros de incidencia: las dos opciones que involucran a
nos permiten emparejar los caminos reales en 7T, de tal manera que los dos elementos de cada par
cuenten en con diferentes signos. (Es facil ver que solo hay un par, pero tal hecho es irrelevante
para nuestro argumento.)

Para completar la prueba, abordamos el caso ligeramente mas complicado de una cara critica de

A

tipo (vii) de dimensién (u—4) a=all,...,2,...,4,...,u—1,con 1 <i < a < pu—2. Como antes,
el andlisis del arbol T, comienza con sus tnicas dos ramas potenciales

Bii=i,a, |, by by — 2
Byi=a,pp—1, |1, 0l =2 N Ly — 2
63_G‘N’1 ad7"'7u_2
R R R
Joay |l = 1N a1,y — T =
y
Br=rd,a, |1, .. 0. by =2
By =i, pu— 1|1, iy ay =2 p Ned |l Ay — 2
B4 —zu|1 .,Z...,,U,—Q
n N
/ A TH I O N AN T T V2 B PR A AR |
EZ320) A

S odall ot ay. o p—1Nal Lot d . — 1 =

Pero ninguna de las dos opciones que involucran a (i lleva a un camino real en T,, pues [ es
redundante segiin el Corollario . Del mismo modo, ninguna de las dos opciones que
involucran a B2 o 4 lleva a un camino real en T, en vista de los incisos (b) y (¢) en el Lema
Sin embargo, esta vez no podemos usar el truco de emparejamiento del caso anterior, ya que 3 # (5.
En su lugar, continuamos "un paso mas" el analisis de T, que, en total, comienza de hecho con sus
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unicas dos ramas potenciales (pero ahora lineales)

pw—1lp|l o, =2\ =11, 0. —2

EZ320) EZ3.0)
S oap—11,.. a4, n—2N\all,...0a,...,0—2 " a,p|l,... a8, p—2

o o o
Nl ooty —2 a1, a . p— 1N al Lt d . = L=
y

. A B2y A
p—1op| e p =2 N =11, 0 p—2 ) =11, — 2

: EZ320 A A

N Lt —=2 0 ] et = 2N | LA e — 2
EZa20)

i, = INGE Ly =1 2 dal =1
\a|17...,%,...,&,...,u—1:a.

Pero el Lema [3.3.3] implica que cada una de las dos ramas anteriores se ve obligada a codificar un
solo camino completo y explicito en T,,. La conclusién se sigue de un andlisis directo de los niimeros
de incidencia resultantes. De hecho, como se puede observar rapidamente, la primera rama codifica

un camino que cuenta en (1.9) con un signo (—1)"*® mientras que la segunda rama lo hace con un
signo (—1)"*aett, O
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Conclusiones

Nuestros célculos sugieren que una descomposicién homotépica de DConf(A™4,2) como un wedge
de esferas se mantiene siempre que

d>max{l,m2_2}. (3.33)
Aunque no probamos tal afirmacién, a continuacién proporcionamos evidencia indirecta.

Para empezar, notemos que una descomposicién homotopica de DConf (Am’d, 2) como un wedge
de esferas no se mantiene fuera del rango en . Por ejemplo, como se demostré en el Capitulo
existen productos copa no triviales en el anillo de cohomologia de los espacios de configuraciones de
2 puntos en grafos completos (es decir, el caso d = 1 anteriormente mencionado). Asimismo, existen
productos copa no triviales en DConf(Am’d, 2) para d = mT_Q, aunque tal situaciéon es mucho mas
sutil. De hecho, para d > 1,

DConf(A2d+2d 9) (3.34)

resulta ser homeomorfo a una variedad cerrada orientable, por lo que los productos copa no triviales
estan forzados a darse como parte de los correspondientes fenémenos de dualidad de Poincaré. De he-
cho, las propiedades de variedad de ([3.34]) constituyen uno de los resultados centrales en el trabajo [24]
en preparaciéon. Aqui solo hemos mencionado que el homeomorfismo de Abrams DConf (K3, 2) = Sg
([, Example 2.4]) es simplemente la primera instancia en la familia de variedades . Aqui
K5 = A%1 el grafo completo en cinco vértices, y Sg representa una superficie cerrada orientable de
género seis.

Como consecuencia del parrafo anterior, el mapeo de adjuncién o, 4 en el inciso del Teo-

rema es esencial (y bastante interesante) para d = mT_Q, si bien es nulo-homotdépico para
1 < d=m — 3. Adicionalmente, en el rango
m— 2
5 <d<m-—3, (3.35)

a4 €s un mapeo estable, por lo que se ve forzado a ser nulo-homotépico siempre que m —d — 3 €
{4,5,12,61}, es decir, cuando el grupo de homotopia donde vive se sabe que se anula ([46], 47]).
Seria interesante saber si existen mas valores de d en el rango para los cuales o, ¢ es nulo-
homotépico, de modo que se convierta en una suma de wedges de esferas. Por otro lado,
creemos que los productos copa no triviales siempre existirdn en el caso de —verificar tal
situacién estd al alcance con las herramientas de este trabajo—, de modo que algin componente del
mapeo de adjuncién en no seria nulo-homotépico.

El resultado principal en [2], a saber, el hecho de que DConf(A™, n) es homotdpicamente equiv-
alente a un wedge de esferas de dimension m — n + 1, sugiere que algunas partes del Teorema [3.2.8
podrian admitir extensiones adecuadas para DConf(A™? n) cuando n > 2.
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