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Capitulo 1

Panorama General

Resumen: En este capitulo se presenta brevemente un panorama general sobre la opti-
mizacién de los sistemas de eventos discretos (SED) modelados con redes de Petri. Primero
se presenta de manera intuitiva, donde se describe el problema de scheduling en forma gene-
ral, mencionando las dificultades y limitaciones que se tienen para resolverlo y la importancia
del problema. Después se define formalmente el problema y se introducen algunos conceptos
basicos relacionados con scheduling, se mencionan los principales métodos con los que se ha
abordado el problema, los trabajos y personas que han trabajado en este problema, y por
dltimo, se presenta la forma en que se aborda el problema en este trabajo.
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1.1 Introduccién

El presente trabajo trata sobre el problema de scheduling, el termino scheduling se puede
traducir como calendarizacién. Pero es mas comun encontrar en la literatura relacionada al
tema la palabra scheduling que la de calendarizacién, por este motivo, en este trabajo se
utilizar4 el termino scheduling.

El problema de scheduling es muy comiin y se le puede presentar a una persona varias
veces en su vida cotidiana. Muchas personas tratan con problemas de scheduling simples y
los resuelven sin conocer la teoria de scheduling, aunque no siempre de forma éptima.

Por ejemplo, supongamos que una estilista tiene que atender a cuatro clientas que llegaron
al mismo tiempo a su salén de belleza, desean una base, un tinte de pelo, un tratamiento
facial y un corte de pelo respectivamente. La estilista sabe que tiene que realizar cuatro
tareas distintas, conoce también el tiempo y recursos que requiere cada una de ellas.

Las tareas requieren un tiempo total y una secuencia de acciones y tiempos que son los
siguientes:

e Base : 1 hora 35 min. (30 min. poniendo tubitos, 20 min. reposo, 15 min. neutralizar
tubos, 10 min. reposo, 20 min. quitar tubos, secar pelo y peinar).

e Tinte de pelo : 1 hora 20 min. (30 min. aplicar tinte, 30 min. reposo 20 min. lavar
pelo, secarlo y peinar).

e Tratamiento facial : 45 min. (10 min. aplicar mascarilla , 20 reposo, 15 retirar
mascarilla, poner locién refrescante y crema humectante).

e Corte de pelo : 20 min.

Lo ideal es que la estilista realice el mayor mimero de tareas en el menor tiempo posible
y que los clientes esperen lo menos posible sin ser atendidos.

La estilista no pensé mucho la solucién, pero decidié hacer primero el corte, enseguida la
base (1 hora 35 min.), después el tratamiento facial (45 min.), y por tltimo el tinte (1 hora
20 min.). Conforme fue realizando los trabajos se di6 cuenta que no podia empezar ningin
otro trabajo sin primero terminar el anterior, por lo cual tardé 4 horas en terminar estas
tareas. Necesitando asi medio turno de su jornada de trabajo. Ademds algunas clientas se
molestaron o desesperaron por la espera para ser atendidas. Esto quiere decir que la estilista
seleccion6 mal, el orden de realizacién de las tareas. En otras palabras, seleccioné un mal
schedule. Después de varios meses de experiencias se dié cuenta que para un caso como este,
el tiempo 6ptimo para realizar estas tareas es de 2 horas con 40 min.

En la figura 1.1 se muestra un diagrama de Gantt, donde se puede apreciar de forma
gréfica, las tareas que tiene que realizar la estilista con sus respectivos tiempos. También se
puede ver el schedule elegido por la estilista y el schedule éptimo.

Intuitivamente se puede ver que el problema de scheduling estd relacionado con el pro-
blema de optimizacién y que es de naturaleza altamente combinatoria porque se tienen que
analizar todas las posibles combinaciones en que se pueden realizar los trabajos.
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Figura 1.1: Diagrama de Gantt de tareas de la estilista

También se puede notar que se habla de “Tareas o trabajos”, que tienen asociados ciertos
pardmetros (tiempos de realizacién y/o costos) y una relacién de precedencia entre ellas (el

orden en que se deben ejecutar las operaciones).

En este ejemplo son pocos los clientes (tareas) y sélo la estilista necesita los recursos,
por lo cual pensindolo un poco més y mejor, ella puede calcular su schedule éptimo en poco
tiempo. Pero jqué pasaria si a esta estilista la ponen a cargo de un salén més grande, con
5 empleadas (estilistas) y con casos en los cuales llegan 15 clientes o més (por ejemplo al
abrir el salén)?. En este caso, aumenté la complejidad de su problema y tratar de obtener
la solucién 6ptima le llevaria mucho tiempo, tal vez todo un dia, pero los clientes no pueden
esperar tanto. Es aqui donde se requiere la teoria de scheduling para obtener soluciones

6ptimas en poco tiempo (si es posible).
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1.2 TImportancia del problema de scheduling

La teorfa de scheduling es de gran importancia y beneficio en la optimizacién de muchos
sistemas. Por ejemplo, en las industrias donde se fabrican productos, se manejan muchas
mdquinas, herramientas .etc., obtener un buen schedule es importante porque nos permite
asignar de manera adecuada todos los recursos. Es decir, si se tiene informacién sobre los
procesos como tiempo de duracién, recursos que utilizan etc, y de las méquinas, como cudles
son més rapidas o més lentas, cudles fallan mds, cuéles pueden trabajar més tiempo etc,
se puede mimimizar la cantidad de piezas en los buffers (almacenes intermedios entre una
méquina y otra), evitar los cuellos de botella, reducir al maximo los tiempos de produccién
etc, lo que permite cumplir con metas y objetivos en la produccién que se traducen en
ahorros, ganancias o beneficios para la empresa. En el caso de la estilista, en la figura 1.1
se puede apreciar que existe una diferencia de 80 minutos entre el schedule elegido por la
estilista y el 6ptimo. Por tanto es importante obtener el schedule 6ptimo, ya que puede hacer
las mismas tareas en menor tiempo, no estar de ociosa, y con el tiempo restante atender
a més clientes y obtener mayores ganancias. En otras palabras la teoria de scheduling nos
ayuda a optimizar el sistema.

La optimizacién de los sistemas tiene dos etapas muy importantes:

Planificacién: [Baker 91, Ramirez 93t] Aqui se define lo que se va hacer, cuantas y
cudles tareas se necesitan, el tiempo de duracién, y los recursos que necesita cada una de
ellas. También se presentan algunos problemas como seleccionar el tipo de piezas que se
producirdn; la arquitectura del sistema (distribucién fisica y relaciones causales que debe
tener el sistema); el grado de flexibilidad (el mimero 6ptimo, y los posibles procesados que
deben tener las piezas para obtener los productos planeados, obteniéndose asi las posibles
rutas que pueden seguir las piezas dentro del sistema). Como resultado de esta etapa tenemos
un plan, pero podemos obtener varios planes para conseguir el mismo objetivo, por lo cual
se debe elegir el mejor de ellos. La planificacién es la etapa previa a la de scheduling.

Scheduling : [Kligerman 86, Ramirez 93t] Es la etapa donde se decide el orden en el
que se tienen que realizar las tareas u operaciones, la asignacién de recursos y el calendario
para su realizacién, de tal forma que cumpla con los criterios de optimizacién que se hayan
planteado. El objetivo de esta etapa es obtener un “schedule” éptimo que cumple con la
planificacién.

1.3 Descripcion del problema de scheduling

En la figura 1.2 se puede ver un sistema cualquiera que se quiere optimizar, por ejemplo
un sistema de produccién, de cémputo, de manufactura, industrial, de tréifico aéreo, un
proceso quimico o cualquier otro. En este trabajo el punto de partida es un modelo bajo
la forma de una Red de Petri (RP) para iniciar su optimizacién. En la figura 1.2 no se
muestra la RP, s6lo se muestra un esquema que indica que en esa RP (modelo del sistema)
tenemos un punto inicial y un punto final. Partiendo del punto inicial (estado inicial) se
tiene varias trayectorias o caminos para llegar al punto final (estado final), siguiendo alguno
de esos caminos tal vez se llegue a estados donde se inicien nuevas ramificaciones indicando
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que a partir de ahf se tienen varios caminos alternativos para llegar al punto final. Al ir
recorriendo esos caminos se irdn efectuando una serie de operaciones, tareas, subprocesos
o actividades que se tienen que realizar para llegar al estado o punto final en donde se
obtiene como resultado la realizacién de un proceso o tarea, la fabricacién de un producto
o finalizacién de un programa de actividades o cualquier otra cosa dependiendo del sistema
modelado. También se supone que se tienen todas las tareas u operaciones que se tienen que
llevar a cabo, el tiempo que se necesita para realizarlas, los recursos necesarios y las posibles
secuencias en las que se pueden realizar esas tareas u operaciones para llegar al punto final.

* [:> MODELOEN RdP

Fabricacion flexible ﬁ

Computo Posibles Trayectorias

Producto Terminado
Tarea realizada

ido T~ A~y

| Operaciones. Subprocesos. Tareas >

Figura 1.2: Esquema general para la descripcién del problema de scheduling

El problema de optimizacién al que nos enfrentamos es encontrar una trayectoria 6ptima.
Esta puede ser la que se realice en el menor tiempo posible o en la que se aprovechen al
maximo los recursos o cualquier otra basdndose en algin otro criterio de optimizacién.

Si el modelo en RP es muy pequetio, tal vez analizarlo y encontrar la solucién éptima no
sea tan dificil, pero si se incrementa su tamano, analizarlo se vuelve muy complicado ya que
se puede generar una explosién combinatoria de trayectorias. Por lo cual, obtener la solucién
6ptima es algo muy costoso en tiempo de célculo, ya que en los peores casos la complejidad
de este problema es NP.

1.4 Scheduling en sistemas de eventos discretos

Para optimizar un sistema, primero es necesario identificar que tipo de sistema estamos
tratando. Enseguida se menciona la clasificacién de los sistemas, de acuerdo al tipo de
variables que los describen [Ho91]

Sistemas Dindmicos de Variables Continuas (SDVC) : Son sistemas cuyo estado
evoluciona de manera continua. Las ecuaciones diferenciales son adecuadas para modelarlos.
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El estudio de la optimizacién de estos sistemas est4 a cargo de la teoria de control 6pti-
mo, ya sea con el uso de maximos y minimos, calculo variacional, programacién dindmica,
Pontryagin, etc.

Sistemas Dindmicos de Eventos Discretos (SDED): (o simplemente sistema de
eventos discretos SED) es aquel que contiene un espacio de estados numerable, posiblemente
infinito. El paradigma de las ecuaciones diferenciales no es adecuado para modelarlos, por
lo que generalmente se usan lenguajes formales o teoria de la medida.

Existe una gran variedad de SED, y son con los que trataremos en esta memoria, como
ejemplos podemos citar sistemas de control de trafico, sistemas de informacién, sistemas de
comunicaciones digitales, etc. Un SED, como el caso de una central de autobuses, su estado
se puede representar por un vector (camiones en la central, camiones en viaje, camiones en
taller, ........ ), la evolucién del sistema se realiza por la activacién de una serie de eventos
(llegada o salida de camiones, ...) que hacen que su estado cambie. El sistema es dindmico
porque la salida depende del evento que se realiza (entrada al sistema) y del estado anterior.
Ademi4s su espacio de estados y conjunto de eventos es numerable y posiblemente infini-
to. Ademds existe la presencia de cambios abruptos en los eventos y por consecuencia en
los estados, por lo que la representacién de estos sistemas no es posible hacerla mediante
ecuaciones diferenciales.

En esta memoria sélo se consideran SED en los que influye el tiempo, y para su andlisis
nos auxiliamos de la teoria de scheduling y también desarrollamos algunas técnicas para
realizar la optimizacién de este tipo de sistemas. Como herramienta formal para modelar
los SED utilizamos las redes de Petri (RP) porque nos permite representar de forma sencilla
y clara el paralelismo, sincronizacién, exclusién mutua, relaciones causales, decisiones y
otras caracteristicas que presentan los SED. También nos permiten analizar las propiedades
cualitativas y cuantitativas de los SED como vivacidad, ausencia de bloqueos, limitacién,
etc. Para ser mds exactos trabajamos con una extensién de las RP denominadas Redes de
Petri Temporizadas, donde se toma en cuenta el tiempo.

1.4.1 Definicién del problema de scheduling en SED

El problema de scheduling [Bellman 82, Lee 92] consiste en la asignacién de recursos a tareas
y en el establecimiento de inicio de las Tareas. En SED existen algoritmos que optimizan
diferentes criterios. Por ejemplo, algunos algoritmos minimizan el tiempo de ejecucién otros
minimizan el nimero de productos en un almacén (inventario minimo), etc. La solucién al
problema de scheduling es una secuencia de ternas (R, T, 7) llamado schedule. Donde T es
la tarea, R son los recursos asignados y 7 es el tiempo de inicio de una tarea respecto a una
referencia.

Un schedule factible es aquél que sé puede realizar fisicamente y que satisface las
restricciones impuestas. Al algoritmo que encuentra un schedule factible que minimiza o
maximiza la funcién objetivo se le denomina scheduler.

Formalmente el problema de scheduling se define como sigue:
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Definicién 1.1 El problema de scheduling consiste de:

e 1.- Conjuntos y secuencias: Determinar los siguiente conjuntos:

W={(z,y,z)|z€R, yeT, z€R'}; donde R es el conjunto de los recursos,
T es el conjunto de las tareas. El nudmero real z representa el tiempo de inicio de la
tarea y. Donde z € Rt U {0}.

Un schedule s = wy,w,,........ Wy, .... es una secuencia de elementos w; € W, y
w={s|s esun scheduler factible }.

e 2.- Funcion objetivo: Encontrar la funcidn f que describa el criterio de opti-
mizacion. [ :w—R

e 3.- Optimizacion: Encontrar, al menos, un elemento s} € w tal que:

f(st) = mén f(s:i) (caso de minimizacion).
3iEw

f(sp) = max f(si) (caso de mazimizacidn).

1.5 Antecedentes Generales

El problema de scheduling en SED es un problema de optimizacién y de naturaleza altamente
combinatoria. Cuando se quiere resolver un problema de scheduling surgen principalmente
dos problemas. Uno de ellos es seleccionar la funcién objetivo, es decir, qué criterio de
optimizacién se eligird. El otro problema es la intratabilidad. Es decir, el tiempo necesario
para encontrar la solucién 6ptima suele ser muy grande. Bésicamente existen dos tipos de
métodos para obtener la solucién [Dyke 91]; métodos estructurales, los cuales transforman
el modelo del sistema en otro equivalente del que ya se conoce la solucién, y los métodos
operativos, que hacen uso de técnicas de investigacién de operaciones, Inteligencia Artificial
(IA), por mencionar algunos. Enseguida se describen brevemente 3 métodos operativos que
abordan los problemas de diferente forma:

Métodos Constructivos: Obtienen schedules éptimos, pero no utilizan herramientas
de modelado, éstos obtienen propiedades y reglas para cada sistema en particular lo que
dificulta la aplicacién general de estos métodos y por lo general se aplican a sistemas donde
sélo existe una miquina.

Meétodos basados en Técnicas de Investigacién de Operaciones: Aqui los sis-
temas se representan con grafos o ecuaciones adecuadas para programacién lineal. En esta
4rea se tienen problemas bien caracterizados, para los cuales existen métodos de solucién.
En el caso que el sistema no pertenece a ese tipo de problemas, es modificado a una forma
conocida; en estos casos se espera obtener una solucién buena (no precisamente éptima).
Cuando este método se aplica a sistema de fabricacién flexible surgen serios inconvenientes
si se tienen un gran nimero de variables. Ademds, generalmente estdn mal condicionados,
por ejemplo, no se conocen las caracteristicas de las piezas, y los problemas resultan de
programacién entera. Por lo cual son muy dificiles de tratar.
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Métodos basados en Inteligencia Artificial: Los sistemas se representan descri-
biendo su comportamiento y sus relaciones relevantes. Se trata de reducir el espacio de
busqueda. Generalmente se trata de que el comportamiento cumpla con las restricciones
¥ que sea bueno, méds que obtener el comportamiento éptimo. La principal desventaja de
esta aproximacion es que no hay una herramienta formal para obtener las propiedades de
los modelos obtenidos, ademds, no se conoce que tan lejos o cerca estamos de la solucién
6ptima.

Desafortunadamente no siempre se obtiene la solucién aplicando sélo un método, smo que
se combinan varios métodos para obtener la solucién, y adem4s, esta solucién generalmente es
una aproximacién al valor éptimo y su exactitud depende del modelo y algoritmos utilizados.

En esta memoria se usan las redes de Petri porque nos proporcionan més elementos para
modelar, analizar y disenar los sistemas que los métodos mencionados.

Ademds existen una serie de trabajos y articulos que sirven como base para este trabajo.
Por ejemplo, en [Silva 85] se describen los conceptos bésicos sobre RP, como analizar y
estudiar las propiedades dindmicas y estructurales de las RP, clasificacién de las RP, entre
otros temas.

También se tienen trabajos como [Ramchandani 74] que introduce las redes de Petri
temporizadas para evaluar el desempefio (performance) de los sistemas; el de [Magott 84|
que presenta un problema de programacién lineal para evaluar cotas del desempeno de los
sistemas modelados con RPT; el de [Magott 87] que estudia la complejidad del andlisis
del desempetio; [Ramamoorthy 80] que estudia el comportamiento éptimo de los sistemas
y obtiene cotas alcanzables para sistemas que pueden ser modelados con grafos marcados;
[Carlier 84, Carlier 88] también estudia el desempefio de los sistemas, y obtiene algunas
propiedades que deben cumplir los schedules 6ptimos, como por ejemplo que debe pertenecer
a un subconjunto de schedules que el denomina los schedules activos, los cuales no permiten
ociosidad en el sistema (por lo menos un evento debe estar sucediendo).

En [Chretienne 83] se presenta que en grafos marcados “disparar las transiciones tan
pronto como estén habilitadas” permite obtener el schedule éptimo. También en [Carlier 84,
Carlier 88| se presenta el grafo de estados diligentes, este contiene sélo schedules activos. En
[Onaga 91] se muestra un algoritmo que encuentra un schedule bueno para cualquier tipo
de redes. En [Campos 90| se presenta cémo calcular el tiempo de ciclo de una méquina de
estados resolviendo un problema de programacién lineal, y en [Ramirez 93t] se muestra que
en méaquinas de estados “Disparar las transiciones de las T-componentes tan pronto como
estdn habilitadas” permite obtener un schedule éptimo.

En [Magott 87] se trabajé con un una subclase un poco més grande que incluye a las dos
anteriores denominadas RP de Libre Eleccién y demostré que obtener el schedule 6ptimo en
este tipo de redes es un problema NP-Completo.

En [Ramirez 93t] también se trabajé en RP de Libre Eleccién clasificindolas en FCA*,
FCB* y FCC* y describe c6mo obtener, para algunas, un schedule 6ptimo, y para otras un
schedule que no es éptimo pero que se considera bueno (cuasi-6ptimo). Mostré que uno de los
problemas para el cilculo eficiente del schedule éptimo es la forma en que se relacionan los que
él llama pares distribucién-conjuncién con los lugares de seleccién. También mostré que para
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redes tipo FCA* se puede encontrar el schedule éptimo en tiempo polinomial. Para redes
tipo FCB* mostré que son muy dificiles de analizar y el célculo de tiempo minimo de ciclo
es equivalente al problema de balanceo de contenedores (bin packing problem) [Garey 79].
Aqui el célculo del schedule bueno se realiza dividiendo el problema general en subproblemas
y dependiendo de las condiciones finales del algoritmo presentado se puede saber si se obtuvo
el 6ptimo. En las redes FCC* muestra la forma de obtener un schedule éptimo en tiempo
polinomial. También introduce los conceptos de optimalidad local y sistemas lugar lugar
para tratar de obtener el schedule éptimo de otro tipo de RP.

1.5.1 Optimalidad Local en scheduling y su ventaja

En esta memoria se utiliza la filosofia “Divide y Venceras” para tratar de resolver el pro-
blema de scheduling de un sistema. Para entender la idea que se quiere aplicar es necesario
introducir la siguiente definicién.

Definicién 1.2 Si un sistema puede ser dividido en subsistemas y el desemperio éptimo de
los subsistemas garantiza el desempeno déptimo de todo el sistema, entonces el sistema posee
la propiedad de Optimalidad Local (OL) con respecto a esa division.

Dicho de otra forma, se trata de estudiar los sistemas de eventos discretos en RP y
determinar cuindo es posible dividir el sistema en subsistemas y hacer que optimizaciones
locales en los subsistemas permitan alcanzar el 6ptimo global, lo anterior se ilustra en la

figura 1.3.

Modelo en RdP
O-»»0O f O»»0

J L

subsistemas
Optimizaciones
Locales
N\ 7 7
\\ 2 ﬁ - v/ /
Optimizacion Global

Figura 1.3: Esquema general de optimizaciones locales
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La ventaja que se obtiene al optimizar un sistema por partes es la siguiente:

Se sabe que en general, la complejidad del problema de scheduling es 2" donde n es el
mimero de secuencias, pero si se pudiera dividir en k subsistemas de forma que tengamos :

forma global dividiendo en subsistemas

an > 2m 4oty ... + 2 donde : n;+ny + ....... ng=n
Entonces, se podria obtener la solucién en menor tiempo.

Por ejemplo, si existe un algoritmo de scheduling que en el peor de los casos requiere 2"
microsegundos para resolver el problema (n es el numero de secuencias) y suponiendo que se
tiene una computadora que realiza una comparacién en un microsegundo, entonces resolver
un sistema donde la cardinalidad de w es 10 tomar4 un tiempo menor que 0.001 segundos;
pero si la cardinalidad de w es 60 (problema pequefio) debido a una explosién combinatoria
de alternativas, el problema se resolvera en 366 siglos aproximadamente. Por lo cual se puede
decir, que en general, el tiempo necesario para encontrar un schedule éptimo no puede ser

representado por un polinomio en la cardinalidad de w, o dicho de otra forma el problema
es NP.

Si la red de Petri de un sistema posee la propiedad de optimalidad local, el sistema se
puede dividir en subsistemas, entonces por medio de optimizaciones locales de cada subsis-
tema y juntando esas optimizaciones locales obtenemos la optimizacién global. En la figura
1.4, se muestra un ejemplo para un caso en el que w = 50 y si el sistema se pudiera dividir
en 5 subsistemas cada uno con w= 10. Entonces tendriamos que cada subsistema se puede
optimizar en 2'° osea en 0.001 segundos. la variable t indica el tiempo en el que el sistema
se divide en subsistemas.

Sistema
subsistemas Sistema (global)
910 910 910 910 910 250
.001+.001+.001+.001+.001 + t —_— Sol. ~ 35 afios
Solucion en menos de 35 segundos.

Figura 1.4: Ventaja en tiempo de optimizaciones locales

Como se puede ver si el sistema posee la propidedad de optimalidad local, podemos
obtener la solucién 6ptima en mucho menor tiempo (35 segundos contra 35 afios) o en el
peor de los casos en el mismo tiempo.
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1.6 Metas y Objetivos

Los objetivos de este trabajo son los siguientes:

e Determinar las condiciones necesarias y/o suficientes bajo las cuales un sistema de
eventos discretos modelado en redes de Petri posee la propiedad de optimalidad local.

e Proponer esquemas y algoritmos de scheduler que exploten la propiedad de optimalidad
local de los sistemas de eventos discretos modelados en redes de Petri que la posean.

1.7 Organizacion de la tesis
Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

e El capitulo dos presenta a las redes de Petri, la cual es una herramienta formal para el
modelado y andlisis de los SED. En esta seccién se presenta la definicién de RP, termi-
nologia, conceptos importantes, algunas de sus propiedades, su clasificacién, metodos
de andlisis y una extensién de las RP denominadas redes de Petri temporizadas. Tam-
bién se presentan los principales resultados relacionados con la obtencién del schedule
6ptimo para las diferentes subclases de RP.

e El capitulo tres presenta la forma en que se obtiene el schedule 6ptimo utilizando el
grafo diligente junto con el algoritmo A*.

e En el capitulo cuatro se propone otra forma de obtener el schedule 6ptimo combinando
las técnicas vistas en el capitulo tres junto con los conceptos de optimalidad local y
pares inevitables.

e En el capitulo cinco se presenta un ejemplo, donde se aplican los conceptos mencionados
en el capitulo anterior para la obtencién del schedule éptimo.

e Finalmente se presentan las conclusiones y trabajo futuro.
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CAPITULO 1.

PANORAMA GENERAL



Capitulo 2

Herramienta de Modelado y Anadlisis

Resumen: En este capitulo se introducen las redes de Petri (RP) como herramienta
de modelado y andlisis para el problema de scheduling, mencionando las ventajas que pro-
porcionan las redes de Petri con respecto a otras herramientas de modelado. Se presentan
los conceptos bésicos sobre RP, sus principales propiedades dindmicas y estructurales, su
clasificacién, y se mencionan algunos métodos de andlisis de las propiedades de las RP.

También se presenta una extensién de las RP, denominadas Redes de Petri Temporizadas
(RPT), las cuales se utilizan para modelar y analizar sistemas temporizados. Por iltimo, se
presentan los principales resultados que existen actualmente para el problema de scheduling
referentes a algunas subclases de redes de Petri.
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2.1 Introduccién

Para comprender y analizar un sistema es necesario obtener un modelo que describa su
dindmica y comportamiento. Existen varias herramientas para modelar y analizar SED s,
algunos representan actividades, por ejemplo el PERT/GERT que por medio de un grafo
describen las actividades que se realizan en el sistema (en el grafo los arcos y los vértices
representan las actividades y los sucesos respectivamente), otros representan estados y cémo
cambia el sistema de un estado a otro, por ejemplo, las redes de colas, tablas de estados,
automatas finitos (AF), grafos reducidos, y RP por mencionar algunos, por ejemplo, en el
caso de AF éstos describen por medio de un grafo, todos los posibles estados en los que se
puede éncontrar el sistema, y los eventos que pueden hacer que el sistema cambie de estado.
Los AF permiten representar lenguajes regulares.

En esta memoria utilizamos las RP porque son una herramienta formal que permite
modelar adecuadamente los SED, es decir, permite describir de forma sencilla y clara el par-
alelismo, sincronizacién, exclusién mutua, relaciones causales, decisiones y otras caracteristi-
cas de estos sistemas. Ademds posee una representacién gréfica y una teoria matematica que
permite analizar la estructura de las RP obtenidas y las propiedades cualitativas o cuanti-
tativas de los sistemas modelados, por ejemplo, vivacidad, ausencia de bloqueos, limitacién,
etc.

Las RP describen las actividades y estados del sistema, su representacién grifica permite
ver en cierta forma cémo se utilizan los recursos del sistema, son més flexibles que otras
herramientas ya que permiten realizar ficilmente modificaciones locales y descripcién por
refinamientos sucesivos, ademds es una herramienta independiente de cualquier tecnologia
de implementacién.

En el caso de lenguajes, las RP permiten describir lenguajes regulares, algunos libres de
contexto y otros sensitivos a contexto, también se puede decir que los AF son un subconjunto
de la RP.

En este capitulo se presenta, la definicién formal de una RP, los conceptos y termi-
nologia bésica, su representacién grafica y matricial, su dindmica o evolucién, algunas de
sus propiedades, tipos de redes de petri y algunas extenciones de las RP, principalmente las
redes de Petri temporizadas, en fin, se presentan los conceptos necesarios para entender las
RP y la forma en que se utlizan en el problema de scheduling.

2.2 Redes de Petri (RP)

2.2.1 Estructura y terminologia basica.

Definicién 2.1 Una Red de Petri generalizada [Silva 85] se representa por una cuddrupla
N =< P,T,PRE, POST >

donde:
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e P={p,...,pn}; s un conjunto finito y no vacio de lugares.
e T = {t1,...t,}; es un conjunto finito y no vacio de transiciones.

e PNT = 0; los lugares y transiciones son conjuntos disjuntos y PUT # () (se debe
tener por lo menos un elemento).

e PRE : P x T — NU {0}; es la funcién de PRE-incidencia. Indica los arcos dirigidos
de los lugares a las transiciones.

e POST : Px T — N U {0}; es la funcién de POST-incidencia!. Indica los arcos
dirigidos de las transiciones a los lugares.

e M : P — NU{0}; es una funcién de Marcado que representa el mimero de marcas que
contienen los lugares.

Gréficamente una RP es un grafo dirigido bipartito que tiene dos tipos de nodos, los Lu-
gares ( representados por circulos), y las Transiciones (representadas por segmentos de linea
), unidos por medio de arcos. Generalmente los lugares representan los estados del sistema
Yy las transiciones los eventos. Los lugares sélo se conectan con transiciones y viceversa.

Existe un arco que va del lugar p; a la transicién t; sii PRE(p;,t;) # 0. Andlogamente,
existe un arco que va de la transicién t; al lugar p; sii POST(p;,tx) # 0. Cada arco se
etiqueta con un mimero entero natural PRE(p,t) o POST(p,t), que se denomina peso del
arco. Un arco no etiquetado se considera de peso unitario.

También se puede representar a la RP por ' =< P,T,F > donde P y T tienen el
mismo significado que la representacién anterior, y F representa los arcos de la red, tanto los
de entrada como los de salida. Un arco (p;,t;) € F siy sélo si PRE(p;,t;) = 1; y un arco
(ti,p;) € F siysélosi POST(p;,t;) = 1. En esta memoria se utilizan las dos representcaiones
indistintamente.

Para ver c6mo se modela un sistema con RP, tomemos como referencia un sistema sencillo
como el de dos carros que van y vienen sincronizadamente (ver figura 2.1). Supongamos que
los carros C; y C, estdn inicialmente sobre los contactos E y F, respectivamente. Al presionar
el botén “A” los carros C; y C, se desplazan simultdneamente hacia la derecha. El inicio del
regreso hacia la izquierda lo realizardn simultdneamente cuando ambos carros se encuentren
en el extremo derecho (sobre los contactos B y C)

De la RP de la figura 2.1 podemos ver que

P = {P,,P5,P3,P4,P5,P6,P7,Ps} y T = {A,B,C,D,EF},

las funciones PRE y POST son :
PRE(P;,A)=PRE(P,,A)=PRE(P;,B)=PRE(P,,C)=PRE(P5,D)=1.
PRE(P¢,D)=PRE(P;,E)=PRE(P3,F)=1.
POST(P,,E)=POST(P,,F)=POST(P3,A)=POST(P;,A)=POST(Ps,B)=1.

! Anteriormente, la funcién POST se representaba: POST: TxP— N U {0}, primero se nombraba la
transicién y despues el lugar, POST(t,p).
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1= Carro que va hacia la izquierda. F Ps L

D = Carro que va hacia la derecha.

Figura 2.1: Sistema de carros que van y vienen, y su respectivo modelo en RP.
POST(Pg,C)=POST(P;,D)=POST(Ps,D)=1.

Definicién 2.2 Una red es ordinaria si sus funciones de incidencia sélo pueden tomar va-
lores 0 y 1I:

PRE(p,t) € {0,1}; POST(p,t) € {0,1};

Definicién 2.3 Una red es pura si ninguna transicion contiene un lugar que sea simultdnea-
mente de entrada y de salida :

th eT Vp; € P PRE(p,;,tj) POST(t,-,p,-) =0.
La RP de la figura 2.1 es una red ordinaria y pura.

2.2.2 Representacién matricial de una RP.

Una RP se representa matricialmente por medio de dos matrices. Sea | P |=n (mimero de
lugares en la RP) y sea | T |= m (mimero de transiciones en la RP).

Se le denomina matriz de incidencia previa a la matriz

C™ = [c;lnxm donde c;; = PRE(p:,t;)-
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Se le denomina matriz de incidencia posterior a la matriz

C* = [c}lnxm donde ¢f; = POST(pi,t;).

Es decir, en las matrices de incidencia las filas (i) representan los lugares y las columnas
(7) las transiciones, y cada elemento (7, j) indica la incidencia que el lugar i tiene sobre la
transicién j.

La representacién matricial de una red pura se simplifica definiendo una tnica matriz,
C, denominada matriz de incidencia:

POST(p;,t;) sino es nulo
C=C*'-C~ donde:c; = —PRE(pi,t;) sino es nulo
0 en cualquier otro caso.

En la matriz C un elemento positivo indica incidencia posterior y uno negativo indica
incidencia previa. Un elemento nulo en C indica que la transicién y lugar correspondientes
no estin conectados directamente a través de un arco.

La representacién matricial de la RP de la figura 2.1 es :

Ct ABCDEF C ABCDEF C A B CD EF
PR[000010]PRA[100000] P [-10 0 0 1 0
BRlo0o00001| R |100000| P |-10 0 0 0 1
B |100000| PR |[010000| PR |1 -1 0 0 0 0
PB|100000[P |001000| P |1 0 -10 0 0
PB|010000| A |000100| P |0 1 0 -1 0 0
PBBloo1000| PR |000100| PR |0 0 1 -1 0 0
P|l00O0O100| P |000010[P |0 0 0 1 -1 0
B 000100 R|000001|FR|O0O 0 0 1 0 -1,

Definicién 2.4 Sea N =< P,T,PRE,POST > wuna RPdonde pe P y teT
podemos definir los siguiente conjuntos:

e Conjunto de lugares de entrada de una transicién ¢ : *t = {p € P|C~(p,t) > 0}
e Conjunto de lugares de salida de una transicién ¢ : t* ={p € P|C*(t,p) > 0}
¢ Conjunto de transiciones de entrada de un lugar p : *p={t € T|C*(t,p) > 0}
¢ Conjunto de transiciones de salida de un lugar p: p*={teT|C (pt) >0}

Por ejemplo en la figura 2.1 si tomamos como referencia la transicién A y el lugar Py
entonces :

*A={P,,P;} A* = { P3Py}
P, = {A} P; = {C}
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2.2.3 Marcado y dindmica de la RP

Una marca se representa graficamente por un punto en el interior de los lugares, y general-
mente representa disponibilidad de recursos o datos.

Definicién 2.5 E! marcado M de una RP es una funcién de P en NU {0}, es decir, la
asignacion de un ndmero entero no negativo (nimero de marcas) a cada lugar.

En la figura 2.1 M(P,)= M(P;) = 1, M(P;)=M(P,)=M(P5)=M(Pg) = M(P7)=M(Ps)=0.

El marcado representa el estado en el que se encuentra la RP o sistema en un determinado
instante. Si |P| = n entonces un marcado se puede representar matricialmente por un vector
de n elementos M (p;) denominado vector de marcado.

Para la figura 2.1 el vector de marcado es [ 11000000 ]T que se le denomina
marcado inicial.

La evolucién del marcado le proporciona a la RP marcada una dindmica que le permite
describir el comportamiento, y modelar evoluciones simultdneas de sistemas discretos.

Definicién 2.6 Una RP marcada es el par (N, Mp). en el que N es una RP y My un
marcado inicial.

Definicién 2.7 Una transicion t € T estd habilitada por el marcado M sii cada uno de sus
lugares de entrada posee al menos PRE(p,t) marcas. Es decir, se exige que Vp € *t
M(p) > PRE(p,1)

En la figura 2.1 sélo hay una transicién habilitada que es la transicién A.

Regla de evolucién del marcado. Disparar una transicién habilitada ¢ es la operacién
que consiste en eliminar C~(p,t) marcas a cada lugar p € *t y anadir C*(p,t) marcas a
cada lugar p € t*

Mi- M j significa que t estd habilitada por M; y que al disparar t a partir de M; se
alcanza M;.

Es decir, al disparar t se obtiene:

MJ(p) = Mz(p) + C+(pj,ti) = C_(pj,t,;), Vp € P

En la figura 2.1 si se presiona el botén A, en su RP correspondiente equivale a disparar
la transicién A, y la RP del marcado inicial pasa al marcado [ 00110000 ]T Es

decir, se quitaron las marcas de P;,P; y se aniadieron a P3,Py.



2.2. REDES DE PETRI (RP) 19

Definicién 2.8 Una secuencia de disparos o aplicable a partir del marcado My se representa
por una secuencia de transiciones tal que el disparo de cada transicion conduce a un marcado

: t .
que habilita la transicién siguiente de la secuencia. Si My Lt M5 M,... 5 M,, se dice
que la secuencia o = t;,t;,....... t, es aplicable a partir de My. La anterior evolucién de

marcado se puede reducir escribiendo : My = M, (lo que significa que M, es alcanzable
desde Mo)

Definicién 2.9 FEl conjunto de secuencias disparables a partir de My es un lenguaje :

L(< N, My >) ={a|Mol>M}

El lenguaje que genera la RP de la figura 2.1 es (A(BC + CB)D(EF + FE))

Definicién 2.10 Se le llama vector caracteristico asociado a una secuencia de disparos o al
vector € N™(|T| = m), cuya i-ésima componente es el nimero de ocurrencias del disparo
de t; en la secuencia o.

Por ejemplo si: ¢ = ABCDEFABCDEFAB su vector caracteristico es:

5=[33 222 2]

Definicién 2.11 E! conjunto de vectores caractertsticos de las secuencias disparables a par-
tir de My es:

(<N, M >) ={a| Mo % M }

Definicién 2.12 Un marcado M es alcanzable a partir del marcado inicial My sii existe una
secuencia de disparos aplicable a partir de My que transforma Mg en M : My > M.

En la RP de la figura 2.1 el marcado [0 0010010 ]T no es alcanzable a
partir de My porque no eriste una secuencia ¢ que nos lleve a él. Por otro lado, el marcado

[ 00011000 ]T st es alcanzable, porque existen secuencias que nos lleven a él,
por ejemplo: 0 = AB, 0 = ABCDEFAB, etc.

Definicién 2.13 El conjunto de los marcados alcanzables a partir de My es:

R(< N, My >) = {M | B0 € L(<N, My >)) A (Mg 5 M)}
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Definicién 2.14 FE! grafo de alcanzabilidad (grafo de estados) asociado a la RP marcada
< N,Mo > es el grafo G(M, E) donde M es el conjunto finito de nodos, cada nodo representa
un marcado ( estado) alcanzable a partir de Mo y E es el conjunto finito de arcos, cada
arco representa el disparo de una transicién. Etiste un arco etiquetado tj, que va desde el
nodo que representa M; al que representa M; sii al disparar ty a partir de Mi se alcanza

Mj : Mi 25? Iz
Definicién 2.15 Una red marcada (N, Mp) es sana (binaria) sii:

M(p) <1Vpe Py YM € R((N, My))

2.2.4 Ecuacién de estado de una RP.

Sea C la matriz de incidencia de una red pura y marcada. A partir de la definicién de C y
de la regla de evolucién del marcado se puede escribir:

(1) Mk=Mk_1+C'V;c
2) (Mo M) = My=My+C-7,
donde :

e M; es el marcado que se obtiene al realizar el k — ésimo disparo;

e V} es el vector de disparos cuyas componentes son nulas salvo la ¢ — ésima si ; es la
transicién disparada en el k-ésimo lugar : V(i) =1, Vi(j) =0, Vj#i.

e 0 : T — N es un vector de enteros no negativos, llamado el vector de disparos. o (t)

representa el nimero de veces que la transicién ¢ aparece en o.

La primera ecuacién tiene la forma de la ecuacién de estados de un sistema dindmico
lineal e invariante discretizado en el tiempo. La segunda ecuacién integra la evolucién desde
Mo hasta M, k-

Se pueden plantear diversos andlisis sobre el comportamiento de la RP utilizando técnicas
derivadas del 4lgebra lineal, pero también se tiene dos limitaciones:

1) No todo vector 7€ N™ es admisible;

2) El vector & no define univocamente la secuencia o por lo que se ha perdido una
informacién fundamental para estudiar la actividad de la red.

2.2.5 Conceptos bdsicos para el andlisis estructural de las RP.
T-semiflujos :

Todos los vectores X tal que C X =0, X > 0 son llamados T-semiflujos.
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Si X (i) > 0 entonces se le llama componente repetitiva, y la RP se dice que es repetitiva.
Esto se puede ver si hacemos V;, = X y lo sustituimos en la ecuacién de estado:

Myy1 = Mo+ C - Vi
My =My+C-X. como C-X. =0 se reduce a:
M1 = Mp

En otras palabras un T-semiflujo es un conjunto de transiciones cuyo disparo nos lleva
nuevamente al marcado inicial.

P-semiflujos
Todos los vectores Y tal que Y7 -C =0, Y > 0 son llamados P-semiflujos.

Si Y (i) > 0 entonces se le llama componente conservativa, y la RP se dice que es conser-
vativa. Esto se puede ver si multiplicamos la ecuacién de estado por Y7, la cual quedaria
de la siguiente forma :

YTMy 1 =YTMy+YTC - Vi. como YT . C. =0 se reduce a:
YT M1 =YT My

En otras palabras un P-semiflujo es un conjunto de lugares donde el mimero de marcas
se conserva (circuitos formados por lugares donde el mimero de marcas permanece acotado).

El soporte de un t-semiflujo X se representa por || X||; se define como: || X| =
{t: | X(t:) # 0}. El vector caracteristico del soporte es: ” X “ = [x;]

o J1si ti€ll X||
Li = 30 otro caso

[Y|| es el soporte de un P-semiflujo y se define de manera similar.

Un P-semiflujo (T-semiflujo) Y;(X;) es de soporte minimo si y sélo si no existe otro
P-semiflujo (T-semiflujo) Y; (X;) tal que ||Y/|| C Y]] (|| Xi]| C || X;])). Un P-semiftujo (T-
semiflujo) es candnico si el maximo comin divisor de sus componentes es 1. Un P-semiflujo
(T-semiflujo) es minimo si y sélo si es candnico y de soporte minimo.

2.3 Algunas propiedades dinamicas y estructurales de
las RP

e Vivacidad: Una transicién ¢t es viva para un marcado inicial dado M, sii existe una
secuencia de disparos a partir de cualquier marcado M, sucesor de My, que comprenda
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at:

VMER(KN,My>) Fo: M5 M talque tCo.

Una RP marcada es viva para M, sii todas sus transiciones son vivas para Mp. Una
RP viva no puede bloquearse porque todas sus transiciones pueden llegar a dispararse.
La proposicién contraria no es cierta. Para caracterizar esta situacién, se dice que
una RP marcada es parcialmente viva para M, si tomando como punto de partida
cualquier marcado alcanzable a partir de My, existe al menos una transicién disparable
y otra no viva. Una RP N es estructuralmente viva si existe un M finito para el
cual la RP marcada es viva.

Limitacién:Un lugar p es k-limitado para M sii existe un entero k tal que M(p) < k
para cualquier marcado M € R(< N, My >). Se denomina limite del lugar p al menor
entero k que verifica la desigualdad anterior.

Una red marcada es k—limitada para My sii todos sus lugares son k-limitados para
My:Vpe P yVM € RN, M), M(p) < k. Una RP es estrulturalmente limitada si
es limitada para cualquier marcado inicial y finito.

La propiedad de limitacién determina la finitud del mimero de estados, si el sistema
no es limitado entonces el sistema tiene infinidad de estados.

Una RP es Conservativa, sii existe un vector Y € (N*)" talque Y7 C =0 (nes
el mimero de lugares de la RP). Es decir, si su matriz de incidencia admite un vector
anulador izquierdo tal que todos sus elementos sean positivos.

Una RP es Repetitiva, sii existe un vector X € (N*)" talque C-X =0 (mesel
nimero de transiciones de la RP). Es decir, si su matriz de incidencia admite un vector
anulador derecho tal que todos sus elementos sean positivos.

Un RP posee un comportamiento globalmente Ciclico, para marcado inicial M, si
existe una secuencia de disparos que permite alcanzar el marcado inicial My a partir
de cualquier marcado M alcanzable a partir de M, :

VM € R(< N, Mp >), 3o tal que M = Mj.

Conflictividad: Se dice que en una RP existe conflicto estructural cuando un lugar
posee més de una transicién de salida. Se dice que dos transiciones, ¢; y t;, estdn en
conflicto efectivo para My sii:

IM € R(< N, My >), que habilita a t; y t;; y al disparar ¢; (t;) el marcado obtenido
no habilita la transicién t; (t;)

2.4 Meétodos de andlisis de propiedades de la RP
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Mencionamos anteriormente que existen muchos sistemas que pueden ser optimizados, y que
para ello se tiene que obtener un modelo que describa su dindmica. También mencionamos
que elegimos las RP porque existen SED en los que las actividades se realizan en secuencia,
Yy otros en los cuales existen tareas o actividades que se realizan en paralelo, y que las RP
son adecuadas para modelar dichas actividades. Ahora, también sabemos que la mayoria
de los sistemas son grandes y complejos, y que obtener y comprender su modelo es dificil
para quien va a realizar la optimizacién. Adem4s se obtienen modelos con una gran canti-
dad de elementos donde es probable la presencia de errores. Para evitar pasar a la etapa
de realizacién con un modelo erréneo, es necesario introducir una etapa para realizar un
estudio cualitativo (una validacién funcional) del modelo y ver si el modelo cumple con una
serie de propiedades (la mayoria independientes de las funciones que realiza el sistema) que
caracterizan su buen funcionamiento. Estas propiedades pueden ser ausencia de bloqueos,
finitud del conjunto de estados, ausencia de conflictos etc. También se hace una verificacién
funcional donde se examina la descripcién del sistema para comprobar si cumple con las
especificaciones del sistema.

Para analizar la validez de la Red de Petri obtenida existen varios tipos de anilisis:

o Enumeracién.
e Transformacién.
e Estructural.

e Simulacién.

Los tres primeros se denominan métodos estéticos. Su aplicacién a las RP consideradas
como grafos conducen a resultados exactos. Los métodos de simulacién se denominan méto-
dos dindmicos y permiten cierta confianza en la descripcién, pero no verifican las propiedades
de la RP. En seguida se mencionan los aspectos principales de los dos métodos de andlisis
mas comunes:

Anadlisis por enumeracion: Se basa en la construccién del llamado grafo de alcanza-
bilidad (m4s adelante se describird como se construye este grafo de estados) que representa
individualizadamente los marcados de la RP y el disparo de sus transiciones, es decir, se
basan en la simulacién exhaustiva de las posibles evoluciones de la RP. Si la RP es limi-
tada el grafo es finito y se puede verificar vivacidad, ciclicidad, limitacién, conflictividad y
exclusién mutua. Sila RP no es limitada entonces hace que el grafo no sea finito, y por lo
tanto es imposible construirlo.

Andlisis estructural: Permite demostrar una serie de propiedades de la RP, casi in-
dependientemente del marcado inicial de ésta (se basa en la estructura de la RP). Dicho
de otro modo, esta técnica permite de forma eficiente el anslisis de una RP para diferentes
marcados iniciales. En este tipo de anilisis se puede distinguir dos subgrupos, que son,
los metodos basados en &lgebra lineal (basados en la ecuacién de estado), y el metodo de
cerrojos y trampas [Silva 85].
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2.5 Clasificacion de RP

En esta seccién se presentan algunas de las principales subclases de RP, esta clasificacién
se realiza basindose en restricciones sobre la estructura de las RP. Para determinar a que
clase pertenece alguna RP se presentan las siguientes definiciones [Silva 85] :

e Un Grafo o Mdquina de Estados (ME) es una RP tal que:
vteT [*tf=1 y [t =1

Es decir, es aquella RP en la que toda transicién tiene exactamente un lugar de entrada
y uno de salida. Si se trabaja con RP binarias entonces en este caso seria como trabajar
con automatas finitos y los sistemas se modelarian como si fueran secuenciales. Se
pueden modelar alternativas pero no concurrencia.

e Un Grafo Marcado (GM) es una red de Petri tal que:
vpeP Ipl=1 'y [|pf|=1

Es decir, es aquella red en la que todo lugar tiene exactamente una transicién de entrada
y una de salida. Este tipo de redes puede modelar paralelismo y sincronizacién, pero
no alternativas.

e Una Red de Libre Eleccién (RPLE) es una red tal que:

Vp € P, si |p°| > 1, entonces Vit € p* |*tx| =1

Es decir, si dos transiciones t; y ¢; tienen un lugar de entrada p en comiin, entonces
p es el tnico lugar de entrada de ¢; y de t;. En este tipo de redes es posible elegir
libremente la transicién que se disparara.

e Una Red de Petri Simple (RPS) es una aquella en la que toda transicién tiene
como méximo un lugar de entrada compartido con otras transiciones.

2.6 Redes de Petri Temporizadas.

Para analizar el problema de scheduling con redes de Petri, utilizamos una extensién de las
mismas denominadas Redes de Petri Temporizadas (RPT) en las que se introduce el tiempo
para realizar el andlisis de sistemas temporizados. Este tipo de modelo se utiliza general-
mente para la evaluacién del desempefio (performance) de los sistemas, calcular tiempos de
ciclos y algunas otras propiedades de los sistemas temporizados.

Definicién 2.16 Una RP temporizada [Ramchandani 74] [Ramirez 93a] RPT = (N, My, D)
donde D es una funcién que asigna un nimero real no negativo d; a cada transicion de la
red, D:T — R* D(t;) =d; se llama duracién de la transicidn t; (tiempo de ejecucion)
e indica el tiempo que tarda la transicién t; en ser disparada.
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Existen dos formas de trabajar en cuanto a la asociacién del tiempo con la RP, un modelo
asocia el tiempo a las transiciones y otro asocia tiempos a los lugares [Sifakis 78], en esta
memoria trabajamos con el primero por ser més natural, ya que las transiciones expresan
las actividades del sistema, y sin olvidar que el disparo de t; dura d; unidades de tiempo.

En la RPT una marca puede tener cualquiera de los siguientes dos atributos: disponibles
y no disponibles. Para el marcado inicial todas las marcas estdn disponibles y su estado a
no disponibles cambia de acuerdo a la siguiente regla de disparo.

2.6.1 Regla de disparos en una RPT

Una transicién puede dispararse si est4 habilitada; una transicién est4 habilitada si M (p;) >
PRE(p;i,t;) Vp; € *t; , donde M(p;) son marcas disponibles; el disparo de una transicién t;
congela PRE(p, t;) marcas de cada lugar de entrada p (o sea, no desmarca los lugares, pero si
las etiqueta como no disponibles, de forma tal, que ninguna otra transicién las puede utilizar
en su disparo), pero no es sino hasta d; unidades de tiempo mds tarde cuando deposita
POST(p,t;) marcas disponibles en el lugar de salida respectivo p. El marcado M, contiene
sélo marcas diponibles.

Como se mencioné anteriormente en la seccién de propiedades de las RP, las transiciones
en conflicto [Ramirez 93t] son aquellas que poseen un predecesor comin. Se dice que las
transiciones estdn en conflicto bajo un marcado M si todas ellas estdn habilitadas, pero
sélo una se puede disparar. Las transiciones participantes en el conflicto tienen el problema
de que el disparo de una de ellas impide el disparo de las otras transiciones del conflicto.
Para solucionar el problema, se restringe la evolucién del sistema agregandole un mimero a
las transiciones del conflicto para indicar la proporcién de disparos entre dichas transiciones.
Por ejemplo, supongamos que tenemos dos transiciones t; y t2 donde t; se dispara 2 veces
por cada 5 de t,. Sea o una secuencia disparable y #(o, z) el nimero de veces que aparece
el simbolo z en las secuencia o, entonces:

2 #(U,tl! — 2
llm #(01t2) )

long(o)—oo

En las RPT las transiciones ¢; de un conflicto tienen asociado un mimero r; (tiempo de
ejecucién). Siguiendo la observacién anterior, para un par de transiciones pertenecientes al
mismo conflicto:

PEH L npon)mn#en)  ngo) e (21)

Ademds, como la red es limitada, las secuencias de ejecucién infinitas tienen que ser
generadas por un t-semiflujo, asi pues, podemos calcular dicho t-semiflujo de la siguiente
forma:
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(g) ‘v =0 (2.2)

donde R es la matriz que resume las restricciones introducidas por el sistema de ecuaciones

2.1).

El sistema de ecuaciones (2.2) tiene muchas soluciones, pero si se normaliza para una de
sus transiciones t;, se obtiene una condicién mds vi(k) = 1y si la red es una FRT entonces el
sistema tiene una unica solucién [campos 90]. Al vector v;, que se obtiene se le llama vector
de ratios de visita (visit ratio).

En el andlisis se considera que los tiempos que estdn asociados a las transiciones son
deterministas, también que las transiciones en conflicto tienen asociado un tiempo cero, a
estas transiciones se les denomina inmediatas y sirven para que no se acoplen las decisiones
de los conflictos. Enseguida se dan algunas definiciones que son de utilidad para el andlisis
de la vivacidad de una RPT

2.6.2 Conceptos bdsicos para el andlisis estructural en la RP.

Definicién 2.17 T-Componente. Sea N = <P, T,F > una red de Petri. Un grafo mar-
cado fuertemente conezo N' =<P',T',F' > C N es una t-componente de N si y sélo si
P =*T' =T"* En especial, una t-componente es minima si T' = | X||, donde X es un
t-semiflujo minimo de N

Definicién 2.18 P-Componente. Sea N=<P, T, F > una red de Petri. Una mdquina de
estados fuertemente conexa N'=<P',T',F'> C N es una p-componente de N si y sélo si
T' =° P' = P'*. En especial, una p-componente es minima si P' = |Y||, donde Y es un
p-semiflujo minimo de N'

Definicién 2.19 Ejecucion de una t-componente. Sea N=<P,T,F > una red, y T =
(P,T',F') C N una t-componente de N; IM € R((N,Mp)) y 0 = tit;...t;... con
ti,tj,... € T" es una secuencia disparable en (T, M). Se dice que o es una ejecucién de la
t-componente T siy sélosi M % M vy o es de longitud ménima > 0. El hecho de que una
t-componente T  estd siendo ejecutada al tiempo T se denota por (T ,T).

2.6.3 Conceptos basicos de RPT para la bisqueda del Schedule
6ptimo.
Definicién 2.20 Sea N' = (P, T, F) una red de Petri, la velocidad de disparo (Through-

put) de una transicién t; € T es el nimero de disparos de t; por unidad de tiempo cuando el
tiempo tiende a infinito.
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Definicién 2.21 El tiempo de ciclo de t; es el inverso de su velocidad de disparo.

Definicién 2.22 El tiempo de ciclo de una red con respecto a un t-semiflujo disparable
X; (de nimeros enteros), es el tiempo que tarda en dispararse X; una sola vez.

Definicién 2.28 Un schedule factible S se define por una secuencia de pares ordenados
(%, Tk) , donde o0 = t; t;, .. . L;, ... es una secuencia de disparos realizable en la RP conside-
rada compatible con las ratios de visita de las transiciones (6=r-v;, r € N)t;,, donde r es
el tiempo de ejecucion y Ty es el tiempo de inicio de disparo de la transicion t;, en o

Definicién 2.24 Un schedule bueno con respecto a una cota “c” es un schedule que se
calcula en tiempo polinomial en |P|+ |T| y el tiempo de ciclo de la red que resulta de aplicar
dicho schedule es menor que la cota “c”

Definicién 2.25 El Schedule éptimo es un schedule factible cuya ejecucion permite maz-
imizar la velocidad de disparo de las transiciones del sistema.

Definicién 2.26 Una secuencia s,, es K-periddica, con periédo r, si existe un entero Ny tal
que:

Vn > Ny n—No=Kq+p(0<p<K)= 3 = SNotptar
La frecuencia de s, es definida por K/r

2.7 Algunas propiedades y resultados de las subclases
de RP

En la literatura relacionada con RP, se pueden encontrar algunos resultados que nos ayudan
a obtener el schedule 6ptimo, enseguida se mencionan los mds importantes.

2.7.1 Grafos Marcados fuertemente conexos

En el caso de GM, los P-semiflujos son los circuitos de la red, y la dimensién de la base de
p-semiflujos es |P| — |T| + 1 y el rango de la matriz C es |T'| 4+ 1. En un GM sélo existe un
T-semiflujo con todos sus elementos iguales a 1.

[Ramamoorthy 80] Si Si(k) representa el tiempo de inicio del k-ésimo disparo de la
transicién t;, entonces el tiempo de ciclo de la transicién t; es :

C; = Tiempo de ciclo = lim JiE)

k—o0 k:
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Por ejemplo, si tenemos una transicién t; que se dispara por cuarta vez a los 8 segundos,
entonces k =4 y S3(4) = 8 segundos, entonces :

Cs = klg& 781 = 2 seg.

Teorema 1 (Ramamoorthy 80) En grafos marcados fuertemente conexos todas la tran-
siciones tienen la misma velocidad de disparo.

Teorema 2 (Ramamoorthy 80) E! tiempo de ciclo de un grafo marcado es igual al tiempo
de ciclo del circuito mds lento.

Tomando como base los resultados anteriores, se puede utilizar la regla [Chretienne 83):

“En grafos marcados, disparando las transiciones tan pronto como estdn habilitadas se
obtiene un schedule 6ptimo”

Esta regla se cumple debido a que no hay decisiones, por lo cual, el disparar una transicién
evita retardos en el circuito més lento y ademds, no puede llevar a una mala seleccién porque
no hay recursos compartidos, lo que permite alcanzar el tiempo de ciclo éptimo.

En GM se puede obtener una cota inferior del tiempo de ciclo éptimo (7*), buscando
el p-semiflujo més lento [Campos 90], esto se realiza resolviendo el siguiente problema de
programacién lineal:

T = max YT C- D
sujeto a:
YT.C=0
YT Mo=1

Y>0

Donde D es el vector que contiene los tiempos de duracién de las transiciones.

Ejemplo 2.1 Obtener el p-semiflujo mds lento y el tiempo de ciclo de la RP de la figura
2.2 (a).

Los p-semiflujos son: Y; = , Yo =

O R O - =
[ o S N e R
Q
i
S OO O =
C OO+ O
oo rrRr OO
-0 OO0
<
)

Il
=N =

Multiplicando  Y{- C~ tenemos [1 1 0 1]-D=1+2+044=7
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t 2.8 th ts ty tg
i 13 t3 t3
| | T 1 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Unidades de tiempo

(b)

Figura 2.2: RP de ejemplo para obtener el p-semiflujo més lento y el tiempo de ciclo.

Multiplicando Y2 C~ tenemos[l 011]-D=1+0+4+4=9

Como se puede ver el p-semiflujo m4s lento es Y2 = [1,1,0,1] y el tiempo de ciclo es 9.
En esta red se ejecutan transiciones en paralelo, en este caso t; y t3, en la figura 2.2 (b)
se muestra un diagrama de Gantt donde se puede apreciar los instantes donde se ejecutan
transiciones en paralelo, y que la ejecucién éptima de ese sistema se puede obtener con el
siguiente schedule, S; = (£1,0), (t2,1), (t3,1), (t4,5) , que en total consume 9 unidades de
tiempo.

También es importante notar pueden existir diferentes schedules que nos permiten al-

canzar el tiempo de ciclo éptimo, por ejemplo : Sy = (1,0), (t2,2), (t3,1), (t4,5) ¥y S5 =
(t1,0), (t2,3), (t3,1), (t4,5) también cumplen con la ejecucién éptima.

2.7.2 MaA4quinas de Estado fuertemente conexas

En este tipo de redes no existen sincronizaciones, todos los marcados son reversibles (in-
cluyendo el marcado inicial), y el tiempo de ciclo es una suma ponderada de los tiempos de
las transiciones (no hay operaciones de méximo, ya que no existen sincronizaciones).

El tiempo de ciclo de una ME se obtiene resolviendo el siguiente problema de progra-
macién lineal [Campos 90]:

d(t1) Vi(t)
™ = max Y*T o5 :
d(tm) Vi(tm)
sujeto a:

YT.C=0

YT Mo=1
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Para calcular el schedule, suponemos que se dispara un t-semiflujo que cumple con los
ratios de visita, el cual proporciona la ponderacién de la suma. Usando las siguientes
propiedades posteriormente, podemos obtener el schedule éptimo.

Propiedades de las mdquinas de estado.

e Los T-semiflujos son los circuitos de la red, la ecuacién C- X = 0 proporciona una base
de t-semiflujos, los cuales generan una base de t-componentes minimas y la dimensién
de la base de T-semiflujos es |T'| — |L| + 1.

e Existe una cobertura por t-componentes (GM) de la ME [Thiagarajan 84].
e En una ME sélo existe un P-semiflujo con todos sus elementos iguales a 1.

e El tiempo de ciclo éptimo cumpliendo con los ratios de visita, se calcula en tiempo
polinomial [Campos 90].

e La ratio de visita vy es una combinacién lineal no negativa de una base G, de t-
semiflujos minimos (Demostracién [Ramirez 93t]), es decir, vy = Y ;X;. con ¢o; > 0.

e Si las t-componentes 7; inducidas por los t-semiflujos X; encontrados en la caracteris-
tica anterior son ejecutados ¢; veces respectivamente, entonces se alcanza el tiempo de
ciclo éptimo.

e Siuna 7; estd siendo ejecutada y al marcarse el lugar de distribucién pj se habilita 7;,
entonces es posible ejecutar 7; completamente y terminar en el mismo lugar py en el
que 7; fue abandonado. Esto se cumple porque p;, es un lugar compartido por ambas
t-componentes; cuando pj, esta marcado, las t-componentes 7;, 7; se pueden ejecutar.
Si 7; se ejecuta, entonces acabard su ejecucién dejando una marca en p; porque 7; es
un ciclo.

Tomando como base los resultados anteriores, se puede utilizar la en ME la siguiete regla
de ejecucién [Ramirez 93al:

“Un schedule éptimo se obtiene disparando las transiciones de las t-componentes tan
pronto como estén sensibilizadas; y disparando cada t-componente (7;) o; veces”. Si una
nueva t-componente se sensibiliza, entonces se debe empezar su ejecucién. Una vez que una
t-componente ha sido disparada «; veces, entonces ésta no debe ser considerada nuevamente
en el ciclo actual; la ejecucién se continua con el resto de las t-componentes.

2.7.3 Redes Libre Eleccién ( RLE )

En esta seccién se presentan algunos conceptos y definiciones sobre las RLE necesarios para
entender c6mo se obtiene el schedule 6ptimo de este tipo de redes.

Los lugares y transiciones que tienen dos o més arcos de entrada se denominan de atribu-
cién y conjuncién respectivamente. Los lugares y transiciones con dos o més arcos de salida
de denominan de seleccién y distribucién respectivamente.
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Definicién 2.27 Si N = <P,T,F > es una RLE, entonces una t-componente de N es un
grafo marcado fuertemente conexo <Py, T, Fy > que satisface : P C P,y Fi=FN((Pi z
T)U(T z P,)) y por tanto Ty = *P, = P}; y una p-componente de N es una ME fuertemente
coneza <Py, Ty, F, > que satisface: Ty CT,y F,=Fn((PzT))U(T1 z P)) y por tanto
Pl = .Tl = Tl.

Las ratios de visita [Campos 90] son mimeros racionales, ya que la matriz de incidencia
y la matriz R obtenida de las proporciones de disparo entre transiciones estdn formadas por
mimeros enteros.

Definicién 2.28 Ejecucion ciclica de una RLE. Sea N = < P,T,F > una RLE,
S = (ti, 1) (tja, b))y - (tiy, Pk) .. con tit. € T, y o = tiy,t),,...t;,... la secuencia de
transiciones que se genera al ordenar las transiciones t;, de acuerdo a su tiempo de inicio

de disparo ¢,. Se dice que S es una ejecucion ciclica de la red N si y s6lo si S es un schedule
factible en < N', M, >.

Definicién 2.29 Tiempo minimo de ciclo de una RLE Sea N = <P,T,F > una RLE,
S; una ejecucidon ciclica de la red y 7(S;) el tiempo asociado a la ejecucion de S;. El problema
de encontrar el minimo tiempo de ciclo del sistema < N, M, > consiste en determinar :

7= min 7(5;)

Definicién 2.30 Tiempo de ejecucidn ciclico de una t-componente y de una tran-
sicion. Sea ¥ =< N, M, > una RLE temporizada marcada o sistema y Q = {T; | T; es
una t-componente de N }. El tiempo de ejecucion ciclica de un elemento x € QUT es :

(si 2=t €T d(z)
max Y7T.C~ |, -diag(D |;)
T(z) = ¢ sujeto a:
si z€Q YT.C™ |,=0
YT Mo=1
Y >0

\

donde d(x) es el tiempo asociado a la transicién x y C~ |, indica que se refiere a la matriz
C~ de la t-componente z y D |, a los tiempos de las transiciones en la t-componente z.

Teorema 3 (Magott 87) FE! cdlculo del tiempo minimo de ciclo en una RLE viva y sana
es un problema NP completo.
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Para calcular una cota inferior del tiempo de ciclo en una RLE se utiliza la siguiente
ecuacién [Campos 90] :

w5 > 7 = max (YT . C~ - diag(D) Vi
sujeto a:

YT.C=0

YT Mo=1

Y>0

donde diag(D) es la matriz de dimensién |T'| x |T|; el elemento diag(D)[i,i] = D(i) ( el
tiempo asociado a la transicién ¢;); y diag(D)[i,7] =0si i # j.

Definicién 2.31 Par Distribucién-Conjuncién en un GM. Sea N =< P,T,F > un grafo
marcado, [ty,t;] forman un par distribucién-conjuncion si y sélo si |3 |>1 y [*te|>1 y
VYT.C =0tal quesity€ *|Y ||U|Y |°, se verifica quet; € '||Y [[U|Y |°

Definicién 2.32 Par Distribucion-Conjuncion en una RLE. En una RLE dos transiciones
ty y t, forman wun par distribucidn-conjuncion si y sélo si son un par distribucién-
conjuncién cualquier t-componente minima de la red.

Ademés en una RLE N =< P,T,F >, un elemento x € PUT estd entre un par
distribucién-conjuncién [tx,tp] si y sélo si existe un camino de t; a = que no contiene a t5
y otro camino de z a ¢, que no contiene a t;, en cualquier t-componente minima de la red.
Si un lugar de seleccién py, se encuentra entre [tx,ts| se denota por - pg -

Proposicién 2.1 Cubrimiento por t-componentes [Thiagarajan 84]. Sea N =< P,T,F >
una RLE y z € P UT. Erxiste una t-componente N' =< P'\T',F' >C N tal que z
e PUT

Proposicién 2.2 Sea N =< P,T,F > wuna RLE sana y viva, sea B  una base de t-
semiflujos minimos; y T el conjunto de t-componentes inducidas por los t-semiflujos de B

con Y, ab; =V, y a; >0.
b; €B

Sim =Y ori(T) = Vr 2 03| E(T,7)

%

Es decir, si el tiempo de ejecucion dptimo se calcula como la suma ponderada de los
tiempos de ejecucion de unas t-componentes minimas cuya combinacion lineal resulta en Vj,
entonces en cada instante T existe una unica t-componente 7T; ejecutdndose.

Definicién 2.33 Una RLE es A* (FCA*) [Ramirez 93t] si no tiene lugares de seleccion
entre pares distribucién conjuncién en ninguna de sus t-componentes minimas.
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Proposicién 2.3 Sea Y =< N, M, > un sistema, con N' sana y viva; sea X, una base de
t-semiflujos minimos de N' y Ty, el conjunto de t-componentes inducidas por los t-semiflujos
de Xy,. N es FCA* siy sélo si las t-componentes de T, no tienen ningin lugar de seleccidn
entre pares distribucion-conjuncion.

Corolario 2.1 La caracterizacion de una FCA* [Ramfrez 93t] se realiza en tiempo polino-
mial. S6lo es necesario encontrar una base de t-componentes ménimas (la cual se calcula en
tiempo polinomial) y comprobar que al quitar de cualquier t-componente un lugar que sea
de seleccion en la red original, entonces dicha t-componente es actclica. Es decir, todos los
ciclos de una t-componente de una FCA* pasan por los lugares de seleccion.

Proposicién 2.4 En una red FCA*[Ramirez 93t], los pares distribucidn-conjuncién son
los mismos para cualquier conjunto de t-componentes inducidos por los t-semiflujos b; € By,
donde By, es una base de t-semiflujos minimos de la red.

Proposicién 2.5 Sea N =< P,T,F > una red FCA*[Ramirez 93t]; y By una base de
t-semiflujos minimos de N' y Ty, el conjunto de t-componentes inducidas por los t-semiflujos
de b; € By. El tiempo de ciclo éptimo 7™ se calcula como:

= % ar(T,)

T €T,

donde Z Ol,;kb.,;k =;

b':k €B;.

En este capitulo se presentaron a las RP como herramienta de modelado y andlisis,
se definieron los conceptos bdsicos sobre RP, se presentaron sus principales propiedades,
métodos de andlisis y las principales clases de RP. También se presento a las RPT (una
extensién de las RP), las cuales toman encuenta el tiempo. Adem4s, se presentaron los
principales resultados que existen relacionados al problema de scheduling sobre las subclases
de RP tratadas en este capitulo.

En el siguiente capitulo, se presenta la forma en que se obtiene el schedule éptimo,
partiendo de la construcién del grafo diligente de la RP y la aplicacién del algoritmo A*.



CAPITULO 2. HERRAMIENTA DE MODELADO Y ANALISIS



Capitulo 3

RP, Grafo Diligente y Algoritmo A*
en Scheduling

Resumen: En este capitulo se menciona brevemente cémo se obtiene un schedule éptimo
para una cierta clase de redes de Petri utilizando el grafo de alcanzabilidad, y mencionando,
el por qué no es iitil para otras clases de redes de Petri. Se define el grafo diligente (GD)
¥ c6mo construirlo, el cual utiliza el algoritmo A* para encontrar un schedule éptimo; este
algoritmo es ilustrado con un ejemplo.
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3.1 Introduccién

Tal vez la forma mads sencilla de obtener un schedule éptimo o bueno de un SED modelado
con RP sea construyendo primeramente, su grafo de alcanzabilidad (GA) completo, y a éste
aplicarle un método de biisqueda de los ya existentes, para encontrar la trayectoria éptima
entre el nodo inicial y €l nodo meta (al nodo que se desea llegar). Desafortunadamente,
encontrar la solucién de esta forma es muy lenta, ya que se tienen que analizar todos los
posibles caminos que existen entre el nodo inicial y el nodo meta. Ademds existen varios
aspectos importantes que limitan el uso de esta técnica. Por ejemplo, si la RP tiene muchos
elementos, su GA tendrd muchos nodos, lo cual aumenta el grado de dificultad para encontrar
la trayectoria 6ptima, ya que crece de manera no lineal la cantidad de trayectorias que tienen
que ser analizadas (se produce una explosién combinatoria de las trayectorias), por esta
razén se dice que el problema de scheduling es de naturaleza altamente combinatoria y de
complejidad NP.

Otra limitante es que el GA describe los sistemas como si fueran secuenciales, no describe
actividades que se realizan en paralelo, por lo cual si en el sistema se realizan actividades
en paralelo, no se asegura encontrar el schedule éptimo. Por ejemplo, en la figura 3.1 se
muestra una ME con su respectivo GA, se pueden modelar alternativas, pero si se tiene sélo
una marca en la RP, no hay actividades en paralelo, ni sincronizaciones, y en este caso, la
RP de la figura 3.1-a, y el grafo de alcanzabilidad de la figura 3.1-b son idénticos (esto si a
la RP le quitamos los segmentos de linea que representan las transiciones). Para esta clase
de RP el GA si es titil y permite obtener el schedule 6ptimo.

RP Grafo de alcanzabilidad

1

MNe
u

O—»W ] c e h
bi&;:o—»f ;
— 0y AN f

4

b
(a) (b)

Figura 3.1: Ejemplo de ME con su respectivo GA.

Existen otros tipos de RP como GM y RPLE, donde existen sincronizaciones y actividades
en paralelo, para las cuales el GA no es 1itil porque no permite que se realize el disparo de
dos o més transiciones simultdneamente, y por lo tanto, no permite encontrar el schedule
6ptimo. En la figura 3.2-a se presenta una RP con sincronizaciones y paralelismo, y en la
figura 3.2-b su correspondiente GA, donde se puede apreciar en sus arcos, que nunca se
pueden disparar transiciones al mismo tiempo (siempre una a la vez). Por tal motivo en este
trabajo no se utiliza el GA y se prefiere trabajar con el grafo diligente, ya que si permite
representar transiciones que se disparan simulténeamente y con el algoritmo A* como método
de bisqueda, se puede encontrar un schedule éptimo.
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Grafo de alcanzabilidad

Figura 3.2: RP con paralelismo y su GA.

3.2 Grafo diligente

En esta seccién se presenta una forma de obtener un schedule 6ptimo, pero primero se daran
algunas definiciones y conceptos previos para comprender el Grafo Diligente (GD) de una
RP [Carlier 84], que serd utilizado en el algoritmo de optimizacién.

Una transicién t; estd activa en el instante w si el tiempo de inicio de disparo de t;, n,
cumple con:

ny; < w < ng; + d(t;)

Definicién 3.1 FEl tiempo residual de una transicion t; en el instante w, se define como:
Ry (w)=0 si t; no estd activa en el instante w

Ry, (w) =ng; +d(t;) —w  sit; estd activa en el instante w
R(w) es el vector de los tiempos residuales al instante w.

Definicién 3.2 El grafo diligente de una RP se define como GD = (V| A), donde V es
un conjunto de vértices y A es un conjunto de arcos. El vértice E® = (My,0) € V. Si
E = (M,R) € V, entonces con cada subconjunto T de transiciones (incluso el conjunto
vacto) satisfaciendo:

M=) C(,t)=0
teT

se asocia un arco (E, E'), con peso 8, etiquetado por t; donde E' = (M',R') y & estdn
definidas como sigue:

§=min{ min { RJR, >0 y t€T}, mn{d{t)|teT }}
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seaT' ={tt €T y R, =6}U{tlteT vy d(t)=6};

M =M+ CH,t)=3" C (1)

teT teT
R, =0 siteT
R, =d(t)— 6 site T\T'

R, =maz{0,R, — 8} site T\T\T

En la figura 3.4 se muestra el grafo diligente de la red de la figura 3.3. Los cuadros con
esquinas redondeadas representan los nodos, cada nodo representa un posible estado de la
red, en cada nodo se escriben los lugares que se encuentran marcados en un determinado
instante, asi como también el tiempo residual de las transiciones que estdn activas.

Red Original

Figura 3.3: RP para el ejemplo del GD.

En la red original (figura 3.3) se puede ver que el estado inicial es cuando los lugares pl
y pb6 tienen una marca. La tnica transicién disparable es t1 con un tiempo de ejecucién de 0
unidades de tiempo. Disparando t1 llegamos al estado donde m(p2)=m(p3)=m(p6)=1 con
un tiempo residual de cero, los lugares restantes tienen cero marcas. En este nuevo estado se
encuentran habilitadas t2 y t3, en el grafo diligente que se muestra en la figura 3.4, se puede
ver que tenemos tres posibles alternativas, disparar t2, disparar t3 o ambas simultdneamente,
cualesquiera de ellas nos lleva a estados diferentes. A diferencia del grafo de alcanzabilidad,
aqui se puede representar el disparo de dos o mds transiciones simultdneamente, y por tanto
se puede representar el paralelismo de los sistemas.

Observacién : En realidad, cuando en el grafo diligente (figura 3.4) estamos en el estado
(p2,p3,p6 ; 0) existen muchas alternativas de disparo, por ejemplo, si se dispara t3, que
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t1;0

Figura 3.4: Ejemplo de un grafo diligente

consume 2 unidades de tiempo, el disparo de t2 se puede realizar a .3 unidades de tiempo
después de disparar t3 o .5, .7, .967, 1, 1.2 o 1.5 unidades de tiempo por mencionar algunas,
pero ninguna de ellas se encontrard en la trayectoria éptima. La razén es que si se puede
disparar t2 en cualquiera de los tiempos mencionados, entonces también se podia haber
disparado al mismo tiempo que t3, por lo que no tendria caso esperar algin tiempo, ya que,
no nos llevaria al schedule 6ptimo, por esto el grafo diligente no las incluye.

Si estamos en (p2, p3, p6; 0), existen tres alternativas, disparar t;,t3; o ambas simultdnea-
mente. Si se dispara ¢, después de una unidad de tiempo se llega al estado (p3, p4, p6;0)
de donde existen otras tres alternativas de disparo como se muestra en la figura 3.4, si se
dispara t3, después de dos unidades de tiempo se llega al estado (p2,p5,p6;0) de donde
se tienen tres alternativas de disparo como se muestra en la figura 3.4; pero, si se dis-
paran t, y t3 simultdneamente, entonces después de una unidad de tiempo se llega al estado
(p4,p6,R(t3)=1), esto es, t quita una marca de p2 y la deposita en p4, p6 queda igual,
t3 quita una marca de p3, por lo cual, el lugar p3 ya no esta marcado, pero existe un tiem-
po residual de una unidad de tiempo, que es el tiempo que le falta a t3 para consumirse.
De este estado (p4,p6,R(t3)=1), existen dos alternativas, el disparo de t4 y llegar al estado
(p5, p6,R(t4)=1), o no disparar ninguna transicién y dejar pasar una unidad de tiempo para
que termine el tiempo de ejecucién de t3 y llegar al estado (p4, p5,p6;0). Siguiendo esta
descripcién se construye todo el grafo diligente que se muestra en la figura 3.4.
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3.3 Algoritmo A*

Existen varios métodos para encontrar la distancia minima de un nodo a otro en un grafo.
Algunos algoritmos encuentran el mejor camino (el més corto), pero tienen que analizar todos
los nodos del grafo, por lo que encontrar la solucién en grafos grandes toma mucho tiempo.
Para encontrar el camino de menor tiempo, se han desarrollado métodos de bisqueda, que
encuentran la solucién sin tener que analizar todo el grafo. Estos algoritmos utilizan una
funcién de evaluacién que les indica de alguna forma la direccién de la bisqueda. Por
ejemplo, para encontrar el camino més corto, a partir del nodo actual, se analizan todos sus
nodos vecinos y se determina cial es el nodo més prometedor y, a través de él, se continua la
bisqueda. A la funcién de evaluacién también se le llama funcién guia, porque va indicando
que nodos se deben analizar.

Para determinar si el algoritmo es bueno o no, podemos tomar como referencia ciertos
criterios que se muestran en seguida:

e Completitud : Es la estrategia que garantiza encontrar una solucién cuando ésta existe.
e Complejidad en tiempo: Cuédnto tiempo tarda en encontrar la solucién.
e Complejidad en espacio: Cudnta memoria se necesita para encontrar la solucién.

e Optimalidad : Es la estrategia para encontrar la mejor solucién cuando existen dife-
rentes soluciones.

Por ejemplo, la bisqueda por medio de algoritmos voraces, utiliza una funcién h(n),
la cual determina el costo estimado del camino més corto para ir del nodo actual al nodo
meta, con lo que se reduce el tiempo de bisqueda de la solucién. Desafortunadamente esta
bisqueda no cumple con la optimalidad y completitud.

El algoritmo que usa la bisqueda de costo uniforme utiliza una funcién que minimiza el
costo del camino del nodo inicial al nodo actual g(n), éste es éptimo y completo, pero puede
ser ineficiente en tiempo.

Existe un algoritmo que combina las dos estrategias anteriores y toma las ventajas de
ambos, simplemente sumando las dos funciones de evaluacién que se mencionaron anterior-
mente.

f(n) = g(n) + h(n)
donde:

e g(n) = es el costo del camino del nodo inicial a nodo actual n.

e h(n) = es el costo estimado del camino més barato (més corto) del nodo actual n a un
nodo objetivo.
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e f(n) = es el costo estimado de la solucién més barata a través de n.

Las pruebas de optimalidad y completitud de este algoritmo se presentan en [Norvig95].
La mejor solucién se puede obtener aplicando un simple restriccién a la funcién h(n).
Esta restriccién es que h(n) nunca sobre estime el costo para alcanzar el objetivo, si
se cumple esto para h(n), entonces la llamamos heuristica admisible. Las heuristicas
admisibles son por naturaleza optimistas, porque piensan que el costo de la solucién
del problema es menor que en la que est4n actualmente. Este optimismo es transferido
a la funcién f(n) ya que h(n) es admisible y f(n) nunca sobre estima el costo actual
de la mejor solucién a través de n. El algoritmo el primero mejor, usando f(n) como
funcién de evaluacién y una funcién h(n) admisible, es conocido como algoritmo de
bisqueda A*

3.3.1 Aplicacién del algoritmo A* en scheduling

Este algoritmo es un método de bisqueda guiada, si se utiliza una funcién guia minorante
(admisible), entonces se puede garantizar que obtiene el scheduler 6ptimo, aunque en el peor
de los casos puede expander todo el grafo de biisqueda, que en este caso es el grafo diligente
de la RP. La funcién guia estd basada en el tiempo de ciclo del p-semiflujo més lento de la
red, es minorante porque el tiempo de ciclo de la red siempre es igual o mayor que el tiempo
de ciclo del p-semiflujo mds lento.

Como se dijo anteriormente la funcién gufa esta formada de dos partes, f(n) = g(n) +
h(n). Calcular g(n) es sencillo, porque cuenta el tiempo que cuesta ir del nodo inicial a nodo
actual n. h(n) cuenta el tiempo que cuesta ir del nodo actual a un nodo meta y es dificil de
calcular, ya que como el problema es de naturaleza altamente combinatoria, pueden existir
muchas formas de ir del nodo actual al nodo meta, y analizar todas las posibles trayectorias

es dificil. Para resolver este inconveniente se propone utilizar las funciones g(n) y h(n)
calculadas como sigue:

Sea una red de Petri N =< P,T, F' > y M, su marcado inicial, o = t;, t;, ... una secuencia
disparable en < N, M, > tal que M, > M, y 0 cumple con los ratios de visita impuestos
por un vector v; dado o calculado.

Sea M, el marcado actual y o = 0,0, tal que M, 23 M, y M, =% M,; la funcién g(n)
se calcula como:

g(n) = 7(0a)

Es decir, el tiempo transcurrido del estado inicial al estado donde se han disparado todas
las transiciones de o,.

Ahora, para calcular h(n) es mds complicado porque no se conoce g,. En este caso se
propone una funcién que se basa en la bisqueda del p-semiflujo més lento. Esta funcién es
minorante, ya que el valor que obtiene como estimacién es menor que el valor real y se
obtiene con la siguiente ecuacién:
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7(< N, M, >) > 1 = max Y7 - C~[ d(t;) - vi(ts)]
sujetoa : YT -C =0

Y M,=1

Donde : Dy[i,i] = d(t;) - vi(t:), y Dili, 3] =0,Vi # j

(3.1)

El uso de esta ecuacién proporciona una cota inferior del tiempo de ejecucién del sistema
< N, Mo >, ya que obtiene tiempos de ejecucién de secuencias ciclicas (que regresan al
marcado inicial). Por lo cual, se tiene que modificar para que s6lo proporcione la estimacién
del tiempo de ejecucién del estado actual al estado meta. Esta modificacién consiste en
agregar una transicién a la red A/, de forma que se introduzca un camino alternativo o, tal
que M, ™M, y M, 88 M, cond(t;) =0Vt € 0, y M, como estado actual. oy, es
un camino creado artificialmente entre M, y M, a través de una tnica transicién tp,y; de
duracién cero (d(tm+1) = 0) que se agrega a la red.

Los arcos de entrada de t,,,; se calculan de la siguiente forma :
Pre(p;, tm+1) = Mo(p:), Vp; € P

Los arcos de salida se calculan de la siguiente forma :
Post (pi,tm+1) = Mz(ps), Vp; € P

Es decir, el disparo de t,,,; pasa de Mg a M, en tiempo cero. Enseguida se presenta una
propiedad que justifica el por qué la transicién anadida no afecta la trayectoria 6ptima en el
sistema.

Proposicién 3.1 (Ramirez 93t) Sea N' =< P,T,F > una red de Petri y M, su marcado
inicial, 0* = 01,09 una ejecucién de tiempo éptimo con M, I M, BB M,. Si al sistema se
la anade una nueva transicion tal que M, By M, y d(tm+1) =0 entonces o' = tmi1,02
es una ejecucion éptima en N' =< P,TUtmy1, F' >

La prueba se hace aplicando el principio de programacién dindmica. De esta forma se
puede utilizar la ecuacién 3.1 para estimar el tiempo de la secuencia que lleva a la red del
marcado actual M, al marcado inicial M,, cambiando v, por el vector caracteristico de la
nueva ejecucion, la cual se forma con ¢ y un elemento més, igual a 1, para representar el
hecho de que la transicién anadida se dispara. Mds adealnte se presenta un ejemplo para
ilustrar este método de biisqueda del schedule éptimo, pero primero se presenta el algoritmo
a seguir.

3.3.2 Algoritmo : Bisqueda en el GD del schedule éptimo

1. Teniendo la RP, construimos sélo el nodo inicial de su GD (que es el marcado inicial),
se calcula f(n), g(n), h(n) y el tiempo de ciclo para este nodo.
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2. Para el nodo actual en el GD se expanden todos sus vecinos. Para cada nodo expandido
se modifica la RP afiadiendo una transicién ¢,, +1 de duracién =0 que permita alcanzar
a dicho nodo expandido desde el marcado inicial Mo y se calcula (actualiza) f(n).

3. Se elige el nodo de menor valor de f(n) como nodo actual, o en el caso de haber varios,
se elige el de mayor paralelismo o profundidad. Si después de esto hay empate se elige
cualquiera de ellos.

4. Si ya estamos en el nodo meta, terminamos, de lo contrario regresamos al paso 2.

Algoritmo 3.1 para encontrar el schedule:

Entrada:
RP /* Red de Petri del sistema
Salida :
Schedule /* el schedule que se obtiene para el sistema
Inicializacién:
Mz «— E® = (M,,0)  /* Nodo actual= Nodo inicial del GD.
Schedule «— { }
Tiempo « 0 /* para indicar el tiempo de My a M.
TiempoCiclo «+— { }  /* para indicar el tiempo de Mz a M.
Clitn+1=0 /* agregar a la matriz C la columna de ceros de ¢, + 1
Realizar
Ms « conjunto de sucesores de Mz en el GD calculado para la RP.
Mientras Ms # ()

tomar un elemento m,, € Ms

agregar a la RP £,, + 1 que alcance m,, desde Mj en tiempo 0.

7= max Y7[C [tm + 1] ] [0(0:)- d(ti)]

sujeto a: YT [Cltm +1]] =0
¥ M. =1
Y>0

TiempoCiclo + TiempoCiclo U ;
Ms < Ms - m,,
Fin de Mientras

T #— min {xi+tiempo +peso del arco[Mi,m, ]}
z; €ETiempoCiclo
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schedule « schedule ®(t;, tiempo), M;[t; > m,]
tiempo «tiempo +peso del arco[Mi,m,]
Mi — my,

Fin realizar (hasta M; = M)

Siguiendo el algoritmo anterior se mostrars como se aplica el algoritmo A* en scheduling,
para ello, mostraremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1 Dada la RP de la figura 8.8 con su respectivo grafo diligente (figura 3.4),
encotrar el schedule dptimo de esa red, es decir encontrar una secuencia de disparo de tran-
siciones que permita llegar de nueva cuenta al marcado inicial y, que se ejecute en el menor
tiempo posible.

Para resolver el problema aplicamos el algoritmo A* al grafo diligente de la RP, cada
nodo representa un posible estado de la red, los arcos representan las transiciones que se
pueden disparar, a cada nodo del GD le corresponde una RP modificada (apartir de la red
original) de tal forma que es posible calcular el tiempo que falta desde ese nodo actual al
nodo meta, es decir, h(n), que se calcula con la ecuacién 3.1 sobre la RP del nodo actual.

El primer paso se ilustra en la figura 3.5-a, nuestro subgrafo diligente expandido sélo
contiene el nodo inicial, por lo cual su RP es la original (figura 3.3), y los valores de las
funciones y de 7 (tiempo de ciclo) se muestran en la parte superior de la figura 3.5-a. En la
figura 3.5-b se muestra el siguiente paso, como el nodo inicial sélo tiene un vecino, ese nodo
es expandido, se genera su RP correspondiente y se calculan los valores de las funciones y
de m. Como se puede ver, se anade una transicién de tiempo cero, que permite calcular el
tiempo de ciclo del resto de la red.

En la figura 3.5-c se muestra el siguiente paso, el nodo actual es (P,, P3, Fg; 0), este tiene
tres posibles alternativas (vecinos); disparar t; t3; o to y t3 al mismo tiempo, por lo cual,
se expanden esos tres nodos. En este caso, los nodos del GD a expander son: (Ps, Py, Ps;
0), (P, Ps, R(ts) = 1), (Py, Ps, Fs); 0). (En este ejemplo el nodo (P4, Ps, R(t3) = 1) lo repre-
sentamos como (P, Fs, P;; 1) indicando que es un marcado intermedio, con tiempo residual
igual a una unidad de tiempo). Para elegir el correcto, se genera para cada uno de ellos su
RP modificada y se calcula para cada nodo f(n), en este caso los nodos (P, Ps, R(t3) = 1)
y (P2, Ps, Ps;0) resultan con el mismo valor de f(n), pero se elige (P4, Ps, R(t3) = 1) por
ser el de mayor paralelismo, en la figura 3.5-c se muestra su correspondiente RP modificada,
en este caso llegamos a un marcado intermedio, ya que t3 tiene una duracién de 2 unidades
de tiempo, pero en ese momento sélo lleva una unidad de tiempo y le falta una unidad de
tiempo para terminar, esto se representa con la transicién y lugar sombreados, en este mar-
cado intermedio (P}, Fs, P5;1) tenemos 2 alternativas, iniciar el disparo de t3 o dejar que t3
termine su ejecucidén, para elegir la correcta se expanden esos dos nodos, como se muestra
en la figura 3.6-a, se generan sus RP correspondientes, y se calculan sus f(h). En este caso
se elige dejar que t3 termine su ejecucién y llegar al estado (Py, Ps, Fg;0), su red modificada
se muestra en la figura 3.6-d, haciendo lo descrito anteriormente, se elige (P}, Ps, F;0), y
su RP modificada se presenta en la figura 3.6-e, del estado (P4, Ps, Ps;0) se expanden sus
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(1)
2]
;0
rlrtasit ]
=6 gn) =0

h(n) =6 ® = plps.péio
f(n)=g(m) + h(n) = 6 X =6 g(n) =0
h(n) =6

f(n)=g(n) + h(n) = 6

RP?

(3) RedOriginal (b) ~€)

Figura 35 Ejemplo de como la RP (red original) se va modificando para obtener el schedule
6ptimo (parte 1).

vecinos, como se muestra en la figura 3.6-c, se elige (Fs, Pr, R(t7) = 1 ) y.su RP modificada
se presenta en la figura 3.6-f.

Si estamos en (P, Py, R(t7) = 1 ), se elige disparar tg con una unidad de tiempo, que
es también lo que le falta a {7, y entonces llegamos al nodo meta (Fs, Py, Pjp ;0) como
se muestra en la figura 3.7, terminando asi la bisqueda y obteniendo la secuncia éptima
t1,ta||ts, ts, ta]|t7, te, ts sin necesidad de expander todo el GD. El schedule éptimo es el si-
guienbe S= (tl, 0)7 (t21 0)7 (t31 0)’ (t57 2), (t47 3)7 (t77 3)) (t67 5)7 (t87 6)1 este schedule nos permite
alcanzar el estado meta en 6 unidades de tiempo.

Como se puede apreciar este método consiste en ir construyendo el GD conforme va
evolucionando la RP. Ademés de acuerdo a la evolucién, la RP se va modificando en cada
paso, al final el GD obtenido, es un sub GD (porcién del GD) que contiene todos los nodos
que se encuentran en la trayectoria 6ptima y algunos otros que parecian prometedores del
camino 6ptimo. A cada nodo se le asocia una modificacién a la RP y para cada una se
calcul6 el tiempo de ciclo éptimo.
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n =p4,p5.,p6 ;0 pS5p6,p7: 0
n=4 g(n) =2+ '
Wiy = 4 ¥ =4 B(n) = 2
f(n)=g(n) + h(n) = h(n) =4

f(n)=g(n) + h(n) = 6

(a) (b)

=6 gn)=20
h(n)=6
f(n)=g(n) + h(n) ="

(f)

Figura 3.6: Continuacién del ejemplo de bisqueda del schedule éptimo (parte 2).
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x=0 g(n) =6 p9 0
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f(n)=g(n) + h(n) = 6
0 8

Figura 3.7: Ultima parte del ejemplo de bisqueda del schedule éptimo (parte 3).

En general, obtener la solucién de esta forma es més rdpida que la mencionada anterior-
mente, pero en el peor de los casos también puede llegar a expandir todo el GD lo que lo
haria ineficiente para RP grandes.

En el siguiente capitulo se combina el uso de esta técnica con los conceptos de optimalidad
local para encontrar el schedule 6ptimo en menor tiempo.
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Capitulo 4

Optimalidad Local y Pares Inevitables

Resumen: En este capitulo se presentan los principales resultados de la optimalidad
local, y algunos criterios para determinar si una red de Petri posee la propiedad de optima-
lidad local. Se obtiene un procedimiento para encontrar un schedule éptimo para las redes
que exhiben la propiedad de optimalidad local y se mencionan las ventajas que se obtienen al
optimizar los sistemas utilizando esta propiedad. Ademaés se introducen otros conceptos co-
mo el de pares inevitables, y algunas proposiciones que utilizan este concepto para encontrar
un schedule 6ptimo para las redes con optimalidad local.
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4.1 Introduccién

Existen problemas de cémputo de complejidad mayor que la polinomial, en los cuales se
puede aplicar la filosofia “divide y vencerds” porque se pueden resolver en mucho menor
tiempo dividiendo el problema en partes que tratar de resolverlo en forma global (todo
completo). Esto se debe a que al dividir el sistema en subsistemas, estos tiltimos pueden ser
optimizados en poco tiempo. Por ejemplo, si 7(X) es el tiempo en que se puede resolver
un problema de un sistema en forma global, y 7(z;) es el tiempo en que se puede resolver
el problema del subsistema z;; con Ul ,z;=X y z;Nz; =0 Vz; #x;.

Entonces
T(X) 2 Yo7(x)
Es decir
kXl > S gl
=0

ahorréndose una considerable cantidad de tiempo de cémputo.

Desafortunadamente, en scheduling, no todos los sistemas pueden ser optimizados de esta
forma, en las siguientes secciones se explican los criterios que se deben tomar en cuenta para
aplicar esta idea a scheduling.

4.2 Conceptos de optimalidad local y sus principales
resultados

Todos los sistemas modelados en RP se pueden dividir en subsistemas, ademds pueden existir
varias formas de dividir el sistema, pero no cualquier particién (subdivisién), ni cualquier
sistema cumple con las caracteristicas para ser optimizado aplicando esta idea. Enseguida se
presentan algunas definiciones y conceptos que son importantes para determinar si se puede
realizar la optimizacién de un sistema dividiéndolo en subsistemas.

Definicién 4.1 (Ramirez 93t) Si un sistema puede ser dividido en subsistemas y el de-
sempeno dptimo de los subsistemas garantiza el desemperio dptimo de todo el sistema, en-
tonces el sistema posee la propiedad de Optimalidad Local (OL) con respecto a esa division.

Definicién 4.2 Subsistema Lugar-Lugar (SLL) [Ramirez 93t]: Sea " = (N, Mp) un sis-
tema. Una subred N' =(P',T',PRE', POST') de N (es decir, P' C P, T C T,
PRE' = PRE|pixr, POST' = POST\pixr) con un My |y (la proyeccion del marcado
inicial de N sobre N ) es un SLL si y s6lo si:

et ytteP;vtCT’

i El!pentrm.ia, € P’ tal que " Pentrada cT \ T' y ‘pentrada :'é m
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® a!p"““d“ € P' tal que p:ah'da (—:- T \ T y p:alida 74 0

e Siz;€ PUT' entonces existe un camino en PRE’' U POST ' dirigido de pentrada 2
T; y otro camino de Z; a Dyqiida.

eVteT',Ipe °t, Y >0 talque Y7C =0, Y(p) = Y (Pentrada) = Y (Psatida) > 0.

En la figura 4.1-a se muestra un esquema general de una RPT que contiene un SLL.

RPT
CORTE
N=0’, T:Pre, POS') N1=(Pr‘ T’,P"E,P’W’)
Camino
L de
| Ps a Pe
SL.I. Cdta
Transicié
aiadida

Pe =Lugar de entrada
Ps =Lugar de salida

(a) (b)

Figura 4.1: Esquema general de una RPT que contiene un SLL.

En general los subsistemas son denotados SX; X, donde X; es el elemento de entrada al
subsistema y X; es el elemento de salida. Cuando X; y/o X; son transiciones, entonces se
pueden expander a una transicién-lugar-transicién como se muestra en la figura 4.2.

4.2.1 Andlisis de Redes con la propiedad de optimalidad local

Para analizar los subsistemas, a estos se agrega una transicién que crea un camino de Pgglida
a Pentrada, Y UNAa vez que han sido removidas las marcas del subsistema (solo para el an4lisis),
se deja sélo una marca en el lugar de entrada, al hacer esto, el subsistema se convierte en
una subred fuertemente conexa y entonces se pueden realizar ciertos tipos de célculos, entre
ellos una cota de la velocidad de ejecucién del subsistema y el schedule (sub) éptimo del
subsistema. Ademds si el subsistema resulta ser una subclase de RP de la que ya se conoce
c6mo obtener su schedule 6ptimo, como GM, ME o cierta subclase de redes de libre eleccién,
entonces se podra obtener un schedule éptimo para dicho subsistema reduciendo en cierta
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Entrada al corte Corte
equivalente
expandido ahora
esun SLL.

Expansion Lugar
|=XP afiadido corte
original

Salida  original
del corte

Figura 4.2: Conversién de un sistema con transicién de entrada y salida a un SLL.

forma de tiempo para obtener el schedule 6ptimo de la red global, de lo contrario se puede
utilizar el algoritmo del capitulo anterior a cualquier tipo de corte. En la figura 4.1-b se
muestra un esquema general de un SLL al que se le agrega una transicion t, para formar el
camino del lugar de salida al lugar de entrada.

Por el tipo de estructura de los subsistemas se garantiza que si se marca el lugar de
entrada del subsistema, entonces inevitablemente se marcara su lugar de salida. Es decir, en
el grafo de alcanzabilidad todos los posibles caminos que llegan al estado cuando el lugar de
salida del subsistema estd marcado son los que parten del estado cuando el lugar de entrada
estd marcado. Esto quiere decir que se puede optimizar el camino entre estos dos estados
localmente, sin analizar el resto de los estados.

Cuando una red marcada Y =< N, M > tiene la propiedad de Optimalidad Local, un
schedule 6ptimo puede calcularse facilmente con el siguiente procedimiento[Ramirez 93t]:

1. Calcular un schedule éptimo de cada subsistema C;.

3 — S’L* t'L* ‘L* t‘L* ’l* t‘L*

i 552 la % *a
El elemento t} es la transicién afiadida al subsistema y s%*, es una secuencia ciclica del
corte.

2. Calcular el vector de ratios de visita para la red global y el subsistema. Ademsés,
calcular un schedule 6ptimo de la red reducida, el cual es :

= 1 1 7
EREL S TR T SO . SRR N ; SO, SO

donde el superindice de las transiciones indica que son las transiciones de entrada al
subsistema indicado por el propio superindice.

3. Formar una nueva secuencia s, a partir de la secuencia s, simplemente insertando
después de t;, el schedule 6ptimo s§: correspondiente al subsistema C;.

— i z* 1 1x z 1,*
Sg — ta’tb, ..... tk] 3 ]1 PIEEEET t ' EREET] trl 19510 ta,tb’ _____ tk27 8‘72 PRIETE t t,’.27 ]2,
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Si se obtiene una méquina de estados cuando cada subsistema es reducido a un lugar
entonces, las ratios de visita de los subsistemas, de la red reducida y de la red global estdn
relacionados de la siguiente forma [Ramirez 93t|:

La red reducida N; es una méquina de estados y su vector de ratios de visita es V"

En un subsistema C; se tiene un vector de ratios de visita V{, en este vector el elemento
correspondiente a la transicién anadida t,, es ¢;. La ratios de visita de la red global se pueden
calcular a partir de estos datos, como se explica a continuacién.

Se define k = i] [gi, entonces la ratio de visitas para una transicién t, que pertenece a la
red reducida se calcula como :

tg =k'Vr(9)

y la ratio de visita para una transicién t} en el subsistema C; se calcula como :

V(th) = k(V,(5) /@)

donde V(%) es la ratio de visita de la transicién de entrada al lugar que representa al subsis-
tema C; en la red reducida. Este vector se multiplica por un mimero para obtener un vector
de enteros de minima norma.

En la matriz de incidencia se puede observar que los subsistemas son bloques aislados de
informacién. De no ser asi, el subsistema tendria mds de un lugar de entrada o de salida.
La tinica comunicacién con el resto de la red es por medio de dos columnas, con valor de 1
0 -1 o la red reducida no seria una miquina de estados y por lo tanto los ratios de visita de
las transiciones del subsistema son exactamente escalables por el valor de la ratio de visita
de la transicién agregada. Enseguida se presentan algunas propiedades que nos ayudan a
determinar si la RP posee la propiedad de optimalidad local y a calcular el schedule 6ptimo.

Proposicién 4.1 (Ramirez 93t) Si se obtiene una mdquina de estados sana Y, =< N, Mo >
cuando cada subsistema es reducido a un lugar entonces Y, tiene la propiedad de Optimalidad
Local.

Si la red reducida no es una ME entonces, en general, el tiempo de ejecucién no puede ser
calculado como la suma de tiempos individuales, ya que existirian operaciones de maximo
en el cdlculo del tiempo; si la red no es sana entonces existen subsistemas trabajando en
paralelo y el tiempo de ejecucién tampoco podria ser calculado como la suma de los tiempos
de los subsistemas.

El hecho de que los lugares de entrada y de salida estén incluidos en todos los p-semiflujos
del subsistema, permite asegurar que la actividad del subsistema empieza cuando se marca
el lugar de entrada y termina cuando se marca el lugar de salida; es decir no hay actividad
remanente en el subsistema que pueda realizarse en paralelo con otro subsistema.

Otro tipo de redes que cumplen con la propiedad de optimalidad local son los siguientes.

Proposicién 4.2 (Ramirez 93t) S: una red marcada viva y sana Y =< N, M > tiene
solamente subsistemas que tienen un tunico t-semiflujo con todos sus elementos iguales a uno
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y se cumple que, cuando reducidos los subsistemas de la red resulta en un grafo marcado,
entonces la red marcada Y, =< N, M > posee la propiedad de Optimalidad Local.

Si no se cumple esta propiedad, es decir, si existe algin subsistema con més de un t-
semiflujo, o en el cual no todos los elementos del vector del t-semiflujo son unos, entonces
el subsistema no puede ser reducido de la forma anterior, ya que el tiempo asociado a la
transicién que representa al corte serfa variable; Es decir, podria variar, dependiendo del
t-semiflujo que se estd ejecutando.

4.3 Optimalidad local, GD, A* y Pares inevitables

Se puede reducir considerablemente el tiempo necesario para obtener el schedule 6ptimo de
una RP combinando el método del capitulo anterior con el uso de los conceptos de optima-
lidad local y pares inevitables, pero primero es necesario introducir algunas definiciones y
conceptos.

Definicién 4.3 El reverso del grafo diligente (GD®) se define como RGD = (VE, AF)
donde VE =V el conjunto de vértices del grafo diligente y AR = { aj; | a;; € A (el conjunto
de arcos del grafo diligente)}.

En la figura 4.3 se muestra un grafo diligente con sélo cuatro estados, y a su derecha se
muestra su reverso. Como se puede apreciar la Unica diferencia entre ellos es el sentido de
los arcos.

GD RGD

Mf Mf

ML ML

Figura 4.3: Esquema general de un GD y su reverso.

Definicién 4.4 Sea v;,v; vértices del grafo diligente GD(V, A), entonces el lenguaje de v;,a
V; (Ly,,) se define como Ly, ,, = {o | v; 5 vj, v;,v; € V, 0 = [a;, ay]...[ag, ar]---[ax, a5]; [ag,a,] €
A} en el reverso del grafo diligente el lenguaje Ly}, se define similarmente Ly, =A{olv; &
v;, v, 05 € VB, 0 = [0, a))...[ag, a,]...[ax, a:]; [a,, a,] € AR}, pero en este caso se debe ir de
v a ;.

Definicién 4.5 Un alfabeto Y. es un conjunto finito de elementos llamados stmbolos.
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Los simbolos pueden ser letras, nimeros o cualquier etiqueta que permita distinguir entre
si los elementos del alfabeto. En este trabajo los simbolos del alfabeto estan relacionados
con el nombre de las transiciones.

Definicién 4.6 Sea GD(N, M,) el grafo diligente de RP= < N, My >, y RGD el reverso
de su grafo. [Myx, My forman un par inevitable (PI) en GD si:

1. (Lmymy — L) Yo N Ly M, € Ly, donde My es un marcado final y

2. (L, — L) X 0 LE o CLE 4., donde My es el marcado inicial.

Para ejemplificar la forma en que se determina si dos marcados forman un par inevitable,
tomemos como referencia la figura 4.4 donde se muestra una RP y correspondiente grafo
diligente. En dicho GD se encierran con lineas punteadas dos PI, [Pyo,P3] y [P2,Ps]. De
la RP podemos obtener:

Z = {a’b’c7d7e7f7g7h7i7j’k7l7n7m}

Para este ejemplo tomaremos como referencia el PI formado por [Ps,Pg] de donde pode-
mos obtener:

Lpsps = {bededg, bedeg, bdceg) Lpspe = {bededgh, bedegh, bdcegh}
Ipaps = {€, b, be,bd, bee,bed,bde, beed, bede, bdce, beedg, beedg, bedeg, bdceg)
Lpspg = { Lp,psU beedgh, bedegh, bdcegh}

LRpgpy = {gdecb, gedcb, gecdb}

LRpsp, = {€, g, gd, ge, gde, ged, gec, gdec, gede, geed, gdecb, gedcb, gecdb}
LPpgp, = {gdecba, gedcba, gecdba}
LRpgp, = { LRpgp,U gdecba, gedcba, gecdba}
Obteniendo estos datos se puede verificar la condicién 1.
Condicién 1 : (Lpsps — Lp2,ps) Y. N Lpa, po C Lpaps
{bj, bedh, bdcl,..} N Lpy,pop=€ y € C Lpypg si cumple condicién

La condicién 2 se verifica de forma similar a la 1, por lo que también sélo presentaremos
3 casos (los restantes también cumplen la condicién 2).

(LBps,pa — LEpgp2) >~ N LEps, p1 C LEps,ps
{gd ia gedc k7 geOd a, ... } ﬂLRps,pz = € y € g LRPS,P2 Si

cumple condicién 2.

Como los marcados [P,,Pg] cumplen las dos condiciones, entonces forman un PL
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Figura 4.4: RP y su GD con dos Pares Inevitables

Definicién 4.7 Sea RP= (N, M) una red de Petri, y GD(N, M) el grafo diligente de RP,
para construir un grafo diligente reducido ( GDg ) a partir de GD se tienen que realizar los
siguientes pasos :

1. Para cada par inevitable P, = [M, M}] sustituir todas las trayectorias entre My y
M3} por una tnica trayectoria, que sea de menor tiempo ( o7 )

2. Eliminar los nodos internos de P, que no estdn contenidos en o}. Para encontrar
%

la trayectoria 6ptima (o}) se emplea el algoritmo A* que se explico en el capitulo
anterior.

3. El resto de las trayectorias de GD deben aparecer en GDg

En la parte izquierda de la figura 4.5 se puede apreciar un esquema general de un GD, el
cual contiene cuatro cortes (pares inevitables). En el centro de la figura 4.5 se puede observar
que cada PI se debe sustituir por otro PI que sélo tenga una secuencia (la secuencia 6ptima
de ese corte). Al hacer esta sustitucién para cada PI, se obtiene otro GD que denominamos
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GDg. Este GDp, tiene menos secuencias que el GD original, por lo cual es més fAcil encontrar
la trayectoria 6ptima. Enseguida se presentan los elementos necesarios para demostrar la
validez de esta metodologia.

GRAFODILIGENTE GD

GRAFO DILIGENTE REDUCIDO GDg

SUSTITUCION

P; My

Figura 4.5: Esquema general de reduccién del GD al GD reducido

Lema 4.1 El tiempo de una trayectoria éptima en GD es igual a la de una trayectoria
optima en GDpg

Demostracién. Sea o = M,t;M;t;M;......t; M; una trayectoria 6ptima en GD entonces
se pueden dar dos casos :

1) o no contiene ninguna trayectoria de ningtin PI en GDg, afirmamos que o es éptima
en GDp. Por contradiccién, si o no es éptima, entonces Jogp, € GDgr 4 T(0epg) < 7(0)
, pero por construccién de GDg, ogp, € GD y por tanto 0 € GD no es 6ptima, lo cual
estd en contra de la hipétesis. Por lo que o también es 6ptima en G Dp.

2) o contiene al menos una trayectoria de un PI en GDg, sea (Mg M) uno de esos
pares inevitables. Si ¢ € GDg por un razonamiento similar al anterior se tiene que tam-
bién es 6ptima en GDg. Si 0 ¢ GDg entonces afirmamos que 3 en GDg una ogp, =
M,tepg M;..... My My tepy ,M; donde el tiempo de 0 y 0gpy son iguales. Se procede a
la demostracién por contradiccién para lo cual se tienen dos casos:

a) T(0gpy) < T(0) entonces como Yogp, € GDgr — 0gp, € GD por la construccién de
GDp, se tiene que 0 € GD no es 6ptima en GD, lo cual est4 en contra de la hipétesis. Por
lo tanto 7(0cp,) no puede ser menor que (o)
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b) T(0¢pg) > T(0). Esto no es posible, ya que entre pares inevitables no entran ni salen
secuencias y la secuencia que quedan entre pares inevitables en GDp es la 6ptima, por tanto
no puede ser que T(0gpy,) > 7(0)

Como en todos los casos la tinica posibilidad es 7(0gp,) = 7(0) el lema se cumple. ®

Teorema 4 Sea RP =< N, My > una red de Petri, C = {C},Cs,...Cx} un conjunto de
cortes tal que cada corte C; forma un par inevitable (PI) en GD de RP, entonces RP tiene

?

la propiedad de Optimalidad Local con respecto a ese conjunto de cortes C.

Demostracién. Como cada corte Ci genera pares inevitables, entonces se puede cons-
truir el GDg, es decir se puede optimizar cada corte por separado (lema anterior), entonces
por definicién la RP posee la propiedad de Optimalidad Local con respecto a esos cortes. ®

Proposicién 4.3 Sea N =< L,T,E,S > una RAP y C = {Cy,Cy, ..., C;} un conjunto de
cortes de N Si al reducir los cortes (SLL) de C, de N se obtiene una red libre eleccion A*,
entonces N tiene la propiedad de optimalidad local.

La prueba se realiza en las siguientes fases.

1. Si los cortes son mono t-semiflujo y al reducir la red se obtiene un grafo marcado,
entonces la red tiene la propiedad de optimalidad local. La prueba de esta parte se
encuentra en [Ramirez 92, Ramirez 93].

2. Una red libre eleccién puede ser cubierta (descompuesta) en t-componentes minimas
[Thiagaragan 84]. Cada t-componente es un grafo marcado.

3. Si al reducir los cortes (cada C; en dos lugares y una transicién t¢,), queda una FCA*,
entonces se puede descomponer esta tltima en las t-componentes 71, Ty, -+ ,7,. Donde
en algunas t-componentes aparecerén las t¢,. La unién de dichas 74,75, -+ , 7, genera

la FCA*

4. Si las tc, son expandidas en las diferentes 71,72, -+ ,7,, entonces se forman las “t-
componentes” expandidas 7, 75,-+-,7;. La unién de estas nuevas subredes genera
todo . Todos los lugares y todas las transiciones estdn en 7,75, - - - Tq» Por lo que
pueden faltar son arcos. Un arco que estd en N y no en 7,75, -+ , T, 1o puede haber
sido eliminado de los cortes (por la definicién de corte y por la manera en que se
conecta con el resto de la red), tampoco puede ser del resto de la red, ya que el resto

aparece en las 71,7y, -+ T4, por tanto la unién 7,75, , 7, de genera toda N/

5. Entonces al reducir cada corte de las 79,75, , T, se forman los grafos marcados
T1,T2,"** ,Tq ¥ POI tanto, cada t-componente tiene la propiedad de optimalidad local
(punto 1 anterior).
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6. Como el 6ptimo de la red reducida (FCA*) es la suma ponderada de los tiempos de
ejecucién de las t-componentes 71,73, - ,T,, entonces se mantiene que la suma de
6ptimos es éptima y por tanto es posible optimizar cada t-componente por separado
y dentro de cada t-componente optimizar los cortes por separado, para obtener un
éptimo global. Por tanto la FCA* posee la propiedad de optimalidad local.

7. Por 1ltimo, una secuencia éptima de la FCA* induce una secuencia 6ptima en N.
Para probar esto, suponer que o;q; -+ @, es una secuencia 6ptima en la FCA*, esta
secuencia induce una secuencia y en N, simplemente expandiendo cada transicién tc,
por la ejecucién éptima del corte C;. v también es éptima en N.

Si no es asi implicarfa que hay otra secuencia de menor tiempo en N, la cual no es la
que induce a;a; - - - g 0 implicaria que los cortes no han sido optimizados por separado
y esto iltimo no puede ser, porque se supone que los cortes han sido optimizados. Si
7 no es la palabra que induce o;0;- - - a4, entonces pueden ocurrir dos casos: a)que
sea inducida por otra palabra § de la FCA*, lo cual implica que 3 es éptima y por
tanto o;a; - - - &y no es 6ptima, lo cual no es cierto, asi que § no podria ser inducida
por otra palabra de la FCA*; b) que § no sea inducida por la reduccién de los cortes
de la FCA*, en este caso implicaria que § es una secuencia de la FCA* y hubiese sido
la 6ptima, como y por tanto a;c; - - - a4 es la éptima, entonces tampoco 3 puede ser la
optima.

En conclusién si o;¢; - - - 04 es 6ptima en la FCA*, entonces induce una palabra que es
6ptima en N.
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CAPITULO 4. OPTIMALIDAD LOCAL Y PARES INEVITABLES



Capitulo 5

Ejemplo : Obtencién del schedule

Resumen: En este capitulo se presenta un ejemplo, donde se parte de una RPT que
modela un SED del cual se quiere obtener el schedule éptimo. Para obtener dicho schedule se
utilizan los conceptos de optimalidad local, grafo diligente, pares inevitables y la aplicacién
del algoritmo A* para optimizar los pares inevitables.
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5.1 Introducciéon

En este capitulo se presenta un ejemplo, donde se parte de una RPT que modela un SED,
del cual se quiere obtener el schedule éptimo. Para obtener dicho schedule se utilizan los
conceptos de optimalidad local, grafo diligente, pares inevitables y la aplicacién del algoritmo
A* para optimizar los pares inevitables.

5.2 Ejemplo:

En la figura 5.1-a se muestra una RPT que contiene dos cortes que se encuentran encerrados
con lineas punteadas. Cada uno de estos cortes se puede reducir a dos lugares y una transicién
como se muestra en la figura 5.1-b. Los cortes reducidos, sélo contienen una transicién de
tiempo igual al de la secuencia éptima que lleva del lugar de entrada al lugar de salida
del corte. Ademd&s suponemos que la ratio de visita para cada transicién en conflicto
es 1. En la figura 5.2 se muestra el GD completo de la RPT de la figura 5.1-a. Se puede
comprobar (como se explicé en el capitulo anterior) que los marcados [pspspsp19, P2PeP13P19]
Y [P2PsP14P19, P2PeP1oP24] forman cada uno un par inevitable. En la figura 5.2 cada PI se
encuentra encerrado entre lineas punteadas. Como se mencioné anteriormente, cada corte se
puede analizar en forma independiente ya que la actividad dentro de estos cortes no afecta
la actividad en el resto de la RPT.

En la figura 5.3 se muestra la sub RPT generada por el corte 1 y su GD. En dicho GD
se muestra con una linea més gruesa la trayectoria éptima para este corte. Esta trayectoria
consume 6 unidades de tiempo. Como mencionamos anteriormente este corte se puede
reducir a dos lugares y una transicién cuya duracién sea de 6 unidades de tiempo.

El schedule éptimo para el corte 1 es:

Scy=cdeg fihj

viéndolo con tiempos de inicio tenemos:

Scl = (c7 0)7 (do)’ (67 0)7 (g7 2)7 (f7 3)’ (1’3)7 (h’ 5)7 (]7 6)'

En la figura 5.4 se muestra la sub RPT generada por el corte 2 y su GD. En dicho GD
se muestra con una linea mas gruesa la trayectoria éptima para este corte. Esta trayectoria
consume 9.5 unidades de tiempo. Como mencionamos anteriormente este corte se puede
reducir a dos lugares y una transicién cuya duracién sea de 9.5 unidades de tiempo.

El schedule éptimo para el corte 2 es:
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Sce= Inmporgs  viéndolo con tiempos de inicio tenemos:

Scp= (l,0),(n,0),(m,3),(p,3),(0,6),(r,6),(q,8),(s,9.5);

El schedule éptimo para la RPT reducida es:

S RPTg = Glc, tbt, kte,t;

Sustituyendo t., por Sc; y t., por Sc; tenemos:

Smﬂ = a,\l)n7m'p,o’r7q7§t ,b7 E?d’e,gif7i7h7j7 k’ l?n7m7p70,r7q"§ 7t ;
B g v .

t02 t01 t02

Nota: A las transiciones de t., y t., se les tiene que sumar el tiempo transcurrido desde
el marcado inicial de la RPT, hasta el marcado del lugar de entrada a su respectivo corte.
En este caso a las transiciones de tcy,la primera vez se les suma una unidad de tiempo. Y la
segunda vez 19.5 unidades de tiempo. A las transiciones de t., se les sumara 11.5 unidades
de tiempo.

Tomando en cuenta lo anterior el schedule con los tiempos de de inicio queda de la
siguiente manera:

SRP:TR = (a707)7(\l’ 1)7 (n? 1)7 (m7 4)7 (p7 4)7‘(r0’ 7)7 (r7 7)7 (q7 9)1 (37 10'i) (t710'5)7 (b710'5)1

(c,11.5), (d,11.5), (¢, 11.5), (9, 13.5), (f, 14.5), (i14.5), (h, 16.5), (, 5,17.5), (k,17.5),

-

(1,19.5), (n,19.5), (m, 22.5), (p, 22.5), (0, 25.5), (, 25.5), (g, 27.5), (s, 28.5), (,28.5).

Reduciendo el corte 1 y el corte 2 como mencionamos, la RPT de la figura 5.1-a se puede
tranformar en la RPT reducida mostrada en la figura 5.1-b.

En la siguiente seccién, se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.
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RP reducida

(b)

Figura 5.1: Ejemplo de RPT con dos PL
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PP P12;0
£2 ;

."

PoPopii0

(o]
P1sP21°P2
=1.5

t,0

En todos los nodos del corte 1, se encuentran marcados los lugares p, ¥ pig y en todos los nodos del corte 2, se
encuentran marcados los lugares p, y pg aunque en la figura no se muestran para ahorrar espacio.

Figura 5.2: Grafo diligente completo de la RPT de ejemplo
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Figura 5.3: Corte 1 de la RPT de ejemplo y su GD correspondiente.
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5.2. EJEMPLO:
O Puapro
Corte 2 1;0
GD (corte2
subRP ( ) PisPisP19

QRP16P19P20 OP1e'P1yP20
Re=1

0;2

P1sP1sP20 ’ O P1sP19 P23

PivPaP2
v Rd=5

pors popops

1.5

P P1sP21P22

P19 P22 P3
s;0

O P19 P

Figura 5.4: Corte 2 de la RPT de ejemplo y su GD correspondiente.
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Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el problema de scheduling para sistemas dindmicos de eventos
discretos modelados con redes de Petri temporizadas. El problema de scheduling es un
problema de optimizacién, donde se debe obtener el orden adecuado (secuencia éptima) en
el que se tienen que realizar ciertas tareas, basdndose en un criterio de optimizacién. En
este trabajo dicho criterio fue realizar las tareas en el menor tiempo posible, y como el

sistema esta modelado en redes de Petri, se tomé como criterio de optimizacién el tiempo
de ejecucién ciclica de la red.

Para abordar este problema se utilizaron algunas propiedades de las redes de Petri (prin-
cipalmente estructurales), también se utilizaron los conceptos de corte (SLL) y la propiedad
de optimalidad local para obtener €l schedule 6ptimo en menor tiempo cuando es posible.

Se estudié la relacién que existe entre los marcados de la red de Petri del sistema, ana-
lizando su grafo diligente, de donde resulté una nueva definicién de pares inevitables, las
caracteristicas que debe cumplir un corte para generar un par inevitable y como realizar su
optimizacién.

Se presenté otro criterio para determinar si una red de Petri posee la propiedad de
optimalidad local basindose en la estructura de las FCA*

Se propusé un método para encontrar el schedule 6ptimo de las redes que poseen cortes,
construyendo el grafo diligente, buscando los pares inevitables, optimizando localmente di-
chos pares inevitables utilizando el algoritmo A* y construyendo un grafo diligente reducido,
que generalmente es de menor cardinalidad que el original. La ventaja que proporciona este
método es de que si la red de Petri posee cortes, dichos cortes y el grafo diligente reduci-
do pueden ser optimizados en menor tiempo porque las cardinalidades de los conjuntos a
analizar son menores o porque resulten ser de alguna clase de RP de las que ya se sabe c6mo
obtener el schedule 6ptimo, entonces se puede reducir notablemente el tiempo de célculo.

Desafortunadamente no todos los sistemas se pueden optimizar siguiendo la metodologia
propuesta, ya que en general el problema de scheduling es un problema NP, ademds que exis-
ten una gran variedad de sistemas dindmicos de eventos discretos que pueden ser modelados
con redes de Petri, y los algoritmos (cuando estos existen) para analizar una RP arbitraria
(cualquiera) resultan ser de una alta complejidad. Esta limitante se puede eliminar si se
restringe el andlisis a ciertas clases de RP. En este trabajo nos restringimos a las RP que
poseen cortes, para los cuales se presentaron las reglas que deben cumplir y la metodologia
para el célculo del schedule éptimo.
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5.2.1 Trabajo futuro

Como trabajo futuro se tienen los siguientes puntos:

e Implementar el algoritmo presentado en este trabajo.

e Elaborar un algoritmo més general para obtener un schedule éptimo que abarque
cualquier tipo de red de Petri.

e Caracterizar los cortes que generan pares inevitables.

o Buscar otros tipos de redes de Petri que posean la propiedad de optimalidad local con
respecto a cortes.

e Estudiar el caso en que se ejecutan dos o més cortes en paralelo.
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