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Introducción

0.1. Planteamiento del problema y resultados previos

El desacoplamiento de sistemas dinámicos, también conocido como control no interactuante,

es uno de los tópicos de interés en la teoría de control. Esto es debido a que el desacoplamiento

en términos simples consiste en que cada salida del sistema es controlada por una sola entrada,

sin afectar a las otras salidas. Esta característica es altamente deseable en aplicaciones reales, ya

que un sistema multivariable desacoplado puede ser considerado como un conjunto de sistemas

monovariables, siendo esto una gran ventaja por ejemplo al diseñar leyes de control para sistemas

demasiado complejos como un reactor nuclear, un avión, etc.

En este trabajo se consideran los sistemas lineales multivariables invariantes en el tiempo,

descritos en espacio de estado mediante ecuaciones lineales diferenciales con coeficientes cons

tantes de la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

donde x(t) 6 Kn, y(t) 6 W y u(t) € Km son respectivamente el vector de estado, de salida y de

entrada del sistema, las matrices A, B y C son matrices reales. Por facilidad, a lo largo de este

trabajo, al sistema previo lo denotaremos como (A, B, C).

Haciendo referencia a la historia del control no interactuante, uno de los pioneros fue

Voznésenskij en 1934 (ver la referencia [22]), con una investigación concerniente al control de

las turbinas de un generador. Para mediados de la década de 1950, se trató de atacar el pro

blema usando métodos que involucraban la matriz de transferencia del sistema; de ahí surgió la

pregunta de las condiciones que se deben de cumplir para obtener un control no interactuante,

así como también el problema de estabilidad debido a posibles cancelaciones de polos y ceros.

Además en este periodo, también se trató de resolver el problema utilizando métodos de dominio

en la frecuencia, pero con muy poco éxito.

Al principio de los años 60, había gran cantidad de artículos sobre el tema pero sólo al

gunos con resultados significantes. La introducción del enfoque de espacio de estado (o teoría

moderna de control) fue de gran ayuda para el análisis y estudio de los sistemas dinámicos,

que para ese entonces comenzaba a tener gran popularidad. En 1964, Morgan formula el pro

blema de desacoplamiento utilizando retroalimentación de estado [21]. Esto es, el problema de

m
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desacoplamiento de un sistema lineal multivariable consiste en establecer las condiciones bajo
las cuales, dado un sistema lineal (A,B,C), existe una retroalimentación de estado estática

u(t) = Fx(t) + Gv(t)

donde F y G son matrices constantes y v(t) € Kp es un nuevo vector de entrada, tal que en

el sistema retroalimentado (.4 + BF, BG, C), la entrada Vi(t) afecta solamente a la salida yi(t)
sin afectar las otras salidas. Al problema de desacoplamiento también se le conoce actualmente

como problema de Morgan. Si este problema se clasifica por el número de entradas y de salidas

que tiene el sistema, se divide en dos: a) el problema de desacoplamiento de sistemas con el

mismo número de entradas y de salidas se le conoce como desacoplamiento regular; en éste caso

la retroalimentación de estado es cuadrada y de hecho la matriz G debe ser no singular, y b) el

problema de desacoplamiento con más entradas que salidas se le conoce como desacoplamiento

no regular; en éste caso G es una matriz rectangular con más filas que columnas.

El primer resultado importante concerniente al problema de desacoplamiento regular me

diante retroalimentación de estado estática, fue obtenido por Falb y Wolovich [5], quienes ex

presaron su resultado en términos de la no singularidad de una matriz construida a partir de

las matrices del sistema, dando así las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de

una retroalimentación de estado estática que desacople al sistema. También estos autores carac

terizaron la clase de las retroalimentaciones que desacoplan a un sistema y el número de polos
en lazo cerrado que pueden ser asignados. El problema es que sus condiciones para caracterizar

estos polos son difíciles de aplicar y no existe conexión de esas condiciones con la estructura del

sistema. Los autores también muestran como asignar sólo un número de polos igual a la suma

de los órdenes de los ceros al infinito, los cuales en general son menores al número real de polos

asignables.

Otra contribución importante fue la del trabajo de Morse y Wonham en 1969 [33]. Ellos

generalizaron el problema propuesto por Morgan planteándolo en términos geométricos y obte

niendo condiciones para la solución de dos casos particulares: rank C = n y rank B = k, donde

C y B son las matrices de salida y de entrada respectivamente y fc es el número de bloques
en la función de transferencia en lazo cerrado. Sus soluciones están dadas en términos de las

propiedades de R*, que es el máximo subespacio de controlabilidad contenido en el Kernel de la

matriz C.

Posteriormente Descusse y Dion [3] dieron una interpretación del resultado de Falb yWolovich

en términos de la estructura del sistema, mostrando que la condición de desacoplamiento se re

duce a una igualdad entre la sumatoria de los ordenes de los ceros al infinito del sistema y la

sumatoria de los ordenes de los ceros al infinito por filas.

El problema de desacoplamiento regular como se vio en las referencias anteriores ha sido

completamente resuelto, sin embargo no ha sucedido lo mismo en el caso de desacoplamiento

no regular. En este caso la retroalimentación no regular implica una reducción de entradas

del sistema y desafortunadamente esto causa una modificación de la estructura del sistema. Sin

embargo existen algunas contribuciones importantes al problema de desacoplamiento no regular:

Zagalak, Lafay y Herrera en 1993 [35], dieron condiciones necesarias y suficientes implícitas

para el problema de desacoplamiento no regular utilizando un enfoque polinomial, se dice que
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son condiciones implícitas debido a que esas condiciones no son directamente comprobables y

dependen de la existencia de una matriz bipropia que no se dice como encontrarla.

Herrera, Torres y Ruiz en 1993 [12], establecieron las condiciones necesarias y suficientes

para el caso de desacoplamiento no regular de sistemas con dos salidas, expresando su resultado

en términos de la lista I2 de Morse, y la información al infinito del sistema.

Descusse, Lafay y Malabre [4] presentaron condiciones necesarias y suficientes para la solu

ción general al problema de desacoplamiento no regular, pero luego Herrera y Lafay demostraron

en [11], que las condiciones presentadas no son suficientes. Además mostraron que los ordenes

esenciales que son los grados por columas del interactor, no necesariamente son la mínima estruc

tura que se puede asignar al desacoplar un sistema. También ellos dieron condiciones necesarias

y suficientes para desacoplar el sistema sin modificar los ordenes esenciales cuando la estructura

al infinito de la parte propia del interactor tiene sólo un elemento.

Para obtener una solución al problema de desacoplamiento no regular en forma general, es

necesario considerar otros problemas relacionados, como por ejemplo, el resultado de Loiseau

de 1988 sobre la solución general al problema de modificación de la estructura al infinito por

retroalimentación no regular [19], con el cual se puede asignar una estructura al infinito en una

función de transferencia en lazo cerrado pero se tiene el problema que esta función de transfe

rencia no tiene una forma en particular, lo cual es un problema para considerarse al desacoplar

un sistema. Otro problema a considerarse para el problema de desacoplamiento no regular es

el resultado de Herrera en 1992 sobre la realización de compensadores por retroalimentación

[10], ya que se pretende cambiar el problema de encontrar las condiciones de la existencia de

una retroalimentación tal que desacople al sistema, por la realizabilidad de un compensador

dinámico que desacople al sistema. Será también importante considerar para el desacoplamiento
no regular el resultado de Herrera, Lafay y Zagalak en 1995 sobre la forma semicanónica de Morse

[13], ya que de esta forma se puede extraer la información de los ordenes de los ceros al infinito

y la información de los índices mínimos por columnas de la matriz del sistema, información que

juega un papel clave en el desacoplamiento no regular.

En la tesis se considera el caso particular de los sistemas decalados, los cuales son sistemas

que tienen sus ordenes esenciales iguales. Estos sistemas tienen algunas características, las cuales

se verán en el desarrollo de la tesis, que facilitan un poco el problema de desacoplamiento
no regular. La motivación de estudiar el problema de desacoplamiento no regular es debida

principalmente a las implicaciones prácticas; esto es, poder obtener un sistema multivariable

que tenga la característica de que una entrada controle solamente una salida sin afectar las otras

salidas. Este problema de desacoplamiento no regular también es un problema teórico interesante,
debido a la complejidad que existe al hacer modificaciones estructurales. Finalmente muchos de

los sistemas reales son multivariables y tienen por lo general más entradas que salidas, por lo

tanto, es necesario proponer una solución general a este problema.

Como hay que considerar muchos aspectos para tratar de resolver el problema de de

sacoplamiento no regular en forma general, se convierte en un problema difícil y por lo mismo

el problema de desacoplamiento no regular es aún un problema abierto.
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0.2. Objetivos de la tesis

El propósito de esta tesis tiene como objetivos:

1. Caracterizar completamente la estructura en lazo cerrado para sistemas desacoplados en

el caso regular.

2. Proponer un procedimiento para obtener un elemento del grupo de transformación, que

lleve un sistema (A, B, C) a su forma semicanónica de Morse.

3. Resolver el problema de desacoplamiento no regular para sistemas decalados (sistemas con

ordenes esenciales iguales), usando un enfoque polinomial.

0.3. Contribuciones

Las aportaciones principales de esta tesis son las siguientes.

■ Se caracteriza completamente la estructura del sistema desacoplado en lazo cerrado; esto es,

se caracteriza la familia de todas las matrices de transferencia que se pueden obtener para

un sistema cuadrado desacoplado en lazo cerrado y se establecen todas las posibles combi

naciones de polos finitos asignables. También se caracteriza el conjunto de ceros invariantes

que tienen que ser eliminados forzosamente para alcanzar el desacoplamiento, conocidos

como polos fijos de desacoplamiento. Es importante mencionar que el desacoplamiento es

alcanzado evitando cancelaciones innecesarias de ceros invariantes.

Debido a la complejidad que existe en los problemas relacionados a la modificación de la

estructura de un sistema multivariable cuando se utiliza retroalimentación de estado no

regular, consideramos que el sistema se encuentra en la forma semicanónica de Morse. Esto

nos llevó a proponer un procedimiento para obtener un elemento del grupo de transforma

ción, que lleva un sistema lineal multivariable en su representación en espacio de estado

(A, B, C) a su forma semicanónica de Morse. El grupo de transformación incluye retro-

alimentación de estado, permutación de salidas y cambio de base en estados y salidas. Este

procedimiento para obtener un elemento del grupo de transformación en un principio sólo

se consideró el caso regular, pero posteriormente se extendió el método de transformación

de un sistema a su forma semicanónica de Morse para el caso no regular.

Considerando que el sistema (A, B, C) se encuentra en la forma semicanónica de Morse, se

propuso una metodología para modificar la estructura al infinito a una estructura deseada.

Para aplicar esta metodología sólo se necesita la información de las listas de Morse y los

ordenes esenciales en un sistema decalado, tal que se obtenga la retroalimentación de estado

estática que asigna los ordenes esenciales como la estructura al infinito en lazo cerrado.
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■ Se presenta una metodología para resolver el problema de desacoplamiento no regular de

sistemas decalados, haciendo una composición de las retroalimentaciones de estado que

llevan un sistema a la forma semicanónica de Morse, la retroalimentación que hace la

modificación de la estructura al infinito y la retroalimentación que desacopla al sistema

que ha sido modificado. La composición propuesta permite obtener una retroalimentación

de estado no regular que desacople al sistema original.

Se da una condición suficiente al problema de desacoplamiento no regular de sistemas

decalados y se da un procedimiento para encontrar una retroalimentación de estado no

regular, tal que se obtenga de forma directa una función de transferencia en lazo cerrado

desacoplada a sus ordenes esenciales. El resultado presentado se aplica a sistemas decalados

con m entradas y p salidas, usando un enfoque polinomial.

0.4. Organización de la tesis

Este trabajo se encuentra organizado en tres partes principales:

La primera parte de este reporte son los preliminares y consta de 2 capítulos. En el capítulo

1 se introducen algunos conceptos sobre la estructura de los sistemas lineales que serán conside

rados a lo largo del trabajo. Entre estos conceptos se encuentran los ceros al infinito globales y

por filas, el interactor del sistema, la forma canónica de Morse, la forma semicanónica de Morse,

el sistema extendido y finalmente el interactor extendido. Estos conceptos son muy importantes,

debido a la información estructural que es básica para modificar la estructura al infinito por

retroalimentación no regular.

El capítulo 2 está dedicado a la realización estática de precompensadores dinámicos, el

cual consiste en encontrar una retroalimentación de estado estática (F, G) que sea equivalente
a la acción de un precompensador dado. En este capítulo se dan las condiciones necesarias y

suficientes para resolver éste problema.

En la segunda parte del trabajo se encuentra el capítulo 3, en el cual se da un planteamiento

general del problema de desacoplamiento regular y no regular.

La parte de resultados abarca 4 capítulos. El capítulo 4 presenta algunos resultados nuevos

sobre desacoplamiento regular. Básicamente en este capítulo se muestra como se caracteriza

completamente la estructura del sistema desacoplado en lazo cerrado y como se caracteriza

el conjunto de ceros invariantes que tienen que ser eliminados forzosamente para alcanzar el

desacoplamiento, conocidos como polos fijos de desacoplamiento.

En el capítulo 5 se presenta un método para encontrar el grupo de transformación que lleva

un sistema lineal multivariable a su forma semicanónica de Morse. Más adelante se supondrá

que el sistema a desacoplar se encuentra en la forma semicanónica de Morse, por lo tanto es

importante saber como llevar cualquier sistema a esta forma.

El capítulo 6 presenta un procedimiento en el cual con sólo la información de las listas de

Morse y los ordenes esenciales en un sistema decalado, se pueda decir que retroalimentación de

estado estática asigna los ordenes esenciales como la estructura al infinito en lazo cerrado.
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En el capítulo 7 se presentan dos métodos para resolver el problema de desacoplamiento
no regular de sistemas decalados. El método 1 propone hacer una composición de tres retro-

alimentaciones de estado, pasando por la forma semicanónica de Morse, una modificación de

la estructura al infinito y finalmente el desacoplamiento del sistema. El método 2 presenta una

forma directa de obtener la retroalimentación de estado no regular que desacopla al sistema, sin

necesidad de pasar por varios sistemas como en el caso del método 1.

Finalmente se presenta el trabajo futuro y las conclusiones sobre el trabajo realizado.

0.5. Publicaciones obtenidas

Como resultado del trabajo desarrollado en esta tesis, se tienen hasta el momento las si

guientes publicaciones:
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Control CLCA 2002, Guadalajara, México, December 2002.

J.L. Orozco M., J. Ruiz-León, O. Begovich M. and J.C. Zúñiga A., Transformation of a

linear multivariable system to its semi-canonicalMorse's form, Latin-American Conference

on Automatic Control CLCA04 LaHabana, Cuba, April, 2004.

J. Ruiz-León, J.L. Orozco, and O. Begovich, Closed-loop structure of decouplable linear

multivariable systems, Kybernetika, Vol. 41 No. 1, pag. 33-45, 2005.

J.L. Orozco M., J. Ruiz-León and O. Begovich, A method to obtain the semi-canonical

Morse 's form of a linear multivariable system, 8th IASTED International Conference on

Intelligent Systems and Control ISC 2005, Cambridge, USA, October-November 2005.
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Preliminares



Capítulo 1

Estructura de los sistemas lineales

En esta parte se introducen algunos conceptos básicos para entender el desarrollo de este

reporte, tales como el tipo de sistemas a tratar y algunas propiedades estructurales del sistema

que serán útiles posteriormente. Entiéndase por estructura del sistema a ciertas propiedades que

permiten caracterizarlo, por ejemplo los ceros y polos finitos, los ceros al infinito, el interactor

del sistema, índices de controlabilidad, etc.

En la sección 1.1 se presenta la notación a utilizarse en el desarrollo de la tesis. En la sección

1.2 se presentan los sistemas bajo estudio y se exponen algunos de los conceptos matemáticos

que se utilizarán a lo largo del trabajo; luego en la sección 1.3 se describen los ceros al infinito y

los ceros al infinito por filas. En la sección 1.4 se define el interactor del sistema. En la sección

1.5 y 1.6 se revisa la forma canónica y semicanónica de Morse y finalmente en la sección 1.7 se

estudia el sistema extendido.

Los conceptos en este capítulo, se toman principalmente de [15], [31], [30], [23] y [32].

1.1. Notación

Como notación a utilizar en el trabajo se tiene que al conjunto de los números reales se

denota como K, al conjunto de los polinomios en la variable s con coeficientes reales se denota

como R[s], al conjunto de los racionales K(s), al conjunto de los racionales propios Kp(s) y al

conjunto de los racionales estrictamente propios Ksp(s).

Se denotará el conjunto de las matrices polinomiales de tamaño mxn con coeficientes reales

como Rmxn[s], al conjunto de matrices racionales propias demxn como R™xn(s) y al conjunto
de matrices racionales estrictamente propias demxn como R™xn(s).

1.2. Sistema bajo estudio

En este trabajo se consideran los sistemas lineales multivariables invariantes en el tiempo,
descritos en espacio de estado mediante ecuaciones lineales diferenciales con coeficientes cons-

3
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tantes de la forma

x(t) = Ax(t)+Bu(t) (1.1)

y(t) = Cx(t)

donde x(t) € Rn, y(t) € Rp y u(t) € Rm son respectivamente el vector de estado, de salida y de

entrada del sistema, las matrices A, B y C son matrices reales. Por facilidad, a lo largo de este

trabajo, el sistema (1.1), lo denotaremos como (A, B,C).

La representación del sistema (A,B,C) desde el punto de vista entrada salida es

y(s) = C(sl - A)-1Bu(s)
»

v
'

n»)

donde T(s) es la matriz de transferencia del sistema, y T(s) es una matriz racional propia de

dimensión px m.

De la forma de Smith-McMillan [15] de la función de transferencia T(s) se pueden definir

los polos y ceros. Los ceros y los polos son las raíces de los numeradores y de los denominadores

respectivamente de los polinomios de la forma de Smith-McMillan de la función de transferencia.

A estas raíces se les conoce como ceros finitos de transición y los polos finitos del sistema.

1.3. Ceros al infinito

Los ceros al infinito son información estructural del sistema, que será de gran importancia

para definir la forma canónica de Morse (sección 1.5), la semicanónica de Morse (sección 1.6),
el interactor del sistema (sección 1.4), y para resolver el problema de desacoplamiento regular

(sección 3.1) y no regular (sección 3.2). Los ceros al infinito se definen como se indica en el

siguiente lema [30].

Lema 1.1 Si tenemos que T(s) € RpXm(s) es la función de transferencia del sistema (A, B, C)
con rango T(s) = p, entonces, existen matrices bipropias

1

Bi(s) 6 RpXp(s) y B2(s) S R™xm(s)
tal que

T(s) = B1(s)M(s)B2(s),

donde

M(s)=[diag{^r}i=i o]
donde M(s) € R?pm(s) y los n¿

= {ni,...,n'p} son enteros positivos tal que n\ < n'i+1 para

i = 1, ...,p. La matriz M(s) es la forma de Smith-McMillan al infinito del sistema y a los n[ se

les conoce como los ordenes de los ceros al infinito del sistema.

1
Las matrices bipropias son aquellas matrices racionales propias no singulares cuya inversa es también racional

propia. Las matrices bipropias cumplen con

det f lím A(s)) ¿ 0.

o equivalentemente,
lím A{s) = A'
S—KSO

donde A' es una matriz constante no singular.
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En un sistema escalar con un numerador de grado m y denominador de grado n, param<n,

los ordenes de los ceros al infinito equivalen a la diferencia del grado del denominador menos el

grado del numerador, donde m polos en lazo cerrado tienden a m ceros finitos y n-m polos

tienden a n —

m ceros infinitos.

Para sistemas multivariables, los ceros al infinito pueden ser obtenidos mediante un cambio

de variable s -* A-1 en la forma de Smith-McMillan [15] de T(X~l), entonces cuando A = 0 se

obtiene la estructura al infinito de T(s).

1.3.1. Ceros al infinito por filas

Los ordenes de los ceros al infinito por filas de un sistema (.4, B, C), denotados como n», son

los ordenes de los ceros al infinito del subsistema (A,B,C.), donde d es la i-ésima fila de la

matriz C [30]. Esta información es importante para el desacoplamiento fila por fila.

Los ceros al infinito por filas se obtienen de la forma de Smith-McMillan al infinito de

Ti(s) € R*xm(s) donde Tj es la i-ésima fila de la función de transferencia. Se puede calcular una

matriz bipropia B(s) € Rp(s), tal que

Ti(s)B(s) = [ ^ 0 ... 0 ]

donde, n¿ es el orden del cero al infinito de Ti(s).

Los ceros al infinito por fila satisfacen también

n-\ = mín{j : CiA*~xB £ 0, para j = 1, ...}

ó equivalentemente

ni = mín{j : lím s^Ti(s) ^ 0, para j = 1, ...}
s
—

>oo

donde C¡ y Ti(s) son las i-ésimas filas de C y T(s).

1.4. El interactor del sistema

Asociado a la función de transferencia T(s) de cualquier sistema lineal (A, B, C), existe

una matriz polinomial 3>(s) única, llamada el interactor del sistema. Presentada en [32], esta

matriz ha probado ser una forma canónica bajo compensación dinámica para sistemas lineales,

y juega un papel importante en el estudio de problemas tales como seguimiento de modelo,

desacoplamiento regular y no regular.

El interactor se obtiene a través de la forma de Hermite por columnas de la función de

transferencia del sistema, en el anillo de las funciones racionales propias, como se ve en el

siguiente lema [32].
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Lema 1.2 Sea T(s) € Rpxm(s) la función de transferencia del sistema (A,B,C) con rango

T(s) = p. Entonces, existe una matriz bipropia B(s) € R^xm(s), y una única matriz polinomial
triangular inferior $(s) e Rpxp[s], conocida como interactor del sistema, tal que

T(s)B(s) = [ *-l(s) 0],

donde $(s) tiene la forma

*(*) =

y, para i> j,
.-fi

s^ (0)

épi(s) &

(1.2)

<t>ij(s)s
"

es un polinomio divisible por s, o <¡>íj(s) = 0.

En el interactor se encuentra completamente contenida la información al infinito del sistema.

Los ordenes esenciales del sistema (A, B, C), denotados como {n¿e}, son definidos como el

grado por columnas de su interactor asociado $(s), esto es

rc¿e = degc¿$(s), i = l,...,p

en donde "deg^ $(s)" son los grados de la i-ésima columna de $(s).

En el caso de desacoplamiento regular, los ordenes esenciales también se les conocen como

invariantes de desacoplamiento [1], debido a que corresponden con los ceros al infinito en lazo

cerrado del sistema desacoplado.

En el caso de desacoplamiento no regular, los ordenes esenciales son la mínima estructura a

la que se puede desacoplar el sistema mediante compensación dinámica; en cambio si se utiliza

retroalimentación estática se puede obtener una estructura mayor a los ordenes esenciales.

Otra propiedad muy importante que posee $(s) es que es invariante bajo retroalimentación

de estado regular, esto es $(s) representa la parte de T(s) que no puede ser modificada por

retroalimentación de estado regular. Esta propiedad es fundamental para el caso de desacoplamien

to, como se verá más adelante.

1.5. Forma canónica de Morse

Siguiendo la idea de Kalman de utilizar cambios de base para identificar de manera clara

algunas propiedades estructurales de un sistema lineal (A, B, C) basándose en las características

de observabilidad y controlabilidad, Morse desarrolla la misma idea utilizando un grupo de

transformación IH (conocido como grupo de Morse); cada elemento ha sido definido como h :=

(H, T, F, K, G) donde (H, T, G) son matrices de cambio de base en la salida, en el estado y la

entrada respectivamente, F es retroalimentación de estado y K es inyección de salida [23].

El efecto de este grupo sobre la tripleta (A, B, C) es el siguiente:

h(A, B, C) := (T-\A + BF + KC)T, T~lBG, HCT)
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Si tenemos una realización (A, B, C), y se asocian cuatro listas de invariantes ó listas de Morse

como también se les conoce, formadas por una lista de polinomios h = {a%(s))i y tres listas

de enteros I2 = {(ti}1?, h = {tí}1? e J4 = {n[}'¿, existe un elemento h := (H,T,F,K,G) 6 E y

matrices únicas Am, Bm y Cm llamadas la forma canónica de Morse de (A, B,C), tal que

AM = T~l(A + BF + KC)T =

BM = T~lBG =

At 0 0 0

0 A3 0 0

0 0 A2 0

0 0 0 Ai

'

B4 0

0 0

0 B.

0 0

Cjif = HCT =

C4 0 0 0

o c3 o o

donde

Ai = block diag <

0 1 • • 0

0 0 •

0 0 •

■ 1

• 0

0 1 • • 0

OO

OO"

• 1

• 0

Az. = block diag

0 • • 1 0

1 ••

0 •■

• 0 0

• 0 0
Jrixn

0 1 • • 0

0 0 •

0 0 •

• 1

• 0

'r!3XT<3 )

0 1 • ■ 0

0 0 •

0 0 •

• 1

• 0

A2 = block diag <

Ai = block diag {Jai, ■■■, Jah }

siendo Jai una matriz compañera con polinomio característico cn(s),

<r¡2 X<T!2

Bi = block diag <

0 0
'

0
, ...,

0

1

ra'jXl
1

n! xl
'4 t

B2 = block diag

0 0
'

0
) *•*)

0
>

1
CTlXl

1
kxl
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d = block diag { UXIZHxni '•- I1 ° •••

Hxn;4 }

C73= blockdiag { |0 •■■ 0 l^n ,..., Io ■•• 0

Uxr,3 }
Las listas de Morse son un conjunto completo de invariantes del sistema (A, B, C) bajo el

grupo de transformación (H, T, F, K, G).

Utilizando algunos conceptos del enfoque geométrico, tales como R* que es el máximo sub

espacio de controlabilidad contenido en el Ker C, V* es el máximo subespacio (A, B) invariante

contenido en el Ker C, X el espacio de estado y S* es el subespacio (C, A) invariante más pequeño

que contiene a la Im B, entonces las listas de Morse se pueden relacionar con los invariantes de

Kronecker [6] de la matriz del sistema [26]

P(s) =

de la manera siguiente :

sí -A -B

C 0

La lista h = {o,(s)} son los polinomios invariantes de la forma de Smith de P(s). Las

raíces de a¡(s), las cuales son los ceros finitos de P(s), son llamados los ceros invariantes

del sistema (describe la estructura ^j).

La lista I2 son los índices mínimos por columnas de P(s). Esos enteros son también los

índices de controlabilidad del máximo subespacio de controlabilidad contenido en el kerC

(describe la estructura R*).

La lista Í3 son los índices mínimos por filas de P(s) (describe la estructura y.+¿. )■

La lista Ii son los ordenes de los ceros al infinito de P(s), los cuales también corresponden
a los ordenes de los ceros al infinito del sistema (A, B, C) (describe la estructura V'J.S')-

1.6. Forma semicanónica de Morse

La forma de Morse es una forma canónica del sistema (A, B,C), en la cual se encuentra

la información estructural del sistema en sus listas de Morse. Esta información es clave en la

solución de muchos problemas, en particular, los que implican la modificación estructural de

sistemas lineales multivariables.

Considerando que la inyección de salida K del grupo de transformación de Morse es un

concepto teórico pero no es físicamente realizable, por lo tanto, se propone un grupo de trans

formación que sí sea físicamente realizable, el cual es (T, F, G, U), donde (T, G) representan

cambio de base en el estado y en la entrada, F es retroalimentación de estado y n representa

permutación de salidas.

El efecto del grupo h\ = (T, F, G, U) sobre la tripleta (A, B, C) es el siguiente:

h.(A,B,C) := (T-l(A + BF)T,T~lBG,UCT).
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Con lo anterior y haciendo la consideración de que el sistema (A, B, C) es invertible por la

derecha (I3 = 0) y sin ceros finitos (I\ = 0), esto es

V*+S* = X (/3 = 0)

V* = R* (7i=0)

con Ii = {n|}?=1, I2 = {fft}í^iP' ordenadas en forma no decreciente (n[ < ...
< n'p;a\ <

— < <7m-p)i entonces se puede decir que existe un elemento en el grupo (T, F, G, U), tal que

(A3,BS,C3) es conocido como la forma semicanónica de Morse [13] y es de la siguiente forma:

A3 = T~1 (A + BF)T

Bs = T^BG =

Cs = UCT=[d 0 ]

A4 0

H2 A2

B4 0

0 B2

donde

¿4 =

con

M =

L21 Jn

Lpi Lp2

0 1 •••

0 0 •••

0 0 •••

(0)

J<

a

<*-'

0 0

0 o ••• o

donde los valores a1/ pueden ser diferentes de cero,

A2 = block diag { Jai , ..., J0m_p }

Hn • • •

Bip

H2 =

_
Hm-Pt\ H,m—p,p

gkE^><e«;

entonces
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H^ =

n o

o o

o o ••• o

donde los valores 01? pueden ser diferente de cero,

6 HfiXn.xní

Bi = block diag <

LÜ^xl )

B2 = block diag <

d =

1 0

-ITlXl

(0)

7m_pXl

* 0 ••• 0 10 o

IxnJ
' '

(0)

(0)

* o ••• o * o ••• o 1 o ■•■ o

los
"

*
"

son elementos posiblemente diferentes de cero.

1.7. Sistema extendido y el interactor extendido

Como en el interactor <f>(s) definido en la sección 1.4, no está contenida la información de

la lista I2 de Morse (los índices de controlabilidad del máximo subespacio de controlabilidad

contenido en el Ker C), se propone en [9] un sistema extendido que incluya esta información,

debido a que esta información juega un papel muy importante en la modificación de la estructura

de (A, B, C) por retroalimentación no regular.

Definiendo un conjunto de m—p salidas ficticias en la forma semicanónica de Morse (Aa, B3, Cs)

[29], se obtendrá un sistema extendido [9], como se muestra a continuación.

Definición 1.1 Sea (A3,BS,C3) la forma semicanónica de Morse de (A,B,C), y definamos la

matriz

CC3ext ■-
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con

Ci (0) block diag{ 1 0 0
lXCT,

ym-p

Ji=l

donde (0) es una matriz de m—p filas por J3f=1 n[ columnas. Entonces, (A3, B3, Cext) es llamado
el sistema extendido de (A,B,C), y su interactor $ext(s) es llamado el interactor extendido de

(A,B,C).

El interactor extendido del sistema (A3,B3,Cext) tiene la información de la lista I2, y es de

la siguiente forma.

Lema 1.3 El interactor $ext(s) del sistema extendido (A3,B3,Cext) está dado por

^ext(s) =
*i(«) 0

$2(s) $3(s)

donde $i(s) es el interactor de (A, B, C) y la matriz $3(s) tiene la forma

<S>3(s) = diag{s'7\...,sa™-''}

donde {cr¿} es la lista I2 de Morse del sistema.

En el caso en que se tenga un sistema (A, B, C) que no se encuentre en la forma semicanónica

de Morse, ya no se podrá aplicar la definición 1.1 para obtener su sistema extendido. Pero sí

se podrá obtener un sistema extendido que lo podemos denotar como (A, B, C), tal que es del

mismo orden que el sistema original y contiene la información de la lista I2 en su función de

transferencia denotada como Te(s), una forma para obtener este sistema extendido (A, B,C),
es a partir de la metodología propuesta por Zagalak en la referencia [35]. La cual se muestra a

continuación.

Sea T(s) la función de transferencia del sistema (A, B, C) y (N\(s), D(s)) es una factorización

coprima derecha de (A, B, I) dada como

T(s) = C(sl
- A)-XB = CN1(s)D-1(s)

donde definimos N(s) como N(s) = CN\(s). Entonces por la invertibilidad derecha de N(s),
existe una matriz unimodular U(s) tal que

N(s)U(s) = [ Q(s) 0]

donde Q(s) es una matriz no singular de p x p. Ahora se define la siguiente matriz

U-\s)K(s) =

en donde se debe de cumplir que

Q(s) 0

0
*m—p

degciK(s)<degciD(s) (1.3)
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para i = 1,2, ...,m.

Entonces, de acuerdo con [35] la función de transferencia del sistema extendido esta dada

por

Te(s) = K(s)D~1(s).

El interactor asociado a Te(s), contiene la información de las listas Ii e I2, y se le conoce

como el interactor extendido $ext(s). A continuación se muestra en el siguiente lema [9], las

propiedades de éste interactor extendido.



Capítulo 2

Realización estática de

precompensadores dinámicos

En este capítulo se presenta el problema y la solución de la realizabilidad estática de precom

pensadores, el cual consiste en establecer cuando existe la matriz de retroalimentación de estado

estática F y la matriz de cambio de base en la entrada G que sea equivalente a la acción de un

precompensador dinámico C(s). La solución a este problema es de nuestro interés, debido a que

se pretende posteriormente darle solución al problema de desacoplamiento no regular utilizando

la realizabilidad de precompensadores dinámicos. Esto es, mediante el cambio del problema de

encontrar F y G que desacoplen el sistema, por las condiciones de realizabilidad estática de un

compensador que desacople al sistema.

En la sección 2.1 se presenta el problema de la realizabilidad de precompensadores dinámicos.

En la sección 2.2 se presentan las condiciones de realizabilidad de compensadores dinámicos,
en el caso de sistemas que tienen el mismo número de entradas que de salidas y en sistemas con

más entradas que salidas.

2.1. Planteamiento del problema

Sea un sistema lineal (A,B), invariante en el tiempo y controlable descrito como

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.1)

donde x(t) € R" y u(t) € Rm

Se considera una retroalimentación de estado

u(í) = Fx(t) + Gv(t) (2.2)

donde v € Rr. Entonces, sustituyendo (2.2) en (2.1) se tiene el sistema en lazo cerrado

x(t) = (A + BF) x(t) + BGv (t) .

13
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Ahora, la función de transferencia en lazo cerrado es

Tfg(s) =C(sI-A- BF)'1 BG. (2.3)

La función de transferencia en lazo cerrado se puede descomponer de la siguiente forma

Tfg(s) = C(sl
- A)-1BC(s) (2.4)

en donde C(s) es una matriz bipropia, la cual desde el punto de vista de entrada a salida se

puede considerar como un compensador. Para demostrar que la función de trasferencia en lazo

cerrado se puede descomponer de la forma (2.4), se usa el siguiente lema de inversión [15], el

cual se utilizará posteriormente para la demostración.

Lema 2.1 Dadas las matrices J 6 Rmxm y O € Rnxn no singulares, y las matrices L € Rmxn

yZe Rnxm, se cumple

(j + Lozy1 = j-1 - j~xl (zj-xl + o-1)-1 zrx

y también

[/ + O (si - J)~x Ü
~

= / - O (si
- J + LO)'1 L.

Para demostrar la descomposición de (2.3) en (2.4) se aplica el lema 2.1, de la forma que se

muestra en el siguiente lema.

Lema 2.2 Dado un sistema en lazo cerrado

Tfg(s) = C(sI-A- BF)'1 BG,

se cumple que

C(sl-A- BF)'1 BG = C(sl
- A)~XB \l-F (si - A)'1 b\

~*

G

Prueba. Aplicando el lema de inversión 2.1 a la función de transferencia en lazo cerrado

(2.3), se puede hacer la siguiente descomposición

TFG(s) = C(sI-A-BF)-1BG

= C Usl - A)'1 + (si - A)~XB (I - F(sl - A)-^)-1 F(sl - yl)"1] BG

en donde de acuerdo al lema de inversión J — (si - A), L = —B, O = I e Z = F. Luego

factorizando de la siguiente forma

= C(sl
- A)-XBG + C(sl

- A)~1B (I
-

F(sl - A)~lB)~x F(sl - A)~1BG
= C(sl

- A)-XB [/ + (/- F(sl
- A)-^)'1 F(sl - A)~1b\ G

se sustituye / = (/
- F(sl

-A)'^)'1 (I
-

F(sl
-

A)~XB),

= C(sl
- A)-XB [(/

- F(sl
- A)-lB)~l (I - F(sl - AYXB) +

(I
-

F(sl
- ¿r1^)"1 F(sl - A)~xb\ G



2.2. CONDICIONES DE REALIZABILIDAD 15

entonces factorizando (/
- F(sl — A) XB) se tiene que

= C(sl - A)~XB [(/ - F(sl - A^B)'1 [I
- F(sl - A)~XB + F(sl - A)~XB]\ G

= c(sI-a)-xb\i-f(si-a)-xbY1g.
■

Del lema 2.2, se puede ver que la función de transferencia en lazo cerrado del sistema, se

puede descomponer como

TFG(s) = C(sI-A-BF)-xBG = C(sI-A)-xB\l-F(sI-A)-xBY G

= T(s)C(s)

en donde T(s) = C(sl
— Á)~XB es la función de transferencia en lazo abierto y C(s) =

\l —

F(sl — A)~ B\ G es una matriz bipropia que se puede ver desde el punto de vista

de entrada a salida como un compensador. El compensador previo es bipropio debido a que

cumple con lím C(s) = G, donde G es una matriz constante no singular.

Ahora, si se considera el problema inverso, se podría dar la siguiente pregunta: dado un

compensador ¿bajo qué condiciones existe una retroalimentación de estado estática que sea

equivalente a la acción del compensador?. Entonces, se dice que un compensador dado C(s)
es realizable por retroalimentación de estado, si existe u(t) = Fx(t) + Gv(t) tal que C(s) =

[j-f(s/-^)-1b1_1g.

2.2. Condiciones de realizabilidad

Las condiciones de realizabilidad estática de precompensadores dinámicos, en el caso de

sistemas con el mismo número de entradas que de salidas, están dadas mediante el siguiente
lema [8].

Lema 2.3 Dado un compensador C(s) € R™xm(s) y (N(s),D(s)) una factorización coprima

derecha asociada con (A,B), con D(s) reducida por columnas, el compensador es realizable

estáticamente si y solo si

C(s) es bipropia y C(s)~xD(s) es una matriz polinomial. (2.5)

Prueba. La necesidad es fácil de deducir a partir del siguiente compensador

C(s) =[I- FN(s)D-x(s)]-1 G

el cual es bipropio debido a que líms—<» C(s) = G, donde G es una matriz constante no singular.
A partir de

C~x(s) = G~x [I
-

FN(s)D-x(s)]
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se puede ver que

C-x(s)D(s) = G~xD(s) - G~xFN(s)

es polinomial.

La suficiencia es una consecuencia de la existencia de una solución constante (X, Y), con X

no singular, a la ecuación polinomial [17]

XD(s) + YN(s) m C(s)~xD(s)

en donde la retroalimentación de estado (F, G) que realiza al compensador C(s), está dada por

F = -X~XY

G = X~x

La generalización de este resultado para el caso no regular, considerando compensadores no

necesariamente cuadrados con rango pleno por columnas, está dada por el siguiente lema [10].

Lema 2.4 Sea (A, B) un par controlable y (N(s),D(s)) es una factorización coprima derecha

asociada con (A,B). Suponga que D(s) es reducida por columnas. Sea C(s) € Rmxr(s) un

precompensador tal que rank C(s) = r. Entonces existen matrices F € Rmxn y G € Rmxr. con

rank G =

r, tal que el precompensador C(s) es realizable si y solo si existe una matriz bipropia

B(s) € Rmxm(s) tal que

B(s)C(s) =
IP
0

(2.6)

B(s)D(s) = R(s) (2.7)

donde R(s) es una matriz polinomial de rnxm.

Prueba. La prueba de este teorema se encuentra en [10]. ■

Si m = r entonces (2.6) y (2.7) son equivalentes a (2.5). Para este caso particular, es relati

vamente fácil probar la realizabilidad estática del compensador. En cambio para el caso m > r

la dificultad proviene de la no unicidad de B(s).

Herrera propone en [10], el siguiente lema para solucionar en forma general el problema de

la realizabilidad estática de un precompensador dinámico. Sus condiciones son constructivas y

no solo se aplican a precompensadores invertibles si no también a los que sólo tienen inversa

izquierda.

Lema 2.5 Sea un par (A,B) y C(s) e R™xr(s), donde C(s) se puede escribir como

C(s) = C0 + C(s)

siendo

Cq = lím C(s) con rank Cq = r
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y C(s) es la parte estrictamente propia del compensador C(s). Entonces, existen matrices cons

tantes F € Rmxn y Ge Rmxr tal que C(s) = \l - F (si - A)~x b\ G si y sólo si los índices

de Kronecker izquierdos [15] de

H(s) :=
(si - Afx BC(s)

C(s)
e R&+m)xr(s) (2.8)

cumplen con las siguientes dos condiciones.

a) Para algún entero q

fj,.
=

...
=

flm
=

fim+1
=
...
=

fim+q
= O < Hm+q+l ^ - ^ Mn+m-¿»

donde l := rank H(s).

b) Entre las filas correspondientes a fJ,i,...,nm+q en una base mínima del Kernel izquierdo de

H(s), existen m filas las cuales tienen la forma [X',Em],

[X' Em] H(s) = O

donde Em es una matriz constante de rnxm no singular.

Prueba. (Si)
Si se considera un compensador que tiene la forma

C(s)= ¡I - F (si - A)~x s] XG (2.9)

por lo tanto

\l-F(sI-A)-xB\C(s) = G

C(s) -F(sl- A)~x BC(s) = G (2.10)

De la base mínima del kernel izquierdo de H(s), existen m filas las cuales tienen la forma

[X',Em],

(si - A)'1 BC(s)
C(s)

donde Em es una matriz constante de m x m no singular. Multiplicando estas dos matrices, se

obtiene la siguiente ecuación

[ X' Em] = 0

X'(sl - A)~1BC(s) + EmC(s) = 0,

en la cual se factoriza Em y se despeja de la siguiente forma

C(s) = -E-1X'(sI - A)~1BC(s).

Luego se sustituye C(s) = C(s)
— Co obteniéndose

C(s) -C0 = -E-xX'(sI - A)~1BC(s)
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C(s) + E-xX'(sI - A)~xBC(s) = C0. (2-H)

Ahora por igualación de la ecuación (2.10) y de (2.11), se obtiene que la retroalimentación de

estado (F, G) que realiza al compensador (2.9), está dada por

F = -E~XX'

G = CQ

en donde ésta solución es única si q
= 0.

(solo si)
Dado que existen (F, G), entonces el rango de [ F -Im ] = m, por lo tanto [ F —Im ] forma

parte de cualquier base mínima del kernel izquierdo de H(s) de dimensiones m + n
— l. Por lo

tanto para algún entero q

Mi
=
-
=

Mm
=

Mm+l
=
-
=

Mm+,
= 0 < Mm+9+l ^

- ^ Vn+m-l-

El lema anterior se usará más adelante, en el capítulo 5, cuando se requiera encontrar las

matrices F y G tales que realicen un compensador C(s).
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Planteamiento del problema de

desacoplamiento y resultados previos



Capítulo 3

Planteamiento del problema

En este capítulo se presenta un panorama general del problema de desacoplamiento (o control

no interactuante, conocido también como el problema de Morgan) de sistemas lineales multi

variables.

En control automático, un objetivo central es el lograr que un sistema dado se comporte

"adecuadamente" esto quiere decir que cumpla con requisitos dados por el diseñador; estas

especificaciones pueden ser por ejemplo: estabilidad, robustez, seguimiento, etc. Para lograr
estas especificaciones es necesario que al aplicar una entrada, los estados y en consecuencia las

salidas se comporten como se requiere. Pero en general, si se aplica a una sola entrada de un

sistema multivariable una señal, es casi seguro que todas o casi todas las salidas del sistema

cambien su comportamiento. Esto no siempre es recomendable ya que se puede complicar el

diseño de una acción de control para un sistema multivariable. Por lo tanto un sistema en el cual

la i — ésima entrada afecta únicamente a la i — ésima salida permite controlar cada salida como

si se tratasen de sistemas independientes. A esta clase de sistemas se le llama desacoplados.
En un sistema desacoplado su comportamiento es como el de varios sistemas monovariables

separados, a los cuales se les puede aplicar la muy extensa y bien conocida teoría para sistemas

monovariables. Poder desacoplar un sistema complicado como un turbo propulsor, un reactor

nuclear, un calentador, etc., sería de gran utilidad ya que simplificaría enormemente el poder

manipular su comportamiento.

El problema de desacoplamiento puede tener diversas variantes, dependiendo por ejemplo, de

la estructura del sistema en lazo cerrado, del tipo de retroalimentación que se utilice, del número

de entradas y de salidas, etc. El problema de desacoplamiento de un sistema lineal multivariable

de n estados, m entradas y p salidas consiste entonces en establecer las condiciones, bajo las

cuales, dado un sistema lineal

(A RC\¡ ¿(t) =Mt) + Bu(t)
( ' '

'{ y(t) = Cx(t)
(31)

existe una retroalimentación de estado estática

u(t) = Fx(t) + Gv(t) (3.2)

donde F y G son matrices constantes y v(t) S W es un nuevo vector de entrada, tal que en el

sistema retroalimentado (A + BF, BG, C), la entrada Vi(t) afecta solamente a la salida i/¿(í) sin

afectar las otras salidas.

21
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En términos de función de transferencia, observe que el planteamiento anterior es equivalente
a decir que existe una retroalimentación de estado (3.2) tal que la función de transferencia en

lazo cerrado Tpc(s) es una matriz diagonal, es decir

Tfg(s) =
h(s) 0

0 tp(s)

donde í¿(s) ^ 0 son funciones racionales propias. Por facilidad, una consideración común es que

las entradas diagonales de la función de transferencia en lazo cerrado sean de la forma i, donde

3 es un entero positivo; a esta forma de función de transferencia se le llama desacoplamiento

en integradores. Por supuesto, con esta forma todos los polos están ubicados en cero, por lo

que en este caso no se puede elegir otra ubicación de los polos para obtener una dinámica en

el sistema "adecuada", o tratar el problema causado por una posible cancelación de polos con

ceros repercutiendo en la estabilidad interna.

De manera más general se pueden distinguir varios tipos de desacoplamiento, los cuales

podemos agrupar en dos categorías:

1. Según la estructura del sistema en lazo cerrado

» Desacoplamiento por bloques: en este tipo de desacoplamiento se tiene una partición de las

salidas en fc bloques independientes de tamaño p\,p2, ..., Pk- Se desea tener una partición

de las entradas en fc bloques independientes de tamaño m\, m2, ..., m* que satisfagan la

siguiente propiedad: cada bloque de entradas debe controlar a un sólo bloque de salidas

de manera independiente. La función de transferencia, en este tipo de desacoplamiento,

tendrá la forma diagonal a bloques.

■ El desacoplamiento línea por línea puede considerarse como un caso especial de desaco

plamiento por bloques, en donde el tamaño de los bloques es fc = 1.

Desacoplamiento triangular: en este tipo de desacoplamiento las salidas se controlan en

cascada. La función de transferencia, en este tipo de desacoplamiento, tendrá forma trian

gular.

2. Según el tipo de ley de control

Desacoplamiento Estático: en este tipo de desacoplamiento se utiliza una ley de control de

la forma (3.2), donde F e Rmxn y G € Rmxp son matrices constantes.

Desacoplamiento Dinámico: en este tipo de desacoplamiento se utiliza una ley de control

de la forma

u(«) = F(s)x(s) + Gv(s)

donde F(s) es una matriz racional propia de mxn y G es una matriz con elementos reales

demxp.

En cada uno de los casos anteriores podemos considerar los siguientes casos de desacoplamien

to:
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Desacoplamiento Regular: cuando p = m es decir, T(s) es cuadrada, podemos hablar de

desacoplamiento regular. En el cual se utiliza una ley de control regular, es decir

u(t) = Fx(t) + Gv(t)

con G no singular.

■ Desacoplamiento no Regular: cuando m > p, es decir, T(s) tiene más columnas que filas,

entonces se hablará de desacoplamiento no regular. En el cual se utiliza una ley de control

no regular, con G no cuadrada, pero con rango pleno por columnas.

En esta tesis nos enfocaremos a los casos de desacoplamiento línea por línea con retro-

alimentación estática en los casos regular y no regular.

3.1. Desacoplamiento Regular

El primer resultado completo que se tiene acerca de la solución del problema de desacoplamien
to regular estático, se debe a Falb y Wolovich [5], los cuales presentan en su artículo el siguiente
resultado:

Teorema 3.1 Sea (A,B,C) un sistema con el mismo número de entradas y salidas. Existe una

retroalimentación de estado regular (F, G) tal que el sistema en lazo cerrado (A + BF, BG, C)
es desacoplado si y sólo si la matriz

CtA^B

C2A^B
B* =

CpA^B

es no singular, donde los enteros {di}^lt están definidos como sigue

di = mín{j € N \CjA^B ¿ 0},

y Ci es lai — ésima fila de la matriz C.

En este mismo artículo se puede encontrar la forma de calcular la retroalimentación (F, G)

que desacopla al sistema en función de B*, ubicando todos los polos en cero, de la siguiente
forma:

F = (B*)~XA*
G = (B*)~x

donde

A* =

CiAd'+1

C2Ad*+x

CpAdp+x
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Los enteros ¿¿ vistos anteriormente están relacionados con los ceros al infinito de los sistemas

(A,B,d), a los cuales se les conoce como ceros al infinito por líneas y se les denota como n¿,

de la siguiente manera:

ni = di + 1.

También, bajo la suposición de que B* es invertible, se caracteriza la clase de matrices que

desacoplan al sistema, así como el conjunto de polos que pueden ser asignados, aunque este

resultado no es general como se mostrará más adelante en el capítulo 4.

En 1971, Morse y Wonham [22] reformularon el problema de desacoplamiento regular en tér

minos geométricos y dan condiciones necesarias y suficientes para encontrar la retroalimentación

de estado estática para tres casos particulares, al cual llaman problema de Morgan restringido:

• rank C = n

■ rank G = m

rank B = fc

donde fc es el número de bloques de la función de transferencia en lazo cerrado.

Estas condiciones están en función de las propiedades de R*, el máximo subespacio de

controlabilidad contenido en KerC.

En 1982, en un trabajo de Descusse y Dion [3], se da una interpretación del resultado de

Falb y Wolovich en términos de la estructura del sistema, mostrando que lo obtenido por ellos

es equivalente a la coincidencia entre la estructura al infinito global del sistema y el conjunto de

los ceros al infinito por líneas del mismo sistema. Esto es: el sistema (A, B, C) es desacoplable
si y sólo si

¿^ = ¿1* (3.3)
¿=1 i=l

donde {n\,...,n'p} son los ordenes de los ceros al infinito, y {m,...,rip} son los ordenes de los

ceros al infinito por filas del sistema.

Posteriormente los ordenes esenciales fueron definidos en [1]. Los autores demostraron que

el conjunto de esos invariantes es igual a los ceros al infinito del sistema desacoplado por retro-

alimentación regular. También demostraron que los ordenes esenciales son la mínima estructura

que es posible alcanzar en retroalimentación de estado dinámica y estática regular.

Con la introducción tanto del interactor del sistema como de los ordenes esenciales, pudo

darse una solución al problema de desacoplamiento regular en términos de la estructura del

sistema:

Sea el sistema (A, B, C) y <í>(s) su interactor asociado. Las siguientes afirmaciones son equi

valentes.

1. El problema de desacoplamiento regular tiene solución para (A, B, C).
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2. El interactor $(s) es diagonal.

4- E?=i"í = E?=1n,

5. Hi = Uie, i = 1, ...,p.

En donde n'{ son los ordenes de los ceros al infinito del sistema, n¿ son los ceros al infinito

por filas y nje son los ordenes esenciales del sistema.

3.2. Desacoplamiento no regular

La retroalimentación de estado estática no regular nos sirve para atacar varios tipos de pro

blemas, como lo es la asignación de una estructura al infinito [19], el problema de desacoplamiento
no regular, entre otros.

Sustituyendo (3.2) en (3.1) nos lleva a la representación del sistema en lazo cerrado de la

forma

x(t) = (A + BF) x(t) + BGv(t).

El efecto de una retroalimentación de estado estática no regular (F,G) sobre el sistema

(A, B, C) es equivalente a un precompensador actuando sobre la función de transferencia T(s)

TFG(s) = C(sI-A-BF)~xBG
= C(sl

- A)-xB[Im - F(sln - A)-XB]~XG
= T(s)C(s)

donde Im e In son matrices identidades demxmynxn respectivamente; C(s) := [Im —F(sln —

A)~XB)~XG € R™xp(s) y es una matriz bipropia por columnas.

En la ley de control no regular de la ecuación (3.2), G es una matriz rectangular de rango

pleno por columnas (rango G = p) que es una condición necesaria para que el problema de

desacoplamiento tenga solución. Este tipo de ley de control se tiene que utilizar cuando se intenta

desacoplar línea por línea un sistema que tiene más entradas que salidas. Cabe mencionar que,

la solución general al problema del desacoplamiento estático no regular, continua sin ser resuelto

completamente hasta la fecha.

Hay unos pocos trabajos que investigan el efecto de la retroalimentación no regular sobre el

sistema (A, B, C), uno de ellos es Heymann que caracterizó el conjunto de índices de controla

bilidad que pueden ser obtenidos por una retroalimentación no regular ([14]).

Otro resultado muy interesante es el de Loiseau [19], el cual resuelve el problema de la

modificación de estructura de los ceros al infinito por retroalimentación no regular como se

muestra en el siguiente teorema.
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Teorema 3.2 Sea un sistema (A,B,C) con {o»}ai Por ^ía h y {"¿}pi por lista Ii, y conside
ramos las listas definidas a continuación:

ai = card{j | Oí > i} para i > 1,

Pi
= card{j | nj > i} para i > 1.

Sea {n'i}^ un conjunto de enteros positivos no creciente, y {p'i)n\ 'a ^sía

p'i = card{j | n'j > i} para i > 1.

Consideremos entonces la lista de diferencias {p[
— pi}. Esta lista no está ordenada y en general

incluye términos negativos. Sea {Ai} la lista obtenida mientras mantenemos las diferencian no

negativas y reacomodamos para obtener un conjunto no creciente de elementos.

Entonces existe una retroalimentación de estado estática (F,G) tal que {n'i}p> sea la lista Ii del

sistema retroalimentado (A +BF, BG, C) si y solo si las dos condiciones siguientes se cumplen:

Pi-Pi > Pi
-

Pi para i>\,

i i

Y,ai ^ EA*

En el teorema anterior, Loiseau propone las condiciones necesarias y suficientes para modifi

car la estructura al infinito de un sistema y propone una forma de obtener una retroalimentación

de estado (F,G), la cual modifica la estructura al infinito del sistema. El problema es que la

función de transferencia en lazo cerrado utilizando F y G no tiene una forma en particular. Por

lo tanto, para resolver el problema de desacoplamiento no regular, no es evidente como poder
utilizar los resultados del teorema previo.

A continuación se demuestra que en el caso no regular, la estructura en lazo cerrado a la que

puede llevarse el sistema al desacoplarlo con un compensador propio son los ordenes esenciales:

T(s)C(s)=diag{-±-}. (3.4)

Para demostrar (3.4), se parte de la definición del interactor

T(s)B(s) = [ $-!(s) 0 ]

donde B(s) es una matriz bipropia y $(s) € Rpxp[s] es el interactor del sistema.

Se puede factorizar el interactor en términos de ordenes esenciales nje, como sigue:

$(s) = T(s)diag{sni'}

donde T(s) es una matriz propia conocida como la parte propia del interactor.

Sea un compensador propio tal como

C(s) = B(s)
I»

'

X(s)
.
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donde X(s) € Rp p)xp(s) es una matriz propia.

Con lo que se tiene

T(s)C(s) = [ <¡>~x(s) 0 ] B-x(s)B(s) X(s)

T(s)C(s) = *-x(s)r(s)

T(s)C(s) = (r(s)d¿a5{s"ie})_1r(s)

T(s)C(s) = diag{±-e}r(s)-xr(s)

T(s)C(s) = diag{-^} para i
= l,...,p.

Por lo que en el caso de desacoplamiento no regular por medio de compensación, la mínima

estructura a la cual se puede desacoplar son los ordenes esenciales.

3.2.1. Desacoplamiento por retroalimentación de estado dinámica

Aunque en esta tesis el tema principal es el desacoplamiento no regular de sistemas lineales

por retroalimentación de estado estática, es importante conocer brevemente el resultado para el

caso dinámico.

Una solución al problema de desacoplamiento línea por línea por retroalimentación dinámica

u(s) = F(s)x(s) + Gv(s) (3.5)

donde F(s) € R^xn(s) y G € RmxP, rank G =
p, es reportada en [2]; este resultado se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Sea T(s) la función de transferencia del sistema (A,B,C), el cual es invertible

por la derecha. Entonces, el sistema es desacoplable por la retroalimentación de estado (3.5), si

y sólo si

m>2p
— k

donde fc es el rango del límite del interactor asociado a T(s) para cuando s tiende a infinito.

Prueba. Prueba en [2]. ■

Por lo tanto, el problema tiene solución si el número de entradas m es suficientemente grande

para compensar la deficiencia de rango al infinito del interactor del sistema.
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Parte III

Resultados, trabajo futuro y

conclusiones.

29



Capítulo 4

Estructura en lazo cerrado para

desacoplamiento regular

En este capítulo se muestra como se caracteriza completamente la estructura del sistema

desacoplado en lazo cerrado permitiendo ubicar algunos polos de manera arbitraria. También se

caracteriza el conjunto de ceros invariantes que tienen que ser eliminados forzosamente para

alcanzar el desacoplamiento, conocidos como polos fijos de desacoplamiento. Es importante

mencionar que el desacoplamiento es alcanzado evitando cancelaciones innecesarias de ceros

invariantes. También en este capítulo se demuestra que dada una estructura en lazo cerrado en

particular, la retroalimentación es única si y sólo si el sistema es controlable.

Los sistemas que se consideran en este capítulo son los sistemas lineales multivariables,

controlables no necesariamente observables y con el mismo número de entradas que de salidas.

También se considera que estos sistemas son desacoplables por retroalimentación de estado

estática, también conocido como el caso regular. Los resultados obtenidos sobre este tema se

presentan en las publicaciones [28] y [27].

En la sección 4.1 se presentan los preliminares del estudio de la estructura de la función de

transferencia en lazo cerrado para el caso de desacoplamiento regular.

En la sección 4.2 se caracteriza completamente la estructura de la función de transferencia

desacoplada en lazo cerrado, en función de los ceros invariantes que tienen que ser cancelados

para obtener una función de transferencia en lazo cerrado desacoplada.

4.1. Preliminares

Aunque existen muchos resultados acerca de desacoplamiento, estos se enfocan principal
mente en establecer condiciones necesarias y suficientes para resolver el problema, pero usual

mente no consideran ni el problema de que estructura se puede obtener en el sistema desacoplado
en lazo cerrado (sólo se considera la diagonalidad de la matriz de transferencia en lazo cerrado),
ni las características de la retroalimentación de estado que desacopla al sistema. Por ejemplo, si

se desea desacoplar un sistema y aparte hacer una asignación de polos, esto puede ser un pro

blema ya que si primero se desacopla el sistema a su matriz de transferencia con integradores en

31
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la diagonal y luego se aplica una retroalimentación de estado para hacer la asignación de polos,
esta última retroalimentación en general destruye la diagonalidad de la matriz de transferencia

del sistema en lazo cerrado. Por lo tanto sería más adecuado cumplir con los dos objetivos de

desacoplamiento y asignación de polos con la misma retroalimentación de estado.

De la solución propuesta al problema de desacoplamiento por Descusse y Dion [3], se puede
ver que las condiciones necesarias y suficientes para el desacoplamiento regular dependen sólo de

la estructura al infinito del sistema (global y por filas). Por otra parte, la estructura finita (polos
y ceros finitos), juega un papel importante en la estructura general del sistema desacoplado en

lazo cerrado. Los ceros del sistema, los cuales son importantes en este trabajo, son los ceros

invariantes del sistema.

Por la naturaleza del problema es necesario tratar con 2 tipos de ceros, los ceros de trans

misión y los ceros invariantes. Los ceros de transmisión son los que se obtienen en la matriz de

transferencia, y estos ceros son considerados como "ceros de entrada-salida" mientras que los

ceros invariantes son obtenidos de la matriz del sistema [26]

P(s)
si- A

C

B

0

y son considerados como "ceros internos"
,
los ceros invariantes contienen a los de transmisión y

ambos coinciden si el sistema es controlable y observable.

Cuando se busca desacoplar un sistema lineal, puede ser necesario cancelar algunos ceros

invariantes del sistema con los polos en lazo cerrado, pero no implica que se tengan que eliminar

todos los ceros invariantes del sistema. Por ejemplo, sea un sistema (A, B, C) controlable dado

por

A =

C =

-2 3 0-11

10 0 0 0

-2 -1-1 3 5

0 0 10 0

0 0 0 10

0 1 0 -1 -1

"

1-10 0 0

B =

r ° 1 1

0 0

-i 1

0 0

0 0

con función de transferencia

T(s) =
(s-2)(s+2)

U

S-1 3+1

(3-2)(s+2)3 {3+55*

en donde los ordenes de los ceros al infinito por filas son

ni = 2, n2 = 1.

Los ceros invariantes del sistema son (s + l)(s
- 1), los cuales se obtienen de la forma de

Smith de la matriz del sistema

si-A B

C 0P(s)
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El interactor del sistema es

*(*) =
s2 0

0 s

en donde los ordenes de los ceros al infinito son n[ = 1 y n2
= 2. Como el interactor es diagonal

el sistema es desacoplable, por lo tanto existe una retroalimentación que elimina todos los ceros

y que ubica todos los polos en cero, como se muestra en la siguiente función de transferencia del

sistema en lazo cerrado desacoplado

W(s) =

0
.

(4.1)

Como el sistema es desacoplable esto quiere decir que existe un compensador de la forma

C(s) = T-1(s)H^(s), en donde W(s) es la función de transferencia del sistema en lazo cerrado

desacoplado. En este caso el compensador es

C(s) sz^4_
0

-16s+4»i+s4-16 4s+s2+4

y la retroalimentación de estado estática (F, G) que es equivalente a la acción del compensador

es

F =

G =

0-404

3-301

1 0

0 1

la cual se obtuvo de la base mínima del kernel izquierdo de la siguiente matriz (capítulo 2)

( \ (si
- A)~x BC(s)

WW_[ C(s)

Como se muestra en la función de transferencia del sistema en lazo cerrado desacoplado

(4.1), se eliminaron todos los ceros y todos los polos están ubicados en cero. Ahora, se propone

a continuación otra estructura de W(s)

W(s) =
i

3 0

diferente de la anterior, en la cual no se elimine un cero invariante s = — 1 y que todos los polos

estén ubicados en cero. Posteriormente se calcula el compensador para obtener W(s) como la

función de transferencia del sistema en lazo cerrado desacoplado. En este caso el compensador
es

¿(*2-4) 0

C(s) = -s+l

32+31 j¡ (4s + s2 + 4)

en donde, en la función de transferencia del sistema en lazo cerrado se canceló un cero invariante

8 = 1.
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Pero, aunque tenemos una función de transferencia desacoplada, al comprobar si el com

pensador propuesto es realizable por una retroalimentación de estado estática (ver el teorema

2.5 del capítulo 2), se puede comprobar que no es realizable, por lo tanto no existe ninguna

retroalimentación (F,G) tal que realice al compensador C(s). Por lo tanto, para alcanzar el

desacoplamiento mediante retroalimentación de estado estática es necesario cancelar el cero in

variante s =
— 1 con un polo en lazo cerrado, más adelante a estos polos se les llamará polos

fijos de desacoplamiento.

Ahora se propone una función de transferencia del sistema en lazo cerrado desacoplado de

la siguiente forma

W(s) =
(s+2)(s+l)

0

0

i

s+2

en donde se eliminaron todos los ceros y los polos son estables.

Calculando el compensador para obtener W(s) como la función de transferencia del sistema

en lazo cerrado desacoplado se obtiene

C(s)=T~x(s)W(s) =

5=2 0
s+l

u

-s+l s+2

. 5s+4s2+s3+2 s+l .

con el cual para comprobar si es realizable por retroalimentación de estado estática se puede

escribir como su parte constante y su parte estrictamente propia

C(s) Co + C

1 0
'

0 1
+

«=2 _ 1 O

s+l
L U

-s+l s+2

. 5s+4s2+s3+2 s+l

en donde

G = Co.

Ahora para comprobar si cumple con el teorema 2.5 del capítulo 2, se obtiene de la base

mínima del kernel izquierdo de la matriz

H(s) =
(si
- A)-x BC(s)
C(s)

cual es

"

1 -s 0 0

0 0 1 —

s

0 0 0 1

3 6 -3 -9

-1 1 0 -1

0 0 0
'

0 0 0

—

s 0 0

-6 1 0

1 0 1

0 s + 2s2 + s3

0

s2-s3
(s + l?
s2 + s3

s
— s2 s + s2

-s + l s+l

3s - 6s2 - 3s3 + 6 0

2s - s2 - 1 -s + 2s2 + s3 -

r0 01

0 0

= 0 0

0 0

0 0
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Entonces

F = -EZ}X'

en donde Em es la identidad y X' es

X' =
3 6-3-9-6

-110-11

por lo tanto

F =

-3-6 3 9 6

1 -10 1-1

y esto quiere decir que el compensador es realizable estáticamente.

Con la retroalimentación de estado (F, G) se obtiene la siguiente función de transferencia en

lazo cerrado

W(s) = C(sI-A-BF)-xBG

T3+2X3+IJ
°

0 d^
i

s+2 J

De la función de transferencia en lazo cerrado anterior, nos podemos dar cuenta que ningún

cero invariante aparece en el sistema desacoplado; esto nos lleva a preguntarnos ¿como saber cual

es el mínimo número de ceros invariantes que tienen que ser eliminados para poder desacoplar

el sistema por medio de una retroalimentación de estado estática?.

En diseños prácticos, la cancelación de ceros invariantes es usualmente evitada debido a la

posible inestabilidad interna causada por cancelaciones con ceros inestables. Así, si el objetivo
es desacoplar el sistema, es indispensable conocer el número de polos los cuales pueden ser libre

mente asignados, y el número de polos los cuales tienen que ser cancelados con ceros invariantes

para lograr el desacoplamiento.

Entonces el caracterizar completamente al sistema desacoplado en lazo cerrado, daría un

conjunto de todos los polos y ceros finitos que se pueden obtener en lazo cerrado, evitando la

cancelación innecesaria de ceros invariantes.

4.2. Estructura de un sistema desacoplado en lazo cerrado

Un primer estudio de la estructura de un sistema desacoplado en lazo cerrado fue presen

tado por Falb y Wolovich (1967) [5], donde los autores caracterizaron la clase de todas las

retroalimentaciones que desacoplan a un sistema, y el número de polos en lazo cerrado que

pueden ser asignados. Sus condiciones sin embargo son difíciles de aplicar y no existe conexión

de esas condiciones con la estructura del sistema. Además los autores muestran como asignar só

lo un número de polos igual a la suma de los ordenes de los ceros al infinito; estos en general son

menores al número real de polos asignables. Posteriormente, el problema de desacoplamiento y

asignación de polos fue estudiado por Wonham y Morse (1970) [33] usando un enfoque geométri
co, y presentando condiciones necesarias y suficientes para resolver este problema basado en el
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concepto de subespacios de controlabilidad y sus propiedades. Los polos fijos en desacoplamiento

para sistemas mínimos fueron estudiados por Koussiouris (1980) [16] que son iguales a los ceros
de interconexión de transmisión, como se define en esta referencia.

Las condiciones para el desacoplamiento de un sistema lineal multivariable (A, B, C) están

íntimamente relacionadas con la estructura de la matriz del sistema

P(') =
si -A B

C 0

y la estructura de las matrices

Pi-=

donde cí, es la i-ésima fila de C.

si -A B

cí 0
= l,...,m,

(4.2)

(4.3)

En términos de la matriz del sistema tenemos que un sistema (A, B, C) es desacoplable si y
solo si la estructura al infinito de P(s) coincide con la estructura de las matrices P»(s), dicho de

otra forma si y solo si

p p

i=l i=l

donde {n\, ...,n'm} son los órdenes de los ceros al infinito de P(s) (ordenes de los ceros al infinito

del sistema), y {ni, ...,nm} son los órdenes de los ceros al infinito de Pi(s) (órdenes de los ceros

al infinito por filas del sistema).

Los ceros invariantes del sistema son los ceros finitos de la matriz P(s), esto es, las raíces de

los polinomios invariantes de P(s) [20], mientras que los ceros invariantes por filas son los ceros

finitos de las matrices Pi(s), ...,Pm(s).

La estructura general del sistema en lazo cerrado desacoplado depende también de la estruc

tura de las matrices (4.2) y (4.3), como se verá más adelante.

Lema 4.1 Sea (A,B,C) un sistema controlable, y sea Ci la i-ésima fila de la matriz C, i =

l,...,m. Entonces, la matriz

si- A B

cu 0
ñ(s)

pueden tener a lo más un polinomio invariante diferente de 1.

Prueba. Los polinomios invariantes de Pi(s) pueden ser obtenidos como

\j(s) =
_ &j_(s)
Aj-i (s)

' j = l,...,n + l,

donde Ao (s) := 0, Aj (s) es el máximo común divisor mónico (gcd) de todos los menores de

orden j x j de Pi(s), j = 1, ..., n + l,y son los divisores determinantales de Pi(s) [15]. Dado que

el sistema es controlable, al menos los primeros n divisores determinantales de Pi(s) son todos

igual a 1. Esto puede ser visto desde el hecho de que la forma de Smith de [ si
— A B ] es
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[ In O ]. Entonces, el único polinomio invariante de Pi(s) posiblemente diferente de uno es el

ultimo el cual es igual a A„+i (s). ■

Si se denota como zí(s) al último polinomio invariante de Pi(s), i = l,...,m, se puede ver

que cualquier cero finito de Pi(s) es también un cero de la matriz P(s) dada por (4.2), pero que
un cero de P(s) no es necesariamente un cero de P»(s). Lo anterior se puede ver más claro si se

consideran las operaciones elementales que llevan a la matriz Pi(s) a la forma de Smith, esto es

si se aplican las mismas operaciones elementales a la matriz del sistema P(s), considerándose

solamente como operaciones y no por las matrices unimodulares equivalentes que obviamente

son de diferentes dimensiones, entonces se obtendrán todos los polinomios invariantes de Pi(s)
en P(s). En el otro sentido no necesariamente se cumple; esto es, si aplicamos las operaciones

elementales que llevan a P(s) a la forma de Smith a P¡(s) no necesariamente obtendremos todos

los polinomios invariantes de P(s) en Pi(s). Esto es porque al obtener la forma de Smith de

P(s), se podrían haber hecho operaciones entre las filas de C de la matriz del sistema. Entonces

al aplicarle estas mismas operaciones elementales a Pi(s) es evidente que las operaciones que se

hayan hecho entre las filas o columnas de C no podrán realizarse debido a que Pi(s) solo tiene

una fila de C. Por lo tanto, no todos los ceros finitos de P(s) pueden obtenerse en Pi(s).

En otras palabras, cualquier cero invariante por filas es un cero invariante del sistema, pero

un cero invariante no es necesariamente un cero invariante por filas. Entonces, el producto de

m n+m

polinomios T[ Zi(s) divide exactamente a ]\ ej(s), donde ej(s) son los polinomios invariantes
t=i i=i

de P(s).

Los ceros invariantes del sistema (globales y por filas), se pueden calcular también de una

factorización coprima derecha (ó MFD de sus siglas en inglés: Matrix Fraction Description),
del sistema como se describe a continuación. Sea Ñ(s) y D(s) una MFD coprima derecha de

(A, B, In). Entonces, las matrices N(s) := CÑ(s) y D(s) forman una MFD derecha de (A, B, C).
Observe que N(s) y D(s) no son necesariamente coprimos derechos; esto es para un sistema

controlable no se está restringiendo a que sea observable. Los ceros invariantes del sistema

pueden ser obtenidos de los polinomios invariantes de la matriz numerador N(s). En el caso

de ceros invariantes por filas, los polinomios Zi(s) previamente definidos corresponden a los

polinomios invariantes de la i-ésima fila de N(s), por ejemplo, z¿(s) es el máximo común divisor

mónico de todas las entradas en la i-ésima fila de N(s). Esto será utilizado en la prueba del

teorema 4.1.

El siguiente teorema establece la familia de todas las matrices de transferencia posibles para
el sistema en lazo cerrado desacoplado.

Teorema 4.1 Sea un sistema (A, B, C) cuadrado, controlable, y desacoplable. Entonces, existe

una retroalimentación de estado estática (F, G) la cual desacopla al sistema, tal que la función
de transferencia del sistema en lazo cerrado desacoplado es de la forma

W(s) = C(sl -A- BF)~XBG =

0 **£8J

(4.4)
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donde k\, ..., km son números reales, Zi(s) es el último polinomio invariante de Pi(s), i — 1, ...,m;

ai(s),...,am(s) son polinomios mónicos con raíces arbitrarias tales que cumplen con

degai(s)-degzi(s) = ni, i=l,...,m, (4.5)

y n\, ...,nm son los órdenes de los ceros al infinito por filas del sistema.

Prueba.

Se probará este teorema, mostrando que el conjunto de compensadores dados por

C(s):=T-x(s)W(s), (4.6)

y con (4.4) como función de transferencia, son el conjunto de todos los compensadores realizables

por retroalimentación tales que desacoplan el sistema.

La diferencia de grados (4.5) se verifica fácilmente, debido a que la retroalimentación de es

tado (F, G) desacoplante, no modifica la estructura al infinito del sistema, y en particular no

modifica los ordenes de los ceros al infinito por filas.

Dado que el sistema es desacoplable, entonces existe una matriz bipropia B(s), tal que

T(s)B(s) = d¿aff{¿,...,¿}
Entonces, se tiene de (4.6) que

C(s) = B(s)diag{sni,...,sn'"}W(s).

De la última ecuación y de las diferencias de grado en W(s), esto es deg üj(s) -deg z¿(s) = ni,

i = l, ...,m, se puede ver que líms_oo [diag {sni , ..., s""*} W(s)] es una matriz bipropia diagonal
constante diferente de cero no singular, por lo tanto el compensador C(s) es unamatriz bipropia.

Sea Ñ(s), D(s) una factorización coprima derecha de (A,B,In). Entonces, para probar si C(s)
es realizable por retroalimentación de estado se utiliza el lema 2.3, en el cual C(s) debe de ser

bipropia y que C~x(s)D(s) debe de ser una matriz polinomial. Entonces como se demostró ante
riormente que C(s) es bipropia, ahora demostraremos que C~x(s)D(s) es una matriz polinomial.
Para hacer esto último se tiene que

T(s)C(s) = CÑ(s)D-x(s)C(s) = W(s),

entonces

C~x(s)D(s) = W-x(s)N(s) =

ai (a)

fcl«l(s)

Om(s)

•m(s.

N(s)

donde N(s) = CÑ(s). Ya que z¿(s) es el máximo común divisor mónico de todas las entradas

en la i-ésima fila de N(s), entonces se puede ver que C~x(s)D(s) es una matriz polinomial, y

esto implica que el compensador C(s) es realizable por retroalimentación
de estado.
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Para ver que ninguna otra matriz no contenida en (4.4), puede ser la función de transferen

cia del sistema desacoplado en lazo cerrado, se cumple que la retroalimentación de estado no

puede introducir ceros finitos, y además ningún otro polinomio diferente de Zi(s) (no consideran

do posibles cancelaciones entre z¿(s) y üí(s)), el cual contiene los ceros invariantes por filas del

sistema, puede aparecer como numeradores en (4.4). Alternativamente, el compensador corres

pondiente para obtener una matriz no contenida en (4.4) no es realizable por retroalimentación

de estado. ■

El teorema previo caracteriza completamente el conjunto de todas las matrices que pueden

ser obtenidas como función de transferencia para el sistema desacoplado en lazo cerrado. Esta

caracterización también da todo el conjunto posible de polos y ceros finitos para un sistema

desacoplado en lazo cerrado.

De estos ceros, existen algunos que tienen que eliminarse para poder desacoplar al sistema,

ubicando algunos polos en estos ceros para cancelarlos, a estos polos se les conoce como polos fijos
de desacoplamiento, en cambio hay otros que no es necesario eliminarlos. Entonces, el conjunto

de polos fijos de desacoplamiento del sistema está dado por el siguiente teorema.

Teorema 4.2 Los polos fijos de desacoplamiento del sistema corresponden a las raíces del poli

nomio
n+m

n ^s)

6(8) := -^ (4.7)

n *i(»)
»=i

donde ei(s),...,en+m(s) son los polinomios invariantes de P(s), y Zi(s) es el último polinomio

invariante de Pi(s), i = í,...,m.

Prueba. El conjunto de los ceros invariantes de (A, B, C) son las raíces de los polinomios

e¡(s), y es evidente de (4.4) que los únicos valores de frecuencia que pueden ser ceros finitos

del sistema desacoplado en lazo cerrado son las raíces de los polinomios Zi(s). Si 6(s) no es la

unidad, entonces algunos de los polos del sistema (los polos fijos de desacoplamiento) deben ser

asignados en las posiciones de las raíces de 5(s) produciendo cancelaciones con ceros invariantes

del sistema. Notar que S(s) es un polinomio dado que Zi(s) está contenido en £i(s). ■

Del resultado previo, se puede ver que los polos fijos de desacoplamiento corresponden a

los ceros invariantes los cuales no son ceros invariantes por filas del sistema. Es importante

notar también que no hay polos fijos de desacoplamiento (todos los polos del sistema pueden ser

asignados) si el sistema no tiene ceros invariantes, ó si todos los ceros invariantes (incluyendo

multiplicidades) son también ceros invariantes por filas del sistema.

Corolario 4.1 A partir del Teorema 4-2, se deduce que el número de polos los cuales pueden
ser arbitrariamente asignados al desacoplar al sistema es igual a

n
—

degó(s),

donde n es el orden del sistema y 8(s) es dado por (4-7).
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Prueba. Es obvia de lo comentado anteriormente. ■

Otro aspecto importante acerca de la retroalimentación de estado que desacopla al sistema

es, que al elegir una función de transferencia particular del conjunto (4.4), digamos Wi(s), la

retroalimentación de estado correspondiente que produce Wi(s) es única cuando el sistema es

controlable. Pero antes se presenta el siguiente resultado.

Lema 4.2 El sistema (A, B, C) es controlable si y sólo si no existe un vector constante q dife

rente de cero tal que

q(sl - A)~XB = 0. (4.8)

Prueba. Sea la siguiente igualdad

(si-A)-*-] I-
A A2 An~x

Ahora por contradicción se supone que existe una q ^ 0 tal que q(sl
— A) XB = 0 para todo

valor de s, por lo tanto se tiene

/+- +
A2

+ ...

%n-l

.n—1
+ ... B = 0

de donde

1
'

AB A2B
B+ + ^- +

tn— 1
B

en— 1
+ ...

de lo anterior, tenemos entonces que

q[B AB A2B ..

dn-lp 1 _B ] =0

en donde [ B AB A2B ... An~xB ] es la matriz de controlabilidad del sistema. Entonces

como q ,¿ 0 para que se cumpla la anterior igualdad la matriz de controlabilidad no debería ser

de rango pleno, pero esto contradice a la condición de que el sistema (A, B, C) es controlable,

por lo tanto no existe un vector constante q =¿ 0 que sea solución a (4.8). ■

Con el lema anterior, ahora se puede proponer el siguiente teorema.

Teorema 4.3 Sea un sistema (A,B,C) desacoplable, y sea W\(s) una matriz particular del

conjunto (4-4)- Entonces, la retroalimentación de estado (F,G) que produce Wi(s) como función

de transferencia del sistema desacoplado en lazo cerrado es única, si y sólo si el sistema es

controlable.

Prueba. (Si)
Sea el compensador C(s) = T~x(s)Wi(s), el cual se puede descomponer como

C(s) = C0 + C(s)

donde C0 es una matriz constante, y C(s) es la parte estrictamente propia
de C(s).

(4.9)
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Entonces, de C(s) = [/ - F(sl - A) XB] XG, y dado que F(sl - A) XB es estrictamente

propia, la matriz G es única y está dada por

G = lím C(s) = C0. (4.10)
s—*oo

Ya que el sistema es desacoplable para Wi(s), entonces existe una matriz constante F tal que

F(sl - A)~XB = Im- GW¡-x(s)T(s)

donde G esta dado por (4.10).
Si el sistema es controlable, por el lema 4.2 la matriz (si — A)~XB no tiene kernel izquierdo

constante diferente de cero, por lo que la matriz F es única.

(Solo si)
Ya que se cumple que dada una retroalimentación de estado (F, G) que produce Wi(s) como

la función de transferencia del sistema desacoplado en lazo cerrado es única, se tiene que no

existe una matriz constante F diferente de cero tal que

F(sl - A)~XB = 0,

por lo tanto por el lema 4.2 se concluye que (A, B) es controlable.

(4.11)

La retroalimentación de estado (F, G) que desacopla al sistema (A, B, C), puede ser obtenida

aplicando el lema 2.5 del capítulo 2. Esto es, obteniendo la base mínima del kernel izquierdo de

la matriz

H(s)
(si - A)'1 BC(s)

C(s)

4.2.1. Ejemplo

A continuación se presenta un ejemplo, con el cual se pretende ilustrar los resultados de esta

sección.

Ejemplo 4.1 Sea un sistema (A, B, C) controlable dado por

A =

C =

con función de transferencia

-2 3 0-11

10 0 0 0

-2 -1-13 5

0 0 10 0

0 0 0 10

0 1 0-1-1

1-10 0 0

T(s)

B =

r o i i

0 0

-i i

0 0

0 0
_

(s-2)(s+2)
U

s-1 s+l

(s-2)(s+2)3 (3+2p
_
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Los ordenes de los ceros al infinito por filas son

ni = 2, n2 1,

los cuales coinciden con los ordenes de los ceros al infinito, entonces por (3.3) el sistema es

desacoplable.
Los ceros invariantes globales y por filas se obtienen de la forma de Smith de P(s) y Pi(s)

respectivamente, y son igual a los siguientes polinomios:

zi(s) = 1, z2(s) = s
-

1,

d(s) =
...
= e6(s) = 1, e7(s) = (s + l)(s- 1),

por lo tanto los polos fijos de desacoplamiento se obtienen de:

6(8) =
(s + l)(s-l)
s-1

= s + l.

Entonces, el conjunto de matrices que pueden ser obtenidas como función de transferencia del

sistema desacoplado en lazo cerrado está dado por

W(s) =
(a+Ol)(«+Q2)

o

o

fc2(s-l)

(3+035(3+04)

(4.12)

donde ai para i = 1,2,3,4, son polos que se ubican en cualquier posición. Existe un polo fijo de

desacoplamiento en s =
— 1; esto es, el cero invariante del sistema s = — 1 tiene que ser cance

lado para poder desacoplar al sistema, mientras que no es necesario cancelar el cero invariante

s = 1 . Observe que s = 1 es un cero invariante global y por fila del sistema, que no se ve en

la función de transferencia, dado que el sistema no es observable; por lo tanto, este cero puede

aparecer en W(s) usando retroalimentación de estado.

Ahora, si se propone un sistema internamente estable con polos ai ubicados en ai = 1, a2 = 2,

Q3
= 2 y ai

= 2, se obtiene la siguiente función de transferencia desacoplada en lazo cerrado

del conjunto (4-12)

Wi(s) =

entonces aplicando el lema 2.5 del capítulo 2, se calcula la retroalimentación de estado que genera

a W\(s) mediante la base mínima del kernel izquierdo de la matriz

(si
-

Af1 BC(s)
C(s)

1
0

(s+l)(s+2)

0
s-1

(s+2)'¿ ]

H(s)

en donde el compensador está dado por

C(s) = T~x(s)Wi(s)
■

s2 - 4 0
1

0
(s+l)(s+2)

-s+l 4s+s2+4
L s+l s+l J

0
s-1

(*+2)2 J

[ t? 0
s+l

-s+l s-1

. 5s+4s2+s3+2 s+l
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y se descompone como

C(s) = C0 + C

1 O
'

O 1

3±t(*-2)-1

-s+l

L 5s+4s2+s3+2
i=I-l
s+l

x

Entones G es

G = C0 =

Ahora se puede obtener H(s) tal como

1 O

O 1

H(s) =

O

O

43+32+4

. .
4s+s2+4

s2 i
—3s2—s3 s2

-

28s+38s2+25s3+8s4+s5+8
+

20s+18í2+7s3+s4+8 8s+5s2+s3+4

-

28s+38s2+25s3+8s4+ss+8
+

20s+18s2+7s3+s«+8 8s+5s2+s3+4
—s—3 I 1

20s+18s2+7s3+s4+8 28s+38s2+25s3+8s4+s5+8 8s+5s2+s3+4

¿(*-2)-l O

s+l

5s+4s2+s3+2 s+l
l

en donde su kernel izquierdo es

1 -s O O OOO

0 0 1 -s O O O

0 0 O 1 -s O O

3 6 -3-9-6 10

2 7 0-1101

Entonces, la retroalimentación de estado estática es

F=-E~XX'

en donde Em es la identidad y X' es

X' =

roo]
0 0

H(s) = 0 0

0 0

0 0

3 6-3-9 -6

2 7 0-11

por lo tanto en éste caso F = —X'

F
-3-6 3 9 6

-2-7 0 1 -1

Por lo tanto como el sistema es controlable F y G son únicas, esto es por el teorema 4-3-
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Capítulo 5

Transformación a la forma

semicanónica de Morse

Uno de los objetivos de esta tesis es el desacoplamiento no regular de los sistemas decalados y
el caso general, pero debido a la complejidad que existe en estos problemas cuando se modifica la

estructura al infinito del sistema al utilizar una retroalimentación de estado no regular, se propuso

por facilidad en el análisis del problema, que el sistema se encuentre en la forma semicanónica

de Morse. Por lo tanto, es importante saber como llevar cualquier sistema a esta forma.

En este capítulo se presenta un procedimiento para obtener un elemento del grupo de trans

formación, que lleva un sistema lineal multivariable en su representación en espacio de estado

(A, B, C) a su forma semicanónica de Morse. El grupo de transformación incluye retroalimenta

ción de estado, permutación de salidas, cambio de base en estados y salidas.

El capítulo se encuentra organizado de la siguiente forma:

En la sección 5.1, se explica porque son importantes las formas canónicas y porque el

conocimiento del grupo de transformación que lleva un sistema (A, B, C) a una forma canónica,
es fundamental en problemas prácticos.

Luego en la sección 5.2, se presenta la metodología para encontrar una retroalimentación de

estado (F), una permutación de salidas (II), una matriz de cambio de base en los estados (T)
y en las entradas (G), tal que el sistema en lazo cerrado (.4 + BF,BG,UC) para un sistema

(A, B, C), esté en su forma semicanónica de Morse. La investigación presentada en esta sección

dio origen al artículo [25] . Al final de esta sección se presenta un ejemplo en el cual se muestra

como se aplica la metodología propuesta.

En la sección 5.3, se presenta una extensión del resultado presentado en la sección 5.2 para

sistemas con mayor número de entradas que de salidas. La investigación presentada en esta

sección dio origen al artículo [24]. Finalmente, se presenta un ejemplo en el cual se aplica la

metodología propuesta.

45
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5.1. Introducción

Debido a la complejidad que existe en los problemas relacionados a la modificación de la

estructura de un sistema multivariable cuando se utiliza retroalimentación de estado no regular,
es muy común en el proceso de análisis considerar que el sistema se encuentra en la forma

semicanónica de Morse. Aunque la forma semicanónica de Morse y sus propiedades están bien

establecidas en la teoría, el problema de calcular un elemento del grupo de transformación que

lleva un sistema (A, B,C) a la forma semicanónica de Morse, no ha sido tratado hasta donde

sabemos. Herrera en [9], describe como pasar a la forma semicanónica de Morse para un sistema

a partir del interactor extendido del sistema. Pero, este procedimiento se vuelve muy complicado

para sistemas con más de dos salidas y nunca se obtiene el grupo de transformación.

El conocimiento del grupo de transformación es fundamental en problemas prácticos, por

ejemplo cuando se tiene un sistema (A, B, C) y su forma semicanónica de Morse es (A3, B3, C3),
entonces si se aplica un esquema de control que resuelva un problema particular en (As, B3,CS),
este esquema de control no puede ser aplicado directamente al sistema (A, B, C), de ahí la

importancia de conocer el grupo de transformación que lleva de un sistema a otro.

Las formas canónicas relacionadas con los sistemas lineales multivariables son ampliamente

utilizadas, debido a las propiedades estructurales de (A, B, C) que pueden ser desplegadas en

ellas. La estructura del sistema, la cual es invariante bajo un grupo de transformación, es funda

mental en el análisis de un sistema y para el diseño de una ley de control adecuada, ya que con

esta información se resumen las características del sistema, y en función de estas propiedades
estructurales se dan las condiciones para la existencia de la solución de un número importante
de problemas en control.

En la sección 5.2 se presenta un procedimiento para calcular un grupo de transformación, el

cual lleva una representación en espacio de estado de un sistema lineal multivariable a su forma

semicanónica de Morse. El grupo de transformación está conformado por una retroalimentación

de estado, permutación de salidas, cambio de base en estados y entradas. El sistema se supone

que es invertible por la derecha, controlable, no tiene ceros finitos y que la lista I2 de Morse es

igual a cero; esto es, se consideran sistemas con el mismo número de entradas que de salidas.

En la sección 5.3 se presenta una extensión al método presentado en la sección 5.2, solo que
ahora se considera que la lista I2 puede ser diferente de cero.

5.2. Planteamiento del método para 72 = 0

Para un sistema lineal multivariable en su representación en espacio de estado (A, B, C),
invertible por la derecha (esto es I3 = 0) y sin ceros finitos (esto es h = 0), se dará una

metodología para encontrar un elemento del grupo de transformación (II, T, F, G), el cual lleva
al sistema (A, B, C) a su forma semicanónica de Morse. El método propuesto es para el caso

de sistemas que tienen el mismo número de entradas que de salidas (esto es I2 = 0), también

llamados sistemas cuadrados. El caso con más entradas que de salidas será abordado en la sección

5.3.
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La idea básica del método, después de definir una permutación adecuada de las salidas II, es

encontrar una retroalimentación de estado (F) y un cambio de base en la entrada (G), tal que
el sistema en lazo cerrado (A+ BF, BG, UC), tenga como función de transferencia la inversa del

interactor $-1(s). El cambio de base de estado T está definido en función de la información del

sistema en lazo cerrado y los ordenes de los ceros al infinito.

Permutación de salidas II

Dado un sistema (A, B, C), invertible por la derecha y sin ceros finitos, la acción II puede

ser considerada como una permutación de las salidas del sistema tal que las filas de la matriz

de transferencia resultante, estén acomodadas en orden no decreciente de acuerdo a los ordenes

de los ceros al infinito globales del sistema.

El procedimiento para ordenar los ceros al infinito globales del sistema, consta de dos etapas,

primero mediante una matriz de permutación de salidas I Ij se ordenan los ceros al infinito por

filas, con esto se asegura que los ceros al infinito globales estén sobre la diagonal del interactor

del sistema (A, B, üiC), aunque no necesariamente ordenados de forma no decreciente. Después
mediante otra matriz de permutación 1I2 se ordenan de forma no decreciente los ceros al infinito

globales del interactor del sistema (A,B,U2IíiC).

Así que, para ordenar los ceros al infinito por filas, la matriz ui puede ser obtenida por

inspección de tal forma que

T~i<ni+i, i = l,...,p-l,

donde n< son los ceros al infinito por filas del sistema (A,B,U.iC).

Una vez que se ordenaron los ceros al infinito por filas, se obtiene otra matriz de permutación
de salidas II2 por inspección, tal que en el interactor del sistema (A, B ,IÍ2IliC) los ceros al

infinito globales aparezcan ordenados en la diagonal de la siguiente forma

ní^ní+i> ¿ = 1, ..., j) - 1,

donde n\ son los ceros al infinito globales del sistema (A,B,U2T.iC).

Por lo tanto la matriz de permutación de salidas

n = n2ni,

ordena los ceros al infinito globales de la matriz de transferencia resultante.

Retroalimentación de estado F y cambio de base en la entrada G

Las matrices de retroalimentación de estado F y cambio de base en la entrada G, se obtienen

al considerar el problema de encontrar una retroalimentación de estado estática u(t) = Fx(t) +

Gv(t), tal que la función de transferencia del sistema en lazo cerrado (A + BF, BG, TIC) es

la inversa del interactor 4>_1(s). Las matrices (F,G) califican como elementos del grupo de

transformación que lleva al sistema (A, B, C) a la forma semicanónica de Morse, debido a que

la función de transferencia de un sistema en la forma semicanónica de Morse (Aa, B3, C3) es

la inversa del interactor de (AS,B3,C3). Por supuesto al contrario no es cierto, esto es, si una
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matriz con la propiedad de $ x(s) es la función de transferencia de un sistema, esto no significa
que la descripción del sistema (A, B,C) esta en la semicanónica de Morse.

La función de transferencia de un sistema en lazo cerrado (A + BF, BG,UC) está dada por

Tfg(s) = UC(sIn-A-BF)-xBG (5-1)

= UC(sIn - A)-lB[Im - F(sln - A)-xB]-xG.

Sea C(s) una. matriz bipropia tal que

TFG(s) = nC(sIn
- A)-xBC(s) = $-l(s) (5.2)

donde $_1(s) es la inversa del interactor del sistema (A,B,UC).

Entonces, de (5.1) y (5.2), se puede ver que se tiene que encontrar las matrices (F, G) tales

que

C(S) = [Im-F(sIn-A)-1B)-lG, (5.3)

en donde, en [29] se demuestra que siempre existen las matrices F y G tales que el compen

sador C(s) es realizable estáticamente, debido a que cumple con ser bipropio y que el producto

C~x{s)D(s) es polinomial (donde D(s), es una factorización coprima derecha de la función de

transferencia T(s) = N{s)D~x(s)).

Un método para encontrar (F,G) en el caso regular y no regular, es considerando el problema
de la realizabilidad de compensadores dinámicos [10] (ver capítulo 2). Para esto, se tiene que

de (5.2), la matriz C(s) puede ser considerada como un compensador bipropio actuando sobre

la función de transferencia del sistema (A,B,UC), y si existe (F,G) tal que se cumple (5.3),
entonces se puede decir que C(s) es realizable por retroalimentación de estado. Para calcular

(F, G), se puede aplicar el lema 2.5 del capítulo 2, esto es, obteniendo la base mínima del kernel

izquierdo, por ejemplo [ X' Em ] , de la matriz

ff(^_\(sI-A)-1BC(s)
()~[ C(s)

en donde C(s) es la parte estrictamente propia del compensador C(s), X' es una matriz constante

y Em es una matriz constante no singular. Por lo tanto de la base mínima del kernel izquierdo

de H(s), se obtiene que la retroalimentación de estado (F,G) que realiza al compensador C(s),
está dada por

F = -E-'X'

G = Q,

en donde ésta solución es única para sistemas con el mismo número de entradas que
de salidas.

Matriz de cambio de base de estado T
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en donde los í¿ para i = 1,...,8 son constantes posiblemente diferentes de cero, además T(s)
tiene los siguientes ceros al infinito globales n[ = 1, n2

= 3 y n'3 = 5.

Se define la siguiente matriz

T= [ bi Á%2 Ah b2 I463 Á% A2b3 Ab3 b3 ]

entonces lo que se quiere demostrar es que utilizando el cambio de base T se obtienen las

siguientes matrices

A = T~XÁT =

*

o

o

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

ooooo

ooooo

ooooo

ooooo

* o o

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

B = T~XB =

a
o

o

o

o

o

o

o

o

o

CT

(T) ooo

1 o o

ooooo

ooooo

o o 10 0 0 0

donde los elementos "*"son posiblemente diferentes de cero.

Como B tiene la forma

se sustituye en

B — I h b_ 63 I

TB =

[ bi A2b2 Ab2 b2 A4b3 A% A% Áb3 b3 ] B
=

B

I 61 62 b3 J
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entonces B es de la forma

B =

E 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

en donde B = B3, y está en la forma semicanónica de Morse.

Para demostrar la forma que tiene A = T~XAT se despeja de la siguiente manera TA = AT, en

donde

AT = \ Mi 1% I2&2 Ain A5b3 Á4b3 Á% Á% Ab3 ]

entonces de la forma de AT se puede deducir del producto TA que A tiene la siguiente forma

A =

* * 0 0 * 0 0 0 0

* * 1 0 * 0 0 0 0

* * 0 1 * 0 0 0 0

* * 0 0 * 0 0 0 0

* * 0 0 * 1 0 0 0

* * 0 0 * 0 1 0 0

* * 0 0 * 0 0 1 0

* * 0 0 * 0 0 0 1

* * 0 0 * 0 0 0 0

Ah Á3b.Á2b2 Ab. ÁHzA^ÁHiM^ Ab3

en donde los "*"son elementos posiblemente diferentes de cero.

Dado que la función de transferencia se puede expander en sus parámetros de Markov como

(5.8)T(s) = C(sl-A) lB

= CBs~x + CABs~2 + CA2Bs~3 + CA3Bs~'1 + CA^Bs^,

entonces para las formas anteriores de Ay B, se obtiene por los grados de la función de trans

ferencia que

\\\ 0 0 0 ooooo

h 1 0 0 ooooo

t3 t-i 0 0 10 0 0 0

En la primer columna se encuentran los coeficientes asiciados as 1, en la segunda columna los

coeficientes asociados a s-3 y en la quinta columna los coeficientes asociados a s-5 Entonces
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C = C3 y se encuentra en la forma semicanónica de Morse.

Para los elementos restantes de la matriz A se parte de (5.8), entonces

c3~M3 = 0

donde c3 y b3 representan la tercera fila de C y la tercera columna de B respectivamente.

Sustituyendo

[ t3 t7 0 0 1 0 0 0 0 ]

* * 0 0 a 0 0 0 0

* * 1 0 b 0 0 0 0

* * 0 1 c 0 0 0 0

* * 0 0 d 0 0 0 0

* * 0 0 e 1 0 0 0

* * 0 0 f 0 1 0 0

* * 0 0 9 0 0 1 0

* * 0 0 h 0 0 0 1

* * 0 0 3 0 0 0 0

= 0

en donde

[ í3 í7 0 0 1 0 0 0 0 ]

por lo tanto a
= 0, 6 = 0 y e = 0. Ahora calculando

a

b

c

d

e

f

9

h

L 3

= 0

C3

[ í3 í7 o 0 1 0 0 0 0 ]

A%3

0

c

d

0

/

9

h

3

0

= 0

= 0

en donde c = 0 y / = 0.

Continuando de manera análoga la columna 5 de A es igual a cero.
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Para la columna 2 de A

C3i43&2 =[í3<7 00 10000]

* Ol 0 0 0 0 0 0 0

* bi 1 0 0 0 0 0 0

* Cl 0 1 0 0 0 0 0

* di 0 0 0 0 0 0 0

* ei 0 0 0 1 0 0 0

* h 0 0 0 0 1 0 0

* 9\ 0 0 0 0 0 1 0

* hi 0 0 0 0 0 0 1

* ii 0 0 0 0 0 0 0

en donde C3 es la fila 3 de C. Considerando que en la función de transferencia

(3, 2) está tgs~4, entonces

[ t3 t7 0 0 1 0 0 0 0 ]

"

ai

'

0

h 0

Cl 0

di 0

ei = ts

h 0

91 0

hi 0

. h . .

0
.

por lo tanto ai = 0, a2 = 0 y ei = tg.

Dado que

c3>l462 = 0

[ í3 t7 0 0 1 0 0 0 0 ]

'

0
■ "

0
"

Cl 0

di 0

0 0

/i = 0

51 0

hi 0

ii 0

.

0
.

0
.
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por lo tanto ci = 0 y /i = 0. Ahora calculando

c3A5b2 = 0

[ í3 í7 0 0 1 0 0 0 0 ]

'

0
"

"

0
"

di 0

0 0

0 0

9i
= 0

hi 0

ii 0

0 0

.

0
.

0
.

por lo tanto di = 0 y <?i
= 0. Después con c3A%2

columna de A es

0

0

0

0

h

o

o

o

o

0 y C3i47¿>2 = 0 se deduce que la segunda

Finalmente para obtener la columna 1 de A, se obtiene de la primer fila de ci

a2 00000000

b2 01000000

c2 00100000

d2 00000000

[100000000] e2í8 0001000

f2 00000100

52 00000010

h2 00000001

i2 00000000

que a2 = 0. Luego se considera que en la función de transferencia en el elemento (2, 1) está

Í2S-2, entonces de la segunda fila de C2

■

1
' "

0
"

0 0

0 0

0 0

0 = 0

0 0

0 0

0 0

. 0. .

0
.

[ti 1 ooooooo]

0 0 0 0 0 0 0 0 0

b2 0 1 0 0 0 0 0 0

C2 0 0 1 0 0 0 0 0

d2 0 0 0 0 0 0 0 0

e2 ts 0 0 0 1 0 0 0

h 0 0 0 0 0 1 0 0

92 0 0 0 0 0 0 1 0

h2 0 0 0 0 0 0 0 1

h 0 0 0 0 0 0 0 0

■

1
"

o
■

0 «2

0 0

0 0

0 = 0

0 0

0 0

0 0

.

0
. .

0
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se obtiene que 62 = t2. Ahora de la fila 3 de C, se considera que en la función de transferencia

en el elemento (3, 1) está Us~2, entonces de

c3Abi = [ t3 t7 0 0 10 0 0 0]

"

0 0 0 0 0 0 0 0 0"
■

1

t2 0 10 0 0 0 0 0 0

c2 0 0 10 0 0 0 0 0

d2 0 ooooooo 0

e2 ts 0 0 0 10 0 0 0

h 0 0 0 0 0 10 0 0

92 0 0 0 0 0 0 10 0

h2 0 0 0 0 0 0 0 1 0

. ¿2 0 ooooooo. .

0

o

¿2

0

o

Í4
—

t2t7

o

o

o

o

se obtiene que e2 = £4
—

t2t7. Ahora continuando con el elemento de la función de transferencia

Í5S ,
se obtiene de

c3A2h = [í3í7 0010000] í4

0

c2

d2

0

h + t2tg

92

h2

Í2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
" 0 "

1

Í2 0 1 0 0 0 0 0 0 0

c2 0 0 1 0 0 0 0 0 0

d2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-t2t7 ¿8 0 0 0 1 0 0 0 0

h 0 0 0 0 0 1 0 0 0

92 0 0 0 0 0 0 1 0 0

h2 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Í2 0 0 0 0 0 0 0 0
. .

0

que C2
= 0 y f2 = Í5

—

t2tg. Luego para el elemento de la función de transferencia t$s 4, se
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obtiene de

c3^36i = [t3 t7 0010000]

0

ek
o

o

92

h2

Í2

0

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Í2 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

d2 0 0 0 0 0 0 0 0

tu
—

t2t7 h 0 0 0 1 0 0 0

Í5
—

t2tg 0 0 0 0 0 1 0 0

92 0 0 0 0 0 0 1 0

h2 0 0 0 0 0 0 0 1

12 00000000

que d2 = 0 y g2
= t§. Después con c3A4bi = 0 y C3.A5¿i = 0 se deduce que la primer columna de

A3 es

0

Í2

0

o

ti
—

t2t7

Í5
—

t2tg

te

0

o

en donde h2 = 0 e i2 = 0.

Por lo tanto la forma final de (A, B, C) es

0
t2

0

0

A =

ti
—

t2t7

Í5
—

t2tg

Í6

0

o

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

ta o o

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

ooooo

ooooo

ooooo

ooooo

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0
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ra 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

B =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

m 0 0 0 ooooo

h 1 0 0 ooooo

Í3 tr. 0 0 10 0 0 0

c =

en donde (A, B, C) = (A3, Bs, Cs) y está en la forma semicanónica de Morse. ■

El siguiente ejemplo ilustra el método para encontrar el grupo de transformación que lleva

un sistema lineal multivariable (A, B, C) a su forma semicanónica de Morse (A3, B3, Ca).

5.2.1. Ejemplo

Sea el siguiente sistema:

A =

0 1 0 0 -1 0

15 2 7 3 -3 1

0 -2 1 1 2 0

1 1 0 -1 4 -1

-1 1 -1 0 -1 0

-3 0 -1

'

0

-2

1

0
"

0

-5 1

B =

0

0

0

0

0

1

0

-1

í ° () 0 1 -5í 1

0 () 0 1 0 1

Este sistema no tiene ceros finitos y las listas I2 e Ii de Morse son:

72 = {0} /4 = {2,4}.

La función de transferencia del sistema (A, B, C) es:

H(s) =

2a4+2s3-2s2-2s+6 -s3-lla2-16s+l
s6-2s5-a4+5s3-45s2-46s+4 s6-2s5-s4+5s3-45s2-46s+4

-2a4+2s3-2a2+2s+10
s« -2s6 -a*+5a3 -45s2 -46s+4

s3+7s2+4s-l
s« -2s5 -s4+5s3 -45s2 -46s+4
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y su interactor es

*(*) =

Debido a que los ordenes de los ceros al infinito por filas de la función de transferencia H(s)
de (A, B, C) son m = 2 y n2

= 2, y los ordenes de los ceros al infinito globales están en forma no

decreciente entonces de acuerdo al método propuesto la matriz de permutación II es la identidad.

Ahora se busca una matriz bipropia tal que lleve a la matriz de transferencia a la inversa

del interactor

H(s)C(s) = #-»

Despejando

C(s) = H-1(s)^-1(s)

s3-5s2-16s+l -s3-lls2-16a+l
2? 4s*

-2a3+s2+5a-3 -a*-a3+a2+a-3
^ 2F^

—

Ahora aplicando el lema 2.5 del capítulo 2, se calcula la retroalimentación de estado que

realiza a C(s) mediante la base mínima del kernel izquierdo de la matriz

H(s) =
(sí
- A)~x BC(s)
C(s)

en donde el compensador se puede escribir como

C(s) = C0 + C

=

r i

2

-2

0

i

2 .

+

a3-5s2-16s+l 1

2s3 2

-2s3+s2+5s-3 , n

a3 T *

-s3-lls2-16s+l
4a4

-ai-a3+a2+a-3 , 1

2a*
T 2

G es

G = C0 \ 0,
-2 -¡
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Ahora se puede obtener H(s) como

H(8) =

i

-a2-a+l

1

-82+ l
2a4

1

~2?

-a-1

1^-

-a+1

2a2 -a+2
T3"

-5a2 -16a+l
2a3

a2+5a-3
^3

1

2?

a3+a2+2
2a*^

-a3-lla2-16a+l
4?

-a3+a2+a-3
2i^

la base mínima del kernel izquierdo es

—

s

0

1

-2

16

1

1 0

-2 1-s

-1 1

1 -1

3 7

3 -1

0

1

0

—

s

2

-2

-1

2

1 + 8

-1

-4

2

0

0

0

—s

1

-1

0 0 1 roo]
0 0 0 0

0 0

0 0
H(s) =

0 0

0 0

-2 0 0 0

0 1 .0 0

De las dos últimas filas se obtienen las siguientes matrices

Em —

y

-2 0

0 1

x' =
16 3 7 2-4 1

13-1-2 2 -1

Por lo tanto la retroalimentación de estado es

-E~XX' =

G =

Aplicando la retroalimentación de estado (F,G) para obtener el sistema en

(A, B, C), tenemos

A = A + BF =

r a 3 7
8

2 2

-1 -3 1

r * «i
-2 -1

m

¿
2 J

ado (F,G) p

0 1 0

-1 -1 0

0 -2 1

0 -2 1

-1 1 -1

-2 3 -2

-2

-2

0 -1 0 ]
1 1 0

1 2 0

1 2 0

0 -1 0

-1 -3 0
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B = BG =

C = C

0

-1

0

-2

0

2

0 0 0 1

0 0 0 1

o

o

o
1

2

o

1

2

-2 1

Calculando la matriz de controlabilidad de (As, BS,C3), se tiene

C(Á,B) =

0

-1

0

-2

0

2

0

0

0

1

2

0

1

2

-1

-1

0

o

-1

-1

1

2

o

o

o

o

o

oooooo

o ¿ o o o o

oooooo

oooooo

o i o o o o

0 10 0 0 0

Ahora, la matriz de cambio de base es:

T = [Abi bi Aób2 A% Ab2 62]

-1 0 0
1

2
0 0

-1 -1
1

2
0

1

i
1
2

0

0 0 0 0 0

0 -2 0 0 __

-1 0 1
2

0 0 0'
-1 2 1 0

1

0

1
0

Aplicando T al sistema (Á, B, C) se obtiene el nuevo sistema (A3 , Ba, C3)

T~XAT ■■

0 10 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 0 0 10 0

0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 1

oooooo

Bs = T~XB =

r 0 0 1

1 0

0 0

0 0

0 0

.

0 1
.

Cs = CT =

1 ooooo

-10 10 0 0

Se puede ver que (A3, B3,CS) está en la forma semicanónica de Morse.
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5.3. Extensión para el caso en que I2 ^ 0

Esta sección es una extensión a la metodología propuesta en la sección 5.2; esto es, en esta

parte se presenta un procedimiento para obtener un elemento del grupo de transformación, que

lleva un sistema lineal multivariable no cuadrado en su representación en espacio de estado

(A, B, C) a su forma semicanónica de Morse. El grupo de transformación incluye retroalimenta

ción de estado, permutación de salidas, cambio de base en estados y salidas.

Antes de proponer la metodología para llevar un sistema (A, B, C) a su forma semicanónica

de Morse, considerando que la lista I2 de Morse puede ser diferente de cero, es necesario revisar

a continuación algunos resultados previos acerca de la solución constante de una ecuación dio-

phantina particular, del sistema extendido y de la realizabilidad estática del compensador para
el sistema extendido y el sistema original.

En el siguiente lema se presenta un resultado de Kucera y de Zagalak [17], sobre la solución

constante de una ecuación diophantina particular.

Lema 5.1 Sea (N,D) una factorización coprima derecha asociada a un sistema controlable

(A,B) y M e Rmxm(s). En donde D(s) es reducida por columnas. Entonces existen matrices

constantes X 6 Rmxm y Y € Rmxn, con X no singular, tal que

XD(s) + YN(s) = M(s) (5.9)

si y solo si M(s) es reducida por columnas y deg^M(s) = degc¿D(s). Si la solución existe,

entonces XyY son únicas.

Prueba. La prueba de la existencia de las matrices (X, Y) se encuentra en [17], y la prueba
de la unicidad de (X, Y) se encuentra en el siguiente resultado de Herrera [10]. ■

El resultado del lema anterior, será importante para demostrar más adelante que para un

sistema (A,B,C), que no se encuentre en la forma semicanónica de Morse, se podrá encontrar

su sistema extendido únicamente agregando m
—

p salidas ficticias, sin afectar las matrices A y

B.

En el planteamiento de la metodología que se presentará en la sección 5.3.1, se utiliza el

sistema extendido de manera auxiliar para encontrar un elemento del grupo de transformación

tal que lleve un sistema (A, B, C) a su forma semicanónica de Morse. Por lo tanto, es necesario ver

algunos resultados importantes sobre el sistema extendido que serán utilizados posteriormente.

El sistema extendido para un sistema que se encuentra en la forma semicanónica de Morse

(A3, B3, C3), se obtiene como se vio en la definición 1.1 de la sección 1.7 del capítulo 1, mediante

el uso de un conjunto de m —

p salidas ficticias. Es obvio que el resultado de la definición 1.1

no nos sirve tal cual, ya que en este resultado se considera que el sistema ya se encuentra en la

forma semicanónica de Morse, y el problema que se persigue en este capítulo es el encontrar un

elemento del grupo de transformación, tal que lleve un sistema (A, B, C) a su forma semicanónica

de Morse.
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Entonces, se pretende encontrar el sistema extendido partiendo de un sistema (A, B, C),
que no esté en la forma semicanónica de Morse. Para esto, se define en el lema 5.2, una matriz

Ce con m —

p salidas ficticias; esto es, de manera similar a la definición 1.1 del capítulo 1, tal

que el sistema extendido de un sistema (A, B, C), que no este en la forma semicanónica, sea

(A, B,Ce). Obsérvese que las matrices Ay B no cambian en el sistema extendido, siendo esta

característica, como se verá en la sección 5.3.1, la clave para encontrar la retroalimentación de

estado F y la matriz de cambio de base en la entrada G, tal que llevan un sistema (.A, B, C) a

la forma semicanónica de Morse.

A continuación se presenta en el siguiente lema, como es que se define la matriz Ce, tal que

el sistema extendido de (A, B,C) es (A,B,Ce).

Lema 5.2 Sea cualquier sistema (A, B, C) invertible por la derecha, que no tenga ceros finitos.

Entonces, existe una matriz Ce tal que tiene la siguiente forma

Ce:=
C

Cx

en donde Ci son m
—

p salidas ficticias y el sistema (A, B, Ce) es el sistema extendido de

(A,B,C).

Prueba.

Para demostrar que siempre existe Ce, primeramente recordamos de la sección 1.1 del capítulo

1, que la función de transferencia del sistema extendido esta dada por

Te(s) = K(s)D-x(s).

Entonces se quiere demostrar que en la siguiente ecuación siempre existe Ce

CeNi(s)D-x(s) = Te(s) = K(s)D-x(s)

para esto sumamos y restamos la matriz identidad I en la ecuación anterior, con lo cual se tiene

/ - / + CeNi(s)D-x(s) = K(s)D-x(s)

multiplicando D(s) por la derecha tenemos

D(s)
-

D(s) + CeNi(s) = K(s)

reescribiendo la ecuación previa, se tiene

D(s) + CeNi(s) = K(s) + D(s). (5.10)

Como se debe de cumplir en la ecuación 5.9, que los grados por columnas de D(s) sean iguales a

los de K(s) + D(s), nos podemos dar cuenta que por la condición 1.3 del capítulo 1, la cual dice

que, deg^ K(s) < degci£)(s), los grados por columnas de D(s) son mayores que los de K(s).
Entonces la suma K(s) + D(s) y la matriz D(s) tienen los mismos grados por columnas, ambos

son reducidos por columnas y tienen la misma matriz de coeficientes líderes. Por lo tanto como

la matriz X en la ecuación 5.9 sirve para reacomodar la matriz de coeficientes líderes de D(s)
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para que concuerde con la de M(s) y la matriz YN(s) contiene los elementos de menor grado
tal que se cumpla la igualdad 5.9. En el caso de la ecuación (5.10), la matriz X es la identidad

porque las matrices de coeficientes líderes de D(s) y D(s) + K(s) son las mismas.

Entonces, por el lema 5.1 siempre existe la solución a la ecuación diophantina (5.10), lo que

implica que siempre existe Y = Cey X = I,tal que el sistema (A, B, Ce) es el sistema extendido

de(A,B,C). m

En el lema previo, se demostró que para obtener el sistema extendido de un sistema (A, B, C),
solo es necesario encontrar una nueva matriz Ce, tal que (A, B, Ce) es el sistema extendido de

(A, B,C). El hecho de que A y B no cambien para encontrar el sistema extendido, será la base

para encontrar la matriz de retroalimentación F y la matriz de cambio de base en la entrada G,

que llevan un sistema (.4, B, C) a la forma semicanónica de Morse.

Existe una relación entre un sistema que esté en la forma semicanónica de Morse (A3, B3,C3)

y un sistema (A, B, C) que no lo esté. Esta relación está dada mediante un elemento del grupo

de transformación (T, F, G, U) tal lleva un sistema (A, B, C) al sistema (A3, B3, Cs); esto es

A = T-X(A3 + B3F)T (5.11)

B = T~XB3G

C = UCST,

por lo tanto, también existe una relación entre Cext y Ce de la siguiente forma

Ce = UCea-tT. (5.12)

Entonces como se había dicho anteriormente, para convertir el sistema (A, B, C) a su forma

extendido, es necesario solo encontrar cuanto vale Ce, como en (5.12). En donde la función de

transferencia del sistema extendido es

Te(s) = Ce(sl - A)~XB. (5.13)

Con los resultados vistos en esta sección, se puede hacer en la próxima sección, el planteamien

to formal de la metodología para proponer un elemento del grupo de transformación tal que lleve

el sistema (A, B, C) a la forma semicanónica de Morse.

5.3.1. Planteamiento del método para I2^0

El método propuesto es para el caso de sistemas que tienen más entradas que de salidas

y propone encontrar un elemento del grupo de transformación para el sistema extendido, el

cual es solo un auxiliar peira encontrar grupo de transformación, siendo éste grupo aplicado
directamente al sistema (A, B, C).

En grandes rasgos, el método consiste en definir una permutación adecuada de las salidas II,y

después encuentrar una retroalimentación de estado (F) y un cambio de base en la entrada (G),
tal que el sistema en lazo cerrado (A + BF, BG, lTCe), tenga como función de transferencia la
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inversa del interactor extendido ^¡"1(s). El cambio de base de estado T está definido en función

de la información del sistema en lazo cerrado, los ordenes de los ceros al infinito y la información

de la lista I2 de Morse.

Permutación de salidas II

La forma de obtener la matriz II, es igual que en la sección 5.2.

Retroalimentación de estado F y cambio de base en la entrada G

Para encontrar las matrices de retroalimentación de estado F y cambio de base en la entrada

G, se tiene que considerar el sistema extendido (A, B,Ce), el interactor extendido $e(s) y otra

matriz de permutación ne definida como

tal que se obtenga el sistema (A, B, UeCe), en donde II € Rpxp se obtiene como en la sección

5.2, y la matriz II e R(m-p)x(m-p) se obtiene de forma similar a II como se verá más adelante,

tal que los elementos de la lista I2 estén acomodados en orden no decreciente en la submatriz

diagonal $3(s) del interactor extendido del sistema (A, B, UeCe).

El procedimiento para ordenar la lista I2 de Morse, consta de dos etapas, primero mediante

una matriz de permutación de salidas üei se ordenan los mínimos grados por filas de las últimas

m—p filas de $e(s); definidos como, i¡>í = mín{j : deg0¿J-, parai
=

m—p, ...,m y j = 1, ...,m} tal

que ipi < ipi+i- Con este ordenamiento se asegura que los elementos de la lista I2 estén sobre la

diagonal de $3(s) del interactor extendido del sistema (A,B,UeiCe), aunque no necesariamente

ordenados de forma no decreciente. Después mediante otramatriz de permutación Ile2 se ordenan

de forma no decreciente los elementos de I2; esto es, los elementos de la diagonal de $3(s) del

interactor del sistema (A, B, Ue2UeiCe).

Así que, para obtener ITei se puede hacer por inspección de las últimas m—p filas de Te(s),
de tal forma que

V'¿<V't+i> i = m-p,...,m,

donde ^¿ son los mínimos grados por filas como se habían definido anteriormente.

Una vez con nei, se obtiene otra matriz de permutación de salidas Ue2 por inspección, tal

que los {<ti, ...,am-p) de la lista I2 de Morse, aparezcan ordenados en la diagonal de <&3(s) del

interactor extendido del sistema (A,B,l~le2ñeiCe)i de la siguiente forma

<7¿ < <Ji+i i=l,...,m
—

p

donde los <r¿ son los elementos de la lista I2 de Morse del sistema (A, B, ne2neiCe).

Por lo tanto la matriz de permutación de salidas II está dada como

n = ne2nei,

y ordena los elementos de I2 de la matriz de transferencia resultante.
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Entonces, las matrices de retroalimentación de estado F y cambio de base en la entrada C, se

obtienen al considerar el problema de encontrar una retroalimentación de estado estática u(t) =

Fx(t)+Gv(t), tal que la función de transferencia del sistema en lazo cerrado (A+BF, BG, UeCe)
es la inversa del interactor extendido $7x(s). Las matrices (F, G) califican como elementos del

grupo de transformación que lleva al sistema (A, B, C<¡) a la forma semicanónica de Morse, debido

a que la función de transferencia de un sistema extendido en la forma semicanónica de Morse

(As,B3,C3) es la inversa del interactor extendido de (A3,B8,C3). Por supuesto al contrario no

es cierto, esto es, si una matriz con la propiedad de que $éx(s) es la función de transferencia

de un sistema, esto no significa que la descripción del sistema extendido (A,B,Ce) esta en la

semicanónica de Morse.

La función de transferencia de un sistema extendido en lazo cerrado (A + BF, BG, UeCe)
está dada por

TFG(s) = UeCe(sIn-A-BF)-xBG (5.14)
= neCe(s/n

- A)-xB[Im - F(sln - A)-XB]-XG.

Sea Cej;t(s) una matriz bipropia tal que

TFG(s) = neCe(s/n
-A^BC^s) = $?(a) (5.15)

donde $¿x(s) es la inversa del interactor extendido del sistema (^4, 5,IIeCe).

Entonces, de (5.14) y (5.15), se puede ver que se tiene que encontrar las matrices (F, G) tales

que

Cext(s) = [Im
-

F(sln
- A)-XB}~XG, (5.16)

en donde, se puede verificar que siempre existen las matrices F y G tales que el compensador

Cext(s) es realizable estáticamente [10], debido a que cumple con ser bipropio y que el producto

C¿tf(s)D(s) es polinomial (donde D(s), es una factorización coprima derecha de la función de

transferencia Te(s) = N(s)D~x(s)).

Un método para encontrar (F, G) en el caso regular y no regular, es considerando el problema
de la realizabilidad de compensadores dinámicos [10] (ver capítulo 2). Para esto, se tiene que de

(5.15), la matriz Cext(s) puede ser considerada como un compensador bipropio actuando sobre

la función de transferencia del sistema (A,B,YleCe), y si existe (F,G) tal que se cumple (5.16),
entonces se puede decir que Cext(s) es realizable por retroalimentación de estado. Para calcular

(F, G), se puede aplicar el lema 2.5 del capítulo 2, esto es, obteniendo la base mínima del kernel

izquierdo, por ejemplo [ X' Em ] , de la matriz

U(a\- \ (si
- A)~x BCext(s)

l)"l Cext(s)

en donde Cext(s) es la parte estrictamente propia del compensador Cext(s), X' es una matriz

constante y Em es una matriz constante no singular. Por lo tanto de la base mínima del kernel

izquierdo de H(s), se obtiene que la retroalimentación de estado (F,G) que realiza al compen
sador Cext(s), está dada por

F = -E~XX'

G = C0
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en donde ésta solución es única para sistemas con el mismo número de entradas que de salidas.

Matriz de cambio de base de estado T

Con las matrices (IÍ,F,G), obtenidas en los pasos anteriores del procedimiento, se definen

las siguientes matrices

A = A + BF (5.17)

B = BG

C = UC.

Falta para completar el grupo de transformación la matriz de cambio de base en el estado

T, la cual es definida mediante el siguiente teorema.

Teorema 5.2 Sea (Á,B,C) como (5.17), y se define

T
ÁnZ% ...bi ... Ánp-% ... bp Á^-xbp+i

bp+i ... Á0m-*-lbm ... bm
(5.18)

donde {n\, ..., n'p} son los ordenes de los ceros al infinito del sistema (A, B, C)
2
dados en orden

no decreciente, y bi, i = 1, ...,p, es la i-ésima columna de B. Entonces el sistema (A3,B3,C3) es

A3 = T~XÁT = T-X(A + BF)T (5.19)

B3 = T-XB = T~XBG

C3 = CT = UCT

es la forma semicanónica de Morse del sistema del sistema (A,B,C).

Prueba.

La demostración de este resultado se basa en la representación de las columnas de las matrices

(A3, B3, Cs), en términos de la base formada por las columnas de la matriz T. Esto es, la i-ésima

columna de T~XB es la representación de la i-ésima columna de B3 en la base

f &-% ... bi ... Á"Z% ... bp Á°>-xbp+i ... \
\ bp+i ... Á^-v-lbm ... bm ) (5-20)

y la i-ésima columna de T~XÁT es la representación de la i-ésima columna de As en la base (5.20).

Por simplicidad, mostraremos como se ve esto en un ejemplo particular, siendo el caso gene

ral una extensión de este procedimiento.

Sea un sistema (A, B, C) de orden 8 con cuatro entradas y dos salidas, en donde no se sabe que

forma tienen las matrices (A, B, C) después de haber aplicado las matrices (II, F, G) obtenidas

2
Note que los ordenes de los ceros al infinito del sistema (A,B,C) y (A,B,C) son los mismos, debido a que

(II, F, G) no modifican esta información.
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en los pasos anteriores del procedimiento. Pero si se sabe que la forma general del la función de

transferencia de (Á, B, C) es

T(s) =
tlS~X + t2S~2 S

-2 „-3

0 0 0

0 o

en donde los í¿ para i = 1, 2 son constantes posiblemente diferentes de cero, además se sabe que
la lista I2 = {1,3} y que T(s) tiene los siguientes ceros al infinito globales n\ = 1 y n'2 = 3.

Se sabe también que la forma general de la función de transferencia del sistema extendido

es

Te(s) =

„-l 0 0 o

tis-x+t2s-2 s~3 0 0

0 0 a-1 0

t3s~x + tis-2 0 0 s~3

Se define la siguiente matriz

T = [ bi I262 Ak h. \ A% Ab4 b4 ]
entonces lo que se quiere demostrar es que utilizando el cambio de base T se obtienen las

siguientes matrices

A = T~XAT =

C

*

o

o

B = T~XB =

a
o

o

o

o

o

o

o

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

o

o

o

o

o

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

o

o

o

o

a
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

CT =

[I] 0 0 0

1 0 0

ooooo

ooooo

donde los elementos "*"son posiblemente diferentes de cero.
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Como B tiene la forma

B - [ bi h b3 b4]
se sustituye en

TB = B

[ 61 A2h. Ab2 62 63 Á2bi Abi b4 ] B = [ bi b_ b3 b4 ]

entonces B es de la forma

B =

m 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 m 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

en donde B = B3, y está en la forma semicanónica de Morse.

Para demostrar la forma que tiene A = T~XAT se despeja de la siguiente manera TA = AT, en

donde

AT = [ Mi ¿3&2 #62 Ah Ab3 i364 A2\ Abi ]

entonces de la forma de AT se puede deducir del producto TA que A tiene la siguiente forma

A =

* * 0 0 * * 0 0

* * 1 0 * * 0 0

* * 0 1 * * 0 0

* * 0 0 * * 0 0

* * 0 0 * * 0 0

* * 0 0 * * 1 0

* * 0 0 * * 0 1

* * 0 0 * * 0 0

Ab. Á3bmÁ2Í>2 Ab. Ab3 Á3b4Á2b4 Ab~t

en donde los 'V'son elementos posiblemente diferentes de cero.

Dado que la función de transferencia se puede expander en sus parámetros de Markov como

i-f;

T(s) = C(sl-Á) B (5.21)
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m 0 0 0 0

0

m
0

0 0 0

«i 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

Í3 1 0 0

entonces para las formas anteriores de Ay B, se obtiene por los grados de la función de trans

ferencia que

C =

En la primer columna se encuentra el coeficiente asociado as x. Entonces C = C3 y se encuentra

en la forma semicanónica de Morse para el sistema extendido.

Para los elementos restantes de la matriz A se parte de (5.21), entonces

CiAsb~i = 0

donde C3 y 63 representan la tercera fila de C y la tercera columna de B respectivamente.

Sustituyendo

[ t3 0 0 0 0 1 0 0 ]

0 0

1 0

0 1

0 0

o o

o o

o o

o o

a 0 0 1
"

0 ]
6 0 0 0

c 0 0 0

d 0 0 0

e 0 0 0

/ 1 0 0

g 0 1 0

h 0 0
. .

1
.

en donde

[ t3 0 0 0 0 1 0 0 ]

por lo tanto o = 0 y / = 0. Ahora calculando

[ í3 0 0 0 0 1 0 0 ]

c3A6b3

b

c

d

e

0

9

h

0

= 0

= 0

= o

en donde b = 0 y g
= 0.
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Continuando de manera análoga la columna 6 de A es igual a cero.

Para la columna 5 se considera que

C4-<4Í>3 = 0

donde C3 y 63 representan la tercera fila de C y la tercera columna de B respectivamente.

Sustituyendo

[ í3 0 0 0 0 1 0 0 ]

* * 0 0 a 0 0 0
" "

0

* * 1 0 b 0 0 0 0

* * 0 1 c 0 0 0 0

* * 0 0 d 0 0 0 0

* * 0 0 e 0 0 0 1

* * 0 0 f 0 1 0 0

* * 0 0 9 0 0 1 0

* * 0 0 h 0 0 0
. .

0

= 0

en donde

[ í3 0 0 0 0 1 0 0 ] = 0

por lo tanto a = 0 y / = 0. Ahora calculando

c3A%3 = 0

[ í3 oooo 1 00] = o

en donde b = 0 y g
= 0.

Continuando de manera análoga la columna 5 de A es igual a cero.
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Para la columna 2 de A

CiA3b2 =[t3 0000100]

* ai 0 0 0 0 0 0

* bl 1 0 0 0 0 0

* Cl 0 1 0 0 0 0

* di 0 0 0 0 0 0

* ei 0 0 0 0 0 0

* h 0 0 0 0 1 0

* 9i 0 0 0 0 0 1

* hi 000000

,3
"0

'

0

0

1

0

0

0

.

0
.

en donde

[ t3 0 0 0 0 1 0 0 ]

por lo tanto ai = 0 y /i = 0. Ahora calculando

[ t3 0 0 0 0 1 0 0 ]

ai

bi

Cl

di

ei

= 0

fi

91

.hi

CiA^h = 0
"

ai

"

h

Cl

di

ei

= 0

fi

91

.hi .

en donde bi = 0 y gi
= 0.

Continuando de manera análoga la columna 2 de A es igual a cero.

Finalmente para obtener la columna 1 de A, se obtiene de la primer fila de ci

[10 0 0 0 0 0 0]

a2 0000000'
"

1
' "

0

62 0 1 0 0 0 0 0 0 0

c2 0 0 1 0 0 0 0 0 0

d2 0000000 0 0

e2 0000000 0 0

h 0 0 0 0 0 1 0 0 0

g2 0 0 0 0 0 0 1 0 0

h2 0000000 0 0
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que 02 = 0. Luego se considera que en la función de transferencia en el elemento (2, 1), esta

Í2S-2, entonces de la segunda fila de C2

0 ooooooo

[ íi 1 0 0 0 0 0 0 ]

¿»2 0 1 0 0 0 0 0

c2 0 0 1 0 0 0 0

d2 0000000

e2 0000000

f2 0000010

g2 0 0 0 0 0 0 1

h2 0000000

"

1
"

0
'

0

0

t2

0

0

0
=

0

0

0 0

0 0

.

0
, .

0

se obtiene que 62 = t2.

Ahora de la fila 3 de C, se considera que en la función de transferencia en el elemento (3, 1) está

Í4S-2, entonces de

c3Abx =[0000 1000]

0 ooooooo

t2 0 1 0 0 0 0 0

c2 0 0 1 0 0 0 0

d2 0000000

ooooooo

0 0 0 0 0 1

e2

U

92

0

0 0 0 0 0 0 1

h2 0000000

se obtiene que e2 = 0.

Ahora continuando

c3A2h =[0000 1000]

0 ooooooo

t2 0 1 0 0 0 0 0

c2 0 0 1 0 0 0 0

d2 0000000

o ooooooo

f2 o o o o o 1 o

g2 0 0 0 0 0 0 1

h2 0000000

1
2 "

1
"

0

0

0

0

0

0

.

0
.

que f2 = 0. Continuando de manera análoga se obtiene que la primer columna de la matriz A es

0

¿2

0

0

0

o

o

o
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Por lo tanto la forma final de (A, B, C) es

A =

@
Í2

0

0

0

o

o

o

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

o

o

o

o

o

o

o

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

B

m
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

m
o

o

o

c =

H ooo o 000

íi 10 0 O 0 0 0

o o o o [7] ooo

í3 0 0 0 O I 1 o o

en donde (A, B, C) = (A3, B3, C3) y está en la forma semicanónica de Morse del sistema exten

dido ■

El siguiente ejemplo ilustra el método para encontrar el grupo de transformación que lleva

un sistema lineal multivariable (A,B,C) a su forma semicanónica de Morse (A3,B3,C3).

5.3.2. Ejemplo

Se pretende dar un ejemplo el cual muestre la metodología para transformar un sistema

(A, B, C) mediante un grupo de transformación (II, T, F, G), a la forma semicanónica de Morse.
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Para poder comprobar el método propuesto, se parte del siguiente sistema

A =

0

0

1

-1

0

o

1

o

o

-1

-1

1

o

o

o

-1

1

o

o

2

0

0

-1

1

o

o

o

o

1

o

o

o

o

o

o

o

o

o

-1

1

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

-1

o

o

o

1

o

1

o

1

o

o

o

o

o

o

1

o

o

o

o

o

-1

o

o

o

o

o

o ooooooo

o ooooooo

o ooooooo

o ooooooo

1 ooooooo

o ooooooo

-ÍOIOOOOO

O 0010000

o oooooo

O 0 0 0 0 10

O 0 0 0 0 0 1

O 0 0 10 0 0

o oooooo

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 1

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

-1 -1 0

c =

0100000000000

1110000000000

1000000000000

con función de transferencia

T(s) =

O O o

¿ + £(*-l) 3 + M-S + 1) ° °

i 0 0 0

-a¿+a*

O

Ahora para obtener el sistema extendido se parte de una factorización polinomial derecha

de la forma

T(s) = C(sl
- A)~XB = CNi(s)D7x(s)

se tiene que

Di(s) =

-ls2

X2
4*

S3

0

hs + s2

-ka

is2

4S

ls2 1

-ls2*

S3 s-1 -s3 + l 0 ls2 + 1
2* y 2

0 s -s2 - s3 + 1 0 -is2 + l
2a

~

2

0 0 s2-l 0 is2-i
2a 2 J
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y la matriz Ni(s) es:

r -is

X4a
s2

0

s+l
r
2

i:4S H 1
.2

0 s-1 1 0
1

2

0 — s -1 0
1

2

0 0 1 0
1

L
2a0 0 S 0

Ni(s) =
1

í
4S

s

0

0

i

2

1

4.4S
1

,
2

is + 1

s2 0 -S2 0 ^
i

2
-s-1 -1

1

2

1

.

2
0 —

s 0 0

0 0 s + l 0
1

4..>-s2 -s2 2s2-i -\>
Por lo tanto

N = CNi(s)

i s + s2 - 1

*2

1

2

S + l

S+i

\s
1 1

l2

r I'
4S 2S .

Considerando las matrices ATi(s) y Di(s), por la invertibilidad por la derecha del sistema

existe una matriz unimodular digamos U(s) € R5x5 tal que

N(s)U(s) = [Q(s) 0]

Q'(a)

para encontrar esta matriz unimodular se trató de obtener con Matlab, pero se obtiene una

matriz unimodular que no es numéricamente estable; esto quiere decir que los elementos de la

matriz generan problemas en los cálculos que se realicen con otras matrices, debido a que los

elementos son fracciónales y se tienen errores numéricos.

Por lo tanto, se tienen que hacer las operaciones por columna a N(s) de forma manual.

Estas operaciones no se mustran por cuestiones de espacio, por lo tanto solo se muestra la

matriz unimodular equivalente la cual es:

Ui(s) =

0 0 0 0 1

-1 -s-1 1 0 0

2s 2s2 -2s + 2 -h* 0

0 0 0 i 1

2s-2 -2s2 2s-2 s 0

Como el producto de

0 0 s 0 0

s 0 0 0 0

Di(s)Ui(s) = -s2 - s3 - 2s4 -s4 - 2s5 + 1 -s2 - s3 + 2s4 2S "r 2S s3

s2-s3- 2s4 - 1 -s-s4- 2s5 -s2 - s3 + 2s4 + 1 ls4
2*

0

-s
- s2 + s3 + 1 -s2 + s4 s + s2 - s3 - 1 0 0
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no es reducido por columnas [35], a las primeras 3 columnas le aplicamos operaciones para hacerlo

reducido por columnas. La matriz unimodular equivalente a las operaciones hechas manualmente

es la siguiente:

'10 0 0 0
"

0 1 0 0 0

u. 1 0 1 0 0

0 0-4 2 0

2 0 0 0 1
_

Entonces

s 0 s 0 0

s 0 0 0 0

DiUiU2 = -2s2 -s4 - 2s5 + 1 —

s2-3s3 í
3
+ s4 s3

-2s3 -s-s4- 2s5 -s2 -s3 + l s4 0

0 -s2 + s4 s + s l-s3- 1 0 0

londe ya es reducida por columnas. Por lo tanto

U = UiU2
'

2 0 0 0 1

0 -s-1 1 0 0

= 2 2s2 2 —s 0

2 0 -4 2 1

-4 -2s2 -2s--2 2s 0

Con U se obtiene el siguiente valor de Q(s)

N(s)U =

1 0 0 0 0
"

2 1 1 0 0

1 0 1 0 0

donde

Q'(s) =

Definiendo K(s) como

por lo tanto

K(a) =

41-

0

U~x(s)

"

1 0 0 0 0

2 1 1 0 0

1 0 1 0 0

Q(a)

o

_1

ls+1

Q(s)
0

0

s-1

s2

2s2

0

0

¿m—p
U~x(s)

i

2

1

S + l

2s + 2

1

0

0

1

i2

is + i2°~ 2

S+l

1
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'

1 0 0 0 0 r -is
4S 0

1

2 i-
i

'2

2 1 1 0 0 0 s-1 1 0
2

K(s) = 1 0 1 0 0 0 s2 s + l 0 is + i

0 0

.

o 0

0 1 0

0 0 1

i

,
2

.is + 1

2s2

0

2s + 2 h

1 "5S

S+l

1

"

-is

-la
°

"2

s + s2-l s+l

1.

?

v
i2a= s2 s + i

-1 2s2 2s + 2

_

is + 1 0 1

S+l

1

La función de transferencia del sistema extendido (Ce, >le, Be) se define

-

2
-4 ¿ *(-*-i) rp^H--3- 2s4 - 2)

'

1

7* -£ « 0
i

-*2+*3

D7x(s) =
i

-4 o -^a5 a3

8-82-l

-a*+a6

0 | * *(-• + !) lh?(s2 + 2s:'"I)
2

4 o 4a" aJ - ¿-B(2s3 + 2s4 + 2) J

Z(s) : =K(s)Dílw
0 i o 0 0

$(* + ** -1) ¿ (-s + s2 + 1) 0 0
1

-32+3*

=
i

0 0 0 0

± (** -

-1) X (2s4
- 2s5 + 1) 0

1

^(*3 + 2

2

*(-2«5-2) ¿ *(s-l) =¿&(s-s3-

el interactor es

s 0 0 0 0
'

0 s 0 0 0

KW = 4s2 - 2s3 + s4 -2s2 + s3-- s4 s4 0 0

-4s2 + 2s3 + 2s5 2s2- 2s3- 2s5 2s5 s4 0

2s3 0 0 0 s3

- 2s4 - 2)

Para encontrar la Ce que nos lleva al sistema extendido se resuelve la siguiente ecuación

D(s)+CeNi(s) = K(s) + Di(s)

CeNi(s) = K(s)

donde

Ce =

0 1 0 0

1 1 1 0

1 0 0 0

2 -2 1 2

0 -2 -1
(

00000 0 000

00000 0 000

00000 0 000

00000-1000

0 0 10 0 1 10 0
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Ahora para encontrar la matriz de permutación II, se revisan los ceros al infinito por filas

de T(s), los cuales son ni = 1, n2 = 2, 713 = 1, entonces la matriz de permutación ui es

üi =

en donde el interactor de (A, B, UiC) es

UiT(s)

0
1

(s + s2-l)

1 0 0
"

0 0 1

0 1 0

i 0 0

o 0 0

(-s + s2 + l) 0 0

0

0

1

-a2+a*

$(s) =
s

0

-s2 + s3 s2 - s3 - s4

0

0

o4

como la lista I4 está acomodada de forma no decreciente en $(s),entonces II2 es la matriz

identidad, por lo tanto se obtiene la siguiente matriz de permutación

n = n2iii =

Para encontrar las matrices de retroalimentación de estado F y cambio de base en la entrada

G, que serán parte del elemento del grupo de transformación que lleva el sistema (.4, B, C) a

su forma semicanónica de Morse, se tiene que considerar el sistema extendido (A, B, Ce), el

interactor extendido $e(s) y otra matriz de permutación ne definida como

1 0 0 1

0 0 1

0 1 0

ne =
n o

o n

en donde II = IIe2lIei. Ahora, considerando el sistema extendido, se tiene que los mínimos grados

por filas de las últimas m
—

p de T'e(s) son </i
= 1 y g2

= 1, entonces la matriz de permutación

nei es
~

1 0
nel

o 1

por lo que se tiene la siguiente función de transferencia

n 0

0 nei
T'e(s)

0
.

0 0

i 0 0 0

¿(s+V-1) ¿(-s + s2 + l) 0 0

¿(2s5-l) ¿(2s4-2s5 + l)

I í H*5 - 2)

0

1

75

1

0

o

1

-a¿+a*

>+7r(s3 + 2s4 + l)
1) z^(-s-s3-2s4-2)

que tiene como interactor
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*»(a) =

s

O

-s2 + s3- s4

2s5

2s3

O OOO

s 0 0 0

s4 O O

-2s3 + 2s5 -2s5 s4 O

s2 - s3 - s4

O O O

Ahora, como la lista I2 no está acomodada de forma no decreciente en $"(s),entonces 11^ es

U¿_ =
0 1

1 0

con lo que, la matriz de permutación es

!!« =
n o

0 üeallel

1 0 0 0 0
'

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

y la función de transferencia del sistema (A, B, UeCe) es

Te(s) = UX(s)
i

s

0

¿(s + s2-l) ^(-s + s2 + l)

i\ ¿(-2*5-2)
£(2s5-l) £ (2s4

- 2s5 + 1)

0

0

0

o

o

o

o

o

1

PTS*

pV $(-*-!) ^r(-s-s3-2s4-2)
0 ¿ ^(*3 + 2s4 + l)

en donde su interactor es el siguiente

*e(s) =

S

0

-s2 + s3-s4

2s3

2s5

s2 - s3 - s4

0

-2s3 + 2s5

0 0 0
"

0 0 0

s4 0 0

0 s3 0

-2s5 0 s4

Ahora se busca una matriz bipropia tal que lleve a la matriz de transferencia a la inversa

del interactor

T^C^s) = *--x(s)

despejando

sustituyendo

C^s) = Te-X(s)*--X(s),

CMs) =

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

1 J. 1

~7¡ |P*
~7¡

0

i i

Pf ~s*

pf

0

±+1 1

4-1 fl

-4+io

¿+1
1

0
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Una vez con el compensador Cext(s) se puede obtener la retroalimentación de estado equi

valente aplicando el lema 2.5 del capítulo 2; esto es, se obteniene la base mínima del kernel

izquierdo de la siguiente matriz

H(s) -\
(al-A^BC^a)

CerJrS)

en donde Cext(s) es la parte estrictamente propia del compensador Cext(s). Para obtener Cext(s)
es necesario descomponer el compensador como

Cezf (s) = Cb + Cext

en donde Co es la parte constante del compensador y Cext es la parte estrictamente propia del

compensador.

Obteniendo la parte constante del compensador se tiene que

G = lím Cext(s) =

Por lo tanto se tiene que G = Cq y Cext es

0 10 0 0

10 0 0 0

0 0 111

0 0-101

0 0 10 0

Cext — ?ext(s) — Co

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1,1 1 1

0 0

1

?1
0

0

0

1

s

0

0

La base mínima del kernel de H(s) la definimos como [ X' Em ] en donde X' es una matriz
constante y Em es una matriz constante no singular, por lo tanto en este ejemplo la base es

X'

00 0 00 o ooooooo

00 0 00 o ooooooo

10-100-10010001

00 0 10 o ooooooo

00 0 01 o ooooooo

10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1

Entonces la retroalimentación de estado (F, G) que realiza al compensador Cext(s), está dada
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por

F =

Cb =

'

0 0 0 0 0 000 0 000 0

0 0 0 0 0 000 0 000 0

x' = -1 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 -1

0 0 0-1 0 000 0 000 0

0 0 0 0 -1 000 0 000 0

0 1 0 0 0"

1 0 0 0 0

0 0 1 1 1

0 0-1 0 1

0 0 1 0 0

en donde ésta solución es única.

Aplicando ios elementos del grupo qoe se tienen hasta el momento (DL, F,G),

siguiente sistema en lazo cenado (A.B,C)

A=A+BF=

0 0 0 0 0 0 0 0 0 oooo

0 0 0 0 0 0 0 0 0 oooo

1 -1 0 1 0 0 0 0 0 oooo

-1 1 0 0 1 0 0 0 0 oooo

0 0 0 0 0 1 0 0 0 oooo

0 0 0 0 0 0 0 0 0 oooo

1 2 0 0 0 -1 0 1 0 oooo

0 0 0 0 0 0 0 0 1 oooo

-1 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0-1

-1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0

-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

B = BG = 0 0 0 0 0

-1 0 1 0 0

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 -1 0 -1 -2

c = nc =

oiooooooooooo

1000000000000

1110000000000
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Calculando la matriz de controlabilidad de (A, B, C), se tiene

C(Á,B)

0 100 0 0 00000000000000

1 000 0 0 00000000000000

0 0 0 0 0-1

0 0 0 0 0 1

1 00 0 1-100 0 0010 o

-100 0 0 0 10 o oooo o

0 000 0 0 01000000000000

0 010 0 0 00000000000000

0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1

-1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 1 0 -1

0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0

0 000 0 0 010-10000000000

O -10-1-2 O O 00-10 O 00 o oooo o

Aplicando la fórmula para encontrar la matriz de cambio de base se obtiene

T = [6i 62 Á% Á2b3 Ab3 63 A2b4 Abi h Á% Á2h Ab5 65]
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0

-1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0

0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 -2

Aplicando T al sistema (Á,B,C) se obtiene el nuevo sistema (Aa,Ba,C3)

0

A. = T~lAT =

0 (<))
-1 1 0 1 0 0

1 -1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

(0)

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0 2 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0

0

0

0

0 0

0 0

0

0

1

0



5.3. EXTENSIÓN PARA EL CASO EN QUE I2 ¿ O

B3 = T~XB =

(0)

O

o

O

1

(0)

o

O

1

O

o

o

1

Cs = CT

1

O 1

11 10 0 0

(0)

El sistema (A3, B3, C3) se encuentra en la forma semicanónica de Morse.
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Capítulo 6

Modificación de la estructura al

infinito

En este capítulo, partimos de un sistema (A, B, C) invertible por la derecha y sin ceros

finitos, tal que se cumplen las condiciones del capítulo anterior, para ser llevado a la forma semi

canónica de Morse (A3, B3, C3), mediante un elemento del grupo de transformación (II, F, G, T).
El considerar el sistema en la forma semicanónica de Morse, permite identificar muy fácilmente

los tamaños de las listas I2 e Ii de Morse, las cuales son la clave para la modificación de la

estructura al infinito; esto es Ii es la estructura al infinito que tiene el sistema (A3,B3,C3) y
la lista I2, de acuerdo al tamaño de sus elementos, nos permitirá hacer la modificación de la

estructura o no, como se mostrará en la subsección 6.1.1.

Con la finalidad de buscar las condiciones bajo las cuales se dé una solución al problema
de desacoplamiento no regular para sistemas decalados y el caso general, se propuso analizar

primeramente los resultados conocidos acerca de la modificación de la estructura al infinito en

los sistemas lineales multivariables. Se puede considerar el problema de desacoplamiento como

una forma de buscar la diagonalidad en la función de transferencia en lazo cerrado, pudiéndose
necesitar una modificación de la estructura al infinito para alcanzar el desacoplamiento. El resul

tado más importante sobre modificación de la estructura al infinito es el de Loiseau [19], donde

condiciones necesarias y suficientes para este propósito son derivadas mediante un enfoque geo
métrico. Dicho método, no establece que forma tiene la función de transferencia en lazo cerrado

y además es un procedimiento muy complicado debido a que hay que hacer cálculos exhaustivos

para encontrar una base para el espacio de estado X, de tal forma que cumpla ciertas caracterís

ticas. Para encontrar ésta base se tiene que considerar el máximo subespacio de controlabilidad

contenido en el Ker C y el máximo subespacio (A, B) invariante contenido en el Ker C. Otro

problema con el método de Loiseau es que para encontrar las matrices (F, G) a veces es necesario

repetir varias veces el método para encontrar varias matrices (Fi, ..., F¿, Gi, ..., G¿), de tal forma

que al final se obtienga una matriz de retroalimentación de estado F y una matriz de cambio de

base en la entrada G, que son función de todas la matrices previas (Fi, ..., Fj, Gi, ..., G¿).

Otro resultado importante acerca de modificación de la estructura al infinito utilizando el

enfoque geométrico es el de Godínez [7], en el cual se muestra que la forma semicanónica de

Morse, cumple con cierta descomposición del máximo subespacio de controlabilidad contenido

en Ker C y del mínimo subespacio (A,C) invariante que contiene la Im B. Esta descomposición

85
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es el punto de partida para la modificación de la estructura al infinito, con la ventaja de que

se puede identificar de manera más sencilla las descomposiciones que se requieren al aplicar la

metodología de Loiseau. Una aportación muy significativa en [7], es que se muestra como hacer
la modificación de la estructura al infinito, tal que se tenga como función de transferencia en lazo

cerrado la inversa del interactor del sistema. Siendo esto un avance con respecto al resultado de

Loiseau, el cual no establece que función de transferencia en lazo cerrado se tendrá. El problema
con el resultado de Godínez es que es sólo para sistemas con p salidas y p + 1 entradas, además

como se utiliza control geométrico sigue siendo un procedimiento complicado la búsqueda de la

F y G que modifican la estructura al infinito.

Después de analizar los resultados de Loiseau y Godínez, en este trabajo se propone un

método alternativo para la modificación de la estructura al infinito a los ordenes esenciales sin

utilizar el enfoque geométrico. El método propuesto sólo necesita la información de las listas de

Morse I2, Ii y la estructura al infinito en lazo cerrado que se desea alcanzar, en el caso de los

sistemas decalados son los ordenes esenciales. Con esta información, se decide por inspección de

las listas de Morse, que elementos de I2 se utilizarán para modificar Ii, luego en base a esta

inspección se propone de manera muy simple la forma del par (F, G), tal que la función de

transferencia en lazo cerrado tiene la estructura al infinito deseada.

El método por inspección propuesto explota las características estructurales que presenta la

forma semicanónica de Morse (A3,BS,C3) descrita en el capítulo anterior, por este motivo, este

método no puede ser usado en sistemas que no puedan ser llevados a dicha forma. El primer

paso para la aplicación del método es llevar el sistema (A, B, C) a su forma semicanónica de

Morse mediante un elemento del grupo de transformación (n,Fi,Gi,T). Una vez en esta forma

se aplica el método por inspección obteniendo una segunda retroalimentación (F2, G2) que hace

la modificación de la estructura al infinito a los ordenes esenciales sobre el sistema (As, B3, Cs).
Finalmente para lograr esta asignación en el sistema original (A, B, C) se tiene que hacer una

composición de Fi , Gi , F2 y G2 como se verá más adelante. La matriz de cambio de base en los

estados T y la matriz de permutación de salidas II, no son consideradas para la modificación

de la estructura al infinito, debido a que T no tiene ningún efecto sobre forma de la función de

transferencia en lazo cerrado y II solo cambia las filas de esta función de transferencia.

El método por inspección propuesto tiene la ventaja de ser muy simple y sin necesidad de

conocer el enfoque geométrico, se puede construir por inspección de las listas de Morse, qué

retroalimentación de estado modifica la estructura al infinito del sistema. Se quiere remarcar

que al no utilizar el enfoque geométrico, se ahorra una cantidad significativa de cálculos. Es

importante considerar que el método propuesto tiene la limitación que sólo se aplica a los sistemas

decalados y no se aplica cuando se utilizan dos veces o más un elemento de la lista I2. También

se trató de establecer la forma de la función de transferencia en lazo cerrado al modificar la

estructura al infinito, pero no pudo ser posible, debido a los elementos que pueden ser diferentes

de cero en la matriz A3 que se encuentra en la forma semicanónica de Morse. Aunque en la

mayoría de los casos, cuando estos elementos son diferentes de cero, se obtiene una matriz

triangular inferior pero no se puede asegurar que tenga esta forma, únicamente cuando estos

elementos son cero siempre se tendrá que la función de transferencia en lazo cerrado es una

matriz triangular inferior.

El capítulo se encuentra organizado de la siguiente forma:
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En la sección 6.1, se presenta la metodología para encontrar una retroalimentación de estado

F y una matriz de cambio de base en las entradas G, tal que el sistema en lazo cerrado (.A +

BF,BG,C) para un sistema decalado (A, B,C), tenga una estructura al infinito igual a los

ordenes esenciales. Después, de manera ilustrativa se presentan 2 ejemplos para mostrar como

se aplica la metodología propuesta.

6.1. Método por inspección

Lo que se pretende es dar un procedimiento en el cual con sólo la información de las listas

de Morse y los ordenes esenciales en un sistema decalado, se pueda decir que retroalimentación

de estado estática asigna los ordenes esenciales como la estructura al infinito en lazo cerrado.

Esta forma en lazo cerrado, es conveniente para posteriormente como trabajo futuro, tratar de

buscar el desacoplamiento.

Para presentar el método propuesto en este capítulo, se considera que el sistema decalado

ya se encuentra en su forma semicanónica de Morse (A3,B3,C3). En esta forma semicanónica

se pueden identificar fácilmente las listas I2 = {oi,cr2, ...,am-p} e Ii = {n\,n'2,...,np} de forma

no decreciente.

Del interactor del sistema (A, B, C) o del interactor extendido del sistema (A3,B3,C3), se

puede verificar que todos los ordenes esenciales son n¿e = {nie,n2e, ■■■,«;*} y tienen el mismo

valor, en donde cada n\ < n¿e para i
= 1, ...,p. Los ordenes esenciales del sistema serán la nueva

lista a la que se desea modificar la estructura al infinito del sistema.

Básicamente la idea general del método es primeramente calcular cuanto hay que modificar

cada elemento de la lista Ii para llevarlo a los ordenes esenciales, después se construye un sistema

de ecuaciones en el cual se refleja de qué forma se están asignando los elementos de la lista I2

para hacer la modificación de la estructura al infinito a los ordenes esenciales. Luego de una

forma sencilla se puede construir F, identificando qué elementos son diferentes de cero en las

últimas m —

p columnas de esta matriz. Finalmente, en base a la forma en que se asignó la lista

I2 de Morse y a la forma de F, es como se puede encontrar la matriz G.

Es importante considerar que el método propuesto no se aplica, si se utiliza un mismo cr,

(Vj | j = 1, ...,m
—

p) para incrementar dos o más elementos de la lista Ii. Pero sí se aplicará

cuando se utilice uno o más de los elementos de la lista I2 en forma parcial o completa, para

lograr la modificación en Ii.

6.1.1. Planteamiento del método

1. Se calculan Si = nie
—

n\ para i = 1, ...,p; esto es, se calcula cuanto hay que modificar cada

elemento de Ii para obtener como la nueva estructura al infinito nje.

2. De la información de los Si se puede plantear un sistema de ecuaciones independientes

con una o más incógnitas que podrían tener solución única o múltiples soluciones. Estas
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ecuaciones tienen la siguiente forma

m—p

Si = 2J OtjOj Í = 1, -;P (6.1)

donde los ay son valores reales dentro de los siguientes valores 0 < ay < 1; esto es, cuando

se utiliza completamente un <jj el valor que toma ay es igual a 1, pero si solamente se

requiere utilizar una fracción de Oj entonces ay tomará valores menores a la unidad. La

forma de asignación de la lista I2 para hacer la modificación de J4 es en cualquier orden;

esto quiere decir que en la solución de las ecuaciones (6.1) se puede utilizar cualquier Oj
sin ningún orden en particular para resolver el sistema de ecuaciones (6.1), teniéndose en

cuenta que no se pueden usar en este método dos veces un mismo elemento ct¿ para cada

i; esto es, que para i + 1 no se utilizan los Oj utilizados en i. Por ejemplo, para la solución

de ¿1 se parte de cualquier elemento de I2 supóngase aiim_p<7m_p y si con 0 < aijm_p < 1

no se cumple todavía la igualdad, se utiliza cualquier otro elemento de I2 por ejemplo
el elemento am-P-i, teniéndose ¿1 = cti¡m-pOm-p + aiim_p_icrm_p_i y así sucesivamente

hasta llegar a la igualdad. Después para S2 ya no se pueden utilizar los elementos de I2 que

se hayan utilizado en la ecuación Si, y con los elementos de I2 restantes, se construye otra

ecuación de forma similar que la de 61. Los ay correspondientes a Oj no usados en cada

ecuación se igualarán a cero. Entonces para cada Si se construirá un sistema de ecuaciones

el cual se puede representar de manera matricial como

(6.2)

¿1 «1,1 «1,2 Oll,m—p Ol

h
=

"2,1 02,2 ■ "2,m-p 02

p-1 . .
aP-l,l Op-1,2 • &p—l,m—p &m—p

H

en donde los ay son elementos constantes de valor 0 < ay < 1. Se debe de cumplir que

en cada columna de H sólo se debe de tener un elemento diferente de cero ya que con esto

se asegura que no se utilice dos veces o más un mismo elemento de la lista I2.

3. Para obtener la matriz F se hace la siguiente partición de F

F = [ 0mx(„_m_p) A ]

en donde 0mx(„_m_p) es una matriz de ceros
de dimensión m x (n-m-p) y A € Rmx(m-p)

es una matriz que tiene la siguiente forma
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A =

«1,1 Cll,2 — ll.m-p-l Ol,m-p

Ot,l Ot,2 ■ Q-i,m—p— 1 °r\,m—p

0 0 0 0

0 0 0 0

blA *>1,2

0 0 0

Og.l Ofl,2

&l,m-p-l &l,m-p

Ugtm—p— 1 Ug,m—p

0 o o o

(6.3)

donde

*) Son i filas que serán diferentes de cero igual al número de í¿ ^ 0.

**) número de filas de ceros, igual al número de elementos de la lista U que no cambien con la

modificación de la estructura al infinito

***) número de filas de ceros, igual al número de elementos de la lista I2 que no se utilizarán

para la modificación de V4

****) Son g filas que son diferentes de cero, igual al número de elementos de la lista I2 que se

utilizan para la modificación de Ii. Como se puede usar más de dos elementos de I2 para

hacer la modificación de la estructura al infinito, entonces se puede usar más de una fila de

F para hacer la modificación. La fila de ceros representa el final de la cadena de elementos

de I2 utilizados para la modificación (ver a continuación inciso d)).

"***) Se complementa con filas de ceros tal que F sea de dimensión mxn

Las últimas m—p columnas de F, afectan directamente la asignación de la lista I2; esto es,

la columna a^i € R1*^ afecta a <f\, la columna a¿2 € Rlxi72 afecta a a2, y así sucesivamente,

esto se puede ver más fácilmente de la ecuación (6.2).

Ahora para definir los ükj y los b¡¿ para k = 1, ...,i, j = 1, ...,m
—

p y l = 1, ...,<?, se siguen

los siguientes pasos.

a) En H se busca en cada fila de izquierda a derecha y de arriba a abajo, cual es el primer

elemento a^j ^ 0, el cual corresponde a un Oj. Esto implicará que en el elemento corres

pondiente a Oij en F, se sustituirá por un vector [ 1 0 ... 0 ] de dimensión 1 x oj, y

después todos los elementos de la fila que sean diferentes a Oi¿ serán vectores de ceros de

dimensión 1 x aj, para los valores de j diferentes al de üíj.

b) Después, en H se busca de abajo a arriba en cada fila cual es el segundo elemento a¿j / 0, y

el cual corresponde a un aj. Esto implicará que el elemento correspondiente a bij en F, se

sustituirá por un vector [l 0 ... 0 ] de dimensión lxcr,-, y después todos los elementos
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de la fila que sean diferentes a bij serán cero de dimensión 1 x aj. De manera análoga
se sigue buscando en H el tercer elemento atj j- 0 y se hace el mismo procedimiento.
Después se hará lo mismo con los elementos cuarto, quinto, etc.

c) Es importante mencionar que al utilizar en los incisos a) y b) el vector [ 1 0 ... 0 ]
de dimensión 1 x aj, se está utilizando por completo el elemento de la lista I2. Pero si

se quiere modificar la estructura al infinito a un valor menor a lo que se puede hacer

utilizando parcialmente un aj, sólo basta con cambiar la posición del uno en el vector

[0 1 ... 0 ] ,
teniéndose en cuenta que conforme se mueve el uno a la derecha se reduce

en uno la modificación de la estructura al infinito.

d) Considérese que en cada fila de H, el último elemento empezando de izquierda a derecha

que corresponde a 6y, ese elemento es el último que hace la modificación de la estructura

de un n¿. Por lo tanto en la entrada asociada a ese aj se tendrá en F una fila de ceros y

en G va a tener un uno. Esto es, después de poner el último bij que logra la modificación

de la estructura de un n¿ se necesita asignar la nueva entrada en G, lo cual indica el final

de esa modificación de ese elemento n¿.

4. Para calcular G se tienen tres casos, los cuales se aplican según la forma en que se está

haciendo la modificación de la estructura al infinito, estos casos son: a) Cuando se utiliza

sólo un aj para modificar un n\ y además se utilizan todos los elementos de la lista I2, b)
Cuando se utiliza sólo un Oj para modificar un n¿ y además se tienen elementos en I2 que

no se utilizaron para asignar una estructura al infinito y c) Cuando se utilizan varios aj

para modificar un solo n\. Para estos casos a), b) y c) se define por facilidad la matriz G

como
"

A

0
G = eKmxp (6.4)

donde A € Wxp y ¡3 e R(m_P)xP. Para construir la submatriz A es necesario saber el valor

de i, al cual Si = 0. Esto quiere decir que las primeras i
— 1 filas de G serán cero. Los ceros

al infinito que no se hayan modificado {n¿} tendrán un 1 en el elemento de la diagonal que
le corresponde de acuerdo con

A =

0

¿-1

•

p
— i — 1

donde todos los elementos fuera de esta diagonal son ceros.

Ahora, para a) se puede encontrar 0 utilizando la parte de A de dimensión i — 1 y se asigna

un uno sobre la diagonal

1 (
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después trasponemos 0 y definimos a 0 como

0 =

eT

donde todos los elementos fuera de la diagonal son ceros y 0 es una matriz de ceros de

dimensiones adecuadas. Finalmente G se encuentra con (6.4).
Para b) se calcula 0 utilizando la parte de a de dimensión i — 1 y se asigna un uno sobre

la diagonal

»-l<

después trasponemos 6 y definimos a 0 como

ÍO 0

0 =
0 0

o o

o o

eT

donde

<(> = (total de elementos en la lista /2)-(número de elementos utilizados de I2)

y son el número de elementos en la lista I2 que no se usaron, donde todos los elementos

fuera de la diagonal son ceros. 0 es matriz de ceros de dimensiones adecuadas. Finalmente

G se encuentra con (6.4).
Para c), se agregarán unos en las últimas m —

pxp filas de F que son cero y la ubicación

de los unos será en forma de una diagonal invertida,

0 0 ... 1

0 1 0

0 0 ... 0

0 1 ... 0

1 0 ... 0

teniéndose en cuenta que la última fila siempre es de la forma [ 1 0 ... 0 ] , y que

puede tener filas cero intermedias dependiendo de F.



92 CAPÍTULO 6. MODIFICACIÓNDE LA ESTRUCTURA AL INFINITO

6.1.2. Ejemplos

Para ilustrar el manejo del método por inspección se presentan a continuación dos ejemplos,
en los cuales se les aplica el método propuesto para hacer la modificación de la estructura al

infinito. En el primer ejemplo se muestra como se modifica la estructura al infinito. Después en el

segundo ejemplo se muestra como el sistema (A3, B3, C3) en la forma semicanónica de Morse del

ejemplo 5.3.2, nos sirve como paso intermedio para poder hacer la modificación de la estructura

al infinito del sistema (A, B, C).

Ejemplo 1 Sea un sistema (A, B, C) en la forma semicanónica de Morse de la siguiente forma

0

7

0

0

9

9

8

7

9

0

0

9

0

0

8

9

0

0

0 1

0 o

o o

8 0

7 0 0

9 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 10 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0

0 0 0 10 0 0

0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 1

ooooooo

(0)

(0)

0 1

o o

0 1

o o

o o

0 10 0

0 0 10

0 0 0 1

oooo
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B =

0

0

1

O

o

o

o

o

o

1

(0)

c =

(0)

9

1 O o

8 0 0

0

1

o

o

1

o

o

o

1

(0)
10 0 0

en donde las listas I2 = {1,2,3,4} e Ii = {1,3,7}. La función de transferencia del sistema

(A,B,C)es

T(a) =

y su interactor es

#(s) =

9 . 56 , 70a+57a2+65a3+9a4+9
o
T IZ 1" ^

s

-7s2

-9s2 - 7s3 - 8s4 - 9s5 - 9s6

8
4-

pr +

9s7

0 0 0 0 0 0

1

a3
0 0 0 0 0

7s+8s2+9
a«

1
0 0 0 0

o

c3

O

s" O

-9s4 - 7s5 - 8s6 - 8s7 s7

en donde los ordenes esenciales son n¿e = {7,7,7}. Entonces, se quiere modificar la estructura

al infinito a los ordenes esenciales nte = {7, 7, 7}.

Aplicando el método.

1. Se calculan

Sr

Sl

S2

¿3

rHe -ríi

7-1 = 6

7-3 = 4

7-7 = 0

V¿|i = l,...,3
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en donde para i = 3 se tiene que S3 = 0, lo cual será de utilidad en el paso 4, para
determinar la forma de la matriz G.

2. De acuerdo a los Si se construye el siguiente sistema de ecuaciones

Si =

ai^ai + ai¡2a2 + ceii3a3 + 01,4(74

¿2 =

02,l<7l + O2,20'2 + 012,3^3 + 02,4^4

en donde existen muchas soluciones. Se debe de tomar en cuenta que el método no se

aplica si se utiliza dos veces un mismo aj para hacer la modificación, por lo tanto se debe

de revisar en que forma se puede asignar la lista I2. En este ejemplo existen solamente dos

soluciones que cumplen con que no se utilice dos veces un solo elementos de I2, estas son

Si =
ai + a2 + a3

S2 =
04

en donde a^
= l,aii2 = l,aii3 = l,ai)4 = 0,a2,i = 0,02,2 = 0,02,3 = O y a2,4

= 1- La

segunda solución es

Si =
a2 + ai

S2 =
cti + a3

donde ai,i
= 0, 01,2

= 1,01,3 = 0, 01,4
= 1,02,1 = 1,02,2 = 0,02,3 = 1 y 02,4

= 0. Con

cualquiera de las dos soluciones anteriores se puede hacer la modificación de la estructura

al infinito siguiendo la metodología propuesta. En el caso de este ejemplo utilizamos la

segunda solución que puede representarse de forma matricial como sigue

Ol

Si 0 10 1 02

62 \ 10 10 o3

M 04

Por la forma de H el método claramente se puede aplicar, ya que se utilizan sólo una vez

los elementos de la lista I2 para lograr la modificación en Ii.

3. Dado que ¿1 =¿ 0 y ¿2 ¥" 0, las filas 1 y 2 tendrán un elemento diferente de cero en la

ubicación 01,2 y 02,1 de acuerdo con 6.3

F =

-

07X1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

o 100000000

1 ooooooooo

o ooooooooo

o 001000000

o 000001000

o ooooooooo

o ooooooooo
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4.

y siguiendo la metodología la F anterior es la retroalimentación de estado que hace la

modificación de la estructura al infinito a nje- En este ejemplo la posición de los unos en

F no se altera porque en H nos indica que se utilizan completamente los elementos de la

lista I2 de Morse.

Para calcular G se utiliza el caso cuando se usan todos los elementos de la lista I2 para

hacer la modificación. Se define por facilidad la matriz G como

G =

0 0 0'

0 0 0
U-l = 2

0 0 1. _}p = 3

Como es necesario saber el valor i al cual Si = 0 esto es i = 3. Esto quiere decir que las

primeras i — 1 filas de G serán cero, en este ejemplo se tiene que hay 3 — 1 = 2 filas de

ceros. Los ceros al infinito que no se hayan modificado {n¿} tendrán un 1 en el elemento

de la diagonal que le corresponde de acuerdo con

A =

donde todos los elementos fuera de esta diagonal son ceros.

Ahora, como se usan varios elementos para hacer la modificación, se aplica el paso 4 inciso

c) del método para encontrar 0. En este inciso se considera que la última fila de G siempre

es de la forma [ 1 0 0 ], y que se agregarán unos en forma de diagonal invertida en 0,

considerando que en las últimas m —

pxp filas de F que son cero en G se tendrá una fila

diferente de cero. Entonces 0 será de la siguiente forma

/? =

r o 0 0 ]
0 0 0

0 1 0

i 0 0

Por lo tanto la matriz G es igual a

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 1 0

1 0 0

^A

}0

comprobando la modificación de la estructura en lazo cerrado se tiene

TFG = C(sI-A + BF)-xBG
1 n

_9s2_8s3+s7
U

_7a4+9 1

_937_8s8+si2 J7

63a+72a2+81a3+70a4+57a°+65a6+65a7+9a8+81 7a+8a2+8a3+9
-9a10-83u+a itr

1
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en donde la estructura al infinito es {7, 7, 7}, lo cual es igual a n*,.

Ejemplo 2 Sea el sistema (4, B, C) del ejemplo 5.3.2, el cual es

0 0 0 OOOOOOOOOO

0 0 0 OOOOOOOOOO

1-10 1000000000

-11 0 0 100000000

0 0 0 0010000000

0 0 0 0100000000

1 2 0 00-10100000

0 0 0 0100010000

0 0-10000000000

-1-10 0000000100

-11 0 0000000010

1 0 0 0000010001

0 0 1-1000000000

C =

con función de transferencia

B =

1

0

0

o

o

o

o

o

o

o

o

o

-1

o

1

o

o

o

o

o

-1

o

o

o

o

o

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 1

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

-1 -1 0

0100000000000

1110000000000

1000000000000

T(s) = 1+

0 i o o

pr(s-l) 5 + pr(-« + l) 0 0
i

-32+S*

0 o

Entonces, en el capítulo anterior se obtuvo un elemento del grupo de transformación para

llevar el sistema (A,B,C) a su forma semicanónica de Morse (A3,B3,C3). Este grupo es indis

pensable conocerlo si se quiere modificar la estructura al infinito del sistema (A, B, C). El grupo
obtenido en el ejemplo 5.3.2 es el siguiente.
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n =

1 0 0 0 0"

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

Fi =

T =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-] 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 -1

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1

'

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0
'

0

0 0 0 0

Gi-- 0 0 1 1 1

0 0 -1 0 1

_

0 0 1 0 0
_

0 1 0 0 t) 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 () 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 c) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 c1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 c1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 c) 0 1 0 0 1 1 0 0

-1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 c 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 c 0 0 0 0 L 0 0 0

0 0 0 1 c 0 0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0

o -1000000-1 o o -1

Aplicando el elemento del grupo de transformación al sistema (.4, B, C) se tiene

sistema

OOOOOOOOOO

OOOOOOOOOO

0100000000

0010000000

0001000000

oooooooooo

0000010000

0000001000

oooooooooo

0000000010

0000000001

oooooooooo

oooooooooo

T~x(sl -A- BFi)~xBGi =

0 0

0 0

-1 1

1 -:

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 2

0 0

0 0

0 0
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B3 = T~xBGi =

1 0 0 0 0
"

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

Cs = UCT =

1000000000000

0100000000000

1110000000000

en donde el sistema (A3,B3,C3) se encuentra en la forma semicanónica de Morse y tiene como

listas de Morse I2 = {3, 4} e I4 = {1,1,4}. Una vez que el sistema (A, B, C) ya se encuentra en

la forma semicanónica (A3, B3,C3), se puede hacer la modificación de la estructura al infinito a

los ordenes esenciales n¿e = {4,4,4}, aplicando la metodología propuesta en este capítulo.

Aplicando el método.

1. Se calculan

Si = nie
- n'i Vi | i = 1, . .,3

Si = 4-1 = 3

S2 = 4-1 = 3

S3 = 4-4 = 0

en donde para i = 3 se tiene que S3 = 0, lo cual será de utilidad en el paso 4, para encontrar

la forma de la matriz G2.

2. De acuerdo a los Si se construye el siguiente sistema de ecuaciones

Si =

ai,i<ri + ai,2<T2

S2 =

a2,i<ri + 02,2^2

en donde existen muchas soluciones. Se debe de tomar en cuenta que el método no se

aplica si se utiliza dos veces un mismo aj para hacer la modificación, por lo tanto se debe

de revisar en que forma se puede asignar la lista I2. En este ejemplo existen solamente dos

soluciones que cumplen con que no se utilice dos veces un solo elementos de I2, estas son

<h = 01

x
3

ó2 = -o2
4
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en donde ai,i
= l,ai,2 = 0,a2,i = |y 02,2

= 0. La segunda solución es

x
3

¿1 =

-¿o2
¿2 = Ol

donde otij
=

3,01,2
= 0,02,1 = 1 y 02,2

= 0. Con cualquiera de las dos soluciones ante

riores se puede hacer la modificación de la estructura al infinito siguiendo la metodología

propuesta. En el caso de este ejemplo utilizamos la segunda solución que puede represen
tarse de forma matricial como sigue

Si =
0 3/4
1 0

01

o2

H

Por la forma de H el método claramente se puede aplicar, ya que se utilizan sólo una vez

los elementos de la lista I2 para lograr la modificación en Ii.

3. Dado que ¿1 ^ 0 y S2 ^ 0, las filas 1 y 2 tendrán.un elemento diferente de cero en una

ubicación ai,2 y 02,1 de acuerdo con (6.3)

F2

0000000001000

0000001000000

0000000000000

0000000000000

0000000000000

pero como el elemento 01,2 nos indica que sólo se utiliza 3/4 partes de el elemento a2, esto

quiere decir que hay que disminuir en uno la posición del elemento en ai,2, por lo que se

tiene la siguiente F2

F2 =

0000000000100

0000001000000

0000000000000

0000000000000

0000000000000

en donde esta es la retroalimentación de estado F2 que hace la modificación de la estructura

al infinito.

Para calcular G2 se utiliza el caso cuando se usan todos los elementos de la lista I2 para

hacer la modificación. Se define por facilidad la matriz G2 como

G2 =

Como es necesario saber el valor i al cual ¿¿ = 0 esto es i = 3. Esto quiere decir que las

primeras i
— 1 filas de G2 serán cero, en este ejemplo se tiene que hay 3 — 1 = 2 filas de
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ceros. Los ceros al infinito que no se hayan modificado {n¿} tendrán un 1 en el elemento

de la diagonal que le corresponde de acuerdo con

Vl = 2Í ° ° °

A=
% l

¿\ 0 0 0

p = 3{ 0 0 1

donde todos los elementos fuera de esta diagonal son ceros.

Ahora, para encontrar 0 utilizando la parte de A de dimensión i — 1 y se asigna un uno

sobre la diagonal

»-l<

después trasponemos 6 y definimos a 0 como

0 =

■

0 1 0

1 0 0

. e
r e

.

donde todos los elementos fuera de la diagonal son ceros. 0 es matriz de cero.

Entonces la matriz G2 es igual a

G2 =

0 0 0
"

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

Se ha modificado la estructura al infinito del sistema del ejemplo 5.3.2, esta modificación se

hizo a partir de la forma semicanónica de Morse obtenida en el ejemplo 5.3.2. Ahora lo que se

quiere mostrar a continuación, es como se puede modificar la estructura al infinito como en el

ejemplo anterior 6.1.2, para el sistema (A, B, C) del ejemplo 5.3.2.

La forma semicanónica de Morse se utiliza de forma auxiliar para hacer la modificación

de la estructura al infinito; esto es, dado un sistema (A, B, C) que cumpla con las condiciones

del capítulo 5, entonces existirá un elemento del grupo de transformación (U,Fi,Gi,T), tal

que lleve al sistema (A, B, C) a la forma semicanónica de Morse (A3,B3,C3). Luego, partiendo
de (A3, B3, C3) se aplica la metodología propuesta en este capítulo, y se obtiene otra retroali

mentación (F2, G2) que hace la modificación de la estructura al infinito a los ordenes esenciales.

Entonces para modificar la estructura al infinito de (A, B, C) se tiene que hacer una composición

de Fi, Gi, F2 y G2 de la siguiente forma

F' = Fi + GiF2

G = GiG2
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en donde F' y G' es la retroalimentación que aplicada al sistema (A, B, C) hará la modificación

de la estructura al infinito a los ordenes esenciales. La matriz de cambio de base en los estados T y

la matriz de permutación de salidas II, no son consideradas para la modificación de la estructura

al infinito, debido a que T no tiene ningún efecto sobre forma de la función de transferencia en

lazo cerrado y II solo cambia las filas de esta función de transferencia.

Después de obtener (F1, G')

F* = Fi+GiF2 =

G = G1G2 =

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

-1 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 -1

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
'

0 0 0

1 1 1

1 0 -1

0 0 1

se obtiene el siguiente sistema

A' = A + BF' =

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0

-1 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 -]

-1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

0000-1-1010001

B' = BG' =

0 0 0

'

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 1

1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

-2 -1 0
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C = C =

0100000000000

1110000000000

1000000000000

La función de transferencia del sistema retroalimentado (A1, B',C) es

i

Tf'G'(s) = C(sl -A- BF')~ BC =

-a3-l

2a3-28a+aT

-5a-3a2+3a3+2
2a4-2a«+a8

-28+a2+a3-l
L 233-2afe+a7

2a2-2a4+a

a+a2-3
2a2-2a4+a6

a2-l

2a2-2a4+a»

a2-2

2a2-284+a6

-4a+3a3+2
2s3_2a5+a7

-2a2+a4+2 .

en donde se puede verificar que los ordenes de los ceros al infinto de Tf>g'(s) son {4,4,4}.



Capítulo 7

Desacoplamiento no regular de

sistemas decalados

En este capítulo se presentan dos métodos para resolver el problema de desacoplamiento
no regular de sistemas decalados invertibles por la derecha y sin ceros finitos. El método 1

consiste en tres pasos, para encontrar tres retroalimentaciones, las cuales son: la que lleva al

sistema (A, B, C) a la forma semicanónica de Morse (A3, B3, Cs), la que hace la modificación de

la estructura al infinito del sistema (A3, B3,Ca) y finalmente la retroalimentación que desacopla
el sistema anterior que fue modificado. Con estas tres retroalimentaciones se tiene la ventaja de

que se puede desacoplar el sistema original (A, B, C) mediante una retroalimentación no regular

que se obtiene de una composición de las tres retroalimentaciones anteriores. Este método se

presenta en la sección 7.1, y está basado en los resultados obtenidos en los capítulos 5 y 6. Se

presenta también un ejemplo que ha sido utilizado en los capítulos 5 y 6 para mostrar como se

aplica la metodología propuesta.

En el método 2 se presenta una metodología para resolver el problema de desacoplamiento no

regular de sistemas decalados bajo las siguientes restricciones: se consideran sistemas invertibles

por la derecha, sin ceros finitos y con el z-ésimo elemento de la estructura al infinito de la parte

estrictamente propia del interactor T(s) menor o igual al ¿—ésimo elemento de la lista I2 de

Morse. Esta última restricción limita el tipo de sistemas que se pueden desacoplar utilizando

la metodología propuesta. Aunque se tienen varias restricciones, la metodología propuesta tiene

la ventaja de dar un procedimiento para encontrar una retroalimentación de estado tal que se

obtenga una función de transferencia en lazo cerrado desacoplada. El resultado del método 2,

también tiene la ventaja de que se aplica a sistemas con m entradas y p salidas, siendo este

resultado una extención del procedimiento presentado en [29] para sistemas con m entradas y 2

salidas. Este método se presenta en la sección 7.2, y se puede considerar que es más directo en

comparación con el método 1. En esta sección también se presenta un ejemplo el cual muestra

como se aplica la metodología propuesta.

7.1. Método 1

En esta sección se presenta una metodología para desacoplar un sistema decalado basado

en el resultado de la modificación de la estructura al infinito del capítulo 6. Con este método

103
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se tiene la ventaja de poder encontrar de manera sistemática una retroalimentación de estado

no regular tal que desacople al sistema original (A, B,C). Básicamente el método consiste en

modificar la estructura al infinito del sistema (A, B,C), tal que los ordenes de los ceros al

infinito de la función de transferencia en lazo cerrado sean iguales a los ordenes esenciales del

sistema. Después, como se obtiene un sistema cuadrado después de hacer la modificación de

la estructura al infinito del sistema decalado, se sabe de [1], [3] y [5] que se puede obtener

una retroaliementación de estado tal que desacople al sistema. Posteriormente sólo se hace

una composición de las retroalimentaciones de estado calculadas anteriormente y se obtiene la

retroalimentación de estado no regular que desacopla al sistema original (A,B,C).

A continuación se presenta el método para el desacoplamiento no regular de sistema deca

lados, utilizando de forma auxiliar el resultado de la modificación de la estructura al infinito

presentado en el capítulo 6. El planteamiento del método es el siguiente:

1. Se tiene un sistema (A, B, C), que cumpla con las condiciones para llevarlo a la forma

semicanónica de Morse (A3,B3,C3), obteniéndose la retroalimentación (Fi,Gi) del grupo
de transformación.

2. Se aplica la metodología presentada en el capítulo 6, para modificar la estructura al infini

to del sistema (As,Bs,Cs) mediante una retroalimentación (F2,G2), tal que los ceros al

infinito de la función de transferencia cuadrada en lazo cerrado, sean iguales a los ordenes

esenciales del sistema. En esta parte se hace una composición de las retroalimentaciones

(Fi,Gi) y (F2,G2) de la siguiente forma

F' = Fi+GiF2

G = G1G2

obteniéndose el sistema (A1, B',C), y remarcando que con (F', G') se puede modificar la

estructura al infinito de (A,B,C) y que después de la modificación de la estructura al

infinito se obtiene un sistema cuadrado el cual es desacoplable.

3. Después de forma auxiliar se obtiene un compensador C(s) de la siguiente forma

TF'G>(s)C(s) - $-x(s)

en donde Tp'G'(s) es la función de transferencia obtenida en el paso 2 y $_1(s) es la

inversa del interactor del sistema (A',B',C). Una vez obtenido el compensador C(s) se

puede obtener la retroalimentación de estado regular (F3, G3) equivalente al compensador

C(s) =[l-F3 (si
- A')'1 £']

_1

G3

el cual se resuelve aplicando el lema 2.5 del capítulo 2. Con la retroalimentación obtenida

se puede desacoplar el sistema (.4', B' ,C).

4. Para obtener la retroalimentación de estado no regular que desacopla el sistema original

(A, B,C), se hace una composición de (F',G') y (F3,G3) de la siguiente forma

F" = F' + G'F3

G" = G'G3

en donde F" y G" es la retroalimentación que desacopla al sistema (A,B,C).
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El siguiente ejemplo ilustra la metodología para encontrar la retroalimentación de estado no

regular tal que desacople al sistema (A, B, C).

7.1.1. Ejemplo

Sea el sistema decalado (A, B, C) del ejemplo 5.3.2:

0 0 0 OOOOOOOOOO

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

-11 0 0000000010

1 0 0 0000010001

0 0 1-1000000000

B =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 -1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

-1 0 -1

0 0

"

0 0

0 0

0 0

0 0

0 1

0 0

0 1

0 0

0 0

0 0

0 0

-1 0

c =

con función de transferencia

0100000000000

1110000000000

1000000000000

T(a) =

0 0

1 + 4,(5-1) J +A(-a + l) 0 0

0

1

s^+s*

0 0 0 0

En el capítulo 5 se obtuvo un elemento del grupo de transformación para llevar el sistema

(A, B, C) a su forma semicanónica de Morse (A3,B3,C3). Para este ejemplo, sólo nos interesa
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del grupo de transformación, la retroalimentación de estado Fi y la matriz de cambio de base

en la entrada Gi obtenidas en el ejemplo 5.3.2, estas matrices son las siguientes

Fi =

0 0 0 0 oooo 0 0 0 0 0'

0 0 0 0 oooo 0 oooo

-1 0 1 0 0 10 0 -1 0 0 0-1

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 oooo

0 0 0 0 -10 0 0 0 oooo

"0100 0
'

10 0 0 0

Gi 0 0 11

0 0-10

0 0 10

1

1

0

Una vez que el sistema (A, B, C) ya se encuentra en la forma semicanónica (A3, B3, Cs), se obtuvo

en el ejemplo 6.1.2 del capítulo 6, una retroalimentación (F2,G2) que modifica la estructura al

infinito del sistema (A3,B3,Cs), tal que los ceros al infinito de la función de transferencia en

lazo cerrado del nuevo sistema modificado (A',B',C) son los ordenes esenciales nje = {4,4,4}.
La retroalimentación (F2, G2) es de la siguiente forma

F2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

G2 =

'

0 0 0
'

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0
.

Después, en el ejemplo 6.1.2 se hizo la composición de F\, Gi, F2 y G2 de la siguiente forma

F' = F1+G1F2

G = G1G2

para modificar la estructura al infinito de (A, B, C). Obteniéndose la retroalimentación (F', G')

siguiente

F' =

G' =

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

-1 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 -:

0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0'

0 0 0

1 1 1

1 0 -1

0 0 1
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Aplicando la retroalimentación (F',G') se obtuvo el sistema (A',B',C), el cual tiene como
función de transferencia

TF'G'(s) = C(sl -A- BF')~XBG' =

-a3-l

2a3-2a6+s7

-5a-3a2+3a3+2
2a*-23k+3g

M3-l
2a3-2a5+a7

1 a2 -2

2a2-2a4+8« 2a2-2a4+a«

a+a2-3 -4a+3a3+2
2a2-2a4+a8 2s3-2sls+s7

a2-l

2a2-2a4+s6 -2a2+y+2 .

El interactor de Tf>g' (s) es

^F'G'(s) =
s4 0 0 1

0 s4 0

0 0 s4

se puede verificar que los ordenes de los ceros al infinto de Tp'G'(s) son {4,4,4}.

Ahora se busca una matriz bipropia C(s) tal que lleve a la matriz de transferencia Tf'g'(s)
a la inversa del interactor

despejando

sustituyendo

TF-G>(s)C(s) = $^G,(s)

C(s)=T¿xG,(s)<¡>pXG,(s),

C(s) =

-2a+l

a
1

-S-1

8

3a2 -1
a*

-28-1

8

3s+3a2-l
8*

a-a2-l
«a

1
-a-a2+l

.,5

Dado el compensador C(s) se obtiene la retroalimentación de estado (F3,Gs) equivalente

aplicando el lema 2.5 del capítulo 2, de donde

F3 =

G3 =

1 00000-2 00000 1

-3-40001 4-21000-1

3 10 0 0-1-21000-11

-2 1 -1

3-2 3

-1 1 -1

esta retroalimentación de estado desacopla la función de transferencia Tf>g'(s) en lazo cerrado.

Ahora, para obtener la retroalimentación de estado no regular que desacopla el sistema

original (A, B, C), se obtiene la retroalimentación resultante de la composición de las retro-
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alimentaciones obtenidas previamente de la siguiente forma

F" = F' + G'F3

G"

"

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 -3 1 0 0 1 0 -1 0 0 0 -1 0

-2 -1 0 -1 0 1 0 -1 0 0 0 1 0

3 1 0 0 -1 -1 -2 1 0 0 0 -1 1

G'G3
'

0 0 0
'

0 0 0

0 0 1

-1 0 0

-1 1 -1

en donde F3 y G3 es la retroalimentación de desacopla el sistema (A',B',C). Aplicando la

retroalimentación (F", G") al sistema original (A, B, C) se obtiene la siguiente función de trans

ferencia en lazo cerrado

Td(s) = C(sI-A-BF")-xBG"

Á o 0

0
1

T* o

0 0 4

la cual se ve que es desacoplada.

7.2. Método 2

La ventaja del método presentado en esta sección con respecto al método de la sección

previa, es que el método que se presentará más adelante es más directo; esto es, en el método

1 es necesario encontrar 3 retroalimentaciones y después hacer una composición de ellas para

encontrar una retroalimentación que desacople al sistema, en cambio en el método de esta sección

se da procedimiento para encontrar directamente la retroalimentación que desacopla al sistema.

Antes de presentar el resultado sobre el desacoplamiento de sistemas decalados, es importante

señalar que se seguirá un procedimiento similar al presentado en [35], retomando de este trabajo

el teorema 7.1 que será la base para proponer el resultado principal de éste capítulo.

Sea T(s) la función de transferencia del sistema (A,B,C) y (Ni(s),D(s)) una factorización

coprima derecha de (A, B, I) esto es

T(s) = C(sl
- A)~lB = CNi(s)D-x(s)

en donde definimos N(s) como N(s) = CNi(s).
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Entonces, el problema de desacoplamiento no regular en el caso decalado consiste en encon

trar las condiciones bajo las cuales existe una retroalimentación de estado

u(t) = Fx(t) + Gv(t)

donde F y G son matrices constantes con rank G =

p, tal que la función de transferencia en

lazo cerrado del sistema (A + BF, BG, C) es

TFg(s) = C(s/ - A - BF)~XBG (7.1)
= N(s)[D(s)-FNi(s)]-xG
= W(s)

donde W(s) = diag{l/sn'c} para i = 1, ...,p. Los n¿e son los ordenes esenciales del sistema y en

el caso decalado los n<e son todos iguales.

Ahora, dado que se supone que el sistema es invertible por la derecha, o lo que es lo mismo,

que la función de transferencia del sistema tiene rango completo por filas, entonces existe una

inversa de T(s), digamos T(s), que tiene la siguiente forma

T(s) = D(s)Ñ(s)

donde N(s) es una inversa derecha de N(s). La matriz N(s) no es única y puede escribirse de

forma paramétrica como

Ñ(s) = Ñ¡(s) + ÑK(s)Tp(s)

donde Ni(s) es una inversa derecha de N(s), Nk(s) forma una base del kernel de N(s) y

Tp(s) € R(m_p)xp(s) es una matriz paramétrica.

Con esta inversa derecha de T(s), y después de hacer algunas operaciones en (7.1) se obtiene

[D(s) - FNi(s)} Ñ(s)W(s) = G, (7.2)

la cual puede representarse como

M(s)Ñ(s)W(s) = Z, (7.3)

donde

M(s) = XD(s) + YNi(s), (7.4)

con matrices constantes X, Y y Z tales que

F=-X~XY. G = X~XZ. (7.5)

Por lo tanto, el lema 5.1 del capítulo 5 se puede aplicar a (7.4) y replantear el problema de

desacoplamiento como el encontrar una solución constante a F, G y una solución a M(s), tal que

M(s) cumpla con las ecuaciones (7.3) y (7.4). La matriz Z es de rango completo por columnas,

M(s) una matriz reducida por columnas con el grado de la ¿—ésima columna de M(s) igual

al grado de la ¿—ésima columna de D(s). Bajo estas consideraciones siempre existe la solución

de X y Y en (7.4) con X no singular [18], y la retroalimentación de estado la cual resuelve el

problema puede ser calculada de (7.5).
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Es muy complicado dar una metodología para encontrar M(s) tal que se satisfaga (7.3)
y (7.4). Por lo tanto de forma auxiliar, se utilizará el interactor extendido visto en la sección

1.7 del capítulo 1. A continuación recordaremos la forma de obtener el sistema extendido y su

interactor.

Considerando las matrices N(s) y D(s), dado que el sistema tiene inversa derecha, existe

una matriz unimodular U(s) € Rmxm[s] tal que

N(s)U(s) = [ Q(s) 0]

donde Q(s) es una matriz polinomial no singular de dimensión p x p.

Ahora, si definimos

Q(s)
0

0

u-Hs)*«*-[ o lm.p

entonces la matriz N(s) puede expresarse como

Ñ(s) = K~x(s) [Ñ!(s) + ÑK(s)Tp(s)]

(7.6)

(7.7)

donde Ni(s) = NK(s) =
0

¿m—p
, y Tp(s) es una matriz paramétrica.

La matriz Te(s) := K(s)D
x

(s) es la función de transferencia del sistema extendido (A, B, Ce)

y su interactor extendido <&e(s) está dado como

Te(s) = K(s)D~x(s) = *7l(s)B(s) (7.8)

donde B(s) es una matriz bipropia y $e(s) tiene la siguiente forma

$i(s) 0

$2(s) $3(s)
Ms)

donde $i(s) es el interactor de (A,B,C), ^2(s) es el acoplamiento entre las listas I2 e I4 de

Morse, y finalmente $3(s) = diag{s<ri}, i = 1,2, ...,m —

p, en donde los {<r¿} son los elementos

de la lista I2 de Morse.

Con (7.8) y (7.4), en donde (7.4) se puede representar comoM(s) = [X + YNi(s)D~x(s)] D(s),
donde [X + YNi(s)D~x(s)] es claramente bipropia, entonces podemos expresar a M(s) de la

siguiente forma

M(s) = V(s)$e(s)K(s) (7.9)

donde V(s) es una matriz bipropia tal que M(s) es polinomial.

Sustituyendo (7.9) y (7.7) en (7.3) se obtiene

$i(s)W(s)
V(s)

.

$2(s)W(s) + $3(s)TP(s)
= Z. (7.10)

Ahora, como Z es una matriz constante de rango pleno por columnas, se puede elegir que

1p

0
,
la cual sigue siendo una matriz constante de rango pleno por columnas.

Una vez obtenido (7.10), se puede plantear el siguiente teorema [35].
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Teorema 7.1 Un sistema (A, B, C) invertible por la derecha es desacoplable por retroalimentación
de estado estática no regular si y sólo si existe una matriz bipropia V(s) y una matriz paramétrica

Tp(s) tal que

V(s)

con

$i(s)W(s)

.
$2(s)W(s) + $3(s)Tp(s)

V(s)$e(s)K(s) polinomial.

0
(7.11)

Prueba. Ver [35]. ■

Básicamente, el teorema anterior propone unas condiciones implícitas para resolver el pro
blema de desacoplamiento en forma general, y se dice que son condiciones implícitas debido

a que esas condiciones no son directamente comprobables y dependen de la existencia de una

matriz bipropia V(s) la cual el teorema no indica como encontrar dicha matriz.

A continuación se dan algunos conceptos, necesarios para establecer el teorema 7.2, el cual

propone una forma de obtener la matriz V(s) tal que cumpla con el teorema 7.1.

Ahora, como deseamos que el sistema decalado tenga la siguiente función de transferencia

en lazo cerrado

0 ••• 0

-í- ... n
8"2e

U

W(s)

1

8"le

o

o o
1

s"Pe

donde los ordenes esenciales son {n,e}, i = l,...,p, entonces se puede factorizar el interactor en

términos de los ordenes esenciales nje, como sigue:

$i(s) = T(s)W(s)

donde T(s) es una matriz propia conocida como la parte propia del interactor y tiene la siguiente
forma

T(s) = $i(s)diagía9{s^}
"

s"í 0 ... o
'

'?fe o

¿2,1 Sn'2 ... o o ¿k

■ K,\ 4>P,2
... sn'p

.

0 0

'

s-(nie-n;) 0 0

¿21
3"lc

s-(n2e-n'2) q

<t>M ¿32. =-("3.-13)
8nl« 3n2e

"

Í£i_ 4>p2 <t>p3
3"le 8"2e 3"3e

1

"pc
_

o

o

o

-(npe-ríp)
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Para el caso de sistemas decalados se cumple que la estructura al infinito de T(s), corres

ponde a los grados de los denominadores de los elementos en la diagonal de T(s). Lo anterior lo

demostramos en el siguiente lema.

Lema 7.1 La estructura al infinito de T(s) para el caso de los sistemas decalados es

Si = nie
- n[,

S2 = n^- n¡¡,

Sp-i =

ripe-i
—

np_i,

SP = npe-n'p = 0

donde 6i>62> ... > 0, y n\ son los ordenes de los ceros al infinito del sistema (A, B,C).

Prueba. Para la demostración, se tiene primero que la forma general de la inversa del

interactor es
'

s"ní 0 ••• 0

02 1
*-"* ••• 0

•TW" : . :

. 4p,i <AP,2
••• «""'

en donde es importante señalar, de la primera columna, que debido a que los ordenes de los ceros

al infinito están sobre la diagonal se cumple que los grados de los denominadores de <¡>2i, ..., 4>pi
son mayores o iguales a n'j, y así se cumple que para cada columna los grados de los denomi

nadores de <f>ij son mayores o iguales que el nj correspondiente en la diagonal.

Entonces, existe una matriz bipropia B(s) tal que

B(s)^7x(s) = diag{l/s<) para i = 1, ...,p. (7.12)

Ahora, despejando $i(s) en la ecuación (7.12), se tiene

$i(s) = diag{sni}B(s). (7.13)

Una vez con (7.13), consideramos que para obtener la parte propia del interactor; esto es T(s),
se tiene que multiplicar el interactor por diag {pr^}, en donde n¿e son los ordenes esenciales.

Por lo tanto, multiplicando diag {prjj} en (7.13) se obtiene

T(s) = $i(s)d¿a5 | -L l = diag{s<}B(s)diag í~\ (7.14)

como se están considerando los sistemas decalados, entonces todos los ordenes esenciales tienen

el mismo valor por lo que se puede considerar que el efecto de la multiplicación de diag { Jjj }
es como el multiplicar diag{sn¡}B(s) por j^. Haciendo esta consideración (7.14) queda como

sigue

T(s) = diagí-^^B(s) (7.15)

= diag l
^- | B(s)
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Ahora, de (7.15) es fácil ver que la estructura al infinito de T(s) es Si, ya que la matriz bipropia
no modifica la información al infinito de T(s).

Notar que por la forma del interactor se tiene que Sp = n^
—

n'p = 0. ■

El Lema 7.1 se cumple sólo para sistemas decalados, ya que para sistemas que no sean

decalados no se garantiza que la estructura al infinito de T(s) es Si, como se puede ver en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.1 Seo un sistema cuyo interactor es

*l(«) =
s 0 0

'

-s2 s2 0

0 -s4 s4

en donde los ordenes esenciales son n¿e
= {2,4,4} y los ordenes de los ceros al infinito son

nj = {1,2,4}. Entonces, la parte propia del interactor es

T(s) = $i(s)d¿ay{l/s"<'}

s 0 0"

-s2 s2 0

0 -s4 s4

i 0 0'

-1
pr

0

o -ii.

0 o

0 s

0 0

-4

de donde, si obtenemos la forma de Smith Mc-Millan al infinito de T(s) se obtiene

1 0 0

0 1 0

0 o h

lo cual implica que la estructura al infinito de T(s) es (0,0,3). Pero si obtenemos las diferencias

propuestas en el lema 7.1, se tiene que

nie
—

ni
= 2 — 1 = 1

n2e-n2
= 4-2 = 2

"3e-"3
= 4-4 = 0

de donde se puede ver que estos valores no corresponden a la información al infinito de T(s).

Otro aspecto importante para el problema de desacoplamiento es la información de la lista I2

de Morse. Esta información se encuentra en el interactor extendido de la función de transferencia
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del sistema extendido, el cual en este capítulo lo definimos de la siguiente forma

*e(«) =

s"i

02,1

0

S"2

<t>p,l 0p,2
$p+l,l $p+l,2

$p+2,l $p+2,2

0

0

$p+l,p

$P+2,P

o^m—p

*,m,l $m,2 $
m,p

o o

o

o

o

o

o

(7.16)

donde ai < a2 <
... < am-p es la lista I2 de Morse, obsérvese que las últimas m —

p filas de

<í>e(s) se presentan en orden inverso con respecto al presentado en el lema 1.3 del capítulo 1;

esto es, aplicando una matriz de permutación de salidas en el sistema extendido, con la finalidad

de que el resultado que se presentará en el teorema 7.2 sea menos restrictivo con respecto a el

orden de los elementos de la lista I2.

A continuación se presenta un lema de [29], el cual será utilizado para la demostración del

resultado principal de este capítulo.

Lema 7.2 Sea u(s) un polinomio y v(s) una función bipropia. Entonces, existe un polinomio

p(s) del mismo grado que u(s) y una función racional propia w(s) tal que

u(s) = p(s)v(s) + w(s).

Prueba. La función bipropia v(s) se puede escribir como

v(s) =Vo + VlS~X + ...

donde Vi e R. El resultado se obtiene de la división directa de u(s) y v(s), ambos acomodados

en orden no creciente con respecto a sus potencias. ■

En el teorema siguiente estableceremos una condición suficiente al problema de desacoplamien

to no regular para sistemas decalados en el caso con m entradas y p salidas. La prueba de este

teorema nos ofrece una metodología para encontrar las matrices F y G que desacoplan a un

sistema con ciertas características particulares.

Teorema 7.2 Sea un sistema decalado invertible por la derecha (A, B, C) con p salidas y m

entradas, que cumple con

Sí<oí parai = l,...,m-p (7.17)

donde ai es la lista de Morse I2 de (A, B, C) ordenados de forma no creciente, y Si son los

ordenes de los ceros al infinito no nulos de T(s) ordenados de forma no decreciente. Entonces el

sistema es desacoplable con función de transferencia en lazo cerrado diag { -¿¿—}, donde los riie

son los ordenes esenciales del sistema.
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Prueba.

Sea Si <Oi, entonces a continuación se presenta un procedimiento para encontrar una matriz

bipropia V(s) tal que satisface las condiciones del teorema 7.1.

Definiendo

Y0:=
T(a)

X(s)

s-(ni„-n',)
.tax.
S"le

Al
anit

»"''

0

s-(n.e-n'm)

8n2e

•Pp.

Sn2e

0

0

s-(n3e-n'3)

<t>p3
a"3e

1

0

0

0

0

0

0

-(npe-n'.)

0

0

0 0 ••• 1 o

en donde X(s) G R¿m-p)xp(s), y puede ser elegida como X(s) = [ Im-P 0 ]. Definiendo

¿i = "ie-n'i,

S2 = n2e
- n'2,

¿p-i =

npe-i
-

n'p_i,

Sp =

entonces, la matriz bipropia Vfo(s) € RJJ*xm(s) más simple que cumple con Vo(s)Yq(s) =

es

Vo(s) =

(0)

h-i

0 1

0 0

0 0

1 -4>p.is-nu -<t>P¿s-«

o

0

0

1

-¿p,3S-"3e
U -8

""

0 - ¿XLu
a"i«

0 - JBL

0
8nl«

0

_s-á2

_ Éaa
Sn2e

s"2e

0

o

_S-Í3

-yp-',3
Sn3e

JP

0

o

o

o

^p.p-ls"np
o

o

o

en donde 7p_i es una matriz identidad dep-lxp-1. Para construir la matriz Vq(s) se parte

primero de la matriz identidad de tamaño p
— 1 x p

—

1, que son las primeras p — 1 filas de Vo(s)

y luego se construye lo demás. La razón de esto es únicamente por motivos de ubicación de los

elementos diferentes de cero.
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Observe que, debido a que el sistema (A, B, C) no tiene ceros finitos, K(s) en (7.6) es

unimodular por lo cual la condición de que V(s)$e(s)K(s) es polinomial, se puede reducir a que
sólo V(s)$e(s) es polinomial.

De la condición previa, se tienen los dos casos que se muestran a continuación.

1. Si los grados mínimos de $¿,j Vi = p + l,...,m
—

p, j = l,—,p
—

1, denotados como

míndeg$ij, son tales que míndeg<I>j,¿ > 6j . Entonces, el producto Vo(s)$e(s) es polino

mial, con lo cual se demuestra que Vo(s) es la matriz bipropia deseada.

Para comprobar que el producto Vo(s)$e(s) es polinomial y que se debe cumplir la condición

míndeg$¿,j > Sj, se analizará bajo qué condiciones el resultado de la multiplicación Vo(s)$e(s)
es polinomial.

Entonces, primeramente se puede ver fácilmente que el producto de las primeras p
— 1 filas de

Vq(s) por $e(s), es polinomial. Después el producto de la fila p de Vo(s) por $e(s) es polinomial,
debido a que todos los —<¡>PyiS~n" para i = 1, ...,p son polinomiales. Esto es, como en cada

polinomio <j>pi el máximo grado es igual su orden esencial n,e asociado, entonces se cancelan s""

con s~n'e, quedando así un polinomio de la forma <j>p¿
— sn'«.

De la fila p+1 de Vq(s) se deduce que se debe cumplir que

míndeg$p+ij > Si para j = 1, ...,p
— 1. (7-18)

Luego de la filap+ 2 de Vq(s), se puede considerar que si se cumple la desigualdad en (7.18),
entonces la forma general de $P+i,i es $p+i,i = kasSl+x + ... + kwser'"-p~x. Después, como <¡>2i

en forma general es snie~Sl +...+srH'~S2~x , se cancelan los elementos s"le en f—fH¡¡ J . El producto

(-pu) (kasSl+x + - + kws°m-p-x) queda como
-

(s~Sl + ... + s-*2-1) (kasSl+x + ... + fcu,s<T"-'>-1):
el cual es polinomial.

Del producto (-s~*2) ($p+2,i) se tiene que cumplir que

míndeg$p+2,i > S2, (7.19)

para que sea polinomial.

Manteniendo la suposición de que se sigue cumpliendo la desigualdad en (7.18), ahora la

forma general de $p+i,2 = kasSl+x + ... + fcu,s<7m-''_1 Ahora, como 02i en forma general es

snic~Sl + ...+snie~Í2~x ,
se cancelan los elementos snu en (-^-J- El producto (-pt) (®p+ifi)

es polinomial.

Después del producto (-s-*2) ($P+2,2) se tiene que cumplir que

míndeg4>p-(-2,2 > S2,

para que sea polinomial.
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Considerando la fila p + 3 de Vb(s) y que se cumple la desigualdad en (7.18), se tiene que en

el producto (-p^J ($p+i,i), $p+i,i tiene la siguiente forma $p+i,i = kasSl+x + ... + kws'Tm-p~x

y (¡>3i en forma general es s""-*1 + ... + sn<e-Í3_1. Nótese que con esta forma de <j>3i se cancelan

los elementos sn,e en [-pfc)- Por lo tanto, el producto f —yí&J ($p+i,i) es polinomial.

Si se cumple la desigualdad (7.19), se tiene que en el producto (—p&) ($p+2,i) la matriz

$p+2,i tiene la siguiente forma $p+2,i = fc0sÍ2+1 + ... + kws<Tm-p-'l~x Ahora, como <¡>32 en forma

general es s"*'-*2 + ... + sn''~Si~x, se cancelan los elementos s™1' en ( —

p^-J. El producto

f-^") (^p+2,1) es polinomial.

Del producto (—s~Si) ($p+3,i) se tiene cumplir que

min deg $3,1 > S3,

para que sea polinomial.

De manera análoga se puede comprobar el producto de Vo(s)$e(s) es polinomial, siempre y
cuando se mantenga que

min deg <í>j,j > Sj para i =p+ l,...,m,

3
= 1>-,P-

2. Si el producto Vb(s)$e(s) no es polinomial implica que hay algún deg3>j¿ < 6¡. Entonces

se mostrará que existen dos matrices unimodulares de rnxm, tal que

V(s) := UL(s)V0(s)UR(s)

es bipropia, y se cumple que

V(s)Y(s) =

y V(s)$e(s) es polinomial.

h
0

,
con Y(s) = UrX(s)Y0(s),

En general, para i = p + 1, ...,m y j = 1, ...,p
- 1 se tiene que

*y = koSn'ZX + ... + k.SSi-<>-X + kr+iSSi-P + ... + kwS°i-'>-X (7.20)

= (fc0S + ... + krS6'-"-71'^) Sní + kr+lS6'-' + ... + A^s"-»-1

= UijSUi + $¿,j

en donde

mj
= k0s + ... + Avs*'-"-^-1
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Wij = kr+lSSi-p + - + kwS"*-'<r¡_p-l

Entonces de (7.20), se puede descomponer el interactor extendido como

con

*e(s) = [#(*)*(*)

UR\s) =

*(«) =

0 0

o o

Wp+1,1 Wp+1,2

Wp+2,1 «p+2,2

Um,2

s"i 0

02.1 S"'2

J>p,l J>p,2

fp+1,1 fp+1,2
$p+2,l "fcp+2,2

$
m,l

$

0

o

0 0 0

0 0 0

1 0 0 0

0 10 0

«p+i.p-1 0 10

«p+2,p-l 0 0 1

Vp-i ooo

o o

o o

s'-p

ftP+2,P

o

Cm-p

o

o

o

o

o

o^m—p— l

m,2 ft

o

o

o

o

o

m,p

donde Ur(s) es claramente unimodular.
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Definiendo Vi(s) := Vo(s)Ur(s), y Y(s) := UR1(s)Y0(s), se tiene que

Ví(*) = =V0(s)UR(s)

-■"p+i.i

-Up+2,l

-Um,l

"p+l.l^p.l , uP+2,10p,2 , , um,\4>p,p
8"le

"*"
8n2í

■ •" ■
s"P'

^ + 1

"m.l É <*>p

¡j^r + vt-uisrí- +
- + ^-i,r,'p-¡.

-Wp+l,p-l

-Up+2,p-l

0

0

1

0

-tim,p-l

Snle
"p+l,P-l

~^j£ r "jH-l,p-lsnie

0 o

Up+l,p-l¿p,l Up+a,p-10p,2 , "m.p-l<ftp,p .

«"le ' «"2« T ••• T ."pe
J-

a"l«

8"le

"m,p-l , ., #p-l,l i ■
., #p-l,p-2 , -i n

-^tT
+ "p+l,p-l-^- + - + ttm-l.p-1 ¡1plF2e -I" ¡ U

0

0

8nle

VP,P

SnP'

0

o

1

V(«) : =í/¿1(s)F0(s)
i

77

8nle

8nle

^+«p+l,2^ + ... + «p+l,p-i%^ + l

*& + uP+2,2pt + ... +Up^p-l^

jf+Um^ + .-. +Urn^i^
'p-l.l

a°P-1

3rtP-le
"P+1.P-1

ssp-i
"P+2.P-1

m + 1
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La matriz Vi (s) satisface que el producto Vi(s)fte(s) es polinomial, pero no es bipropio. Se

mostrará ahora que existe una matriz unimodular Ul(s) tal que V(s) := Ul(s)Vi(s) es bipropia
y

Ul(s)
jp

0

lp

o

Ahora, en Vi(s) se cumple que las últimas p
— 1 filas son parte de una matriz bipropia;

esto es, si se aplica el límite cuando s
—> oo, algunos elementos se harán cero y otros serán

elementos constantes. Para demostrar esto, se observa primeramente los elementos Uft11'1 +

l,"ffi''2 ,...,Uf"l"i'iP~1 1
los cuales al aplicar el límite cuando s

—» oo, se obtiene 1,0, ...,0. Después,

para los elementos Uf%\'1 + Up+i,ij£fc, se pueden manipular como sigue:

UP+2,1 , „
021

-y7r+up+x-xsiii:
kos krSS2-nZx fcos-n2+ni+1
-J- + ... + ——

j + —

-¡ + ...

S02 S*2 5*2

l^sS2-l-n'2 fc ^sá2_ni_2
+- ~^-- + ~ + J; + - +cÍ2 o<52

en donde, los elementos

kos fc0s-ni+ni+1
s*2

+"
Ts.

son los que no se ve tan evidente que sean 0 o 1, por lo tanto se manipulan como:

kos fc0s-"2+"í+1
S(52 gS2

k0
a"ia

8 k0S -

g"2

1 „<52 a"*'

SÍ2-1

fcp

S¿2-1

S"2

7Z3kos<s
—i— gn'e
anla

ko

S"Si-1

en donde se debe cumplir que 6i > 1 y 6% > 1, y si no se cumple, entonces fco = 0. Por lo

tanto, si se analiza cada elemento de la ecuación u?Jrs*'x + «p+i,i jn^- nos podemos dar cuenta

que al aplicar el límite cuando s
—► oo se harán cero o algún valor constante. Ahora, si seguimos

analizando más elementos como por ejemplo ÍÍ£jf¿ + Up+ií2-p?fc + 1, se tiene que:

"p+2,2 , .,
021 , ,

r h Up+\2—- h 1

S*2 rr^snu

kos krsi2-n'2-i kosS2-ní<+n'i+x
gS.

""

gS2 gS2

k s¿2-l-n!, f. ¡^ s¿2-n'1-2
+ -!—rm + ... + -f- + ... + ——

t + 1
s"2 s*2 s*2

y nos podemos dar cuenta que también los elementos al aplicar el límite cuando s —* oo se hacen

cero u otro número, y se debe cumplir que 62 > 1, y si no se cumple entonces fco = 0 para ttp+2,2-

Ahora para

Up+2,p-l

.ss-
+
up+i.p-i^7

-

fc0S krSS2-nP-^-X koSnl-"í+X
+ ... + r. 1 1" ■••

SS2

+

f¡S2 cS2

krS62-1-^-!
c<52

fco
+ ... +- + ...+

Ays^-^-'-2
„S2
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en donde se puede ver que también sus elementos se harán cero u otro número al aplicar el

límite, y se debe cumplir que S2 > 1, y si no se cumple, entonces fco = 0 para Up+2,p-i-

Finalmente, analizamos la última fila de Vi(s) y se tiene que

Vi , 0p-l,l , 0p-l,2 , , 0p-l,p-2
-^

+ «p+u-^t + %+2,i-—r + ... +
v-u-^r

_-2

síp-i
'
"T™"

s»l«
'

-r^'"
sna«

-""»*
s„p

fco fcr fco
— h -I —

+ -I — h
síp_i-l sSp-i+l-Sm-p+n[ s,5p-i-np-2""l+np-i

fco
. ... +-7T17 + - +

síp-i-¿m-p-i+n',+H-nJ,_j-nJ,_j s*p-i
""

gSp-i-Sm-p-i+n'i+2

en donde se debe cumplir que ¿p_i > 1, y si no se cumple, entonces fco = 0 para Um,i. Para los

elementos

+ % +.
gSp-i+l+^-Sm-p gSp-i-Sm-p-i+n'i+l+n'^^ri^. síp_l-ím_p_i+n'1+2

se puede factorizar

1 í fcr
|

K
|

fcr \

S l s*p-l+"í -*m-p sSp-i-Sm-p-i+n'1+n'p_1-n'p_2 sSp-i-Sm-p-i+n\+l J

con lo cual se puede ver que estos elementos son cero debido a que al aplicar el límite cuando

s —* oo se tiene que¿ = 0.

Entonces los elementos de 4^ + Up+i.1%^1 + ^2,1%^ + - + "m-u^v^e2 se harán

cero u otro número haciendo las consideraciones previas.

Ahora para

ttm,p-l , . 0p-l,l , ., 0P-1.2 ,
. 0p-l,p-2 n

-^=- +«P+l#-l-^- + «P+2*-l-^T"
+ - + Um-l,p-l

snp_2e
+ 1

fc°
+ + h. + +

^ +T ■" ■ JC -J_l_í J--/

~

"• T X ._r.' _1J-i.'
T •••

s¿p_i-l
•"

sSp-i+l-Sm-p+n'p_í
"

síp-i-"p-2-l+"p-i

*■
_

+ J<L.+ +
^

+ 1
„'

'
,?_ ,

' "• '
X_ , _A__ ,-Lr,' -1-0

~

-1

s¿p_i-ám-p-i+l+2nJ)_1-nJ,_2 s¿P-i s<5p-i-ím-p-i+nJ,_1+2

en donde se debe cumplir que <$p_i > 1, y si no se cumple, entonces fco = 0 para um,p-i. Para

los elementos

¿p-i+l+n^j-ím-p síp-i-¿m-p-i+l+2nJ,_1-nJ,_2 s¿p-i-<Jm-p-i+np_1+2

se puede factorizar

1 / "t i^r Kr \

s \sSP-1+n'p-i~Sm-P sSp-l-im-P-i+2n'p_1-n'p_x ^áp-i-ím-p-i+ip^ + iy

con lo cual se puede ver que estos elementos son ceros debido a que al aplicar el límite cuando

s
—> 00 se tiene que ¿ = 0.
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Entonces los elementos de^i+%ti,M^ +%>+2,p-i^£2 + ... +«m-i.p-i^^g2 + 1

se harán cero u otro número haciendo las consideraciones previas.

Hemos visto que las últimas p
— 1 filas de Ví(s), esto es,

ttm.l , .. yp-1,1 ■ ■
., ffp-l.p-2

L T^T + «p+l,l-?q¿- + - + "m-1,1 >p-2e

"P+2.P-1

"p+l.p-1

s*l

^+Up+l,p-l$fc u
a"i

*v~
-C^-+Up+i,p-i-fñit + ---+um-iiP-i-^^- + l 0 *5i¿-

0

i

"s42

0

o

s"2e «•«-1 J

forman parte de una matriz bipropia bajo ciertas consideraciones que se vieron anteriormente.

Teniéndose en cuenta que en la matriz previa las últimas p
— 1 columnas es obvio que también

se harán cero u otro número al aplicar el límite cuando s tiende a infinito.

Ahora, considerando las siguientes filas de Vi(s),

"Wp+1,1

"Wp+2,1

—

"p+1,2

—"p+2,2

"Vl
-'

um,2

uP+l,l<t>p,l , Up+-,l<Pp,2 , , "m.l^p.p "p+l,2#p,l , "p+2,2<ftp,2 , , "m.2^p,p
8"le

'

sn2e
T ... T

s"pe s"le
"T

3n2e
T •■• 1

s"pe

0 1 o •■• o

Sn2e

—up+itP-i

-Wp+2,p-l 0 o o

-um,p-i 0 0 0 ••• 1

"p+l,p-l4>p,l , "p+2,p-l<j>p,2 , , "m,p-l4>p,p 1 0p,l <Ap,2 fy.P
a"le

"

"•"
g"2e

T ... T snpe
1

snle 3n2e s"pe J

se puede ver que esta matriz no es bipropia, debido a que sus primeras p
— 1 columnas son

polinomiales. Entonces, del lema 7.2 existen polinomios u'p+1(s), u'p+2(s),..., u'm(s), u'm+1(s)
cuyos grados son iguales a los de su up+i(s), Up+2(s), ..., um(s), um+i(s) respectivo, tal que

vi(s) := 2»3H + 1, v2(s) :=
2¡e±1¿ + 1,..., Vp-i(a) := "r+V''-1 + 1, son funciones bipropias, y se
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tendrá que

-Up+i,i + u'p+i(s)vi(s) = Wp+l,l(s)

-Up+U + Up+l(s)v2(s) = Wp+ll2(s)

-«p+i,p-i+up+i(sH-i(») = wP+i,p-i(s)

-Wp+2,1 + u'p+2(s)vi(s) = Wp+2¡i(s)

~Up+2,2 + u'p+^v^s) = Wp+2<2(s)

~Vl-2,p-l + u'p+^Vp-^s) = Wp+2lP-l(s)

-Um,l + u'm(s)vi(s) = 1Um,i(s)

"%,2 + u'm(s)v2(s) = Wm,2(s)

-Um,p-1 + u'm(s)vp-i(s) = Wm,p-l(s)

«jp+l,10p,l , uP+2,10p,2 , , um,l4>p,p . I i s , s / x

"jH-l^p.l , "P+2.20P.2 . . '"m,20

!™1" S"2'
+ ...+

p,p

gUp.
-+«m+l(S)t'2(S) = Wm+l,2(s)

Wp+l,P-10p,l "p+2,p-10p,2
S"l«

+
S"2'

+ ... +
«m,p-10;p,p

+ "m+l(s)Vl(s) = Wm+l,p-l(s)

en donde los Wíj, para i =p+ 1, ...,m + 1 yj = l,...,p— 1, son funciones racionales propias.

Entonces se puede definir Ul(s) como sigue

1 0 ••• 0 0 u'p+1 0 ■■■ 0

0 1 ■•• 0 0 u'p+2 0 ••• 0

UL(s) -
0 0 • • 1 0 u'm 0 • • 0

0 0 . . 0 1 <l+l 0 • • 0

0 0 • • 0 0 1 0 • • 0

0 0" • 0 0 0 1 • • 0

o o 0 0 o
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por lo tanto

V(s) = UL(s)Vi(s)

wp+i,i

wp+2,l

Wm,l

Wm+1,1

!*üd+Up+l.l&

'tk+Up+l,l'!^ + -+Um-l,l^^
P-V-2

a p

Wp+1,2

Wp+2,2

U)m,2

U)m+1,2
"p+i,2

^+^+1,2^ + 1

"m,2
a» + «p+wW + - + um-ifi-fs"P

p-i.p-2

"p-2e

Wp+l,p-l

Wp+2,p-l

U)m,p-l

Wm+l,p-l
"p+i,p-i

Ti
"P+2P-1 , ¿Jl.

SÍ2
' "p+l,p-l S"U

0

1

0

0

"m.p-1 ■
., ^P-1,1 , ■

,, #p-l,p-2 , -i n

?:_! +Wp+l,p-l-^- + - + Mm-l.p-1 ;np52e + 1 u

u:

l_rs+i
.8*1

_^i+2
8*1

+ 1

+2

0

1

/:
,

o

<ftp,l
_

"in+l ¿P,2
a" le s«i a"2«

-¿
°

_Jai. i

S"le sí2

Pp-1,1 *
a"2e

s"P«

1
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es la matriz bipropia deseada.

Una vez con V(s), se puede obtener la retroalimentación de estado (F,G) que desacopla
el sistema con una función de transferencia en lazo cerrado con todos los ordenes esenciales

con el mismo valor en la diagonal. Está retroalimentación estará dada como F = —X~XY,

G = X~
0

,
donde (X, Y) es una solución constante a XD(s) + YNi(s) = V(s)$e(s)K(s).

Con la matriz V(s) se obtiene la forma de calcular la retroalimentación (F,G), tal que se

obtiene como función de transferencia en lazo cerrado un sistema desacoplado con todos sus

ordenes esenciales con el mismo valor sobre la diagonal.

A continuación se presenta un ejemplo en el cual se muestra como se aplica la metodología

para desacoplar el sistema cuando la lista I2 está ordenada en forma no decreciente.

7.2.1. Ejemplo

Sea el siguiente sistema decalado

A =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
'

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B =

1 0 0 0 0

'

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

c =

en el cual se puede verificar que lista I2 = {4, 3} y que I4 = {1, 1, 4}. La función de transferencia

es

r(«) =

1 o o o o

o 1 o o o

y su interactor es

$(s) =

1 1

a s f
0 0

S 0 0

0 s 0

-s' s^
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de donde se puede ver que los ceros al infinito son

< = {1,1,4}

y los ordenes esenciales son

nu = {4,4,4}.

Obtenemos la estructura al infinito de la parte propia del interactor la cual se demostró en

el lema 7.1, que es igual a

#i = nie
— n[ = 4 — 1 = 3

62 — nie
— n!-, = 4 — 1 = 3

S3 = nie
-

n3
= 4 - 4 = 0.

Entonces comprobamos la condición del teorema 7.2,

Si < oí

3 < 4 V

3 < 3 V

como sí se cumple la condición Si < ai, entonces el sistema es desacoplable con función de trans

ferencia en lazo cerrado con todos los ordenes esenciales con el mismo valor sobre la diagonal.

Ahora, para poder aplicar la metodología propuesta para desacoplar el sistema se tiene que
obtener el sistema extendido. Para esto aplicamos la metodología presentada en la sección 1.7

del capítulo 1, y obtenemos la siguiente función de transferencia del sistema extendido

Te(s) = K(s)D7\s)

en donde

K(s) =

D7x(s) =

1

3
0 0 0 0

0
1

s
0 0 0

1

3

1

3

1

i*
0 0

0

1

-3!

0

0

0

0
? *

s 0 0 --1 0
"

0 1 0 0 0

s 1 1 -1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0
.

1

0

0

0

1

3

0

0

0

1

* 0

0 0

0 0

0

0

0

0

0

0 0 h

Su interactor es
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*.(«) =

s 0 0 0 0

0

-s4

s

-s4

0

s4

0

0

0

0

0 0 0 s4 0

-s2 0 0 0 s3

Ahora aplicando la parte de la suficiencia del teorema 7.2, se tienen que hacer los siguientes

cálculos

Yo

■

r(s)
■

.
Ms)

.

=

■

,,-(4-1)

0

-a4
a4

1

0

,-(4-1)
-a4
3*

0

0

0

s-(4-

0

4)

0 1 0

'

?
oo'

o j. o

-1 -1 1

1 0 0

0 1 0

en donde X(s) e R¿x3(s).

Después, la matriz bipropia Vo(s) más simple que cumple con Vo(s)Yq(s) = es

V0(s) =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

1 o o

1

o

1

1

0 10 0-

V0(s)Y0(s) =

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 1 1 1

1 0 0
1

-7*
0

0 1 0 0
1

p 1
0 0

0
1

3 0

-1 -1 1

1 0 0

0 1 0

1 0 0
"

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

Observe que, debido a el sistema (A, B,C) no tiene ceros finitos, la condición de que

V(s)$e(s)K(s) es polinomial, es equivalente a

V(s)fte(s) es polinomial.
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De la condición previa, se aplica el caso 2, debido a que el producto

V0(s)$e(s)

0 0 0 1 0
"

s 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 s 0 0 0

0 0 1 1 1 -s4 -s4 s4 0 0

1 0 0
i

0 0 0 0 s4 0

0 1 0 0
1

7 J .

-*2 0 0 0 s3

0 0 0 s4 0
'

-s2 0 0 0 s3

-s2 - s4 -s4 s4 s4 s3

s 0 0 -s 0
i

s 0 0 -1

no es polinomial; esto es, debido a que el elemento min deg $5,1 < ¿¿.para j = 1,2. Entonces se

mostrará que existen dos matrices unimodulares demxra, tal que

V(s) := UL(s)V0(s)UR(s)

es bipropia, y se cumple que

V(s)Y(s)

y V(s)$e(s) es polinomial.

con Y(s) = U¿x(s)Y0(s),

En general como se vio en la prueba del teorema 7.2, $5,1 para i

forma

$5,1
= fc0Sní+

1
+ ... + fcrS*5-3-1 + kaS

„2

5yj =

á5-3
+ ... + kwsa¡i-3-x

1 tiene la siguiente

= —s

= (fcoS + ... + fcrS*5-3-"!-1) Sní + fcr+lS-55"3 + ... + fc^s"5"3"1

= (-•).

= UijSn'i + $ij
en donde

Uij
= -s

ftij = 0.

Entonces, se puede descomponer el interactor extendido como

s 0 0 0 0

0 s

$e(s) = —S4 -S4

0 0

-s2 0

lOOOOlTs 0 0

0 10 0 0 0 s 0

0 0 10 0 -s4 -s4 s4

0 0 0 10 0 0 0

-s 0 0 0 1 0 0 0

0

s4

0

o

o

o

s4

0

o

o

o

s4

0

o

o

o

o

o3

"ü'W
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donde Ur(s) es claramente unimodular.

Definiendo Vi(s) := V0(s)UR(s), y Y(s) := U^1(s)Y0(s), se tiene que

Vi(s) Vo(s)UR(s)

0 0 0 1

0 0 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

o

1

1

75

o -

10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

-s 0 0 0 1

1 -1

0 0 0 1 0

s 0 0 0 1

s 0 1 1 1

1 0 0
1

~55
0

i

'7¡
1 0 0

1

Y(s)
i r i

= U¿x(s)Y0(s)
1 oooo

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

-s 0 0 0 1

Lamatriz Vi(s) satisface que el producto Vi(s)ft.(s) es polinomial, pero Vi(s) no es bipropia.
Se mostrará ahora que existe una matriz unimodular Ui(s) tal que V(s) := Ul(s)Vi(s) es

bipropia y

1
0 0

"

0
1

0

-1 -1 1 =

1 0 0

0 1 0
,

1
0 0

"

0
1

0

-i -1 1

i 0 0
i

1 0

Ul(s)
jp

0

Jp

0

Ahora, observe que las dos últimas filas son bipropias, por lo tanto

-Up+1,1 + u'p+iv^s) = lUp+i,i(s)

-«5,1 + "5,! í -3 + 1 ]
= W5,i(s)

. + (-.)(5? + l) = i

con

Vx(s) := ~JT
+ x

Ahora, se puede ver que u'p+i es de menor grado que Si

Zít- )
+U'6V(S) = S + U'6 (^- + l) =S + (S) (y + l)-|

entonces

UL(s) =

10 0 0 0

0 1 0 -s 0

0 0 1 -s 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1
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por lo tanto

V(s) = UL(s)Vi(s)

"10 0 0 0
" '

0 0 0 1 0

0 1 0 -s 0 s 0 0 0 1

0 0 1 -s 0 s 0 1 1 1

0 0 0 10 1 0 0
1

0

.000 0 1
_ .-¿io 0

1

'000 1 0

0 0 0 j¡ 1

0 0 1 £ + 1 1

1 0 0 -£ 0

l-i i o o
1

es la matriz deseada.

Una vez con V(s), la retroalimentación de estado (F,G) que desacopla el sistema a sus

ordenes esenciales, está dada por F = —X XY G = X
x

0
,
donde (X, Y) es una solución

constante a XD(s) + YNi(s) = V(s)$e(s)K(s). Por lo tanto se tiene que

X

'

s2 0 0 —

s 0

0 s 0 0 0

0 0 s4 0 0

0 0 0 s2 0

0 0 0 0 s4

+ Y

s 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 s

0 0 s2

0 0

1 0

0 0

0 0

o o

o o

o o

o o

ar

0

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

1

s

.2

o

o

o

s2

-1

o o

o o

0 s4

o o

s 0

o

s2

s2

—s

0

s2 + s4

—s

0

en donde

Y =

X =

0 0 0 0 1
'

0 0 0 1 0

0 0 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
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Entonces

F = -X~XY =

G =

0

0

-1

1

0

00000000001 o o

00000010000 o o

00000000000 o o

00000000000-10

00000000000 o o

o

o

1

o

o

0 0 1 0]
0 0 0 1

-1 1 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0 J

10 0'

0 1 0

0 0 1 =

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

-1 -]

0 1

1 0

La función de transferencia en lazo cerrado es

'

ét O O

TFG(s) = O ¿ o

O O 4

Como conclusión de este método 2 se puede relacionar este resultado, con una modificación

de la estructura al infinito del capítulo 6 y con el resultado de Loiseau [19], asignando todos sus

ordenes esenciales con el mismo valor. La ventaja es que además de hacer la modificación de

la estructura al infinito se obtiene la retroalimentación de estado que desacopla al sistema. En

el caso del resultado de Loiseau se dan las condiciones necesarias y suficientes para la modifi

cación de la estructura al infinito, pero la retroalimentación de estado que él propone, no tiene

en consideración que forma va a tener la función de transferencia en lazo cerrado, lo cual es un

problema si se quiere desacoplar el sistema. La desventaja que tiene el método 2 es que los resul

tados son solamente suficientes y además es sólo para un conjunto de sistemas con características

muy específicas.
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Trabajo futuro y conclusiones

En éste trabajo se estudió el problema de desacoplamiento regular y no regular. El objetivo
de caracterizar completamente la estructura en lazo cerrado para sistemas desacoplados en el

caso regular fue completado satisfactoriamente así como el objetivo sobre la forma semicanónica

de Morse. Sin embargo, para el problema de desacoplamiento no regular de sistemas decalados

se obtuvieron dos métodos que aunque no representan la solución en forma general de este

problema, sí ofrecen una metodología para obtener la retroalimentación no regular que desacopla
al sistema bajo ciertas consideraciones.

Entonces, en este trabajo se caracterizó completamente la estructura del sistema desacoplado
en lazo cerrado en el caso regular, caracterizando el conjunto de ceros invariantes que tienen

que ser eliminados forzosamente para alcanzar el desacoplamiento. También, se presentó un

procedimiento para obtener un elemento del grupo de transformación, que lleve un sistema

lineal multivariable en su representación en espacio de estado (A, B, C) a su forma semicanónica

de Morse. El grupo de transformación incluye retroalimentación de estado, permutación de

salidas y cambio de base en estados y salidas. Otro resultado presentado en la tesis, es en

el que se muestra un método por inspección para la construcción de una retroalimentación

de estado F y un cambio de base G, tal que se pueda modificar la estructura al infinito de

un sistema a una estructura deseada. Finalmente se presentaron dos métodos para resolver el

problema de desacoplamiento no regular de sistemas decalados, basando el primer método en las

retroalimentaciones de estado, que se pueden obtener al aplicar los resultados de los capítulos

5 y 6; esto es, haciendo una composición de ellas y de la retroalimentación que desacopla al

sistema que fue modificado en su estructura al infinito. Encontrando así la retroalimentación no

regular que desacopla al sistema original. El otro método que se propuso presenta una forma de

obtener directamente la retroalimentación no regular que desacopla al sistema. Este método se

aplica a sistemas decalados con m entradas y p salidas, usando un enfoque polinomial.

Queda como trabajo futuro, proponer algún método que resuelva el problema de desacopla

miento no regular de sistemas decalados en forma general y el caso de desacoplamiento no regular

en forma general. Un siguiente paso a este trabajo sería tratar de quitar algunas condiciones

que restringen la solución del problema como lo es el considerar sistemas decalados, donde no

se pueda utilizar dos veces un mismo elemento de la lista I2, etc. Posteriormente se podrían

desarrollar los programas computacionales para implementar las metodologías propuestas, ya

que se tienen que hacer cálculos exhaustivos para poder aplicar estos resultados. Aunque en

esta parte se puede mencionar que se ha desarrollado por Zúñiga en el 2003 [36], un programa

en MatLab que obtiene la retroalimentación de estado que desacopla al sistema en el caso

regular y otro programa que implementa la metodología para encontrar el elemento del grupo

de transformación para llevar un sistema a su forma semicanónica de Morse [25] . Otro problema
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interesante sería el problema de desacoplamiento no regular con estabilidad, en el cual se analiza

la estabilidad interna del sistema al desacoplarlo. Finalmente faltaría aplicar los resultados a un

sistema real, para comprobar su comportamiento desacoplado.
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