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Control H., no Lineal por Bloques y Modos Deslizantes

Edgar Yoshio Morales Teraoka
CINVESTAV
Unidad Guadalajara

Resumen

Esta tesis presenta un método de control H,, no lineal por bloques y modos deslizantes.
Se busca combinar las caracteristicas de robustez del control H,, con las del control por
modos deslizantes, para asi lograr una ley de control robusta a perturbaciones. Ademas,
con el control por bloques se busca simplificar la solucién de las ecuaciones del control
H... Los modos deslizantes elimina.i las perturbaciones que cumplen con la condicién de
matching; el control H, sc utiliza para eliminar aquellas que no cumplen con dicha
condicion y la técnica de control por bloques divide un problema de alto orden en varios
subproblemas de orden menor, simplificando asi la soluciéon de la ecuacion de Riccat
asociada. Se presenta primeramente parte de la teoria en la que se basa el método en su
concepcion. Luego se explica el método mismo, paso a paso, y se llega a un teorema
donde se demuestra la estabilidad de la ley de control obtenida. El método propuesto es
empleado a manera de prueba. en el problema de seguimiento de trayectorias caéticas de
un actuador electro-hidraulico. Se muestra a detalle la aplicacion del método a este

problema en particular, desarrollando paso a paso el método. La ley de control obtenida

es simulada por compu.adora, y los resultados son comparados con otras leyes de control

obtenidas en trabajos anteriores.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1. Panorama actual del control robusto

El control robusto de sistemas es de gran interés para los investigadores. Cualquier sistema
que se quiera controlar est4 sujeto a perturbaciones. Ademaés existen problemas préacticos que
no han sido abordados con el éxito deseado en su conjunto. Fn primer lugar, los sistemas
tienen dindmicas muy complejas; es decir, no lineales y hasta discontfnuas, como cuando
se involucra la friccién. Muchas veces las trayectorias a seguir por el sistema se expresan
en términos de velocidades y aceleraciones, por le que la dindmica del error también es
no lineal, no suave y variante en el tiempo. En segundo lugar, el sistema se ve afectado
por perturbaciones desconocidas, lo que provoca errores en la medicién de los estados del
sistema [1], [8]. Es por eso que se necesitan controladores robustos que no sean afectados por
perturbaciones y que sean aplicables a los sistemas mds complejos.

1.2. Control por modos deslizantes

El control por modos deslizantes aparecié por primera vez dentro del control de estructura
variable [29]. Se hizo muy popular tanto para desarrollos teéricos como para aplicaciones
practicas gracias a su propiedad de reducir el orden del sistema y a su baja sensibilidad a
perturbaciones [18]. Estas caracteristicas lo hace ideal para controlar plantas complejas y de
alto orden bajo perturbaciones, cosa muy comiin en la industria. Estas mismas razones nos

llevaron a optar por la utilizacién del control por modos deslizantes para desarrollar esta
tesis.

El control por modos deslizantes elimina perturbaciones que cumplan con la condicién de
matching o acoplamiento (29|, como se detalla en la seccién 2.4. Entonces la sola utilizacién
de los modos deslizantes da mucha 10bustez al sistema; sin embargo todavia podemos mejorar
el desempeno para rechazar las perturbaciones que no cumplan con la condicién de matching.

Las técnicas comunes para rechazar este tipo de perturbaciones en el control por modos
deslizantes consisten basicamente en utilizar integradores y control con alta ganancia (21]. Al
utilizar integradores podemos rechazar las perturbaciones constantes, pero cn realidad estas

1
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no son constantes. La opcién que queda es el control con alta ganancia, pero este tipo de
control también presenta algunas desventajas [29], como la propensién a que se produzcan
oscilaciones (chattering) o que al ser la ley de control muy grande se saturen los actuadores.
Por esta razon es itil la aplicacién del control H,, para optimizar el movimiento por modos
deslizantes en presencia de perturbaciones que no cumplen con la condicién de matching.

1.3. El control H_,

La solucién que se propone en esta tesis es utilizar la técnica de control robusto H,, no
lineal. El control H,, busca encontrar controladores tales que se minimice un criterio, en aste
caso sera la influencia de las perturbaciones en la salida del sistema.

Las técnicas de control robusto H,, se hicieron populares para sistemas lineales en los
setentas y ochentas, pues buscaban conjuntar las ideas del control moderno con la practicidad
del control clésico [31]. Posteriormente aparecieron las ideas sobre el control 6ptimo robusto
H,, para sistemas no lineales. Se buscaba resolver problemas de dindmicas complejas y
no lineales, discontinuidades y sistemas variantes en el tiempo. Los controladores como los
presentados en (8| utilizan el control H,, no lineal combinado con técnicas de linealizacién
por retroalimentacién. En (7] se analiza el control H,, bajo la perspectiva de la teorfa de
juegos, y posteriormente en 11| se hace un andlisis de la ganancia £, de sistemas no lineales
con perturbaciones. Estos trabajos fueron fundamentales para que en |1] se propusiera una
solucién global al problema de control robusto H, no li_ieal de sistemas no suaves y variantes
en el tiempo. Ademads se obtiene una solucién local utilizando una linealizacién en un punto
de operacion.

Sin embargo en un sistema de alto orden, puede resultar muy complicado resolver las
ecuaciones de Riccati asociadas. Serfan ecuaciones dindmicas matriciales de alto orden. Por
esto, se propone descomponer un problema grande, de alto orden, en varios subproblemas

de menor orden y mds faciles de resolver. En esta tesis se utilizaran los resultados de control
H, no lineal (25| para combinarlos con la técnica de control por bloques con integradores y

modos dcslizantes (28] y asf lograr una ley de control robusta a perturbaciones que ademés
sea facil de resolver.

1.4. Importancia de los Actuadores Electro-hidraulicos

1.4.1. Introduccion

Se eligi6 comoejemplo de aplicacién del método desarrollado un actuador electro-hidrdulico.
Esto obedecié a la creciente importancia da estos actuadores para la industria moderna y al
interés mostrado por la comunidad investigadora por ellos y c6mo lograr un mejor control.
A continuacién se muestran algunas de las ventajas y desventajas de estos actuadores.

1.4.2. Los actuadores hidraulicos

Las principales ventajas de los sistemas hidrdulicos son (22]:
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(1) La relacién existente entre peso y potencia de los sistemas hidrdulicos es bastante
grande ya que el torque desarrollado por los actuadores hidrdulicos es proporcional a la
presién diferencial y es solamente limitada por los niveles de tensién de seguridad. Si consid-
eramos que la resistencia de los materiales utilizados en la construccién de actuadores
hidréulicos es bastante grande, entonces la cantidad de energfa que éstos pueden proporcionar
es relativamente grande respecto al tamano pequeno de los dispositivos.

(2) Los sistemas hidrdulicos presentan rdpida respuesta para mover grandes cargas; si se
analiza una gréfica de carga vs tiempo de respuesta entre los diferentes actuadores, se puede
verificar las ventajas de estos sistemas.

(3) Los sistemas hidrdulicos pueden desempenarse de manera continua, intermitente, de
reversa o incluso bloquearse y no causar danos al sistema. En cambio los motores eléctricos
no pueden ser mantenidos en una posicién determinada por periodos prolongados de tiempo
porque se presenta sobrecalentamiento y su consecuente dano. Ista ventaja de los actuadores
hidréulicos se debe a que el fluido disipa el calor generado en la transformacién de energfa.

(4) Los actuadores hidrdulicos poseen mayor robustez a variaciones de velocidad respecto
a los motores eléctricos; esto es, la cafda de velocidad es mucho més pequena al aplicarles

carga. Esta caracterfstica hace preferibles a los actuadores hidriulicos er aplicaciones donde
se requiere alta precision.

Inevitablemente los actuadores electro-hidraulicos poseen una serie de desventajas que se
resumen a continuacion:

(1) La potencia hidraulica no esta tan cémodamente disponible como lo est4 la potencia
eléctrica. Esto podrfa no afectar a aplicaciones terrestres, aéreas o marftimas méviles, pero
si afecta a aplicaciones estacionarias.

(2) Es préacticamente imposible inantener al fluido libre de contaminacién y el fluido
contaminado es la fuente principal de problemas en el control hidraulico.

(3) Existen algunos otros factores que limitan las aplicaciones de los actuadores hidrduli-
cos, entre éstos el uso de fluidos derivados del petréleo limita los niveles de temperatura.
El riesgo potencial de explosién al usar estos sistemas cerca de una fuente de 1ignicién. Los

sistemas hidrdulicos pueden ser contaminantes debido a fugas de fluido, y siempre existe la
posibilidad de falla debido a una pérdida total de fluido.

(4) Finalmente encontramos que otro factor que limita la aplicacién de los sistemas
hidraulicos son los operadores, ya que el entendimiento y conocimiento de estos sistemas
por parte de los seres humanos es atn dificil e inmaduro debido a su complejidad de an4lisis

y no linealidades en las dindmicas del sistema. Esto definitivamente es una de las limitantes
mas grandes para su aplicacion.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.4.3. Aplicaciones de los Actuadores Hidrdulicos

Entre las principales ventajas de los sistemas hidrdulicos como se mencioné anteriormente,
esta la relacién fuerza-peso asf como su rdpida respuesta, lo cual proporciona a los sistemas
hidr4ulicos un papel muy importante en la industria actual y por tanto en la economfa global.

Dentro de las aplicaciones primitivas y no por ello de menor importancia de los sistemas
hidr4ulicos, encontramos gatos hidrdulicos para levantamiento de cargas, grias hidrdulicas
para mover pesos en construcciones de edificios, minas de carbén, estaciones de ferrocarril,
elevadores hidr4ulicos para pasajeros, frenos hidrdulicos, etc.

Algunas 4reas tfpicas modernas de aplicacién incluyen robots industriales, mdquinas para
manejo de materiales, suspensiones, simuladores de movimiento, y maquinas de moldeo por
inyeccién. De hecho los actuadores hidrdulicos son frecuentemente la \inica alternativa vi-
able para este tipo de aplicaciones, ya que otros actuadores, como los motores eléctricos,
usualmente carecen de la potencia necesaria, tamano, y velocidad. A pesar de este extenso
campo de aplicacién, los sistcmas hidrdulicos controlados no explotan su potencial debido,
entre otros factores, a dificultades en el modelado y control de sus caracteristicas altamente
no lineales.

Con el mejoramiento de la tecnologfa actual y con el surgimiento de nuevas tecnologfas,
los sistemas hidrdulicos encucntran dreas més amplias de aplicacién. Los sistemas hidrauliccs
incluso son usados en la industria acrondutica y aeroespacial, debido a sus cara.terfsticas.
Incluso encuentran aplicacién en el espacio, como una parte importante de las plataformas
espaciales.

1.4.4. Seguimiento de Posicién en Actuadores Electro-hidraulicos

La mayor parte de los investigadores han puesto su esfuerzo en solucionar el problema
de regulacién y de seguimiento de la posicién para sistemas hidrdulicos. Se han publicado
algunos trabajos como (2] o bien (23], (3], [10] 6 [24] entre otros, cuyos autores han dedicado
esfuerzos en el seguimiento de las variables posicién y fuerza en actuadores electro-hidrdulicos.
En esta tesis se utiliza como caso de estudio el seguimiento de posicién en un sistema. ¢lectro-
hidraulico, quedando pendiente el control de fuerza.

Antecedentes

En los inicios del uso de sistemas hidrdulicos, éstos fueron usados sin interf..ces eléctricas.
De hecho, se empezaron a utilizar mucho antes de que la electricidad estuviera comercial-
mente disponible al ptiblico. La unién de dispositivos eléctricos o electrénicos con dispositivos
hidrdaulicos ha proporcionado a estos tltimos mayor flexibilidad para su uso en diferentes es-
cenarios. El andlisis y control de los sistemas hidraulicos, al igual que en muchos otros casos,
empezé con modelos de sistemas lineales y metodologfas de control lineales; sin embargo las
aproximaciones lincales han sido insuficientes dada la naturaleza no lineal de los dispositivos.
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Aparentemente son més los resultados basados en modelos lineales de sistemas hidrdulicos
que en modelos no lineales; sin embargo en los 1ltimos aifios se ha venido experimentando con
técnicas no lineales de control asf como con modelos no lineales de actuadores hidrdulicos.

En (23] y [24] se utiliza la versién no lineal de la teorfa de retroalimentacién cuantitativa
(QFT) para disefiar controladores de posicién y fuerza robustos invariantes en el tiempo.
Debido a las fuertes no linealidades y a que los sistemas hidrdulicos son variantes en el tiempo,
muchos investigadores aplicaron control adaptable como en [10] y en [31]. Han sido empleados
también controladores PID simples, obteniéndose resultados aceptables para seguimiento de
posicién. Otros investigadores han utilizado ya teorfa de modos deslizantes [30] para realizar
control de actuadores hidrdulicos; en [12] se presenta un disefio de un controlador basado en la
teorfa de modos deslizantes en presencia de incertidumbres y no linealidades importantes, sin
embargo las referencias utilizadas para seguimiento se limitan a funciones escal6n. En [16] se
presenta un controlador por modos deslizantes para controlar la posicién de un actuador con
carga mecéanica flexible. El modelo de planta empleado es bastante sencillo y los resultados en
simulacién no son muy similares a los que se muestran en tiempo real, adema4s las referencias

empleadas se limitan a funciones escalén y sinusoidales de baja frecuencia.

Muchos investigadores compensando las no linealidades del sistema no incluyen las dindmi-
cas de la vdlvula, argumentando que éstas son mucho més rapidas que el actuador. Sin
embargo en trabajos como en (3] las dindmicas de la servovalvula han sido incluidas en el
modelo del sistema como aproximadciones lineales.

Para compensar incertidumbres paramétricas en la ecuacién de compresibilidad del fluido
Alleyne, A., & Liu, (2000) en {3] han desarrollado un controlador por modos deslizantes basa-
do en técnicas de Lyapunov, con un algoritmo dc adaptacién de gradiente, para el control
de un actuador hidraulico. Este controlador ademds incluye un esquema de compensacién
para la friccién. En [29] se utilizaron redes neuronales recurrentes para hacer identificacién
y control de un sistema electro-hidrdulico. En [6] se hizo el seguimiento de posicién y fuerza
con una senal de referencia caética, tomando en cuenta un modelo de tercer orden para la
electrovilvula y utilizando la técnica de control por bloques con modos deslizantes. Se com-
probo en este trabajo el buen funcionamiento del controlador en presencia de perturbaciones
constantes. Este serd el trabajo contra el cual se comparard el desempeno del controlador
obtenido en esta tesis, pero en presencia de perturbaciones variantes en el tiempo. A la fecha

éstas son algunas de las técnicas de control que se han utilizado para controlar mecanismos
electro-hidraulicos.

1.5. Descripcion de la Tesis

1.5.1. Motivacion

El control robusto de sistemas no lineales con perturbaciones ha atraido a los investi-
gadores por décadas. Si separamos las perturbaciones en las que cumplen con la condicién
de acoplamiento y las que no la cumplen, es bien sabido que aquellas que cumplen con dicha
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condicién son rechazadas por los controladores de modos deslizantes {30]. Aquellas que no
cumplen pueden ser atenuadas por controladores jerdrquicos de alta ganancia [21}.

Los controladores jerdrquicos de alta ganancia generalmente arrojan resultados conser-

vadores, por lo que para mejorar el desempeiio del sistema se propone utilizar un controlador
H,. Sin embargo, este controlador tampoco est4 libre de problemas. La implantacién real

de tal controlador es dificilmente posible para un sistema dindmico de alto orden, debido-a
la complejidad numérica de las ecuaciones de Riccati que deberdn resolverse.

Para reducir esta complejidad se propone la utilizacién de la técnica de control por
bloques integral con modos deslizantes [28], con el fin de descomponer el sistema original en
varios subsistemas de orden menor, y asfla técnica de control H,no lineal se usa-en cada-

uno de los subsistemas de orden bajo.

Desde el punto de vista de los modos deslizantes, la combinacién con el control robusto
H, es muy atractiva, pues permite lidiar con las perturbaciones que no cumplen con la
condicién de acoplamiento. Desde el punto de vista del control H,, la descomposicién del
sistema. en varios subsistemas de menor tamaio significa una reduccién en el nivel de com-
plejidad numérica de las ecuaciones a resolver, lo que se traduce en una solucién més facil y
rapida.

Resumiendo, la motivacién de esta tesis es lograr una ley de control robusta que combine
los beneficios del control discontinuo por modos deslizantes para rechazo de perturbaciones
que cumplan con la condicién de acoplamiento y el control robusto /I, para las perturba-
ciones que no cumplan con dicho criterio, y que ademds se ayude de los beneficios del control
por bloques para partir la solucién de una ecuacién de Riccati de alto orden en varios bloques
de orden menor, facilitando grandemente la solucién del problema.

Se busca demostrar la efectividad del algoritmo usando como caso de estudio el control
de un actuador electro-hidrdulico. Se utiliz6 este ejemplo dada la naturaleza no lineal y
discontinua del sistema, asi como su importancia para la industria moderna, que cada vez
es mayor debido a sus grandes ventajas. Se propone resolver el problema de seguimiento de
trayectorias caéticas de un actuador electro-hidraulico sujeto a perturbaciones externas.

1.5.2. Contenido

En esta tesis se presenta el desarrollo de un método de control robusto que combina las
técnicas de control por bloques [21], modos deslizantes [30] y control 6ptimo H,,. Tratamos
de abordar el problema de control robusto de sistemas perturbados con la técnica de modos
deslizantes para eliminar las perturbaciones que cumplan la condicién e acoplamiento o
matching condition [30], para las perturbaciones que no cumplan se usa el control H,, y
el contro! por bloques se emplea para simplificar la solucién de las ecuaciones asociadas al
control H..

A su vez se muestra como ejemplo la aplicacion de esta técnica al problema de seguimiento
de trayectoria de un actuador electro-hidraulico. El controlador obtenido ¢s capaz de hacer
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que la posicién del actuador siga una sefial de referencia caética, generada por el atractor de
Chen [9]. El disefio del controlador se basa en un modelo de cuarto orden, mientras que las
simulaciones se hacen con modelos mds completos que consideran dindmicas més exactas,
para verificar la robustez ante dindmicas no modeladas.

Los resultados obtenidos se comparan con la ley de control obtenida en [6|. Se muestran
las gréficas de la posicién del actuador con ambas leyes de control para mostrar la mejorfa
que se obtiene con el método propuesto.

1.5.3. Organizacién del Trabajo.

apresente tesis consta de 7 capftulos incluyendo la presente introduccién, y se organiza
como sigue. En el capftulo 2 se presentan los fundamentos teéricos basicos que deben tenerse
en cuenta para la comprensién de la tesis y que sustentan el método desarrollado. Se habla de
modos deslizantes, control por bloques y control 6ptimo H,,. En el capitulo 3 se sintetiza el
método de control por bloques integral con control 6ptimo H,,, se analiza la estabilidad del
controlador obtenido y se derivan las condiciones para dicha estabilidad En el capftulo 4,
se presentan aspectos referentes a la planta utilizada como caso practico y su modelado, asf
como aspectos referentes a las electrovilvulas utilizadas. El capftulo 5 habla de la aplicacién
del método a la planta descrita; el desarrollo del controlador y su anilisis de estabilidad.
Ademés se presentan los resultados de la simulacién de seguimiento de trayectorias caéticas
utilizando la ley de control obtenida por el método propuesto, compariandola con la ley de
control obtenida en [6]. Finalmente en el capftulo 6, se y.esentan algunas conclusiones y se
expone el posible trabajo futuro a realizar.
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Capitulo 2

Fundamentos Tedricos Basicos

En este capftulo se presentan los fundamentos tedricos sobre los cuales se basa el método
de control éptimo roousto por bloques con modos deslizantes. Se presentan diferentes técnicas
de control, como la técnica de modos deslizantes [29], la técnica de control por bloques en
[20] y una técnica combinada como la propuesta en [18]; asi mismo se presenta una breve in-
troduccion a la teorfa de control éptimo H,, que es ampliamente utilizada en la sintetizacion
del controlador. Sob~e estas técnicas y otros tépicos mds de control automdtico relacionados
con el tema desarrollado en esta tesis, se hablard en este capttulo.

El capitulo estd organizado como sigque: en la seccion 2.1, se discute la teoria de modos
deslizantes. En la seccion 2.2, se introduce la teoria de control por bloques. En la seccion
2.3, se ccmenta sobre la técnica de control por bloques con modos deslizantes. La seccién
2.4 habla sobre los sistemas con perturbaciones, parte escencial en esta tesis. En la seccion
2.5 se presenta brevemente la teoria de control robusto H,, lineal y no lineal. Finalmente
en la seccion 2.6 se exponen conceplos sobre Caos, debido a que la trayectoria a sequir esta
generada por este tipo de sistemas.

2.1. Teoria de Modos Deslizantes

La teoria de modos deslizantes es escencial para el desarrollo de esta tesis, pues el método

propuesto se basa principalmente en ella. Aquf se presentan los fundamentos, que serviran
para comprender mejor los conceptos utilizados en la. obtencién del método propuesto.

2.1.1. Introduccién

Las estructuras variables de control han sido mejoradas amnliamente en los dltimos anos
debido a que existe un interés constante, sobre todo en drcas de aplicacién a procesos fisicos.

Un sistema de estructura variable consiste en un conjunto de subsistemas continuos con

una légica adecuada de conmutacién. El resultado de la accion de control es una funcién
discontinua de los estados del sistema, de los disturbios y las entradas de referencia [29).

9
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2.1.2. Modos deslizantes

Consideremos un sistema no lineal
= f(z,u, t) (2'1)

donde z € R*,u € R™, y f es una funcién continua en el tiempo y localmente Lipshitz
en T y en u.

Entonces consideramos el disefio del control por modos deslizantes que consiste de los
pasos siguientes:

(1) Se determina una superficie deslizante
o(z) =0, ¢ = (01(z),...,0m(z)) (2.2)

tal que el movimiento de los modos deslizantes sobre esta superficie tenga propiedades de-
seadas (por ejemplo estabilidad del movimiento).

(2) Se disena la ley de control

u} (z,t) para o;(z) >0

. — =1 ... 2.3
u(7, ) { u; (z,t) para o;(z) <0 ’ b= Ly 1 \33)

para proporcionar la estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.1) y (2.3), sobre los sube-
Spacios 0y, .... Om,.

Los sistemas dindmicos discontinuos son conocidos como generadores de movimientos,
con trayectorias en las superficies discontinuas, también llamados modos deslizantes. Debido
a las discontinuidades, la velocidad del vector de estado puede estar directamente relacionado

con la superficie.

En modos deslizantes, el elemento de implementacién genera una funcién discontinua, por
ejemplo un relevador, un conmutador de alta frecuencia, etc., con sus entradas de energia
tendiendo a cero mientras la salida (mas precisamente el valor promedio u,,) toma valores
finitos. Por lo tanto, los elementos de implementacién tienen una alta ganancia (teéricamente
infinita); esto significa que se suprime totalmente la influencia de disturbios e incertidumbres
en el comportamiento del sistema.

A diferencia de los sistemas continuos, el concepto de invariabilidad en los sistemas dis-
continuos es alcanzado usando una ley de control finita. En segundo lugar, las trayectorias de
los modo~ deslizantes evolucionan en una variedad de dimensién més baja que la del sistema;
el orden de la ecuacién de movimiento se reduce también. Esto permite la simplificacién, la
descomposicién del procedimiento y el diseno del control.

Existen varios métodos para obtener las ecuaciones de modos deslizantes, empezando con
un método heurfstico, més facil de comprender, que se llama método del control equivalente

29].
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2.1.3. Método del control equivalente

Un procedimiento formal sugerido, antes de obtener la ecuacién de modos deslizantes a
lo largo de la interseccién de un conjunto de superficies discontinuas para cl sistema (2.1},

es encontrar el control equivalente.

Suponiendo que existen modos deslizantes sobre la variedad
o(z) = (0),0” = [01(2), ..., Om(Z)] (2.4)

y un control continuo tal que para cualquier condicién inicial del vector de estado sobre la
variedad, la velocidad del vector o(z) siempre es cero a lo largo de la trayectoria del sistema
(2.1), e

i = #(.T)f(:l:, u,t) =0, (25)

donde las columnas de la matriz u(z) = {90/0z} de dimensién (m X n) son los gradientes
de las funciones o;(z) con respecto a z.

Condicién 1 s: .
det -3—£- #0, f=p(z)f(z,u,t)

entonces por el teorema de la funcién implicita, existe una solucion u = uqo(z,t) de (2.5), el
cual es llamado Control Equivalente.

Sustituyendo esta solucién ue,(z,t), en lugar de u en e! sistema (2.1), se obtiene

&= J & uglm, 1), 1] (2.6)

Esto es obvio, a consecuencia de la condicién 1; es decir un movimiento 1nicial en
o [x(t,)] = 0 procede a lo largo de su trayectoria sobre la variedad o(z) = 0.

Este procedimiento es llamado método del control equivalente y la ccuacién (2.6) se
obtiene como resultado de la aplicacién de este método, en donde los modos deslizantes
garantizan el movimiento sobre las intersecciones de las superficies discontinuas o;(z) = 0,
§ = Nevivas 700,

Considerese ahora el procedimiento del control equivalente para un caso particular im-
portante de un sistema no lineal discor..inuo como

z = f(z,t) + g(z,t)u (2.7)

donde f(z,t) y g(z.t) son los argumentos del vector y matriz de dimensiones (n x 1) y (n
X m), respectivamente, y el cambio del control discontinuo u conforme a (2.3). El control
equivalente para la ecuacién (2.7) se puede encontrar de

6 = p(z)f(z,t) + p(z)g(z, t)u (2:8)
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Suponiendo que la matriz ug es no singular para toda z y ¢, como:
Ueq(Z, 1) = — [1(2)g(z, t)] ™" u(z)f(z,t) (2.9)

Sustituyendo este control en (2.7) se obtiene la ecuacién

z = f—g(ug)~'uf, (2.10)

que describe el movimiento de los modos deslizantes sobre la variedad o = 0. N6tese que la
ecuacion (2.10) tiene la dimensién reducida a n — m; esto es porque de la ecuacién o = 0 es
posible encontrar m coordenadas en funcién-de las-n — m coordenadas-restantes.

2.2. Teoria de Control por Bloques

En (18] se propuso la teorfa de control por bloques por proveer de una manera sencilla
una variedad no lineal cuya dindmica de modos deslizantes sea la requerida. Esta teorfa es
aplicable a una amplia gama de sistemas y es facil su aplicacién por lo que se decidi6 su uso
para la presente tesis.

2.2.1. Control por bloques

La técnica se enfoca a la construccién de i.aa variedad no lineal en el espacio de estado
del sistema, de tal forma que la dindmica de los modos deslizantes en esta variedad tenga
las propiedades deseadas para hacer estable al sistema.

Consideremos el caso de un sistema no lineal de la forma
z = f(z,t) + g(z,t)u (2.11)

donde £ € X C R" es el vector del estado del sistema, u € U C R™ es el vector de control
que estd acotado por

|u]| < up, uo>0. (2.12)

El campo vector f(z,t) y las columnas de la matriz g(z,t) = [g1(z,t) g2(z,t) ... gm(z,t)]T
son funciones suficientemente suaves. Supongamos que f(0,t) = 0.

Definicion 2 Sea el sistema

T = fi(z,.t) + g1(z1, t)2: |
j:2 == f2(xl- L2, t) T 92(1:11-’521 t)*TJ:

j:f=fi($1,.--,$i,t)+gi(I],---,I;‘,t)xi+] ?:=3:"'1T—1 (213)

i:r = fr(-rl- s @ ::Er-l-l:t) +gr($l: 2k 1$r+11t)u
i:r-i-l == fr—}-l(:rl: e 1$r+11t) +gr+l(m1: 2 ,x,.+1,t)u
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con la salida
y = h(z) =,

Se dice que (2.13) esté en la Forma No Lineal Controlable por Bloques con Dindmica
Cero, para el sistema (2.11) si la matriz g; es de rango pleno; esto es

Condicién 3
rango|g;| = n; Ve XCR'ytel0,00), i=1,...,r (2.14)

donde zT = (z,,%3,...,Zey1). Los tndices (ny,ny,...,n,) definen la estructura del sistema
y satisfacen la sigutente condicion.

r+1
nm<ng<---<n.<m conz'rz.-:n. (2.15)
=1

Un sistema en la forma No Lineal Controlable por Bloques, puede ser llevado a una forma
deseada en nuevas variables mediante una transformacién recursiva por bloques por medio
del uso de cuasicontroles, como se verda mas adelante.

2.3. Control por Bloques por Modos Deslizantes

2.3.1. Introduccion

En esta seccién se integra la teorfa de control por bloques con la teorfa de modos
deslizantes. Este enfoque es utilizado en el desarrollo de la tesis por su sencillez y porque las
leyes de control derivadas por este enfoque son robustas a perturbaciones internas y externas.

El problema de descomposicién y diseno de una ley de control robusta para sistemas
dindmicos es uno de los problemas 1nés interesantes en la teorfa de control. Una aproximacién
de solucién muy 1til y relativamente simple a este problema, especialmente cuando se trata

de incertidumbres multivariables no lineales, se basa en el uso del control de estructura
variable con modos deslizantes (29).

2.3.2. Meétodo del control por bloques por modos deslizantes

El propdésito es encontrar una ley de control por modos deslizantes para el sistema (2.7)

desarrollado en la forma (2.13), que asegure estabilidad en el punto de equil*brio z = 0 del
sistema de lazo cerrado, y lo podemos definir en la siguiente proposicién.

Proposicién 4 Suponga que en el sistema (2.13)

1. fi(zy,...,zit) y gi(zy,...,2;t) son funciones continuamente diferenciables de orden

(¢—1),2=1,...,r, con respecto a todos los argumentos sobre ¢l intervalo t € (0, 00),
y todas las derivadas son acotadas;
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2. La condicién (3) se cumple, y

3. Se tiene la estructura ny =ng =-+- =n, =M,

entonces erxiste una transformacion difeomorfica

= ¢($: t)r ¢ = ((bl: .y ¢r)T (2'16)

una superficie
s(z,t) =0, se R™ (2.17)

y una ley de control discontinua

u = —u,sign|M(z,t)s] (2.18)

que garantiza modos deslizantes sobre la superficie (2.17) en tiempo finito, tal que el

movimiento de modos deslizantes con respecto a la nueva variable z esta descrito por una
ecuacion de orden (n —n,):

21 = K]Zl + BIZQ
z = Kiz; + Bz
Zr—1 = Ky_12p_3

ir+1 — fr+1(zla ooy Zrily Tr4l, t) : o Br+l(x: t)ueq

(2.19)

donde z = (z1,...,2,)7 z € R%,1i=2,...,7r—2 con s = 2, y todas los K; son matrices
Hurwitz, M(z,t) es una matriz no singular tal que rango|{MB,| # 0, y u.. es el control
equivalente calculado como solucion de

s=f()+B()Ue, =0.
Prueba. (Ver 20]) =

2.4. Sistemas con Perturbacion

Uno de los principales objetivos de esta tesis es obtener una ley de control robusta, por lo
que es necesario hablar de sistemas perturbados. En modos deslizantes es muy importante la

condicién de acoplamiento (matching condition) que se explicard en detalle a continuacién.
Asf mismo se muestra la transformacién de control por bloques con modos deslizantes para

sistemas perturbados y su robustez a perturbaciones que no cumplen con la condicién de
acoplamiento.

2.4.1. Sistemas con perturbacion

Definimos el sistema con la forma

r= f(x,t) + B(z,t)u + g(z, t) (2.20)

donde g(z,t) representa una perturbaciér externa y/o variacién en los parametros. Esta
perturbacién puede o no satisfacer la condicién de acoplamiento esto es,
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Condicién 5 g(z,t) € span B(z,t) , p.e. existe un vector u(z,t) tal que
g(z,t) = B(z, t)u(z,t) vie X yt>0.

El sistema (2.20) puede ser llevado también a una representacién por bloques es decir a
la forma no-lineal controlable por bloques, consistente de r bloques:

&1 = fi(z,t) + Bi(zy, t)z2 + g1(z1,t) (2.21)
z; = [fi(Z;,t) + Bi(z, t).’l:-,.'+1 -+ g;(:'ﬁ;,t), 1 =2,....,7—1 (2.22)
T, = fr(fr: t) T Br(-'f:r: t)u L3 gr(fr: t) (223)

donde el vector X se descompone como X = (Z1, %2, ..., Tr, Try1)” , Zi = (T1,-., Ti) T, & =
2,...,m, x; es un vector de n x 1, y los fndices (n,, ng, ..., n,) definen la estructura del sistema

y satisfacen la relacién (2.15); ademds la matriz B;, coeficiente del control ficticio z;4, en
cada i-ésimo bloque de (2.21) a (2.23), cumple con (2.14).

El procedimiento para llevar el sistema (2.20) a la forma controlable por bloques (2.21)-
(2.23) basado en el método de transformacién integral, asf como las condiciones de existencia
de la forma controlable por bioc,ues, se explica en [17] y [21] respectivamente.

La relacién (2.15) significa

N = My (2.24)
0
n; < Niy1- (2.25)

2.4.2. Transforraacion recursiva por bloques para sistemas pertur-
bados

Las siguientes suposiciol, s sobre las cotas para los términos de perturbaciones descono-
cidas en (2.21)-(2.23) se enuncian como sigue:

(H1) existen constantes positivas §;; y d; tal que:
lg1(z1,t) [I< qullz:ll + di, )

192(Z2, ) I @aillz1ll + @z2llz2|| + d,

19:(Z:, 1) || < Z;‘=1 Giillzsll +ds, 1=3,...,r—1.
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Tomando en cuenta la estructura (2.24), se define la siguiente transformacién recursiva:

zy = ¢1(Z1,1) (2.26)
By(Z1,t)z2 + fi(z1,t) + k16 (21, 1) := ¢5(Z2, 1) (2.27)

<1

22

Zis1 = Bij1(Zi, t)zip + fi( @, t) + ki (2, %) == P 1(Zir,t), 1 =257 —1 (2.28)

donde z; representa las nuevas variables, k; > 0.

Proposicién 6 La transformacion (2.26)-(2.28) reduce el sistema (2.21)-(2.23) a la forma
deseada siquiente:

21 — —klzl + 29 -+ _(_}1 (Zl, t) (229)
4 = —kizi+zip +0i(Z,t), i=2,.,7—1 (2.30)
2 = filz,t) + B.(z,t)u+ g-(2,t) (2.31)

donde z = (21,...,2,)7 y fr(2,Zr41,t) s una funcién acotada, ademds rango B, = n,,
B, = By 3B,

La prueba se muestra a continuacién.

Prueba. Con el fin de probar la proposicién, se usara el método de induccién, considerando
T:41,%7 = 1,...,7—1, como un vector de control ficticio en cada i-ésimo bloque de (2.21)-(2.23).
Paso 1. Sea x5 el control ficticio para el primer bloque (2.21) reescrito como:

z1 = fi(z1,t) + B1(Z1,t) 22 + 91(71, 1) (2.32)
que se seleccionard de la forma:
T3 = —B~ ' (z1,t) fi(z1,t) + B~ (x1,t)[—k121] + 22 (2.33)

donde 2; = x,, 22 es un vector de nuevas variables de dimensién ny , con k; > 0; el primer

bloque transformado (2.32) en las nuevas variables 2; y 25, con entrada (2.33) tiene la forma.
deseada (2.29), p.e.

21 = —ki21 + 22 + 91(21, 1).

Ahora ia transformacién (2.33) es usada para obtener la variable z, de la forma (2.27) que
es:

29 = By(Z1,t)T2 + fi1(z1,t) + k1®1(z1,t) = Pa(Zo, t).

Paso i. En este paso es posible demostrar que si tenemos, después de (2 — 1) pasos, los
bloques transformados del sistema (2.21)-(2.23) con las nuevas variables z,, 29, ..., z;_;, para



2.4. SISTEMAS CON PERTURBACION 17

la estructura n;_; = fi;, de la forma:

Z = —klzl + 224+ (zl.t)
(2.34)
i1 = =—ki1zi-1+ %+ §£—1(5i—1,t)
con
7z = 94(Z;, 1) (2.35)

Entonces en el i-ésimo paso del procedimiento de transformacién, tendremos el i-ésimo bloque
transformado con un nuevo vector de estado 2; de forma similar a (2.34). Para llevar acabo
esto, tomamos la derivada de (2.35) a lo largo de las trayectorias de (2.21)-(2.23), resultando
en

% = fi(Zi, t) + Bi(Zi, t)Zip1 + 92(Zi, t) (2.36)
donde f,‘ — E;;ll [(B‘I',/B.E‘J)fj =+ Bj$j+1] +(3<I>./3x.)f. T (3<I>,/3t), Yy B,' = B'_IB.;, rank

B; = rankB; = n;. Para el caso fi; = 7,41, el vector de control ficticio, z;;; en (2.36) puede
ser seleccionado de forma similar a (2.33) de la forma

Tiy] = —Bi_l(a_:,;, t)ﬁ(fl-i,;, t) + B;l(i:i, t)[—kfzi] (2.37)

asf la ecuacién (2.36) con (2.37) toma la misma forma que la ecuacién (2.34) -

Z; = —Ri%i + Ziga + gi(zia t)- (2-38)
Para obtener la transformacién recursiva como en (2.28), se define
Si4l = -H-l (j;', t)xi+l 3 ‘f_‘l(f“l! t) e kiq)i(ji: t) i ‘I)i+l(-1:i+l: t)

Paso r. En el udltimo paso, calcuiando la derivada con respecto al tiempo de =, = ®,.(Z,,1).
da el dltimo bloque

zr = fr(z,t) + B.(z,t)u + g.(z,t) (2.39)

donde f, = Z;;: (09,/0z;)f; + B;ziy1] + (09,/0z,)f, + (09,/6t), y B, = B,B,, rank
B, = rankB, = n,..

De esta forma la transformacién (2.26)-(2.28) reduce el sistema (2.21)-(2.23) a la forma
(2.29)-(2.31). =

2.4.3. Robustez a perturbaciones que no cumplen con la condicién
de matching.

Mediante el uso de 1a ley de control

u = —ugsign(M(z,t)z,)
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_ o
donde ug > [B, | > 0, en la superficie deslizante 2, = 0, el sistema (2.29)-(2.31) se
reduce a
5 = —kiz1+ 2+ gi1(2,1) (2.40)
z = —kizi+ 2z +5i(Z,t), 1=2,..,r—1 (2.41)
Zro] = —Kr_12r—1 +§r(zr—1:t)' (2'42)

De esta forma ahora, el problema original de anélisis de estabilidad se reduce al andlisis
de la propiedad de robustez de las dindmicas de modos deslizantes de orden reducido (2.40)-
(2.42), el cual puede ser considerado como un sistema lineal con una perturbacién no lineal.
Observe que esta perturbacién no cumple con la condicién de acoplamiento con respecto al
control u en (2.21)-(2.23). A continuacién se demostrard, que la tasa de convergencia de la
parte lineal de (2.40)-(2.42) est4 definida por los valores de los coeficientes ky, ..., kv.

Las cotas de las restricciones fisicas del sistema original (2.21)-(2.23) (ver suposiciones
H1) podrfan ser reescritas usando el cambio de variables (2.26)-(2.28), dando origen a la
siguiente suposicion.

(H2) Existen constantes positivas g;; y d;, tales que

191(z1,t) || < qullz1|l +di, (2.43)

| G2(22, t) " < qaa||z2]| + k1421||31” + ds, (2.44)

193(23,t) || < gssllzsll + kagsallzell + Kigar ||z || + ds, (2.45)
1—1

13:(2, ) || < gllzll + ) kP aisllzll + di, (2.46)
=1

I = 4,..,r—1.

Para asegurar la propiedad de robustez con respecto a incertidumbres desconocidas pero
acotadas, las ganancias del controlador ki, ..., k._; deben ser elegidas jerarquicamente, de
menor a mayor. De esta forma, ya que g; no depende de k,, el valor de este coeficiente puede
ser elegido tan alto que el término k;2; en (2.19) serd dominante. Por el procedimiento de
linealizacién por bloques, el término g, depende de k; pero no de ko, ..., k-—; con respecto a
los limites dados en los términos desconocidos de (2.40)-(2.42), se propone:

ki >
ko >
ks >

q11 (2.47)
go2 + k1ga1012, a1z = (k1 —qu1)™! (2.48)
33 + k2g320:93 + k%QSlal?n

a3 = (k2 — q22 — k1g210012) ™7, a3 = g3 (2.49)

i—1 i- 2

qij + Z k_;i_J)qfi,jaj,i 15 = (Ki-1 — Gi—1,i-1 — Z k?_J)Qi—ljaj,i—l)_l (2.50)

;1061 1 = 4, Gl 5 (251)
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Proposicién 7 Considerando la suposicién (H2) , y que los valores de los escalares positivos
ki, ..., k._, satisfacen las desigualdades (2.47)-(2.51), existen escalares positivos v;; y hi,
i=1,..,r—1 j=i,..,r—1 tales que las soluciones del sistema (2.40)-(2.42) cumplen
con

l2r-1 @)l < Ve—1,-1 eXPl3r-1(t — to)] + hr_y

"Z-,-.._g(t)“ < Tr—2r-2 exp[_%a"-a(t o tﬁ)] ‘3 Tr—2r-1 exp[_%a"—l(t o to)] + he—2

lz(@)ll < 51 vijexp[—gai(t — to)] + ki, =1,...,r 3.

y estas soluciones son ultimadamente uniformemente acotadas, p.e.

lim, o0 sup ||z()| <h, t=1,..,r—1

La prueba detallada, la cual es constructiva ya que establece la propiedad del movimiento
de modos deslizantes sobre una superficie 2, = 0, y provee de los valores requeridos para las
ganancias del controlador ki, ..., kr—1, se encuentra en el apéndice D de {21]. Es interesante
notar que incrementando los valores de k;, ..., ky—; los valores de los lfmites h; llegan a ser
arbitrariamente pequenos. Pero en este caso el dominio de la estabilidad de modos deslizantes
puede ser decrementada, ya que la funcién f, depende también de las ganancias kj, ..., kr—1.

2.5. Teoria de control 6ptimo H,

2.5.1. Introduccion

Se utiliza el control 6ptimo H,, en esta tesis buscando robustez adicional ¢n la superficie
deslizante contra perturbaciones que no cumplen con la condicién de acoplamiento. Son
conocidas las propiedades de robustez del control 6ptimo H,, por lo que se decidié su uso.

El control 6ptimo H,, ha tomado recientemente gran importancia, pues trata de incorpo-
rar lo mejor de los métodos clésicos de control con la teorfa de control moderna. Presentamos
algunos fundamentos de esta teoria de control. Esta teorfa se presenta con mads detalle en

[31] y en [1]. Primero, se presenta un acercamiento clésico al caso lineal, que es la teorfa mas
desarrollada hasta ahora. Posteriormente se presenta el caso no lineal, que es una teoria mads
reciente, presentada mds ampliamente en (1].

2.5.2. Caso lineal

Consideremos el sistema descrito por el diagrama de bloques en la figura 2.1, donde la
planta G y el controlador K se suponen reales, racionales y propios, y sus realizaciones en
espacio de estados son estabilizables y detectables. El problema H., consiste en encontrar
todos los controladores admisibles K (s), es decir aquellos que estabilizan inteinamente al
sisiema, tales que [/7;,[| . sea minima. Sin embargo, este proceso resulta ser numerica y

teéricamente muy complicado, y es mucho maés facil obtener un controlador subéptimo. El
problema del controlador subéptimo H.. se define de la siguiente manera.

Dado v > 0.encuentre todos los controladores admisibles K (s). st ¢s que existen, tales
que|| Tl <.
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Figura 2.1: Diagrama de un sistema genérico

Para establecer la solucién del problema, primero definiremos lo siguiente. Sea la matriz
de transferencia G (s) del sistema de la figura 2.1, descrita de la siguiente forma:

A | B B
G (S) == C] 0. D12
Cy| Dy O

Bajo las siguientes suposiciones:

1)(A, B;) es estabilizable y (C}, A) es detectable.
i1)(A, B;) es estabilizable y (Cy, A) es detectable.
iii)D}, [ Cy D12 |=[0 i]

9| o | 75= 7]

Suponiendo que se cumplen i-iv, entonces podemos establecer e} siguiente teorema.

Teorema 8 [31] Eziste un controlador admisible tal que ||T,,||, < 7 st y solo si existen
Xoo ¥ Yoo tales que se mantengan las siguientes condiciones

0 = A'Xoo+ XooA+ CiC1 + Y *XeoB1 B} Xoo — XooB2By X oo (2.52)
0 = AYy + Yool + BiBj + 7 %YooC{C1Yeo — Yoo ChCaYoo.

Ademds, tal controlador es:

A I —~v2Y, X)) Y. .C
K 18) = [ “BIX H)——L - ) Yoo (2.53)

donde Ao, = A + 7L2BIB;XW — BoBiXoo + (I =4 W e X)) ) SN 01078

El controlador (2.53) puede escribirse como un compensador con observador, como sigue.

i = Ai+Bw+Bou— (I — v YoXoo) ™ YooCl (Cait — )
u = —BiX. 3.

La prueba se encuentra en [31].
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2.5.3. Caso no lineal

Se presenta una breve introduccién al control 6ptimo robusto H, no lineal [31], [26], [25].
Consideremos el sistema no lineal no auténomo de la forma:

= fi(z,t)+aq(z,t)w+g(z,t)u
Y hl (‘T! t) ; § kl2 (.‘I:, t) & (254)

donde z € R" es el vector de espacio de estados, t € R es la variable temporal, u € R™
es la entrada de control, w € R" es la perturbacién desconocida y y € R' es la salida a ser
controlada.

Solucién global en espacio de estados

Se hacen las siguientes suposiciones:

(Al) Las funciones fl (3:: t) » 91 (:L‘, t) »-g2 (ﬂ':, t) , hy ('T: t) , ho (:I’J, t) , K12 (:B: t) , k21 (:B'l t) Son
continuas a tramos en ¢ para todo z y localmente Lipschitz en z para casi todo t.

(A2) f,(0,t) =0, hy (0,t) =0, hy (0,t) = 0 para casi todo ¢.

(A3) hf (.’B, t) klg (27, t) — 0, k‘ﬁ (l’, t) klg (:’L‘, t) =14,

El término "para casi todo t"indica que debe cumplirse la condicién salvo en un mimero
finito de instantes en ¢ y de potencia cero. Posteriormente, nombramos la hipétesis bajo la
cual es posible obtener una solucién global al problema de control H..

(H3) Existe una funcién definida positiva F (z) y una funcién definida positiva, acotada
en t, y suave V (z,t), tal que la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs

av. oV

" fi(z,t) + v*al (z,t) oy (z,t)
—aj (z,t) ag (z,t) + Al (z,t)hy (z,t) + F(z) <0 (2.55)

se cumple para casi todo t € R con

T
an(zt) = 5507 @) ()
/ i
m(et) = —3of @0 (52) (2.56)

Teorema 9 Si satisface la hipélesis (H3) entonces la ley de contro!
U = Q9 (.’L‘, t) (257)

estabilizra globalmente asintéticamente el sistema no perturbado (2.54) y garantiza que la
ganancia Ly del sistema en lazo cerrado menor que .
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Prueba. Dado un mimero real v > 0, se dice que el sistema (2.54) tiene ganancia Lo
menor que 7 si la respuesta y resultante a la perturbacién w (t) de un estado inicial = (tp) = 0
satisface

[Iv@IFdt <2? [ o @) a (259
to to

para todo ¢; > tp y todas las funciones contfnuas w (t) .
Primero, definimos la funcién:

H(z,w,u,t) = 3—V+%g- (f (z,t) + g1 (z,t) w + g2 (z,t) u] + AT (z,t) by (z,t) + v u—Yw w

ot
(2.59)
que es cuadrética en (w,u). Usando (2.56) en (2.59) podemos observar que

6H) oV .
e —91 (a:,t)—27zal =0
( ow (wyu)=(ay,a2) oz

(g_li) %Y—g2 (z,t) + 205 = 0.
9/ (w)=(@1,02) .

Expandiendo (2.59) en series de Taylor, obtenemos
H (z,w,u,t) = H (z,0; (z,t), s (z,t) , ) — 72 ||lw — o1 (z, t)||* + || — a2 (z, ) 12.60)

Como H (z,04 (z,t) ,as(z,t),t) < —F (z), dado que se cumple la hipétesis H3 y F (z) es
siempre positivo, sustituimos F' (z) en (2.60) para obtener

H (.’L', w, u, t) < _72 “'UJ — &1 (.’I, t)”2 L ”u — 2 (:'B, t)“2 =l i (.’L‘) (261)
Usamos (2.59) en (2.61), lo que resulta en

V V
S+ S 1f (@) + 01 (&) w+ 2 (2, 6)u] 4 BT (2, 8) by (,8) + uTu = 1?0

< —?|lw = oy (2, 8)||° + ||lu — a2 (=, t)||* - F () (2.62)
Reacomodando (2.62),

ov. oV

=+ 5 [ (@ 1) +.91 (2,8) w+ g2 (, 1) o] (2.63)

2 112 2 2
< llu=oa (@ )" =" llw — a1 (2, )1 = b (2, )I° = llull® +7* lwl]® — F ()
Para probar que la ley de control (2.57) estabiliza el sistema no perturbado, hacemos w = ()

aVv. oV
rm 4 E;[f(x't) + g1 (z,t) w + yo (z,1) ul

< lu = ag (z,))1° = 22 oo (=, )| = ||k (z, D)) = |ull* = F (z)
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Al sustituir la ley de control (2.57), podemos ver claramente que el sistema (2.54) es global-
mente asintéticamente estable.

ot Oz
< =l (= )1 — Iy (&, )  lloz (=, ) — F (z) < O

Para establecer (2.58), diferenciamos V' a lo largo de las trayectorias de (2.54), con w # 0.

~d §—K+-§—‘;-[f(:c,t)+gl (z,t) w

dt ot

dVv , :
= S llu—az(s, DI = 72 llw — e (z, 0)||* = |1 (=, )||° = Jlull® + 22 lwl|® — F (z)
Tomando en cuenta que ||y||2 = ||k (=, t)||2 + ||u||2 y usando la ley de control (2.57), tenemos

dV’
<= llw - o (21 = ly @I + 22 e’ - F (2
Lo cual nos asegura que:

| 31 L)

[ (2 llwll® — llyll®) dt > / F (z(t)) dt+V (z (t1) ,t2)—V (z (to) ,to)+7? [ |lw — o (z,t)||*dt >0

to to to

para cualquier trayectoria de (2.54) que comience en z (p) = 0. Entonces el teorema queda
demostrado.

Solucién Loceal

Para el anAlisis local, adicionalmente hacemos la siguiente suposicién.

(A4) Para casi todo t € R las funciones f; (z,t), g1 (z,t), g2 (z,t), hy (z,t), hy(z,t) son
dos veces continuamente diferenciables en z localmente alrededor del origen z = 0, mientras
que sus primera y segunda derivadas de estado son continuas a tramos y uniformemente
acotadas en £ para todo z en una vecindad del origen.

Para el andlisis local, nos interesa el problema de control lineal H., para el sistema:

i = A(t)z+ B, (t)w+ By (t)u

: = Ci(t)z+ Dya(t)u (2.64)
donde:
A (t) = %fxl (0,2), Bi(t) =9:1(0,1),
B:(t) = g¢2(0,¢),
et = 220,
Dya(t) = ki2(0,t)
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Suponemos el sistema estabilizable y detectable desde u e y, respectivamente. Entonces la

siguiente condicién es necesaria y suficiente para que exista una solucién al citado problema
20]:

(C1) Existe una solucién acotada, semidefinida positiva y simétrica de la ecuacién de
Riccati:

P (t) Ay (t) + A7 (t) P (t) + CT (t) Ci (t)
+P(t) [;;2-31 BT — Bng‘] (t) P (£)

~P

tal que el sistema:
T = [Al e (Bng' = 7_2513{) .P] (t) T (t)

sea exponencialmente estable.
Con esta condicién, podemos establecer el siguiente lema:

Lema 10 S: se satisface la condicién (C1), entonces existe un g9 > 0 tal que el sistema
—~P. = P.(t)A;(t)+A] (t)P.(t) + C] (t) G (¢) (2.65)
+ P, (t) ;%BIB;F — ByB] ] (t) P.(t) + €l

tiene una solucién P. (t) idnica, acotada, definida positiva y simétrica para cada € € (0, &) .

Ahora, usamos la ecuacién (2.65) para establecer una solucién local al problema de control
H,, para (2.54).

Teorema 11 Si se satisface la condicion (C1) y si P.(t) en (2.65) es acotada y definida
positiva de para cierta € > 0, entonces la hipétesis (H3) se cumple localmente alrededor del
punto de equilibrio x = 0 con

V(z,t) = z'P.x,
5
F(z) = ¢ lalf®
y la ley de control -~
u=—g! (z,t) P.(t)

es una solucion local del problema de control H,.

Se demostrara que en una vecindad del origen z = () la funcién V (z,t) = 27 P.z, suave,
acotada y definida positiva por construccion, satisface la desigualdad de Hamilton-Jacobi-

[saacs (2.90), sujeta a [/ (1) = % |z]|* Tenemos que

V
?——=:1:’P,_-:r:,

ot
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OV | (0) =7 [PA+ ATR] ()2 + o (I,

1
55" P.B: (8) B (t) Pa + ou (IleIl)

Yaf (z,t) a; (z,t)
—aj (z,t) ag (z,t) —zT P.B, (t) B (t) Pz + o (||a:||2)
hT (z,t) by (z,t) = zTCT (t)Ch (t)z + o (||]|*) .

o (ll=II°)

SRS
=1l

: . 2
donde por las restricciones de suavidad, — 0 uniformemente en t cuando ||z||* — O.

Usando (2.65) tenemos:

%+ % i (@) + 7% (5,6 ou (1) — of (@,t) 2z (2,8) + KT (@, 8) b (=,

: 1
x [Pe + P.Ay + A{ P. + C{ (t) C, (t) + P. [?Ble —_B,B; ] (2) P e] z + o (||=II°)

2 2 € 2
—¢llzll* + ot (llzll*) < — lle|

para todo t y ||z|| suficientemente pequeiio. Asf podemos ver que la hipétesis H3 se cumple
con V (z,t) y F (z) como los indica el teorem 11. El resto de la demostracién es andloga a
la demostracién del teorema 9.

Todas las pruebas de los lemas y teoremas presentados en esta seccién pueden encontrarse
en (31|, [1], [26], [25].

2.6. Teoria de Caos

2.6.1. Introduccion

Se explica brevemente la teoria de Caos porque se utilizard un atractor caético para
generar las senales de seguimiento, en la aplicacién del método a un sistema especffico. En

particular, se usara el atractor cadtico de Chen, porque es particularmente dificil de controlar
y serd un buen reto para el método desarrollado.

2.6.2. Caos

e puede definir como un comportam.ento en estado estable acotado; pero que no es un

punto de equilibrio, ni es periédico y tampoco es cuasiperiddico. Enscguida se definen las
caracteristicas que denotan un comportamiento caético.

Consideremos la figura 2.2, donde se muestran algunas trayectorias cadticas; a partir

de éstas, se puede ver que las trayectorias estdn acotadas y que no son ni periédicas ni
cuasiperiodicas.
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Caracteristicas Generales del Caos
Dindamica no lineal. El caos es un fenémeno exclusivo de los sistemas no lineales.

Sensibilidad a condiciones iniciales (SCI). Las 6rbitas que parten de los valores
Iniciales muy cercanos se compartan de forma independiente, acercdndose y alejdndose de
forma impredecible.

Compacidad. La SCI no es suficiente para generar un comportamiento caético (con-
sidere un sistema no lineal inestable). Para que el caos pueda darse se requiere que las
trayectorias evolucionen en un conjunto de volumen finito.

Existencia de Orbitas periddicas de-distintos periodos. El caos se¢ presenta en
sistemas cuyo modelo matematico posee un pardmetro, tal que al cambiar su valor, el sistema
presentard cambios en su dindmica (bifurcaciones), dependiendo del valor de dicha constante.

Propiedad de mezcla. La 6rbita de cualquier punto recorrera casi todos los puntos de
una zona del espacio de fase sin llenar dicha zona.

Presencia de atractores extranos. En su diagrama de fases los sistemas caéticos
presentan estructuras geométricas de forma poco usual y sin ningiin parecido a los objetos
geométricos clésicos; estos diagramas de fase son llamados atractores extianos.

Por su definicién, los sistemas caéticos tienen dos caracterfsticas importantes: un sistema
cadtico generard trayectorias que evolucionan en un volumen finito del espacio de fase y
presenta zonas de gran densidad. Por lo tanto, si la trayectoria caética estd acotada, entonces
se deber4 contraer en algunas direcciones y expanderse en otras, con la contraccién superando
a la expansion.

2.6.3. Ejemplos de sistemas cadéticos continuos

En esta seccién se presenta el atractor caético de Chen, su descripcién matemética y el
espacio de fase del atractor.

Atractor caético de Chen

El atractor caético de Chen es un sistema caético descubierto recientemente, ¢l cual ha
demostrado ser particularmente diffcil de controlar comparéndolo con otros atractores, por
ejemplo, el atractor de Lorenz y el de Roessler. El espacio de fase del sistema de Chen es
mostrado en la figura 2.2.

El atractor de Chen esta descrito por las siguientes ecuaciones,

= a(y — z) (2.66)
= (c—a)zr—xz+cy

2. Q. N

= zy — bz
EON. @ =3D.0=3:.0= 25
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Figura 2.2: Atractor Caético de Chen
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Capitulo 3

Desarrollo del Método Propuesto

En este capftulo se presenta un método basado en control por bloques integral y control
o6ptimo H,, el cual es la contribucién principal de esta tesis. Se utidiza el control por blo-
ques integral para eliminar las perturbaciones que cumplen la condicién de acoplamiento,
aprovechando la robustez inherente a los modos deslizantes. Ast mismo el integrador del con-
trol por blogques integral elimina las perturbaciones constantes que puedan existir. El control
optimo H,, se utiliza para atenuar las pcrturbaciones que no cumplen con la condicion de
acoplamiento. La combinacion de estas dos técnicas da una ley de control que es robusta a
perturbeciones acotadas que pertenecen al espacio L.

El capttulo se organiza como sigque. En la seccion 3.1 se presenta la forma no lineal
controlable por bloques con perturbaciones. La seccion 3.2 presenta el método que debemos
aplicar para obtener la ley de control del control por blogques integral con control éptimo
H,. Finalmente en la seccion 3.3 se muestra el andlisis de estabilidad de modos deslizantes,
demostrando que efectivamente ocurren, asi como el andlisis de estabilidad en la superficie

deslizante que muestra que el sistema con la ley de control obtenida es ultimadamente acotado.

3.1. Forma no lineal controlable por bloques con per-
turbaciones.

Consideremos el siguiente sistema no lineal, sujeto a perturbaciones externas descrito por
la siguiente ecuacién de estado:

z = f(z,t) + g1(z, Yw (t) + ga(z, t)u(t) (3.1)

dondez € X CR", ue€e U CR™ weW CR* El campo vectorial f, y las columnas de ¢,
y g2 son mapeos suaves y w representa las perturbaciones externas.

La forma Nolineal Controlable por Bloques (NCB) para el sistema (3.1) consiste de r

29
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bloques de la siguiente manera:

; = fi(z1,t) + ga (z1,t) T2 + gu (z1,8) w(t)
fi (-'L'l: veey Lty t) + g2i (xli -eny Ly, t) i1 t+ G (:51: ooy Lgy t) w (t) ,‘l: = 2, o 1

i;.
|

fr (331, L2y +eey Ly t) - gor (.’L'], L2y ey Ly, t) (2 (3.2)
+glr (:Elr L2y «eey Ly, t) w (t)

<k
4
|

donde z; es un vector de n; X 1. En cada bloque los vectores z;_; son referidos como vectores

de control ficticios, con:
rank (gs;) = n;, Vo € X

en donde los enteros (n;,ng, ..., n,) definen la estructura del sistema (3.1) con ) ;_, n; = n.

En esta tesis consideraremos la estructura:
Ny = Mg = so=RN. = M.

Cabe senalar que el esquema de control propuesto puede facilmente generalizarse para el
casson <ng < ---<n, <M.

Ahora, siguiendo la técnica de control por bloques [19], se obtendr4 una transformacién
no lineal de variables de estado que linealiza la parte no perturbada de la dindmica (3.2)

y da una superficie de deslizamiento no lineal con rmovimientos invariantes con respecto a
las perturbaciones. Considerando el estado z;4;, 2 = 1,...,r — 1 como un vector de control
ficticio para el 1 — estmo bloque de(3.2), el procedimiento de transformacién por bloques se
presenta en la siguiente seccidn.

3.2. Transformaciéon de bloques con integrales y con-
trol H.,

3.2.1. Introducciéon

Presentamos un procedimiento similar al obtenido en [28], el cual se demostré eficiente
para el rechazo de perturbaciones constantes. Ahora s anade el control 6ptimo H,, para

rechazar las perturbaciones no necesariamenrte constantes y que no cumplen con la condicién
de acoplamiento.

3.2.2. Meétodo de Transformacion

Paso 1. Como primer paso, definimos el error de seguimiento como:

8 =3 — r (i) =y (21,%) (3.3)

cn donde 7 () es una senal de referencia. Derivado (3.3) obtenemos:

5 = f1(z1,t) + g1 (21, 1) 2 + G171 (21, 8) w (2) (3.4)
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donde fj (21,t) = fi ((z1 — r (1)) ,t), 321 (21, 8) = g1 ((z1 = 7 (¢)) , ), Gu1 (21, 2) = gn1 (21 — r(t)),t)

Abora introducimos un bloque integral:

¢ .
21 = / z1dt. (3.5)

— 00

Se selecciona el vector de control ficticio zo en la ecuacién (3.4) tal que satisfaga la

siguiente relacion: .
g21(z1,t)z2 = — fi(21,t) + v1 + Mor1zo1 + M2y (3.6)

en donde v; € R™ es un vector de nuevas variables de ny x 1, y My, y M, son matrices
constantes.

Sustituyendo (3.5)-(3.6) en (3.4) obtenemos el siguiente subsistema aumentado:

Zn = 2 (3.7)
zy = Mpzg + Mz + v + g (Zl: t) w (t) (3-8)

Las matrices constantes My; y M; son elegidas tales que la matriz

[ 0 I, ]
My M,

sea Hurwitz.

Para hacer robusto en el subsistema (3.7), (3.8) con respecto a las perturbaciones w (t)
usamos la ecuacién de Riccati

—P. = P.() A (t)+AT () P.(t) +CT (t)C, (¢) (3.9)

+P. (¢) [:;-EBIBT - 323.3] (t) P. (t) + €I

y la teoria de control 6ptimo H,, no lineal descrita en el capitulo 1. Tomamos el valor cuando
z; = 0. Entonces los pardmetros para la ecuacién de Riccati (3.9) son:

0 In‘l . i O X - 0 X
Al — [ Mgl M] ] ) Bll(t) - [ gll (O, t) ] ) B21 - [ Inl ] )
Cl — [ Iﬂq Iﬂ.l ] (3.10)

La matriz C'; se elige de manera tal que las condiciones del teorema 9 y el Lema 10 sobre el
control optimo H,, de sistemas no lineales se cumplan.

La solucién P, (t) de la ecuacién de Riccati (3.9) con parametros (3.10) nos da el valor
deseado v;4 del cuasicontrol v; :
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via = —Bj, Pe1 () €; = Koi(t)zo + K; () 2 (3.11)
donde £, = (201,21)" , y Koi (t), K; (t) son matrices variantes en el tiempo cuyo valor est4
determinado por la solucién de la ecuacién de Riccati (3.9) con pardametros (3.10).

Paso 2. Ahora definimos la nueva variable 2o como:

2 = V1 — Vid- (3-12)

De (3.6) y (3.11) en (3.12), la nueva variable z; puede expresarse como:

O . ———— .

22 = ga1(21,t) 72+ fi (21,2) — (Km (t) + Mo1) 201
—(Kl (t) -|-M1) 2] «— ¢2 (Zm,zl,ﬂ:g,t). (313)

En seguida, tomamos la derivada de (3.13) a lo largo de las trayectorias del segundo
bloque de (3.2) y usando (3.7), (3.8), obtenemos:

22 = f2(z01: 21y 22, t) =+ §22(z01: 21y 22, t)$3 T gl?(z(ll: 21y 22, t)w (t) (314)
donde f5(-) = %?;[Algl + Ba1v1| + g—iifz (-)» 922(-) = 321 () 922(*), Gna2(") = %ﬁll () + g12(")-

Notemos que rango gss = ns.
Como en el primer paso, primero introducimos la integral:

t

202 = zodt (3.15)

— 00

y luego elegimos el vector ficticio de entrada z3 en (3.14) similar a (3.6), de tal manera que
cumpla con la relacion:

922(201, 21, 22, 1) T3 = "‘fz(ZOh 21, 22, t) + v2 + Mozzgs + Ma 2y (3.16)

donde v es un vector de variables de n3 x 1, y Mgy y M, son matrices constantes elegidas
de tal manera que la matriz de sistema del subsistema es Hurwitz.

Luego de linealizar g;2(201, 21, 22,t) alrededor del punto de equilibrio, los parametros de
la ecuacién de Riccati (3.9) son:

§ S 0 0
A — ; ;B i) = - : = :
= | o 1, | B0 | ait008 |iBa= | 1. |
02 == [ Iﬂg Ing ] (3.17)

donde elegimos C, tal que las condiciones del Teorema 9 y el Lema 10 sobre el control optimo
H de sistemas no lineales se satisfagan. La solucién P. 5 de la ecuacién de Riccati (3.9) con
parametros (3.17) nos da el valor deseado 144 del cuasicontrol v, :
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vgq = —BpPea (t) €3 = Koz (t) 202 + K3 (t) 22 (3.18)

donde &, = (202, 23)" , y Koz (t) , K2 (t) son matrices dependientes del tiempo determinadas
por la solucién de la ecuacién de Riccati (3.9) con pardmetros (3.17).

Paso 3. Definimos la nueva variable z3 como

23 = Vg — V94d. (319)

Como en el primer paso, la variable 23 puede ser obtenida usando (3.16), (3.18) y (3.19),
entonces:

<3 = §22(z011 23y 22, t)333 : 3 f2(z01: 21y 22, t) o (Kﬂ? (t) T Mm) 202 — (K2 (t) + M2) 22
= @3 (ZOI:zls 202, 22, L3, t) .

Paso i. Este procedimiento se debera repetir iterativamente, obteniendo en el :—ésimo
paso, con t = 3, ..., — 1; los siguientes valores. Eligiendo el control ficticio z;4, como:

Ti+l = gé_il (21,...,2i, 2015 - - - y Z0,i~1, E) (_f: (21,2, 201, - - -, 20,1, t) + Vi + Moiz0 + Mzz‘) \
3.20

donde v; es un vector de variables de n;,; x 1; y 2p; = fjm z;dt y z; son vectores de variables
de n; x 1.

Asi, obtenemos la dindmica aumentada:

201 = 2

zi = Moizo; + Mizi +vi + 14 (21,. .., %, 201, 204-1,1) W

Entonces, los pardmetros de la ecuacién de Riccati para el -ésimo bloque son:

0 . 0 0
A; = e liBuilt)=| . By = :
[ Mo; M; ] 1 (€ : [Ql.i (0,1) I . [ Iy, ]
Ci — [Ini Im ] (321)

donde elegimos C; tal que cumpla con las condiciones del Teorcma 9 y Lema 10. La solucién
P, ; (t) de la ecuacién de Riccati (3.9) con pardmetros (3.21) nos da el valor deseado v; 4 del
cuasicontrol v; : |

Uid = —Bg;—PE‘i (t) 61’. = KO,-E (t) 20,1 + Ki (t) VA (322)

donde €. = (z04,2)" ; v Koi(t), K; (t) son matrices variantes en el tiempo. Definimos el
vector de variables z; de niy; X 1 como z,4; = v; — v; 4. Usando (3.20) y (3.22) podremos
obtener:
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Zi+1 = G2 (31,...,zi: 201y« -« y 20,i—1) t) Tiy1 + f: (31, ooy iy 201y -0 9 20,i-1y t)
o (KO,t' (t) + MO,!') 20, — (Kt + Mt) (t) &y = ¢i+1 (zlr cooyZiy 201y -y 20,0y Litl t) :

Las nuevas variables obtenidas con este procedimiento forman una transformacién no
lineal de los estados originales, la cual est4 dada por:

t
201 / <1 dt
—00

2y = 71 —71(t) =@ (21,¢)

: t

/ Z;dt

; g2,i-1 (21 ..... Zi—1y 201y -+ - y ,i—2) t) z;+ f (Zl,...,zi-l, 201 - -+ y A0,i—2; t)
— (Koi-1(t) + Moi-1) 20,1 — (Ki—1 + M;_,) (t) zi

= @; (z1,- . -y Zi-1, 201, - - - » 20,i—1, Ti,s L)

92 (21,...%i, 2015 - - - » 20,i—1,t) Tiga + fi (Z1,- - -, %y Z01, - -« » 2031, E)
— (Ko, (¢) + My;) 20 — (Ki + M;) (t) 2

= Qi1 (Zl,... ,Zi,zol,---:zﬁ,hxi+1!t)'

S
o,
||

N
|

Zi+1

Finalmente, la dindmica del sistema en las nuevas variables est4 dada por:

201 = 2
z1 = (Ko (t) + Moy) zo1 + (K, (t) + My) 21 + 22 + g11 (21, 1) w ()
208 = Z

5i = (Koi+ M) () z0: + (Ki () + M;) zi + zig1 + G2 (201, - - - 5 20-1, 215+ -+ Ziy £) w (2)

ir = fr (xl,...,xr: 201y - -+ 3y 20,r—1, t) = ga2.r (:rl,....,xr) u
+§1r (3011" . 120,1‘-—-11311" . }zrat)w(t) (3.23)
r d o
donde f, = %[Alﬁl + Boyuy | +...+ 3::1 [Ar_1&,_ + Bar_10r_1] + %fg (()+...+ g—:f:f,. (-)

3.3. Analisis de estabilidad

3.3.1. Existencia de Modos Deslizantes

Elegimos la superficie de deslizamiento como s = z, = 0 e investigamos la estabilidad
usando una funcién candidata de Lyapunov [14]:

1

VS — '2—::31:7-. (3'24)
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Derivando (3.24) obtenemos:

Vi = 27(fr(z1...%r 201, - - - s 20015 t) + G1r (201, oy 2001, 215 - -+ Zry B) W (1))
+zf gar (Z1,.. Zp ) u (3.25)

y la ley de control discontfnua estd4 dada por

u = —k, sign(z.), with k. > 0 (3.26)
donde:
P J (3.27)

La ecuacién (3.25) tiene la forma:

‘-/3 — zrgil(fr (:Bl ..... Tyry 201y zﬂ,r—l:t) + gl,r (ZOI! ve ey Ar—1y2Ly- -y zf‘it) w (t)) o kf' "zf"l

donde ||Z.||, = zTsign (Z,). Como ||Z||, > ||Z-]l,, la derivada es:

"/5 S - (kr — ”g‘;;::(fr (a:l,m,xrr 201y -« zO,r—l: t) v e gl,r (zﬁl: ..oy zo,r—la ZlyeeoyRpy t) w (t))”2) "2""2

Entonces, para alcanzar la superficie de modos deslizantes se debe cumplir que:

ke > ||920 (- + 31rw @) |, (3.28)

lo que garantiza la existencia de los modos deslizantes en la superficie z, = 0 en un tiempo
finito y ademas estos modos son estables.

3.3.2. Analisis en la superficie deslizante

Ahora, una vez que el sistema est4 confinado a la superficie deslizante 2, = 0, la dindmica
del sistema (3.23) se reduce a:

201 = 2
:..-."1 = (Km (f)+M01)Z(]1+(K1 (t)+M1)21+22+§11 (Jl,t) tL'(t)

“0i — 24
2':.; = (KO,i (t) + Mg,t') Zg,i -+ (K,_ (t) -+ M,) 23 + 5_?1,;' (201, e ,Zg','_l, /) PR Zi,t) w (t) )
parid 1=2,...7— L (3.29)

Podemos ver que la estructura del sistema (3.29) se asemeja a un sistema, lineal, variante
en el tiempo con perturbacion no desvaneciente; en efecto tenemos:

E=A(t)€+ g1 (€,t)w (3.30)
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donde & = (¢,,. .. ,§,_l)T y€u = (zg(;),z(i))T parai=1,...,r — 1. Adems4s

0 y 0O 0 --. 0 0
Kon(t)+ My Ki(t)+M, 0 I, --- 0 0
A(t) = S s ",
0 0 0 O 0 I
0 0 0 O Kor-1(t) + Myyr—1 K, (t) + M,_,
0
gll (el: t)
, 91 (f:t) =
0

gl,r—l (El: g gr—h t)

Los subsistemas usados para calcular el cuasicontrol con control optimo i, son:

£ = Ai(t)& + Boavi + 91 (€1 L€ t)w, i=1,...,7—1

con A; = [ M.: (t) J\/I{"Et) ]:B2,i = [ I?;.- ] B, (t) = [gl.- (OO,t) ]

A cada uno de estos subsistemas se le asocia una ecuacién de Riccati y su respeciiva
matriz P., definidos como:

~Pei = Pei(t) Ai(t) + AT (t) Pei (t) + CT () Ci (1) (3.31)
1
+Pg‘i (t) [?BIJB;{; = B2,£Bg:i] (t) PE,,; (t) + El‘I

Sea P una matriz diagonal a bloques donde cada clemento de la diagonal es una matriz
F. ;, es decir tiene la forma:

By 0 = 0

0 P, --- 0
P, = . . .

B B e B

Se propone la funcién V = ¢7 P.£ como una funcién de Lyapunov para el sistema (3.30).
Desarrollando obtenemos:

V = fTPE,lgl T fg‘PE,Zgz bk 3 63_1Pe,r—1€r_1- (3.32)

Tomando la derivada de (3.32) tenemos:

r—1

Vo= D [(ETAT () +w'gli (€1, 1 t) + 0] B, (1)) Pegé, (333

=]

+& Pei (Ai (t) & + Bajvi + gri (€1, -+ , € t) w) + € Pei€]

Ahora tomamos el valor de las variables de cuasicontrol v;. De (3.22) sabemos que
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o= a1 — 5 BEPe (06 (3.34)

Substituimos esta relacién en (3.33) para obtener

r—1
V = Z (€] (AT Pei + P jAi — P.iBy ;B3 Pe;) ()€ (3.35)
1=1]

+& Pei (1) & +w' gy (€4, -+, &ir t) Peib
+& Peigri (€1, 1€ t)w+ €11 By i Pei (t) & + & Peji (t) Bai€iyy)

tomando en cuenta que £, = 0 en la superficie deslizaute.
Usamos (3.31) para simplificar y lo sustituimos en (3.35).

r—1
V = Z [f;T (A.TPE,:' T Pe,iAi = PE,iB2,iB{iPe,i) (t) fi (3'36)
1=1

—¢&7 (PesAi + AT P+ CIC,
1
+P, [;2_—31,;3{.- - B2.iBg:i] Pei+ el ) ¥

+wT9’{:i (51: "R fi: t) PE.iEi . 3 E?PE.igl,i (61: il Ei! t) W
+f? Bg:ip ei (1) € + f;rP ei (1) B2,i§i+1]

r—1

Vo= 30|67 (OTC+ 3Pus (6 Brs (6 Bl () Pos () + i1 ) &
1=1 :
+ng¥:i (El! Ty fir t) Ps,i (t) gi ;5 £;FPE,i (t) g1 (61: Sl :6:’1 t) w
+53;-18§:iPE.i (t) 5:‘ T f;‘rPE,i (t) BZ,t‘fiH] (3-37)

En este punto usamos la siguiente relacién para simplificar los términos cruzados en

(3.37).

XY+ XEX"RX4+ Y'Y, R>»0n (3.38)

Haciendo

>~
|
9

Y.i — PE,iEi
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podemos simplificar (3.37) de la siguiente manera

r—1
v = 3|6 (0FCi+ SR Bu@ BLO P +a ) &
1=1
+w gl,*l (61: ==1 éi: t) Pe,t' (t) fi + f?PE,i (t) g1,i (glr "o :fis t) w
+€,1B3:Bai€isy + & Peji (t) Pei () & (3.39)

En este punto usamos la suposicién estandar del control H,, de la peor perturbacién
considerada. Definimos wy,orsti COMO

1 ,
Wworst,i = Wg{: (‘fl: wue o L0 t) PE-‘# (t) Qi

Sustituimos este valor en (3.39).

r—1
V = Z [ g (CTC + ’sz,_.,(t)Bu(t)B () Pei(t) + &l ) €.
i=1
+;§£3‘PEJ (t) g1, (Elr S 61:! t) g{‘l (61: ks gi: t) Pe.t' (t) §i
+&1, B3 ;Bai€iiq + & Pei(t) Peji () &) - (3.40)

Dado que el trmino gy; (-) es acotado, podemos escribir

;1-2-63"&,,: (8) 91: () 91: () Pes (8) & = 72asf"lf::“(t) By, (t) BT (t) Pej () €; + oc, (JI€]]) -

Ahora, definimos Q; = C{ C; y R; = B,;Bj; para poder expresar (3.40) como

V = i[ —¢7 (Q +$PE,(t)B“(t)B (8) Pei (t) + &l )5,-

i=1 :

+$ -;Pa-:t(t) B];(t)B (t) PEt(t)gl I'Ott("‘gll)

+‘Ei+1Rf£€i+1 P f?Pe,i (£) Pes (2) ‘fi]

Entonces

r—1
V = Z —& (Qi+ &) &+ o (JI€N) + €T Ri€iyq + ETP.; (t) P () €,

1=1

Aplicamos normas a (3.40) para obtener

r—1
V< 3 [ IR Qi + €6) + I1Pes (O N3 + o0 CIEID + NR: @ 1o 2]
1=1
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Ahora a.gmpa.mos los términos comunes

- ||Ell|2 (1Q1lly + €1 = [|Pex (#)lI3) + 0ex (I 1)
+ Z [ 1112 (1Qully + € — 1 Rica (B)llz = I1Pes (B)112) + 0cs (Il

1=2

= "51"3 (Amix (Q1) +&1 - ;s méx (Pe 1 (2) )) + Or ("51“)
+ i [— €2 (Mmi (@5) + € = Amax (Ric1 (£) — Mg (Pesi (8))) + 02 ([1&:l])]

=2

Basdndonos en esto, las condiciones para la estabilidad local seran

Améx (Ql) T 2" Alznix (Ps.l (t)) > 0

2
M (Q0) + 5 = Mmix (Rict) = M (P (8) > 0
/\ma.x (Qr—l) -+ E'l"z—l - ’\ma‘.x (Rr—2) s A?na'.x (PE'r—.l (t)) > 0 (341)

Podemos concluir que la respuesta del sistema (3.30) es localmente exponencialmente
estable.

3.3.3. Teorema de estabilidad

(C2) Existe una solucién P; (t) acotada, semidefinida positiva y simétrica de la ecuacién
de Riccati:

-P;(t) = P (t)A*(t) + Af () Pi(t) + G/ (1) Ci (¢)

+R.(1) | 31 iBi; — B2;B;;| (t) P (t)

tal que el sistema:
— [Ai o (B2,iBg: — i 2Bl 1 (t )Ba‘ (t)) P; (t)] &i
sea exponencialmente estable.

Ahora establecemos en el siguiente teorema nuestro resultado mas importante.

Teorema 12 S: se satisface la condicion (C2), y si existe una solucion P, ;(t) definida
positiva, simétrica y acotada de (3.31) para cadae; € (0,e0;),2=1,...,r—1, y st satisfacen
las condiciones (3.28) y (3.41), entonces la ley de control discontinua dcfinida por (3.26),
(3.27) estabiliza localmente asintéticamente el sistema (3.2) y hace que la ganancia Ly del
error de sequimiento z, del sistema en lazo cerrado sea menor a 7y,,



40 CAPITULO 3. DESARROLLO DEL METODO PROPUESTO

Prueba. La estabilidad local asinté6tica estd ya demostrada en el andlisis de estabilidad
hecho en la seccién 3.3.2. Ahora demostraremos la parte de la ganancia £,. Por el teorema

9 sabemos que para cada bloque se cumple:

[ 1w @1 at < [ o (6)]1% de
to to

donde y; = C;£;. Para el primer bloque tenemos:

51 t1
j ly: (O dt < 2 / o (&)1 dt
to to

Tomando al error de seguimiento, como z; () , podemos asegurar que
lz2 I < llya @I

dado que las matrices C; son matrices de diseno. Entonces concluimos

1A t1
/ Iz ()2 dt < 72 [ 1o (8)[12 dt
to L0

con lo que se demuestra la parte restante del teore'.a.l

Corolario 1. Si las condiciones del teorema 12 se satisfacen y el sistema (3.2) es
auténomo, y la senial de referencia r (t) = r =constante, la perturbacién w (t) = w =constante
y g1; = B;; =constante, entonces el error de control z, tiende a cero asintéticamente y la
solucidn serd semiglobal; es decir, la superficie deslizante serd infinita y la estabilidad depen-
derd de que se garantice la convergencia a dicha superficie.

Prueba. Las condiciones de este corolario reducen el sistema al caso presentado en (28|.



Capitulo 4
Modelado

El sistema hidrdulico se utiliza como caso de estudio para verificar la eficacia del con-
trolador propuesto. En este capftulo se presenta la obtencién del modelo del actuador y la
electrovdlvula (Actuador Electro-Hidrdulico) a partir de las ecuaciones fisicas que describen
el sistema. Ademds se presentan algunos modelos de Electrovdlvulas de Sequndo y Tercer
orden y su reduccion a modelos de primer orden para ser utilizadas postertormente en el
disenio del controlador.

El capitulo esid organizado de la siguiente forma: En la seccion 4.1, se presen.an al-
gnas caracicristicas de la planta. En la seccion 4.2, se discute la oblencion del modelo a
partir de las ecuaciones fisicas, incluyendo algunos modelos de servovidlvulas que pueden ser
incorparadas a nuestro modelo, por medio de aprorimaciones de primer orden.

4.1. Caracteristicas de la Planta

La planta utilizada en este trabajo de tesis esta conformada por un actuador hidraulico de
doble accién, manejado por una electrovilvula representada por una funcién de transferencia
de primer orden. Se considera en nuestro caso que el émbolo del actuador esta sujeto en uno
de sus extremos a dos cargas mecdnicas en paralelo: un resorte y un amortiguador. Estas
cargas representan fuerzas de oposicién a la fuerza motriz impuesta por el actuador, como
se muestra en la figura 4.1.

I( E"‘Fﬁfﬁ
b
&
Fr

Figura 4.1: Pistén con cargas

donde z, es el desplazamiento, F'r, la friccién interna y k, b son constantes caracteristicas
de las cargas (resorte y amortiguador respectivamente) a las cuales nos referiremos con mayor

41
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detalle més adelante. A manera de tener un mayor conocimiento de la planta en cuestién y
de la manera en que esta opere en un ambiente real automatizado, enseguida se presenta un
diagrama esquemaético (figura 4.2), el cual incluye los diversos sensores de posicién, fuerza
y presion asf como una bomba hidrdulica, deposito de liquidos y circuiterfa electrénica para
operar la electrovilvula.

3 4

Po P1 % 5 "6
P =
KO
L T w
7 1
mmmﬂmmm U \] ~ 0 p
ARV

H xsp

7!"

Figura 4.2: Diagrama del sistema que ejemplifica la posible implementacién

donde,
1.-Vé4lvula Proporcional 5.-Sensor de Fuerza
2.-Bomba con Presién Constante 6.-Ambiente o Cargas
3.-Transductor de Presién 7.-Soporte Rigido

4.-Encoder Incremental

La senal de control u es convertida a una senal analégica en la tarjeta o interfase analégica-
digital (A/D) y posteriormente transmitida al amplificador de la servovalvula hidrdulica; asf
mismo las senales analégicas provenientes de los diferentes sensores son convertidas a senales
digitales en la interfase digital-analégica (D/A) para ser enviadas a la computadora. personal
y ser procesadas de acuerdo a algun algoritmo preprogramado, el cual produce la de control
antes mencionada (3.

4.2. Obtencion del Modelo del Actuador Electro-Hidraulico

Para obtener el sistema en ecuaciones de estado, con base a las ecuaciones fisicas del
sistema, primero analizamos ¢l subsistema mecdnico formado por el equilibrio de fuerzas
actuantes en el émbolo; d¢ estas obtendremos las primeras dos ecuaciones de estado, y después
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de la ecuacién que describe la dindmica de un cilindro hidréulico, es obtenida una tercer
ecuacién que conforma el subsistema hidrdulico. Finalmente se realiza una aproximacion de
la Electro-Vélvula con una funcién de primer orden para completar asf nuestro sistema de
cuatro ecuaciones de estado, que serA utilizado posteriormente para el diseiio de los algoritmos
de control ?7?.

4.2.1. Subsistema Mecanico

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento de la dindmica del pist6n
con carga pueden ser obtenidas del esquema de fuerzas (figura 4.3) actuantes en el émbolo.

Ks Xp ¢

bd Vp €

Fr< > AaPL

Figura 4.3: Fuerzas actuantes en el émbolo

Usando la segunda ley de Newton, tenemos que la sumatoria de fuerzas actuantes en el
émbolo producen en éste una aceleracién proporcional en direccién y magnitud a la fuerza
resultante, y expresamos esto con la siguiente ecuacion

ma = Z Ji = —ksZpy — bgvy, + NP — F, (4.1)

dr

donde z, es la posicién del pistén, v, = 7 es la velocidad del pistén, a es la aceleracién del

pistén a = %ﬂ, Y fi representa a las fuerzas que actian en el sistema, P, es la presién de
carga, F, es la friccién interna en el émbolo o pistén, m es la masa del actuador, k; es la carga
por rigidez del resorte, by es la carga por amortiguamiento viscoso y A, es el drea del pistén.
Definiendo como variables de estado z, = z,, T = v,, y 3 = P, y ademds agregando
una fuerza externa constante a manera de perturbacién representada por M, obtenemos el
modelo en espacio de estados para el subsistema mecédnico como sigue:

i:l = X9 (42)
1
332 = E (—ks.’tl = deJg -+ AE:B;; v F,. e M) . (43)

Modelo de Fricciéon

Los modelos de fricciéon utilizados en la literatura para representar las fuerzas de re-
sistencia o roce de este tipo de mecanismos hidraulicos son muy variados; el utilizado aqui se
obtuvo de (3] y es un modelo de friccién que incorpora friccién estética, friccion de Coulomb
v efecto Stribeck, lo cual lo hace un modelo muy completo. Una grafica friccién-velocidad
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tipica de este modelo de friccién se muestra en la figura 4.4. En el modelo de friccién de
Karnopp, existen dos puntos clave:

(1) La fase de stick o fase pegajosa que ocurre cuando la velocidad est4 dentro de un
pequeno rango de velocidad critica en lugar de solamente cuando la velocidad es exactamente
cero.

(2) Existe un valor maximo para la friccién cuando la masa bajo consideracién se pega.
Este valor maximo lo denotaremos como Fiq:ic; esto es lo que cominmente conocemos como
friccién de Coulomb. Sin embargo, dentro de la regién de stick o pegajosa, la amplitud de
la friccién no es solamente un valor constante multiplicado por el signo de la velocidad como
es el caso del modelo comiin de friccion de Coulomb.

Una vez que la amplitud de la suma de las otras fuerzas exceda Fygasic 1a fase pegajosa
no puede ser mantenida y la masa bajo consideracién se deslizaré (slip). El efecto Stribeck es
también considerado en el modelo que se utilizé. Si el rango del efecto Stribeck es pequeno,
la relacién friccién-velocidad podrfa ser aproximada como lineal, con pendiente negativa.

250 :
2(X)
150
1(X)
z S0
5 :
-E () ------------ - fpfancin assdTensaTRanstahs s TrhaTRITHET s
= :
b .
w o -50 :
— 1K)
-150
-=200
0.2 0.1 0 0.} 0.2 0.3
Velocidad (m/s)
Figura 4.4: Modelo de Friccién

Este modelo de friccién fue programado en una tabla de simulink de Matlab, para ser
Incluido en el modelo del sistema usado para simulaciones.

4.2.2. Subsistema Hidraulico

Las dindmicas del cilindro son derivadas en (22| para un actuador hidriulico simétrico.
Definiendo la presién de carga como la presién a lo largo del piston, su derivada ests dada,
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por el flujo de carga total a través del actuador dividida por la capacitancia del fluido.

ILPL — —Aa.'bp o CmPL + QL (4'4)
44,

donde V; es el volumen total del actuador, B, es el modulo bulk efectivo, z, es la posicién del
pistén, C;,, es el coeficiente total de fuga debido a la presién y @ es el flujo turbulento de
un fluido hidrdulico a través de un orificio. La relacién entre el desplazamiento de la vélvula

de carrete z,, y el flujo de carga Q.. estd dado como

QL = de$u1 f w (4.5)

donde Cjy es el coeficiente de descarga, w es el gradiente de 4rea de la vilvula de carrete, y p
es la densidad del fluido hidrdulico. El gradiente de 4rea del carrete para un carrete cilfndrico
puede ser aproximado simplemente como la circunferencia de la vilvula en cada puerto. De
esta forma combinando (4.4) y (4.5), obtenemos la ecuacién de estado de la presién de carga

, Ps — Y
b, = 2 (_A,.,,,,  CunPy + Cou, ._gpt.)_) 9
t

o bien en términos de nuestras variables de estado tomando z, = z4 tenemos

3 = —azs — B3 + YT4\ Fo — 5gn(Ty) 73 (4.7)
donde los pardmetros constantes usados son equivalentes a lo siguiente:

a = (4A.8./Vi)
JB = (4Ctm/Be/‘/t)
v = (4CawB,/V:)\V1/p.

4.2.3. Subsistema de Servovalvula

La cuarta y ultima ecuacién de estado, propuesta en el modelo de nuestra planta, cor-
responde a la representacién de la dindmica de la electrovdlvula, aproximada mediante una
funcién de transferencia de primer orden de la siguiente forma
1/7

— KES';-l— (1—/7) (48)

Zyts)

u(s)

Tomando la antitransformada de Laplace de (4.8) y con z, como la variable de estado
r4, obtenemos la cuarta ecuacién de estado como

.. 1 K,
Iy = ——2a + —U. (4.9)
T T
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K, es una constante de proporcionalidad o ganancia de conversién que convierte la senal.
de salida de la funcién transferencia en un valor de desplazamiento efectivo en metros por
parte del carrete de la vélvula, 7 es la constante de tiempo de la vélvula y de ésta depende la
velocidad de respuesta de la electrovilvula usada. Las formas de llegar a esta representacion
de primer orden se discuten a continuacion.

Los modelos mateméticos para componentes de sistemas hidrdulicos han sido desarrol-
lados con anterioridad por otros investigadores y estdn disponibles en varios libros de normas
y manuales de componentes. Entre estos componentes, las vilvulas de control de flujo son
las m4s importantes porque éstas afectan de manera més directa las propiedades dindmicas
del sistema. Entre las vélvulas tfpicas de control de flujo encontramos las servo vélvulas o

valvulas proporcionales.

Varios modelos de electrovilvulas han sido usados para el control y automatizacién de
sistemas hidriulicos. En la literatura podemos encontrar modelos aproximados de primer
orden como el propuesto aquf en (4.9), o bien de segundo o tercer orden. Estas electrovalvulas
hacen uso de diferentes tecnologfas para convertir la entrada eléctrica en desplazamiento o
apertura proporcional de la vdlvula. Entre las méds usuales tenemos las que usan electro
mecanismos comunes como solenoides o bien motores lineales que mejoran el desempeno de

las electrovalvulas.

Las vdlvulas proporcionales y servovilvulas son usadas para regular las tazas de flujo
del aceite, y por tanto el movimiento del actuador Debido a la naturaleza del flujo en el
orificio dentro del cuerpo de la vilvula, estas vdlvulas son la mayor fuente de no linealidades
en sistemas hidrdulicos. La propiedad de flujo no lineal se presenta sin importar el grado de
precisién con que sea construido el cuerpo de la vialvula o la parte interna del carrete. Ademés
la mayor parte de las vAlvulas exhiben otro tipo de no linealidades tales como zonas muertas
debido a traslapes del carrete de la valvula, histéresis debida a las propiedades magnéticas
de la bobina solenoide, friccién y fuerzas no lineales de flujo.

Es por esto que sin un andlisis apropiado y herramientas de diseno adecuadas, los ben-

eficios de los servo sistemas hidriulicos podrian ser atenuados por tener que lidiar con los
problemas propios de las no linealidades de estos sistemas.

4.2.4. Obtencion de Modelos de Primer Orden

Como se ha mencionado anteriormente, en el modelo propuesto para nuestra planta (4.9),
la electrovédlvula esté representada por una funcién de transferencia de primer orden (4.8). En
la literatura podemos encontrar diversos modelos de electrovalvulas, sin embargo muchos de
ellos son modelos de orden mayor a uno. Es necesario aproximar estos modelos con funciones
de transferencia de primer orden para poder ser incorporados al modelo de la planta y

posteriormente realizar el diseno de algoritmos de control y simulaciones considerando cstas
aproximaciones.

A continuacién se muestran algunos de los modelos encontrados y su respectiva repre-
sentacién aproximada con funciones de primer orden ya sea por medio de andlisis de respuesta
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a entrada escalén, anélisis de respuesta en frecuencia o mediante la técnica de perturbacion
singular que se explica con detalle en el capitulo 3.

Aproximacién por Andlisis de Respuesta en Frecuencia

En [15] encontramos el resultado del andlisis de respuesta en la frecuencia de la dindmica
de una electrovédlvula direccional de 4 vias. Se trata de una electrovédlvula de alto desempeno
Moog DDV-633, (DDV, Direct Drive Valve) que usa un motor lineal de magneto permanente
con retroalimentacién andloga para posicionar el carrete de la vdlvula. Las respuestas en la
frecuencia fueron tomadas con un analizador de frecuencias digital. Se encontr6 que un
modelo lineal de segundo orden puede reproducir la respuesta en frecuencia medida. El
modelo encontrado fue el siguiente:

2.4315 x 10°

NE TR PR T PRI s 4.10
52 + 6,2529 x 102s + 2,5676 x 10 (4.10)

Este modelo puede ser aproximado por un modelo de primer orden como el siguiente,

Ka
7s +1

(4.11)

donde 7 = 1/573 s~ ! es la constante de tiempo de la funcién de transferencia y k%, = ©,947
es la ganancia de conversion.

En la figura 4.5 se muestra un comparativo entre la respuesta a la frecuencia medida
y la respuesta de las funciones aproximadas de primer y segundo orden. Arriba de 5 hz la
diferencia de magnitud entre la respuesta del modelo de primer orden y la respuesta medida
es de apenas 2 %, mientras que la diferencia de fase es de cerca de 3 %.

Otro modelado para servo vilvula encontrado en la literatura, el cual es una repre-
sentacién més completa de un modelo de servo vélvula de solenoide, es presentado en (2] y
consta de tres ecuaciones de estado como se muestra a continuacion:

.'fl’q = Ts (412)
Ty = XIg

—kpkw? knkyw?
.’iiﬁ — #114 — wi:l:s - 2Cwﬂ$‘6 1 ;f;::nu

donde Ay, es la retroalimentacion de rigidez del alambre, k;, es la ganancia de amplificacién
hidraulica, A rigidez neta de armadura, A, area de fin de carrete, w,, es la frecuencia natural
de la primera etapa, ¢ es el radio de amortiguamiento de la primera etapa, k; es la ganancia
de torque de motor.
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Aproximacién Usando La Respuesta a Entrada Escalén

La ecuacién de estados (4.12) se puede representar con una funcién de primer orden
obtenida a partir de ajustar los pardmetros de una funcién de la forma de (4.8) mediante
la comparacién de las salidas de ambos sistemas a una entrada escalén como lo muestra el

diagrama de la figura 4.6.

Figura 4.6: Diagrama de bloques del esquema de pruebas.

Los parametros encontrados aqui para aproximar la funcién de tercer orden fueron, 7 =
1.1s y k, =0,0000324 . que nos da una funcién de primer orden como

z4(s)  0,0000324 (4.13)
u(s)  1,1s+1° '

El modelo (4.13) también puede ser aproximado con una funcién de transferencia de
primer orden obtenida mediante la técnica de perturbacién singular.

_La estabilidad de las dindmicas no consideradas por la aproximacion de primer orden para
este modelo de electrovalvula, también se puede probar mediante el teorema de Tikhonov
|14] mencionado anteriormente.

Dependiendo de la simulacion en cuestién, las aproximaciones de primer orden (4.11) y
(4.13) seran usadas en el capitulo 5 para establecer el valor de los parametros 7 y k, para el
controlador. Mientras que los modelos completos de las electrovilvulas (4.10) y (4.12) seréan
usados en los dos tipos distintos de plantas que seran probadas en simulacion en este trabajo.
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4.2.5. Modelo Completo del Actuador Electro-Hidrdaulico

De (4.2),(4.3),(4.7) y (4.9), obtenemos el modelo completo del actuador electro-hidrdulico
como

T, = T
1
Ty = — (—kszy — bazo + Agz3 — F, — M)
I3 = —axy— Pzr3z+ (7 Ps— sgn(z4)z3)z, (4.14)
. 1 Kq
Ty = ——T4 + —u.
T T

Este modelo serd utilizado para el disefio de los algoritmos de control propuestos en el
capitulo 3.



Capitulo 5

Aplicacion del Método Propuesto

En este capftulo se muestra la aplicacién del esquema propuesto al modelo dei actuador
electro-hidrdulico ezplicado anteriormente. Se pretende lograr que la posicién del actuador
(z,) siga una senal de referencia r(t). Se eligié esta planta como caso de estudio por la
reciente importancia de los actuadores hidrdulicos en la industria y su dificultad para ser
controlados, por lo que se busca aportar una ley de control itil y robusta para que pueda
ser aprovechada incluso en campo. Ademds se presentan los resultados de las siraulaciones
hechas en Simulink™ de Matlab™ del sistema hidrdulico presentado. Se simulé la ley de
control obtenida con el método propuesto y se compara ccn la iey de control obtenida en [6]
para vertficar la mejoria.

La organizacién del capitulo es como sigue. En le seccion 5.1 se presenta el diseno del
controlador mediante el método propuesto y se obtiene la ley de control. La seccién 5.2 nos
presenta el andlisis de estabilidad del sistema controlado. En la seccién 5.3 se presenta la ley
de control utilizando el observador para disminuar el cascabeleo. En la seccion 5.4 se presenia
el modelo utilizado en la simulacion, que tiene una pequena modificacién con respecto al
utilizado para sintetizar el controlador. La seccion 5.5 presenta la ley de control contra la que
se va comparar el resultado y finalmente en la seccion 5.6 se presentan los resultados de la
stmulacion.

5.1. Diseno del controlador

De acuerdo a la técnica, primero definimos el error de seguimiento como una nueva
variable z,
zi =z —r(t) (5.1)

en donde r () es la senal de referencia. Después introducimos la nueva variable z; como

<9 = X9 — r (52)

Con las derivadas de las ecuaciones (5.1) y (5.2) podemos escribir los primeros 2 bloques
de (3.23) en términos de las nuevas variables z; y 25, como:

-,

21 = 3
—a212] — Q2222 + 521'3 T &2(‘5) +w (5.3)

29

ol



52 CAPITULO 5. APLICACION DEL METODO PROPUESTO

donde ag = %2, ggp = 24, by = Lo dy(t) = —Eup(t) - u45(t) — #(t), w = ¥+ F,.

En este punto introducimos el primer bloque integral:
Z01 = 21

en donde zo; = | im z1dt. Cabe senalar que como 2; es la integral de 25, solamente necesitamos

una sola variable integral més. Ahora elegimos el cuasicontrol z3 para (5.3) como:

I3 = 55 : (’01 — dy(t) — mo:tzm) (5-4)

en donde v; es una nueva variable y mg; es una constante. Finalmente:

21 = 2
21 = 29
29 = —My120) — Q2121 — A2222 + V) + w. (9.5)

Asf, los pardmetros de la ecuacién de Riccati (3.9) son

0 1 0 [o]
A = 0 0 1 |.Ba=|Dn
—Mg1 —a21 —a [1 |
0
By = 0|,C= [ qui1 12 413 ] (5-6)
1

donde g1, q12, ¢13 son pardmetros de diseno. La solucién P.; de esta ecuacién nos determina
el valor deseado v,4, del cuasicontro! vy, como:

vig = =B, P02y = —koyz1 — ky21 — kozo (9.7)

donde Z, = (2q1, 21, 32)T y Ko1, k1, ko son pardmetros determinados por la solucién P, de la
ecuaciéon de Riccati (3.9) con parametros (5.6).

En seguida, definimos una nueva variable 23 como:

(b

~3 =— U1 — M14. ( 8)

Substituyendo (5.7) y (5.8) en (5.5) obtenemos el siguiente subsistema:

My,
l

S35
. —
o
|

*

<] = <2
— (ko1 + mgy) 201 — (ag; + k1) 21 — (age + k2) 22 + 23 + w.

(2.
o
|
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Ahora substituimos (5.4) y (5.7) en (5.8) para obtener z3 como:

23 = bazg + da(t) + (ko1 + ma) 2o + k121 + ka2 (5.9)

Derivamos la expresién (5.9) para obtener:

2y = f3(8) -+ Ea(.’.’l:).’.l:q + J3(t) + kow (510)
donde 2z = (201:'-' y 203y 21y« - 124)Tl . 4

fa(z) = —2z01((k2 = B) (ko1 + ma1)) — 21(—Bky — kor — moy + k2(as21 + k1))
—2z(agsa — Bkg — ky + ka(az2 + k2)) — z3(B — k)

Ei;(x) = bobs(z) = boy\/ Ps — sign(z4)zs,

—agfr — (520 + af + 021) r—(B+ap)f—T

&

~~

N~
|

Continuando con el procedimiento, introducimos el bloque integral zo3 = 23, con 2¢3 =
f:m z3dt y elegimos el cuasicontrol z4 como:

z4 = b3 (z)[fa(2) + da(t)] + B5"(2) (vs — mosz03 — m32s) (5.11)

en donde v3 es una nueva variable y mg3, m3 son constantes positivas tales que la matriz de
sistema sea Hurwitz.

Luego, substituimos (5.11) en (5.10), para obtener el siguiente subsistema:

203 = 23
23 = —MMyg3203 — M323 + V3 + kaw. (5.12)

De (5.12) podemos definir los parametros para la ecuacién de Riccati (3.9):

0 1 0 0
- - [--moa —ms"B”:[kz]’B”:[l]

Co = |[qn g2 |. (5.13)

La solucién P,, de esta ecuacién nos da el valor deseado v34 del cuasicontrol vq

vag = —ByoP.oZs = —kozze3 — k3za (5.14)

en donde Z3 = (z2¢3, z3)T y ko3, k3 son pardmetros determinados por la solucién P., de la
ecuacion de Riccati (3.9) con pardmetros (5.13).

Ahora introducimos la nueva variable 2z, como

~4 — U3 — V3d- (515)
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Substituyendo las expresiones (5.11) y (5.14) en la definicién (5.15), obtenemos:
z4 = b3z + f3(2) + d3 (¢) + (Kes + mas) 203 + (ks + m3) 23

Con esta expresién, podemos elegir la variable deslizante s como s = 24, en donde 24
toma los valores z; 6 2; dependiendo de siz4 > 06 z4 < 0, respectivamente. Esto es:

+
. { z;, para z4>0 (5.16)

2, para z4<0

en donde:

4 fa(2) + (ko3 + mig3) 203 +{ks=+m3) 23 + ds(t) + b3 ()4

para zy > 0, bi(z) = byy\/Ps — z3(2)

z; = f3(2) + (kos + mo3) 203 + (k3 + ma) 23 + d3(t) + b3 ()z4
parazy < 0, bz (z)=byy\/Ps+ z3(2)

b4 .’L'3(Z) — —-E;l(ko;li?,’m -+ klzl -+ ngg T 33) = Ez-ljg(t).

N
|

La derivada de la variable de deslizamiento s (5.16) resulta:
faz) + B} (2Ju+da(t)  parazy >0,

con b} (z) = et /Ps — z3(2)

5 =¢ = - 1 AT
. fa(z) + by (2)u + da(t) para z4 < 0, (5.17)
con b;(z) = ’Ybi_Ka v/ Ps + z3(2)
en donde f4(z) y dy(t) = d(ﬁ(t)) son funciones acotadas.
Finalmente, la ley de control discontinua se define como:
_ ) —ka (E-);"(z))_l sign(z)) para x4 >0 (5.18)
—ky4 (E;(z))_l sign(z; ) para x4 <0 '

5.2. Analisis de estabilidad en la superficie deslizante

Para analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado (5.17) y (5.18), consideramos 2
casos, cuando x4 > 0 y cuando z4 < 0. Para el primer caso, z4 > 0, proponemos una funcién
de lyapunov [14] de la siguiente forma:

1
V= 2 ()
2
Derivando obtenemos:

VAN
|
(2
—
R
—
|
a5,
—
N
S
_.l,._
S
P
L
f —
S
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Para z4 < 0 proponemos: ,

V™ =3(#)

y derivando:

2y [fa(2) — kasign(z]) + da(2))
— |25 | (ks = | fa(z) + da(2)])-

ql.
IA

Por lo tanto, bajo la siguiente condicién para la constante k; :

ky > |f4(2) + tiq(t)‘ .

el vector de estado del sistema en lazo cerrado alcanza la superficie deslizante s = 0 en un
tiempo finito.

Entonces, la dindmica del sistema en modos deslizantes est4 gobernada por el siguiente
sistema lineal:

Z01 = 2z

21 = 2o

z2 = — (ko1 +mg1)zo1 — (@21 + k1) 21 — (a2 + k2) 22 + 23+ w

203 = 23

23 = — (’603 + fnos) 203 — (k3 + mg3) z3 + k., w. (5.19)

Cuya matriz de sistema es:

0 1 0 0 C
0 0 1 0 0
A= | —(koy +mg) —(az +k1) —(ax+ kp) 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 — (ko3 + mo3) — (k3 + mg3)

v es Hurwitz. Por lo tanto, existe una matriz P simétrica y definida positiva que satisface la
ecuacion de Lyapunov:

PA+A"P=-Q
con Q definida positiva. Entonces la funcién de Lyapunov:
1
2
es una funcién de Lyapunov vélida para el sistema. (5.19)

Vau==ZTP(t) - (5.20)

[La ecuacion (5.20) satisface:

a (|23
~Z* 02

Z'PZ < |23
—c3 || Z]5- (5.21)

IA A
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Ahora, derivando la ecuacién (5.20) tenemos:

Va=—-2TQZ +2ZT PByw (5.22)
con
0
0
Bl —_— 1
0
k2

Suponiendo que la matriz de perturbaciones es acotada por
|Biwll, < g||Z||, + h, parag>0y h>0 (5.23)
sustituimos las cotas (5.21) y (5.23) en la ecuacién (5.22):

Va < —csllZl; +2¢2112)1, (g 1|1 Z]l, + h)
= —(cs — 29¢2) | Z||5 + 2hez || Z ], (5.24)

Ahora sumamos y restamos el término 6 ||€]|2 con 8 = c3 —2gcy, en la ecuacion (5.24) para
obtener:

~B1Zl3 + 2he; |\ Z)|, — 681 2)|5 + 6811 Z |13
—B(1—-0)|1Z|2 - (681|12]|, — 2he2) |1 2],

asi, para asegurar que la derivada de la ecuacién (5.20) es definida negativa debe cumplirse
la siguiente condicién:

Va

IA

2(32 h
0p

Por lo tanto, la respuesta del sistema (5.19) es idltimamente acotada.

=pu, parad >0y >0

5.3. Ley de Control Usando Observador

Para eliminar las posibles oscilaciones o chattering se propone un observador para la
variable z4, la salida de la electrovidlvula. Como se menciona en (29| el uso de un obser-
vador auxiliar en el lazo principal de control resulta 1til para eliminar oscilaciones. La ley
de control original propuesta en (5.16), aplicada en simulacién a un modelo de actuador
electro-hidrahulico que incluya un modelo més completo de la servovélvula como (4.12),

tiene el inconveniente de incluir un estado z4 que considere las dindmicas rapidas del modelo
completo de la vélvula.

Es por eso que el uso de un observador para z4, el cual incluya solamente las dindmicas
de la electrovalvula aproximada con un modelo de primer orden adecuado, ayuda a realizar
un mejor seguimiento y el controlador presenta un mejor desempeno, ya que la nueva senal
de control incluiye un estado estimado z4 que serd mas apegado a la planta.
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La nueva ley de control estd dada como sigue,
1.- Se define un observador para z4

: 1 K
4(t) = ——Za+ -?“u + L,Z,

donde 4 es la estimacién de z4, L, es la ganancia de retroalimentacién para el error de
observacién Z4 que estd dado por

£B4=£B4—514

y debe ser tal que la dindmica sea estable

Ty = — L1174

entonces lim Z4(t) — 0, cuando t — oo.
De esta forma la nueva ley de control con el estado estimado Z4 se expresa como una
nueva u de la forma

_ { —ky4 @I(z))-i sign(z;}) para #4 >0 (5.25)
- kg (b7 (2))  sign(2y) para £, <0

donde tanto Z; como Z; son funciones de la nueva variable Z; esto es 2 = f(z1, T2, T3 £4)
Yy 2z = f(z1,29,7524), ver (5.16).

5.4. Modelo utilizado en la simulaciéon

Verificamos el correcto seguimiento de la senal de referencia por parte del actuador
hidriulico, mediante la simulacién de la ley de control obtenida. Se utilizara el modelo de
tercer orden de la servo vélvula, descrito en (4.12), en lugar del modelo reducido de primer
orden. El modelo dindmico completo estd descrito por las siguientes ecuaciones:

Ty = T

1
Ty = a (—k5$1 — bgxo + Apz3 — w)
By = —azs — B3+ (7v/Ps — sgn(za)zs)e (5.26)
if‘; — X5
i‘a = Tg

kpk.,w? kpk,w?

.’ifﬁ = - ;:;IAE:—H’?:‘! — 'wﬁ:cs - 2Cwn$'6 = zf:::nu

en donde ky, ky, k¢, Ay, ( y w, son pardmetros positivos constantes. Elegimos la perturbacién
w COmo:

w = 1500 + 240sin(12t) + F'r.
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Esta eleccién es arbitraria, pero se buscé que fuera una perturbacién considerablemente
grande para los valores manejados.

Los pardmetros de la planta toman los siguientes valores:

m 24 kg k. 173
ks 16010N/ m k, 7.83
ba 310N/ (m/ s) w, 7.83
Ps 1.03e7 Pa. kf 115
A,  326e—4m?® A, 0.765in?
o 1.51e10 N/ m? ¢ 0.36
B 1(1/s) k.  0.010
v 7.28¢8kg™?/ m!" s?

5.5. Ley de control para comparacion

La ley de control obtenida en esta tesis es comparada con la propuesta en [6]. Dicho
controlador fue disenado para forzar al actuador hidrdulico a seguir una senal de referencia
r (t) en presencia de una perturbacién constante M. La ley de control es:

u={ k. (6F(2)) " sign(24") si 84> 0 o
—k. (b7 (2'))  sign(Zy) si £4<0

\

i

donde tanto 2;" como 2z~ son funciones de la variable estimada Z4; esto es 2, = f(z;, z2, 3,Z4)

]

y & = f(z, 23, z384),

: 1 Ko
524(15) = ——=T4+ —U+ L12-94. (528)
& T

Ademss z," y 2, se definen como:

1t""ln-
-
|

(1, 2, B3, 81) = f_3(z') + k3zs + ds(t) + 5_’{(3:):1:4
0, 5 () = bayy/Ps — 25(2)
fa(z1, 29, 23,24) = fa(2') + kazy + ds(t) + 5;(3:):1:4
sizy < 0, Eg(z’) = Eg'y\/Ps + :z:;;(zr)_

con z3(2') = —b; (kozh + ki13} + ko2h — 25) — by lda(t) y

2.
8
e
V

{
i
|

k
— ‘
i
I

fa(z; = —zo(—Bko) — 21(—Bk1 — ko + k2(;3 + k1))
A, b ,
— (2o — Bky — ky + ko(= + ko)) — 25(8 — ka).
m m
_ " A, _— -
bi(z) = bobs(z) = ;’Y\/PS — sgn(zq)z3.
5 Ks B s Moo B, wn M. w
d3(t) = ——pfBr— —ar B s o I — i — ¥

m m m m m
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As{ mismo las variables 2, 21, 23, 23 se definen como:

t
2 =/ z,dt

zy =1z —r(t)

Zg = T3 — 1 ()

%= Zay + Kot + K + kg + Gy (0).

donde dy(t) = —%r(t)—?n‘-’-f(t) —7(t); y kg, k1, k5 y k5 son consiantes positivas del controlador.

5.5.1. Parametros y senal de referencia utilizados

Los pardmetros para los controladores anterior (5.28) y nuevo (5.25) son:

Anterior (5.28) Nuevo (5.25)

k\ 837 mo; 150

k. 1.76e3 m; 1

kK, 100 koo 132.33

kK —3.0e7  k;  490.83
ko 38
koz  0.423
k3  420.91
k, —6.95¢e7

El atractor caético de Chen (9] es usado para generar la trayectoria de referencia r (t).
Usamos el atractor caético de Chen debido a su naturaleza tan compleja: es de suponer que

s1 el controlador trabaja bien con una senal tan compleja como esta, también lo hard con
senales més sencillas. El atractor caético de Chen est4 definido por:

z = a(y—z)
= (c—a)z—zz+cy
2 = gy-—bz (5.29)

con parametros a = 35,b = 3, c = 28.

Los estados z,y, z de (5.29) son multiplicados por una constante adecuada (0,002) para
cumplir con las limitaciones de amplitud del actuador.
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5.6. Resultados de la simulacién

Alternamos los tres estados del atractor caético de Chen para tomarlos como la senal de
referencia r (t) . Los resultados de las simulaciones son presentados en las siguientes figuras.

En las figuras 5.1 y 5.2 se presenta la trayectoria del actuador hidrdulico usando el estado
z del atractor caético de Chen (5.29) como la senal de referencia r (t) . La figura 5.1 es la
respuesta usando la ley de control (5.27), y la figura 5.2 es la respuesta con la ley de control
(5.25) obtenida por el método de esta tesis. La linea punteada corresponde a la trayectoria
a seguir y la lfnea sélida es la trayectoria real del actuador.

En las figuras 5.3-yv-5-4-se muestra la respuesta del sistema usando ei estado y del atractor
cattico de Chen (5.29) como senal de referencia r (t), y las figuras 5.5 y 5.6 con el estado 2
del mismo, siendo las figuras 5.3 y 5.5 las correspondientes a la ley de control (5.27) y las
figuras 5.4 y 5.6 a la ley de control obtenida en este trabajo (5.25).

En todos los casos puede apreciarse una visible mejorfa con la ley de control obtenida en
por el método propuesto en esta tesis.



5.6. RESULTADOS DE LA SIMULACION

0.08

Figura 5.2: Ley de control nueva (5.25), seguimiento x
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Figura 5.4: Ley de control nueva (5.25), seguimiento y
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

6.1.1. Logros

»Se desarrollé un método de control robusto que combina satisfactoriamente el control
por bloques, control por modos deslizantes y control 6ptimo H .

»Se demostroé la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

»Se derivaron las condiciones para resolver el problema de control H, no lineal por
bloques y modos deslizantes, tanto local como semiglobal.

»El método propuesto permite descomponer la solucién del problema de control H, es
decir, se replantea un problema de orden completo como la solucién de varios problemas de
orden reducido, facilitdndose asf la solucién del problema de control H ..

» Por otro lado, el método propuesto permite rechazar las perturbaciones que cumplen

con la condicién de acoplamiento y ademaéas robustecer de manera éptima el movimiento en
modos deslizantes con respecto a las perturbaciones que no cumplen con esta condicién.

»Se aplicé el método a un sistema electro-hidraulico, para solucionar el problema de
seguimiento de trayectorias cadéticas del sistema. Los resultados de la simulacién mostraron,
robustez a perturbaciones externas.

» Ademas se compararon estos resultados con los arrojados por el controlador obtenido
en (6] y se vi6 mejoria en el seguimiento de trayectorias.

6.2. Trabajo Futuro

eExtender los resultados para controladores por retroalimentaciéon del error.

09
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eObtener el controlador para seguimiento de fuerza del sistema electro-hidrsulico y com-
parar los resultados con los controladores obtenidos en [6] y en [29).

e Aplicar el método de control H,, por bloques y modos deslizantes a otro tipo de plantas
de control, por ejemplo motores eléctricos.

eImplementar en un prototipo real los controladores aquf obtenidos para realizar com-
paraciones de desempeno entre simulacién y tiempo real.



Apéndice A

Diagramas para Simulacion en
Simulink

Presentaremos primero el diagrama base usado para representar la planta (5.26) en lazo
cerrado con el controlador (5.18). Este esquema se compone de planta, variedades deslizantes
zg Y 25,y la ley de control (la cual usa como entradas las variedades deslizantes)

t4+ PARA xd»0

MODELO DE LA PLANT A

4. PARA xd<0

Figura A.1l: Diagrama de lazo cerrado

67



APENDICE A. DIAGRAMAS PARA SIMULACION EN SIMULINK

Diagrama del modelo de la planta estd dado por el siguiente esquema

Sam17 Inde ’

deivadis dol om de CHEM

Figura A.2: Esquema en Simulink del modelo de ia planta
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