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RESUMEN

En el siguiente trabajo se presenta una serie de algoritmos computacionales
desarrollados para la reconstruccion de sefiales y imagenes de percepcion remota, las
cuales han sido contaminadas con ruido gaussiano y suavizadas con una funcion de
dispersion (PSF) conocida, que cuentan con alguna caracteristica en particular que
puede ser impuesta como una restriccion durante el desarrollo del algoritmo como

informacion a priori.

Los algoritmos estan basados en el concepto del algoritmo Weigth Constrained
Least Square (WCLS) el cual tiene sus bases tedricas en el algoritmo propuesto por
Tikhonov, La modificacion realizada es la de imponer restricciones lineales, las cuales
se pueden ver como informacién a priori de las sefiales a reconstruir, este tipo de
algoritmos permiten la reconstruccién con alta resolucion y superresolucion lo cual es
una ventaja cuando se trabaja con imagenes de percepcidon remota ya que permite ver

con mas detalle las imagenes obtenidas.

Una de las caracteristicas de los algoritmos mencionados anteriormente, es que
presentan la ventaja de que pueden ser calibrados ajustando ciertos grados de libertad
para obtener una mejor reconstruccion, asi que una de las metas de este trabajo de tesis
es encontrar el algoritmo optimo para poder sintonizar estos parametros y asi obtener la
mejor reconstruccion posible, lo cual no es una tarea facil y es un area en la que todavia
se sigue investigando al respecto, en este trabajo se presentara la implementacion del
método nuevo de la curva L para encontrar estos parametros y una forma para su
implementacién de manera iterativa, ademas se presentaran los resultados obtenidos con

este método y los obtenidos de forma iterativa.
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INTRODUCCION

1.1 Antecedentes

La estimacion y reconstruccion de sefiales es aplicable en todas las areas del conocimiento en las
cuales se deben de tratar con datos, los cuales han sido degradados debido al proceso que se utilizd
durante su obtencion, mediante una transformacion lineal y la adicion de ruido, aplicaciones
interesantes son en el campo de la medicina (tomografias, electrocardiogramas, radiografias, etc.), en
comunicaciones como en telefonia celular y transmision de datos, en ciencias de la tierra como
oceanografia, meteorologia, geologia; en nuestro caso nos enfocamos mas en este ultimo ramo, al
utilizar iméagenes de percepcion remota de la tierra; para la obtencién de informacion tal como, el nivel
de deforestacion, cambios en los mantos acuiferos, cambios de las zonas urbanas, etc; lo cual permite
tomar mejores decisiones acerca de las acciones que se deben de llevar a cabo para remediar algin

problema.

Tomemos por ejemplo el problema de la deforestacion, mediante una imagen de percepcion
remota se puede ver el cambio de dimensiones de un area boscosa en particular y evaluar si las medidas
implementadas han sido efectivas para evitar la deforestacion y cuales areas hay que atender con mas
atencion. Otras aplicaciones son mencionadas en [11], [12] y en [13] en las cuales mediante redes
neuronales entrenadas y algoritmos basados en modelos estadisticos, se puede determinar a partir de
una imagen de percepcion remota de una ciudad, que elementos de la imagen son calles, cuales

edificios, areas verdes, etc.

Por todo lo anterior es importante el desarrollo de nuevos algoritmos para poder llevar a cabo de
manera mas eficiente y rapida la extraccion de datos de interés a partir de imagenes de percepcion
remota, ya que estos procesos requieren el célculo de muchas operaciones lo cual hace que a veces

estos algoritmos sean prohibitivos de realizarse.



1.2 Procesamiento de imagenes

El término de procesamiento digital de imagenes generalmente se refiere al procesamiento de

sefiales, generalmente de dos dimensiones (aunque puede extenderse la teoria para sefiales n-

dimensionales) por medio de una computadora digital. Como se menciona en [3] algunas aplicaciones

del procesamiento digital de seiiales pueden ser clasificadas como:

Representacién y modelado de imagenes
Realzado de iméagenes

Restauracion de iméagenes

Analisis de iméagenes

Reconstruccion de imagenes

La representacion y modelado de imagenes se refiere a la manera en la cual representamos la

imagen a procesar, ya que trabajamos con computadoras digitales, las imagenes deben ser muestreadas

y cuantizadas, lo cual se conoce como digitalizacién.

Rigiéndonos por lo establecido en el teorema de Nyquist [3] en el cual se establece que la

frecuencia de muestreo debe ser mucho mayor que la frecuencia maxima de la sefial a muestrear para

asi poder preservar la mayor cantidad de informacion de la imagen a procesar y evitar el efecto de

aliasing el cual ocurre cuando muestreamos una sefial a una frecuencia menor de la mayor frecuencia

de la sefial a muestrear y la sefial reconstruida es un multiplo en frecuencia de la sefial original.

IRV
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Figura 1.1: Demostracién del efecto de aliasing en una sefial de una dimensién, la linca gruesa es la sefial reconstruida con las muestras de la sefial original



Para el caso de imégenes podemos suponer que es un arreglo de sefiales de una dimension, es
decir las variaciones en los niveles de gris de la imagen, forman patrones que pueden ser expresados

como seifiales.
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Figura 1.2: Generacion de imagenes digitales.

El efecto de aliasing en las imagenes se puede observar en el efecto de moire, como se observa en
la figura 1.3, se puede observar que al no elegir una frecuencia de muestreo adecuada la imagen

reconstruida difiere mucho de la original.

_

Figura 1.3: Efecto de Moire, a) Imagen original con dos patrones periddicos, b) Cada cuarta muestra de la imagen original, c) Cada quinta muestra de la
imagen original



La cuantizacién es el proceso de convertir una imagen analdgica muestreada a un numero finito de
valores, es decir cada muestra podré ser representada con un valor predefinido, al realizar el proceso de
digitalizacién la imagen se puede representar como una matriz en la cual cada elemento o pixel

representa el nivel de luminiscencia de cada muestra de la imagen original muestreada.

En la figura 1.4 se puede observar el proceso de digitalizacién de una imagen anal6gica y en la
figura 1.5 se puede observar el efecto que se tiene al muestrear la imagen analégica a diferentes
frecuencias de muestreo, se puede observar que entre mayor sea la frecuencia de muestreo, la pérdida
de informaci6én es menor en la imagen digitalizada lo cual hace que se obtenga una representacion fiel
de la imagen analdgica original es decir una mejor resolucion, aunque esto conlleva a que se tienen mas
datos a procesar, por lo tanto se debe encontrar un equilibrio entre la resolucién de la imagen que
vamos a procesar asi como del gasto computacional que se requerird para poder llevar a cabo el

procesamiento.

Una explicacion mas a fondo del proceso de muestreo y cuantizacién puede ser encontrado en [3] y
en [4].
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Figura 1.4: Digitalizacién de una imagen (a) Imagen analdgica, (b) Imagen digitalizada, (c) Cuantizacién de cada pixel
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Figura 1.5: Resolucion de la imagen digitalizada a diferentes frecuencias de muestreo

El realzado de imagenes se refiere al hecho de destacar ciertas caracteristicas de las imagenes tales
como lados, limites o contraste, para que su procesamiento pueda llevarse a cabo de una manera mas
sencilla, el realzado no aumenta la informacion inherente contenida en la imagen, algunas técnicas de
realzado son manipulacion del contraste, reduccion de ruido, extraccion de lados, filtrado,

interpolacion y magnificacion (zoom), estas técnicas son enlistadas en la figura 1.6.

*Ajuste de contraste *Filtrado de ruido *Filtrado lineal *Falso color
*Operacién de umbral *Filtrado de media *Filtrado de raiz *Pseudocolor
*Histograma *Filtrado pasa alta, *Filtrado homomoérfico
pasa baja, pasa banda
*Zoom

Figura 1.6: Operaciones de realzado de imagenes



La restauracién de imégenes se refiere a poder obtener una imagen aproximadamente igual a partir
de una imagen, la cual ha sido contaminada con ruido y difuminada por algtn sistema, basicamente es
la misma definicién para reconstruccién de imagenes excepto por el espacio en el que se encuentra los
datos observados, siendo en el problema de restauracion que los datos observados estdn en el mismo
espacio que la sefial original y el problema de reconstruccién que los datos observados estan en otro
espacio vectorial, nuestra tesis se va a referir a un algoritmo para resolver los problemas de

restauracion y reconstruccion especificamente.

El andlisis de imégenes es el campo del procesamiento de imagenes en el cual se extraen
caracteristicas de las sefiales e imagenes y a partir de estas caracteristicas se pueden tener conclusiones
acerca de estas, es decir se transforma la imagen de su espacio vectorial a un espacio de menor tamaiio
para una mejor comprension de la imagen, generalmente esta transformacion no es lineal y son dificiles
de estimar ya que depende de las caracteristicas que se desean obtener las cuales pueden ser muy
subjetivas, en esta etapa es en la que se puede clasificar el grado de deforestacién de un bosque, el

crecimiento de una ciudad, o en una imagen determinar que componentes son calles, parques, etc.

Esta parte puede ser implementada con redes neuronales, logica difusa, etc. Asi se puede ver que
para llevar a cabo el procesamiento de una imagen se deben llevar acabo en secuencia las etapas antes

mencionadas tal y como se muestra en la figura 1.7.

Representacién y
modelado

y

Restauracion o
reconstruccion

y

Realzado de imagenes

Anilisis de iméagenes

Bl

Figura 1.7: Proceso inherente para el procesamiento y analisis de imagenes



1.3 Percepcion Remota

El objetivo de la percepcion remota, es la de descubrir y analizar los fendmenos que nos rodean, y
el conocimiento obtenido, utilizarlo para proteger el medio ambiente y para mejorar la calidad de vida
del ser humano. Algunos de los fenémenos que se pueden observar y hacer mediciones son:

e Mundo fisico (ej. La atmésfera, agua, tierra, rocas)

e Seres vivos (ej. Flora, fauna, ser humano)

e Procesos de actividades humanas (ej. Cantidad de desperdicios, deforestacién, crecimiento

urbano)

Para poder llevar a cabo lo anterior se puede hacer uso del sensado remoto, el cual consiste en
medir o colectar informacion de alguna propiedad de un objeto o fendmeno usando un dispositivo que

no esta fisicamente o intimamente en contacto con el objeto o fendmeno bajo estudio, de forma remota.

Para llevar acabo mediciones de fendmenos ocurridos en la tierra se utilizan, aeronaves
suborbitales, satélites y vehiculos aéreos no tripulados provistos con dispositivos, tales como camaras y
sensores, los cuales detectan la radiacién electromagnética reflejada, emitida, o dispersada del objeto o

area geografica; y lo cual es utilizado como un sustituto de la propiedad bajo investigacion.

La informacion obtenida puede ser almacenada en formato analégico o formato digital y analizada

usando técnicas de procesamiento analdgicas (observacion) o técnicas de procesamiento digitales.

Durante el desarrollo de esta tesis las técnicas utilizadas son digitales ya que se hace uso de

computadoras para poderlas llevar a cabo.
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Figura 1.8: Formas de obtencién de imagenes de percepcién remota

Los sensores utilizados en el sensado remoto pueden ser clasificados en dos categorias:

1. Sensores pasivos
o Solo detectan la radiacion electromagnética emitida o reflejada por el objeto o fenémeno

bajo estudio, algunos ejemplos de este tipo de sensado son:
® céamaras
N scanners multiespectrales

= arreglos de sensores multiespectrales.

2. Sensores activos
o Son aquellos que emiten una radiacién electromagnética y detectan esta radiacién

después de haberse reflejado en el objeto o fenémeno bajo estudio, este tipo de sensado

se considera invasivo ya que puede afectar dicho fendmeno, algunos ejemplos de este

tipo de sensado es:
»  LIDAR - La sefial emitida es un laser.



»  SONAR - La seflal emitida es sonido.
= RADAR - La seflal emitida son microondas.

A su vez, los sistemas de sensado remoto pueden ser clasificados dependiendo de su resolucién
espectral y espacial. La resolucion espectral es el un nimero y tamaifio de intervalos de longitud de
onda en el espectro electromagnético (referidos como bandas o canales) a los cuales el instrumento de

sensado es sensible.

Se dice que el sensor es multiespectral si es capaz de detectar multiples bandas del espectro
electromagnético tal como el sensor LANDSAT. Es hiperespectral si el sistema de sensado es capaz de
recibir informacién de cientos de bandas del espectro electromagnético como el sistema (AVIRIS) el
cual tiene 224 en la regién de los 400 a los 2500 nm. Y es ultraespectral cuando el sistema de sensado

es capaz de detectar varios cientos de bandas en el espectro electromagnético.

La resolucion espacial es la medida de la separacién angular o lineal mas pequefia entre dos objetos
que el sensor puede sensar esta medida esta expresada como a x a unidades de métricas, lo cual

significa que el objeto mas pequefio que puede ser detectado mide a unidades métricas.



En la figural.10 se presenta una lista de los sistemas de sensado remoto existentes, el espectro que

son capaces de sensar y su resolucién:

Resolution
Spectral
Middl
Near- Infm:c; Thermal Micro-  Spatial Temporal
Remote Sensing Systems Blue Green Red Infrared (SWIR) Infrared wave (m) (days)
Suborbital Sensors
Panchromatic film (black & white) 0.5——0.7 um Variable Variable
Color film ' 04— 0.7 um Varisble  Variable
Color-infrared film 05— 09um Variable  Variable
Digital Frame Cameras (CCD) 1 1 1 1 — — - 025-5  Variable
ATLAS - Airborne Terrestrial Applications Sensor  0.45 8 bands 2.35um 6 — 2.5-25 Variable
AVIRIS - Airborne Vlsibl_é Infrared Imaging Spec-  0.41 224 bands 2.5 um 250r20  Variable
trometer .
Intermap Star-3i X-band radar 1 Variable Variable
Satellite Sensors
NOAA-9 AVHRR LAC — — | 1 — 3 _ 1100 14.5/day
NOAA-K,L,M — — 1 1 2 2 — 1100 14.5/day
Landsat Multispectral Scanner (MSS) — 1 1 2 —_ —_ — 79 16-18
Landsat 4 and 5 Thematic Mappers (TM) 1 1 1 1 2 1 == 30and 120 16
Landsat 7 Enhanced TM (ETM*) — Multispectral | 1 1 1 2 1 —  30and60 16
— Panchromatic — 0.52 ———09pum — — — 15 16
SPOT 4 HRV — Multispectral —_ 1 1 1 — — — 20 Pointable
— Panchromatic 0.5l ——0.73 ym — — — 10 Pointable
GOES Series (East and West) — 052 072pym — 4 — 700 0.5/r
European Remote Sensing Satellite (ERS-1 and2)  VV polarization C-band (5.3 GHz) 1 26-28 —
Canadian RADARSAT (several modes) HH polarization C-band (5.3 GHz) 1 9-100 1 - 6 days
Shuttle Imaging Radar (SIR-C) ' —_ = = - _— 3 30 Variable
Sea-Viewing Wide Field-of-View Sensor (SeaWiFS) 3 2 1 2 — — — 1130 1
MODIS - Moderate Resolution Imaging Spectrome-  0.405 36 bands 14.385 ym — 250,500, 1-2
ter ) 1000
ASTER - Advanced Spaceborne Thesrmal Emission  0.52 — 3 bands — 0.86 pm 15 S
and Reflection Radiometer 1.6 — 6 bands — 2.43 pm 30 16
8.12 - 5 bands — 11.6 um 90 16
MISR - Multiangle Imaging SpectroRadiometer Nine CCD cameras in four bands (440, 550, 670, 860 nm) 275 and 1-2
1100
NASA Topex/Poseidon — TOPEX radar altimeter (18, 21, 37 GHz) 315000 10
— POSEIDON single-frequency radiometer (13.65 GHz)
Space Imaging IKONOS — Multispectral 1 1 1 1 — 4 Pointable
— Panchromafic 045 0.9 pm — A 1
Digital Globe QuickBird — Multispectral 1 1 1 1 — 2.44 Pointable
— Panchromatic 045 ———— 09 um = — —_ 0.61

Figura 1.10: Tipos existentes de sensores de percepcion remota y sus caracteristicas



Las posibles caracteristicas o informacién que pueden ser extraidas de los objetos o fenémenos
sensados de manera remota se clasifican en dos grandes ramas:
e Variables biofisicas

e Variables hibridas

Las primeras son las que pueden ser medidas directamente de un sistema de percepcion remota,
esto significa que la medicién provee suficiente informacién bioldgica o fisica sin hacer uso de otros
datos, un ejemplo de ésto es el sensado de la temperatura de una roca midiendo la energia irradiada en
su superficie utilizando un sensor termal infrarrojo, similarmente es posible medir la cantidad de vapor

de agua en la atmdsfera, o la posicién de un objeto por medio de una fotografia aérea estereoscopica.

Las variables hibridas son aquellas que pueden ser medidas al analizar mas de una variable
biofisica, por ejemplo se puede detectar stress de vegetacion al medir caracteristicas de absorcion de la
clorofila de las plantas, temperatura y contenido de humedad. En la figura 1.11 se presenta una relacién
de las variables biofisicas e hibridas que pueden ser sensadas y los respectivos sistemas de sensado de

percepcion remota para llevar a cabo esa tarea.

Biophysical Variable Potential Remote Sensing System
Snow and Sea Ice
- Extent and characteristics - Color and CIR arial photography, AVHRR. GOES, Landsat (TM, ETM").

SPOT, RADARSAT, SeaWiFS, IKONOS, QuickBird, ASTER. MODIS

Volcanic Effects
- Temperature, gases - ASTER, MISR, Hyperion, MODIS, airborne hyperspectral systems

BRDF (bidirectional reflectance distribution function) - MISR, MODIS, CERES

Selected Hybrid Variables Potential Remote Sensing System

Land Use

- Commercial, residential. transportation, utilities, etc. - Very high spatial resolution panchromatic, color and /or CIR stereoscopic

- Cadastral (property) aerial photography. high spatial resolution satellite imagery (<l m:

- Tax mapping IKONOS, QuickBird, OrbView-3), SPOT (2.5 m), LIDAR, high spatial res-
olution hyperspectral systems (e.g., AVIRIS, HyMap, CASI)

Land Cover

- Agriculture, forest, urban, etc. - Color and CIR aerial photography, Landsat (MSS, TM, ETM™"), SPOT,
ASTER, AVHRR, RADARSAT, IKONOS, QuickBird. OrbView-3, LIDAR,
IRSAR, SeaWiFS, MODIS, MISR, hyperspectral systems (e.g., AVIRIS,
HyMap, CASI)

Vegetation - Color and CIR acrial photography. Landsat (TM, ETM"), IKONOS, Quick-

- stress Bird, OrbView-3, AVHRR, SeaWiFS. MISR. MODIS, ASTER, airborne

hyperspectral systems (c.g., AVIRIS, HyMap, CASI)




Biophysical Variable

Potential Remote Sensing System

X,y 2 Geodetic Control
x, ¥ Location from Orthocorrected lmagery

z Elevation
- Digital Elcvation Model (DEM)

- Digital Bathymctric Model (DBM)

Vegetation
- Pigments (e.g., chlorophyll @ and b)

- Canopy structure and height

- Biomass derived from vegetation indices

- Leaf area index (LAI)

- Absorbed photosynthetically active radiation (APAR)
- Evapotranspiration

Surface Temperature (land. water, atmosphere)

Soil and Rocks
- Moisture

- Mineral composition
- Taxonomy

- Hydrothermal alteration

Surface Roughness

Atmosphere

- Aerosols (e.g., optical depth)

- Clouds (c.g., fraction, optical thickness)
- Precipitation

- Water vapor (precipitable water)
- Ozone

Water

- Color

- Surface hydrology

- Suspended minerals

- Chlorophyll/gelbstotfe

- Dissolved organic matter

- Glabal Positioning Systems (GPS)

- Analog and digital stereoscopic aerial photography, Space Imaging
IKONOS. DigitalGlobe QuickBird, Orbimage OrbVicw-3, French SPOT
HRV. Landsat (Thematic Mapper, Enhanced Thematic Mapper Plus), Indian
IRS-1CD. Furopean ERS-1 and 2 microwave, Canadian RADARSAT, LIDAR

- GPS, stereoscopic acrial photography, LIDAR, SPOT, RADARSAT,
[KONOS, QuickBird, OrbView-3, Shutile Radar Topography Mission
(SRTM). Interferometric Synthetic Aperture Radar (IFSAR)

- SONAR, bathymetric LIDAR, stercoscopic aerial photography

- Color acrial photography, Landsat FTM", IKONOS, QuickBird, OrbView-3.
Orbimage SeaWiFS, Advanced Spaceborne Thermal Emission and Reflection
Radiometer (ASTERY), Moderate Resolution Iimaging Spectrometer (MODIS).
airborne hyperspectral systems (e.g.. AVIRIS, HyMap, CASI)

- Large-scale stercoscopic acrial photography, LIDAR, RADARSAT, IFSAR
- Color-inlrared (CIR) aerial photography, Landsat (TM. ETM'), IKONOS,
QuickBird, OrbView-3, Advanced Very High Resolution Radiometer
(AVHRR). Multiangle Imaging Spectroradiometer (MISR), airborne hyper-
spectral systems (e.g., AVIRIS, HyMap, CASI)

- ASTER, AVIIRR, Geostationary Opcrational Environmental Satellite
(GOES), Hyperion, MODIS, SeaWiF$, airborne thermal infrared sensors

- ASTER, passive microwave (SSM/1), RADARSAT, MISR, ALMAZ, Land-
sat (TM, ETM"), ERS-1 and 2, Intermap Star 3i

- ASTER, MODIS, bypcrspectral systems (e.g., AVIRIS, HyMap, CASI)

- High-resolution color and CIR acrial photography, airborne hyperspectral
systems (e.g., AVIRIS, HyMap, CASI)

- Landsat (TM, ETM"), ASTER, MODIS, airborne hyperspectral systems
(e.g., AVIRIS, HyMap, CASD)

- Aerial photography, ALMAZ, ERS-1 and 2, RADARSAT. Intennap Star 3/,
IKONOS, QuickBird, ASTER, Envisat ASAR

- MISR, GOES, AVHRR, MODIS. CERES, MOPITT

- GOES, AVHRR, MODIS, MISR, CERES, MOPITT, UARS

- Tropical Rainfall Measurement Mission (TRMM), GOES, AVHRR, passive
microwave (SSM/1)

- GOES, MODIS

- MODIS

- Color and CIR aerial photography, Landsat (I'M, ETM ), SPOT. IKONOS.
QuickBird, OrbView-3, ASTER, ScaWiFS, MODIS, airborne hypcrspectral
systems (e.g., AVIRIS, HyMap, CASI). AVHRR, GOES, bathymetric LIDAR.
MISR, CERES, Hypcrion, TOPEX/POSEIDON, Envisal-1 MERIS

Figura 1.11: Variables biofisicas capaces de medirse a través de percepcién remota

Algunas de las ventajas de utilizar sensado remoto es que puede ser no intrusivo si es que se
utilizan sensores pasivos que solo detectan la energia reflejada o emitida por el fenémeno de interés,

ademas puede proveer informacion biofisica fundamental tal como localizacién, biomasa, temperatura,



etc; otra ventaja es que puede cubrir un drea geogrifica grande, lo cual hace que sea mas féacil modelar

NUMErosos procesos naturales.

1.4 Modelo del Problema

El problema al que nos enfrentamos durante la restauracion o reconstrucciéon de imagenes se

muestra de manera gréafica en la figura 1.12

Fuente dispersa
(Fuente de observacion)

Ryl & Vi btemogias
fed

Convertidores Procesamiento
Receptores » A/D de sefial

¥

Reconstruccién y
procesamiento
inteligente de sefiales

Figura 1.12: Fenomenologia del problema atratar

En el proceso representado en la figura se trata de observar la sefial electromagnética radiada de una
fuente dispersa mediante un arreglo de sensores, la sefial que provee la fuente dispersa es transformada



o difuminada por el medio inhomogéneo, en el caso de imégenes de percepcién remota este medio
inhomogéneo es el todo aquello que se interpone entre los sensores y la imagen a obtener como por
ejemplo nubes, corrientes de aire, lluvia, contaminacion, particulas suspendidas en el ambiente, la
optica de los lentes de los sensores, en la figura 1.13 se muestra una relacion de algunos modelos
matematicos para procesos que afectan la percepcién de imdagenes, se puede observar que estan
definidos en dos dimensiones, una mayor explicacién de estas funciones de transferencia es mostrada
en [4], aunque generalmente estas funciones de transferencia son no lineales y son muy dificiles de

modelar matematicamente, aunque existen técnicas tal y como se menciona en [3].

Una vez que en los sensores se tiene la imagen original transformada por el medio inhomogéneo,
esta sefial es contaminada con ruido gaussiano aditivo debido al ruido térmico introducido por los
sensores. La funcion de los receptores es la de acondicionar la sefial recibida para poderla restaurar.
Para poder llevar acabo la restauracion o reconstrucciéon debemos convertir la imagen o sefial obtenida
que es analdgica a un formato digital, una vez que se tiene esta sefial digital somos capaces de

implementar algoritmos computacionales para implementar la restauracion.

Impulse response Frequency response
Type of system h(x,y) H{, &)
Diffraction limited, coherent ab sinc(ax) sinc(by) rect (g‘ & )
(with rectangular aperture) @ b
Diffraction limited, incoherent sinc*(ax) sinc’(by) o <§n & )
(with rectangular aperture) a'b
Horizontal motion 1 ( x }_) R
iy rect w3 a(y) e sinc(§) aw)
Atmospheric turbulence exp{—ma*(x? + y?)} L oxp [—zr(_§2._+_§_222]
o o’
Rectangular scanning aperture rect( _2 ’ %; ) of sinc(at) sinc(Bt,)
1 1
CCD interactions > o 8(x —kA,y —1A) ST g e @kt an
kw1 Kow -1

Figura 1.13: Modelos matemicos para algunos fenémenos enla percepcion de imagenes.

El fenémeno anterior puede ser modelado matematicamente mediante la ecuacién de observacion,

que en forma operacional es:



u=Sv+n veV, uel, S:Vy->U, (1.1)

donde u es la sefial 0 imagen observada, S es la funci6n del sistema que nos difumina la sefial original,

v es la sefial o imagen original y » es ruido gaussiano aditivo.

Si suponemos que la funcion de sistema S es invariante en el tiempo podemos expresar la ecuacién

de observacion en forma integral tal y como se muestra en la ecuacién 1.2.

)= 50+ )= [ SO~ 2Wlekie +n() 12

Para poder trabajar con computadoras digitales es necesario digitalizar la ecuacion de observacion,
la representacion en forma discreta de esta ecuacién, puede representarse en forma vectorial como un
arreglo de mediciones tal y como se muestra en la ecuacién 1.3.
u=Sv+n (1.3)
donde u es el vector de datos observados, S es la matriz de transformacién de v conocida también como
point spread function (PSF), v es el vector de datos originales y n es el vector de ruido gaussiano
aditivo.

El problema que se plantea ahora es como llevar acabo la restauracion; la manera mas sencilla que

se nos viene a la mente es la de aplicar la funcién inversa de S a u y asi obtener v despreciando el ruido

n que se afiadi6 durante la medicion, en forma matemaética:
v=S"u

y en forma discreta:

v=S"u

Pero al realizar lo anterior se presentan varios problemas, por ejemplo pequefias variaciones del

ruido hacen que u varie y pueden hacer que la sefial estimada cambie drasticamente, otro problema que



puede surgir es de que S sea singular es decir no tenga inversa, cuando se presentan estos problemas se
dice que el problema esta mal planteado y se deben proponer otras formas de regularizacién para que el

problema este bien planteado.

1.5  Objetivos

El objetivo principal planteado es el de encontrar algoritmos de reconstruccién eficientes en los

cuales se puedan imponer restricciones lineales como informacién a priori.
Como objetivos secundarios se plantearon los siguientes:

— Realizar una comparacién del algoritmo desarrollado con algin método de regularizacion

existente.

— Encontrar una manera efectiva para estimar los pardmetros de regularizaciéon 6ptimos del
algoritmo de reconstruccién desarrollado, con los cuales se pueda obtener la mejor
reconstruccién, para lograr esto se planteara el desarrollo de un algoritmo basado en las
proposiciones hechas en [1], [17], sobre la hipersuperficie L, lo cual se explicara en capitulos

posteriores.

— Tratar de obtener un algoritmo computacionalmente eficiente del método de la curva L, es decir
tratar de realizar el menor nimero de operaciones posibles y tratar de que éstas se procesen lo

mas réapido posible.

— Por dltimo presentar un analisis cuantitativo y cualitativo de las reconstrucciones obtenidas con

el algoritmo computacional.



1.6  Organizacion de la tesis

En el capitulo II se presentard un panorama de los métodos existentes de reconstruccion y

estimaci6n, ademas de la manera en la cual trabajan y una breve explicacién matemaética de ellos.

En el capitulo III se presentara un introduccién del método de regularizaciéon de Tikhonov, en el
cual esta basado nuestro algoritmo computacional, asi como los conceptos preliminares para poder

desarrollar el algoritmo planteado.

En el capitulo IV se presentara el desarrollo matematico del algoritmo implementado asi como un
analisis matematico de su desempefio, ademds se presentard un esquema computacional para su

implementacion.

En el capitulo V se presentard una introduccion del método de la curva e hipersuperficie L para
obtener los parametros de regularizacion 6ptimos, ademds se mostrard un método numérico para
obtener estos valores a partir de la curva L y la integracion del algoritmo desarrollado con el método de

la curva L para obtener los pardmetros de regularizacion y los resultados obtenidos.

Por ultimo se presentaran conclusiones y comentarios acerca del trabajo.

1.7 Conclusiones

En este capitulo se dio una breve introduccién acerca de procesamiento de imégenes, la cual es un
area muy extensa que nos permite representar, restaurar, reconstruir y analizar, imagenes y sefiales, esto
es posible gracias a la implementacion de algoritmos computacionales, asi la elaboracion de algoritmos
eficientes y rdpidos conducira a un mejor procesamiento de imagenes. Por otra parte se explicaron los
conceptos basicos de percepcion remota, se observé que es de gran importancia ya que con ella se
puede analizar el comportamiento de fendmenos naturales y sociales en la tierra sin la necesidad de
dispositivos que estén en contacto fisico con el fenémeno a estudiar, y por ello es una herramienta muy

util cuando se desea realizar estudios de grandes porciones de territorio, asi la combinacién percepcion



remota y procesamiento de imégenes proveen herramientas muy poderosas para el estudio de
fenémenos en la tierra.

Por ultimo se presento el fenémeno al que nos enfrentamos cuando queremos reconstruir una
imagen, se vio que la sefial observada se encuentra degradada por ruido gaussiano y difuminada por un
PSF que modela de forma matematica la degradacién de la sefial por el medio ambiente y todos los
dispositivos utilizados para observar la sefial, por eso es de suma importancia conocer esta PSF, para el

caso de los algoritmos desarrollados en esta tesis suponemos que conocemos la PSF.



Capitulo II

Panorama de los métodos existentes

Existen varios métodos de regularizacién para poder plantear el problema mal planteado en uno
bien planteado, estos métodos trabajan en el mismo dominio de la imagen a restaurar o en otros
dominios como el de la frecuencia, ademdas algunos plantean el problema de forma deterministica y
otros lo hacen de manera estadistica. En estos métodos se trata de minimizar la distancia que existe
entre la sefial original y la sefial estimada lo cual es planteado como un funcional el cual debe de ser
minimizado. Algunos de estos métodos son mencionados en [3] y [2]:

o Filtro de Wiener

¢ Interpolacion con splines

¢ Filtros recursivos (Kalman)
e Métodos Bayesianos

e Minimos cuadrados (Tikhonov)

A continuacion se hara una mencion del filtrado de Wiener y el método Bayesiano; para el caso de
interpolacion con splines y filtro de Kalman refiérase a [3] el método de minimos cuadrados sera

explicado ampliamente en el siguiente capitulo.

2.1 Filtro de Wiener

En el caso de este método de regularizacion se trabajara en el dominio de la frecuencia para poder
resolver el problema mal planteado de la estimacién de sefiales. Para ello se hard uso de la
transformada de Fourier discreta o de su algoritmo para implementarse de manera eficiente que es la
FFT, una vez obtenido el espectro de la sefial de datos observados se implementara el filtrado 6ptimo
de Wiener y se transformara la sefial resultante al dominio del tiempo mediante la transformada inversa
de Fourier IDFT.



Para el caso de este método consideramos que el sistema que transforma la sefial de informacion es
tal que H :¥(x) - V(x) es decir transforma la sefial el mismo espacio vectorial, y esta operacion sobre

v(X) esta definida en forma integral como:
s() = [ (v - xw(x)dx @.1)
la cual es la convolucién entre la sefial v(x) y el sistema h(x)

Primero plantearemos el modelo matematico:

Consideremos la ecuacion de observacion en tiempo continuo:

u(y) =s()+n(y) = [ h(y—x)(x)dx+n(y) 22)
En forma de vectores la ecuacion anterior tiene la forma:

u=Hv+n (2.3)

donde la matriz de sistema H es de forma Toeplitz, esto significa que cada elemento de u puede ser

expresado en forma de una convolucién discreta:

uk)=S Hk-ny(m)+n(k)  kn=1..,N 2.4)

Una forma de representar estas ecuaciones de observacion de forma compacta es de la siguiente

forma:
Forma continua u(x) = h(x) ® v(x) + n(x) 2.5)
Forma discreta u(k) = h(k) ®v(k)+ n(k) (2.6)

Usando la transformada de Fourier la ecuacion de observacion se puede expresar como:

U(N)=HS W) +N() 2.7)



donde:

U(f) @ u(x) H(f) e hx)V(f) & v(x) N(f) < n(x) 23

son las pares de transformada.

Asi el problema es encontrar un filtro 6ptimo W(f) en el dominio de la frecuencia dada la

ecuacién de observacion, que al ser aplicada a los datos medidos produzca un estimado 6ptimo:

PN =WNU(Sf) & 9(x) = w(x) @ u(x) 29

Como informacién a priori consideramos que la sefial v(x) y el ruido n(x) son procesos aleatorios

estacionarios independendientes con medias cero funciones de correlacion R,(x) R, (x)

respectivamente y espectros de densidad de potencia:

P(f) = R,(x)

(2.10)
P(f)o R, (%)

La estrategia de solucién es encontrar un operador lineal W(f) que produzca la restauracién de la
sefial de una manera Optima siendo en el sentido LMS, para esto se definird el criterio de media

cuadrada en el dominio de la frecuencia utilizando el teorema de Parceval como:

r)=(lo0 - ) = (U -V () @.11)

Asi el filtro 6ptimo seré el argumento minimo de r(W):

W(f)=argminr(¥) 2.12)



Expresando la funcién de media cuadrada como productos internos en el espacio de funciones

quedaria expresada como:

W) = <|WOU (f) - V() 2> = <|[WNHY) - 11V — WON(| 12> =
= < [{[WNOH() - 1]) = WOND} [PNHY) - 11V + BN} df > =
= [IWOH() - 1FP.(Ndf - WD P(Ndf

la cual esta compuesta de dos tipos de errores:

2.13)

el error sistematico:

(W) = W H() - 1Py(f)df @14)

el error de ruido:

(W) = [N Pu(Ndf 2.15)

el cual este ultimo representa la energia del ruido a la salida del operador de estimacioén W(f).

Para obtener el algoritmo derivamos la funcién de media cuadrada con respecto a W(f) y lo

igualamos a cero teniendo asi la ecuacion de variacion:

A (W)
W (f)

= 2H (D{[WOH() - LIP() + TOP(N} =0

Reordenando y haciendo manipulaciones matematicas esta ecuacién nos conduce a la solucion

éptima deseada:
"= Ijm;nm ) T(ﬁl
[HW ) [H) N -
donde
B
) =

es la relacion sefial a ruido de los espectros de potencia.



Este operador se puede rescribir como:

) = —H0 1 H-"(f)H(f) L
2 B HD | CHD g e L
ey + X0 | (ﬂ (.f) [0 +N(f)
= Hn(NRm) (2.17)
donde:
im'(,f)— _—

H(f)

es el filtro inverso y:
|H(f)|"
] +

Ru(f) =

Il(f)

es el filtro 6ptimo de regularizacion.

Para la evaluacion del desempeiio evaluamos el operador obtenido en la funcion de media

cuadrada, es decir en la de error sistematico y error de ruido.

(W) = [IRo(f) - 1 "Pu(f)df

1A W) = RN 2NH PPN
(W) = 1) + r,,(W) = [Re(H) - 1 *Pu()df + R \EH(f) “Pu(H)df =

1(.{)( )_ 2
HDP +—— H(N i +—)? B + s
(H() Y (H() Ty Imlnmﬁ

(2.18)



Figura 2.1: Respuesta del operador obtenido y de la funcién de sistema inversa en el dominio de la frecuencia

Un esquema de la implementacién computacional es presentado a continuacién:

Data Inverse Regula Restoration
Innovation FFT Filter riging IFFT of Trend
Filter
u
F{} Ll Hwl) }» Ru(f) Fl{}-
- hOm,
h
M | A Priori Information L

T Updating a Priori Information

Figura 2.2: Esquema computacional del filtro de Wiener




Se puede observar que consta de varias etapas que son:
Innovacidn de la seiial de datos
Transformacion rapida de Fourier (FFT) de los datos innovados

Filtrado inverso utilizando H,,,(f)

Regularizacién del filtro inverso usando el filtro de regularizacion
Transformacion inversa de Fourier (IFFT)

- Restauracion de la tendencia

2.2 Método Bayesiano

En el método de riesgo minimo de Bayes, se considera informacién a priori estadistica, tal como el
primer y segundo momento de la sefial de informacion y del ruido; y se desea encontrar un operador
lineal optimo tal que al aplicarse los datos observados nos entregue la mejor estimacion.

Primero planteamos el modelo matgmatico del problema:

Consideremos la ecuacién de observacion:

u=Sv+n (2.19)

donde el vector v es el vector de sefial de entrada y S es la matriz del sistema, n es el vector de ruido

aleatorio en las observaciones del vector u.

Dado el modelo anterior se desea encontrar un operador W :U — V' que opere sobre u y produzca

el estimado ¢ =Wu

Como informacion a priori consideramos que la media del vector v es:

m, =(v) (2.20)



y su matriz de covarianza es:
R, =((v-m,)v-m,)) (2.21)
ademas se tiene que la media del vector de ruido aleatorio es cero esto es:

m, =(n)=0 222)

R, =(nn") 2.23)
La estrategia de solucion es encontrar un operador lineal W que produzca la restauracion de la seiial
de una manera 6ptima siendo definido del riesgo minimo de Bayes.

Para simplificar el trabajo se supondrd que m, =0 para asi obtener el operador lineal ¢ = Wu

donde W es la matriz solucion, en el caso de que la media sea diferente de cero se encontrara el
operador suponiendo que la media es cero y luego se realizara la siguiente modificacion:

v=m,+W@u-Sm,) (2.24)

Primero se introducira una funcién de pérdida L(v,¥)= L(v, Wu) la cual es la discrepancia entre la

sefial de informacién y su estimado y la cual esta definida como:
L(v,Wu) = [Wu-v|’ (2.25)

Ademas se define una funcién de riesgo la cual es:

r(W) = (L(v, Wu)) = ([Wu -+’ (2.26)



Asi nuestra estrategia sera encontrar el operador W que haga que la funci6n de riesgo sea minima
es decir:

W = argmin /(W) = argmin <|[Wu-v |*>
W W (2.27)

Expresando la funci6n de riego como productos internos tenemos que:

(W) = <|Wu -y > = < W(Sv+n)-v N =

<[(W(Sv +n) - V) (W(Sv+n)-V)]> =

<V (WS -I)" (WS - D)v> + <n" W Wn> . (2.28)

Haciendo uso de las siguientes propiedades:

XAx = tr {Axx’}

tr {ABC} = tr {BCA} = tr {CAB}
Podemos expresar la funcién de riesgo como:

(W) = tr{(WS - ' (WS - D< vv'>} + {W W<nn >}

= tr{(WS - DRy(WS — )"} + tr{WR,W "} (2.29)

la cual esta compuesta de dos tipos de errores:
el error sistematico:
r(W) = tr{(WS$ - DR«(WS - 1)}

el error de ruido:

(W) = r{WR,W}

el cual este ultimo representa la energia del ruido a la salida del operador de estimacion W.



Para obtener el algoritmo derivamos la funcién de riesgo con respecto a W y lo igualamos a cero

para hacer esto hacemos uso de la férmula:

Hr{WCW}
JW

=2WC

Esto conduce a:

Ir(W)
ALY

=2(WS-DRS" + 2WR, =0

Reordenando y haciendo manipulaciones matematicas esta ecuacién nos lleva a la primera forma

del operador 6ptimo en el sentido de BMR el cual es:
w = w®= RSR," = RS(SR,S"+Ry)™ -
Siendo asi la primera solucién:
¢ =W =RS'Ry’ = RS"(SRS™ +Ry) "1 2.32)

. ’ : ~
Haciendo uso de la formula de Frobenius podemos expresar R, como:

R, =(SR,S +R)’ =R, -R,'SKS'R, (2.33)
donde:
K=R' =¥

¥=SR,'S



Haciendo la sustitucién en W y reacomodando tenemos el operador 6ptimo de la forma 2 como:

W =R, R, -R,'SKSR, ") =R,I- ¥K)SR,” =
= R(K'-WKS R, =KSR, (2.34)

Asi la sefial de informacion estimada sera:
t=Wu=wW%=G6RITS-RHISR,
f =m,+W( - Sm,) =m, +(S"R,'S ~R,)!'S'R,}(u - Sm,)

(2.35)

Para la evaluacién del desempefio evaluamos el operador obtenido en la funcién de riesgo, es decir

en la de error sistematico y error de ruido y asi obtenemos:

(W) = r{(WS -DR(WS -I)7} = tr{(K¥-DR(KY¥-I)7} =
= tr{K(¥ - KHR«(¥ - KK} = tr{KR,'RyRy'K} = tr{KR\ 'K}

(W) = tr{f WR,W} = tr{KS"R,'R,R,'SK} = tr{ K¥K }

H(W) = 1,(W) = 1,(W) = tr{KR,”K + K¥K } = r{K(R,” - ¥)K} = tr{K} (2.36)



Un esquema de la implementacién computacional es presentado a continuacion:

Data Noise Matched Signal Restoration
Innovation Whitening Filtering Reconstruction of Trend
l\/l » Q
o] s P sy

- - - - " " "~ - - o> - -

A Priori Information I my

T Updating a Priori Information

Figura2.3: Esquema computacional del método de riesgo minimo de Bayes.

Se puede observar que el operador W consta de tres fases las cuales son:

W = W3W2W1
donde:

W; = Ry
W, = S+Rn—112

W;= K=(SRy's - R

La primera corresponde a la etapa de blanqueado del ruido, la segunda a la etapa de filtro 6ptimo y

la tercera de la reconstruccion de la sefial.



2.3 Conclusiones

En este capitulo se dio un panorama de los algoritmos de reconstruccion existentes, el primero que
se menciond fue le filtro de Wiener el cual hace uso de la transformada de Fourier y su transformada
inversa para llevar acabo la reconstruccion de la sefial, esto puede ser una desventaja de este método ya
que aunque existen algoritmos eficientes para la implementacién de la transformada de Fourier tales

como la FFT y la IFTT, esto implica realizar mas operaciones.

El segundo algoritmo que se present6 fue el algoritmo de riesgo minimo de Bayes (BMR) el cual
consiste formular todo el problema a partir de informacién estadistica, y encontrar un operador
solucién que sea 6ptimo en sentido estadistico, la desventaja de este método es que se debe conocer la

matriz de covarianza de la sefial original, lo cual en algunos casos no es posible.



Capitulo III

Regularizacion de Tikhonov

3.1 Planteamiento del problema

Como se menciono en la introduccién, el problema que se enfrenta, es el de restaurar o reconstruir
una imagen o sefial a partir de una sefial observada la cual es una versién contaminada y difuminada de
la sefial original. Lo anterior se puede plantear en forma matematica con la siguiente ecuacion de

observacion:
u=Sv+n @3.1)

donde 7 es ruido aditivo gaussiano con media cero, H es la funcion de transferencia del medio en el que

se propaga la sefial original (PSF), y v es la sefial original.

Al discretizar las sefiales para poder llevar acabo su procesamiento la ecuacion 3.1 puede ser

expresada en forma vectorial como:

u=Sv+n (3.2)

donde la matriz S es de forma Toeplitz, la cual generalmente esta mal planteada, la formacién de esta
matriz es explicada en [2],[3].
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Figura 3.1: Formacion de la mamiz wephitz de 1aPSF.

Como suponemos que el ruido es aditivo gaussiano, descorrelacionado y con media cero, podemos
observar que las estadisticas del vector de ruido m son:

m =n=0

33
R,= (@-m)Ja-m) =NI ¢

donde m, es el vector de media y R, es la matriz de covarianza la cual es una matriz identidad
multiplicada por la varianza de cada muestra del ruido, esta forma de matriz es debido a que no existe
correlacion entre las diferentes muestras del vector de ruido.

El vector de la seial original v tiene como estadisticas:

m =V

~ (v-m_ Yo-m,Y

G4

Y el vector de la sefial observada tiene como estadisticas:

=(Sv+m)=(Sv)+(n)=Sm, (3.3)



= <(u—m“)(u—m“)+> = <(Sv +n —va)(Sv+n—va)+> = <(S(v —m,)+n)S(v-m, )+ n)+> =

S((v-m,)v-m,))$* +(nn*) =SR S* +R, (3.6)

El problema a solucionar es encontrar un operador W tal que opere sobre u y nos entregue una sefial

estimada ¥ en un sentido éptimo:

v=Wu (.7)

3.2 Regularizacion de sefiales

Una manera para obtener una aproximacion de la sefial original es minimizar la distancia:

Jj(v)=|u-8v[; (3.8)
Para obtener el minimo obtenemos el gradiente del funcional anterior y lo igualamos a cero:

(v) 9 ((u Sv) (u- Sv)) (u u—u'Sv-v'S"u+ vTSTSv)= —28"u+28"Sv = 28" (u—Sv)=0

=(s"s)'s"u (3.9)

donde T denota matriz transpuesta si es que suponemos valores reales y matriz hermitiana si
suponemos valores complejos. El resultado obtenido corresponde a la pseudo inversa de S por el vector

de observacion u.

Supongamos que conocemos la descomposicion de valores singulares (SVD) [1], [14], [15], de S,
S=UzV" (3.10)

donde U, V son ortogonales y £ = diag(s,,..,0,), 0,2..20,20 son los valores singulares de S;

para S € R™ m2=n, U es cuadrada de dimensiéon mxm, V es una matriz cuadrada de dimensién nxn, y
2 es una matriz rectangular de tamafio mxn. Asi el operador obtenido anteriormente puede expresarse

en términos de la descomposicion singular como:



v=(vz'uTuzv’ ) (Uzv’ fu =
V7 (ES) ' VIVETUT = VE/ U u = (3.11)

z 1 (u,.Tgm +u,.Tn)v,.

i=l,0,#0 0',-

donde g,,, =Sv.v, u, son las i-ésimas columnas de las matrices V y U respectivamente y:

|
x/ =diag(0',.f) o’ = a o =0 (3.12)

i

0  cualquier otro caso

Si asumimos que g, satisface la condicion discreta de Picard [1]; el cual indica que los

coeficientes generalizados de Fourier [u,"g,,,| de g, decaen en promedio mas rapido que los valores
singulares o;. Al asumir que el ruido es blanco, los coeficientes generalizados del ruido u,.Tn‘ son
constantes para toda i con valor medio:
o, .
(un)=S, i=1.,m (.13)
n

donde o, es la desviacion estandar del ruido

Como consecuencia de esto, se puede observar que en la ecuacién 3.11 la parte que va a dominar
mas es la que contiene al ruido dado que la otra se decrementa mas rapido que los valores singulares y,
por lo tanto, tiende a ser mas pequefia esa parte con respecto a la otra; ademas, hay que tener en cuenta

que las matrices mal condicionadas se caracterizan por tener valores singulares muy pequefios, por lo

. . . ¥ 5 T
tanto, la sefial reconstruida va a ser dominada por el término ‘u,. n‘ lo cual nos conlleva a que una

pequefia variacién del ruido produce una gran variacion de la reconstruccién.



3.3 Regularizacion de Tikhonov

Para solucionar el problema planteado en el apartado anterior, en donde el ruido domina la sefial
reconstruida, se propone un método para regularizar el problema y hacerlo asi bien planteado. Esto se

logra con la regularizacién de Tikhonov, en el cual se propone el siguiente funcional a minimizar
J(v)=J,(v)+J,(v) (3.14)

donde:

Ji(v)=[u-sv|'v = [-Sv),(a-Sv)}, = (u—Sv)"M,(u-Sv)

L) =v-m,[r =[v-m )\ (v-m,)]} = (v-m,) M, (@)v-m,)

Es decir, se trata de minimizar la distancia cuadrada entre la sefial observada y la seiial reconstruida

transformada por la PSF en el espacio inducido por U, el cual se propone como una matriz My, y

ademas se trata de minimizar la distancia entre la sefial reconstruida y la media de la sefial original en

el espacio inducido por ¥ lo cual se representa por la matriz M, (@) la cual es definida como:
M,(a)=RR, +..+aR/R, (3.15)

donde «; son los pardametros de regularizacion y R, son los operadores de regularizacién, usualmente

estos operadores de regularizacién son escogidos para que sean la matriz identidad o una aproximacién
discreta de un operador de derivacion, aunque existen aplicaciones en donde estos operadores son

adecuados para obtener las componentes en wavelets como se menciona en [1].



Las formas tipicas de la aproximaci6n discreta para la primera y segunda derivada son mostradas a

continuacion:

V=0 -1 1 0

L -
Yy
1 0 0 0 0 i
-2 1 0 0 0
D@ — 1 -2 1 0 0
0 1 -2 1 0
i 1 -2 1

Para minimizar el funcional J(¥), obtenemos su gradiente e igualamos a cero, y una vez hecho esto

despejamos el vector de sefial estimada.

ﬁai;? = %((u ~Sv)' My (u-Sv)+(v-m, ) M, (a)v —m,,))=

% [0 Myu—u"M Sy - v*S"Myu + V'S M Sv+ V"M, (a)v - v*M, (@)m, —m, "M, (a)v +m,"M, (@)m, )=
(2S*Mu(u —Sv)+2M, (a)v- mv)) =0

Asi la sefial estimada es:

v=m, +(S"MS+M,(a)]'S"My(u—-Sm,) = m, + W(u-Sm,) (3.16)

Donde:

W =(S"M,S + M, (a)]'S"M,, (3.17)



3.4 Evaluacion del desempeiio

En este apartado se evaluara el desempeiio del algoritmo en un sentido estadistico. es decir, se
obtendra la media y la matriz de covanianza de la sefial esimada para eso hacemos el siguiente
analisis:

(¥)=(m, +W(-Sm_ ))=m_ +W(u)-WSm,  =m_ +WSm, —WSm_  =m, (.18)
Haciendo un analisis de la covarianza de la sefial estimada tenemos:

R, = ((F-m)F-m,) ) =((Wa-m,)(Wa-m,))) = W(@-m,Yu-m,) )W = WR W"
(.19)

donde R es la covarianza de la sefial observada y fue especificada en apartados anteriores.
Se puede observar que la media de la sefial estimada es igual a la media de la sefial original asi,

podemos decir que el algoritio entrega una seiial estimada sin bias de la sefial original.

3.5 Implementacion computacional

El algoritmo obtenido anteriormente se puede implementar de manera computacional mediante una
secuencia de etapas a desarrollar, las cuales se explicaran a continuacion:

En una primera etapa se realiza la innovacién de la informacion, es decir en esta etapa el valor a
priori que tenemos del valor medio de la sefial observada es sustraido de la sefial observada.
obteniendo asi un vector innovado:

u ' =u-Sm, (320)

En una segunda etapa se hace una estimacion robusta de la sefial estimada:

q=S"M’ (G21)



En una tercera etapa se realiza la reconstruccién de la sefial:

v =A,'q=(S"M S+ M, (0)]'q (3.22)

Y por ultimo se realiza la restauracion de la tendencia:

=m,+¢° (3.23)

Se debe de notar que si el vector de parametros de regularizacion o es igual a cero, M,, es igual a

cero y el estimador se reduce al caso generalizado de pseudo inversa de Moore-Penrose:

v=m, +(S'M,S)'q=m, +S*u (3.24)

El esquema de esta implementaciéon computacional es presentado a continuacion:

$<>

Control of the Degrees of Freedom

-------------------------------- A}

m, | m.

T Updating a Prior1 Information

I A Prior1 Information

Figura 3.2: Esquema computacional del método WCLS



3.6 Conclusiones

En este capitulo se presentaron los algoritmos de regularizacién basados en la regularizacién de
Tikhonov, se pudo observar que el mal planteamiento del problema nos conduce a malas
reconstrucciones, esto es debido principalmente a dos causas, la primera es que la matriz de sistema o
PSF es singular es decir, no tiene inversa y el segundo problema es que la sefial observada esta
contaminada con ruido, lo cual cuando se quiere reconstruir la sefial el ruido introduce errores en la

estimacion.

Por eso es necesario afiadir a la estrategia de solucién un término de regularizacién, el cual nos va
a solucionar estos problemas, este término de regularizacién es dependiente de pardmetros los cuales
podemos ajustar para obtener una mejor reconstruccion los cuales son conocidos como parametros de
regularizacién y son los grados de libertad del algoritmo, al ajustar estos parametros de regularizacién
en valores pequeiios, la sefial reconstruida va a presentar una gran presencia del ruido pero una gran
resolucion, en cambio si ajustamos estos parametros en valores grandes la presencia del ruido
disminuye pero la resolucién también, por lo tanto la adecuada seleccion de estos parametros es muy
importante ya constituyen nuestro compromiso entre resolucion y presencia de ruido en la sefial

reconstruida.



Capitulo IV

Método AWCLS

4.1 Planteamiento del Problema y Analisis de Informacién a Priori

En este capitulo se planteara el desarrollo del algoritmo implementado y la forma en que fue

obtenido. Primero consideraremos el modelo matematico utilizado en este método, el cual es similar al

modelo matematico utilizado en el método de Tikhonov pero sujeto a una ecuacion de restricciones, asi

la ecuacion de observacion seria:

u=5Sv+n veV, uelU, S:Vy-=>U, “4.1)

la cual en forma vectorial seria expresada como:

u=Sv+n “4.2)

la cual esta restringida por la ecuacién de restricciones:

Cv=> vevr, 4.3)

cuya forma en vector discreto es:

Cv=b (4.4)

Donde C es una matriz de valores reales, y la cual es un operador lineal que produce el mapeo,

C:Vy - CV,, del espacio de sefial original V), al subespacio CV,, =V, . El operador de restricciones



esta dado por la matriz de restricciones C de dimensién P por N, donde N es la dimensi6n del vector de

la seiial v, y P es la dimension del vector de restricciones b, siempre debe de cumplirse que P <N.

Ejemplos de la matriz y vectores de restricciones son:

1 0 ... 0 .. b,
C= con el vector de restricciones b=
0 0 .. 1 b,

La matriz anterior sirve como un proyector sobre el subespacio de los valores de frontera deseados

en el vector de sefial, donde v, =5, es el valor de frontera en el primer dato de sefial y v, =5, es el

valor deseado para el ultimo valor del vector de sefial. Asi, se puede plantear cualquier operador de
restriccion y establecer valores que suponemos estdn presentes en la sefial que vamos a estimar, en
otras palabras, imponemos restricciones de informacién que conocemos de manera a priori acerca de la

sefial, tales como valores de frontera, o valores en la misma sefial.

Dada la ecuacion de observacion y la ecuacion de restricciones tenemos que encontrar un operador

solucion W :U — V, que opere sobre la sefial observada u el cual produzca un estimado optimo:
v =Wu 4.5)

siendo Optimo en el sentido de la teoria de optimizacién condicional bajo restricciones impuestas, lo

cual hace uso de la teoria de optimizacién de Lagrange la cual se explicara a continuacion.

4.2 Método de Lagrange

El método de Multiplicadores de Lagrange es utilizado ampliamente en problemas de optimizacion

en donde la funcién a optimizar esta restringida por otra funcién, es decir dadas las funciones

f:UcR"5R y g:UcR”" >R con valores reales de clase C'(U), con x,eU g(x,)=0y
S = {xe R" : g(x) =0}. Suponiendo que Vg(x,)#0. Si f esta restringida a S tiene un maximo o

minimo relativo en x, € §, entonces existe un niimero real A tal que:



Vf(x,) = AVg(x,) (4.6)

El método de multiplicadores de Lagrange nos permite encontrar los puntos x € R” que optimizan

(encontrar maximos o minimos) una funcién dada f(x), sujeta a la restriccién g(x)=0.

En el caso general cuando se tienen k restricciones, g,(x)=0,g,(x)=0,..,g,(x)=0 donde

x={x,,i=1,..,n} el método usa la formula:

VI(x) = 4 Vg,(x) + 4, Vg, (x) +...+ 4, Vg, () .7

donde A= {ﬂ.,i =1,...,k} son los multiplicadores de Lagrange. Asi para resolver un problema de

optimizacion sujeto a k restricciones construimos el funcional Lagrangiano:
k

LW =f®-2 48 ® = f(®-[rgw] 48)
i=1

el cual debemos minimizar respecto axy A ={4,,i=1,..,k}

nﬁP{L(x, 2}

es decir encontrar los gradientes:

L(x,1)
o

J

=0 para j=1,.,n

M:O para i=1,..k
o4

i

y resolver el sistema de ecuaciones nxk anterior paraxy A = {ﬂ,. ,i=1.., k}



4.3 Desarrollo Matematico

Para llevar acabo el desarrollo del algoritmo implementado primero definimos el criterio a

optimizar, tal criterio es la funci6n objetivo J(v), tal funcién esta definida como:
J(V)=J,(V)+J,(v,@) | 4.9

donde:

J,(v) = d*m, (u,Sv) =fu—Sv|'v = (u-Sv) M (u-Sv)

J,W=lv-m,['v=(v-m,) M, (e)(v-m,)

Donde M, (a) es definida como en el algoritmo de Tikhonov y depende de los pardmetros de

regularizaciéon a.

El primer criterio es la distancia entre el vector de datos medidos y la componente de sefial Sv en

el espacio de sefial U impuesto por la matriz My, el segundo criterio es conocido como criterio de

normalizacién y es la distancia entre el vector de datos v y su vector de valores medios.
El funcional anterior esta restringido por la ecuacion de restricciones:

Cv=b (4.10)
Asi el planteamiento del problema esta dado por:

minJ(v) sujetoa Cv=b 4.11)



Para poder realizar lo anterior construimos un funcional de Lagrange para volver el problema con

restricciones a un problema sin restricciones, este funcional esta dado por:

L(v,A)= %J(v) +[a,(Cv-b)] (4.12)

donde A es el vector de multiplicadores de Lagrange. Asi el problema de optimizacion se convierte en:

miln L(v,)) (4.13)
Asi la solucion deseada esta dada por:
£=(¢7,47)=min{L(v, 1)} = Inlln{% Jv) +[r,(Cv —b)]} (4.14)

Para lograr lo anterior obtenemos el gradiente del funcional de Lagrange con respecto al vector de

datos v y respecto al vector A de multiplicadores de Lagrange e igualamos estos a 0.

_OL(v,A) _ 0
Y ov
0L(v,))
e, 0
g, an

Utilizando reglas de diferenciacion de funcionales respecto a vectores tenemos que estos gradientes
son:

= aLgv”‘) =-S"M,(u—Sv)+M, (@)(v-m,)+CA =0
gl_%zcv_bﬂ 4.15)

Reordenando la ecuacién 4.15 obtenemos:



("M S +M, (@) = S"Mu + M, (a)m, - C"2 (4.16)

Sumando y restando el término S"MSm, obtenemos la expresion:

(S"MS+M,(@)lv = S"Myu-S"MSm, +S"M,Sm, + M, (a)m, -C"\ =

4.17
=(S"M S + M, (a))m, + "M (u-Sm,)-C"2 i
Despejando v de la ecuacion anterior obtenemos:
¥ =m, +(S"MS + M, ()] S"M, (u-Sm, )- (S"M,S + M, ()] 'C"2 4.18)
Si definimos los siguientes términos:
K(I. = Au—l = (STMUS + Mv((l'))‘l (4 19)
q= STMU(u - va)
La ecuacion 4.18 queda como:
v=m,+K q-K_ C')A (4.20)

Se puede observar de la ecuacion 4.20 que la sefial estimada es dependiente del vector de
multiplicadores de Lagrange para evitar esto sustituimos ¥ en la ecuacién 4.10 y despejamos el vector

de multiplicadores A

b—Cv=b-C(m, +K,q-K,C'A)=0 (4.20)
i=(cK,C")'(CK q-b)+(CK,C")'Cm, =D,P,, +D,Cm, 4.21)
D, =(ck C")'

422
P, =(CK.q-b) e



Sustituyendo el vector de multiplicadores de Lagrange estimado en la ecuacién 4.20 obtenemos:

v=m,+K q-K,C'D,P, -K C'D,Cm,

(4.23)
Y= Kaq - KaCTDGPub

Esta es la expresion de la sefial estimada la cual ya no depende del vector de multiplicadores de

Lagrange.

4.4 Evaluacion del desempefio

Para obtener la evaluacion del desempefio obtenemos las estadisticas de la sefial estimada las cuales

estan dadas por:

(%)= (K.a-K.C'D,R,) =K, (a)-K.C'D, (P,,) =K 5", (u)-S(m,))-K,C'D, (CK,5"M, (1) -S(m, )~ (b))

(4.24)
siendo:
(w)=Sm, (4.25)
El valor medio de la sefial estimada esta dado por:
(9)=K,C'D,b (4.26)
La varianza de la sefial estimada esta dada por:
R,=((v-m)v-m,)) 4.27)
donde el termino ¢ —m, esta dado por:
v-m, =K q-K,C'D,CK,q+K,C'Db-K,C'Db=K q-K q=0 (4.28)

Asi la varianza de la sefial estimada es:

R, =((0)0)")=0 (4.29)



4.5 Implementacion Computacional

El esquema computacional utilizado para implementar el algoritmo desarrollado es el que se

muestra a continuacion:

4 4
y
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Control de grados de libertad

Figura 4.1: Esquema computacional del metodo WCLS con restricciones lineales.

En la primera etapa se lleva acabo una estimacion robusta:

q=S"M,(u-Sm,) (4.30)
En la segunda etapa del algoritmo se lleva acabo la reconstruccion de la sefial sin imponer aun las

restricciones:

v,.=K,a=(S"M;S+M,]'q 4.31)

En la ultima etapa se lleva acabo la correccion de la sefial restaurada sujeta a las restricciones
impuestas:
v=v, -K,CDP,



4.6 Implementacion para el Procesamiento de Imagenes

Todos los algoritmos presentados hasta el momento son para estimar sefiales, en las cuales la sefial
observada estd en forma de vector, es decir, es de dimensiéon nxI, para poder trabajar con imagenes de
dimension nxm muchos autores proponen ordenar la imagen en forma lexicografica [1],[3]; lo cual
consiste en concatenar los m vectores renglén de los que se compone la imagen uno tras otro y tratar la

imagen como un vector de dimensién (mxn)x..

ay
a;
_an a4, Q; alm1 :
a, ay : Qi
a; = ay
a4y
| a,, . B | :
_a’""_

La matriz de sistema se vuelve una matriz de dimensién (mxn)x(mxn), si suponemos que la PSF
solo influye en el eje y, la matriz de sistema es una matriz diagonal a bloques donde cada bloque es la

PSF que afecta el correspondiente rengldn:

S 0 0 - 0]

0 S :
S,..=|0 S

0 -+ - - S|

donde S es una matriz de dimensién nxn que difumina el £ renglon de la imagen original, la matriz 0 es

de dimensién nxn y esta compuesta de ceros, 0=[0,].

Si la PSF afectara en ambos ejes de la imagen, la matriz S, dejaria de ser diagonal a bloques y las

matrices 0 se convertirian en matrices que describirian la interaccion entre los diferentes pixeles.



El problema que tenemos al trabajar con el ordenamiento lexicografico es que trabajamos con
matrices de sistema demasiado grandes (dimension (mxn)x(mxn)), lo cual implica una gran cantidad de
operaciones para llevar a cabo la multiplicacién de esta matriz con el vector ordenado
lexicograficamente, ademds de un gran gasto computacional para calcular su inversa, ademas de que
ocupa una gran cantidad de memoria, como ejemplo una imagen de tamafio 256x256 pixeles ocupa una
matriz de sistema de tamafio 65536x65536 lo cual implica tener memoria disponible en la computadora

mayor a 4294967296 localidades, lo cual puede ser en ocasiones prohibitivo.

Si suponemos que la PSF solo afecta en el eje y, es decir nuestra matriz de sistema S, es diagonal a

bloques, entonces podemos llevar a cabo el procesamiento de la imagen tomando renglén por renglén y
reconstruirlo individualmente cada uno, la matriz de sistema que se utilizaria seria S. Haciendo estas
consideraciones se reduce el tamafio de la matriz de sistema con la que se trabajaria, suponiendo el
mismo ejemplo de una imagen de 256x256 pixeles la matriz de sistema S a utilizar seria de dimension

256x256 lo cual reduce también la cantidad de operaciones que se llevaran a cabo.

Esta suposiciéon de que la PSF solo afecta en el eje y, es valida porque muchas PSF reales son
separables, es decir se puede expresar como una multiplicacién de funciones la parte que afecta el eje y

por la parte que afecta el eje x.

De aqui en adelante los algoritmos que se presentaran supondrdn que la PSF solo afecta el eje y,
pero se puede generalizar para PSF que afecten ambos ejes, realizando primero la reconstruccién en un

sentido y luego llevar a cabo la reconstruccién en el otro sentido.

Reconstruccion Reconstruccién v
u Eje Eje
PR T 5
Y X

Figura 4.2: Estructura de reconstruccién en ambos ejes de una imagen.



4.7 Conclusiones

En este capitulo se present6 la modificacién realizada al algoritmo WCLS al imponerle
restricciones lineales, estas restricciones lineales pueden ser definidas como valores de frontera de la
sefial 0 imagen a reconstruir, o0 como valores predefinidos dentro de la imagen, estas restricciones
deben ser conocidas y se imponen como informacion a priori de la sefial a reconstruir, el resultado de
imponer estas restricciones en el algoritmo de reconstruccién es el mejoramiento de la sefial
reconstruida en comparacién con el algoritmo WCLS, ademas se observé al evaluar su desempefio que
de manera tedrica la varianza de la sefial estimada es cero, lo cual indica que en forma estadistica la

sefial reconstruida va a ser igual a la sefial original.

También se coment6 la manera en la cual se pueden procesar iméagenes, ya que la teoria presentada
hasta este punto implicaba que tratibamos con sefiales, se explicé que existe que la imagen puede
ordenarse de manera lexicografica y tratarse como una sefial, pero esto implicaba realizar una mayor
cantidad de operaciones y ademds de que se necesita una mayor cantidad de memoria dentro de la
computadora en la cual se esté llevando acabo el procesamiento, asi se propuso la manera de tratar cada
renglon de la imagen como una sefial y realizar la reconstruccion de cada renglén por separado, esto es
posible si suponemos que la PSF solo afecta en un solq sentido de la imagen; al realizar este proceso se

necesita de menos operaciones y menor cantidad de memoria utilizada.



Capitulo V

CurvaL

5.1 Introduccidn al método de la Curva L

Como se describié en los capitulos anteriores, las reconstrucciones obtenidas con los algoritmos
presentados dependen del ajuste de pardmetros de regularizacion los cuales constituyen los grados de
libertad de los algoritmos. En especifico el algoritmo que se planteo, los pardmetros de regularizacién

vienen implicitos en la matriz Mv(a), recordando que esta matriz es la suma ponderada de varias

matrices las cuales pueden ser por ejemplo la aproximacién numérica de la primera y segunda derivada,

otros autores proponen otro tipos de matrices [1].

La seleccion de estos parametros de regularizacién no es una tarea facil y continua siendo un
problema abierto, existiendo diferentes métodos para obtenerlos tales como el método de discrepancia,
método generalizado de validacién cruzada (GCV) [18], método del limite minimo, el método de la
curva L [16], [17], [19], e incluso un método intuitivo el cual es similar a ajustar la lente de una cdmara

para obtener la imagen enfocada correctamente la cual se basa en la experiencia del usuario.

Muchos de estos métodos han sido desarrollados para encontrar un solo pardmetro de
regularizaciéon y su implementacién para un nimero mayor de parametros de regularizacién no es

sencilla. Los requerimientos que buscamos al seleccionar el método a utilizar son de que no sea

dependiente en ningtn sentido de la norma de la sefial original, |v|, o la varianza del ruido N,, esto lo

M

conseguimos con los métodos GCV y el método de la curva L.

El método GCV, tiene muchas propiedades deseables, la solucion estimada converge a la solucién

real como la norma del error tiende a cero o el nimero de muestras del vector de datos tiende a infinito.

Este método encuentra los mejores parametros al minimizar la funciéon GCV la cual es:



" traza(1-SW(Q.)) G-

donde W es la matriz que mapea los datos observados al vector estimado i.e. ¥ = W(L)u.

La desventaja de este método es que el célculo del denominador de la funcion GCV es muy
complejo lo cual hace que el método tenga mucho gasto computacional. Por esta razén se escogi6 el
método de la curva L cuya generalizacién para méas de un pardmetro de regularizacion es la

hipersuperficie L.

Este método ha sido ampliamente estudiado en [1], [16], [17], [19] y se han desarrollado métodos
mas eficientes a partir del método de la curva L para encontrar los pardmetros de regularizacion

optimos.

Hasta el momento se conocen pocas propiedades tedricas del método de la curva L, pero su
simplicidad ha conducido a que se haya estudiado ampliamente en una variedad de diferentes
aplicaciones, sin embargo se ha encontrado que falla bajo ciertas circunstancias como se explica en
[20], donde se muestra que si la varianza del ruido tiende a cero el algoritmo tiende a producir un
parametro de regularizaciéon que es lo suficientemente pequefio pero suaviza la reconstruccion

obtenida; otras consideraciones son presentadas en [1].

Todas estas condiciones en las cuales tiende a fallar el algoritmo son muy especificas y no son muy

probables de que se presenten en un problema préctico.

5.2 Planteamiento Matematico de la Curva L

Primero describiremos en que consiste el método de la curva L y luego se explicard cémo

extrapolarlo para mas de un parametro de regularizacion lo cual genera una hipersuperficie.



La curva L es una gréfica de la distancia cuadrada de la sefial observada con la sefial reconstruida
afectada por la matriz de sistema, contra la norma cuadrada de la sefial estimada en el espacio inducido

por la matriz de regularizacion M, para diferentes valores del parametro de regularizacion.

Matematicamente esto se expresa de la siguiente manera:

Sea la gréfica de la curva L en la cual cada punto de esta grifica esta definido por el par

coordenado:

L(a) = (@(z(e)), ©(x(ex))) (52)
donde:

x(@) = l¢(@)f'v = Ro(@)f =M1;‘v‘@ )
2(@) = ju-S¥(@)]: (5.4)

Recordando que la matriz M, para un solo pardmetro de regularizaci6n esta conformada por:
M, =aR’R (5.5)

y ¥(a@) es la sefial reconstruida al proponer el pardmetro de regularizacion; por tltimo la funcién (D()
se aplica a las normas para poder observar mejor el comportamiento de la grafica para un amplio rango
de valores de regularizacion, esta funcién puede ser cualquier logaritmo, pero en el caso especifico de

esta tesis se trabajara con el logaritmo base 10.

Una vez encontrada la grafica de la curva L, se debe encontrar la funcién de curvatura gaussiana de

la curva L la cual para una curva en dos dimensiones esta definida por:

)= (( FE-EE"

(5.6)



donde k es la curvatura respecto al pardmetro de regularizacién, () indica que es diferenciacion

respecto al pardametro de regularizacién o'y () indica logaritmo base 10.
Una vez encontrada la funcién de curvatura, el punto en el que sea maximo positivo esta funcién es
el que corresponde al pardmetro de regularizacion optimo. Asi los pasos a seguir para poder encontrar

el pardmetro de regularizacion 6ptimo son los siguientes:

1.- Llevar a cabo la reconstruccion de la seiial con diferentes valores de « .
2.- Calcular los correspondientes valores de x(a)y z(o).

3.- Construir la curva L.

4.- Calcular su curvatura gaussiana al aplicar la férmula 5.6

5.- Encontrar el maximo de la curvatura.

6.- Observar a que parametro de regularizacién corresponde el maximo.

A continuacion se presentara un ejemplo del uso del método de la curva L para la obtencién del

parametro Optimo:

RS
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Figura 5.1: Curva L tipica para un parametro de regularizacion el circulo rojo corresponde al punto con mayor curvatura.
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Figura 5.2 Curvatura Gaussiana de la curva L de la figura 5.1
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Figura 5.3: Gréafica de la distancia cuadratica entre la sefial original y la reconstruida, el circulo rojo corresponde d valor con mayor curvatum de la grafica
5.1

El ejemplo anterior se realizé para una seifial observada de dimensién nx1, la cual esta contaminada
con ruido gaussiano con varianza de .01 y un PSF exponencial con un ancho de 7 muestras, el método

de reconstruccion que fue el de Tikhonov en donde la matriz M, es igual a la matriz identidad. En las

gréficas el circulo rojo sefiala la posicién donde se alcanza el valor méaximo en la gréafica de curvatura.



Se puede observar que esta posicién concuerda con el punto de mayor curvatura en la curva L que
es conocido como esquina y ademas es muy cercano al lugar donde se obtiene el error minimo en la
gréfica de error, esto significa que este procedimiento nos da una muy buena estimacion del pardmetro

de regularizacién 6ptimo.

La extension de la curva L a mas de un pardmetro de regularizacion es conocida como

hipersuperficie L, en el que cada punto de esta superficie se plantea mateméaticamente como:
L(w) = (@(z(@)) &(x, @)),..., ©(x, (2))) .7)
para N parametros de regularizacién, donde:

x,(@) =R, %)’ = %(@)"R,'R,¥(0) (5.8)

2(a) = ju—S¥(@)}; (5.9)
Siendo la matriz de regularizacion definida como:
M, =,R,/R, +..+2,R,'R, (5.10)

La curvatura gaussiana para este tipo de superficies con N pardmetros de regularizacién se obtiene

con la formula:

k()= C1) [P| (5.11)

N+l
w+

donde:



8z

P = =

oxi aa_c,-
z=log(z)
Xi= log(x;)

Una explicacién mas amplia al respecto de la curvatura gaussiana para hipersuperficies es
encontrada en [1], donde también se explica detalladamente cémo poder encontrar esta funcién y el
gasto computacional que se tiene al calcularla, cabe mencionar que el célculo de los gradientes en la
ecuacion 5.11 es una tarea que requiere mucho gasto computacional por lo cual varios autores
propusieron varios métodos iterativos para encontrar mas rapido el punto con mayor curvatura en la
hipersuperficie sin la necesidad de realizar tantas operaciones, a continuacién se presentard una

implementacion iterativa para poder llevar a cabo esta tarea.

5.3 Solucion numérica el método de la Curva L

Como se mencioné antes, el calculo del gradiente es una tarea que requiere muchos calculos
ademas de que se tienen que calcular muchos puntos de la curva L para poder obtener un resultado
aceptable, por lo cual varios autores propusieron métodos para hacer mas eficiente el método de la
curva L uno de esos métodos es el que se propone en [1] donde en vez de maximizar la funciéon de
curvatura se tratara de minimizar un funcién de distancia desde un punto conocido, otro método es el
propuesto en [20] el cual se basa en computar lo que llaman listén L el cual contiene la curva L en su
interior. El liston L puede ser computado sin mucho gasto computacional con la bi-diagonalizacion

parcial de Lancoz de la matriz de sistema PSF.

Otros métodos consideran calcular la curvatura de la curva L por medio de ajustar una spline

cubica suavizada a los puntos de la curva L.

El método con el se trabajé es el que se mencioné al principio y en el cual el autor propuso una

funcién de distancia la cual debe de ser minimizada. Esta es la distancia desde un punto conocido a



cualquier punto de la curva L y es minima esta distancia a la esquina de la curva L, tal y como se

muestra en la figura 5.4.
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Figura 5.4: Gréfica de la funcién de distancia entre el punto (a,b) y cualquier punto de lacurva L.

El punto conocido es dado como informacién a priori al algoritmo y éste se encuentra
matematicamente a partir de los valores singulares de la matriz de sistema, tal y como se menciona en
[1], las coordenadas de este punto concuerdan con los valores en que la curva empieza a hacerse
horizontal es decir z es constante, y la otra coordenada cuando la curva se vuelve vertical es decir,
cuando x se vuelve constante, para poder encontrar este punto matematicamente es necesario obtener
los valores singulares maximo y minimo de la matriz de sistema, una vez obtenidos las coordenadas de

este punto son:

0=(a,b) (5.12)
a = log,,Ju-S¥(e, )} ) (5.13)

b = log,o (R (e, ) ) (5.14)



donde:

2
aa = O'min
2

Y @  Ga. SOn los valores singulares minimo y méaximo de la matriz de sistema respectivamente.

Para mas de un parametro de regularizacion este punto esta dado por las coordenadas:

0=(a,b,,b,,....by)
a= log,ju - ¥(a, )} )
b, = 108100

aa=(q;; G @l )

(“b,. lr) para 1<n<N

Las caracteristicas de este punto son detalladas en [1] aqui mencionaremos algunas de estas

caracteristicas.

La primera de estas caracteristicas es que este punto, que es dado como informacion a priori, se
encuentra debajo de la curva en una regién en donde el punto mas cercano a la curva L, es la esquina la
cual es la que buscamos o bien un punto muy cercano a este punto, por lo tanto la distancia minima es

la que esta dada desde este punto a un punto muy cercano a la esquina de la curva L.

Al saber ésto se puede construir una nueva funcién para poder encontrar la esquina de la curva L,
esta funcidén es la distancia desde el punto dado como informacién a priori y la curva L y nuestro

objetivo sera minimizar esta distancia para poder encontrar la esquina de la curva L y por consiguiente

los parametros de regularizacion 6ptimos.



La distancia cuadrada entre el punto dado a priori y cualquier punto de la curva esta dada por:
N
d(0) = Jlog,o(2(@)) - a’ + Y log,o(x. (@)~ &) (5.15)
i=1

Para poder minimizar la ecuacién anterior podemos obtener el gradiente respecto al vector de
pardmetros de regularizacién @ e igualar a cero y una vez obtenido esto resolver de manera numérica
ya que se trata de un sistema de ecuaciones no lineales tal y como se explica en [1], o la otra manera es
minimizar esta funcién directamente por un método numérico como el de gradiente descendente,

gradiente conjugado o cualquier otro.

En el desarrollo de esta tesis se tomara esta opcion y se explicard como se puede llevar a cabo la
minimizacién de la funcién de distancia por medio del método de gradiente descendente y una

implementacion con redes neuronales.

5.4 Esquema iterativo para la solucion de la curva L

A continuacién se dara una breve explicacion al método de gradiente descendente como método de

minimizacién de funciones de manera numérica.

Un problema de minimizacién es encontrar los valores extremos de esta funcioén, es decir los
valores donde la derivada de esta funcidn es cero. Para poder llevar a cabo esto existen varios métodos
tales como:

método de Nelder-Mead
método de gradiente descendente

método Newton-Raphson

El método de Nelder-Mead como se menciona en [6] y [23], es un método simple para encontrar
minimos locales de una funcién de varias variables. Para funciones de dos variables, se construye un

triangulo, y el método es un patrén de bisqueda que compara los valores de la funcién en los tres



vértices del triangulo. El peor vértice, donde f{x,y) es mayor, es rechazado y reemplazado con un nuevo

vértice, un nuevo tridngulo es formado y la busqueda continta.

El proceso genera una secuencia de triangulos, para los cuales los valores de la funcién en cada
vértice es cada vez mas pequefio. El tamafio de los triangulos se reduce cada vez y las coordenadas del

punto minimo son encontradas.

El método del gradiente descendente, hace uso del célculo del gradiente de la funcién para poder

encontrar el minimo de ésta. Sea una funcién f(x) de N variables donde x =(x,,x,,...,x, ) el gradiente

esta definido como:

X
afai) =(fis o f) (5.16)
donde las derivadas parciales f, = 6{;)(:) son evaluadas en x, el vector gradiente apunta localmente en

k

la direccién del mayor incremento de f(x), por lo tanto —

¥(x)
ox

apunta localmente en direccion del

mayor decremento. Una aproximacién numérica de las derivadas parciales de las cuales se compone el
vector gradiente es evaluando la funcién en x y en un pequefio incremento del elemento con respecto al

cual se esta diferenciando es decir:

_(x) _ f(x+Ax,)- f(x)
f, = e - (5.17)

donde:
Ax, = (xl 2 Xy 5enes Xp + Ax,...,xN)

Si este incremento es lo suficientemente pequefio entonces la aproximacién numérica sera casi

igual al valor real, en el desarrollo de esta tesis se utilizo un incremento de 107



Los pasos que se deben llevar a cabo para la implementacion del método de gradiente descendente

son:

1.- Evaluar el vector gradiente en el punto p, g= AL9) g" )
2.- Computar el vector de direccion s = —ﬁ
g

3.- Realizar la minimizacién del parametro ¢ en la funcién ¢(f)= f(p, +7s) en el intervalo [0,5]
donde b es grande. Esto producira un valor ¢ =h_, que es el minimo local para ¢(¢). La relacion
#(h,.) = f(p, +h,,s) muestra que es un minimo local para f (x) a través de la linea de blisqueda
X=p, +fs.

4.- Construir el siguiente punto p,,, =p, + A, .

5.- Evaluar la regla de paro del algoritmo, la cual es, si se cumple que los valores de f (p,,) y
f(p,..) son suficientemente cercanos y [p,,, —p,|<¢.

6.- Repetir los pasos anteriores si no se cumple el punto 5

El algoritmo anterior produce una secuencia de puntos {p ,,} los cuales tienen la propiedad de que
f(p,)> f(p,)>...> f(p,)>.... Si ,l‘impk =p, entonces f(p) ser un minimo local de f(x). Este

método tiene la ventaja de que es de implementacion sencilla y no se deben realizar tantas operaciones
para poder obtener el resultado deseado, la desventaja es de que puede tardar un poco en converger

ademas de que para poder obtener un mejor resultado se debe inicializar el algoritmo en un punto p,

que sabemos es cercano al resultado deseado.

El método Newton-Raphson se basa en el célculo del vector gradiente y la inversa de la matriz
jacobiana la cual por definicion es construida con las segundas derivadas respecto a cada variable de la

funcién que se desea minimizar.

Sea la matriz jacobiana definida como:

_ o(x)
DL_@& (5.18)

m



Una vez definida la matriz jacobiana el valor siguiente se calcula mediante:

Pea =-J(,)"'8(p,) (5.19)

teniendo como regla de paro la misma que en el algoritmo anterior.

Este método tiene la ventaja de que converge mas rapido que el método de gradiente descendente
ya que hace uso de la matriz jacobiana, pero con la desventaja de que se deben realizar mas
operaciones para poder calcular las segundas derivadas lo cual lo hace menos conveniente para el
calculo que deseamos realizar ya que aumenta considerablemente el nimero de operaciones a realizar

al aumentar el nimero de parametros de regularizacion.

5.5 Implementacion con redes neuronales

Una red neuronal es un conjunto de elementos simples interconectados cuya funcionalidad esta
basada en la de una neurona biolégica, la forma mas simple es referida a la unidad de umbral légico
propuesta por McCulloch y Pitts. Una neurona bioldgica esta compuesta por unidades de entrada
llamadas synapses a las cuales llegan las sefiales bioeléctricas provenientes de otras neuronas o
terminales nerviosas, estas sefiales son afectadas por un peso, es decir, son amplificadas o atenuadas,
este efecto es el conocido como efecto post sindptico; luego todas estas sefiales son sumadas lo cual se
conoce como activacion y esta activacion es comparada con un umbral la cual es asociada con un
umbral post sinaptico si excede este umbral genera una sefial conocida como potencial de accién el cual

viaja a la salida de la neurona conocida como axion.

Una red neuronal es un procesador paralelo masivo, que tiene una propensidad natural para guardar
conocimiento experimental y hacerlo disponible para su uso. Esto reensambla el cerebro en dos
aspectos:

El conocimiento es adquirido por la red a través de un proceso de aprendizaje.

Las conexiones interneuronales mantienen el conocimiento como pesos sinapticos



El proceso de aprendizaje tiene la funcién de modificar los pesos sindpticos de tal manera que se
cumpla el objetivo deseado.

De manera matematica el comportamiento de una red neuronal se puede plantear de la siguiente
manera:

K
ym = Z wmkxk
k=1

(5.20)
zZ, = ¢(ym —Bm)

donde:

x, parak=1,..,K son las entradas de la neurona m

w,, parak=1,....K son los pesos que se aplican a las entradas (pesos sinépticos)
¥, eslasalida de la suma de las entradas ponderadas

6, esel umbral

(") es la funcién de activacién

z, es la salida de la neurona

Decision

X wy

Weight vector
w

Figura 5.5: Esquema de una neurona.



de las ecuaciones anteriores se pueden observar cosas importantes, la primera es que la operacién de la
suma de las sefiales ponderadas corresponde a un producto interno ademas la resta de la suma de las
sefiales ponderadas con el umbral puede ser incluida dentro de este producto interno si hacemos los

siguientes reacomodos:

si

Y, =y,-6, (5.21)
entonces:
K
Y, =) WX, (5.22)
k=0
zn=0(1,) (5.23)

1
donde el vector de dimensién k+1 de entradaes X = [ J
X

-6
y el vector k+1 de pesos es W, = ( " J
w

m

Respecto a las funciones de activacion existen varias, las cuales se utilizan dependiendo de la clase
de clasificaciéon que queremos realizar, la primera es la de tipo de umbral la cual queda expresada

matematicamente como:

1 si y20

p(y)= (5.24)

0 si y<O0



Alternativamente esta funcién se puede expresar para que exista una simetria con respecto al origen

de tal manera que:

1 si y20

p(y)= (5.25)

-1 si y<0

Otra funcio6n utilizada es la sigmoid cuya expresion matematica es:

pH)=s —
1+ exp(—ay) (5.26)

la cual es una funciéon continua y cuyo parametro « controla la pendiente de esta funcién, su
contradominio es [0,1] al igual que la funcién de umbrales puede buscar que ésta sea simétrica, esto se

logra aproximando la funcién sigmoid a un tangente hiperbélico como se muestra a continuacion:

¢ () = tanh(y72) = ——PCY)
1+ exp(-v)
(5:27)

Una de las posibles aplicaciones de las redes neuronales recurrentes, es la optimizacion de
funciones, lo cual es lo que se busca para poder encontrar los parametros de regularizacién 6ptimos,
esto presenta la ventaja de que sea mas efectivo en aplicaciones de tiempo real, ademas de que es
posible implementarlos de manera fisica en circuitos electronicos de aplicacion especifico en donde el

problema de optimizacion es tratado de manera paralela y distribuida.

La primera propuesta que se hizo para resolver problemas de optimizacion fue hecha por Tank-
Hopfield en 1986, aunque esta propuesta tiene la deficiencia de que el punto de equilibrio puede no ser
una solucién exacta al problema original, ha inspirado a varios investigadores para desarrollar

algoritmos de optimizacion. Unos de estos algoritmos son propuesto en [21], [22], donde se pretende



optimizar funciones no lineales convexas sujetas a restricciones no lineales, lo cual se ajusta a lo que

buscamos, ya que la funcién de distancia que deseamos minimizar es no lineal y convexa, el

planteamiento matemético propuesto en este algoritmo es el siguiente:

Minimizar f(x) sujetaa ¢(x)<0, x>0 (5.28)

donde f (x) puede ser no lineal pero debe ser convexa, xe R” f:R" >Ry c(x)= [cl (b 4 —_g (x)]r
Si se propone el funcional de Lagrange:

L(x,y)= f(x)+y"e(x) (5.29)

La solucién propuesta es:

{(x -a(Vf(x)+Ve(x)y)) -x=0 (5.30)
(y+ac(x)) -y =0
donde:

Vf (x) es el gradiente de f (x) ,

Ve(x)= (Ve (x),..., Ve, (x))

&) = (Tl IV
6) =(nl 1Y

[x,-r =max{0’xi}’ [V,T = max{O, .V1}

y a 20 es constante



La implementacién como una red neuronal es la siguiente:

“,".L? _':2"'_&@_4‘ & ""‘:'1;2 _j
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Figura 5.6: Red neuronal propuesta por Wang para resolver un problema de optimizacién no lineal con restricciones.

cuya ecuacion dinamica es:

i[z) _ {(x ~a(Vf (x)+ Ve(x)y))" -
y

dt (y +ac(x)) -y-

(5.31)

Para realizar la implementacion discreta de la red neuronal anterior nos basamos en su ecuacién

dindmica y la convertimos en una ecuacion de diferencias tal y como se muestra en la ecuacion 5.32.



x(k +1) - x(k) = (x(k) - 2(Vf (x(k)) + Ve(x(k))y(k)))" —x(k)
y(k+1) =y (k) = (y(k) + ae(x(k))) —y(k)

x(k +1) = (x(k) - (V7 (x(k)) + Ve(x(B)y (k)))' (5.32)
y(k +1) = (y (k) + ae(x(k)))"

La ecuacion 5.32 describe el comportamiento de la red neuronal en tiempo discreto y puede ser

implementada como se muestra en el diagrama 5.7:

e %>}@J
L

Neuromade tipo2 @) @_

p AR 2]
Newrona de tipo 3 7+ =]
= / =
—E(-!S::L—*J.(N

Figura 5.7: Red neuronal implementada para minimizar la funcién de distancia.

Donde

Neurona de tipo 1:

0y D, f(x(®))




Neurona de tipo 2:

z,(t+1)

Neurona de tipo 3:

A
-
|
2
=
v

@ > [+} + y.l(t + l)

5.6 Conclusiones

En este capitulo se explicé un algoritmo para encontrar los pardmetros de regularizacién que
proporcionan la mejor reconstruccion, este método se basa en graficar la distancia cuadrada de la sefial
reconstruida afectada por la matriz del sistema y la sefial observada, contra la norma cuadrada de la
sefial estimada, para diferentes parametros de regularizacion; una vez realizado este proceso el objetivo

es encontrar el punto con mayor curvatura el cual corresponde a los pardmetros 6ptimos.

Este algoritmo conocido como curva L, presenta varias ventajas tales como simplicidad y de que es
posible implementarse para encontrar mas de un parametro de regularizacion, una desventaja es de que
se deben realizar muchas reconstrucciones para poder encontrar una cantidad suficiente de puntos de la
curva L y asi poder estimar el punto con mayor curvatura. Para eso se mostré una manera para poder

encontrar este punto con mayor curvatura con una cantidad menor de operaciones, la cual consiste en



proponer una funcién de distancia entre un punto conocido y cualquier punto de la curva; y tratar de

minimizar esta funci6n de distancia, lo cual puede ser realzado de manera iterativa.

Los métodos propuestos para llevar a cabo esta minimizacién fueron el método de gradiente
descendente el cual es ampliamente conocido y un método con redes neuronales, el cual presenta la
ventaja de que puede ser implementado con operaciones muy sencillas y ademas de que su disefié

permite que sea implementado de forma paralela lo cual reduce el tiempo de ej ecucion de este.



Resultados

Las siguientes simulaciones fueron realizadas con sefiales de dimensién de 256 pixeles, fueron
contaminadas con diferentes niveles de ruido (5dB, 15dB, 30dB) y con las PSF exponencial, Sinc y
rectangular con diferentes anchos (A= 25, 45, 65 pixeles), fueron reconstruidas con el método AWCLS
y con el método WCLS, el desempefio de estos algoritmos fue evaluado con la formula de IOSNR la
cual esta dada por:

toron [Tl ) o ([u=vhu-v)
IOSNR =101 g,o[ZH — ] 101 gm([(v G- v)])

Donde:
[a,b] indica producto entre a y b.

También se muestra la grafica de IOSNR para diferentes valores y el valor obtenido por la red
neuronal, ademas de el punto encontrado en la hipersuperficie L. Por ltimo se muestran graficas del
comportamiento de los parametros de regularizacién encontrados con la red neuronal y con el método

de gradiente descendente.

El ultimo grupo de simulaciones se hacen con imagenes de 256x256 pixeles y se reconstruyen
utilizando el método AWCLS y WCLS con la implementacién con red neuronal para encontrar los

parametros de regularizacion.
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Simulaci6n hecha con funcién exponencial SNR=15dB y A=45.
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Simulacién hecha con funcién exponencial SNR=30dB y A=65.
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Simulaci6n hecha con funcién Sinc SNR=5dB y A=25.
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Simulacién hecha con funcién Sinc SNR=15dB y A=45
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Simulacién hecha con funcién Sinc SNR=30db y A=65
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Simulacién hecha con funcién rectangular SNR=5db y A=25
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Simulacién hecha con funcién rectangular SNR=15db y A=45
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Simulacion hecha con funcién rectangular SNR=30db y A=65
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Simulaci6n hecha con funcién exponencial SNR=5db y A=25
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Simulacién hecha con funcién exponencial SNR=15db y A=45
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Simulacién hecha con funcién exponencial SNR=30db y A=65
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Convergencia de los parametros de regularizacién
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Simulacién hecha con funcién sinc SNR=5db y A=25
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Convergencia de los parametros de regularizacion
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Simulaci6n hecha con funcién sinc SNR=15db y A=45
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~ Simulacién hecha con funcién sinc SNR=30db y A=65
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Simulacién hecha con funcién rect SNR=5db y A=25
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Simulacién hecha con funcién rect SNR=15db y A=45
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Simulacién hecha con funcién rect SNR=30db y A=65
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Simulacién hecha con funcién exponencial SNR=5db y Ax=25
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Simulacién hecha con funcién exponencial SNR=15db y Ax=45
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Simulacién hecha con funcién exponencial SNR=30db y Ax=65
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Simulaci6n hecha con funcién sinc SNR=5db y Ax=25
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Simulacién hecha con funcién sinc SNR=15db y Ax=45
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Simulacién hecha con funcién sinc SNR=30db y Ax=65
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A continuacién se presentan los resultados cuantitativos de las simulaciones anteriores, los cuales

contienen los niveles de IOSNR obtenidos:

Tabla de IOSNR en dB para sefial con restricciones lineales

Red neuronal Gradiente descendente
funcién SNR A AWCLS WCLS AWCLS WCLS
EXP 5 25 17.4406 17.2841 17.4433 17.2824
EXP 15 45 18.0284 17.8617 17.9637 17.7954
EXP 30 65 18.3735 18.3507 18.1041 18.0777
SINC 5 25 29.3332 29.2426 29.3509 29.2503
SINC 15 45 33.4161 33.4137 33.4485 33.4482
SINC 30 65 36.5033 36.3100 36.3284 36.5155
RECT 5 25 49.7714 49.5515 40.9120 40.8599
RECT 15 45 56.8012 56.7944
RECT 30 65 59.3267 59.1784
Tabla de IOSNR en dB para seifial sin restricciones lineales
Red neuronal Gradiente descendente
funcién SNR A AWCLS WCLS AWCLS WCLS
EXP 5 25 5.3639 5.4759 5.4109 5.5263
EXP 15 45 2.9703 3.0504 4.6444 4.9606
EXP 30 65 6.0558 6.5136 -14.0095 -24.1207
SINC 5 25 12,9111 13.0188 12.8614 12.9562
SINC 15 45 16.4145 16.5806 16.3797 16.5647
SINC 30 65 20.0176 20.2624 20.0174 20.2985
RECT 5 25 33.4804 33.8234 29.6684 29.7525
RECT 15 45 41.5326 42.3226
RECT 30 65 44.6208 45.0319

Tabla de IOSNR en dB para imagen con restricciones lineales

Red neuronal
funcién SNR A AWCLS WCLS
EXP 5 25 22.0003 21.5651
EXP 15 45 23.7977 23.3159
EXP 30 65 24.8618 24.6522
SINC 5 25 37.1310 36.2347
SINC 15 45 42.6274 41.6995
SINC 30 65 47.3227 46.3943
RECT 5 25 59.5695 58.5328
RECT 15 45 68.7106 68.5065
RECT 30 65 84.2530 75.9686




En casi todos los casos simulados cuando se cumple las restricciones lineales cuyos resultados se
muestran en la primera tabla, se pudo observar que se tiene un IOSNR mas alto en la reconstruccién
con el algoritmo AWCLS que con el algoritmo WCLS, independientemente del método numérico
utilizado para encontrar los pardmetros de regularizacién siendo mayor el IOSNR, cumpliéndose de
que entre mayor sea el SNR mayor es el IOSNR esto es debido a que tenemos un pequefio porcentaje
de ruido en la sefial observada ademas se pudo observar que la mejores reconstrucciones se obtienen
cuando la PSF es la funcién rectangular, aunque sus valores singulares de este tipo de matrices son muy
pequeiios haciéndolas dificiles de invertir. También se pudo observar que el algoritmo de la curva L
implementado con redes neuronales es mucho mas eficiente que el implementado con el método de
gradiente descendente, ya que el primero encontré los parametros 6ptimos en menos iteraciones que el
segundo ademds que para algunos casos el método de gradiente descendente fue incapaz de encontrar

estos parametros al divergir el método.

En la segunda tabla se pueden apreciar los resultados obtenidos al simular una sefial que no cumple
con las restricciones lineales, en este caso se observd que el método WCLS proporciona mejores
reconstrucciones al tenerse valores de IOSNR mas altos en comparacién que con el método AWCLS,
esto es debido a que el método AWCLS trata de poner dichas restricciones en la seiial estimada lo cual
hace que el valor de IOSNR disminuya. En estas simulaciones también se cumplié que el método
implementado con redes neuronales es mas eficiente ya que encuentra los valores 6ptimos en menos
iteraciones, ademas de que en ciertos casos (funcion rectangular) el método de gradiente descendente

fue incapaz de encontrar los valores 6ptimos.

En la ultima tabla se presentan los resultados cuantitativos de las simulaciones realizadas con
iméagenes las cuales cumplian con las restricciones lineales impuestas, en este caso se pudo observar
que el método AWCLS fue mejor que el método WCLS al obtenerse mejores valores de IOSNR,
ademas se pudo observar que las mejores reconstrucciones se obtienen cuando se tiene una PSF
rectangular o sinc, y como en los casos anteriores se pudo ver que el método con redes neuronales fue

mas eficiente que el método implementado con el gradiente descendente.



Conclusiones

Las conclusiones que se obtuvieron durante el desarrollo de este trabajo de tesis pueden ser
catalogadas en dos categorias, la primera son acerca del desempefio del método propuesto en
comparacién con métodos de regularizacion existentes en este caso con el método WCLS, en varios
escenarios de sefiales observadas; la segunda categoria es acerca de la hipersuperficie L como método
para encontrar los parametros de regularizacion éptimos y su desempefio al ser implementado de

manera iterativa con una red neuronal y con el método de gradiente descendente.

Podemos decir que el método estudiado (AWCLS) presenta un mejor desempefio al ofrecer un
IOSNR mas alto en comparacion con el método WCLS, cuando se presenta una sefial contaminada que
cumple con las restricciones lineales que propusimos como informacién a priori durante el desarrollo
del método AWCLS, esto es debido al lazo de retroalimentacion que se encuentra en el esquema
computacional del método AWCLS el cual mejora la reconstruccion. En caso de que la sefial
contaminada no presenta la restriccion lineal impuesta, el método AWCLS intenta poner en la sefial
reconstruida las restricciones lineales lo cual hace de que el IOSNR sea menor que el obtenido en una
reconstruccion con el método WCLS, por lo cual podemos dar como primera conclusion de que el
método estudiado da mejores resultados cuando la sefial observada cumple con las restricciones
lineales, en algunos casos hasta 2dB por encima del IOSRN obtenido con el método WCLS; por lo
tanto dada la sefial a reconstruir, si conocemos cierta informacién la cual podemos expresar como

restricciones lineales entonces el método AWCLS es una mejor opcion.

Las conclusiones que se obtuvieron acerca de la evaluacién del método de la hipersuperficie L con

diferentes métodos numéricos son los siguientes:

Se pudo observar que la curva L es un método de facil implementacion, el cual permite que se
modifique facilmente para poder encontrar mas de un pardmetro de regularizacion, en comparacién con

otros métodos los cuales son disefiados para encontrar un solo pardmetro.

Se pudo observar que se requiere menos gasto computacional para implementar un método iterativo

para encontrar la esquina de la curva L, que el evaluar varios puntos de la hipersuperficie y tratar de



encontrar el punto con mayor curvatura Gaussiana, ya que las férmulas de curvatura implican célculo

de varios gradientes y segundas derivadas las cuales a veces son dificiles de calcular.

Se observo también que las reconstrucciones obtenidas con los pardmetros de regularizacién

calculados a partir de la curva L ofrecen valores de IOSNR cercanos a los maximos posibles.

Otras caracteristicas que se observaron es de que tanto la implementacién con redes neuronales
como con el método de gradiente descendente se obtiene el minimo de la funcién de distancia mas o
menos en el mismo nimero de iteracion, con la diferencia de que el método de gradiente descendente
lleva acabo mas operaciones dentro de cada ciclo que el método con redes neuronales, ademas de que
tiende a oscilar el resultado que entrega, en caso contrario la implementacién con red neuronal es mas
sencilla, se requieren de menos operaciones dentro de cada ciclo y el resultado que entrega es mas
estable, la unica desventaja es de que depende de un pardmetro de relajacién para controlar la
convergencia del método, pero en general podemos decir que la implementacién con red neuronal es

mejor que la de gradiente descendente.

Podemos decir que el método estudiado tiene un buen desempefio ya que entrega buenas
reconstrucciones, su uso puede extenderse para cualquier sefial o imagen que contenga informacion que
pueda representar como una ecuacién lineal. Se puede recomendar como trabajo futuro la
implementacion del método AWCLS en una red neuronal como una alternativa para mejorar el
desempefio y posiblemente fusionar este algoritmo junto con el algoritmo de la curva L para la

estimacion de los pardmetros 6ptimos.

Por ultimo las aportaciones que se realizaron durante la elaboracién de este trabajo fueron las de
implementar el método de busqueda de la esquina de la curva L mediante una red neuronal de manera
iterativa, ya que en otros trabajos relacionados encuentran este punto mediante la obtencién del

gradiente, lo cual en muchas ocasiones es muy dificil de obtener.
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Apéndice A

Cdodigo de MATLAB

%funcién para evaluar y graficar el desempefb de los algoritmos wilizados

snr=30;  %nivel de ruido

func='rect’; %tipo de funcion

K=65;  %ancho de la PSF
[a,ac,mv,d,N0,q,qS,S,Mu,Mv1,Mv2,1,C,b,ca,cbj=formaciondata(snr,func, K);

% [imareconswecls,imarecons_lwcls,ac,a,iosnr,ztt,xt1, x2]=pruebametodo(a,ac,mv,d,N0,q,9S,S,Mu,Mv1,Mv2,1,C,b,ca,cb);

% bet=logspace(-5,10,20);

% figiosnr=figure();surfibet,bet,iosnr);set(gca, XScale', log','YScale','log");

% title(IOSNR','fontsize',20),zlabel(IOSNR (dB)','fontsize',15),xlabel(\alpha_1','fontsize',15),ylabel(\alpha_2','fontsize',15);colorbar();

% figsurf=figure();surf{log10(ztt),log10(xtl),log10(x2));

% title("Superficie L','fontsize',20),ylabel(’log_{10}(x_1)','fontsize’, 15),zlabel('log_{10}(x_2)','fontsize',15),xlabel('log_{10}(z)', fontsize',15),
% hold on,plot3(ca,cb(1),cb(2),'go’,' markerfacecolor’,'g");

% text(ca,cb(1)+.2,cb(2)+.2,'[ca,cb_l,cb_2]'");

%con red neuronal
[iosnr,iosnr_1,ztg,xtg 1, xtg2 Estimate Estimate_1,iter,parametrog, funparg,alef,a,ac]=metodoiter2m(a,ac,mv,d,N0,q,9S,S,Mu,Mv1, Mv2,1,C,b,ca,cb);

%con gradiente descendente
%l[iosnrdes,iosnr_ldes,Estimatedes,Estimate_1des,iterdes,zttldes,xttldes,xtt2des,parametroguarddes, funpargdes}=metodoiter(a,ac,mv,d,N0,q,qS,S,Mu,Mv
1,Mv2,1,C,b.ca,cb);

Y%para imagenes

%%%%%%%%%%%%% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% % %% %% %% %% %% %% %% % %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %%%%%
%

subplot(2,2,1),imshow(a),title(Imagen original','fontsize',20)

beto=sum(sum(a));

subplot(2,2,2),imshow(ac*beto/sum(sum(ac))),title({'Imagen  contaminada’,['SNR = ',num2str(snr),'dB Funcion ‘func, \Deltax

', num2str(K)]},'fontsize',20)

subplot(2,2,3),imshow(Estimate*beto/sum(sum(Estimate)));title({'Reconstruccion ~ con ~ AWCLS y red  neuronal,[IOSNR_{RN}

', num2str(iosnr),'dB"]},'fontsize',20);

subplot(2,2,4),imshow(Estimate_1*beto/sum(sum(Estimate_1)));title({'Reconstruccion con WCLS 'y red  neuronal [IOSNR_{RN}

' num2str(iosnr_1),'dB"]},'fontsize’,20);

%subplot(3,2,5),imshow(Estimate *beto/sum(sum(Estimatedes)));title({'/Reconstruccion con AWCLS y gradiente descendente',[TOSNR_{GD}

' num2str(iosnrdes),'dB']}, fontsize',20);

%subplot(3,2,6),imshow(Estimate_1*beto/sum(sum(Estimate_1des)));title({'Reconstruccion con WCLS y gradiente descendente',[IOSNR_{GD} =
' num2str(iosnr_1des),'dB"]},'fontsize',20);

figure,

subplot(2,1,1)

plot(parametrog);xlabel(Iteraciones', fontsize', 15);ylabel('valor de \bf \alpha','fontsize',15),grid on,

title({'Convergenciade los parametros de regularizacian', 'Red neuronal'},'fontsize',20)

legend(\alpha_1'\alpha_2");

subplot(2,1,2)

plot(funparg);title(‘Funcion de distancia', fontsize',20);xlabel(Tteraciones', fontsize',15);ylabel('Distancia, fontsize', 15),grid on;
% subplot(4,1,3)

% plot(parametroguarddes);xlabel(Tteraciones', fontsize',15);ylabel('valor de \bf \alpha', fontsize', 15),grid on,

% title({'Convergenciade los parametros de regularizacion','Gradiente descendente'}, fontsize',20)

% legend(A\alpha_1',\alpha_2"),

% subplot(4,1,4) ) . ] ) )

% plot(funpargdes);title('Funcion de distancia','fontsize',20);xlabel(Tteraciones', fontsize', 15);ylabel('Distarcia', fontsize', 15),grid on;

01696 %% Y6% Yo% %% %% %6 Yo% %% % %6 %0 %% %% %% %% %% %0 %% % %% % %% %% %% %% %% % % % % % % %% % % % % % %% %% %% % %% %% %% Yo

%

iosnr,
iosnr_l1,

% iosnrdes,
% iosnr_ldes,



% quitar comentarios si se desea evaluar seflales%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

:f» figpara=figure();subplot(2,1,1);plot(parametrog);xlabel(Iteraciones', fontsize',15);ylabel(‘valor de \bf \alpha','fontsize',15),grid on,
% title({'Convergenciade los parametros de regularizacion','Red neuronal'}, fontsize',20)
% legend(\alpha_1'\alpha_2'); .
:f, subplot(2,1,2);plot(funparg);title(Funcion de distancia','fontsize',20);xlabel('Iteraciones', fontsize', 15);ylabel('Distancia', fontsize',15),grid on;
0
%
% figparades=figure();subplot(2,1,1);plot(parametroguarddes);xlabel(Tteraciones', fontsize', 15);ylabel(valor de \bf \alpha', ‘fontsize',15),grid on,
% title({'Convergenciade los parametros de regularizacion', 'Gradiente descendente'}, fontsize',20)
% legend(\alpha_1'\alpha_2');
% subplot(2,1,2);plot(funpargdes);title(Funcion de distancia', fontsize',20);xlabel(teraciones', fontsize', 15);ylabel(‘Distancia', fontsize', 15),grid on;

%

%

% figrecons=figure();

% subplot(2,2,1);plot(a);title('Sefial original','fontsize',15),ylabel(Amplitud’,'fontsize',12),grid on,

%  subplot(2,2,2),plot(ac);title({'Sefial  contaminada','SNR =  ',num2str(snr),'dB Funcion  'func,' \Delta =
',num2str(K)]}, fontsize',15),ylabel CAmplitud', fontsize',12),grid on,

% subplot(2,2,3);plot(Estimate,'g-x"),hold on,plot(Estimatedes,'b');title({'Reconstruccion con AWCLS',[IOSNR_{RN} = ‘'num2str(iosnr),'dB',

IOSNR_{GD} = ',num2str(iosnrdes),'dB"]},'fontsize', 11),ylabel(Amplitud’,'fontsize', 12),grid on,

% legend('Red neuronal','Gradiente descendente','fontsize’,8);

% subplot(2,2,4);plot(Estimate_1,'g-x"),hold on,plot(Estimate_ldes,'b");title({'Reconstruccion con WCLS',[TOSNR_{RN} = 'num2str(iosnr_l),'dB",'
IOSNR_{GD} = ',num2str(iosnr_1des),'dB']}, fontsize',11),ylabel(Amplitud','fontsize', 12),grid on,

% legend('Red neuronal','Gradiente descendente','fontsize',8);

% figure(figsurf),hold on,plot3(log10(ztg),log 10(xtg1),log 1 0(xtg2), 'gx");

% figure(figiosnr) hold on,plot3(parametrog(end,1),parametrog(end,2),iosnr,'go’, markerfacecolor','g')

%%%%0%%%0%%%6%% %0 %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% % % %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% %o
%

clear all;

function [a,ac,mv,d,N0,q,qS,S,Mu,Mv1 Mv2 I.C,b,ca,cb]=formaciondata(snr,func,K)
% funcion que genera y abre sefiales yentrega una imagen observada

Ypara imagen
rutaentrada="D:\simulaciones\gdi33.bmp";
a=imread(rutaentrada);

a=im2double(a);

Y%para sefial

Y%a=zeros(1,256);

%]1ra simulacion

% a(1)=1;a(256)=1; %condiciones de frontera

% a(50:80)=3*sin((pi/30)*(0:1:30));

% a(60)=5;a(90)=5;a(95)=2;

%segunda simulacion

%a(30)=6; a(45)=2; a(90)=4; a(130)=6; a(135)=6;
% a(1)=1;a(256)=1; %reestricciones

d=size(a);

N=d(2);

%K=7,

%N0=l1e-1;

Y%snr=5

tmv=1,

%func='exp",
%snr=10*log10((sum(sum(a.*a))/prod(d))/N0),
NO=((sum(sum(a.*a))/prod(d))/(10"(snr/10)));
%supone que la media es igual a cero
mv=zeros(N,1);

%se genera la matriz del sistema
S=matriz_sistema(func,N,K);

%matriz de restricciones y valores de frontera
C=zeros(2,N); %matriz de restriccion
C(L,1)=1;

C@2.N=L;



b=[1;1); %valores de frontera

%se genera las matrices de pesos
[Mu,Mv1,Mv2,I]=wmatrices(N,NO,tmv);
Yeparte del algoritmo de reconstmuccion
q=S"*Mu;

q5=¢*S;

for i=1:d(1)

%formacion de la sefial del sistema
[u,v,Noise]=formacion(S,a(i,:)', NO,N);
ac(i,: )=’y

end

singular=svd(S);
mins=(min(singular))"2;
maxs=(max(singular))"2;

%[imareconswcls,imarecons_lwcls,zt,xtfFrecons_imagen(parametro,ac,mv,S,C,b,q,qS,I,Mv1,Mv2,d,Mu,zt xt)

[Estimate,Estimate_1,zt,xt}=recons_imagen([mins,mins,mins},ac,mv,S,C.b,q,qS,I,Mv1,Mv2,d Mu,0,{0,0,0]);
ca=log10(zt);

[Estimate, Estimate_1,zt,xt]=recons_imagen([maxs,0,0],ac,mv,S,C,b,q,qS,I,Mv1,Mv2,d,Mu,0,[0,0,0]);
cb(1)=log10(xt(1));

[Estimate, Estimate_1,zt xt}=recons_imagen([0,maxs,0),ac,mv,S,C,b,q,qS,I,Mv1,Mv2,d,Mu,0,[0,0,0]);
cb(2)=log10(xt(2));

% [Estimate,Estimate_1,zt xt]=recons_imagen([0,0,maxs],ac,mv,S,C,b,q,qS,I,Mv1 Mv2,d Mu,0,[0,0,0]);

% cb(3)=log10(xt(3));

function [imareconswcls,imarecons_1wcls,ac,a,iosnr,ztt,xt1, xt2]=pruebametodo(a,ac,mv,d N0,q,qS,S,Mu,Mv1,Mv2 I,C,b,ca,cb)
alphaa=logspace(-5,10,20);

fori=1:1:20

for j=1:1:20

[imareconswcls,imarecons _1wcls,zt,xt}=recons_imagen([alphaa(i),alphaa(j),0],ac,mv,S,C,b,q,qS,I, Mv1,Mv2,d, Mu,0,[0,0,0]);
iosnr(i,j)=10*log10((sum(sum((ac-a).*2)))/(sum(sum((imareconswcls-a)."2))));

(i jyzt,

xtl(ijy=xt(1);

X2(i,jy=x1(2);

end

end

%prueba del metodo iterativo para encontrar los valores optimos
%lee la imagen de entrada
function[iosnr,iosnr_l,ztg,xtgl,xtg2 Estimate Estimate_liter,parametrog,funparg,alef,a,ac]=metodoiter2m(a,ac,mv,d,N0,q,qS,S,Mu,Mv1, Mv2,1.C,b.ca.cb)

zt=0;

xt=[0,0,0];

parametroa=zeros(1,3);

parametro={10,10];

sumaant=[0,0];

acum=[0,0];

regla=1;

iter=1;

alef=5;

funpara=1e6;

%metodo

Ypiterativo%e%e%e%% %% % %% %% %% % %% %% %6 %% %% %e %% % Yo% %o %6 %% % %% %6 %6 %% Y% % % %% %% %% % %% % % %% % % % %% % % Y%

while (regla > 1e-4)&(iter<40)
[funparl,zt,xt Estimate,Estimate_1 J=funpar([parametro,0],ac,mv,S,C,b,q,qS,I,Mv1,Mv2,d Mu,ca,cb);
paraa=[parametro,0]+[1e-10,0,0];
[funpard1,zt1,xtn,Estim,Estim_1]=funpar(paraa,ac,mv,$,C,b,q,qS,, MvI Mv2,dMu,ca,cb),
paraa=[parametro,0]+[0,1¢-10,0];
[funpard2,zt1,xtn,Estim,Estim_1]=funpar(paraa,ac,mv,S,C,b,q,qS,1, Mv1,Mv2,d Mu,ca,cb);

funparg(iter)=funparl ;



ztg(iter)=zt,
xtgl(iter)=xt(1);
Xtg2(iter)=xt(2);
if funparl <funpara
alef=alef:
else
alef=alef/2;
end

funpara=funparl;

d!fpar(l)=(ftmpardl-ﬁmpa:l)/lc-10;
difpar(2)=(funpard2-funparl)/le-10;

Y% %% %% %% %% %% %% %% %% % % % % % %% Yo% % % %% % Y% %% % %% %% %% % % %% % %% % %o %% % %% %%
%%%implementacion con red neuronal

parametro=((positivo(parametro-alef* difpar))));
parametrog(iter,:)=parametro;

%%%%calculo del iosnr
iosnr=10*log10((sum(sum((ac-a).*2)))/(sum(sum((Estimate-a).*2))));
iosnr_1=10*log 1 0((sum(sum((ac-a).*2)))/(sum(sum((Estimate_1-a)."2))));
regla=abs((parametro* parametro’)-(parametroa*parametroa'));
parametroa=parametro;

iter=iter+1;

end

%%%%%%%%estimacion de las funciones%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%55
function [dist,zt,xt,Estimate,Estimate_1]=funpar(parametro,ac,mv,S,C,b,q,qS,,,Mv1,Mv2,d, Mu,ca,cb)

[Estimate,Estimate_1,zt,xt]=recons_imagen(parametro,ac,mv,S,C,b,q,qS,I,Mv1Mv2,d,Mu,0,[0,0,0]);
dist = (((abs(log10(zt)-ca))"2)+((abs(log 10(xt(1))}-cb(1)))"2)+((abs(log10(xt(2))-cb(2)))"2));

function [imareconswcls,imarecons_lwcls,zt,xt]=recons_imagen(parametro,ac,mv,S,C,b,q,qS,I, Mv1 Mv2,d, Mu,zt xt)

%se anaden los parametros de regularizacion a las matrices de pesos
My = [*parametro(1) + parametro(2)*Mv1 + parametro(3)*Mv2;
%se generan las matrices necesarias para la reconstruccion
[Kalpha,Dalpha, W}=matices_est(S,Mu,Mv,C,q,qS);

for i=1:d(1)
[Estimate,Estimate_1]=Estimacion(ac(i,:)’,mv,S,C,b,q,Kalpha,Dalpha,W);
imareconswcls(i,:)=Estimate’, %metodo aumentado

imarecons_lwels(i,:)=Estimate_1";

z1=(ac(i,:)'- S*Estimate);

=zl1'*zl;

x1=(Estimate)'* (Estimate); %el de la identidad
x2=Estimate'* Mv|1 * Estimate, %el de Mvl
x3=Estimate'* Mv2 * Estimate; %el de Mv2
Zt=zt+z;

xt(1y=xt(1y+x1;

XU2)y=xU2)+x2;

xt(3)=xt(3)+x3;

end

%algoritmo de reconstiuccion

function [Estimate,Estimate_1]=Estimacion(u,mv,S,C,b,q,Kalpha Dalpha,W)
suavi=(u-S*mv);

palpha=C*Kalpha*q*suavi-b;

Estimate_1=mv+W*suavi;

Estimate = Estimate_1 - Kalpha*C'*Dalpha*palpha,



function [Kalpha, Dalpha, W]=matices_est(S,Mu,Mv,C,q,qS)

%q=S'*Mu;

Kalpha=inv(qS+Mv); %alpha se calculara desde Mv
Dalpha=inv(C*Kalpha*C");

W=(Kalpha)*q;

%funcion que genera la matrices de sistema
%func es el tipo de funcion 'sinc' 'rect' 'exp’
%N es la cantidad de

function S=matriz_sistema(func,N,K)

switch lower(func)
case 'sinc'
S=fsinc(N,K);
case 'rect'
S=frect(N,K);
case 'exp’
S=fexp(N,K);
otherwise
disp(funcion desconocida');
retum
end

% Formation of the system matrix S -----------=------
% for the system spread function: |sin(x)/X| ===-----
function S=fsinc(N,K)
a=zeros(N,1);
for i=1:2*floor(K/2),
a(i+1)=abs(sin(pi*i/floor(K/2))/(pi*i/floor(K/2)));

d-

€nd;

a(l=1,;

%para hacer que la energiade la funcion sea 1
%a=a/sum(a);

S=toeplitz(a);

o/

% ——for the system spread function exp--------=----==-=----
function S = fexp(N,K)
b=zeros(N,1);
for i=1:2*floor(K/2),
b(i+1)=exp(-i*V/5);
d

en

b(1)=1;

%hacer que la energiade la funcion sea 1
%b=b/sum(b);

S=toeplitz(b);

o/

% for the system spread function rect--------------=-=----
function S = frect(N,K)
b=zeros(N,1);
for i=1:floor(K/2),
b(i)=5;
end
%para hacer energia iguala 1
%b=b/sum(b);

S=toeplitz(b);
0,

(o

%%funcion que entrega la matriz de pesos Mv
%[Mu,Mv1,Mv2,l]=wmatriccs(N,NO,bete,gammmAlphe,tmv)
%N tamano de la matriz

%NO0 varianza del ruido

%tmv tipo de Mv 1 doble derivada 2 PID

function [Mu,Mv1,Mv2,I]=wmatrices(N,NO,tmv)



Mu=(1/NO)*eye(N);

b=zeros(N,1);
b(1)=2;

b(2)=-1;
Mv1=toeplitz(b);
Mvi(1,1)=1;
MvI(N,N)=1;

I=eye(N);
%%parte anadida para realizar formula de Mv de la lectura 7 dspl
%%Yparte para hacer la segunda derivada ya estan en la forma D'*D
switch tmv
case 1
bl=zeros(N,1);
bI(1)=6;
bl(2)=-4;
bl(3)=1;
Mv2=toeplitz(bl);
Mv2(N,N)=1;
MvV2(N,N-1)=-2;
Mv2(N-1,N)=-2;
MV2(N-1,N-1)=5;
Mv2=zeros(N);%solo para un caso de prueba y no tomar en cuenta un 3 parametro
%%%%%%%%%%%%parte para dar la parte integral que aumente a Mv2
case 2
Mv2=triu(ones(N,N))*triu(ones(N,N))";
otherwise
disp('no existe Mv');
return;
end
%My = [*Alphe + bete*Mv1 + gammam*Mv?2;

function a=positivo(x)
for i=1:prod(size(x))
ifx(1) <0
a(iy=0;
elseif x(i)>1e4
a(iy=le4;
else
a(iy=x(i);
end
end

%prueba del metodo iterativo para encontrar los valores optimos
Y%lee la imagen de entada
function [iosnr,iosnr_1 Estimate,Estimate_1,iter,zttl xtt1,xtt2, parametroguard,funparg]=metodoiter(a,ac,mv,d,N0,q,qS,S,Mu,Mv1,Mv2,1,C,b,ca,cb)

xt=[0,0,0];
Y%parametroa=zeros(1,2);
parametro={1¢0,1¢0];
parametroa={0.0001,0.0001];
regla=1;

iter=1;

%metodo
%lmratlvo%o Do ﬁo 00 0%%0 ﬂ%o ﬂo 0° Oo Oo 0%0 n° Oo Ilo D%o 0%° 0%0 Do Do 00 00 ﬂo 00 Oo 00 0%0 00 0“ 00 0° 0%0 00 o" 0%0 00 ﬂ%o llo Ilo l)o 0%%° 00 0° 00 ﬁ%o Oo 00 ('l%o/t)o 0%
while (regla > le-3) & iter<20
[Estimate,Estimate_1,zt,xt]=recons_imagen([parametro,0],ac,mv,S.C,b,q,qS,I,Mv1,Mv2,d,Mu,0,[0,0,0]);
zttl(iter)=zt;
xttl (iter)=xt(1);
xtt2(itery=xt(2);
%para calcular los gradientes
[Estimate,Estimate_1,ztd(1),xtd(1,:)]=recons_imagen([parametro,0]+[1¢-8,0,0],ac,mv,S,C,b,q,qS,I, Mv1,Mv2,d,Mu,0,[0,0,0]);
[Estimate,Estimate_1,2td(2),xtd(2,:)}=recons_imagen([parametro,0]+[0, 1¢-8,0],ac,mv,S,C,b,q,qS,|, Mv1 Mv2,d Mu,0,[0,0,0]);

parametroa=parametro;
parametroguard(iter,:)=parametroa,

for i=1:1
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