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RESUMEN

En esta tesis se realiza un análisis de procedimientos rápidos para la determinación de modos y

constantes de propagación de líneas de transmisión multiconductoras. Específicamente se

analiza el empleo del método de las componentes simétricas, componentes de Clarke y de

Karrenbauer en el cálculo de voltajes transitorios debidos a la energización de líneas de

transmisión. Por otro lado, se analiza también el efecto que se tiene sobre las formas de onda

transitorias, cuando los modos de propagación se calculan a una sola frecuencia y se desprecia

la variación que tienen respecto a esta. Los métodos aquí propuestos se aplican en algunos

ejemplos prácticos. Uno de ellos es en donde se tiene una línea uniforme trifásica, con sus

conductores en disposición vertical y otro caso con conductores en forma horizontal, dos

conductores por fase, e incorporación de dependencia frecuencial en el análisis. Otro ejemplo

al que fue aplicado, es a una línea trifásica cuyos conductores se encuentran en forma vertical y

otra con sus conductores dispuestos horizontalmente, dos conductores por fase y se incorporan

casos de no-uniformidad. Estos métodos de transformación simplificados ayudan al cálculo de

modos y constantes de propagación de la onda sobre la línea analizada y, por lo tanto, la

reducción del tiempo del mismo.
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CAPITULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1 Planteamiento del Problema

Un transitorio electromagnético es la manifestación externa de un cambio brusco en las

condiciones del circuito; por ejemplo, cuando un switch abre o cierra, o cuando ocurre una falla

sobre un sistema dado. Si bien el periodo transitorio es usualmente muy corto, éste es

extremadamente importante, porque en este periodo los componentes circuitales se encuentran

sujetos a un gran estrés debido a voltajes o comentes excesivos. Esto puede deshabilitar alguna

máquina, sacar de servicio una planta, o dejar sin energía a una ciudad, dependiendo de los

circuitos involucrados [1].

Los transitorios electromagnéticos en un sistema eléctrico pueden ser generados por:

1 . Descargas atmosféricas, y

2. Aperturas y cierres de interruptores (maniobra).

La descarga atmosférica se encuentra asociada con la inyección de una gran corriente (algunas

veces excediendo los 200 kA) hacia objetos aterrizados. Esta corriente puede durar desde

menos de 1 \xs. hasta 10 o 20 pis. y decae hasta un valor pequeño dentro de unos pocos cientos de

microsegundos. Cuando la descarga ocurre en algún punto, el voltaje desarrollado es la corriente

de la descarga multiplicada por la impedancia del sistema vista por dicha corriente. Este voltaje

puede ser del orden de decenas de megavoltios.

Los sobrevoltajes por switcheo, al igual que por descargas atmosféricas, son también un

fenómeno aleatorio. La severidad de un sobrevoltaje por switcheo depende de la frecuencia del

voltaje en el instante en el que el switch es abierto. Depende también de las características

dinámicas del arco el cual es generado cuando los contactos del switch se separan [2].
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Usualmente, para el análisis de transitorios por maniobra, es adecuado suponer que las líneas

aéreas son uniformes. En cambio, en el estudio de transitorios por descargas atmosféricas, las no

uniformidades pueden ocasionar efectos importantes; razón por la cual, en fechas recientes el

tema de modelado de línea no-uniforme ha cobrado bastante importancia [3].

Existen en la actualidad varios métodos para el estudio de transitorios electromagnéticos [4], tanto

en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. A continuación se mencionan algunos de

estos.

Métodos en el dominio del tiempo:

• Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD).

• Método de las Características.

• Método de Onda Viajera (Bergeron).

Métodos en el dominio de la frecuencia:

• Método de Diferencias Finitas en el Dominio de la Frecuencia.

Transformada de Fourier.

Transformada de Laplace.

Transformada Z.

• Análisis Modal.

Los métodos para el análisis de transitorios en el dominio del tiempo son preferidos sobre los del

dominio de la frecuencia por varias razones: a) son más intuitivos y fáciles de implementar, b)

conducen a una simulación secuencial, c) la disponibilidad del EMTP y d) las no-linealidades y

elementos variantes en el tiempo son fáciles de modelar en dicho dominio. Los métodos en el

dominio de la frecuencia también tienen sus ventajas, las cuales no pueden ser fácilmente

obtenidas por representaciones en el dominio del tiempo; como ejemplo: a) facilidad al modelar

los parámetros dependientes de la frecuencia y b) los errores numéricos pueden ser determinados

y controlados.
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Los métodos del dominio de la frecuencia proveen un respaldo para aquellos del dominio del

tiempo y representan una invaluable ayuda para el desarrollo de modelos y métodos en el dominio

del tiempo. Por lo tanto, es de importancia decir que los métodos en el dominio de la frecuencia

son herramientas convenientes para soportar el desarrollo de técnicas en el dominio del tiempo

[5].

Uno de los problemas principales de los métodos en el dominio de la frecuencia es que son

computacionalmente intensivos. Al emplear dichos métodos una buena parte del tiempo de

cómputo se consume en el cálculo de modos y constantes de propagación. En este trabajo se

analizan algunas transformaciones especiales y procedimientos simplificados para determinar los

modos y las constantes de propagación con el objeto de reducir el tiempo de cómputo dentro del

análisis de los transitorios electromagnéticos en una línea de transmisión multiconductora.

1.2 Estructura de la Tesis

En el segundo capítulo se describe el método utilizado en la realización de los estudios del

transitorio electromagnético en esta tesis, así como una breve explicación de la Transformada

Numérica de Laplace. El tercer capítulo trata el tema de las transformaciones especiales

(Componentes Simétricas (Fortescue), Clarke y Karrenbauef) para hacer más fáciles los cálculos

en el análisis del transitorio. Similarmente, en el capítulo cuatro se trata el tema de la

simplificación de los cálculos de la matriz de autovectores mediante el empleo de modos de

propagación constantes. En el capítulo cinco se presenta una aplicación de los procedimientos

desarrollados al análisis de transitorios en líneas no uniformes. Y por último, en el capítulo seis

se presentan las conclusiones y trabajos a futuro sobre este tema.
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CAPITULO 2

SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DE LA

LINEA MULTICONDUCTORA

2.1 Introducción

A continuación se presenta un modelo para el análisis de transitorios electromagnéticos en líneas

de transmisión multiconductoras. Empleando este modelo, pueden ser tomados en cuenta efectos

de dependencia frecuencial y no-uniformidades. Además, en este modelo también se pueden

introducir ciertos métodos de transformación de variables para facilitar el cálculo de modos y

constantes de propagación y, por ende, reducir el tiempo de cómputo.

2.2 Análisis Modal

Las ecuaciones de segundo orden de una línea de transmisión multiconductora son

d2\

dz2

d2l

= AV (2.2.1a)

2=A,I (2.2.1b)
dz

donde

A=ZY (2.2.1c)

A(=YZ (2.2. ld)

Nótese que Z e Y son las matrices de parámetros eléctricos, las cuales pueden ser calculadas con

fórmulas ampliamente conocidas [6,17]. Para una línea de n conductores, (2.2.1a) y (2.2.1b) son
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sistemas de n ecuaciones con n incógnitas, con las n incógnitas involucradas en todas y cada una

de las ecuaciones.

La determinación de las tensiones y de corrientes a partir de (2.2.1a) y (2.2.1b) implica la

solución de un sistema de ecuaciones diferenciales en el que las variables dependientes están

acopladas. Una manera práctica de resolverlas es mediante la teoría modal [22]. Si A es una

matriz diagonalizable, entonces

A=M3iM-' (2.2.2)

donde M es la matriz de autovectores y X, la matriz diagonal de autovalores.

Sustituyendo (2.2.2) en (2.2.1a) y premultiplicando por M"1 se obtiene

d2(MA\)v
'=¡M-lV (2.2.3a)

dz

Definiendo un vector de voltajes modales, Wm, como

Vm=M1V (2.2.3b)

(2.2.3a) se puede escribir como

d2\m
=Wm (2.2.4)

dz2

siendo k una matriz diagonal (2.2.4) representa un sistema de ecuaciones desacopladas.

De (2.2.3b) los voltajes en el dominio de fases son

V=MVw (2.2.5a)

Cada columna de M es un autovector, por lo que se puede escribir como

M = [M1,M2,...,Mj (2.2.5b)
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donde cada M¡ es un vector columna de n elementos.

Empleando (2.2.5b), (2.2.5a) se puede escribir como

V = M,V/w1 + M2Vm2 +... + M„V»7n (2.2.5c)

De (2.2.5c) se puede concluir que los voltajes en el dominio de fases son una combinación lineal

de los autovectores de la matriz A. A estos autovectores se les conoce también como "modos de

propagación de voltaje". La ec. (2.2.4) representa un sistema de n ecuaciones desacopladas de

la forma

dz

cuya solución general es

Vm, = Clmfi™ + C2m,e+r'z (2.2.6a)

donde Clm, y C2m¡ son constantes de integración que dependen de las condiciones de frontera de

la línea; es decir, de las conexiones a ambos extremos de ésta. y¡ se conoce como la constante de

propagación del i-ésimo modo. En general, y¡ es un número complejo [23]:

ri=jJ = a¡+jfii (2.2.6b)

En (2.2.6b) a, y/?, son las constantes de atenuación y de fase respectivamente, ambas por unidad de

longitud y también ambas correspondientes a el i-esimo modo de voltaje. Las constantes de fase

se encuentran relacionadas con las velocidades modales como se muestra en [6] :

v, =<»//?,

Las n soluciones de la forma (2.2.6a) pueden agruparse en una expresión matricial de la siguiente

forma:
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Vm,

Vm,

r-v

O e
Yi-

0

o

Clw,

Clw,

Jx2 O ... O

O e
Yi*

C2w,

C2w,

Vm. O O -jv Clin. O O ... e' C2w„

En forma compacta

Vm =
exp ( -Tz )Clw + exp (Tz)C2m (2.2.6c)

donde

r =

Vx o

0 y2

O O

O

0

Yn

= yfk (2.2.6d)

Los elementos diagonales de T son las raíces cuadradas positivas de los autovalores X¡ de A [6].

Supóngase que se tiene una propagación solamente en el sentido positivo de z, de (2.2.5c) y

(2.2.6a)

V=M, C\m,e-nz +M2Clm2e~nz +... +M. Clw„_
-r,'

(2.2.7)

La ec. (2.2.7) nos indica que todas las componentes de un vector de voltajes proporcional a un

autovector de A se propagan conservando sus proporciones relativas; es decir; todas las

componentes se ven afectadas por la misma constante de propagación. Empleando la definición

(2.2.3b) en los vectores modales Vw, Clw y C2w de (2.2.6b), se obtiene

M-'V = exp(-rz)M"1Cl + exp(rz)M"1C2

Premultiplicando por M

V=M exp(-rz)M-'Cl +M exp(rz)M-'C2
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o en forma reducida

V = exp(-Tz)Cl + exp(Tz)C2 (2.2.8)

donde:

T=MrM-1

Nótese que ¥ equivale a la raíz cuadrada de A pues

(y)2 = (ívirM"1 ¡(Mnvr1 ) =Mr2M' = mxjvt1 = a

2.3 Solución de la Ecuación de Corrientes

La ecuación de segundo orden para las corrientes de una línea multiconductora es

dz
2=A,I (2.3.1a)

donde:

A,=YZ (2.3.1b)

Si A t es diagonalizable

dado que:

se tiene:

A, = NX'N" , (2.3.2)

A = ZY = MJJVT

A, =Mr'^M, (2.3.2a)

Como k, = k entonces V= k, comparando (2.3.2) y (2.3.2a) se puede escribir

M, =N_1 (2.3.3a)



M-'=N, (2.3.3b)

A N se le conoce como "Matriz de modos de propagación de corriente" Los modos de

corriente (columnas de N) forman los renglones de M*1 En algunos casos se puede hallar una

matriz M tal que

M_1=M,

en cuyo caso

A = MJJVI,

y

M = N

En este caso M es una matriz ortogonal.

La expresión (2.2.8) representa la solución de la ecuación de propagación en términos de las

tensiones. La solución en términos de las corrientes puede obtenerse en forma análoga

resolviendo la ecuación (2.2.1b). En lugar de resolver (2.3.1a), se procederá a obtener I a partir

de la segunda ecuación del telegrafista

dz

xdV
I = -Z

'
—

dz

entonces

donde:

l(z) = Y0[exp(-»Fz)Cl-exp(,Fz)C2] (2.3.4a)

Y0=Z'»F (2.3.4b)

donde Y« es la Admitancia característica, la cual es la admitancia que presentaría una línea de

transmisión de longitud infinita.

De la expresión (2.3.4b) se puede definir a la impedancia característica como

9



Z0-Y0-|=1HZ (2.3.4c)

2.4 Ecuaciones del Telegrafista en el Dominio Modal

Sean

<N
-— = ZI (2.4.1a)
dz

-— = YV (2.4.1b)
dz

donde Z e Y son las matrices de impedancia serie y admitancia en derivación, respectivamente,

ambos dados en unidad por longitud, V es el vector de voltajes de fase e I es el vector de

corrientes en los conductores.

Considérese las transformaciones modales

V =MVw (2.4.2a)

y

I = NIw =M,,Iw (2.4.2b)

Sustituyendo (2.4.2a) y (2.4.2b) en (2.4.1a) y (2.4.1b)

=M-'ZM:'Iw (2.4.3a)

= M,YMVw (2.4.3b)

Mn
_

M |1.,1VJ1_11

dz

dim

dz

Definiendo la matriz de impedancias modales, por unidad de longitud, como

Zw = M"1ZM:1 (2.4.4a)

y la matriz de admitancias modales, por unidad de longitud como

Yw = M,YM (2.4.4b)
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Las ecuaciones (2.4.3a) y (2.4.3b) quedan como

cNm

dz

dim

=ZwIw (2.4.5a)

- YwVw (2.4.5b)
dz

Nótese que

ZwYw = M 'ZYM = k (2.4.6a)

YwZw =M,YZM;' = k (2.4.6b)

Los productos ZwYw y YwZw son diagonales, pero Zw y Yw ¿son ellas mismas diagonales?

Considérese la ecuación de segundo orden de corrientes

d2}
dz
2=A,I (2.4.7a)

como:

A, = YZ = NXN-1 (2.4.7b)

Se tiene que

d2lm

dz2

donde:

= klm (2.4.7c)

Iw = N"'I (2.4.7d)

La solución general para las corrientes modales es

Iw = exp(-rz)Dlw + exp(rz)D2w (2.4.8a)

De (2.4.5b)

Vw = -Yw-1— (2.4.8b)
dz

Con (2.4.8a) y (2.4.8b)

Vw = Yw"T[exp(-rz)Dlw-exp(rz)D2w] (2.4.9)
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Recuérdese la solución de la ecuación de segundo orden de voltajes

Vw = exp(-rz)Clw + exp(rz)C2w (2.4.9a)

La ec. (2.4.9a) establece que los voltajes modales se propagan independientemente unos de otros.

Ahora, si Yw es diagonal, entonces, Yw'1 también lo es y (2.4.9) se puede escribir como

Vw = exp(-rz)Yw-TDlw + exp(rz)[-Yw-T]D2w (2.4.9b)

Las ecuaciones (2.4.9a) y (2.4.9b) nos indican la misma independencia entre los voltaje modales.

Si Yw"1 no es diagonal, Yw tampoco lo es, y la ec. (2.4.9) indica que existe un acoplamiento entre

los voltajes modales; esto viola las condiciones de desacoplamiento establecidas por (2.4.9a) por

lo tanto, Yw es diagonal. Se puede emplear un razonamiento similar para demostrar que Zw

también es diagonal.

2.5 Forma de Dos Puertos para Líneas Multiconductoras

Las ecuaciones de la línea multiconductora son las siguientes:

d2\

dz2

d2\

= ZYV (2.5.1a)

2=YZI (2.5.1b)
dz

y la solución a la ecuación de voltajes es

V(z) = exp(-*Fz)Cl + exp(»Fz)C2 (2.5.2a)

mientras que la solución para las corrientes es

l(z)-Y0exp(-Tz)Cl-Y0exp(Tz)C2 (2.5.2b)
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Los vectores Cl y C2 son constantes de integración que deben resolverse empleando las

condiciones de frontera de la línea, como se muestra en la fig. 2.1

En z
= 0

lo lt

Vo
°" "°

V

7777^777777777777777777Í7777
Z=0 2"í

Fig. 2. 1 Forma de dos puertos para un sistema de cables.

V(0) = V0=C1 +C2

I(0) = I0=Y0C1-Y0C2

(2.5.3a)

(2.5.3b)

Combinando (2.5.3a) y (2.5.3b) se obtiene

1
C1 = -(V0+Z0I0)

C2 = i(V0-Z0I0)

(2.5.4a)

(2.5.4b)

Ahora, en z
= /

V(/) = V| = exp(-»P/)Cl + exp(«P/)C2

e

I(/) = I,=Yoexp(-1'/)Cl-Y0exp('F/)C2

Sustituyendo las ecuaciones (2.5.4a) y (2.5.4b) en (2.5.5a) se obtiene

V/=eXp(-'P/)i(V0+Z0I())+exp(Y/)i(V0-Z0I0)

(2.5.5a)

(2.5.5b)
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V/=I[exp(T/) + exp(-4'/)]V0-I[exp(T/)-exp(-T/)]Z0I0

Ahora, sustituyendo (2.5.4a) y (2.5.4b) en (2.5.5b) resulta

I/=Y0exp(f/)i(V0-Z0Y0)-Y0exp(-1'/)I(V0+Z0I0)

I/=Y0i[exp('P/)-exp(-T/)]V0-Y0[exp('ri) + exp(-'Fl)]-^

Expresando las operaciones en términos de funciones hiperbólicas se tiene que

V, =[cosh(¥/)]V0-[senh(¥/)]Z0I0

I, = Y0 [senh(<P/)]V0
-

Y0 [cosh(*P/)]Z0I0

(2.5.6a)

(2.5.6b)

Las expresiones (2.5.6a) y (2.5.6b) se pueden colocar en forma matricial de la siguiente manera:

v.

1/

cosh(*P/) -Z0senh(T/)

Y0senh(T/) -cosh(*F/)
(2.5.7a)

O bien

V,

I,

A B

C D I„
(2.5.7b)

Esta es la forma de "matriz de transferencia" o "ABCD" de una línea multiconductora, donde

•F es una matriz de dimensión «xn compuesta por los n conductores de la línea.

2.6 Forma Nodal para una Línea Multiconductora

Tomando la ecuación (2.5.6a) se tiene que

[senh(¥/)]Z0I0=-V/+[cosh(*P/)]vo
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I0 =Y0cosech(¥/)[cosh(«F/)V0-V,]

I0=Y0[coth(T/)]V0-Y0[cosech('F/)]V/ (2.6.1a)

Sustituyendo (2.6.1a) en (2.5.6b)

I/=Y0[senh(^/)]V0-[cosh(,P/)]Y0[coth(«F/)]V0+[cosh(T/)]Y0[cosech(Y/)]V,

I/=[Y0senh(»P/)-cosh(T/)coth(T/)]V0+Y0cosh(«P/)[cosech('P/)]V/

I, =-Y0[cosech(T/)]V0+Y0[coth(«P/)]V/ (2.6.1b)

Agrupando (2.6.1a) y (2.6.1b) en forma matricial

.RlTv 1

(2.6.2a)

donde:

lo A -B V0

I,_ -B A .v,.

A = Y0coth(17)

B = 1(0 cosech | W)

(2.6.2b)

(2.6.2c)

2.7 Matrices Idempotentes

La teoría de matrices idempotentes nos proporciona un método sencillo para la obtención de los

autovalores y autovectores; esto nos permite desarrollar un algoritmo de rápida convergencia.

Se puede definir cualquier autovector columna A asociado a un autovalor de acuerdo con

Ac,=A,c, (2.7.1)

en donde k, es el i-ésimo autovalor de A y, c; es el autovector columna asociado con kj.

También se puede definir eigenvectores renglón de A de acuerdo con

iJA = XJÍJ (2.7.2)
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donde kj es el j -ésimo autovalor de A y, r es el autovector renglón asociado a kj.

La serie completa de eigenvalores y eigenvectores se pueden representar de la siguiente forma

AC = Ck (2.7.3)

en la ecuación (2.7.3), C es la matriz cuyas columnas son los eigenvectores columnas de A y k

representa a la matriz diagonal de eigenvalores de A.

También

RA = kR

en donde R es la matriz cuyos renglones son los eigenvectores renglón de A.

(2.7.4)

Ahora, definiendo

C = [c,,c2, ...,cn] (2.7.5)

R =

De las ecuaciones (2.7.3) y (2.7.4), se tiene que

Por comparación se puede establecer que

entonces

Se puede escribir también que

de donde, como es sabido

C 'AC = k

RARl=k

C = R
'

,

RC = CR = U

RAC=X ;

A = CkR

(2.7.6)

(2.7.7a)

(2.7.8b)

(2.7.9)

(2.7.10)

(2.7.11)

(2.7.12)
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Desarrollando CR de acuerdo con las particiones hechas en (2.7.5) y (2.7.6), se obtiene que

[c,...c„] = c,r*+...+c_r„
= U (2.7.13)

Definiendo la matriz

i* 2»

I, = c<r/ (2.7.14)

como c; es de orden nxl y f, de lxn, entonces I, es una matriz cuadrada nxn.

Empleando (2.7.13) en (2.7.14) se obtiene

CR = £l,=U (2.7.15)

Por otro lado

RC =

Pi - c,]
= = U (2.7.16)

y definiendo

I = f.c. (2.7.17)

donde los productos rc, dan como resultado un escalar.

A las matrices 1/ se les conoce como "matrices idempotentes", y tienen las siguientes propiedades.

1 . Son singulares

2. La suma de todas las matrices idempotentes de una matriz es igual a la matriz unidad

3. Una matriz idempotente elevada a cualquier potencia es igual a si misma

4. El producto de dos matrices idempotentes diferentes es igual a la matriz nula

M,-o
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Las propiedades de las matrices idempotentes, se utilizan para determinar los autovalores y

autovectores de una matriz por medio del algoritmo conocido como "algoritmo de potenciación"

[22]. Este algoritmo esta basado en la elevación de la matriz A a la potencia 2n.

2.8 Método de Potenciación

La matriz A se encuentra dada en función de sus autovalores y autovectores columna y renglón

como se vio en 2. 7 por

A = CXR (2.8.1)

realizando los productos con la partición de C por columnas y R por renglones

A =

A1C1R, + ... +X„C„RB (2.8.2)

o bien

A =

2>,I. (2.8.3)

La ecuación (2.8.3) es la base para el desarrollo del método de potenciación

A =

M.+- +M„ (2-8-4)

elevando al cuadrado

A2=Vi(Mi+.»+M_)+».+M„(Mi+»-+M.)

a2=¿Ím,Í>a
f=l

(2.8.5)

como el producto entre dos matrices idempotentes diferentes (i^j) es igual a cero; entonces, en los

productos dentro del paréntesis en la ec. (2.8.5) solo existe uno diferente de cero, que es cuando

i=j, así que

MM-Aft (2*8*6)

de donde

A2=2>?I,
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elevando nuevamente al cuadrado

ni n \
il

(A2) =H^lKh (2-8-7)
,=i (^ ,=i )

entonces, resulta que

(*2f=I.{V)\ (2-8-8)

Por lo tanto, se puede decir que para una determinada potencia

multiplicando una vez mas por A

A2" =Xfl,=Xf c,f, (2.8.9)

A2"A = A2"+1 =A2V, (2.8.10)

La razón de cualquier elemento de A2+l al elemento correspondiente de A2" es A,j. Hay que

señalar que prácticamente cualquier columna de la matriz A2" es proporcional a c, y cualquier

renglón a f, , esta proporcionalidad está dada por el factor de escala

k = f1c1 (2.8.11)

y entonces basta con realizar la división de r, o c, por k para encontrar el par de eigenvectores

correspondientes aX.-..

Ahora, de (2.8.4) se obtiene que

Ai = A-\lll='k2l2+... + \.nIñ (2.8.12)

y se pueden efectuar las elevaciones al cuadrado sucesivas de A
'

con el fin de encontrar Xa , f2 y

c2. Siguiendo con este procedimiento se pueden encontrar los "«"Xj's, c,'s y f,'s.

2.9 La Transformada Numérica de Laplace

A través de técnicas en el dominio de la frecuencia, se puede relacionar los voltajes desconocidos

en algún punto remoto o de recepción V_(s) con una alimentación de corriente Io(s). Entonces, la
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forma de onda en el dominio del tiempo V_(s) puede ser obtenida aplicando la Integral de Laplace

inversa.

vd<)=^£J~Ms">eS'ds (2-91a)

donde s =

c+jcoes la variable de Laplace, c es el factor de amortiguamiento, y ¿yes la frecuencia

angular [7]. Aunque la Transformada de Laplace es una herramienta muy poderosa, en forma

analítica su aplicación a problemas prácticos suele ser muy limitada. Algunas causas de esto son:

1.- funciones del dominio del tiempo fft) o de la frecuencia F(s) difíciles o imposibles de

transformar de un dominio al otro; 2.- funciones de tiempo no especificadas analíticamente, sino

por medio de gráficas, de mediciones experimentales o en forma discretizada. Estos obstáculos

se superan fácilmente mediante el uso de transformadas numéricas. Algunas metodologías se

basan en el uso de funciones racionales del dominio de Laplace, o bien en la aproximación de

estas [8,9].

La Transformada Numérica de Laplace (TLN) consiste en una aproximación discretizada de

(2.9.1a) de la siguiente forma [10]:

cmbd

At

N-l

InjmnlN
1 N-l

(w
= 1,2,. ..N-l) (2.9.1b)

donde N es el número de muestras de tiempo y frecuencia para representar continuamente a vL(t) y

vL(s); At es la discretización del paso del tiempo; VLm se emplea para representar cada VL(mAt) así

como V¿„ para VifnAü)); a„
= o(nAco), es una función ventana (Lanczos, Vonn Hann, Hamming,

etc.) usada para atenuar los errores ocasionados por oscilaciones de Gibbs [5] por truncamientos

abruptos.

El factor de amortiguamiento de Laplace "c=2A¿y" es usado para eliminar los errores por aliasing.

Si esos fueran los únicos errores a tomar en cuenta, c debería tomar un valor arbitrariamente

grande. Sin embargo, como, los errores de Gibbs no son completamente eliminados por la

ventana, sus vestigios pueden ser amplificados por la función de desamortiguamiento "exp(cmAt)"

en (2.9.1b). De esta manera, la selección del valor para c es un compromiso entre la reducción de

los errores de Gibbs con la de los errores numéricos causados por truncamiento. En la expresión
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(2.9.1b) se encuentra implícita una discretización del paso de la frecuencia Aa), el cual se elige de

la siguiente manera:

AlA(ú = 2n¡N (2.9.1c)

NAcü/2 es la frecuencia de truncamiento para la representación discreta de Vi(s); de (2.9.1c):

2n/At = NAú) (2.7. ld)

NAco corresponde al doble de la frecuencia de truncamiento. La expresión (2.9. ld) por lo tanto,

está de acuerdo con el criterio de muestreo de Nyquist [20] £_<&)<__, y£_
= niAt.

2.8 Análisis en el Dominio de la Frecuencia a través de la TNL

Las matrices Ay B definidas en las expresiones (2.6.2b) y (2.6.2c) generalmente son calculadas

en la práctica en función de la frecuencia a). Para calcular el transitorio usando las técnicas de la

Transformada de Laplace, "jco" deberá ser primero sustituido por "s = c+j(ú\ Además de a las

líneas de transmisión, otros elementos dentro de una red bajo estudio deben ser representados por

admitancias generalizadas. Estas son obtenidas por la suposición de excitaciones de la forma

"exp[-(c+ja>)tj" La red puede por lo tanto ser representada por su matriz nodal en el dominio de

Laplace. Para una excitación dada, la respuesta de la red puede ser obtenida a través del método

de función de transferencia. Considere como un ejemplo la red mostrada en la fig. 2.2. Su

representación nodal es:

~~

~.

Yl \ Vi

Fig. 2.2 Representación circuital para una línea de transmisión simple.

T» QM Ah
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o

A + Y, -B

-B A + Y,
(2.10.1a)

L.

Donde h es la excitación conocida y Vl la respuesta desconocida. Una expresión de la siguiente

forma es derivada de (2. 1 0. 1 a):

VL=H(s)-I0 (2.10.1b)

donde:

H(s) = {B-(A +Ys)B->(A + YL)Y] (2.10.1b)

H(s) corresponde por lo tanto a la función de transferencia del sistema mostrado en la fig. 2.2.

La técnica TNL es ahora aplicada en el ejemplo siguiente. Un ejemplo parecido fue analizado

previamente en [7]. Vl y Vo están relacionados por la siguiente expresión:

VL=-A-'B*Ve (2.10.2a)

El vector de energización es representado por una función escalón inyectado en la terminal de

envío, como sigue:

-l/i

K(s) = o

o

(2.10.2b)

La técnica TNL es aplicada a las expresiones (2.10.2a) y (2.10.2b). Se tomó un tiempo de

observación de 1 .9 ms con un número de muestras N = 1024. La fig. 2.3 esquematiza las formas

de onda obtenidas en la terminal remota de la línea para tres diferentes casos de longitud de

conductores: 20, 40 y 70 Km. Nótese que las formas de onda resultantes son muy similares a las

obtenidas en [7].
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1

20 Km

i i

j 40 Km;

i

A A!v
™ f<m

i i

0 0.5 1 1.5 2

Tiempo (seg) x103

Fig. 2.3 Respuesta del transitorio de voltaje en recepción obtenido en los cálculos.
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CAPITULO 3

TRANSFORMACIONES ESPECIALES

3.1 Introducción

Existen algunas transformaciones especiales para la obtención de la matriz diagonal de

autovalores k y la matriz de autovectores o modos de propagación M.

Recordando, las ees. de segundo orden para una línea multiconductora son

d2\
—f = ZYV

dz2

^4 = YZI

dz2

(3.1.1a)

(3.1.1b)

En general de Z e Y solo se puede decir que son matrices complejas simétricas, sin embargo, en

ciertas condiciones se puede hacer la siguiente suposición

Z =

Zp Zm Zm

Zm Zp Zm

Zm Zm Zp

(3.1.2a)

Y =

Yp Ym Ym

Ym Yp Ym

Ym Ym Yp

(3.1.2b)

donde

Zp =
( " \
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Zm =

( \
n

_X , tfj

Yp =
( " \

\t.j-l )

Ym =

( \
n

1=1

i^j

De acuerdo con (3.2.1.2a) y (3.2.1.2b)

ZY = YZ =

Ap Am Am

Am Ap Am

Am Am Ap_

= A = A, (3.1.3)

donde

Ap - ZpYp + 2ZmYm

Am = ZpYm + ZmYp + ZmYm

La matriz de autovalores es obtenida de la siguiente manera:

k =

Ap + 2Am 0 0

0 Ap-Am 0

0 0 Ap-Am

Ya que se cuenta con la matriz ZY se procede a encontrar la matriz de transformación M para la

simplificación del método. A continuación se muestran algunas transformaciones empleadas para

el análisis de transitorios electromagnéticos.
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3.2 Componentes Simétricas (Método de Fortescue)

En el año 1918, C.L. Fortescue presentó en una reunión del "American Institute of Electrical

Engineers" un trabajo que constituye una de las herramientas más poderosas para el estudio de los

circuitos polifásicos desequilibrados [11]. Desde entonces, su método denominado Componentes

Simétricas ha ido adquiriendo más importancia y ha sido el tema de numerosos artículos e

investigaciones experimentales. Las fallas asimétricas en sistemas de transmisión, que pueden

ser cortocircuitos entre líneas, de una o dos líneas a tierra o conductores abiertos, se estudian por

el método de las Componentes Simétricas.

3.2.1 Síntesis de Fasores Desequilibrados a partir de sus Componentes Simétricos

El trabajo de Fortescue demuestra que un sistema desequilibrado de n fasores relacionados entre

sí, puede descomponerse en n sistemas de fasores equilibrados denominados componentes

simétricos de los fasores originales. Los n fasores de cada conjunto de componentes son de igual

longitud, siendo también iguales los ángulos formados por fasores adyacentes. Según el teorema

de Fortescue, tres fasores desequilibrados de un sistema trifásico pueden descomponerse en tres

sistemas equilibrados de fasores. Los conjuntos equilibrados de componentes son los siguientes:

1. Componentes de secuencia positiva, formados por tres fasores de igual módulo, con

diferencias de fase de 1 20° y con la misma secuencia de fases que la fuente de excitación.

2. Componentes de secuencia negativa, formados por tres fasores de igual módulo, con

diferencias de fase de 1 20° y con la secuencia de fases opuestas a la fuente de excitación.

3. Componentes de secuencia cero, formados por tres fasores de igual módulo y con una

diferencia de fase nula.
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Vb2

VaO

Vbo

VcO

Vbi

Componentes de Componentes de Componentes de

secuencia positiva secuencia negativa secuencia cero

Fig. 3.1 Los tres conjuntos de fasores equilibrados que son los componentes simétricos

de tres fasores desequilibrados.

La fig. 3.1 muestra los tres conjuntos de componentes simétricos. Los fasores que representan

corrientes, se representan por / con los mismos subíndices que las tensiones.

Como cada uno de los fasores desequilibrados originales es igual a la suma de sus componentes,

los fasores originales expresados en función de sus componentes son:

K = Val+Va2 + Va0 (3.2.1.1)

Vb=Vbx+Vb2+VM (3.2.1.2)

Vc=VcX + Vc2+Vc0 (3.2.1.3)

El análisis de los sistemas de potencia por el método de los componentes simétricos presenta

muchas ventajas. De esta forma, pueden encontrarse los valores de las corrientes y las tensiones

en diversos puntos del sistema.

3.2.2 Operador a

El operador a es un número complejo de magnitud unitaria. Un operador es usado para rotar un

vector en un ángulo de 120° sin cambiar su magnitud. Se define mediante la siguiente

expresión:
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a-of

V3-fW
1¿120« ^60»

a-l (S>..- ■ @
V3Z160» \ /'*.•■ .VS^SO*

'-.\ ''■■■' ■■¿o*

-•• i
■"' /i \ >>,l-a

i.^!-. ■••'•-/ W- V3.-330"

Vl-SMO0 V3¿3-0*'

"¿a"
•V3_270<,

Fig. 3.2 Diagrama vectorial de las potencias del operador a.

Nótese que:

y:

o = U120°

a2 = U240°

a3 = U360° = U0° = 1

La fig. 3.2 muestra los vectores que representan diversas potencias de a.

3.2.3 Componentes Simétricos de Fasores Asimétricos

En primer lugar, observamos que el número de magnitudes desconocidas puede reducirse,

expresando cada componente de Vb y Vc como el producto de una función del operador a y un

componente de Va. Con referencia a la fig. 3.2 [13] se verifican las relaciones siguientes:

Vbx=a2Ki Ki="Ki

Vhl=aVa2 Vc2=a2Va2 (3.2.3.1)

V -Vr
60

'
aO

V =v

Repitiendo laec. (3.2.1.1) y sustituyendo las ees. (3.2.1.2) y (3.2.1.3), obtenemos
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V -V +v +v
«O

K=a2Val+aVa2 + Va0

K=aVal+a%2 + Va0

(3.2.3.2)

(3.2.3.3)

(3.2.3.4)

o bien, en forma matricial

1 1

1 a2

laa

1
"

Xo"
a Ko

„2_ /cO.

(3.2.3.5)

Por conveniencia se hace

M =

1 1 1

a

a

a

2

(3.2.3.6)

Entonces, como puede comprobarse fácilmente

M_1 =-

1 1 1

1 a a2

1 a2 a

(3.2.3.7)

y premultiplicando ambos miembros de la ec. (3.2.3.5), por M"
,
se tendrá

V.al

1 1 1

"

'K'
1 a1 a K

1 a a2_ 7c

(3.2.3.8)

La ec. (3.2.3.8) nos muestra como descomponer tres fasores asimétricos en sus componentes

simétricas.
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3.3 Modos de Clarke

Si Z e Y cumplen con (3 . 1 ,2a) y (3 . 1 .2b), podemos utilizar otro tipo de transformación para llegar

a una matriz de autovectores M, y que al mismo tiempo nos simplifique la obtención de una

matriz diagonalizada de autovalores k.

Existe un conjunto de autovectores que diagonalizan a ZY de una manera más simple, estos son

los llamados "modos de Clarke" [14]:

M =

1 1 1

1 0 -2

1 -1 1

(3.3.1a)

M"1 =

1 1 1
"

3 3 3

1 1
0

2 2

1 1 1

6 3 6
.

(3.3.1b)

Al autovector [1 1 1]T se le conoce como "modo de tierra" ya que el retorno de las corrientes se

efectúa por el terreno.

A los autovectores [1 0 -1]T y [1 -2 1]T se les llama "modos aéreos" pues para estos modos la

suma algebraica de corrientes de retorno por el terreno es cero.

3.4 Transformación de Karrenbauer

Un sistema lineal puede ser analizado mediante la formulación de un sistema de ecuaciones

lineales. Estos sistemas, expresados matricialmente, indican las interrelaciones existentes entre

las diferentes variables. Se dice en este caso que el sistema de ecuaciones está acoplado. En los

sistemas lineales algebraicos es relativamente sencillo invertir la matriz de acoplamientos, para

calcular las variables de interés. En los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, esta técnica

es más compleja. La técnica de los autovalores y autovectores, desacoplan un sistema lineal de n
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ecuaciones, en n sistemas independientes. Por ejemplo, supóngase la siguiente matriz de

inductancias L,

L =

L M M"

M L M

M M L

(3.4.1)

Los autovalores de la matriz L se calculan de la siguiente forma:

/i0=L+2M 4=L-M /t,=L-M

Los autovectores se determinan a partir de los autovalores:

(3.4.2)

[L-4I]V.=0=>V = [V0 V, V2] =
k, -(k2 + k3) -(k4 + k5)

k, k2 k4

k, k, k.

(3.4.3)

La matriz V determinada en la expresión anterior se le conoce como Transformación de

Karrenbauer [24] y permite diagonalizar sistemas de ecuaciones cuya matriz de acoplamiento

tenga la estructura de la matriz L de la ecuación (3.4.1).

3.5 Ejemplos de aplicación

A continuación se muestra una comparación de las formas de onda de un transitorio

electromagnético en una de las fases causado por la energización de una línea. En este estudio se

utilizan las tres matrices de transformación modal mencionadas en las secciones 3.2, 3.3 y 3.4, y

los resultados obtenidos en cada caso se comparan con aquellos derivados considerando matrices

dependientes de la frecuencia. Para los ejemplos se emplearon dos disposiciones: vertical,

horizontal. Éstos son los tipos de geometría mas utilizados en la actualidad. También se muestra

el error calculado por la introducción de estos métodos.
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3.5.1 Línea trifásica vertical

En este ejemplo se presenta el análisis del transitorio en la fase 'a' causado por la energización de

una línea, la cual consta de 1 circuito trifásico cuyos conductores se encuentran en una disposición

geométrica tipo vertical. Las características físicas de la línea en estudio se encuentran en las

tablas A.1 y A.3 del apéndice A. El lado de recepción se encuentra con una alta impedancia en

terminales, Z—>oo. Para el análisis se utilizó un total de 1024 muestras y un tiempo de observación

de 16 ms. Se tomaron en cuenta cuatro casos de estudio. En el primero, se analiza la línea

utilizando solo el método de Análisis Modal sin la introducción de alguna matriz de

transformación especial y el cual es tomado como referencia de comparación. En el segundo caso

se utiliza el método de transformación de Clarke. En el tercero, se usa la matriz de transformación

de Fortescue (Componentes Simétricas). Finalmente, en el cuarto caso, se aplica la matriz de

transformación de Karrenbauer. Los resultados se muestran en la fig. 3.3.

1 5

3

Cl

a>

S'
"o

> 0 5

ü6J

-0.5

Referencia

Clarke

Comp. Sim.

Karrenmbauer

0.002 0.004 0 006 0 008 0.01

Tiempo (seg)

0.012 0014 0016

Fig. 3.3 Comparación de los voltajes calculados en el lado de recepción en la fase "a' utilizando

Análisis Modal sin transformaciones especiales como referencia.

En la figura 3.3 se puede notar que la respuesta del transitorio calculado con la introducción de

cualquier método de transformación especial es muy parecida a la del transitorio calculado con el

programa de referencia, solo en el primer rebote de la onda. En la fig. 3.4 así como en la tabla II,

32



se presenta la comparación de los errores obtenidos en la fase "a' por el uso de la matriz de

transformación de Clarke así como las de Componentes Simétricas y Karrenbauer. Se puede

apreciar que los valores de los errores máximos calculados, son prácticamente iguales en todos los

tipos de transformación utilizados. Los tiempos totales de cómputo tomados para el estudio en

cada método se presentan en la tabla I. Se puede observar que el tiempo de cómputo tomado

para el análisis se reduce con el uso de estos métodos de transformación simplificados. Esto, con

respecto al tiempo total tomado por Análisis Modal sin la introducción de algún método de

transformación especial.

Tabla I. Tiempos aproximados de cómputo de cada método de transformación

utilizado en este estudio.

Método Tiempo de

Cómputo (seg.)

Referencia 28.181

Clarke 15.95

Comp. Sim. 16.18

Karrenbauer 16.07

6 8 10

Tiempo (seg) x10~

Fig. 3.4 Comparación de los errores obtenidos en el empleo de transformaciones

en el estudio de la línea en disposición vertical.
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Tabla II. Errores máximos en la fase 'a' obtenidos en el estudio de la línea vertical.

Transformación Error fase 'a' , (%)

Máximo

Clarke 5.736E+01

Comp. Sim. 5.736E+01

Karrenbauer 5.736E+01

3.4.2 Línea trifásica horizontal

En este ejemplo, como en 3.4.1, se obtienen y comparan las formas de onda del transitorio

electromagnético resultante en la fase *a' al energizar una línea, ahora, con disposición geométrica

de sus conductores en forma horizontal. Se utilizó un total de 1024 muestras con un tiempo de

análisis de 16 ms. El lado de recepción se encuentra con una alta impedancia, Z—►«>. Las

características físicas de la línea se encuentran en el apéndice A de este trabajo. Se toman en

cuenta también cuatro casos de estudio. En el primero, se utiliza Análisis Modal sin la

introducción de alguna transformación especial. En el segundo caso, así como en el tercero y

cuarto, se realiza el análisis con la introducción de transformaciones especiales (Clarke, Fortescue

y Karrenbauer respectivamente). En la fig. 3.5 se muestra la comparación de los resultados

obtenidos.
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>
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1 4

12

1

0.8

0.6

0.4 h

02

6 8 10

Tiempo (seg)

Referencia

Clarke

Comp. Sim.

Karrenmbauer

12 14

x 10

16

-3

Fig. 3.5 Comparación de las formas de onda del voltaje calculado en recepción en la fase 'a'
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Como se puede observar en la fig. 3.5, las formas de onda resultantes calculadas con la

introducción de los métodos de Clarke, Componentes Simétricas y Karrenbauer pueden llegar a

ser muy parecidas a la forma de onda en referencia. El error obtenido por el uso de estas

transformaciones es pequeño, como se puede notar en la fig. 3.6 y en la tabla IV correspondiente a

este análisis; por lo tanto, estos pueden despreciarse. El tiempo total de cómputo utilizado por

cada método de estudio se muestra en la tabla III. También se puede ver que el tiempo de

cómputo total tomado por cada método de transformación utilizado es menor que el tiempo

tomado por el método en referencia.

Tabla III. Tiempo total aproximado de cómputo tomado por cada método de transformación

utilizado en este análisis.

Método Tiempo de

Cómputo (seg.)

Referencia 24.064

Clarke 16.02

Comp. Sim. 16.1

Karrenbauer 16.5

6 8 10

Tiempo (seg)

Fig. 3.6 Comparación de los errores obtenidos en el empleo de transformaciones

en el estudio de la línea en disposición horizontal.
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Tabla IV. Errores máximos en la fase 'a' obtenidos en el estudio de la línea horizontal.

Transformación

Error fase 'a' ,

(%)

Máximo

Clarke 4.1377

Comp. Sim. 4.1377

Karrenbauer 4.1377
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CAPÍTULO 4

EMPLEO DE MODOS DE

PROPAGACIÓN CONSTANTES

4.1 Introducción

Además de adoptar una matriz de transformación modal conocida, otra forma de facilitar y reducir

el tiempo de cómputo es tomar la matriz M calculada para una determinada frecuencia y usar para

todas las demás frecuencias; ésto, como es de esperar, también acarreará un determinado error en

el cálculo del transitorio, el cual también será comparado con las transformaciones anteriormente

analizadas y con el programa en referencia.

4.2 Simplificación de la matriz de autovectores 'M' para una determinada

frecuencia

Como se mencionó anteriormente, en este capítulo se mostrará una forma de hacer más rápido el

cálculo y análisis de los transitorios electromagnéticos en una línea de transmisión. El método

que se presenta consiste en la simplificación del método de Análisis Modal calculando solo una

vez la matriz de autovectores 'M' La elección de frecuencias para la simplificación se puede

realizar, en principio, de manera aleatoria o a conveniencia del que realiza el estudio. Sin

embargo, es conveniente emplear la frecuencia de resonancia natural de la línea la cuál está dada

por

donde:
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T =— (4.2.2)

En la ecuación (4.2.1), feleg es la frecuencia elegida para el análisis; t corresponde al tiempo de

viaje de la onda, / es la longitud total de la línea, mientras que, vw representa a la velocidad de

viaje de la onda.

4.3 Aplicación

A continuación se muestran los resultados obtenidos por el uso de este tipo de simplificación. Las

líneas analizadas son las mismas que anteriormente se estudiaron en el capítulo 3, solo que ahora

se calcula la matriz 'M' una sola vez a una determinada frecuencia; la cual, es obtenida de

acuerdo a la longitud de la línea, velocidad y al tiempo de viaje de la onda.

4.3. 1 Línea trifásica vertical

En este ejemplo se muestra el resultado del análisis del transitorio en la fase 'a' causado por la

energización una línea; esta, con disposición de sus conductores en forma vertical. Las

frecuencias utilizadas para este análisis fueron de 300 Hz, 750 Hz (frecuencia de resonancia

natural), 10 Khz y 500 Khz. El tiempo de estudio fue de 16 milisegundos y se emplearon 1024

muestras. Los datos físicos de la línea utilizados para el estudio se exponen en el apéndice A

(tablas A.1 y A.3). Los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.1. El tiempo total

promedio de cómputo fue de 15.64 seg. aproximadamente por cada frecuencia de simplificación.
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> 0.5
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Referencia

300 Hz

750 Hz

10Khz

500 KHz

0.002 0.004 0006 0.008 0.01

Tiempo (seg)

0012 0.014 0.016

Fig. 4. 1 Comparación de las formas de onda resultantes del voltaje calculado en el lado de recepción en la fase 'a'

utilizando simplificaciones con diversos valores de frecuencia.

En la fig. 4.1 se puede observar un gran parecido de las formas de onda obtenidas por las

simplificaciones por frecuencia con la de referencia. Esta forma de onda de referencia se obtuvo

mediante Análisis Modal; esto, sin la introducción de transformaciones especiales. También se

puede apreciar que a medida que se va eligiendo una frecuencia cada vez más distante a la de

resonancia natural, la forma de onda del voltaje calculado difiere cada vez más de la de referencia.

Esta diferencia es debida a las características propias de la línea. Por lo tanto, este análisis puede

ser utilizado para estudios estadísticos de sobrevoltajes, por el hecho de reproducirse

perfectamente solo el primer rebote de la onda. A continuación se presenta en la fig. 4.2 así como

en la tabla V el error obtenido en la fase a' por el uso de este tipo de simplificaciones dentro del

método de análisis.
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6 8 10

Tiempo (seg) x10

Fig. 4.2 Comparación de los errores obtenidos en los cálculos en la línea vertical

por la introducción de simplificaciones.

Tabla V. Valores máximos del error calculado en la fase "a'

en el análisis por el uso de simplificaciones.

Frecuencia de

simplificación

Error fase 'a', (%)

Máximo

300 Hz 0.5108

750 Hz 1 .4986

10 Khz 13.408

500 Khz 35.4551

Al igual que en las transformaciones especiales analizadas en el capítulo anterior, la aplicación de

las simplificaciones tienen un determinado costo; éste es, un acarreo de error existente en los

cálculos. Como este también es un método aproximado, puede no ser muy preciso ni exacto. En

la tabla V se puede notar, así como en la fig. 4.2, que los valores de frecuencia para la

simplificación muy cercanos o menores a la frecuencia de resonancia natural (750 Hz), son los que

obtienen menos error con respecto a la forma de onda en referencia. Por lo tanto, se puede en un

determinado caso, despreciar estos valores de error.
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4.3.2 Línea trifásica horizontal

En este caso se realiza la comparación de las formas de onda de un transitorio electromagnético en

la fase 'a' producido por la energización de la línea, ahora, utilizando una disposición de los

conductores en forma horizontal. Las frecuencias utilizadas para este análisis fueron de 300 Hz,

750 Hz (frecuencia de resonancia natural), 10 Khz y 500 Khz. El lado de recepción se encuentra

con una alta impedancia en terminales, Z—■>». Se utilizó un total de 1024 muestras, con un

tiempo de observación de 16 milisegundos. Los datos físicos tomados para este análisis se

encuentran en las tablas A.1 y A.3. Los resultados se muestran en la fig. 4.3
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Referencia

300 Hz

750 Hz

10 Khz

500 Khz

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

Tiempo (seg)

Fig. 4.3 Comparación de los voltajes calculados en el lado de recepción en la fase "a' utilizando

diversos valores de frecuencia para la simplificación.

Se puede observar que el comportamiento del transitorio es muy parecido en los cuatro casos de

simplificación a la forma de onda en referencia; esto, utilizando una geometría de la línea en

forma horizontal. Se puede observar que los resultados del análisis hecho a una línea horizontal no

son los mismos a los obtenidos en una vertical. Por lo tanto, se concluye que el tipo de geometría

utilizada en la línea influye de manera importante sobre los modos y constantes de propagación, y
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por lo tanto en la conducta del transitorio. En la fig. 4.4, así como en la tabla VI, se muestra el

error obtenido por el uso de este tipo de simplificaciones. El tiempo total de cómputo utilizado

en este estudio fue de 15.52 seg. aproximadamente en promedio por frecuencia de simplificación.

6 8 10

Tiempo (seg) xio

Fig. 4.4 Comparación del error obtenido en los cálculos en la fase 'a' por

el uso de simplificaciones en el estudio en una línea horizontal.

Tabla VI. Errores máximos obtenidos en los cálculos en la fase 'a' por

la introducción de simplificaciones en el método.

Frecuencia de

simplificación

Error fase 'a'
, (%)

Máximo

300 Hz 2.1296

750 Hz 1 .4854

10 Khz 4.4813

500 Khz 7.4209
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CAPÍTULO 5

APLICACIONES

5.1 Introducción

En algunos casos prácticos, los parámetros eléctricos de la línea de transmisión son funciones no

solo de la frecuencia, sino también del espacio. Esto es, la geometría de la línea varía con

respecto a su longitud. Este tipo de línea se conoce como no homogénea o no uniforme. En el

análisis de transitorios lentos, tales como los provocados por maniobra de interruptores o por

liberación de fallas, puede tomarse en cuenta únicamente la dependencia frecuencial y asumir la

línea como uniforme. Sin embargo, en el estudio de transitorios rápidos tales como fallas en

subestaciones o los disturbios originados por descargas atmosféricas, la no-uniformidad de la

línea puede tener tanta importancia como su dependencia frecuencial [15,16].

5.2 Línea No-Uniforme

Como ya es sabido, una línea de transmisión no es del todo uniforme, como se considera en la

mayoría de los estudios de transitorios electromagnéticos. Ésto, con el fin de facilitar el cálculo y

análisis de los mismos. Por consiguiente, algunos estudios pueden tener un error de aproximación

debido a que no se consideran ciertos aspectos de no-uniformidad en la línea. Estas no-

uniformidades pueden ser por ejemplo, la curva catenaria, la resistividad del terreno diferente en

ciertos lugares, diámetro del conductor distinto, etc.

Para analizar líneas no-uniformes empleando modelos de dos puertos, se divide la línea completa

en M segmentos y se calculan las matrices cadena de cada segmento como líneas uniformes

cuyos parámetros varían de acuerdo con el tipo de no-uniformidad que se presente, como se
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muestra en la fig. 5.1. La matriz cadena completa resultante se obtiene como la multiplicación

(en el orden apropiado) de las matrices cadena de todas las secciones [17,18]:

o bien:

donde:

1/

= 0(M)...<D(,)...<D(,)

<D
(0 _

Yi^M+i

cosh(y,Ax) Y0('íe«/!(\|/(Ax)

Y0lsenh(\\i iAx) cosh(\\rtAx)

(5.2.1a)

(5.2.1b)

(5.2.1c)

Z3

Z2

4»! <t>2 *3 <¡>M

Ax

Fig. 5. 1 Conexión Cascada de Matrices Cadena.

siendo *P- e Yo, las matrices de propagación de tensiones y de admitancia característica del i-

esimo segmento de línea, y Ax el paso de discretización de la longitud. Evidentemente la

exactitud del procedimiento dependerá del número de secciones utilizadas para aproximar la

línea. Para la aproximación adecuada de Ax, debe cumplirse la condición de Courant-Fredrichs-

Lewi (CFL) [19].

Ax > vAí

donde v es la velocidad de propagación de onda.
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5.3 Ejemplos de Aplicación

A continuación se presenta un ejemplo de aplicación de los métodos de transformación

simplificados aplicados al análisis del transitorio electromagnético en una línea de transmisión

no-uniforme. En este estudio se supone una catenaria entre cada par de torres de apoyo así como

un cambio repentino en la resistividad del terreno; esto, debido, al cruce de un río entre algunas

torres de apoyo como se muestra en la fig. 5.2. El análisis se realiza sobre dos tipos de geometría

en la línea, primero vertical y luego horizontal.

y río H

Fig. 5.2 Modelo de la línea a analizar.

En este ejemplo se muestran los resultados de la simulación del transitorio suponiendo la matriz

de autovectores 'M' constante para cada tramo de línea discretizada; esto, en cuatro de los cinco

casos presentados a continuación. En el primer caso se analiza la línea utilizando el Análisis

Modal sin la introducción de algún método de transformación. En el segundo, se utiliza la matriz

normalizada de Clarke como método de transformación. En el tercero, se usa la transformación

de Fortescue (Componentes Simétricas). En el cuarto, se utiliza la frecuencia de resonancia

natural de la línea (750 Hz) para la simplificación. Y, en el quinto caso, se utiliza la matriz de

transformación de Karrenbauer. Al igual que en los capítulos anteriores, se muestra el error

calculado por la introducción de estos métodos.

5.3.1 Línea trifásica vertical

En este ejemplo se toma una línea con un solo circuito trifásico, con sus conductores en

disposición vertical y en la cual se origina un transitorio a causa de una energización. La línea se

dividió en 5 tramos principales; los cuales, se encuentran separados por torres de apoyo. Cada

tramo de línea principal entre apoyos (con su curva catenaria correspondiente) se dividió a su vez

en 15 pequeños tramos para su análisis. Se utilizaron 1024 muestras, con un tiempo de estudio de
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16 ms. Además, se supone para el análisis una resistividad del terreno variante. El lado de

recepción se encuentra con una alta impedancia en sus terminales, Z—►<». Los datos físicos de la

línea tomados se encuentran en las tablas A.2 y A.3 en el apéndice A. Los resultados obtenidos

en el análisis se muestran en la fig. 5.3.
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Fig. 5.3 Comparación del voltaje calculado en el lado de recepción en la fase 'a'en una línea vertical no-uniforme.

Los errores encontrados en este análisis se muestran en la fig. 5.4, en ella se puede observar que

los errores alcanzados son muy parecidos en tres de los cuatro tipos de transformaciones

especiales usadas. En cambio, la forma de onda resultante por el uso de la simplificación por

frecuencia fue la más lejana a la tomada como referencia. En la tabla VIII se puede observar que

el porcentaje máximo en tres de cuatro métodos de transformación es cercano al 120.8% de error.

Mientras que el mayor error máximo obtenido fue de casi el 166.1% aproximadamente cuando se

utiliza la matriz modal obtenida a la frecuencia de resonancia natural. El tiempo promedio de

cómputo utilizado por cada método en este análisis se muestra en la tabla VII a continuación.
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Tabla Vil. Tiempos aproximados de cómputo de los métodos de transformación

simplificados utilizados dentro de este estudio.

Método Tiempo de

Cómputo (seg.)

Referencia 800.6

Clarke 319.4

Comp. Sim. 318.5

Free. Res. 291.11

Karrenbauer 314.22

10"

ioH

Clarke

Comp Sim

Free Res

Karrenbauer

6 8 10

Tiempo (seg)

2 14 16

x10'3

Fie. 5.4 Comparación de los errores calculados en la fase 'a' en una línea vertical no-uniforme

Tabla VIII. Errores calculados en la fase a' por la introducción de transformaciones.

Método de

Transformación

Error fase 'a', (%)

Máximo

Clarke 120.8296

Comp. Sim. 120.8296

Free. Res. 166.17

Karrenbauer 120.8296
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5.3.2 Línea trifásica horizontal

En este ejemplo se propone una línea conformada por un solo circuito trifásico en la cual se

origina un transitorio electromagnético debido a la energización de la misma. Ésta, se divide en

5 tramos principales, cada uno con su catenaria correspondiente; estos, se encuentran separados

cada uno por torres de apoyo. Cada tramo principal se divide en 15 pequeños tramos para su

análisis. Se consideró un número total de 1024 muestras y un tiempo de observación de 12 ms.

además de una resistividad del terreno variante. El lado de recepción se encuentra con una alta

impedancia en sus terminales, Z—►■». Los datos de la línea tomados para el estudio se

encuentran en las tablas A.2 y A.4 dentro del apéndice A, al final del trabajo. Los resultados se

muestran en la fig. 5.5.

2 5

1 5
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>

05

-0 5

Referencia

Clarke

Comp. Sim.

Free. Res.

Karrenbauer

0.002 0 004 0 006 0.008 0 01 0.012

Tiempo (seg)

Fig. 5.5 Comparación del voltaje calculado en la fase a' en el lado de recepción en una línea horizontal no-uniforme.

Se puede observar en la fig. 5.5 que el uso de estos métodos de transformación simplificados en el

análisis de este tipo de línea, nos reproduce perfectamente la forma de onda del transitorio en

referencia. Por lo que se puede decir que cualquier método de transformación utilizado para este

análisis es aceptable.

48



En la fig. 5.6 se presenta la comparación de los errores obtenidos por el uso de métodos de

transformación simplificados dentro del análisis. Se puede notar que, el máximo error es

prácticamente el mismo para las formas de onda calculadas mediante los métodos de Clarke,

Fortescue (Componentes Simétricas) y Karrenbauer. Se puede apreciar que el mayor error

máximo obtenido se encuentra con el uso de la simplificación por frecuencia de resonancia

natural, el cual fue de casi el 1 8% aproximadamente. Mientras que, el menor error máximo se

encontró con el uso de los otros tres métodos restantes, con aproximadamente 14.5%. También se

puede observar en la tabla IX, el tiempo requerido por cada método utilizado en este análisis. Se

puede ver que existe una notable diferencia entre el tiempo de cómputo usado por el método de

Análisis Modal; ésto, sin la introducción de algún método de transformación con el tiempo

tomado en los cálculos con la introducción de estos métodos especiales.

o
1—

UJ

4 6 8

Tiempo (seg) x 10'

Fig. 5.6 Comparación de los errores producidos en la fase 'a' en una linea horizontal no-uniforme.
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Tabla IX. Tiempos de cómputo total aproximados de cada método de transformación utilizado

para los cálculos dentro de este estudio.

Método Tiempo de

Cómputo (seg.)

Referencia 620.23

Clarke 324.7

Comp. Sim. 335.05

Free. Res. 281.43

Karrenbauer 314.53

Tabla X. Errores máximos encontrados en los cálculos

del voltaje en recepción en la fase 'a'.

Método de

Transformación

Error fase 'a', (%)

Máximo

Clarke 14.5719

Comp. Sim. 14.5719

Free. Res. 18.0514

Karrenbauer 14.5719
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CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO

6.1 Conclusiones Generales

En esta tesis se incorporan al método de Análisis Modal algunos métodos de transformación

como son los de Componentes Simétricas, la matriz de transformación de Clarke y el método de

Karrenbauer, así como el empleo de modos de propagación constantes. La introducción de estos

métodos facilita los cálculos de los modos y constantes de propagación y por ende se reduce el

tiempo de cómputo.

Se puede decir que el uso de transformaciones especiales así como simplificaciones dentro del

método de Análisis Modal en el análisis de transitorios en el dominio de la frecuencia es

aceptable. Debido a que estas transformaciones son solo aproximaciones para hacer más simple el

cálculo de los modos y constantes de propagación, surge dentro de este un cierto error de cálculo.

Tal error depende de las características físicas de la línea como la disposición geométrica

utilizada.

Los resultados obtenidos muestran también la efectividad del método de Análisis Modal auxiliado

por la Transformada Inversa de Laplace y la conexión en cascada de matrices cadena de

segmentos de línea uniforme, así como el uso de algunos métodos de transformación

simplificados para reproducir diferentes casos de no-uniformidad de las líneas de transmisión.

También se puede notar que los tiempos de cálculo tomados por cada método en cada caso de

estudio fueron aceptables, ya que éstos fueron menores a los tomados como referencia; o sea, los

obtenidos por el método de Análisis Modal sin la introducción de algún método de transformación

especial simplificado. Se concluye que el principal objetivo de la tesis ha sido alcanzado, el
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comparar y demostrar la efectividad de los métodos de transformación especiales simplificados

alternos para facilitar los cálculos de modos y constantes de propagación sobre una línea de

transmisión multiconductora.

Se puede concluir también que los métodos de transformación de Clarke, Fortescue (Componentes

simétricas) y de Karrenbauer, así como las simplificaciones por el empleo de modos de

propagación constantes, son métodos muy confiables y de gran ayuda para el análisis de

transitorios electromagnéticos en líneas de transmisión.

6.2 Trabajos a Futuro

Dada la importancia que representa incorporar los diferentes efectos en el análisis de transitorios

electromagnéticos en las líneas de transmisión, se recomiendan los siguientes trabajos futuros:

• Extensión de este método de análisis para el estudio de transitorios electromagnéticos en

líneas de transmisión de 'n' circuitos en paralelo.

• Utilización de los métodos de diagonalización simplificados en la obtención de redes

equivalentes e impedancias de entrada.
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APÉNDICE A

A.1 Datos y Características Físicas de la Línea

En este apartado se incorpora las disposiciones geométricas así como características físicas de las

líneas de transmisión utilizadas para el análisis de transitorios electromagnéticos sobre las mismas.

Representación unifilar de la línea analizada:

Zccrga

100 km

■n

Vs

Fig. A. 1 Línea en estudio con una alta impedancia en sus terminales de recepción.

Circuito pi equivalente de la línea de transmisión utilizada para los ejemplos de las secciones
3.4 y

4.3.

l 2

-G0-

Ys."

Carga

Fig. A.2 Diagrama del circuito pi equivalente de una línea de transmisión,

alimentada y con carga en recepción.

Representación en circuitos pi de la línea de transmisión (discretizada) utilizada para los ejemplos

5.3.1 y 5.3.2:
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Ys:

i

N. Malla
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Virtual

ÉH ES E3D

Fig. A.3 Conjunto de circuitos pi representando a una linea discretizada.

Características de la línea en análisis:

A. 1 Tabla correspondiente a las características de la línea uniforme analizada en las secciones 3.4 y 4.3.

Conductor

Diámetro

(mts)

Resistividad

Conductor

(Q/m)

Resistividad

Terreno

(Q/m)

Permeabilidad

Conductor

(mhos/m)

Permeabilidad

Terreno

(mhos/m) Permitividad

Bluejay 0.0319786 2.83E-08 100 1 .26E-06 4rrE-07 8.86E-12

A.2 Tabla correspondiente a las características de la línea no-uniforme en análisis

en los ejemplos 5.3.1 y 5.3.2.

Conductor

Diámetro

(mts)

Resistividad

Conductor

(Q/m)

Resistividad

Terreno (Q/m)

Permeabilidad

Conductor

(mhos/m)

Permeabilidad

Terreno

(mhos/m) Permitividad

Bluejay 0.0319786 2.83E-08 100-0.060-100 1.26E-06 4rrE-07 8.86E-12

A.3 Tabla correspondiente a la geometría de la línea tipo vertical de los ejemplos analizados.

Altura apoyos (mts.)

Separación horiz.

(mts.) Longitud

N.de

Tramos

principales

N. de Tramos

entre apoyos

Flecha máxima

vertical (mts.)a b c a-b a-c (mts.)

Uniforme 57.6 44.9 32.2 0 0 1 .00E+05 1 1 No hay
No-

Uniforme 57.6 44.9 32.2 0 0 1.00E+05 5 15 15

A.4 Tabla correspondiente a la geometría de la línea tipo horizontal de los ejemplos estudiados.

Altura apoyos (mts.)

Separación horiz.

(mts.) Longitud

N.de

Tramos

principales

N. de Tramos

entre apoyos

Flecha máxima

vertical (mts.)a b c a-b a-c (mts.)

Uniforme 57.6 57.6 57.6 11.5 23 1 .00E+05 1 1 No hay
No-

Uniforme 57.6 57.6 57.6 11.5 23 1 .00E+05 5 15 15
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APÉNDICE B

B.l Algoritmo de Potenciación

En este apéndice se anexa la lista de los pasos a seguir para el desarrollo del algoritmo de

potenciación para la diagonalización de matrices. Sea A la matriz por diagonalizar:

1 . Copiar A en una matriz auxiliar B.

2. Normalizar B con su mayor elemento

B' = B/B,ymax

3. Elevar B' al cuadrado

D = (B')2

4. Probar convergencia

a. Se localiza el mayor elemento de D (dl).

b. Se localiza el segundo mayor elemento de D (d2) que haya en la misma columna o

renglón de dl.

c. Se realiza la diferencia

(dl/bl)-(d2/b2)

siendo bl y b2 los elementos de B' que tienen la misma posición que dl y d2 tienen en D.

Para lograr la convergencia el resultado de la diferencia debe de ser menor que IO"6

5 Si falla la convergencia hacer

B = D

y repetir los pasos 2, 3 y 4.

6. Si hay convergencia realizar el producto

B = AD

y encontrar k\ como la razón del mayor elemento de B al correspondiente elemento de D.

7. Extraer c, y r¡

c,
= columna de B que contiene al mayor elemento.

?,= renglón de B que contiene al mayor elemento.

57



8. Encontrar el factor de escala

k = f,c,

9. Dividir c, o f, por k.

10. Formar la matriz idempotente

I,=C,í.

1 1 . Formar la nueva matriz

A' = A-X,I,

Este proceso se repite hasta encontrar todos los autovalores y autovectores necesarios.
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