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Resumen

En
esta tesis se hace énfasis, como parte inicial, en la necesidad de la obtención de

sistemas equivalentes para la simulación de transitorios electromagnéticos en redes de

gran tamaño. Se presenta, además, una breve historia del desarrollo y planteamiento de

técnicas de identificación a lo largo de los últimos 50 años.

Enseguida, se describen tres técnicas de identificación utilizadas con frecuencia en el área

de Sistemas de Potencia. Tales técnicas son: la aproximación de funciones mediante

mínimos cuadrados, un método propuesto por T. Noda, basado en un proceso iterativo de

aproximación por funciones polinomiales, y el método conocido por Vector Fitting el cual

fue propuesto por B. Gustavsen. Estas técnicas tienen su base en las funciones racionales en

el dominio de la frecuencia (dominio _.).

Luego, se describe una metodología alterna basada en la aproximación polinomial en el

dominio discreto (dominio z) combinada con la partición del rango de frecuencia y con la

aplicación de técnicas lineales (descomposición en valores singulares o realización

balanceada) para la reducción de orden de modelos.

En este trabajo, se recomienda utilizar el rango completo de frecuencias para la

identificación de funciones suaves con respecto a la frecuencia. Por otro lado, se

recomienda particionar el rango de frecuencias cuando es el caso de una función con

muchas resonancias (picos) en la frecuencia.

Después, se presentan algunas aplicaciones numéricas para la comparación tanto de las

técnicas desarrolladas anteriormente a este trabajo como la propuesta por el autor.

Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo y las recomendaciones para

trabajos futuros.



Abstract

Initially,
in this thesis the neccesity of calculating system equivalents for transient

analysis purposes is highlighted. Additionally, a brief history at the development and

proposal of identification techniques over the last 50 years is presented.

Subsequently, three identification techniques usually used in the Power Systems área are

described. Those techniques are: basic approximation through least squares solution, a

method proposed by T. Noda and based on an iterative procedure to calcúlate polynomial

approximations, and the method known as Vector Fitting, proposed by B. Gustavsen. The

mentioned methods have their common base on rational function approximation in the

frequency domain (í-domain).

Later on, an altérnate methodology, based on polynomial approximation in the discrete

domain (z-domain) combined with frequency partitioning and model order reduction, is

described.

In this work, the author recommends to use a complete frequency range only for smooth

functions with respect to the frequency. On the other hand, it is recommended to

partitioning the frequency range in the case of having a function with many resonances

(spikes).

Then, some numerical applications for validation ofthe proposed technique are presented.

Finally, the conclusions and recommendations for future work are outlined.
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Resumen
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I Introducción

1.1 Redes de gran tamaño y equivalentes

Actualmente
las redes eléctricas son constituidas por cientos de miles de elementos

[1]. El comportamiento de dichas redes durante un fenómeno transitorio se puede

analizar a partir de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODEs, por sus siglas en

Inglés) que rigen la respuesta de cada uno de los elementos básicos que las forman. Por

lo tanto, es inoperativo e incluso imposible simular con detalle dichas redes, aún a pesar

de los avances tecnológicos de la computación. Una de las soluciones a esta

problemática es el uso de equivalentes de redes.

Se puede definir un sistema equivalente como aquel cuya respuesta aproxima con un

error mínimo a la del sistema real [2]. Generalmente, el sistema equivalente contiene en

su modelo matemático un número de ODEs menor al del sistema original; por lo tanto,

se emplea un tiempo de cómputo notablemente menor al de éste último.

Un sistema equivalente es de utilidad práctica para estudiar los efectos producidos por

los fenómenos transitorios en una región en particular de la red, ver Fig. 1 . 1 . A la región

de interés donde ocurre el transitorio se le conoce como zona interna y es modelada con

detalle. El resto del sistema es conocido como zona externa y es representada por un

circuito equivalente [2].

En este trabajo se presenta una metodología matemática basada en aproximación

racional en el dominio z para el cálculo de equivalentes. Inicialmente, se obtiene la

función de transferencia del sistema en el dominio 5. Luego, se calculan aproximaciones

polinomiales en el dominio z de dicha función por medio de la partición del rango de

frecuencias. Enseguida, debido a la aparición de polos redundantes en la aproximación

por secciones, se calcula un modelo de orden reducido utilizando Descomposición en

Valores Singulares (SVD, por sus siglas en Inglés), o, alternativamente, la técnica de

Realización Balanceada. Finalmente, con el polinomio de orden reducido se obtiene la

ecuación de diferencias en el dominio del tiempo para el análisis de transitorios.

1
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Fig. 1.1. Zona interna y zona externa de una red

1.2 Dependencia frecuencial

En general, los elementos que forman parte de una red eléctrica presentan variaciones

con respecto a la frecuencia. Lo anterior se acentúa en el caso de transitorios

electromagnéticos donde se presenta un amplio rango de frecuencias [3]. Por lo tanto, si

se desea una buena representación del fenómeno transitorio, es necesario tomar en

cuenta la dependencia frecuencial de los elementos de la red, especialmente en la zona

interna. Usualmente, la máxima frecuencia a considerar en el modelado de los

elementos de red está relacionada con la contenida en la excitación y/o perturbación.

La respuesta a la frecuencia de un sistema puede ser representada a través de ecuaciones

analíticas o a través de una tabla de datos resultado de mediciones experimentales.

1.3 Precisión de simulación

Es deseable que la dinámica del sistema equivalente se comporte de la forma más

aproximada a la del sistema original. Algunas consideraciones para que se cumpla lo

anterior son:

• Definir un rango de frecuencias de acuerdo con el tipo de transitorio.

• Definir un número adecuado de muestras de la señal.

• Definir un orden adecuado del sistema equivalente, esto puede ser por

experiencia del usuario o puede incrementarse gradualmente.

» Utilizar un método de integración preciso y estable al resolver las ODEs

resultantes.
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1.4 Historia (antecedentes)

En 1 959 E. C. Levy introdujo una técnica en el dominio s para la obtención de sistemas

equivalentes. Dicha técnica, basada en mínimos cuadrados, se utilizó para la

identificación la respuesta a la frecuencia obtenida experimentalmente [4]. Desde

entonces, muchos investigadores han contribuido para mejorar este método. Por

ejemplo, C. K. Sanathanan y J. Koerner en 1963 introdujeron un factor de ponderación

para mejorar la aproximación en bajas frecuencias [5].

W. D. Humpage, et. al. , en 1 980 desarrollaron una metodología en el dominio z para el

análisis de transitorios electromagnéticos en líneas de transmisión [3],

A. Abur y H. Singh en 1993 propusieron el uso de una formulación recursiva para el

desarrollo de redes equivalentes, donde la identificación es directamente en el dominio z

a partir de los datos del dominio del tiempo donde se utilizó una señal de excitación

multi-seno [6]. Esta técnica fue modificada y aplicada para modelar líneas de

transmisión por G. Angelidis y A. Semlyen en 1995. Estos autores aproximaron la

matriz de propagación de onda y la matriz de admitancia característica [7].

Por su parte T. Noda, et. al., propusieron una metodología en el dominio z para obtener

modelos equivalentes de líneas de transmisión [8], [9].

B. Gustavsen y A. Semlyen desarrollaron un método de aproximación en el dominio s

llamado Vector Fitting (VF) que también ha sido aplicado a modelar líneas de

transmisión y redes eléctricas en general [10].

Y. P. Wang y N. R. Watson en 2003 presentaron el uso de la función racional en el

dominio z para la aproximación de la respuesta a la frecuencia para 1 y 2 puertos [11].

Recientemente T. Noda y A. Ramírez describieron ampliamente los aspectos teórico-

prácticos de la identificación en el dominio z con aplicación al estudio de transitorios

electromagnéticos [12].

3



II Identificación en el dominio s

2.1 Introducción

En
este Capítulo se describen algunas metodologías para la obtención de sistemas

equivalentes en el dominio s. La primera de ellas, Identificación por Mínimos

Cuadrados (LSI, por sus siglas en Inglés), tiene como objetivo encontrar una función

racional que aproxime con la mayor precisión al sistema real en todo el rango de

frecuencia [13]. La segunda, propuesta por Taku Noda (T-Noda), propone un

procedimiento iterativo para aproximar una función en el dominio s de manera eficiente

mediante una función racional [14]. Esta técnica puede aplicarse en todo el rango de

frecuencias o por subrangos. La tercera, método de Vector Fitting (VF), está basada en

la aproximación a través de fracciones parciales iniciando con un conjunto de polos

propuestos y mejorando su posición con respecto a la frecuencia a través de un

procedimiento iterativo [10]. La parte final de este capítulo se presenta un ejemplo con

fines de comparación de los métodos mencionados anteriormente.

2.2 Identificación por mínimos cuadrados (LSI)

Sea /"(_•) la función de transferencia (impedancia o admitancia) de un sistema, obtenida

analíticamente o a través de una colección de datos experimentales, para la cual se desea

obtener un sistema equivalente. En esta metodología se propone aproximar /(_■)

mediante una función racional de la forma:

f{s^a+as
+ ... +as»

\ + b¡s +
--- + bNs

donde M < N . La expresión equivalente a (2. 1) es entonces (fracciones parciales):

f{s)zft-*—+d_ (2.2)

donde:

í = jco es la frecuencia imaginaria pura y co = 2n Q, para Cimin < Q < Qmax Hz.

N,M
= orden del polinomio respectivo.
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La precisión de la aproximación (2.1) ó (2.2) estará determinada por el grado del

polinomio (número de polos) así como también por el método numérico que se utilice

para la obtención de los coeficientes (2.1) o polos/residuos (2.2).

El cálculo de los coeficientes de (2.1) puede ser formulado como un problema lineal de

mínimos cuadrados multiplicando ambos lados de (2.1) por el denominador y evaluando

para las frecuencias o).,ü)2, ■■■,coh la expresión resultante. De esta forma se obtiene el

sistema sobredeterminado:

Ax = b, (2.3)

donde el / -ésimo renglón de A está dado por:

A,=[\ s,
... sf -s,f,

...

-af/J, (2.4)

y:

x = \a0,ax,...,aM bt,b2,...,b„~\ (2.5)

b = [f - /_f (2.6)

En (2.4) y (2.6) se utiliza la definición f_=f(s¡), para l = \,2,---,h ,
siendo h>N el

número de mediciones.

Es importante mencionar que (2.3), generalmente es un sistema de ecuaciones mal

condicionado debido a que sk, puede tomar un amplio rango de valores. Además, en la

literatura se ha demostrado que esta técnica usualmente produce un error mayor en

bajas frecuencias [14]. El mal condicionamiento de la matriz yl y el error en bajas

frecuencias pueden resolverse escalando sus columnas, ak ,
a través de la matriz

diagonal £>,para k = \,2 ,---M + N + \ [2]:

D =diag\j\\, (2.7)

donde |«| denota la norma euclidiana, resultando en el nuevo sistema:

ADD~>x = b, (2.8)

o:

Áx=b. (2.9)

Para asegurar que los coeficientes en (2.1) sean reales, (2.9) se plantea en cantidades

reales:

A

A
(2.10)

5



donde los subíndices r e / denotan parte real e imaginaria respectivamente.

Una vez resolviendo (2.10), se calcula el vector solución x como:

x = Dx. (2.11)

Finalmente, se calculan los residuos, polos y la constante d de (2.2) usando la función

"residue" de Matlab a (2. 1).

2.3 Método T-Noda

Esta metodología propone un procedimiento iterativo para aproximar /(_•) mediante

una función racional de la forma (2.2) de una manera más eficiente que el método LSI.

El algoritmo [20], consiste en los siguientes pasos:

a) Formulación del sistema (2.3) en cantidades reales (ver (2.10)) a partir de la

función racional (2.1).

b) Factor de peso adaptivo:

El sistema Ax-b arrojado en el paso anterior, se resuelve iterativamente

aplicando factores de ponderación para muestras en la frecuencia con un error

grande en la iteración anterior, como se describe a continuación.

Considere la función error para la / -ésima muestra en la frecuencia como:

e,(x)^f(sl)-f(sl,x), (2.12)

donde x es el vector solución y f(s,,x) es la respuesta en la frecuencia de la

aproximación racional (2.1). Alternativamente, se puede utilizar el error relativo

dado por:

e(x)=£MzIhA (213)

El objetivo es minimizar una función error S(x) respecto al vector solución x :

mmS(x), (2.14)

donde S(x) está dada por:

6



S(x) = ±\el{x)f (2.15)

Para calcular (2.14) es necesario modificar en cada iteración la solución de (2.3)

agregando un factor de peso, el cual está dado por:

w;' = wr\e,{xm-[)\, (2.16)

donde m= 1
, 2, 3, • • ■ denota el paso iterativo.

Se define para el paso inicial W" = I donde / es la matriz identidad. Para

pasos subsecuentes la formación de Wm está dada por:

W"

w.,

w,rt

W..L

w.,

donde:

< = Re(<),

W,7 = Im(<).

(2.17)

(2.18)

(2.19)

De ésta forma se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones modificado:

Amx'- = bm (2.20)

donde:

Am=WmA, (2.21)

bm = Wmb . (2.22)

Entonces, el proceso de la obtención de (2.20) se resuelve en forma iterativa

hasta lograr el objetivo (2.14).

c) Escalamiento de la matriz Am

Debido al mal condicionamiento de la matriz __'" causado por los elementos s)

sus columnas son balanceadas con el proceso descrito en (2.7) a (2.1 1).

7



d) Cálculo de residuos

Una vez que el vector solución "x" converge, los polos y sus correspondientes

residuos de (2.2) son obtenidos aplicando el comando "residue" de Matlab a

(2.1). En caso de obtener polos inestables, éstos se forzan a ser estables

mediante el cambio de signo de su parte real.

En el caso de que se aplique identificación mediante la partición del rango total

de frecuencias, el resultado viene dado por la suma de funciones del tipo (2.2)

para cada subrango de frecuencias [14]. Entonces, es necesario un recálculo de

los residuos encontrados para el rango completo de frecuencias donde los polos

son mantenidos fijos, como se describe enseguida.

Asumamos que un total de Nr polos reales y Ne pares de polos complejos

conjugados han sido obtenidos del proceso de identificación por secciones;

entonces se tiene:

N, „
N. ( ■** -'.' \

/W*I-
N. f

■**=1 \S~Pm

(2.23)
n=xS-P„

donde * denota el conjugado.

Evaluando (2.23) para varias frecuencias, se obtiene un sistema de la forma:

Ax-b,

donde el / -ésimo renglón de A está dado por:

4 =

i
+ ■■• +

i i i

■Pn. si~Px si Pin.

y*

b = [fx f.í

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Para asegurar que los residuos correspondientes a los polos complejos vengan en

pares conjugados perfectos, (2.24) se formula en cantidades reales en forma

similar a (2.10). En el caso de que aparezcan polos repetidos o con valores muy

cercanos entre sí, éstos son agrupados antes de continuar con el siguiente paso.



e) Implementación en el dominio del tiempo.

Una vez aproximada la función de transferencia f(s), la relación entrada-salida

del sistema puede ser expresada en el dominio del tiempo como un conjunto de

ODEs de la forma [15]:

x- Ax + Bu
,

(2.28)
y
= Cx + du

,

donde A es una matriz diagonal con los polos obtenidos como sus elementos, B

es un vector columna de "unos", C es un vector renglón con los residuos de

(2.23) y d es una constante.

La solución de (2.28) puede ser llevada a cabo mediante la aplicación de la regla

trapezoidal de integración con un paso de tiempo A. ; o en su defecto, utilizando

el comando "ode" de Matlab.

2.4 Vector Fitting (VF)

Esta metodología es ampliamente utilizada en la literatura, considerando que su

robustez y precisión son altas, incluso para funciones con un alto número de resonancias

[10],[15]. De igual forma a los otros métodos descritos anteriormente, el objetivo de

este método es la aproximación de una función /"(_■) con una función racional. VF

comienza con un conjunto de polos iniciales y mejora su posición con respecto a la

frecuencia a través de un procedimiento iterativo hasta lograr la precisión deseada.

Considere la aproximación:

f(s) =y-^- + d + sg, (2.29)
tTxS-ak

donde los residuos, ck , y los polos, ak , pueden tener valores reales o venir en pares

complejos conjugados, mientras que d y g son reales. El problema consiste en

determinar los coeficientes de (2.29) tal que se obtenga una aproximación en el sentido

de mínimos cuadrados de f(s). Nótese que, debido a las incógnitas ak , (2.29) es un

problema no lineal. VF resuelve (2.29) secuencialmente como un problema lineal en dos

etapas.
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Etapa 1: Identificación de polos

Se especifica un conjunto de polos iniciales ak para (2.29) y se multiplica a /(_■) con

una función desconocida <j([s) . Entonces se tiene:

*(**)/(■»)'

a(s)

m s-at

£-^_-+i
k=xs-ak

(2.30)

Se observa de (2.30) que a(s) tiene los mismos polos que cr (_?)/(_■) . Además, se ha

forzado a a(s) a tener valor de "uno" a altas frecuencias.

Multiplicando el segundo renglón de (2.30) por f(s) e igualando con el primer renglón

de (2.30) resulta en:

\ ( N

Y^-TJ^ + d + sg * £-^ + 1 /(/>, (2.31)

{crf)r¡t{s)~Ofi¡{s)f{s),

donde a las aproximaciones se les ha incluido el subíndice "fit"

Despejando /(_•) de (2.31) :

(2.32)

. í N

\k=xs-ak
f(s)*f(s). (2.33)

La expresión (2.33) es lineal en las incógnitas ck,d ,g ,ck. Por lo tanto puede evaluarse

para un conjunto de frecuencias resultando en el sistema sobredeterminado:

Ax = b. (2.34)

Por ejemplo, considere la evaluación para la /-ésima frecuencia de f(s¡), entonces el

/-ésimo renglón de (2.34) está dado por:

y:

1
1 1

1 ,
~f< ~f>

'

s,-aN

'

s,-al s,-aN_
(2.35)V

s,-a,

x = [ct ■■■

cN d g c,
••• cNf (2.36)

b = [fx - Af (2.37)

10



En caso de polos complejos de (2.33), el sistema (2.34) se descompone en su parte real

e imaginaria como se indica en (2.10).

Una vez que se obtiene el vector solución x de (2.34), se calcula f(s) de (2.31) de la

siguiente manera. De (2.31) y (2.32) se tienen:

JV + I

n<a-T*>
.»/)„(»)=*-$

— ' (2-38)

*f„(s)
=^ (2-39)

_=i

Entonces, tomando en cuenta (2.31), (2.38) y (2.39) se tiene:

N+l

ns)A^n^l^gJ (2.40)

°>w n(J_ti)
_=i

La expresión (2.40) muestra que los polos de f(s) son iguales a los ceros de o~fil(s).

Nótese de (2.40) que los polos iniciales han sido cancelados en la división.

De esta forma se obtiene un conjunto de polos para f(s) mediante el cálculo de los

ceros de cxfu(s) ,
el cual se lleva a cabo aplicando el comando "zpk" de Matlab a la parte

derecha de (2.31). De igual forma al método T-Noda, se tiene la opción de convertir los

polos inestables a estables.

En el caso g
= 0 o (d = 0) se hacen las modificaciones correspondientes en (2.30) a

(2.33).

Etapa 2: Identificación de residuos

En principio, se podrían calcular los residuos de f[s) a través de (2.40); sin embargo,

se obtiene un resultado más preciso si se evalúa el problema original (2.29) con los

polos ak de f(s) dado por los ceros de ct/;,(_*) [10]. Esto resulta en un problema

lineal sobredeterminado de la forma Ax = b
,
donde la solución del vector x contiene

los términos ck ,
d y g .
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En la técnica de VF se recomienda la selección de los polos de inicio de la siguiente

forma [10]:

at=-a+JP, (2.41)

aw=-a-jfi_ (2.42)

donde:

a = -P-. (2.43)
100

siendo fi una cantidad linealmente distribuida a lo largo del rango de frecuencias.

2.5 Ejemplo

Con propósitos de ilustración, considere f(s) como una función de transferencia

arbitraria dada por (2.44) y evaluada con 300 puntos en un rango de 1 Hz a 1 KHz.

,

._
0.05 0.03 0.03 10

|

10

/(íJ"_+0.01
+

i + (10 + 720)
+

i + (10-y20)
+

i + (lO + y200)
+

í + (lO-y200) (2.44)

15 15 8 8

_+(10 + ;1000) _+(10-7l000) _+(10 + y3000) _+(10-y3000)

En la Fig. 2.1 se presenta la comparación de la aproximación racional dada por los

métodos descritos en este Capítulo; esto es, LSI, T-Noda y VF. En todos los métodos se

ha utilizado un orden de aproximación de 8 polos. De la Fig. 2. 1 se puede apreciar que

los tres métodos dan resultados muy similares. Para la evaluación de los métodos

anteriores, el error rms relativo se calcula con:

lil/-/)2**'
""I=jA77¿- (2'45)

donde f es la aproximación resultante de la función real /

La Tabla 2. 1 presenta el error rms obtenido en la aproximación y el tiempo de cómputo

requerido por cada método considerando 3 iteraciones para los métodos de VF y T-

Noda. La computadora que se utilizó para obtener dichos resultados es una Pentium IV

con 512 Mb de memoria RAM y con una velocidad de procesamiento de 3 GHz.
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Tabla 2.1. Resultados obtenidos en aproximación de función arbitraria

Método Error(rms) Tiempo(s)

LSI 5.77x1 0"3 0.031

T-Noda 4.68x1 0"J 0.15

VF 3.12x10"' 0.21

1

0.8

TJ

I 0.6

0.4

0.2

0

10'

f(s) exacta

LSI

T-Noda

VF

10 10'

Frecuencia (Hz)

Fig. 2.1. Respuesta a la frecuencia de una función arbitraria.

ioJ

Como se puede observar en la Fig. 2.1 y de los resultados de la Tabla 2.1, las

aproximaciones dadas por las técnicas LSI y VF arrojan un error similar.

Es importante mencionar que el método básico LSI se modificó en este trabajo mediante

el escalamiento de la matriz A en el sistema Ax = b resultante como es descrito en

(2.7) a (2.11); de otra forma, sin escalamiento los resultados arrojados viene con un

error rms igual a 0.96, véase Fig. 2.2.
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1

i i

f(s) exacta ,1
0.8

LSI

TJ

| 0.6

1
0.4

1
0.2

n
_^VJLí *_.

10 10 10

Frecuencia (Hz)

Fig. 2.2. Respuesta a la frecuencia sin escalamiento de columnas
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III Identificación en el dominio z

3.1 Introducción

En
este Capítulo se presenta una metodología para el cálculo de equivalentes basada

en aproximación racional en el dominio z [12] Inicialmente, se establece la

conversión de una función racional en el dominio z a una ecuación de diferencias en el

dominio del tiempo. Esta última es utilizada para el cálculo de la dinámica del sistema.

Luego, se describe la formulación matemática del cálculo de equivalentes considerando

un rango completo de frecuencias y aplicando un criterio de estabilidad para la

obtención de la función racional. Enseguida, se extiende el algoritmo para el cálculo de

aproximación por secciones en el dominio z (nombrado aquí como z-D), en base a la

partición del rango de frecuencias. Finalmente, se obtiene un modelo de orden reducido

de la función racional obtenida utilizando una técnica basada en descomposición de

valores singulares (SVD) o en realización balanceada.

3.2 Función racional en el dominio z. y ecuación de diferencias

Considere para una red eléctrica la excitación v(z) y la respuesta /'(z) relacionadas a

través de una función de transferencia y (z) ,
como se muestra en la Fig. 3.1.

xi;) r
l

Fig. 3.1. Relación entrada-salida en el dominio z

Entonces, y puede representar, por ejemplo, la admitancia de la red, siendo expresada

como:

y
= L (3.1)
v

En este trabajo se propone aproximar a "/' a través de una función racional del tipo

[11]:
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ao±a¿ +a2r+-. + aMz-M f3 2)
\ +br+b_z2+- + bNz-N

'

donde M <N
, multiplicando (3.2) por el denominador se obtiene:

(l+V-'+V2+- +V N)i = {a0+alz-ra2z-2+- + aMz-M)v, (3.3)

o:

i = a0v + (ai:- +a2z'2 +... + aMz-M)v-(blz-1 +btz-2 +-. + bNz-N)i . (3.4)

En el dominio del tiempo (3.4) puede ser expresada como la siguiente ecuación de

diferencias (donde A. es el paso de tiempo) [16] [17]:

i(nÁt) = a0v(nAt) + a,v(nAt
-

At) + a2v(nAt
-

2At) +
■■■ + aMv(nAt

-

MAt)

-b.i(nAt-At)-b2i(nAt-2At) bNi(nAt-NAt) .

Nótese que, de acuerdo a (3.5), la respuesta del sistema en un tiempo nAt está dada en

función de sí misma y de la excitación en tiempos anteriores. Nótese además que, (3.5)

está estrechamente relacionada con el concepto de convolución recursiva [18].

3.3 Identificación de rango completo

La identificación de una función a través de una función racional considerando un

amplio rango de frecuencias se propone aquí solamente para funciones suaves, es decir,

funciones con un número reducido de resonancias (picos). Entonces, el algoritmo

resultante es robusto y computacionalmente eficiente, el cual arroja una aproximación

precisa y de bajo orden. Por otro lado, si la función a aproximar tiene muchos picos en

la frecuencia, se obtiene una eficiencia computacional baja y un orden de aproximación

alto.

Sea f(s) una función de transferencia dada por una colección de datos discretos en el

dominio de la frecuencia. Se desea obtener un sistema equivalente a f[s) de orden

M,N mediante una función racional de la forma [11]:

-1 -M

f\z)= rrr^-T Ti, ,-»
• (3-6)

o en forma equivalente (fracciones parciales) asumiendo que M <N :
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(3.7)

Para el cálculo de los coeficientes en (3.6), se considera la definición [16]:

z = esAl (3.8)

Entonces tenemos que para cualquier potencia k :

-*
= g"

*-•*■
=--- cos{kcoAt)

-

j sin(toAí) . (3.9)

Tomando en cuenta (3.9), se multiplica ambos lados de (3.6) por el denominador y se

evalúa para varias frecuencias, cox,co2, •••,coh, obteniendo el sistema sobredeterminado

de la forma:

Ax = b,

donde:

A =

__,, Al2

(3.10)

(3.11)
A A

X = [X«p %»J =[a0-aM bX-°N_\ (3*12)

b = [bup bhnJ=[-f; - -fi-fl - -fli (3.13)

Asumiendo h > N el número de mediciones, las submatrices de A están dadas por:

-1 -cos(fij,A/)
••• -cos(M-a,Aí)

•• -cos(Mú)hAt)

f cos(Nco[At) + fi' sin (Nco.At)

/; cos (NcohAt) + /; sin (NcohAt)

■ s'm(M(o,At)

Ai

4,=

Y.

1 -cos(íü^Aí)

f{ cos{cosAt) +f úxx^Ai)
■■

/; eos (cohAt ) + fl sin (cohAt)
■ ■

0 sin («y.A.)

A2] = : :

0 sin(ú_AA/)

fl cos ( <y,Ai)-f' sin (<__>, Ai)
•■

/;cos(íy,A.)-/;sin(íy,A.)
■•

(3.14)

,(3.15)

■ s'm(McohAt)

/¡' cos (Nú.,Ai )
-

yj,r sin ( NwxAt)

flcos(N(ohAt)-fhrs'm(NcohAt)

(3.16)

(3.17)

Si se desea una mayor precisión para algunas frecuencias de interés, el sistema (3.10) es

modificado con una matriz diagonal de ponderación [13], esto es:
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WAx = Wb, (3.18)

donde en W se definen con un valor igual a la unidad a aquellos elementos

correspondientes a frecuencias sin ponderar.

3.4 Estabilidad de la función racional

Una vez obtenidos los coeficientes de (3.6), la estabilidad de la función aproximada se

analiza a través de (3.7) donde el comando '"residue" de Matlab es utilizado para el

cálculo de las fracciones parciales en (3.7) [25].

De acuerdo a la transformación (3.8), los polos estables, situados en el lado izquierdo

del plano _•
,
son mapeados en el plano z dentro de una circunferencia con un radio

igual a la unidad [17], ver Fig. 3.2.

lm{z¡'
■*.

j

w
W Rc'2

-j

> '

Im{s|

«¡i
«—

•—

áll

Reís!

(a) plano s (b) plano z

Fig. 3.2. Plano de transformación.

La metodología propuesta (ver sección 3.3) arroja tanto polos estables como inestables.

La solución a este problema consiste básicamente en tomar el recíproco de la magnitud

de los polos inestables en (3.7) para forzarlos a estar dentro del círculo unitario con el

mismo ángulo
"

9 ", esto es:

a.s,=|-V w*1' (319)

\rmest \

En base a la modificación (3.19), se calcula nuevamente el polinomio del denominador

de (3.6) a través del comando "poly" de Matlab. Esto resulta en un nuevo conjunto de

coeficientes:
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*W=0¡ - b„]T (3.20)

De igual manera, es necesario recalcular los coeficientes del numerador de (3.6). Esto se

realiza en base a un problema lineal de mínimos cuadrados, cuyo sistema

sobredeterminado es de la forma Ax = b
, donde:

A =

resultando en:

b=b-
Ax

Ax

X'up=[a0 ••• «_,]

(3.21)

(3.22)

(3.23)

3.5 Identificación por secciones

Para la identificación de una función de transferencia, /(j), dentro de un amplio rango

de frecuencias y con un gran número de resonancias, es necesario un alto orden de la

función racional equivalente (3.6). De la misma forma, también se necesita una matriz

de ponderación adecuada la cual disminuya errores producidos por el mal

condicionamiento de la matriz A en (3.10). En este trabajo se propone la aproximación

por secciones basada en particionar el rango total de frecuencias en subrangos [19], ver

Fig. 3.3. El método consiste en los pasos descritos a continuación.

• Considere el rango completo de frecuencias dado por Q
= [í2mjnQmax] y que es

dividido en un número, r¡ ,
de subrangos Q,

• • • Q_ de tal forma que sus uniones

resultan en Q . El rango de cada sección puede ser seleccionado por el usuario

según la forma de la señal y los números de resonancias que la componen o se

puede automatizar [20]. Sin pérdida de generalidad, en este trabajo se utiliza la

primera opción.
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n, d_ ■ a*?

Fig. 3.3. Aproximación por secciones

Una vez que se han definido los subrangos de frecuencias, f se aproxima para

cada sección con un polinomio de la forma (3.6), como se indica abajo, donde

los polos son forzados a ser estables en el dominio z como se describió en la

sección 3.4.

• Considere M, < N. como el orden de la aproximación polinomial para la /-ésima

sección. Inicialmente se aproxima f para la primer sección como:

F.ÍOjs/ite). (3.24)

• Enseguida se aproxima el error dado por F,(Q2) y f_(&2) (en el subrango

íllu_22) como:

F2(Q2) = f_(Q2)-F,{n2). (3.25)

Entonces, la aproximación resultante en la segunda sección está dada por:

/2(Q2) = F2(Q2) + F,(Q2). (3.26)

• Este proceso se sigue hasta aproximar la función / para el último rango de

frecuencias Q_.

Con el procedimiento descrito anteriormente se obtiene la aproximación total
dada por:

/(*)■*-
a_+alz"+---+aMz~~

l+hz'1 +—+b„z'A

c0+ctz- +---+cMiz~
'

\+dlz'l+—+dNlz-Nl
■+■■■+

e0+elz-'+***+e„z~"1

\+gr+--+gNz~K
. (3.27)

En base a (3.27), se realiza un refinamiento en el rango completo de frecuencia de los

coeficientes de los numeradores a través del planteamiento de un sistema lineal

sobredeterminado de la forma:

Ax = b, (3.28)
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donde el /-ésimo renglón de A está dado por:

¿,=[Rx(i) Rx'(i)
•••

Ri]i)
"•

Rn(i) R~n(i)
•••

R~«(t)]> 0-29)

y-

x = [a0 a\ •••

aM¡ c0 c,
•••

cM:
■••

e0 e, ■■■eM] (3.30)

b = [fl
-

/; fi - fij (3*31)

donde Rm{¡) ,
m = 1,2, • ■

•, rj , corresponden al recíproco de cada uno de los

denominadores de (3.27) evaluados para la /-ésima frecuencia y los superíndices r e /

indican la parte real y la parte imaginaria, respectivamente, del elemento en cuestión.

Entonces, (3.28) se formula en variables reales como en (2.10) para su solución.

3.6 Reducción de orden del modelo equivalente

La aproximación racional (3.27) resulta con un gran número de polos, de los cuales

algunos son redundantes. Este innecesario alto orden del modelo puede ser reducido

utilizando descomposición en valores singulares (SVD) o realización balanceada

[21],[25].

• Descomposición en Valores Singulares

Inicialmente, la aproximación racional (3.27) (después del refinamiento de los

coeficientes de los numeradores) se expresa en fracciones parciales (utilizando el

comando "residue" de Matlab) como:

N'
r ^ r A r

/(^I-^+I—+-+IA- <3-32)

Luego, de (3.32) se forma el sistema lineal de ecuaciones sobredeterminado de

la forma:

Ax = b, (3.33)

considere la evaluación para la /-ésima frecuencia de f(s¡), entonces el /-

ésimo renglón de (3.33) está dado por:

a=\-L- ... _J L_ ... _L_ ... _JL_ ... _L_j, (3.34)
z*

-

Pi zi
~

Pn, zi ~Px zi~ Pn, zI ~Px zi~ Pn,
_
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y:

x = [rx
•••

r_*, n
••■

rNi
•■•

r,
••• /■„,] (3.35)

* =U - Af (3-36)

Entonces, aplicando SVD a la matriz A de (3.33), tenemos que:

VLVTx = b, (3.37)

o:

ZVTx = q, (3.38)

donde q
= UHb (donde el superíndice H denota el conjugado transpuesto).

Usando solamente los 2r valores singulares más significativos de A (incluidos

en la diagonal de I), el sistema (3.38) puede ser truncado para obtener un

sistema de orden r con r < N

■?.=£.*>- (3.39)

donde qr e <R2'
, Ir e <R2rX2r y Vr e X2rX2N

Enseguida la solución de (3.39) (utilizando el comando "\" de Matlab) resulta en

un vector disperso x, la dispersidad de x determina los polos de (3.32) que son

significativos en la dinámica del sistema. El resto de fracciones parciales en

(3.32) es entonces ignorada.

Finalmente, la aproximación racional resultante en fracciones parciales es

transformada a su equivalente de la forma (3.6), la cual ya involucra un orden de

modelo reducido. De ésta última se obtiene la ecuación de diferencias como se

describe en la Sección 3.2.

Realización Balanceada

Esta técnica se basa en el principio de asegurar que los gramianos de

controlabilidad y observabilidad de un sistema sean iguales. El objetivo

principal es el de reducir el sistema de orden completo [25]:

x- Ax + Bu
,

r w
(3-40)

y-Cx + du,

a uno de orden reducido:
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K=Arxr+Bru,
(34l)

y
= Crx,.+du,

En esta tesis se utilizó la técnica de Realización Balanceada a través de los

comandos "balrear y "modred" de Matlab. La descripción de la teoría

respectiva está fuera del alcance de este trabajo, para dichos detalles ver [25].
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IV Aplicaciones

4.1 Introducción

En
este Capítulo se describen dos ejemplos ilustrativos para la obtención de

equivalentes de redes. En el primer ejemplo se obtiene la función de transferencia

de una red de tres líneas aéreas monofásicas. En el segundo ejemplo se calcula la

función de transferencia de secuencia positiva de una línea aérea multiconductora en

circuito abierto. Para dichos ejemplos se presenta la comparación de los diferentes

métodos descritos en el Capítulo II y la metodología propuesta para la obtención de

equivalentes de redes en el dominio z, descrita en el Capítulo III. Finalmente, se

muestran simulaciones en el dominio del tiempo para validar la red equivalente

identificada.

4.2 Red monofásica

Como primer ejemplo ilustrativo, considere la red mostrada en la Fig. 4.1. Dicha red

está fonnada por tres líneas de transmisión monofásicas idénticas de longitud igual a

100 Km, altura del conductor igual a 27 m y radio del conductor igual a 2.5 cm. La

resistividad del terreno se ha tomado como 100 Qm. Cada una de las líneas tiene

conectada en sus terminales una carga RL con R = 1 Q. y L =0.3 H. Al lado izquierdo de

la red se tiene una fuente senoidal con parámetros R_ = 0.001 Q y L0 = 5 mH.

La función de transferencia a aproximar consiste en la relación entre la corriente

inyectada al nodo 1 y el respectivo voltaje. Dicha admitancia es calculada utilizando

800 muestras en el rango de 1 Hz a 100 KHz, como se indica en el Apéndice A.
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Fig. 4.1. Configuración de la red monofásica

En la Fig. 4.2 se muestran los resultados de la aproximación dados por los métodos

descritos en esta tesis; esto es, T-Noda, VF y z-D. En todos los métodos se ha utilizado

un orden de aproximación de 20 pares de polos complejos. De la Fig. 4.2 se puede

apreciar que los tres métodos dan resultados muy similares, superponiéndose las

aproximaciones con la función exacta.

10 10' 10' ioJ

Frecuencia (Hz)

Fig. 4.2. Admitancia de entrada para red monofásica
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La Tabla 4. 1 presenta el error rms obtenido en la aproximación, el tiempo de cómputo

requerido por cada método así como el número de secciones en que se ha dividido el

rango completo de frecuencias. La computadora que se utilizó para obtener dichos

resultados es la descrita en la sección 2.5. Cabe hacer notar que para los métodos de T-

Noda y VF se utilizaron 5 iteraciones para obtener los resultados presentados en la

Tabla 4.1.

Tabla 4.1. Resultados obtenidos en la aproximación red monofásica

Método Error(rmj) Tiempo(s) Secciones (Hz)

T-Noda 6.93x10° 0.32 [10ü 10¿ 10" IO35 10"]

VF 1.84x10"* 1.20 [10u 10"]

z-D 2.63x10-' 1.06 [10ü 10M0J410i,!104]

En la Fig. 4.3 se muestran los resultados de aproximación obtenidos aplicando la técnica

de reducción de orden de modelos descrita en la sección 3.6. En todos los métodos se ha

fijado un orden de 5 pares de polos complejos.

10 1010 10 10

Frecuencia (Hz)

Fig. 4.3. Admitancia de entrada para red monofásica
con orden reducido
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En forma similar a la Tabla 4.1, en la Tabla 4.2 se presentan los resultados

correspondientes al modelo reducido.

Nótese que el método propuesto arroja un error menor a los de T-Noda y VF después de

la reducción de orden. Es importante mencionar que el propuesto no es un método

iterativo.

Tabla 4.2. Resultados obtenidos en reducción del modelo equivalente (red monofásica)

Método Error(rms)

T-Noda 5.20xl0"¿

VF 3.71x10"'

z-D 2.54x1 0'2

La Fig. 4.4 muestra la corriente entrando en el nodo 1 de la red mostrada en la Fig. 4. 1

en respuesta a una fuente de voltaje v(. ) = sin(¿y0..Ai ) con co0
= 2ít60 rad/s conectada a

la red en .=0 y utilizando A. = 2.5x1 0"5 s en un rango de 0 s a 0.18 s. Para los

resultados de la Fig. 4.4 se asumieron condiciones iniciales iguales a cero y la red

equivalente resultante de orden reducido.

Para ésta comparación se tomó como base el resultado producido por la transformada

numérica de Laplace (línea continua en Fig. 4.4) [22]. El error rms de la simulación de

la Fig. 4.4 se presenta en la Tabla 4.3.
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xlO

0.05 0.1

Tiempo (s)

Fig. 4.4. Corriente en el dominio del tiempo

0.15

Tabla 4.3. Resultados obtenidos en simulación en el dominio del tiempo

Método Error(rmj)

T-Noda 3.53x10"'

VF 2.12x10"'

z-D 3.89x1 0"2

4.3 Línea trifásica en circuito abierto

Considere la configuración de una línea de transmisión aérea trifásica como la mostrada

en la Fig. 4.5, con longitud igual a 20 Km, altura de conductores igual a 7 m, radio del

conductor igual a 1.1 cm, separación entre hilos de fase de 1.5 m y con una resistividad

del terreno de 1000 Qm.

En este ejemplo se calcula el parámetro de admitancia de secuencia positiva de dicha

línea en circuito abierto considerando el rango de 1 Hz al MHz como se indica en

Apéndice B con un número de 900 muestras.
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Línea Aérea

V(s)Q l(s)

////7f///j/// //7 **////// / //// /// //// / //

Fig. 4.5. Línea de transmisión trifásica en circuito abierto

En forma similar al ejemplo de la sección 4.2, en la Fig. 4.6 se presenta la admitancia

(secuencia positiva) en función de la frecuencia y las aproximaciones dadas por los

métodos descritos en ésta tesis. Debido al número de resonancias, para ésta

aproximación se han utilizado 40 pares de polos complejos para todos los métodos.

0.014

0.012

0.01

a 0.008

1
| 0.006

0.0041-

0.002

0

- Y exacta

T-Noda

-

VF

z-D

JvW-
10° io5

Frecuencia (Hz)

Fig. 4.6. Admitancia de secuencia positiva para línea trifásica

En la Tabla 4.4 se muestra el error rms obtenido, el tiempo de cómputo requerido por

cada método así como el número de secciones en que se ha dividido el rango completo

de frecuencias.
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Tabla 4.4. Resultados obtenidos en la aproximación para línea trifásica

Método Error(rm_) Tiempo(s) Secciones (Hz)

T-Noda 2.501x10"' 0.51 [10ü 10J
u
10" 10"

'

IO5]

VF 2.28x10"" 3.35 [10u IO5]

z-D 3.78x10"' 2.51 [10° io3
■"■

1044 IO47 105]

En la Fig. 4.7 se muestran los resultados de la aproximación aplicando la técnica de

reducción de orden de modelos. En todos los métodos se ha fijado un orden de 15 pares

de polos complejos. Además, en la Tabla 4.5 se presenta el error rms dado por la técnica

de reducción de modelo.

0.014

0.012

0.01

a 0.008

esA
0.006

Y exacta

T-Noda

- VF

z-D

-

J 1 i
/

VW**^

0.004

0.002

10°
.

io5
Frecuencia (Hz)

Fig. 4.7. Admitancia de secuencia positiva para línea trifásica con orden reducido

Tabla 4.5. Resultados obtenidos en reducción del modelo equivalente (línea trifásica)

Método Error(/*mj)

T-Noda 2.87x10"'

VF 3.74X10"3

z-D 1.99x10"'
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V Conclusiones y trabajos futuros

5.1 Conclusiones

En
esta tesis se han descrito tres de las técnicas más utilizadas en el área de Sistemas

de Potencia para la obtención de sistemas equivalentes en el dominio s. Esta son:

identificación básica basada en mínimos cuadrados, método de identificación propuesto

por Taku Noda y el método de Vector Fitting. Además, se ha descrito la propuesta de

una técnica de identificación en el dominio z. Esta última metodología se basa en la

aproximación polinomial en z para subrangos predeterminados de la frecuencia

compleja, seguida de un proceso de reducción de orden aplicando técnicas de

descomposición de valores singulares o realización balanceada.

Se ha presentado, además, la comparación numérica entre la identificación en el

dominio s y la propuesta en el dominio z. Los resultados arrojados por ésta última son

comparables con las técnicas de la primera. Aunque cabe hacer notar que la técnica

propuesta consiste en un método no-iterativo.

Adicionalmente, una de las ventajas de la identificación en el dominio z es que lleva al

usuario a un planteamiento de ecuaciones recursivas en el tiempo de forma directa,

mientras que las técnicas del dominio s realizan un proceso intermedio
de discretización

de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una de las desventajas del método propuesto es que para un paso de tiempo distinto al

predefinido se necesita recalcular la aproximación. Sin embargo, esto se propone como

una tarea sencilla si solamente se recalculan los residuos de la aproximación con el paso

de tiempo anterior.
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5.2 Trabajos futuros

• Convertir la metodología propuesta en un proceso iterativo. Esto permitirá

mayor precisión en los resultados.

• Obtención de un criterio para definir el orden de aproximación partiendo de un

error predeterminado.

• Implementar metodología de aproximación para un distinto Ai del definido

inicialmente mediante el re-cálculo de los residuos solamente.
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Apéndice a

Cálculo de la respuesta frecuencial de la red monofásica, Capítulo IV

Para cada ima de las frecuencias se realiza el procedimiento siguiente. Primeramente se

calcula la impedancia del conductor (por unidad de longitud) Zc [26]:

2
Z ~yJRcD +ZAF

donde:

RcD 2
nr

2nr

(Al)

(A.2)

(A.3)

En (A.2) y (A.3) pc representa la resistividad del conductor (Qm), rc es el radio del

conductor (m), y p0
= 4n x IO"7 (H/m).

De la misma forma, se calcula la impedancia de tierra Z, y la impedancia geométrica

Z.:

Zg+Zl =^log
2(h + p)

(A.4)

donde h es la altura del conductor (m) yp es la profundidad de penetración en tierra

por efecto piel (profundidad compleja) dada por:

(A.5)

donde p es la resistividad del terreno. De ésta forma, se obtienen la impedancia total

Z y la admitancia total Y de la línea como:

(A.6)

27T£n

z =zc+z,+zg,

Y =s

\og(2hrc)
(A.7)

donde sü
= 8.854x 10

n

(F/m) es la permitividad del espacio libre.
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Enseguida, con Z y Y se obtienen la función de propagación de onda, y, y la

admitancia característica de la línea, Ych ,
con:

y
= 4ZY (A.8)

Entonces, los parámetros AB de la línea con dependencia frecuencial por unidad de

longitud ( (. ) están dados por:

A = YchcoHyt), (A.10)

B = -Ych cos ech(y£). (A.II)

Luego, para cada línea se obtiene el modelo n de admitancias como el mostrado en la

Fig. A.1.

A-B A-B

Fig. A.1. Circuito n equivalente en parámetros AB

Una vez obtenida la representación n de cada línea, se procede a calcular la matriz

nodal de la red mostrada en la Fig. 4.1 como:

donde:

i = Y V1 **

nodal"

i = [i0 o o of

(A.12)

(A.13)

V = [V, V2 V, Vj (A.14)

A + -

I

R„ + sL„

-B 3/f +

0

0

-li

R + sL

sRL

-B A +

-B

0

-B

R + sL

sRL

0

0

-B

0

R + sL

sRL

(A.15)
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Finalmente, de (A.12) se obtiene la relación entre la corriente entrando al nodo 1 y

voltaje del nodo 1 como:

donde:

—L=V -Y Y'lY -Y

y
/ll M2/22 I2X **0

r* =

1
xx

~

". + Y,, ,

y»~-~-[~B 0 0],

*ix = [-B 0 0f

,
. R + sL

3__ +

sRL
-B -B

-B
. R + sL

A +

sRL
0

-B

Y

0

1

A +

R + sL

sRL

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

'

Ko+sL0
(A.21)

38



Apéndice b

Cálculo de la respuesta frecuencial de la línea trifásica, Capítulo IV

La admitancia H de circuito abierto de la línea aérea trifásica de la Fig. 4.5 está dada

por:

H = A-B(A)~' B, (B.l)

donde los parámetros AB del circuito n es el equivalente de (A.10) y (A.II) para

líneas multiconductoras y son calculados como [23],[24]:

A = Ychco\h(cpí), (B.2)

5 = r,„csc%£), (B.3)

donde:

cp
= 4zl (B.4)

Ych=Z-x4ZY (B.5)

En (B.4) y (B.5) Z y Y son las matrices de impedancia y admitancia, respectivamente,

de la línea en por unidad de longitud. Para el análisis de la línea en componentes de

secuencia cero, positiva y negativa se utiliza una transformación tal que:

H0+-=TY¡mT-' (B.6)

donde:

(B.7)

y. Ym Ym

Y,„ n ym

Y,„ Y„ Y> 1

T =

1 1 1

"

1 cí' a

1 a a2

(B.8)

donde:

_// (1,1)+ 7/(2,2) + 77(3,3)

Y =
_H (1,2) + 7/ (1,3) + H (2, 3)

(B.9)

(B.10)
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a-e3 (B.II)

De la matriz diagonal en (B.6), se toma el elemento (2,2) para formar la función de

transferencia utilizada en el ejemplo de la sección 4.3, esto es, la componente de

secuencia positiva.
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