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Resumen

Con el acelerado desarrollo que tiene la tecnologia y la escasez inminente de los com-
bustibles fosiles que son utilizados en la generacion de energia eléctrica, la eficiencia en-
ergética en los equipos eléctricos se han vuelto un tema muy importantes. Por lo anterior
que muchos investigadores y disenadores han optado por utilizar en sus modelos técnicas de
aproximacion numérica, tal es el caso de la técnica del elemento finito.

En la actualidad muchos disenadores siguen usando formulas matematicas empiricas de
poco sustento matematico y que en muchos casos introducen gran incertidumbre a los resul-
tados. La técnica del elemento finito da una solucion en el diseno de equipos eléctricos como
lo son los motores y transtormadores de potencia. Los disenadores que utilizan el elemento
finito tipicamente emplean densidades de corriente como fuentes excitadoras, pero en la re-
alidad esto no es del todo cierto. Se conoce que todo equipo eléctrico es excitado por fuentes
de voltajes.

En este trabajo se analiza un transtormador monofasico, considerando primeramente
que tiene una permeabilidad igual al del aire, enseguida se analiza el mismo transformador
monotfasico pero considerando que el niucleo tiene una permeabilidad no lineal, y posterior-
mente se establecen equivalentes lineales. Por ultimo se analiza un transformador trifasico,

en dos casos, caso magnetostatico y caso armonico.
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Abstract

With the fast development in the technology and the impending shortage of fossil fuels
that are used in power generation, the energy efficiency in electrical equipment have become
very important. For these reasons many researchers and designers have chosen to use in
their numerical models approximation techniques, such is the case with the finite element
technique (FEM).

Many designers are still using empirical formulas of little mathematician support and
that often introduced considerable uncertainty and errors in the results. The finite element
technique is a solution in the design of electrical equipment such as motors and transformers
of power. Designers using the Finite element typically employ current densities as exciting
sources, but in reality this is not quite true. We know that every electrical is excited by
voltages source.

This work discusses a transformer single-phase, first considering a permeability like the
air, then the same single-phase transformer is analyzed but now considering that the core
has a nonlinear permeability, and then equivalent linear are established. Finally discusses a

three phase, transformer in both cases, case magnetostatic and harmonic case.

[1]
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Capitulo 1

Introduccion

Con el acelerado desarrollo que tiene la tecnologia y la escasez inminente de los com-
bustibles fosiles que son utilizados en la generacion de energia eléctrica, la eficiencia en-
ergética en los equipos eléctricos se han vuelto un tema muy importantes. En la busqueda de
nuevas técnicas matematicas muchos disenadores e investigadores han regresado la mirada a
la utilizacion de técnicas de aproximacion numérico, tal es el caso de la técnica del elemento
finito. Los elementos finitos triangulares de primer orden se emplearon por primera vez en
aplicaciones de ingenieria eléctrica en 1968. En ese entonces se usaron para resolver prob-
lemas de guias de ondas relativamente sencillos, posteriormente se han utilizado en muchas
areas en donde es necesario determinar potenciales escalares bidimencionales o funciones
de onda. No obstante se siguen usando en problemas en donde se encuentran no lineali-
dades de los materiales o formas geométricas complejas; por ejemplo, al analizar los campos
magneéticos en las maquinas eléctricas o las distribuciones de carga y corriente en disposi-
tivos semiconductores |{1|. Actualmente algunos disefiadores siguen empleando técnicas que
utilizan férmulas matematicas poco claras, muchas de estas de caracter empirico, de poco
sustento matematico y que en ocasiones generan una gran incertidumbre. Tipicamente los
equipos eléctricos tales como motores y transformadores son analizados empleando circuitos

eléctricos, que son una manera simplificada de las ecuaciones de Maxwell, la simplicidad



en el manejo de estos modelos proporcionan una opcién de solucién muy atractiva y rapi-
da, sin embargo, se tiene el inconveniente de que el andlisis estd orientado principalmente a
condiciones de entrada y salida balanceadas. Mientras que las técnicas mateméticas que solu-
cionan las ecuaciones de Maxwell en una forma numérica, se aproximan mas a los fenomenos

naturales porque no consideran tantos supuestos como los modelos circuitales.

Justificacién. Antes de 1940, muchos problemas de electromagnetismo eran resueltos
empleado los métodos clasicos llamados métodos directos. Para obtener una solucion utilizan-
do estos métodos era necesario tener un alto grado de ingeniosidad y experiencia, por lo que
muy pocos problemas précticos podian ser resueltos e investigados. Las técnicas matematicas
que emplean métodos iterativos de solucién contribuyen hoy a resolver el problema. A me-
diados de 1960 con la aparicién de las computadoras de alta velocidad estos meétodos se
hicieron muy populares, y desde entonces se han utilizado en la solucién de problemas cada
vez méas complejos para los cuales las soluciones analiticas son muy complejas o de plano
se encuentran truncadas [4]. Una de las técnicas existentes que emplean métodos iterativos
de solucién para las ecuaciones de Maxwell, es el llamado método del elemento finito cuyas
siglas en inglés son FEM (Finite Elements Method). Los beneficios de este método se en-
cuentra en la eficiencia computacional, ademas, no esta restringido a geometrias regulares e
isotropias de materiales, y no solo se aplica al electromagnetismo también se puede aplicar
a problemas combinados con la mecanica, fluidos, andlisis estructural etc. y es muy efectivo
en fendmenos electromagnéticos ya sea que se encuentren en una forma estatica (Fenémenos
magnéticos basicos en estado estable) o bien se encuentran en el dominio de la frecuencia
(En estado estable) o en el dominio del tiempo (fenémenos transitorios).[11]. En particular,
si se emplean métodos iterativos de solucién de ecuaciones, las técnicas del elemento fini-

to de primer orden algunas veces se asemejan a los métodos cldsicos de diferencias finitas.



La pregunta que surge entonces es cual método debe preferirse. Demerdash y Nehl [12] in-
vestigaron este problema (1976) comparando resultados de problemas resueltos por ambos
métodos. Los elementos finitos parecen ser preferibles aun en el nivel de primer orden. Los
fendmenos estaticos tipicamente son utilizados en situaciones fisicas que se encuentran en es-
tado estable, donde fendémenos tales como corrientes inducidas por movimiento o por fuentes
externas no son tomados en cuenta, en otras palabras, los fenémenos debidos a la dinamica
del problema son ignorados, en lo particular, cuando se tratan de dispositivos eléctricos co-
mo motores o transformadores las fuentes exitadoras deben ser definidas por densidades de
corrientes. La mayoria de los articulos y revistas especializadas reportan que los fenémenos
electromagnéticos son bien aproximados utilizando densidades de corriente como fuentes ex-
itadoras. En varios articulos se reportan métodos que aproximan la dindmica del dispositivo
eléctrico una vez modelado el problema estatico.

El método del elemento finito también permite modelar fendmenos electromagnéticos que se
encuentran en forma fasorial, siendo de gran utilidad porque fenémenos derivados tales como
corrientes y voltajes inducidos se pueden considerar en el modelado, y por si fuera poco se

pueden modelar fenémenos transitorios.

Objetivos. Analizar en detalle los modelos utilizados en el estudio de fendmenos magnéticos
en transformadores eléctricos utilizados en la técnica de elementos finitos bidimensional; Mag-
netostatico, Armonico y Transitorio. Los resultados de los modelos deben ser precisos y se
deben incorporar fuentes de voltaje como excitacion de los devanados. Proponer equivalentes
de bobinas no axisimétricas en estudios bidimensionales. Proponer equivalentes lineales para

nucleos saturados que proporcionen resultados confiables.



Organizacion de la tesis. En el primer capitulo se abordan las ideas principales que
dieron origen a este trabajo, objetivos y justificaciones. En el segundo capitulo se explican
temas generales del electromagnetismo, como son las ecuaciones de Maxwell, de estas ulti-
mas son obtenidas las ecuaciones diferenciales que representan a cada una las regiones del
transformador y como punto final de este capitulo se desarrolla la técnica del elemento finito
aplicado a estas ecuaciones. En el tercer capitulo se describe el acoplamiento de circuitos
externos a regiones del elemento finito y se describen los modelos matematicos de cada una,
de las tres opciones que se utilizan en el estudio de fenémenos electromagnéticos de baja fre-
cuencia . En el cuarto capitulo se describen las caracteristicas del trasformador utilizado en
este estudio, asi como los diferentes modelos (del punto de vista del FEM) que se emplean en
cada region del transformador. 'Y por ultimo, en el capitulo cinco se muestran los resultados

obtenidos al emplear un paquete comercial llamado Ansys, se hacen comparaciones y se dan

conclusiones.



Capitulo 2

Ecuaciones de Maxwell.

La necesidad de obtener una predicciéon mas exacta del comportamiento del transfor-
mador a obligado a los disenadores a usar el modelo electromagnético que se formula con las
ecuaciones de Maxwell. Las soluciéon de estas ecuaciones aproximan el comportamiento real
de dispositivos eléctricos, tales como el motor y transtformador por ejemplo. En este capitulo
se desarrollan las ecuaciones con las cuales se pueden modelar estos dispositivos eléctricos.
Las ecuaciones son formuladas empleando calculo de variaciones y en la cual se obtiene una
funcional, y finalmente en la ultima seccién se da solucién a esta funcional utilizando la.

técnica del elemento finito.

2.1. Ecuaciones de Maxwell.

Las leyes que describen los fenémenos electromagnéticos en baja frecuencia pueden ser

expresadas por cuatro ecuaciones denominadas de Maxwell, que en forma diferencial se ex-

presan como sigue (1].

0B
VXE = 5 (2.1)




VxH =J (2'2)
V-D=p (2.3)
V-B =0 (2.4)

Las variables que relacionan las ecuaciones de Maxwell son resumidas en cinco vectores

y un escalar.

Intensidad de campo eléctrico.

Intensidad de campo magnético.

Densidad de corriente eléctrica.

3la 3 9 3B 3

E
H
Densidad del flujo magnético. B
J
P

Densidad volumétrica de carga eléctrica.

Las relaciones que describen las propiedades del medio (relaciones constitutivas) son.

D =cH (2.5)
B = uH (2.6)
Jd = ok (2.7)
Donde:
€ Permitividad %
v Permeabilidad d
o Conductividad %

Estos tres ultimos parametros generalmente no son homogéneos y sus propiedades dependen

del campo magnético o eléctrico y en el caso general (anisotropicos) deben ser representados



mediante tensores. En dispositivos eléctricos de potencia, tipicamente los materiales emplea-
dos para conducir el flujo y evitar asi la dispersion del mismo son de alta permeabilidad y son
laminados con el propdsito de reducir pérdidas debidas a corrientes parasitas inducidas. En
muchas aplicaciones se emplean deliberadamente materiales anisotrépicos como por ejemplo,
aceros de granos orientados en nucleos de transformadores. Estos materiales tienen un valor
de reluctividad en una direcciéon de preferencia y otro diferente en la direccién ortogonal
[1]. La correcta modelaciéon de estos parametros hace més realista la representacién de los

fendmenos que tienen lugar en los dispositivos eléctricos de potencia.

2.2. Potencial magnético.

La formulacion de las ecuaciones de Maxwell se simplifican considerablemente en el calcu-
lo cuando se representan los campos E y B mediante funciones potenciales. En el caso de un

campo eléctrico estatico la intensidad de campo es representado por una variable potencial

escalar.

E=-VV (2.8)

El potencial magnético vectorial A es derivado de la ecuacién (2.4), la divergencia del rota-
cional de cualquier cualquier variable vectorial debe anularse, por tanto, la densidad de flujo
magnético con el vector identidad V-VxU = 0, nos conduce a que la divergencia de un

rotacional es igual a cero [2].

De la ecuacion (2.9) se observa que

B =VxA (2.10)



2.3. Condiciones Gauge.

Recordado el teorema de Helmholtz, que dice, ” un campo vectorial estd determinado sl
su divergencia y su rotacional estdn especificados en todos los puntos del dominio” [3]. De la
ecuacion (2.10) se observa que existe un elemento de arbitrariedad que al anadir el gradiente
de cualquier funcién escalar de posicién Vc a A no afecta el resultado de la ecuacién (2.10).

En virtud de la arbitrariedad descrita anteriormente V-A puede especificarse a voluntad.
V-A=0 (2.11)

Esta condicion usualmente llamada Coulomb gauge es la mayormente empleada en problemas

de baja frecuencia. Una segunda condicion es conocida como condicién de difusién de gauge.
V- A =—e— (2.12)

Esta eleccién es muy popular por el bajo costo computacional en problemas de gran tamano.
Una tercera condicién es la llamada condicion de Lorentz Gauge, muy usado en problemas

de propagacion de ondas.

V-A = —puoV — u&:%‘—;— (2.13)

2.4. Relacion entre potenciales.

La intensidad de campo eléctrico E puede ser expresado en términos del potencial
magneético vectorial y del potencial eléctrico, esto se hace aplicando la identidad VxVV = 0
y considerando la ecuacién (2.4) y posteriormente se sustituye la ecuacién de induccién de

Faraday. Véase el apéndice A-1 para més detalle de la obtencién de la formulacién.

0A
o= 2.
oy VV (2.14)




2.5. Clasificacion de métodos de solucion.

Una clasificacion de los métodos utilizados para el analisis de problemas de electromag-
netismo pueden ser sub-divididos en experimental, analitico y técnicas numéricas. El primero
es costosa y absorbe sbastante tiempo de trabajo. Si se desean utilizar técnicas analiticas
en estructuras complejas es necesario tener una gran experiencia y gran ingenio para poder
llegar a una soluciéon. Las técnicas numéricas utilizan métodos de aproximacion que con la
ayuda de las computadoras permiten representar con mayor exactitud la gran cantidad de
elementos y de fendmenos fisicos de distinta naturaleza que ocurren en el interior de los

dispositivos eléctricos de potencia.

2.5.1. Meétodos analiticos

Una clasificacion de los métodos analiticos es la siguiente:

= Mapeado conformal, es esencialmente una técnica estatica. Este emplea una trans-
formacion de coordenadas del problema original en una mas simplificada, en donde se
obtienen una solucion analitica en el dominio mapeado. Aplicable a geometrias simples.
Puede ser aplicado a configuraciones complejas después de desarrollar ciertas aprox-
imaciones que simplifican el problema. En estos casos se pueden obtener soluciones

semi-analiticas. También puede ser utilizado como complemento con otros métodos

14].

= Separacién de variables. (también llamado método de Fourier), trata de una solucion
que puede expresarse como un producto de funciones, cada una de ellas dependientes

de una variable. Tiene una flexibilidad limitada [14].

= Expansion en series, escribe la solucion como una serie de funciones infinitas. Como la
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serie infinita puede ser truncada, el método es esencialmente semi-analitico. En muchos
casos puede ser utilizado junto con otros métodos como los anteriormente descritos o

con técnicas numéricas [14].

= Métodos integrales, (como la transformada de Laplace y de Fourier). Son utilizados en
conjunto con otras técnicas numeéricas. Un ejemplo es método del dominio espectral,

en donde la transformada de Fourier es usada junto con el método de Rayleigh-Ritz

14].

2.5.2. Métodos numeéricos.

En la tabla (2.5.2) se muestra una clasificacion de los métodos numéricos mas cominmente
usados para solucionar problemas de electromagnetismo. En anos recientes muchos de estos

métodos han sufrido variaciones [14].

2.5.3. Meétodos basados en formulaciones de ecuaciones diferen-

clales.

Eistos metodos dan solucion en el campo electromagnético en el dominio espacial del prob-
lema, requieren de la discretizacion del dominio. Son apropiados para estructuras cerradas

que pueden ser no homogéneos y anisotropicos.

2.5.3.1. Diferencias finitas

Uno de los métodos mas utilizados para encontrar las solucién a las ecuaciones de Maxwell
es el de Diferencias finitas desarrollado por A. Thom en 1920 bajo el titulo de "El método

de los cuadrados” Este inicialmente fue desarrollado para resolver ecuaciones no lineales de
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Tabla 2.1: Clasificacion de Métodos numéricos.

Ecuaciones de Maxwell

—_

Dominio de la frecuencia

Dominio del tiempo

Ecuaciones diferenciales

*Método de diferencias finitas

* Método de lineas

* Métodos variacionales

| - Rayleigh-Ritz

- Residuos ponderados

‘ — Colocacion

— Sub-dominio

— Galerkin

— Minimos cuadrados

——

Ecuaciones integrales

* Método de momentos

- Colocacion

- Sub-dominio

- Galerkin
- Minimos cuadrados
* Raleigh-Ritz

* Método de elementos

frontera

Ecuaciones diferenciales

* Método de diferencias finitas

- Método de lineas

Método de lineas de trans-

mision

- Método del elemento finito

o —

Ecuaciones integrales

* Método de mo-

mentos
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la hidrodinamica. En 1966 Yee describio las bases de la primera técnica de malla espacial en
el dominio del tiempo para solucionar las ecuaciones de Maxwell. La aportacién de Yee a la
solucién de la ecuaciones de Maxwell fue utilizar dos mallas cartesianas rectangulares entre-
lazadas; una para los vectores del campo eléctrico E y otra para los del campo magnético
H. Al método propuesto por Yee se le conoce como “Diferencias finitas en el dominio del
tiempo” (FDTD del inglés Finite Difference Time Domain), cominmente llamado el método
de Yee. En este método se utiliza una malla de campo eléctrico desplazada espacial y tempo-
ralmente de la malla de campo magnético. Todo esto dentro de un ciclo progresivo de avance
en tiempo, en el que se actualizan los valores del campo eléctrico y del magnético tomando
como base los valores de campos calculados en el paso de tiempo anterior [13]. El método de

Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo, fue la primera técnica numérica en su tipo.

2.5.3.2. Meétodo de lineas.

Se remonta a 1965. Este es una variacion del método de diferencias finitas. Este método
reduce la dimension del problema, resolviendo analiticamente en una dimension. Es aplicable
a estructuras mecanicas en donde los materiales deben ser homogéneos en una direccion. Esta
condicion reduce el rango de aplicabilidad del método. Por otra parte tiene la ventaja de
reducir el nimero de incognitas y por consecuencia el tiempo, almacenamiento y memoria

en el equipo de computo.

2.5.3.3. Meétodos variacionales.

Estos métodos permiten trasformar el problema de soluciéon de ecuaciones diferenciales
en un problema equivalente, en donde se busca una funcién que proporcione un extremo de
una funcional (por lo regular esta funcional es una integral del residual, esto se explica en

capitulos siguientes). Los métodos variacionales pueden ser subdivididas en dos categorias:
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directos e indirectos.

El método directo también es llamado, ” El método de Rayleigh-Ritz ” o ” método Ritz
" Este método requiere de una funcional y se busca su minimo. Las variables del problema
son aproximadas por una combinacion lineal de expansiones o funciones basicas que pueden
ser convenientemente seleccionadas [16]. Los coeficientes de las funciones son las incégnitas
del problema discreto que se obtienen sustituyendo la aproximacion de las variables en la
funcional. La solucion es el valor estacionario con respecto a estos coeficientes. Los métodos
indirectos son referidos como Método de residuos ponderados. Las variables son aproximadas
como en el método de Rayleigh-Ritz. El residuo de la ecuacién diferencial es entonces pon-
derado por pesos o funciones de prueba seleccionados convenientemente [16]. Dependiendo

del tipo de funciones de peso utilizados los métodos se clasifican:

1. Colocacion o punto coincidente, donde las funciones de peso son funciones del tipo de
delta de Dirac; este método es equivalente a forzar al residual a cero en un numero de

puntos seleccionados en el dominio.

2. Subdominio, en este las funciones de peso son iguales a cero en todo el dominio, excepto

en un subdominio seleccionado, donde puede ser constante, una funcién lineal o una

funcion senoidal.

3. Galerkin o Bubnov-Galerkin, en donde las funciones de prueba son las mismas que las

funciones de expansion.

4. Minimos cuadrados, aqui las funciones de peso son el resultado de aplicar el operador
diferencial a cada una de las incégnitas de las funciones de prueba; es equivalente a

encontrar puntos estacionarios de la funcional obtenidos ponderando el residual por

ella misma.
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0. Petrov-Galerkin, las funciones de peso pueden ser cualquier otra funcion.

Los métodos indirectos son menos analiticos que los métodos directos. En general, los meto-
dos variacionales proporcionan buenos resultados sin hacer excesivo el almacenamiento y

tiempo de computo [14].

2.5.3.4. El método del elemento finito.

Es un método variacional en donde las incdgnitas son aproximadas por subdominios, esto
es, mediante una combinacién lineal de funciones polinomiales localmente definidas en cada
subdominio, todo el dominio es dividido en subdominios, entonces estos subdominios son
llamados elementos en el sentido geométrico. Estos tipicamente tienen geometrias sencillas,
como formas triangulares o rectangulares para problemas en dos dimensiones o tetraedros
o hexaedros para problemas en tres dimensiones. La aproximacion de las incognitas por
subdominios es usado en conjunto con el método de Rayleigh-Ritz y otro método de resid-
uos ponderados. El mas utilizado para la aproximacién es el procedimiento de Galerkin. La
formulacion se transforma en otra, en donde se elimina el requerimiento de la derivada de
segundo orden. obteniéndose asi una forma integral debilitada. Entonces la aproximacion es
aplicada localmente resultando en un grupo de expresiones discretas para cada elemento, lla-
mados forma integral local discreta. Un concepto importante es la condicién de continuidad.
Estas condiciones permiten el ensamblado de las formas integrales locales, discretas de todos
los elementos resultando una forma global discreta. Finalmente, la imposicion de las condi-
ciones frontera proveen el sistema general de ecuaciones algebraicas. El esfuerzo analitico
del Método del elemento finito es relativamente bajo. Puede ser aplicado a figuras geométri-
cas irregulares que pueden ser no-homogéneos y anisotropicos. El método es aplicable a
materiales no lineales. El sistema matricial puede tener grandes dimensiones. Sin embargo,

las matrices son bandeadas y altamente dispersas ya que las incégnitas de un elemento son
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conectadas solo a los elementos contiguos. Estas caracteristicas permiten el uso de algoritmos
computaciones eficientes . y por consiguiente se reduce el uso de almacenamiento, memoria y
uso del CPU. Para resultados exactos y buena convergencia, el método requiere un mallado
refinado en regiones donde el campo electromagnético tiene un comportamiento intenso o en

zonas con propiedades discontinuas o cambios abruptos en las caracteristicas fisicas de los

diferentes medios y efectos de acoplamiento.

2.5.4. Meétodos basados en formulaciones integrales.

Los métodos integrales tienen una formulacion integro-diferencial del problema. Estos
métodos se aplican a estructuras abiertas. De hecho, los problemas abiertos se han abordado
tradicionalmente usando métodos integrales para solucion de integrales de superficie o de
volumen. A diferencia de los métodos basados en ecuaciones diferenciales, la formulacién
en ecuaciones integrales solucionan para fuentes de carga (corrientes y cargas). Las fuentes
pueden ser lineas (para antenas), superficies (para platos metalicos) o fuentes volumétricas
(para cuerpos dieléctricos no homogéneos). Las ecuaciones integrales son generalmente for-
muladas iniciando de las condiciones frontera o de algunas relaciones locales entre campos o
de principios variacionales. Los campos se expresan en términos de las fuentes mediante cier-
tas integrales (generalmente con las ayuda de potenciales), que implican funciones de Green.
En la forma final de las ecuaciones, las fuentes aparecen como incognitas bajo integrales.

Estas ecuaciones son lineales en términos de los campos de las fuentes.

Los métodos basados en ecuaciones integrales tienen numerosos atractivos. Por ejemplo,
si se usa la formulacion de una superficie, solo se requiere la discretizacion de la frontera y las
interfases de los medios (son mas adecuados para estructuras no homogéneas). Sin embar-

go estos también tienen ciertas desventajas. En particular las ecuaciones integrales pueden
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llegar a ser impracticas con estructuras con medios altamente no homogéneos o no lineales.
La formulacién integral siempre requiere un conocimiento a priori de las funciones de Green.
Sin embargo, en medios electromagnéticos complejos estas funciones son complicadas. Para
resolver el problema, es a menudo necesario formular las ecuaciones integrales en términos
de fuentes equivalentes del campo situadas a través de todo el volumen con no homogenei-
dades. En estos casos, las incognitas tienen la misma localizacion y complejidad que cuando
son formuladas mediante ecuaciones diferenciales. En contraste con la aproximacion de la
ecuacion integral, las formulaciones con ecuaciones diferenciales son simples de establecer sin
importar la complejidad de la estructura analizada.

Las formulaciones de las ecuaciones integrales dan lugar a sistemas de ecuaciones lineales
con matrices densas. La evaluacién de estos coeficientes es un trabajo numérico pesado y
que consume mucho tiempo. Cuando se trata de una formulacion tridimensional el niimero
de incognitas es generalmente muy elevado. Por consecuencia el tiempo de CPU utilizado
para formar la matriz de elementos y resolver el sistema de ecuaciones lineales requiere de

una gran cantidad de memoria en el equipo de computo.

2.5.4.1. El método de momentos.

Es el método mas cosnocido basado en ecuaciones integrales que tipicamente se nombra
como MOM por sus siglas del idioma inglés (Method of Moments). Coincide formalmente con
el método de residuos ponderados porque las fuentes (las incégnitas) son expandidas por una
suma de ciertas funciones basicas multiplicadas por los coeficientes desconocidos. El residual
de la ecuacidn integral es ponderado usando el producto interno y un grupo apropiado de
funciones de peso. Esto resulta en un conjunto de ecuaciones lineales, los cuales pueden
ser resueltas de una manera usual. Dependiendo de la definicion de producto interno de

las operaciones de peso, varios métodos son posibles. MOM utiliza el producto escalar. Fl
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método del gradiente conjugado utiliza el producto de Hilbert (equivalente al principio de
conservacion de la energia). MOM es usado en conjunto con el método del elemento finito
para problemas de regiones abiertas.

La técnica de Rayleigh-Ritz también puede ser usada para obtener métodos integrales ya
que puede ser aplicado a principios variacionales involucrando funciones de Green.

En los métodos de MOM y Rayleigh la transtormada de Fourier es frecuentemente usada
para simplificar el cdlculo de las funciones de Green, ya que la dimension del problema
original es reducido. Este procedimiento da lugar a la Aproximacion espectral del dominio
que por sus siglas del idioma inglés es (SDA), Spectral Domain Approach, introducido por
E. Yamashita y R. Milttra en 1968. Por el contrario, los métodos espectrales son dificiles
de aplicar a estructuras que no son homogéneas a lo largo de la direccion en la cual se
ha utilizado la transformada de Fourier. Sin embargo, se han ideado procedimientos para
hacer frente a esta dificultad. Los métodos espectrales reducen la dimensién del sistema de
matrices y consecuentemente, la memoria, almacenamiento y tiempo de CPU en el equipo

de computo.

2.5.4.2. El método del elemento frontera.

Que por sus siglas en inglés se abrevia BEM, Boundary element Method. Este relaciona
los métodos de momentos MOM y el método del elemento finito. Mediante el elemento finito

se discretiza la frontera usando el operador de las funciones de Green.

2.6. Principios variacionales.

El objetivo del calculo de variaciones es encontrar una condicién necesaria para que una

funcional logre un valor estacionario. Esta condiciéon necesaria es generalmente una ecuaciéon
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diferencial con condiciones frontera conocidas. Dada una funcional que es expresada de una

manera general como.
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Donde {u} puede ser un vector de variables en dos, {u} = {u(z,y)} o en tres dimensiones,
{u} = {u(z,y, 2)}. La expresién (2.15) implica que, para un valor dado de la variables inde-
pendientes (x,y) o (x,y,z) la funcional F' es una funcién de {u} y de sus derivadas parciales.

Asi que una funcional es una funcién de funciones. Una variaciéon de {u} es representada

0{u} = {ou} = {yu} (2.16)

Donde los coeficientes, v son constantes. La variaciéon de du de una funcién u representa una
modificacién admisible de la funcién u(z,y) para valores fijos de (z,y) o (z,y,z). Si u es
especificado para un punto dado (como en el caso de puntos que pertenecen a las fronteras
con condiciones del tipo de Dirichlet), du debe ser cero, © no puede cambiar. Asociado con

la variacidon du en u esta la variacion en F', d F', que se escribe como.

o= (o o (ot L@ Gl PO
- (EH LG (ot @)Y Gy e
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Donde:

5 (Q'i) _ Oou (2.18)

5/udﬂ /6’11, dS? (2.19)
/u gl = /5u dI’
r

De la ecuacién (2.17) la siguiente expresion se puede obtener.

. [g{ ({u} {8”} {g;‘} )}T;t’iu} a0 +
/r{ ({”} {311,} {gz} )} {6u} dr

Donde [ y m son operadores diferenciales del tipo residual (por ejemplo KU-F=0, para sis-
temas lineales en el dominio) y del tipo frontera (por ejemplo KU-F = 0 en las fronteras)
respectivamente.

El principio de estacionalidad menciona. De entre todas la soluciones admisibles solo una
satisface al residual (por ejemplo KU — F = 0) junto con sus condiciones frontera, pro-
duciendo asi un punto estacionario de la funcional F' De esta manera la primera variacion,

dF' es cero.

F{iu}) =0 (2.20)
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Refiriéndose al principio de estacionalidad la ecuacién (2.20) se escribe como.

L /Q{l ({u}{%}{%}) }T{éu} Q) + (2.21)
/r{m ({u}’{%}‘{%}w) }T{5u} dTl" = 0

puesto que se debe de satisfacer para cualquier variacién d{u}, lo que implica.

{l ({u}, {g—z},{%} )} = 0, en el dominio (Q)
{m ({u} , {g—;‘} | {3—3} | )} ) en las fronteras (I) (2.22)

Asi la expresién (2.22) representa las ecuaciones diferenciales o ecuaciones de Euler corre-

spondientes a la funcional (2.15)

2.7. Formulacion del modelo matematico.

A continuacion de detalla la forma general de la ecuacion diferencial tipica que se utiliza
en el estudio de equipos eléctricos, como motores, transformadores, dispositivos, etc.
Partimos del hecho de que la densidad de flujo es igual al rotacional del potencial magnético

vectorial. B = Vx A y aplicando la relacién constitutiva (2.6) queda que.

1

Ahora bien, aplicando el rotacional en ambos lados de la ecuacion (2.23) queda.

1
Vx(;VxA) = VxH (2.24)

Sustituyendo la ecuacién (2.2) en la formulacién (2.24) queda.

1
Vx—-VxA=1] (2.25)
I
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Ahora considerando la relacién constitutiva (2.7) queda.

IX-VxA = oE (2.26)
1L

y finalmente se sustituye (2.7) en (2.26) quedando

Vx—l—VxA -+ J% = —oVV (2.27)
v ot

A la expresion (2.27) se le conoce como ecuacion general del potencial magnético en el do-
minio del tiempo. De esta ecuacion se pueden obtener otras formulaciones importantes y
que son utilizadas frecuentemente. Esta ecuacion es utilizada para modelos fisicos en dos
o tres dimensiones. Cuando no se consideran los efectos de movimiento se pueden utilizar
coordenadas cilindricas, esféricas o cartesianas. En este trabajo se utiliza el sistema de co-
ordenadas cartesianas. La expresién en dos dimensiones en el dominio de la frecuencia es
obtenida al reemplazar el término por jw, donde w = 2 x pt *x f y el potencial magnético A
es una cantidad compleja, quedando entonces que la ecuacion (2.27).

8 (10A) o [106A . -
py (E—G_x_) + By (uy 8y) — o0jwA = oVV (2.28)

Para fenémenos magnetostaticos, de la expresion (2.27) desaparecen los términos que son
dependientes del tiempo J%—‘?, aqui se puede deducir que el término excitador debe ser con-
stante. Cabe mencionar que cuando se analizan fendmenos electromagnéticos estaticos las
fuentes de excitacién deben ser densidades de corriente o voltajes en DC. La expresion en
forma estatica es facil de analizar debido a que no toman en cuenta ciertos factores naturales
asociados con el fenémeno electromagnético, como las corrientes de remolino (corrientes de
eddy). La expresion (2.27) en forma magnetostatica queda como sigue.

o (10A\ 0 [10A
ﬁ(u 8$) 5 (ﬂ ay),.—_——J:—aAV (2.29)

21



De la ecuacién general (2.25) pueden ser obtenidas otras expresiones. Por ejemplo, si se

considera un material isotropico y que no existen fuentes excitadoras 117] se obtiene la

ecuacion de Laplace.

VA =0

o bien la ecuacion de Poisson

VA = -]

2.8. Elementos finitos.

Los pasos basicos que involucran un andlisis con elemento finito son los siguientes [18].

Fase de Pre-procesamiento.

1. Discretizacion del dominio, por elementos finitos. Esto es subdividir el problema en

elementos y a este su vez en nodos.
2. Asumir una funcién de prueba para formular el comportamiento fisico de un elemento.
3. Desarrollar ecuaciones para cada elemento.

4. Ensamble de los elementos que representan el problema completo. Construir la matriz

de rigidez global.
5. Aplicar condiciones frontera, condiciones iniciales y cargas.

Fase de Solucion.

1. Resolver el conjunto de ecuaciones algebraicas lineales o no lineales para obtener re-

sultados en los nodos de los elementos.

Fase de Post-procesamiento.
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(x,,Y,) (x,,Y,)

Figura 2.1: Elemento Triangular

1. Obtencidn de las variables denominadas derivadas a partir de las variables (potenciales)

de solucion basicas, como densidades de flujo, intensidades de campo etc.

2.9. Elementos triangulares.

Los elementos finitos triangulares de primer orden se emplearon por primera vez en apli-
caciones de ingenieria eléctrica en 1968 [14|. En ese entonces se usaron para resolver prob-
lemas de guias de ondas relativamente sencillos, posteriormente se han utilizado en muchas
areas en donde es necesario determinar potenciales escalares bidimensionales, también en
maquinas o ecuaciones de ondas. Posteriormente se utilizaron elementos de orden superior.
Estos se siguen usando en problemas en los que se encuentran materiales no lineales o for-
mas geométricas complicadas; por ejemplo, en el analizar campos magnéticos en las maquinas
eléctricas [1]. La escencia de la técnica del elemento finito radica en aproximar el potencial
magnético A en cada elemento en una forma estandarizada. En un elemento triangular lineal
tipico, figura 2.1, se asume que el potencial magnético A en dos dimensiones es representado

adecuadamente por la expresion (2.30).

A=a+bx+cy (2.30)
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Donde los coeficientes a, b y ¢ son desconocidos y son determinados de 1a solucién de tres

ecuaciones. Estas ecuaciones se obtienen al asumir conocidos los potenciales A;, A, y Az en

los vértices del triangulo, al sustituir estos potenciales y su posicién correspondiente en la

ecuacion (2.30) se obtiene el sistema de ecuaciones.

r

AI 1 L1 Yi a
A | =1 z Y2 b
Ag [ 1 s Y3 C _

(2.31)

El determinante de la matriz (2.31) es igual al doble del area del triangulo. Sustituyendo la

matriz anterior en la ecuacion (2.30).

’ 4
1 yl] Al-l

A=[1 =z y]lli'z Y2 | Ay |
_1 Z3 Y3 | A3J

Escribiendo en forma de polinomio (Lagrange) (2.32) se tiene.

3
A = Z Aoz, y)

i=1
Donde la funcion o, (z,y) estd determinada por.

1
0 = o {(z2y3 — 23y2) — (y2 — y3) = + (z3 — T2) y}

y donde oy es

1
iy = T {(l':s‘yl — fL‘lya) — (‘y3 — yl)w T (5151 — 13)3/}

Yy (x3 €S
1

- 2 Area

Q3 {(1y2 — T2t1) — (Y1 — y2) T + (2 — ry) U}
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Donde Area es el area del triangulo. Para cada vértice del triangulo se cumple la condicion

de ortogonalidad.

ai(r;,y;) =0 st i #£ ]

ai(z;,y;))=1 st 1=

2.10. Funcionales en materiales ferromagnéticos.

El analisis electromagnético donde los elementos finitos han encontrado un uso extenso,
incluyen problemas de magnetismo no lineal con aplicacién a dispositivos eléctricos como lo
son las maquinas eléctricas, transformadores y otros. Ahora bien la funcional para este tipo

de dispositivos eléctricos ecuacion (2.25) es [1].

F(A):/QB'QH dQ—/QJ A dQ (2.37)

La integral del primer término de la ecuacion (2.37) es proporcional a la densidad de energia

magnética almacenada [1] y por tanto la expresién (2.37) se puede expresar como.
F(A) = f W(A) dQ — / J A dQ (2.38)
0 0

Donde W(A) denota la densidad de energia asociada a la funcién de prueba (de aproxi-
macion) A. Sabemos que la densidad de energia no esta intrinsecamente ligada a materiales

lineales, por tanto la ecuacion (2.39) puede considerarse valida para materiales no lineales.

W = / H dB (2.39)
()
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Figura 2.2: Densidad de energia

2.11. Minimizacion de la Funcional.

La solucién de la funcional expresada por la ecuacién (2.38) consiste en encontrar el
minimo de esta funcional [7|. El minimo de la funcional se obtiene haciendo cero la variacion

de la funcional respecto de los coeficientes libres A;.

OF(A)
A 0 (2.40)
Diferenciando la ecuacién (2.38) respecto a cada coeficiente se tiene.
oW
/Q (8/111- Jai) igsd = U (2.41)

Tomando en cuenta la ecuacion (2.39) y la relacién constitutiva (2.6) en el primer término

del integrando de la ecuacién (2.41).

ow 9 (B
94 = DA /0 vB dB (2.42)

Donde v = i En general la intensidad del campo magnético H puede ser representado por

la relacion (2.43) (7).

H = v(B*)B (2.43)
Ahora bien, tomando en cuenta (2.43) la ecuacion (2.42) se puede escribir,
ow 10 (&
5A = 3oL ) (B dE) (244
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Recordando la regla de la cadena para la diferenciacion, que dice.

Fotay = 0 dta

(2.45)

Ahora, aplicando la regla de la cadena al integrando de la ecuacién (2.44) se tiene que

g(A) = B* (2.46)
y que
B?
F(B?%) = / v(B?) d(B?) (2.47)
0
y las derivadas correspondientes son.
9g(A) 0 L2
= B 2.4
oA, A, (2.48)
0F (g(A)) 2
= 2.4
Asi entonces la ecuacion (2.44) queda como.
ow 1 ._. 0 _,
= 2.
A, 2'iu(B )8A1-B (2.50)

2.12. Meétodo de Newton.

Existen diferentes métodos para la solucién de las ecuaciones del tipo de (2.40). Uno
de los mas utilizados es el de Newton. El algoritmo de punto fijo de Newton, se obtiene

expandiendo la ecuacion (2.40) en la serie de Taylor como a continuacién se indica.

OF OF 0% F
+ ) 5

0A;  0A;|, A;04; |,

SA; + ... (2.51)

J
Eliminando los términos mayores de segundo grado e igualando a cero (condicion estacionar-
ia).

OF & 0*F
0Ai|, O0A0A;
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despejando 0A; de la ecuacién (2.52) se obtiene.

4. — _ O*F ~ [ OF
? 0A0A;| , O A;

Donde, P es la matriz jacobiana, evaluada para los valores de la dltima aproximacion.

A) = —Plv (2.53)

O*F
P= _
9A04; |, (2:54)
y V en la primera derivada de la funcional.
OF oW
V = = Ja; | dS2 2.5
oU; | 4 fﬂ (aAi . ) Wy

El proceso iterativo de punto fijo se concluye cuando el valor absoluto de dos valores sucesivos

del potencial magnético es menor que la tolerancia especificada €
\A(k“) — A(k)| < € (2.56)

En el proceso iterativo de Newton, ecuacién (2.52) es necesario evaluar la matriz P (2.53) y

tiene la forma
O*F B W

Derivando (aplicando la diferenciaciéon de un producto de funciones) la ecuacion (2.53) se

dQ) (2.57)

obtiene.
?W  v(B?) 9*(B?) 1dv(B?) 9B?9B?
0A;0A; 2 0A0A; 2 d(B2) 0A; 0A;

La ecuacion (2.58) es el integrando de la ecuacion (2.57). El segundo término de (2.58) es

(2.58)

cero cuando se trata de permeabilidades lineales.

2.13. Aplicacion del elemento Finito, en 2D.

La formulacién del método de Newton aplicada a la técnica de elemento finito en 2

dimensiones empleando elementos triangulares de primer orden se describe a continuacién.
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De la definicion de la densidad de flujo como el rotacional del potencial magnético vectorial

B = V x A se obtiene.
B? = (VxA) - (VxA) (2.59)

Asumiendo elementos triangulares lineales. Sustituyendo la ecuacién de forma (2.33) en la

ecuacion (2.59) se obtiene.
B2 = [VX(AICkl + Agag -+ A30.’3)] [VX(A]CIl + Ag(]fg -+ Agag)] (260)

Desarrollando, la ecuacién (2.60) queda

[ O ] [ O "
B2 = { S— (A1a1 o Agag + A3O€3) Ay — 8_y (A1a1 + AQCHQ I A30£3) ay}

Oz ] _
2(A + A +Aa)a—2(Aa+Aa+Aa)-a}
P 10 209 3(x3 T 6y 1 202 33-y

Escribiendo la ecuacion anterior en forma compacta queda.

| O s, |
B? = | — (Ajoq + Ao + Az03)| | =— (Aja1 + Asag + Asas)| +
Oz oz _
0 0 '
[8_ (A101 + Ay + A3053)] [6_ (A1a1 + Azas + Azas) (2.61)
Yy y ]
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Efectuando las operacién de la ecuacion (2.61) resulta.

Jday , 0oy Oay . Oayg

B* = Ao~ A1 Ala_yAla_y
+A1%A2%Z‘? | AI%AQ%
+A1%C;—1A3%(i3 | AI%A3%
+A2%A1%(;I | Ag%m%
+A2%A2%iz | AQ%C;%Aﬁl%
+A2%A3%i3 | Az%Aa%
+A3%§A1%§1 | A3(‘2—c;3141%%1
+A3%(;—3A2%C: | A3%A2%
+A3%A3?§’ | A3%%3‘A3%
(2.62)
En forma de sumatoria, la ecuacion (2.62) queda.
B’=) ) (Van Van)AnA, (2.63)
Ahora bien, la derivada con respecto a A; de la ecuacién (2.62) es
B LR
g g 2
+2A388‘? %‘fj | 2A3%C;1 ‘20;3 (2.64)
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La derivada con respecto a A, de la ecuacion (2.62) es

0B* Oy Oy Oay 0oy
= 2A 2A
9A;  ““Vor az T Moy By
8(}:2 8(}:2 8(]:2 6032
+2A - 2A
* 91 O . dy Oy
doy Oaeg Oy Oaig
2A - 2A 2.
+ > dr Ox 38y Oy (2.65)
La derivada con respecto a Az de la ecuacién (2.62) es
0B? Oas Oary Oaz Oay
= 2.4 2A
0A3 "9z Or i ' Oy Oy
803 (90.’2 80.’3 6052
+2A 2A———
>0z O T 44 dy Oy
60:3 60(3 3(1'3 80:3
+2A 2A 2.6
iy 3:1:+ >y Oy (2.66)
Agrupando las ecuaciones (2.64), (2.65) y (2.66) en forma matricial resulta.
OB? B
0A;,
day oy | dayday By dop | By day Doy dag | By Dag [A |
dr Ox oy 8y Ox 0z ' Oy Oy O Ox dy dy 1
das Ja OJag 0ay Oag Oaog Jas 0 Jdas Oa Jdas Oa
2 %TIL T ac;z dy _avaa'; T %zﬁf a; a; T 6; Bya As (2.67)
3&,1 3&1 | 3(13_ 3&1 30!3_ 8&2 + 3{13_ 3&2 aﬂ;;_ aﬂtg | 3&3_ 3&3_ A
Or Oxr ' Oy Oy Oox Ox dy Oy Or Oz ' Oy Oy | 3
= 1.2 3
La ecuacion (2.67) en forma de sumatoria es.
0B
oA = 2 Y D (Vam Van)4, (2.68)

m=1 n=1

Entonces, la derivada de la energia magnética almacenada, ecuacion (2.50) es igual a.

gi = ’U(Bg) Z Z (VCB{_ : Vaj)Aj (269)

i=1 j=1
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Sustituyendo (2.69) en la ecuacién (2.41) tenemos.

/Q (ZZ Jai) ) = /ﬂ v(B)?) Y (Vai- Vay)A; dQ - /Q Jo; dY=0  (2.70)

i=1 j=1

La primera integral del lado derecho de (2.70) en forma matricial es

/ v(B)? Z E (Va; - Vaj)A; d) = SA (3.71)
{2 i=1 j=1
Donde S se le conoce como la matriz de rigidez y A es el vector soluciéon, J es la fuente
efectiva.
SA — E SijAj —
| 60y 80 , 8oy 8oy Bay Bag 4 dmdag By dag | 9oy dag A
dz 0z ' Oy Oy Ox O dy dy Oz Oz ' Oy 09y !
2 | OapzQay  Oazday Qazdaz | Oag Oag Oag Bag | Oap dag 9
/QU(B) Or 0r ' Oy 0y O Oz * dy Oy Oxr Oz + Oy Oy A2 d
0az 9oy  Oaz oy oz day 4 Oagday QogOag  Oas Oagy A
dr Ox 8y dy Odx 0z ' Oy dy Or Oz dy Oy 3

|
y la segunda integral de la ecuacion (2.70) en una forma matricial es.

Jos = / Ja; d§) (2.72)
Y/

La ecuacion (2.70) en forma matricial es entonces.

SA = J,; (2.73)

2.14. Solucion.

En la solucién de las ecuaciones por el método de Newton, primero se asumen potenciales
magnéticos iguales a cero como una primera estimacion y condicion inicial, posteriormente

se calcula el residual V y la matriz jacobiana P Se calcula la diferencia aparente d A, esta
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Valores iniciales
del potencial Magnético

—
Se calcula
V =SA-)

P Jacobiana

l

Se Resuelve
A =PV

l

A=A+ A

No
= onverge:

SI

Sale

Figura 2.3: Diagrama de Flujo

diferencia aparente se suma a la aproximacion del potencial anterior y por ultimo se verifica
la convergencia, en caso afirmativo se tiene la solucién de los potenciales, de no ser asi, este
proceso se repite hasta encontrar solucion. El diagrama de flujo de este proceso se muestra en
la figura 2.3. Es conveniente aclarar que existen otras técnicas de solucion de las ecuaciones.

La mayoria de estas son desarrollos obtenidos a partir de los métodos de Newton.
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Capitulo 3
Acoplamiento de elementos finitos a

circultos eléctricos.

En muchos problemas de magnetismo no se conoce a priori el valor numérico de la den-
sidad de corriente en los conductores localizados en regiones conductoras en el dominio de
interés. Ademas, es necesario acoplar las componentes de los circuitos externos, resistencias,
inductancias, fuentes de voltaje, de corriente con los elementos de la regiéon del modelo del
elemento finito. Las componentes externas pueden ademas ser usadas para aproximar los
efectos de las partes que estan fuera de la region del elemento finito sobre todo en modelos
de dos dimensiones. La modelacién de un dispositivo real debera incluir el modelado de los
elementos finitos tradicionales, conocido como regién de elemento finito, y el modelado de
otra regién externa donde se incluyen los elementos de circuitos eléctricos externos. En este
capitulo se describe la formulacion del problema que considera estas dos regiones asi como
las técnicas de acoplamientos entre estas dos regiones. Posteriormente se describen los mod-
elos matematicos para los tres casos de estudio de este trabajo, magnetostatico, armonico y
transitorio.

Existen diferentes estrategias para acoplar los circuitos externos a los modelos de ele-

mentos finitos [20],{21]. En este trabajo se describe una de las técnicas més utilizadas [9],
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su principal ventaja es su sencillez y su implementacion facil en los programas de elementos

finitos convencionales.

3.1. Formulacion de elementos finitos.
La formulacién en la regién de elementos finito tiene la forma general de la ecuacién (4.1)

VxvVxA =] (3.1)

La densidad de corriente en su forma general consta de tres componentes

A
J=0’VV—G’E;t -ov X B (3.2)

El primer término significa la densidad de corriente debida al voltaje externo (excitacion) cr—‘?l,
el segundo es la densidad de corriente inducida de eddy y el tercer término es la densidad de
corriente por efecto de movimiento. En éste trabajo no se considera el efecto por movimiento.
Las componentes de corriente no pueden ser separadas experimentalmente. Sustituyendo la

expresion de densidad de corriente (3.2) en (3.1) resulta.

VXVvV XA =oVV — a%—? (3.3)

Para acoplar los elementos circuitales con las ecuaciones de campo es necesario calcular la
corriente total que circula en cada conductor del problema circuital de la region del elemento
finito (ecuaciones de campo), que estan interconectados a las ecuaciones circuitales externas.
La corriente total de cada conductor en la regiéon de campo se obtiene de la integracién de

la densidad de corriente sobre el area de cada conductor. Tiene como expresion

I.= //5; (JVV - J%—?) ds (3.4)
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Figura 3.1: Acoplamiento entre fuente de voltaje y bobina.

Donde ds es un elemento diferencial que pertenece al area del conductor. La corriente de cada
conductor es acoplada a la fuente de voltaje o de corriente a través de resistencias, induc-
tancias, etc. En el caso general las fuentes de voltaje o de corriente pueden ser dependientes.

Los elementos circuitales inclusive pueden ser no lineales

3.2. Elementos circuitales en la region de elementos

finitos

El elemento basico de un circuito en la region de elemento finito es una barra (conductor).
Esta se define como una regién de conducciéon de longitud [ en la direcciéon perpendicular al
plano bidimensional (direccién z ). Las barras se pueden conectar en serie para formar una
bobina y las bobinas pueden ser conectadas en serie o en paralelo. Cada barra esta formada
por la unién de los elementos finitos que se encuentra en el interior del area de la seccién
transversal de la barra. La corriente de cada barra tiene como expresion la ecuacién (3.4)
y debe ser igual a la corriente de los elementos circuitales externos conectados en serie con
la barra o bobina. Un conjunto de n barras (b, bo, ..., b,) se pueden conectar en serie para

formar una bobina. La corriente total es la misma en cada barra y en barras sucesivas circula
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V. S

Figura 3.2: Acoplamiento entre fuente de voltaje y bobina, conexién serie.

la misma corriente pero con direcciones opuestas, figura (3.2). En las terminales de las barras
o de las bobinas se pueden conectar elementos resistivos o inductivos asi como a fuentes de
voltaje o de corriente. El voltaje aplicado a las terminales externas de la bobina es V. y V;
es el voltaje en las terminales de cada barra en la regiéon de elementos finitos. De acuerdo
a la segunda ley de Kirchhoft sabemos que el voltaje V; es igual a la suma de las caidas de

voltaje de todas las barras que conforman la bobina, esto es, el voltaje para la bobina c es
‘/t,c == Z db% (35)

donde d, = { T} segiin sea la polaridad de la corriente en la barra b

La ecuacion circuital que sirve para acoplar la regién de elementos finitos con voltaje terminal

Vi , con los circuitos externos y las fuentes, representadas por elementos pasivos Reys, Legt V
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Figura 3.3: Acoplamiento entre fuente de voltaje y bobina, conexién en paralelo.

la fuente de voltaje V. es expresada por

dl.
‘/c =3 V:t + Lea:t_ T Re:ct-[c

dt
dl,
{db}'T {‘/b} “TF Lemt% = Rea:tIc (36)

Cuando las bobinas estan conectadas en paralelo figura (3.3) se tiene

V5=RS§IL‘+LS§%+‘/E

O también

V= R AN+ LT { G} +V. 3.7)

Donde {1} es un vector columna de valor unitario de dimension igual al numero de bobinas
en paralelo p. En el sistema global de ecuaciones hay una ecuacion de esta forma para cada

conjunto de bobinas conectadas en paralelo.

La modelaciéon de las bobinas en la regién de elementos finitos generalmente implica; la
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forma y posicién geométrica, numero de vueltas, factor de relleno, direccién de la corriente,
simetria, consideracién o no de las corrientes de eddy (conductor solidé o de hilos trenzados)

y finalmente los grados de libertad.

3.3. Formulacion de Galerkin.

La parte del problema que corresponde a la regién del elemento finito debera ser dis-
cretizada. La aproximacién de las ecuaciones de campo y de las ecuaciones de corrientes
generalmente son discretizadas en el espacio utilizando el método de Galerkin. Para el caso
bidimensional, la densidad de corriente J y el vector potencial magnético A se consideran
invariantes en la direccién z , entonces la ecuaciéon (3.3) tiene la forma.

%, 0A 0 0A Vi 6A
Bz ("%) 5 (a—y) T %% =0 55)

Esta ecuacion se resuelve para el vector potencial magnético A. Aplicando el método de
residuales ponderados para aproximar la solucién con el potencial A , v la funcién de peso

W, entonces se tiene
//V OW 0A OW OA
_ Or Ox Oy Oy

Para el caso de elementos triangulares de primer orden

dzdy —I-//UW—-——- dzdy — //O‘W— dedy =0 (3.9)

3
= Z N; A;(t) (3.10)

Donde N; es la funcion de forma y A; son las aproximaciones al vector potencial magnético
en los nodos de la malla. El método de Galerkin de residuales ponderados usa las funciones

de forma como funcion de peso W;.
W, = N;, =123 (3.11)

39



Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.9) se obtiene

a N; A, (S5 N;A, |
Z// 6N LJ 1 )+ ON; (ZJ—I J J) & [NiZNjaéiJ NIE] dudy

ox dy Oy [

Expresado en forma matricial

5 ISl i@+ o {250 - o@p | <o 3.12)

€

Donde )’

. significa la suma sobre todos los elementos y el subindice e significa que las

matrices se refieren a un elemento particular. Los elementos tipicos de las matrices son:

B 8N 8N SN, 8N1 B bibj -t CiCy
Seij = /](8:1: Bz T By 3y) Y = — A
T =
Te,ij — //N.;NJ dCEd'yz{
Be  i#j
Ae
Gy = f / N; dady = 5 (3.13)

Donde A, es el area de los elementos (con ordenamiento en sentido contrario al reloj) y b y
¢ son los coeficientes de los elementos triangulares de primer orden. Para elementos que se
deforman con el tiempo, las matrices S}, [T] y [Q] dependen del tiempo. Sin embargo solo
los elementos en el espacio libre se pueden deformar. La conductividad o en estos elementos
es cero y por lo tanto nulifica la contribucién de las matrices [T] y [Q] en la ecuacién (3.12).
Esto hace que solo se deberd de considerar la dependencia de la matriz [S]. La forma de

Galerkin para la ecuacion de difusion es

> VIS @L A, + o1, { 5" } -0{Q). 7] (3.14)
IS1{A@) +o {250 | - o1} 7 =0 315
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3.4. Formulacion de la ecuacion de corrientes

La corriente total en cada elemento e , es dada por

I = / / o2 dzdy — / / 0~ dzdy (3.16)

El integrando del primer termino es constante, por lo que la integral tiene la forma

//cr-— drdy = O’%A (3.1.7)

Ademas tenemos que para el elemento triangular de primer orden

0A <~ 0A

//a— dzdy = // ZN ' dzdy (3.19)

g=1

/ / 02 dudy = 0 (Q) {%‘3} (3.20)

Donde {()} esta definida en (3.13). La corriente total en un elemento se obtiene sustituyendo

la ecuacién (3.17) y (3.20) en la ecuacién (3.16)
. Vi 0A
I, =0—-A, — o {Q}T { } (3.21)

Por lo tanto

o en forma matricial

[

3.5. Corriente en una barra de una bobina.

Consideremos una barra de longitud [ , la corriente total en la barra b es igual a la

suma de las corrientes de todos los elementos que se encuentran localizados en la seccién

transversal de la barra.

h=%, Ha—‘;—: —~ o {Q}, {6’4}8; (3.22)

eeb *
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Iy = Ub“—/?'Ab — T {Q}Z {6A} (3.23)
b

z ot
Donde A, es el area de la seccién transversal de la barra, {Q} y {%—‘?—} son vectores m
dimensionales, donde m es el nimero de nodos de malla contenidos en la seccién transversal
de la barra. Si se tiene un nimero par de barras (by,b,,...,b,) conectadas en serie para
formar una bobina. Por todas las barras pertenecientes a una misma bobina circula la misma

corriente, pero en las barras sucesivas las corrientes son de sentido opuesto. La ecuacion (3.23)

se modifica para representar una bobina, y es:

Dl {h}, = 8] (W) - 0@l { G5 | (3.24)
Donde
D] = es una matriz diagonal de valores +1 o -1 segun sea la polaridad de la barra en la
bobina

{I}, = {In1, In, ...,Igm}T = K11, 1, .- l}T vector de corrientes de las barras en conexion

serie.

[%Ab] = es una matriz diagonal donde el i-ésimo elemento es [%Ab]cﬁ = 22 Ay,
P

{0Q}, = {ou{Q}u o0 {Q}y, - Ton {Q}pn} ‘

{Vo} = {Vi1, V1s o, Vim}©

Hay que hacer notar que los elementos del vector {I,}. son iguales ya que las barras estan

conectadas en serie.
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3.6. Discretizacion de las ecuaciones en el tiempo.

La ecuacién de difusion se discretiza respecto del tiempo. Para esto se utilizan ecuaciones

de diferencia. Una de las expresiones mas utilizadas es la siguiente.

HA | At A t_ {A}t+m_{A}t
f@{a} -I-(l_/j){'a"{} = At (3.25)

El valor del coeficiente 3 determina el algoritmo de acuerdo a su valor como se indica

0 Diferencias hacia a delante
s, { 1 Diferencias hacia atras

> Crank-Nicholson

El propoésito es resolver para {A}H‘ﬁ't . donde {%—";‘ At y {%}t son conocidos
3.7. Discretizacion en el tiempo de la ecuacion de di-
fusion

La ecuacidn de difusidn en la forma de Galerkin tiene la forma

ISHA®)+o T { 252 | -0 (@} =0 (3.26)
extendiendo la ecuacién (3.26) en dos ecuaciones de la forma
t+At
s { G b = —BvISI{AY 4 6T QY (3.27)
0A" o
(-9 G} - A=A +a-HT@QY ()
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Sustituyendo estas ultimas dos ecuaciones en (3.26) resulta

— By [S] {A}t+ﬂt +)8% {Q} Vbt+¢1t
- {1 —/B)V[S]{A}r+U(l~+ﬁ)%{Q}l/l" _

(A} _ (4}
o [T A (3.29)

Separando los términos de t + At resulta

_V o4 ;[Zt]] {A}t+/_\.t - %{Q} Vbt+m _
;Eﬂ - ;51; [S]] {A)} + % (@) - EQVJ So

3.8. Discretizacion en el tiempo de la ecuacion de cor-
riente.

La discretizacion de la corriente total se hace siguiendo un procedimiento similar al

descrito anteriormente. La ecuaciéon de la corriente para una bobina que tiene n barras

conectadas en serie, es

0A
DI, = [Fa] ). - bl {57 | (3:31)
Extendiendo esta ultima ecuacion en dos ecuaciones
r [ 0A Al [T A t+At t+At
Blo@Q). {5{} = _TAbH {(Vu},”= — B|D]| {1}, (3.32)
r [0A)' L g t
(1= 8)[eQ]. {a} = (1=8) | 78] (Vot. — (1= B) (D] {1}, (3.33)
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Sustituyendo (3.32) y (3.33) en (3.31) resulta

g

o

Ay| (2 = BDI{}E + (1 - B) | F00| {Va}. = (1 = B) (D] {L}!

g

[ [
o T MY (33
Arreglando términos
~ [0QIT {AY + BAE | TA| {Vi}eH — B D] {L )"
= — [0QI {AY*™ — (1- B) At |74 | {Vi}i + (1 - B) At DI {L}; (3.35)

El sistema global de ecuaciones contiene una ecuacién de esta forma para cada bobina con

n barras conectadas en serie.

3.9. Discretizacion en el tiempo de las ecuaciones cir-
cuitales.

Las ecuaciones circuitales, asi como la ecuacion de difusion son discretizadas de acuerdo

a la ecuacion (3.36)

dIt+.&t dlt It+f_‘-»t _Jt
G pra. (1 — &) &= At (3.36)

Haciendo referencia a la conexiéon de barras conectadas en serie para formar una bobina,

ecuacion (3.6) y siguiendo el mismo procedimiento de discretizacién anterior resulta

dit+ot t+ At T t+ At LAt
Blese—g— = BV = B{D} {Va}.™™ ~ BRI, (337)
dI! t
(1= B) Lear = (1=B) Vi = (1= B){D}; {Vi}o — (1 = B) Rew;  (3.38)

Sustituyendo en (3.36)

)8‘/:,-}-&! L »B{D}Z' {%}E—F&t L 6Re:rtfft_+&t 4+ (1 . /8) V;t — (1 - 5) {D}Z {W;}f: —

It+At — Jt
1 — Hg b= Lrgs
(1 = B) Reat!, S

(3.39)
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Separando términos resulta

—BAt{D}. {Vu}*2" — (Legt + BAtReyy) IMA! 4 BALVIHA
(1= B) At {D}. {Vs}; — [Leat — (1 — B) AtRepy) I! — (1 — B) AtV (3.40)

La ecuacion (3.40) es la expresion de la discretizacién en el tiempo de la unién de barras
conectadas en serie que forman una bobina con terminales de conexion fuera de la region del
elemento finito, conectadas a través de una resistencia e inductancia externas Rezt , Legt. En

el sistema global hay una ecuacién de esta forma por cada bobina.

3.10. Circuitos en paralelo.

La discretizacion de las ecuaciones de circuitos en paralelo sigue el mismo procedimiento
que el de las barras en serie. Usando la ecuacién (3.36) y expandiendo la ecuacién (3.7) en

dos ecuaciones, resulta

t+ At
/BL.S {1}T {%ﬁ_} i JBV:_‘_&t . /BRS {1}T {I}i-l-xﬁt B 6{V}z+ﬂt (341)

W-ALA{G] =a-AV--HRWT U -1-0{V) 342
Sustituyendo (3.41) y (3.42) en (3.7) resulta

BVIHAt — BR {1} {1} - B{V}F M + (1-B) Vi - (1-B) R {1} {1}, -
- {I}H—&t L {I}t

(1-8){V}. = L:{1} = (3.43)
Separando términos
—{1}7 (L, + BALR,) {T}EF5 — BALVIFA = BALVIHA — (1 - B) AtV
— {1V L, — (1 = B)AtR) {1} + (1 — B) AtV! (3.44)

Donde V!*A4! es la fuente de voltaje externa conocida
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3.11. Linealizacion de la ecuacion de difusidn.

La ecuacién de campo es una funciéon no lineal en dependencia del vector potencial
magnético A Estas ecuaciones deben ser linealizadas para que puedan ser combinadas con

las otras ecuaciones en el sistema de ecuaciones globales. La ecuacién (3.45)

A
VXVvV XA = a? — J%—t (3.45)

es no lineal en A ya que la reluctividad v es funcién de la densidad de flujo B y por lo tanto
del potencial vectorial magnético A . El procedimiento de linealizacion se desarrolla sobre la

ecuacion de difusion discretizada en tiempo. Esto es de la ecuacion

18]+ G [14)* - S {@pvr
S -~ v 18| 4Y + T @ W (3.46)

Aplicando el procedimiento de Newton-Raphson a esta ecuaciéon, donde se introduce la de-

pendencia respecto del tiempo de la matriz [S] , se obtiene

61+ % | (AR - THQHAVE -
- s SR A+ | 55 - S s [y + T 5P ean
De donde
[G] - Vt—i-&t [S]t+at 'l Z (88;’2) ([ ]t+m {A}t+At) ([S]H&t {A}t-i-&t) (3.48)

Para materiales lineales g;‘; = 0 y la ecuacion (3.48) se reduce a la ecuacién (3.45)
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3.12. Sistema global de ecuaciones.

Una vez discretizadas y linealizadas las ecuaciones de campo y las circuitales, se pueden
ensamblar las matrices para formar un sistema de ecuaciones globales que describen el prob-
lema completo. Estas se resumen en cinco ecuaciones que describen el sistema global general

de ecuaciones. Las ecuaciones tienen la forma para la soluciéon empleando el método de

Newton-Raphson.

3.12.1. Ecuacion de campo.

Corresponde una ecuacion por cada nodo de la malla.

[[G] + C;[Zth (AR - % (@) AVES
- s g e
[ZE 5 [S]tl (4 + 1@} 57 (3.49)

3.12.2. Corriente total.

Corresponde una ecuacion por bobina

g
~ [0Ql: {AA}L" + BA 'EA"] (AV;}H4Y — BAL D] {AL}EY

1{C} [oQIT {A} — BAL[T84] (Vi)™ + BAL DI L} -
0Ql; {A} — (1-B) At

K

[

As| {Va}e + (1 - B) At[DI{L}; (3.50)
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3.12.3. Ecuacion de una bobina con barras en serie.

Una ecuacién por bobina.
—BAL{DYT {AVYEE — (Leat + BAtRere) AILER + BAIAVES: =

BAL{DYT {AVAYH — (Lewt + BALRer) I} — BALVES 4
(1-05)At {D}Z {Avb}i: — [Leat — (1 — B) At Reg] I — (1 - B)AtAV; (3.51)

3.12.4. Ecuacion de bobinas con barras en paralelo.

Una ecuacion por conjunto de bobinas en paralelo.

* 2
{l}T ﬁAt {Af}i:;itl (ﬁAt) Avt-l'ﬂt " {l}T ﬁAt {I}:i’—cﬁt _ (/BAt) Vt:‘ﬁ‘t "

L3 + 5AtRS C}k_l_l LS _l_ ﬁAtRS C,
(zﬁAt)2 t+At LAt t T BAL :
= 1 - 1} - i e s B
Ls_l_)BAtRS‘/S Ls"‘ﬁAtRS (1 JB)At‘/S { } L3+,BAtRS [L (1 )B)AtR]{I}C
BAL t
T arE (1~ P AV(3:52)

3.12.5. Ensamblado del sistema global de ecuaciones.

Del sistema global de ecuaciones (3.49) a (3.52), se tienen cuatro vectores desconocidos

b-AL | . - .
{AA},']" : incremento de potencial magnético vectorial en cada nodo

{AV, ?fl‘t: incremento de la caida de voltaje en cada barra

At, . . .
{AI}.7": incremento de la corriente en cada bobina

{A%}ﬁ?t: incremento en el voltaje terminal de cada conjunto de bobinas conectadas en

paralelo. El sistema de ecuaciones matricial global tiene entonces la forma

(M]{F} ={N} (3.53)
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En forma matricial expandida

t+AL
[ My, M, (AA) (N}
Moo My {AV,} 3 {Ny} (3.54)
My Mss Ms, {AT} {N3}
[ Mz, Mgy {AVe} |, ., {Ns}

El sistema global de ecuaciones debe ser resuelto para el vector {F'}. La matriz [M] es
simetrica y dispersa sin embargo no es positiva definida, debido a que el termino M33 =
— (Legt + BAtR,.;;) es siempre negativo, mientras que todos los otros elementos diagonales
de [M] son siempre positivos. Los métodos de solucién que utilizan la eliminacién gausiana,
como el gradiente conjugado incompleto de Choleski no tienen dificultad. Para transtormar
el sistema de ecuaciones en otro simétrico y definido positivo se procede como se indica a

continuaciéon. Tomado la tercera ecuacion de (3.54)
M3, {AVy} + M3 3 {AI} + M3 4 {AV.} = {N3} (3.55)
Expandiendo la ecuacion (3.55) en dos ecuaciones
M3o {AVp} — M3z {AI} + M3 g {AV} + 2M3 3 {Alsuz} = { N3} (3.56)

2My3 {AI} — 2Mz5 {Al},,, = {0} (3.57)

El nuevo sistema global de ecuaciones tiene la forma

- t+At
My My (AA) [ {M} |
Mi, Mz Mg {AV,} | {N2} |
M27:3 —Ms3 2Msz3 Msy {Al} = | {N3} (3.58)
2Mi; —2M;3 {Alguz} | {0}
ng4 My 4 {AV} J k1 i {Na}
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De donde M;; =1 [[G] -+ %[g_

M = U{Q}
M,, = BAL (A b]
My 5 = BAt (D]
MB,S - = (Lemt T /BAtRe:r:t)
Ms 4 = DAL
Mys = Lff?.z):m
y
[ t t T)] t t T > t t L — t
{N} = -1 hufj’& [S]ffﬂ‘ + %ﬂ%_ {A}, e H[At] 5 'BV SI'| {A} + 0 {Q} ﬁVb
(N2} = [0QIL {A}FY — BAL [ TA] (i} + BAL D] {1} — [0QI] {A)'
(1- B) At | 74| (Wi}t + (1 — B) At[D] {1}
{N3} = BAL{D}, {Vi}:5" + (Leat + BAtReq) IS — BALVIAY +
(1 - B) At{D}; {Vi}: — [Lest — (1 — B) AtRems] It — (1 — B) AtV
B t+ AL (BAL® i as , 150 pl—
{Na} = — {1} BAL{I}, I +,8AtRV+ I +6AtRV+ +
BAt ; OAL t
LT AR, (1-8)Atvy +{1}" L.+ AR, Ly — (1 — Q) AR {1}, -
BAL t
T A (L= B ALY (3.59)

Este nuevo sistema de ecuaciones global es disperso, simétrico y positivo definido y puede
ser resuelto por una gran variedad de métodos. Para el modelado de los transformadores,
objetivo de esa tesis. El sistema de ecuaciones (3.54) y (3.58) puede ser simplificado. Para el

modelado del transformador trifdsico se asume lo siguiente.

o1



= Se desprecian las corrientes inducidas en los devanados. Se consideran que las bobinas

estan formadas con conductores pequenos trenzados y con aislamiento eléctricos entre

estos.
= Las bobinas estan formados por conductores en serie

= Las fuentes de excitacion son voltajes trifdsicos balanceados de forma senoidal sin

armonicos.
= E] nicleo es laminado no lineal, de material conocido como M5.

s [.a modelacion se hace de forma bidimensional.

3.13. Modelos de transformadores.

En la operacion real de un transformador este es alimentado con fuentes de voltaje
alterna a la frecuencia de la red. Las corrientes que circulan por los devanados denominados
primarios son trifasicas y tienen componentes armonicas debidas a las cargas no lineales y a
la caracteristica de saturacién del nucleo. Cuando la carga es balanceada, solo por el primario
circularan corrientes con componentes armoénicas, debidas a la caracteristica de saturacion
del nucleo. A esta componente de corriente se le conoce como corriente de excitacion. Su
valor es pequeno comparado con la nominal. Sin embargo siempre esta presente aun cuando
no hay carga en el transformador.

Las corrientes de excitacion producen flujo magnético alterno que induce voltajes en los
circuitos del secundario. Ademas, induce un voltaje en el nicleo del transformador y como el
material del nicleo es conductor, circulan por este corrientes conocidas como de eddy. Estas
corrientes generan pérdidas eléctricas y calentamiento en el nucleo. Estas pérdidas conocidas

como pérdidas del nucleo son de valor comparativamente igual a las pérdidas en el cobre. De
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ahi su interés en el modelado con precisién del nicleo de los transformadores. Para reducir
las pérdidas en el nucleo, estos se construyen con apilamientos de laminaciones de espesor
pequeiio, en nuestro caso de 3 mm de espesor y aisladas eléctricamente entre si. Los efectos
de apilamiento no pueden ser representados fielmente en modelos bidimensionales. Ademas,
los nucleos se construyen por partes que se conocen como plernas y yugos. Estas partes son
ensambladas y entre estas hay espacios de espesor de .5 a 1 mm, ocupados generalmente por
aire. Estos espacios son conocidos como entrehierros. Las propiedades eléctricas y magnéticas
del acero del nicleo (piernas y yugos) son muy diferentes respecto del material aislante entre
las laminaciones y del aire. Esto hace que la distribucién del flujo en las zonas proximas a
los entrehierros es compleja y complicada de modelar. El fenédmeno es de naturaleza tridi-
mensional, no lineal y anisotropico. En este trabajo se hacen simplificaciones para poder
representar estos fenémenos en modelos bidimensionales.

En zonas donde se desprecian las corrientes inducidas de eddy los términos %A son igual
a cero simplificando grandemente los calculos. Otra simplificaciéon importante es en modelos
con operacion en estado estable, en donde el modelo en el dominio del tiempo se transforma
en uno algebraico donde el potencial magnético vectorial A es un nimero complejo conocido

como fasor del campo magnético vectorial A y el término %—‘? se transforma en jwA , donde

7 =+/—1y w es la frecuencia angular en % de la fuente de voltaje de la red.

seg

3.14. Modelo magnetostatico.

El modelo magnetostatico desprecia todos los términos con razén de cambio en el tiempo,
por lo que se elimina la induccién electromagnética (corrientes de eddy). Es equivalente a
que el transformador se excite con una fuente de voltaje constante (corriente directa). Por

extrano que pueda parecer, el modelo magnetostético es actualmente utilizado en el anélisis
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de los transformadores en problemas de baja frecuencia. Con este estudio se pueden obtener
las resistencias e inductancias equivalentes. También es utilizado para estudios de la distribu-
cion del campo magnético y aun las pérdidas por corriente de eddy [1], obtenidas de forma
indirecta. Para esto se hacen diferentes estudios que corresponden a una fotografia para un
punto especifico de la onda de voltaje de alimentacién. Es ademaés el primer procedimiento
de prueba del modelo del transformador. La ecuacion de campo se obtiene de la ecuacién
(3.3) haciendo cero el término de densidad de corriente por induccién, resultado

Vi

VXI/V)(A=JT

la ecuacion en la forma de galerkin es

/S){A (1)} 0 {Q) 7 =0

La corriente en cada bobina con barras conectadas en serie es.

Vi
Iy = O'bTbAb
La ecuacion de voltaje en estado estable es
‘/c = ‘/b + Re:rtIc
= {dy} {V3} + Rextly (3.60)

3.15. Resistencia de una bobina.

La resistencia eléctrica de un conductor puede ser calculada con la siguiente formulacién.

z
R = "Z (3.61)
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Figura 3.4: Bobina.

Donde, p es la resistividad del material en ohms por metro, [ es la longitud del conductor
en metros y A es el area de la seccidén transversal del conductor en metros cuadrados. En la
figura (3.4) se muestra la geometria tipica de una bobina y en la figura (3.5) el aspecto que

guarda la bobina cuando se le hace un corte transversal.

3.16. Factor de relleno.

Para simplificar el modelado de las bobinas en la técnica del elemento finito generalmente
se considera el area total de la seccion transversal como rectangular y se especifica el numero

de vueltas de cada bobina y el factor de relleno.

NA

Donde, N es el numero de vueltas de la bobina, A es el area de la seccidon transversal de

cada conductor y A es el area del rectangulo.
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Figura 3.5: Seccién transversal de una bobina.

Figura, 3.6: Aproximacion por rectangulos.
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3.17. Resistencia en una bobina.

La resistencia de una bobina con elemento finito esta dado por [8].

_ Nglcp

Re= "7

(3.63)

Donde R, es la resistencia de la bobina. Otra manera de expresar la ecuacién (3.63) con-

siderando el numero de elementos que estan contenidos en la bobina es.

TLE ElE
R. = ; Afr (3.64)

Donde, R, es la resistencia de la bobina, en ohms, [, es la longitud en metros en direccién
en el eje z, A, es el area en metros cuadrados de cada elemento, fr. es el factor de relleno

del elemento y ne, es el nimero de elementos que pertenecen a la bobina.

3.18. Inductancia diferencial no lineal, en un sistema

multipuerto.

Para el calculo de la inductancia, el método mas eficiente es conocido como el método
de la energia incremental mejorado EIEM (enhanced incremental energy method) [5]. Este
método es aplicable a modelos estaticos. Considerando un sistema de N bobinas. Los enlaces

de flujo ¢; de la i-ésima bobina que tiene N; vueltas es.
¥i = Nig, (3.65)
El voltaje inducido, U; en la i-esima bobina de acuerdo a la ley de Faraday.
by = 4 (0 (3.66)
A dt 1 "
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Los enlaces de flujo depende de las corrientes de todas las bobinas.

# bobinas
Y = Z Lot gLy B ool )15 (3.67)
J=1

Donde Lg;; conocida como la inductancia secante. Ahora sustituyendo (3.67) en (3.66).

dl; Ol dly dl;
L = Lo —= 4 I o = Lo —= .
3 |bg 0T G| = Sty 369
Donde Lg4;; conocida como la inductancia diferencial.
dL.s*ik
Lgij = Lij + Z I, I (3.69)

La energia suministrada por cada bobina es

w=>" / LUdt =) Y ILiLadl,
W = Z/Ldﬁ d(f) + Z Z / Lad(L;, 1;) (3.70)

Se definen las inductancias basadas en parametros de energia.

dW aW

L T — 2 L i1 —
a d(12) " AL L)

(3.71)

3.18.1. Analisis incremental.

En la solucién del potencial magnético se evalia la reluctividad diferencial y es almacena-
da en cada iteracion de la solucion no lineal durante el proceso iterativo de Newton Raphson

La ecuacion de perturbacion de corriente es.
I; = Iip + i (3.72)

Donde 1,7 es la corriente de operacion en un bobinado ¢ e i; es el incremento de corriente,

puesto que la reluctividad v; es constante, L, también es constante, asi la energia incremental
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puede ser evaluada analiticamente.

AW Z Ld't,'; IEU Z Z 31; 20 -+ -[107’30 g & 3133 (373)

-2 -
+ 2.[ ; . o
AW = E Ldﬂ it E § Ligii |4idi0 + Liotijo + %'Zj)

Debido a las perturbaciones de corriente el flujo cambia y puede ser expresado como.

H=H,+h B=By+h h=y;b

Donde Hy y By son intensidades y densidades del campo magnético respectivamente en el
punto de operacién, h y b son los incrementos del campo. Dado que el analisis es linealizado,

el principio de superposicion puede ser aplicado.

h—_—Zhi b:Zb,_i « = qb;

Donde h; y b; son incrementos de campo debidos a incrementos de excitacion en la bobina

1. La energia de campo magnético incremental es

AW = / HdBdV + / (Hy + vgb)dBdV = / Hob + 2] v (3.74)

2 i

AW=/ ) Hyb; +Zzhb IV 4 s,
.._|_/ :ZHobi_l_thzbz_FZthb;dV

Comparando los términos cuadraticos de (3.37) y (3.74).

1 1
5 Laisii = 5 / h;b;dV (3.75)

Esto confirma que el comportamiento de un sistema de bobinados con una relacion B — H

no lineal es gobernado por la inductancia diferencial.
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3.19. Modelo en el dominio del tiempo.

El modelo mas completo es descrito por el sistema de ecuaciones en el dominio del tiempo,
ecuaciones (3.54) o (3.58) en donde se deben de eliminar los términos de induccién de las
corrientes de eddy con excepcion de los elementos finitos en la zona del nicleo. Ademas,
se debera tener cuidado especial en la representacion equivalente de las corrientes de eddy
para el caso de modelos bidimensionales. En la representacion en el dominio del tiempo,
las no linealidades e isometrias se modelan de forma natural. La desventaja principal del
modelo en el dominio del tiempo son los grandes recursos de computo que se requieren. Esta
es la razon de la busqueda de la utilizacion de otros modelos mas simplificados. Cuando se
desean los resultados en estado estable ante excitacion senoidales se puede usar el modelo
en el dominio armoénico. Para la simulaciéon en el dominio del tiempo se debera especificar el
paso de integracion y el método de integracidén asi como la dependencia de las fronteras en

el dominio del tiempo.

3.20. Modelo en el dominio armonico.

De la experiencia del analisis de circuitos eléctricos en estado estable ante excitaciones
senoidales de la forma v(t) = V,,Cos (wt + a) en donde sabemos que podemos transformar el
problema en el dominio del tiempo en la forma fasorial, resultando un sistema de ecuaciones
algebraicas con escalares complejos.

Aplicando un procedimiento similar al de los circuitos eléctricos, las ecuaciones del campo

en el dominio del tiempo las transformamos en cantidades fasoriales (escalares complejos).

Entonces la ecuacion (3.3) se transforma en

P

VXUVXA:U?

jwaﬁ
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Donde A es el vector potencial magnético fasorial, v, es la reluctancia equivalente. La reluc-

tancia equivalente se obtiene como se indica continuacién.

3.21. Representacion de la curva B-H en el dominio de

la frecuencia.

Debido a que el material empleado en el nicleo es ferromagnético, la relacion B — H es
no lineal. Es necesario introducir un nuevo concepto que defina la permeabilidad en condi-
ciones no-lineales para casos en el dominio de la frecuencia [10]. Para un medio no lineal
la relacién entre la densidad del flujo magnético como una funcién del tiempo consiste de
una funcion periédica conteniendo armonicos. Para un instante de tiempo ¢, la densidad de

energia almacenada instantanea W (x,t) es dada como.
B(z,t)
W(x,t) :/ HdB (3.76)
0
La densidad de energia promedio W,,(x) en un ciclo de periodo T

Was(2) = -;; /0 : ( /0 e HdB)dt (3.77)

Se define una permeabilidad efectiva pe(z), que es usada con cantidades rms, tal que, para

cualquier valor de %-;—) se cumple que para cualquier punto en el espacio [10].

H(z)}?
Wao(z) = pel) T (3.78)
Igualando las formulaciones (3.77) y (3.78), y despejando para ue(z)
4 i | T B(z,t)
pe(z) = H) T/ (/0 HdB)dt (3.79)
4 Jo
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La forma de Galerkin para la ecuacién de difusidn es

> |ue 8] {4}, + o111 fiud}, -0 11,

€

=

Ve [S- {}i} + o [T (jw/fi) — U{Q}? = ()
La ecuacion de una bobina tiene la forma
01{2), = ] i), - ol {4)

La ecuacion de voltaje para la bobina y circuito externo es

o~

Vc 1“‘/': + jWLe:stjc + Re:r:tjc

{db}T {%} + jWLemtjc + Re::t:tjc:

El sistema global de ecuaciones es ahora algebraico complejo y tiene la forma simplificada

] {7} = {1} 350

La transformacion inversa, de la forma fasorial al dominio de tiempo es sencilla. Esta for-

mulacion permite grandes ahorros de tiempo de computo. En problemas transitorios (en el
dominio del tiempo), se pueden usar los resultados en el dominio armoénico como valores
aproximados a los de estado estable, lograndose una gran reduccién de tiempo de computo
[11]. Las otras variables de interés como densidad de campo, potencia, etc, se pueden obtener
a partir del conocimiento del potencial magnético fasorial. Del conocimiento de la potencia
compleja se pueden obtener los parametros circuitales equivalentes del transformador. La
resistencia sera el coeficiente proporcional a la parte real de la potencia compleja, la induc-
tancia seran proporcional a la parte imaginaria de la potencia compleja. El procedimiento
para el calculo de inductancias es sencillo para el caso de bobinas unicas. Para sistemas de

inductancias acopladas se requiere de un procedimiento méas complicado, para hacer eficiente

el calculo de las mismas.
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3.22. Laminaciones.

Un gran numero de dispositivos magnéticos emplean un nicleo construido por laminas
delgadas del orden de los milimetros con el propodsito de reducir efectos ocasionados por
corrientes de eddy. Una manera de modelar estas laminaciones con el elemento finito, es
modelar todas y cada una de las laminas que constituyen el nucleo asi también el aislamiento
entre laminas. Una alternativa es considerar al material laminado como una pieza sélida que
tiene propiedades equivalentes y que esencialmente proporcionan el mismo resultado del
campo magnético. Reduciendo significativamente el nimero de elementos en el mallado al
modelar el material [15]. Si tomamos el sistema de coordenadas cartesianas y consideramos
que el flujo solo existe en la direccién Y del sistema de coordenadas cartesianas como se
muestra en la figura (3.7). Entonces la reluctancia equivalente en la direccién vertical es la
combinaciéon en paralelo de las reluctancias del aire y del material de las laminaciones, el
circuito magnético equivalente es como se muestra en la figura (3.8).

Donde R; es la reluctancia debidas a las laminaciones.

L

B = (3.81)

Donde L es la altura del paquete de laminaciones, u; es la permeabilidad de cada lamina y
W es el ancho del paquete, figura 3.7 y ¢ es un factor que indica la relaciéon del total del

paquete es ocupado por laminas y aire. La reluctancia del aire R, es.

L

adn po (1 —c) W (3:82)

Donde g es la permeabilidad de vacié que es igual al del aire. La reluctancia equivalente es

la combinacion en paralelo de las reluctancias.

1
((1 = c) + cps) poW

Req = Ri||R, = (3.83)
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Figura 3.7: Flujo en la direccién Y.
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Figura 3.8: Reluctancia equivalente en paralelo.
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Laminaciones

Alslamiento
entre laminaciones

Figura 3.9: Flujo en la direccién X del sistema de coordenadas cartesianas.

Las curvas de saturacién pueden ser corregidas aplicando la ecuacion de R., a cada punto
de la curva de saturacion. Ahora bien considerando que el flujo fluye paralelo al eje X
del sistema de coordenadas cartesianas como se muestra en la figura 3.9, en este caso la
reluctancia equivalente es la suma en serie de las dos reluctancias. La reluctancia R; para

las laminaciones cuando el flujo es paralelo al eje X del sistema cartesiano.

ci,

R, = W (3.84)

y la reluctancia R, para las regiones entre laminas

(1—c)L
R, = 3.85
poW ( )
Haciendo un equivalente que esta en serie resulta.
cpo + (1 — C)H:‘) L
s = — 3.86
! ( i Lo W ( )

60



R

Ry

Figura 3.10: Reluctancia en serie.
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Capitulo 4

Modelado del transformador.

En este capitulo se describe el modelo geométrico y las caracteristicas eléctricas del
transformador utilizado en este trabajo. Se describen los mallados usados en cada uno de los
componentes que forman el modelo, piernas, entre-hierros, yugos, bobinas, tanque y regiones
de aire. Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar el estudio de tres técnicas de modelo
para el analisis de transformador, caso magneto-estatico, caso armoénico y caso transitorio.
En lo consecuente, en este texto se llamara modelo I, al modelo magneto-estatico, modelo
IT al modelo en el dominio de la frecuencia y modelo III en el dominio del tiempo. Para
los modelos que se encuentran en el dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo
se utiliza un mallado con elementos mas grandes y por tanto se tendran menos nimero de
elementos en comparacion con el modelo magnetostatico, que utiliza un mallano maés fino
y por consecuencia mas elementos. El transformador es modelado y simulado mediante un
programa comercial que utiliza la técnica de elemento finito, el nombre de este programa es

Ansys.
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4.1. Construccion del modelo.

La metodologia empleada en Ansys para construir un modelo es la siguiente. Primer paso,
antes que todo es necesario definir los tipos de elemento que se van a utilizar, posteriormente
se definen los materiales, por ejemplo, la bobinas son de cobre, las laminaciones del nicleo
son de acero con impurezas de silicio. Posteriormente se forma la geometria (tipicamente
se emplea un programa alterno). Una vez formada la geometria, Ansys automaticamente
divide y etiqueta todas las areas de las que esta compuesto el modelo geométrico, después
a cada una de estas areas se especifica su correspondiente atributo, tipo de elemento y ma-
terial. Tipicamente en los modelados de elementos finitos de dispositivos eléctricos como los
transformadores y motores se utilizan densidades de corriente como fuentes de excitacion.
Sin embargo, la mayor parte de los dispositivos se excitan con fuentes de voltaje aplicados
a los devanados. En este trabajo se emplean fuentes de voltaje como fuentes excitadoras.
Ansys requiere que se definan los grados de libertad de los elementos, los grados de libertad
son variables por nodo a calcular de cada elemento, por ejemplo, los grados de libertad en
zona del aire es el potencial magnético, los grados de libertad de los bobinados son, po-
tencial magnético y corriente que circula por cada bobina. Para reducir los requerimientos
de memoria por el nimero de elementos. Se acoplan elementos que tienen los mismos gra-
dos de libertad. Por ejemplo la bobina, en el cual se los conductores estan en serie y por
tanto la corriente que circula por estos es la misma. Entonces se acoplan todos los nodos
pertenecientes a dicha bobina. En los grados de libertad de corriente y caida de tension. En
las bobinas es posible considerar tenomenos debidos al campo magnético, tales como corri-
entes de eddy y efecto skin. En este trabajo se considera que las bobinas estan asilados y
el fendmeno del efecto skin no se presenta en los conductores que conforman los bobinados.

Este acoplamiento se hace mediante una rutina que tiene incorporada Ansys [11]. En este
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Figura 4.1: Transformador trifasico.

trabajo los modelos y solucién es en el plano de dos dimensiones. Después se efectia el mal-
lado del modelo (discretizacion) y se sigue con el ensamblado de matrices. Hecho lo anterior

se procede a solucionar las ecuaciones y posteriormente al post-procesamiento.

4.2. Transformador utilizado.

Las caracteristicas geométricas y eléctricas del transtormador utilizado en este trabajo son
las tipicas de un transformador trifasico tipo acorazado, los valores nominales son: 25 MV A
34,5/12,47 kV,A — Y , en donde cada una de las tres bobinas de alta tension son montados
en cada una de las tres piernas, la configuracion de estas bobinas es del tipo disco. En
la figura 4.1 se muestra el transtormador que se utiliza en este trabajo, como se observa,

tiene tres piernas, pierna I, pierna Il y pierna III, dos ventanas, ventana I y ventana II,
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Figura 4.2: Representaciéon de una bobina.

existen dos yugos, yugo superior y yugo inferior, en las intersecciones del los yugos y piernas
existen entre-hierros. A los lado de cada pierna se encuentran las bobinas, representadas
por dos rectangulos, uno a la derecha y otro en la izquierda en cada pierna, indicando la
ida y retorno de la corriente respectivamente. El nucleo y bobina se encuentran inmersas
en un tanque, con material aislante (aceite o aire). Aprovechando la simetria (geométrica y
magnética) del transformador solo se modela la mitad superior del mismo. Las paredes del
tanque se toman como condiciones frontera de Dirichlet (flujo paralelo) y el eje horizontal

como condicién de Newman homogénea (flujo perpendicular).

4.2.1. Representacion de la bobina.

La seccion transversal de una bobina es representada geométricamente por dos rectangu-
los, uno de ellos representa al conjunto de conductores en donde la corriente entra en direcciéon
perpendicular al papel, mientras que el otro representa a los conductores de donde la cor-
riente sale del plano del papel, figura 4.2, las bobinas pueden ser del tipo disco o del tipo
helicoidal y pueden estar conectadas en serie o en paralelo. En este trabajo se considera que

las corrientes de eddy y efecto skin no influyen en los bobinados.
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Figura 4.3: Elemento rectangular de 8 nodos. Figura 4.4: Elemento triangular de 8 nodos.

4.3. Mallado en el modelo magnetostatico.

A continuacion se describe el tipo de mallado que es utilizado cuando se modela el
transformador en forma magneto-estatica. Se muestran por separado el mallado que tiene

cada uno de los elementos que componen el trasformador.

4.3.1. Mallado de las bobinas.

La bobina esta compuesta de N, secciones, cada seccion contiene NV, vueltas, la config-
uracion del arrollamiento es del tipo disco. Un elemento representa a una barra conductora
con cierta longitud. Los elementos usados en las bobinas son de geometria rectangular de 8
nodos, como se muestra en la figura 4.3. Este mallado es utilizado en los tres modelos de
estudio (caso magneto-estatico, en el dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo)
y se muestra en la figura 4.5. La bobina se discretiza con 451 elementos, esto hace que un

elemento corresponda a un conductor.

4.3.2. Mallado de piernas y yugo, modelo 1.

Para el mallado en las piernas se utilizan triangulos de 8 nodos, como se muestra en

la figura 4.4. El mallado de las piernas se muestra en las figuras 4.6 a 4.8. El nimero de
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Figura 4.5: Mallado de una seccién de una bobina.

elementos usados en la pierna I son de 1671 elementos, en la pierna II se emplean 1530, en
la pierna III se utilizan 1671 elementos y el yugo se modela con 3236 elementos. Se observa
que el mallado en la parte superior de la pierna es mas denso debido al entre-hierro entre la
pierna y el yugo superior figura 4.6, de manera similar ocurre en las piernas II y III. En la

hgura 4.9 se muestra el mallado del yugo superior.

4.3.3. Mallado de entre-hierros.

Existen 3 espacios inter-laminares (entre-hierros) como se observa en la figura 4.1, el
primero se encuentra entre el yugo superior y la pierna I, el segundo entre el yugo superior y
la pierna II el tercero por el yugo superior y la pierna III. El nimero de elementos usados en
el entre-hierro I, son de 440, en el segundo entre-hierro se usan 442 elementos y en el tercero
se emplean 440 elementos. En la figura 4.10 se muestra el mallado del entre-hierro I y como

se puede apreciar, los elementos son de geometria triangular. Debido a que las dimensiones
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