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Resumen

El analisis armoénico en estado transitorio es un problema de la Ingenieria Eléctrica que ha dado
lugar a desarrollar diversas técnicas para una medicion precisa de las diferentes componentes de
frecuencia que provocan distorsiones en las sefiales de voltaje y de corriente de los sistemas
eléctricos de potencia.

En este trabajo como primer punto se da a conocer la definicion de componentes de frecuencia, se
describe lo que es un fendmeno transitorio clasificandolo de acuerdo al contenido espectral,
mencionando ademas las posibles causas que lo originan.

En una etapa siguiente se revisan y describen tres diferentes técnicas para el analisis armonico, se
muestran resultados mediante un ejemplo con una sefial prueba de frecuencia fundamental con
algunas componentes armonicas.

Posteriormente se aborda la teoria fundamental de la transformada ondeleta discreta y la similitud
que guarda con el proceso de filtrado digital a través de un esquema de banco de filtros. Se
describe como una funcion puede ser representada por medio de funciones ondeleta.

Enseguida, se hace un estudio de comparacion de cuatro técnicas diferentes, donde una de ellas
hace uso de la representacion ondeleta. Se proponen tres casos de estudio, dos de ellos constan de
sefiales de frecuencia fundamental con varias armodnicas y sufren cambios abruptos en su
amplitud; el tercero es un caso practico donde se simula una falla en una linea de transmision
monofasica.

Por ultimo, se presentan las conclusiones a las que se llega después de la comparacion de las
cuatro diferentes técnicas, ademas de trabajos futuros propuestos que se derivaran del trabajo
realizado en esta tesis.
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Abstract

Generation of harmonics during transient state of power systems is a major problem affecting
control as well as correct measure. Currently, there is growing interest in developing techniques
to detect and tracking harmonics component, as fast as possible, where these are produced by an
abnormal operation of the network.

This thesis is concerned about the most efficient way to detect harmonics as well as
interharmonics when a disturbance occurs on a power system. Four techniques are assessed in
this thesis: 1) Enhanced Phase Locked Loop Scheme, 2) Windowed Fourier Transform, 3)
Kalman Filtering Schemes and 4) Kalman Wavelet Filters.

First, Phase Locked Loop is explained as applied to the harmonic tracking problem. Next, the
Kalman Filter method as applied to the tracking problem is exposed here. Finally, a combined
technique of Kalman Filters and wavelets analysis is presented. A complete chapter concerning
wavelets and their relationship with Digital Filter theory is included.

The four techniques being considered in this thesis are tasted by mean of three practical
examples. It is concluded that the Kalman Wavelet technique is the fast and more accurate,
whereas the standard Kalman technique is nearly as fast and requires much more computing
power. The windowed Fourier Transform technique is not appropriate for real time applications.
The Enhanced Phase Locked Loop technique is the slowest; however, as it converges, it is the
most accurate.
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Capitulo 1. Introduccion

1.1 Panorama general

Los sistemas eléctricos de potencia (SEP) operan con voltajes y corrientes sinusoidales de
frecuencia fundamental (50 o 60 Hz). Sin embargo, la inclusiéon de cargas no lineales, y las
maniobras de encendido/apagado con dispositivos electrénicos provocan variaciones en dichas
formas de onda [1]. Ademds, cuando un sistema de potencia trabaja en condiciones de sobre
carga es necesaria la inclusion de capacitores para la compensacion de caidas de voltaje que se
generan. La entrada en operacion de estos dispositivos genera componentes de frecuencia que
también contribuyen a la distorsion de sefiales de corriente y de voltaje fundamentales.

La presencia de armonicos en los SEPs puede causar serios problemas. Entre ellos, la distorsion
de voltaje y de corriente provoca el incremento de pérdidas por calentamiento en los distintos
equipos. Adicionalmente, algunos sistemas de proteccion no operan correctamente con la
presencia de estas sefiales no deseadas [2].

El anélisis de arménicas en sistemas de potencia ha tomado fuerza como un importante tema de
estudio en los ultimos afios. Esto es debido al interés renovado en mejorar la calidad de la energia
por parte de las compaiiias y grupos de investigadores [3]. Tradicionalmente, las arménicas en
estado estable han sido el principal campo de estudio.

Varias técnicas han sido propuestas para la caracterizacion de distorsion arménica en estado
transitorio [2]-[4]. La mayoria de los métodos propuestos se basan en la Transformada Discreta
de Fourier (DFT, Discrete Fourier Transform). Estos métodos son precisos para ondas
estacionarias, pero dejan de serlo cuando se presentan fenomenos transitorios en las formas de
onda de voltaje y de corriente [4].

Con el propdsito de suplir estas imprecisiones, se ha propuesto un sistema que hace uso de un
oscilador anclado en fase de lazo cerrado (PLL, Phase-Locked Loop), donde la solucién de un
conjunto de ecuaciones diferenciales que contienen como variables la fase, amplitud y frecuencia
se aproxima a la soluciéon fundamental [6]. Otra alternativa es la técnica basada en el filtro de
Kalman (KF, Kalman Filter) [7], el cual es un tipo especial de filtro muy robusto contra
frecuencias indeseadas y ruido en las mediciones [5].

La transformada ondeleta (WT, Wavelet Transform) es una técnica que permite llevar a cabo la
transformada de una sefial en el dominio del tiempo en diferentes bandas de frecuencia, y que, en
conjunto con el KF, forma una técnica muy poderosa para el analisis armoénico en estado
transitorio [8].



1.2 Planteamiento del problema y objetivos

En este trabajo la evolucion en estado transitorio de las componentes armoénicas es del mayor
interés, ya que en esos periodos transitorios es donde ocurren muchos de los problemas que
afectan a dispositivos de las redes eléctricas. Asi que, una medicion de estas componentes en
estado transitorio es de gran utilidad e importancia para prevenir problemas y tomar acciones de
control.

El analisis de sefiales de voltaje y de corriente de los SEPs en estado transitorio es un problema
vigente en muchos sectores de la Ingenieria. Una precisa medicién de las componentes armonicas
de estas sefiales y la técnica utilizada para tal propdsito son de gran importancia en estos sectores.
En la mayoria de los casos se requiere que la medicion sea muy precisa y que el tiempo de
respuesta de la técnica utilizada sea muy pequefio.

También existen aplicaciones o estudios en los que no se requiere un tiempo de respuesta rapido
y solo basta con tener una buena precision en la medicion; por lo regular estos son estudios que
se hacen fuera de linea con informacion almacenada de sefiales medidas previamente.

En este trabajo se plantea analizar el comportamiento de cuatro técnicas diferentes para
determinar las armoénicas en sefiales de corriente y de voltaje; todo esto en estado transitorio.

Como objetivos del presente trabajo se tienen los siguientes:

e A través de diferentes casos de estudio se pretende determinar cual de las técnicas que se
presentan es la més adecuada para el analisis arménico en estado transitorio y en tiempo real;
y que el lector pueda hacer una decision de qué técnica utilizar de acuerdo al tipo de
aplicacion.

e Se quiere comparar el tiempo de respuesta, grado de precision y tiempo de computo de las
cuatro técnicas que se presentaran en este trabajo.

e Se plantea demostrar la efectividad de la transformada ondeleta replanteando la técnica
propuesta en [8], cambiando el tamafio de “ventana” para obtener un tiempo de cémputo bajo
que sea comparable con el del resto de las técnicas. Ademas se quiere reducir el tiempo de
respuesta de esta técnica.

1.3 Organizacion de la tesis

En el capitulo 2 se menciona el concepto basico de componentes de frecuencia (arménicas) y su
clasificacion. También se aborda el tema de fendmenos transitorios dando una categorizacién de
ellos; mencionando ademas sus propiedades y posibles causas. En el capitulo 3 se trabaja con tres



técnicas propuestas previamente en la literatura especializada (WFFT, PLL y KF) haciendo una
completa descripcion matematica de cada una de ellas y validandolas a través de un ejemplo.

La teoria de la WT y los diferentes conceptos que ésta involucran se presentan en el capitulo 4.
Se explica la transformada de ondeleta discreta (DWT, Discrete Wavelet Transform) y la relacion
que existe con el proceso de filtrado digital. También se muestra que una sefial se puede
representar por medio de funciones ondeleta, lo anterior con el propdsito de entender la
combinacion de esta herramienta matematica con la técnica del KF para la estimacion de
armonicas que se propone en [8] y que en este trabajo se denomina como filtro Kalman-Ondeleta.
(KWF, Kalman-Wavelet Filter).

En el capitulo 5 se realiza la evaluacion de las ventajas y desventajas de cada una de las técnicas
mencionadas a través de tres diferentes casos de estudio. En esta evaluacion se toma mayor
interés en tres factores importantes los cuales son: precision, tiempo de computo y robustez.

En el dltimo capitulo se daran a conocer las conclusiones finales del trabajo asi como las futuras
investigaciones o trabajos que se pueden llevar a cabo y que se derivan del presente estudio.



Capitulo 2. Componentes espectrales

2.1 Armonicos e interarmonicos

En Ingenieria Eléctrica, una componente armoénica estd definida como una sinusoidal que tiene
una frecuencia multiplo entero de la fundamental a la cual opera el sistema. En la figura 2.1a se
observan algunas armonicas y en la siguiente expresion se define matematicamente [9]:

1y =(h)x( frecuencia fundamental), (2.1

donde # es un entero. Cuando estas componentes de frecuencia existen, se encuentran
superpuestas a la componente de frecuencia fundamental, quedando esta ultima distorsionada. En
la figura 2.15 se observa una onda sinusoidal distorsionada con la tercera, quinta y séptima
armonica.

A diferencia de las armonicas, la frecuencia de las interarmonicas no es multiplo entero de la
fundamental, pero también contribuyen a la distorsién de ésta. En la tabla 1 se definen
componentes de frecuencia en términos de componentes espectrales en un estado quasi-estable
sobre un rango de frecuencia definido [10].
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i
1
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Fig. 2.1. Onda sinusoidal distorsionada por arménicas.
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Tabla 1. Definicién matematica de las componentes de frecuencia.

Armoénico f=hxf, h entero > 0.
Componente de CD f=hxf, h=0.
Inter-armonico [#hxf h entero > 0.
Sub-armoénico >0 y f<Ah

/i Frecuencia fundamental de la sefial de voltaje o corriente.

2.2 Tipos de fendmenos transitorios

En teoria de circuitos eléctricos el término transitorio es adoptado para indicar que una seiial de
corriente o voltaje tiene un periodo de transicion de un estado estable a otro. Este fenémeno
transitorio esta asociado a maniobras con interruptores, fallas, descargas atmosféricas, etc.

Ahora, en los SEPs el término tranmsitorio es utilizado para describir el fenémeno antes
mencionado como sefiales de cortos periodos de tiempo. No existe un limite fijo para estos
tiempos; sin embargo, los fenémenos con duracién de menos de un ciclo (en sefiales de 50 o 60
Hz.) se consideran como fenémenos transitorios [11].

En los SEPs, en la mayoria de los casos de estudio, los fendmenos transitorios se clasifican de
acuerdo con la forma de onda que se genera ante determinado evento. A continuacion se
considera la clasificacion en dos tipos: fransitorio oscilatorio y transitorio por impulso [12].
Aunque en la operacion de los SEPs se generan una variedad de fenémenos electromagnéticos
que contribuyen a la distorsion de la sefial fundamental, en esta seccién solamente se
mencionaran los fendémenos que ocurren en periodos muy cortos de tiempo.

2.2.1 Transitorio por impulso

Los transitorios por impulso consisten en un cambio subito del estado estable del voltaje, de la
corriente o de ambos y son unidireccionales en polaridad. Estos impulsos se caracterizan por sus
tiempos de subida y caida, los cuales pueden ser determinados por el contenido espectral de la
sefial [13]. En la figura 2.2 se puede observar una forma tipica de un transitorio de esta categoria.
La principal causa de este tipo de fendmenos son las descargas atmosféricas (rayos). Cuando un
rayo golpea una linea de transmisién se produce una sobretension que serd de muy corta
duracion. Sobretensiones de menor magnitud se generan también cuando la descarga atmosférica
ocurre cerca de una linea de transmision. Estas se conocen como sobretensiones inducidas.
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Fig. 2.2. Voltaje durante un transitorio por impulso.

Por ejemplo, un impulso transitorio de 2kV £1.2x50us, significa que se genera una sobretension
que alcanza un maximo de 2000 volts en 1.2 us y después decae a la mitad del valor pico en 50

LS.

Las formas de onda generadas por transitorios incluyen altas frecuencias y, para la mayoria de los
casos, la forma del impulso transitorio incluye un repentino aumento en la amplitud seguido de
un decaimiento exponencial. Por lo general, estos impulsos se atentian a lo largo del sistema o de
la linea de transmision. Los fendmenos transitorios por impulso pueden excitar la frecuencia
natural (o de resonancia) de un elemento o un subsistema y producir oscilaciones [13].

2.2.2 Transitorio oscilatorio

El transitorio oscilatorio es también un cambio repentino en la magnitud del voltaje o la corriente
el cual afecta valores de polaridad. Después del subito cambio en la magnitud, se presentan
oscilaciones dentro de un rango de frecuencia determinado. Obviamente este fendmeno puede ser
caracterizado por su respectivo espectro de frecuencia. En la figura 2.3 se muestra una forma
tipica del transitorio oscilatorio.

Un transitorio oscilatorio de alta frecuencia, con componentes de frecuencia mayores a los 500
kHz y una duracién tipica de microsegundos, suele ser por causa de la respuesta natural del
sistema a un transitorio por impulso.

Al energizar un capacitor (back-to-back) se genera un transitorio de frecuencia media, con
componentes de frecuencia que van desde los 5 a los 500 kHz, y con una duracién de varios
ciclos de la frecuencia fundamental. También, al energizar lineas de transmisién se generan
transitorios con caracteristicas similares.



Las oscilaciones de frecuencias menores a los 5 kHz y de duraciones menores a los 50
milisegundos entran en la categoria de transitorios de baja frecuencia. Estos transitorios se
encuentran principalmente en los sistemas de sub-transmision y distribucion; y principalmente se
originan al energizar un banco de capacitores, con lo que se generan oscilaciones de voltaje entre

[
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Fig. 2.3. Seiial de voltaje con transitorio oscilatorio.

300 y 900 Hz [13].

En los sistemas de distribucion se pueden encontrar transitorios con frecuencias de oscilacion
menores a los 300 Hz y estan asociados a fendmenos de ferro-resonancia y a la energizacion de
transformadores. Los transitorios debidos a capacitores conectados en serie podrian caer dentro
de esta categoria. En la tabla 2 se presenta un resumen de los diferentes transitorios con sus

caracteristicas y clasificaciones de acuerdo con su duracién y contenido espectral.

Tabla 2. Categorizacion de fendmenos transitorios.

TRANSITORIOS Contenido espectral | Duracién tipica Magnitud tipica de

tipico voltaje
Nanosegundos 5 ns (elevacion) <50 ns -
Por impulso Microsegundos 14 (elevacién) 50 ns -1 ms --
Milisegundos 0.1 ms (elevacion) > 1 ms -

Baja frecuencia <5kHz 0.3-50 ms 0-4 p.u

Oscilatorio | nregia frecuencia | 5-500 kHz 20 us 0-8 p.u

Alta frecuencia 0.5-5 MHz 5 us 0-4 p.u

S




Capitulo 3. Métodos de identificacion de
armonicas

3.1 Introduccion

La medicién de las componentes armoénicas contenidas en una sefial es un tema de gran
importancia e interés para muchos ingenieros e investigadores, quienes se han dado a la tarea de
desarrollar una gran variedad de técnicas para tal propdsito; siempre tratando de obtener una
respuesta rapida y precisa ante cambios repentinos en una sefial eléctrica.

Dentro de esta variedad, la DFT es una técnica bastante utilizada para medir las magnitudes de
las armonicas contenidas en una sefial. Sin embargo, en estudios o mediciones en estado
transitorio la resoluciéon de la DFT no proporciona buenos resultados. Debido a ello suele
utilizarse la transformada rapida de Fourier por Ventaneo (WFFT, Windowed Fast Fourier
Transform). Una alternativa diferente propuesta en [6] consiste en un método no lineal y
adaptivo, el cual hace uso de una unidad compuesta por varios circuitos osciladores anclados en
fase de lazo cerrado mejorado (EPLL, Enhanc ed Phase Locked Loop) para la medicion de
armoOnicas e interarmonicas. Otras alternativas relativamente recientes han sido el uso de
estimadores de estado, donde el filtro de Kalman (KF, Kalman Filter) es uno de ellos. Este es un
tipo de filtro especial, gobernado por ecuaciones de estado, que tiene muchas aplicaciones dentro
de la Ingenieria Eléctrica. Debido a sus propiedades de prediccion y de estimacién proporciona
una respuesta rapida y precisa.

En este capitulo se abordan las tres diferentes técnicas antes mencionadas para la extraccion de la
amplitud de la componente fundamental y las armonicas contenidas en una seiial.

3.2 Oscilador anclado en fase de lazo cerrado

El PLL es un dispositivo que sincroniza una sefial de salida de cualquier sistema en fase y
frecuencia con respecto a una sefial de referencia generada por un oscilador. Cuando el PLL se
encuentra en su estado anclado, o sincronizado, el error de fase entre las dos sefiales es cero o de
un valor sumamente pequefio.

Un PLL consta de tres bloques: 1) un detector de fase (PD, Phase Detector), 2) un filtro de lazo
(LF, Loop Filter) y 3) un oscilador controlado por voltaje (VCO, Volatage Controlled Oscillator).
La forma como se conectan estos bloques se muestra en la figura 3.1.
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Fig. 3.1. Diagrama a bloques de un PLL.

Si el error cambia durante el proceso, el control actia sobre el oscilador de tal forma que obliga al
€ITor a permanecer en cero, o en un valor muy pequefio. Se obliga asi a que el PLL conserve su
condicién de anclado. La condicién de anclado de un PLL se presenta cuando la fase de la sefial
de salida esta enganchada a la fase de la sefial de referencia, de ahi el nombre “anclado en fase”

3.2.1 Principio de funcionamiento del PLL

La salida del VCO oscila a una frecuencia Q, determinada por la salida del LF dada por:
Q,(0)=Q,+K,u, (1), 3.1

donde Q, es la frecuencia central de VCO, y K, la ganancia del VCO. Entonces, el PD compara
la fase de la sefial de salida con la fase de la sefial de entrada y entrega una salida u(f) que
representa el error de fase 6,; el cual es proporcional a la ganancia Ky del PD y que se expresa
como:

u,(1)=K,0,. (3.2)

La salida del PD tiene una componente de corriente alterna (CA) montada sobre una de corriente
directa (CD). La componente de CA es indeseable y es suprimida por el LF que, en la mayoria de
los casos, es un filtro pasa bajas de primer orden.

Para entender el funcionamiento del PLL, se comienza por suponer que la frecuencia angular de
la entrada u,(¢) es igual a la frecuencia central Q,. Esto quiere decir que el error de fase es cero.
Por tanto, la salida del PD y la del LF son cero. Entonces el VCO oscila a la frecuencia central.

Si el error de fase 6, no fuera cero la salida del PD cambia, también lo hace la salida del LF,
produciendo después de un tiempo de retardo una salida finita u/(f) que hace que el VCO
modifique su frecuencia de operacion de tal forma que el error de fase disminuya.

Ahora, si la frecuencia de la sefial de entrada sufre un cambio AQ en un tiempo ¢, la fase de la
sefial de entrada comienza a guiar a la fase de la sefial de salida. Esto genera un error de fase que
se incrementa con el tiempo hasta que la salida u, (f) cambia y, después de un retraso debido al



LF, la salida u/(f) comienza a crecer obligando asi a que la frecuencia de operacién del VCO se
incremente. Esto hace a su vez que el error disminuya y que el VCO opere a la misma frecuencia
que la sefial de entrada [14].

3.2.2 Modelo del PLL

El objetivo principal del PLL es extraer las amplitudes de las componentes de una sefial
sinusoidal. El método propuesto en [6] consiste en un PLL mejorado (EPLL, Enhanced Phase-
Locked Loop). Las dos principales caracteristicas del modelo propuesto son: un funcionamiento
preciso en ambientes no estacionarios y variantes en la frecuencia, asi como la inmunidad al
ruido.

Se tiene una sefial que contiene una componente fundamental y un numero finito de armoénicas,
expresada de la siguiente manera:

z(1)= 4 sin(¢1)+§:A,‘ sin(g, ) +v(1), (3.3)

donde ¢ = Qi + G, es el angulo de fase total de la k-ésima armonica, € esta definida como
Q=k Qy, y v(t) es el ruido incluido en la sefial. Aunque en la mayoria de los casos la frecuencia
Q, es conocida y fija, no se cumple en todos los casos que las “armoénicas” Q; lo sean; esto
quiere decir que las componentes de la sefial z(f) pueden variar dentro de un rango +& alrededor
de su valor nominal [6].

El seguimiento de los parametros de las componentes de la sefial se hace, en este caso, con un
esquema que corresponde a un oscilador anclado en fase mejorado (EPLL). Este dispositivo esta
descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales.

A(1) = pe(t)sing(z), (3.4)
Q(t) = pye(t)cosg(t), (3.9)
#(t)=o() + 1Q(7), (3.6)

donde e(7) esta definido de la siguiente manera:
e(t)=z(t)—A(t)sing(¢). (3.7)

La derivacién de estas ecuaciones se puede encontrar en [15], donde se presentan las propiedades
matematicas de dos filtros adaptivos no lineales capaces de extraer la componente sinusoidal
deseada de una sefal periddica. Ademés, se puede estimar su amplitud, fase y frecuencia. El
comportamiento dindmico del sistema se explica mejor con el teorema presentado en [6] y [15]
que establece lo siguiente:



Teorema 1: Asuma que z() esta dada por (3.3), donde todos los parametros son desconocidos
pero acotados. El sistema dindmico descrito por (3.4)-(3.6) tiene una tnica orbita f), periddica y
asintoticamente estable en una vecindad cercana a y(f) = (A1,Q21, é1).

En otras palabras, lo que establece el teorema es que la solucion (es decir amplitud, frecuencia y
fase) del conjunto de ecuaciones que describen al EPLL esta cerca a los valores reales de la
componente de z(#) correspondiente. Por otra parte, un ajuste correcto de las valores u, to, y 44
obliga al sistema a dar seguimiento a las variaciones posibles en la seiial de entrada.

En la figura 3.2 se muestra una unidad del EPLL que extrae la amplitud, fase y frecuencia de una
sola componente. La parte del detector de fase es donde se calcula la amplitud de la sefial de
entrada. El valor K= es el que controla la velocidad de convergencia para el célculo de la
amplitud con una constante de tiempo aproximada a t4=1/4. La fase y la frecuencia son
controladas por los otros dos valores constantes, K;=u, y K, = o p43.

La unidad presentada en la figura 3.2 tiene como referencia en su estructura interna a la
frecuencia central o la frecuencia de la sefial a la cual se le quieren extraer sus caracteristicas.
Entonces, se coloca en serie un nimero determinado N de unidades de EPLLs, segin se muestra
en la figura 3.3 para calcular cada una de las armonicas bajo estudio. El error resultante de una
unidad previa es la entrada para la unidad siguiente.

Las ganancias en las entradas son debidas a que, por lo regular, en una sefial las amplitudes de las
arménicas disminuyen conforme la frecuencia aumenta. Asi que, en cada una de las unidades se
aplica una ganancia de entrada igual a A/(h-1) para h#l, obteniéndose asi una amplitud de
entrada uniforme en todas las unidades. En la salida se aplica el factor de 1/4 para obtener la
amplitud actual o correspondiente para cada componente.
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3.2.3 Analisis de una seiial con el EPLL

Para verificar el funcionamiento del método propuesto en la seccién anterior, se propone como
prueba la siguiente sefial de entrada:

z(r) =sin(Q,¢) + 0.20sin (3Q,) +0.10sin (5Q,) + 0.08sin (9Q,¢) + 0.06sin (1102, ) . (3.8)

Al aplicar esta sefial de entrada al esquema de medicion de la figura 3.3 se obtienen los resultados
que se muestran en la figura 3.4. El método empleado (EPLL) obtiene valores de amplitudes
precisos y muy aproximados a los reales y alcanza el estado estable en aproximadamente 0.25
segundos en el caso de la fundamental.
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Fig. 3.3. Diagrama a bloques del esquema para la medicién de arménicas.
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Fig. 3.4. Magnitud de arménicas resultantes empleando EPLL.



3.3 Transformada rapida de Fourier por ventaneo

Otro de los métodos mas usuales para extraer la informacion de componentes de frecuencias
contenidas en una sefial es la transformada de Fourier. Pero ademas, si se quiere estimar esta
informacion en una representacion tiempo-frecuencia, esto se puede llevar a cabo con la WFFT
que proporciona las componentes de la sefial en tiempo progresivo para diferentes bandas de
frecuencia [16].

La WFFT se implementa a través de la transformada discreta de Fourier de duracion corta (STFT,
Short Time Fourier Transform), especialmente para sefiales no estacionarias donde el andlisis de
Fourier convencional no presenta buenos resultados.

Dada una sefial, la componente compleja en una banda de frecuencia k en el instante » se obtiene
al aplicar la STFT discreta que se define como:

X,,(e"””‘)=Zx(m)w(n—m)e_"’°"'" k=0,1,..N-1, (3.9

m

donde ®; =27nk/N es la frecuencia normalizada en radianes por muestra, N es el nimero de
bandas de frecuencia y w(m) es una ventana simétrica (Rectangular, Bartlett, Hanning, Blackman,
etc.) de tamario L, donde L<N si se requiere llevar a cabo la reconstruccion perfecta mediante un
banco de filtros de sintesis. La STFT es una version de la transformada discreta de Fourier (DFT,
Discrete Fourier Transform) que utiliza una ventana mévil que se desplaza hacia adelante en el
eje del tiempo. La STFT se puede expresar de la siguiente manera:

I:Xn(o) Xn(l) X"(N—l):|= (3.10)
DFTN[x(n—L+1)w(O) x(n=L+2)w(1) - x(n)w(L—l):l,

donde » denota el instante actual del tiempo y “DFTy” denota a la transformada discreta de
Fourier de N puntos. Usualmente L=N; sin embargo, si L<N los datos para completar el tamafio
de la ventana en la ecuacion (3.10) son ceros para completar el nimero de bandas antes de aplicar
la DFT.

Los valores resultantes de la DFT son complejos; de hecho, X, (¢’ k) en la ecuacién (3.9) se
puede ver como la version desplazada pasa bajas de la salida X, (,) del k-ésimo filtro complejo

pasa banda, que se obtiene de la siguiente manera:

X, (%)= Y x(m)w(n—m)e /™" (3.11)

m

se agrupan las exponenciales, se cambia el indice de la sumatoria de m por /'y se define [=n-m,
por lo que m=n—I quedando lo siguiente:



X, ()= Xx(n=1w(1)e (3.12)
!

y como / es un indice auxiliar se puede cambiar por m quedando la expresion anterior de la
siguiente manera:

X, (ej””‘ ) =Y x(n—m)w(m)e’™" =x(n)*h,(n). (3.13)

m

La respuesta al impulso del k-ésimo filtro complejo pasa banda esta dado porla siguiente
expresion:
b (n)=w(n)e’™" k=01..N-1, (3.14)

y la frecuencia central de cada filtro es:

_ Sk
s (3.15)

La STFT discreta se puede interpretar como una representacion pasa bajas de la salida asociada al
filtro pasa banda. Todos los filtros pasa banda tienen el mismo ancho de banda, que esta
determinado por el tipo y tamafio de la ventana seleccionada. Para la ventana de Hanning de
longitud L, que es la mas utilizada, el ancho de banda correspondiente a 3-dB del filtro pasa
banda esta dada por:

zs:“Tf-“ . (3.16)

3.3.1 Resolucion en frecuencia

Es importante sefialar que el tipo de ventana que se selecciona para llevar a cabo la STFT es de
gran importancia, ya que ésta determina si hay buena resolucién en frecuencia. Para cada tipo y
tamafio de ventana existe una resolucion fija de frecuencia. Lo anterior se debe a que el producto
entre la varianza (o;) de la funcion en el dominio del tiempo y la varianza de la misma funcién en
el dominio de la frecuencia (o) esta regido por el principio de incertidumbre.

0,0,2% 3.17)

Si se incrementa el tamafio de la ventana se reduce el ancho de banda del filtro pasa banda y
viceversa. Ahora, el ancho de banda del filtro determina si cada banda contiene una o mas
componentes armonicas, si existen mas de una componente en un mismo ancho de banda,
entonces la salida del filtro no puede considerarse como pasa banda debido a la baja resolucién
en frecuencia del filtro. Para obtener una buena resolucion en frecuencia es necesario calcular la
STFT con diferentes tamafios de ventana y extraer la informacion necesaria de una banda de
frecuencia deseada [16].
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De otra forma se puede convolucionar la sefial x(n) con la respuesta al impulso A4(#) definida en
(3.14), en donde la banda de frecuencias seleccionada es como se indica en (3.13).

3.3.2 Seleccion de la ventana y frecuencias centrales

En el andlisis de disturbios donde se aplica la WFFT es necesario que las frecuencias centrales de
los filtros pasa banda coincidan con las frecuencias de las componentes armonicas. Sin embargo,
aunque se logre lo anterior, las salidas reales de los filtros no corresponderan a componentes
armoénicas puras; ya que, usualmente se cuenta con interarménicos y esto depende de la
resolucion en frecuencia del filtro. Por tanto, las salidas de estos filtros se consideran como
pseudo armdnicas.

Lo anterior se explica teniendo en cuenta que la resolucion en frecuencia (de 3-dB) de una
ventana es igual al ancho del l6bulo principal de su respuesta en frecuencia como se muestra en la
figura 3.5b. Si dos componentes de frecuencia se encuentran dentro de este 16bulo, entonces no
pueden ser discriminadas por el filtro pasa banda resultando en una sola componente. Entonces,
aqui radica la importancia de hacer una correcta eleccion del tamaifio y tipo de la ventana, segin
la aplicacion deseada. En la figura 3.5a se muestra la ventana de Hanning que es una de las mas
utilizadas.

Existe otro fenomeno en el analisis en frecuencia de sefiales llamado Leakage, que se refiere a
una aparente fuga de energia de una componente de frecuencia hacia bandas de frecuencia
adyacente. Esto ocurre cuando el intervalo de truncamiento no es multiplo entero del periodo de
la frecuencia fundamental [17].

La clave para disminuir este fendmeno consiste en escoger el tamafio L de ventana adecuado, de
tal forma que los ceros del espectro de la funcién ventana estén localizados exactamente en las
frecuencias de las componentes armoénicas de la sefial [16]. Entonces, a manera de ejemplo si se
tiene una ventana rectangular cuyo espectro esta definido por:

sin(wL/2)

W (0)|=L oL

(3.18)

Los ceros de esta funcion se localizan a las frecuencias w=2zkf,/L. Ademas, si se tiene una
frecuencia de muestreo tal que un periodo de la sefial por analizar tiene un nimero entero m de
muestras, de tal manera que fs=mf,, el efecto de fuga de energia se reduce, haciendo que en los
ceros del espectro de la funcion ventana, expresion (3.18), se localicen los valores de las
arménicas. Esto se logra haciendo que el tamafio L de la ventana sea igual a los multiplos de m;
es decir: L = mn. De esta forma |W(2zfi/f;)| = 0 se mantiene para frecuencias armonicas, f; =[f,,
[=1,2,..., obteniéndose la mas alta atenuacion para las armoénicas de las bandas de frecuencia
vecinas.

P



Dominio en el Tiempo 50 Dominio en la frecuencia

Amplitud

Magnitud (dB)
&
o

'
ey
(o]
<
2

o’ S -150:

20 40 60 6 02 04 0B 08
Muestras Frecuencia Normalizada (- rad/muestras)

(a) (b)

Fig. 3.5. Ventana de Hanning y espectro.

3.3.3 Analisis de seiial de prueba con la WFFT

Al igual que en la seccidn 3.2.3, aqui también se utiliza la sefial descrita por (3.8) para mostrar la
efectividad de la WFFT. Para este caso, la sefial es muestreada con una frecuencia f; =7680 Hz, o
sea 128 muestras por periodo. Se emplea la ventana de Hanning con tamafio L=128. Con los
datos mencionados se aplica la WFFT y se obtienen los resultados de la figura 3.6.

Las magnitudes de las diferentes componentes de frecuencia en la figura 3.6 muestran una buena
respuesta. Las oscilaciones que se presentan en las magnitudes de cada una de las componentes
de frecuencia obedecen a las propiedades de resolucion de la ventana utilizada, al efecto leakage
y también al fendmeno de Gibbs en el dominio de la frecuencia. A pesar de esto, los resultados
mostrados son bastante cercanos a los originales.
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Fig. 3.6. Amplitud de arménicas obtenidas con WFFT.
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3.4 Filtro de Kalman

El filtro de Kalman (KF) es otra de las herramientas con multiples aplicaciones dentro de la
Ingenieria Eléctrica. Este es un tipo especial de filtro cuya representacion matematica se
encuentra en ecuaciones de estado. Su principal caracteristica es que la solucion se calcula en
forma recursiva. Cada estado se obtiene a partir de un estado estimado previo y de un nuevo dato
de entrada; asi que, al implementar el algoritmo de este filtro s6lo es necesario almacenar un
estado estimado previo. Esto hace al KF una herramienta computacionalmente muy eficiente.

El KF esta basado en el desarrollo del problema de estimacién recursiva de minimo error
cuadratico medio; donde, a partir de un grupo de datos observados se puede establecer el valor de
los estados de un sistema por medio de un proceso de innovacién que se describe en [18]. La
razon de la formulacién en forma de KF es debida a que con este se pueden conocer los estados
de un sistema, y como se sabe estos estados proveen la informacion necesaria que describe el
comportamiento forzado del sistema.

La formulacion general del KF esta descrita por el siguiente par de ecuaciones de estado:

X, =DP,X, +V,, (3.19)
y,=H, X, +w,. (3.20)

La ecuacion (3.19) es conocida como la ecuacién de proceso, y la ecuacion (3.20) es la ecuacion
de medicion. En la Tabla 3 se resumen las variables contenidas en esta formulacién. Los dos
parametros, v, y w, son variables aleatorias con distribuciéon normal y media cero. Se puede
asumir que estos parametros no presentan correlacion en el tiempo y se pueden representar por
matrices de covarianza, o de nivel de ruido [17], dadas por:

E[v”vl] _ {Q,, n=k

0 n=zk
(3.21)
EI:W wT:|= Rn n=k
ok 0 n=k
Tabla 3. Variables de la formulacién del filtro de Kalman.
X, Vector de estados.
D, Matriz de transicion. Relaciona los estados del un tiempo actual # y del tiempo n+/.
Ya Es la medicion del sistema (estados observados).
H Matriz de medicion.
v,y W, | Ruido debido al proceso 'y ruido debido a la medicién respectivamente. (Ruido blanco).




Las variables v, y w, también son independientes entre si; es decir, no estan correlacionadas:
E[v,w.]=0 paratodon yk. (3.22)

El proceso del KF se puede explicar por medio del diagrama de flujo de la figura 3.7, donde se
observa la estructura del filtro y el procedimiento que éste lleva a cabo. Como €s un proceso
recursivo, es necesario contar con ciertas condiciones iniciales definiendo primeramente un
estimado aproximado X,, ademdas de una matriz de correlacién P, asociada al error del estado
estimado aproximado.

Abhora, como ya se cuenta con un estimado inicial y con la matriz de correlacion asociada al error,
se puede mejorar este estimado de la siguiente forma:

x,=®,X%,+G,[y,-HX,]. (3.23)
Para hacer la proyeccién de un estimado futuro se tiene que:

%, =0%,. (3.24)

El término entre corchetes de (3.23) corresponde al proceso de innovacién o, que relaciona a la
medicion y, con la proyeccion de un estimado futuro calculado con (3.24). El término G, se
refiere a la ganancia de Kalman que se encarga de minimizar los elementos de la matriz de
correlacion del error asociado al vector de estados estimados mejorados. G, esta dada por:

G,=PH!(HPH +R,) (3.25)

donde P, es la matriz de correlacion asociada al error del estado estimado aproximado y estd
definida de la siguiente manera:

= T
P.,=0P®, +Q,. (3.26)
-1
z
X Proceso a, Estimado f(" Proyeccién de s
n de mejorado estado futuro X,
——* Innovacién para n+1
yn A
G’l
G" Actualizar la matriz de P
Ganancia covarianza de error del u

estado estimado

-

Proyeccién de la matriz
de covarianza del error
para n+1

Iz

Fig. 3.7. Diagrama de flujo del proceso del filtro de Kalman.
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P, es pues la matriz de correlacién del estimado mejorado %,, que se utiliza como una
descripcion estadistica del error entre la proyeccion del estado estimado futuro X,,, y el estimado
mejorado x, [18].

P, =(I-G,H,)P,. (3.27)

Las expresiones (3.26) y (3.27) forman la parte recursiva para el célculo de la matriz de
correlacion de la prediccion de los estados que se lleva a cabo por medio del KF. El principal reto
para poder aplicar el KF esta en formular el modelo en ecuaciones de estado del sistema que se
analiza, y asi poder llevar a cabo la accion de estimar los estados del sistema.

3.4.1 Definicion del problema en variables de estado

El problema planteado es el de extraer la magnitud de la componente fundamental y de las
diferentes armonicas contenidas en una sefial. Para adecuar el problema a la formulacion del KF,
primeramente se considera una sefial sinusoidal libre de ruido con un numero finito de
componentes armonicas:

h
z(t) =) 4, (t)cos(iQ +6,). (3.28)
=1
Esta sefial se puede descomponer de la siguiente manera:
h
z(1) =Y. (4,(t)cos,cosiQ,1 — 4,()sing, sin iQ,1), (3.29)
=1

donde A4,(f) y 6; son la amplitud y el angulo de fase de la i-ésima componente en el tiempo ,
respectivamente. La fase de cada armonica esta referida al eje rotatorio i€2¢. Ahora, como se
puede ver cada componente tiene dos variables de estado, y si / es el orden méaximo de armonicas
se tienen 24 variables de estado.
x (t)=4/(t)cosB  x,(r)= 4 (t)sin6,
X, (1) =4, (t)cosb,  x,(1)=4,(t)sin6, (3.30)

X2h-1 (’) =4, (l)cos 6, Xy, (f) =4, (t)sin 6,

Estas variables representan las componentes en fase y en cuadratura de las arménicas con respeto
a la referencia rotatoria i €2t [7]. Dado que ya se conocen las variables de estado, ahora es posible
formular el problema en espacio de estados para aplicar el algoritmo del KF. Sélo que, antes de
formular esto, la expresion (3.29) se lleva al tiempo discreto haciendo las consideraciones dadas a
continuacion:



Se tiene un periodo de muestro 7, por lo que la frecuencia de muestreo es F,=1/7. El periodo de
muestreo establece una relacion entre tiempo continuo y tiempo discreto de la forma r=nT=n/F.
Ahora, si se aplica un muestreo periédico a (3.29), éste da lugar a la sefial en tiempo discreto.

z(nT)=z(n)= i(A, (n)cos, cosiom — 4, (n)sin 6, siniwn), (3.31)

donde w=QT=Q/F; expresa la frecuencia normalizada de la sefial de tiempo discreto. Entonces,
una vez expresada la sefial en la forma (3.31), es posible realizar la representacion en espacio de
estados necesaria para determinar las magnitudes de las componentes arménicas. Asi, la
representacion general para este caso queda como se muestra a continuacion:

X, 1 0 - 0 0| x

X, 01 - 0 0 x

: =|§ 4 : & : +[v]lx2h (3.32)
Xoh-1 00 0| X354
L% Jyey L0 O 0 0 1] Xy |,

Por otra parte, la ecuacion de medicion queda establecida de la siguiente manera:

. - :
coswn x
—sinon X,
y,=H,X, +v, = : P+ [wl,, (3.33)
coshwn | | xy,_,

| —sinhwn | | x,,

El vector H, es un vector variante en tiempo. Ahora, para este caso la matriz de transiciéon @, es
igual a la matriz identidad. Los vectores v, y w, son los ruidos correspondientes al proceso y a la
medicion. Como ya se mencioné antes, estos consisten en variables aleatorias.

3.4.2 Analisis armonico con filtros Kalman

Una vez realizada la representacion de estados del problema por analizar, se procede a aplicar el
algoritmo de Kalman. Se toma la misma sefial que fue utilizada para los dos métodos anteriores
dada por (3.8).

La figura 3.8 muestra las magnitudes de cada una de las componentes contenidas en la sefial
analitica propuesta. Se observa que existe un tiempo en el cual el algoritmo converge. El tiempo
que tarda en alcanzar el estado estable, que es el necesario para que desaparezcan las
oscilaciones, es de 13 ms aproximadamente; esto es, menos de un ciclo. También las amplitudes
calculadas con este algoritmo son muy cercanas a las originales.
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3.5 Observaciones del capitulo

Se han presentado tres métodos mediante los cuales se pueden calcular las magnitudes de las
componentes armonicas contenidas en una sefial. Cada uno de ellos utiliza conceptos diferentes;
el EPLL requiere de una conexioén en serie de varias unidades para la extraccién de amplitud, fase
y frecuencia de cada componente. Su algoritmo requiere de tres integrales, tres multiplicaciones y
una suma. La principal desventaja de esta técnica es la lenta respuesta que se debe a los filtros
incluidos en su estructura para mejorar la calidad de la salida; es decir, que se sacrifica velocidad
por precision.

La WFFT es una técnica que obtiene buenos resultados con sefiales no estacionarias. Al aplicar
una ventana que se desplaza sobre la sefial para que en cada paso se realice el analisis DFT y
entregue la informacion de cada componente en bandas de frecuencia a tiempos sucesivos. El
ancho de banda de cada filtro y la resolucion en frecuencia dependen del tamafio y forma de la
ventana. Para un analisis completo con diferentes resoluciones se tiene que re calcular la DFT
empleando diferentes tamafios de ventana.

El KF también arroja buenos resultados. Con esta técnica es necesario llevar a cabo una
representacion en espacio de estados de la sefial por analizar. Cada nuevo estado se obtiene con
un estimado previo y un nuevo dato de entrada (medicion) a través de un proceso recursivo. Para
el calculo de la magnitud de cada componente de la sefial se tomaron como variables de estado
las componentes en fase y en cuadratura con respecto a una referencia rotatoria. Las magnitudes
estimadas de dichas componentes son muy precisas y ademas el tiempo de respuesta del KF es
mucho mejor que el del EPLL.

El uso de la ventana mévil en la WFFT repercute en un mayor niimero de operaciones debido a la
cantidad que informaci6én que requiere para el calculo de las componentes arménicas respectivas.
Ademas, con la WFFT se observan pequefias oscilaciones en estado estable que con el KF no se
presentan.
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Capitulo 4. Ondeletas

4.1 Introduccion

El nombre de “wavelets” (ondeletas en Espafiol) es debido al término en Ingles “small wave” o
pequefia onda. Las ondeletas son funciones usualmente acotadas en tiempo que satisfacen ciertos
requerimientos matematicos para la representacion de funciones. El antecedente de este tipo de
analisis fue desarrollado por Joseph Fourier a principios del siglo XIX cuando demostr6 que con
las funciones senos y cosenos superpuestos es posible representar otras funciones matematicas.

La aplicacion de la teoria de ondeletas en el campo de la Ingenieria ha tomado gran popularidad
en los tltimos afios, y ha sido una herramienta con bastantes aplicaciones. Estas funciones han
venido a ser de gran ayuda para optimizar y desarrollar nuevas formas de analisis e innovar con
nuevas técnicas. En el campo de la Ingenieria eléctrica, la mayor aportacion de esta herramienta
se puede encontrar en el analisis de disturbios en voltajes o en corrientes en lineas de transmision,
en principios de operacion de relevadores para la proteccion de lineas de transmision, en calidad
de energia y en deteccion y clasificacion de fallas, entre muchas otras.

4.1.1. Bases de la transformada de Haar

La ondeleta Haar es la funciéon mas simple con la que se lleva a cabo la transformada ondeleta
(WT, Wavelet Transform). El procedimiento consiste en proponer una aproximacion f (r) de una
sefial con funciones rectangulo (box function) como se muestra en la figura 4.1. Entre mas
pequeiio el rectangulo mas precisa serd la aproximacion. Con esta aproximacién se mantiene el

valor de cada muestra durante un pequefio intervalo de tiempo [tk #+1) (“sample and hold”),
donde 1=kt y 1=1/2’, siendo 27 =N el nimero total de muestras de la seiial.

Cuando una muestra (f, sx) incluye un valor s,=f(#), entonces el punto de muestra corresponde a
la amplitud de la funcion rectangulo, como se indica a continuacion [19]:

f(t)?—_skw(lk’,k“)(t), LRt i, 4.1)
f(t) fn)
Aln A
A
! t o n
(@) (b)

Fig. 4.1. (a) senal f{¢) , (b) aproximacién f conrectangulos.
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estando la funcion ¢,y definida a continuacién y representada graficamente en la figura 4.2:

0 en otro caso.

¢ Siu<t<
Peu,wy (r) = { w (42)

Entonces, s es la amplitud de la sefial en el intervalo [#, #4+1). La aproximacién 7(¢) se obtiene

haciendo la sumatoria de N=2" rectangulos desplegados:

f(t) = so¢(1",1|) + Sl¢(ll‘12) +...+ Sk¢(1,( Lean) " * SZ‘/—1¢(12‘, (43)

o’
i )

. J-1
f(1) =k§s“”"* ) - 4.4)

La transformada de Haar expresa a un par de rectdngulos consecutivos de f (¢) por un rectangulo

de mayor duracién mas una ondeleta que consiste de dos rectangulos alternados. Con propdsitos
de explicacion se supondra un intervalo de tiempo normalizado igual a 1, por lo que se tienen dos
rectangulos consecutivos de duracion de %2; estos se suman para formar el rectangulo de duracién
1, y al realizar la diferencia se forma la ondeleta [19]. Esto se ilustra en la figura 4.3.

P00 = %ot * %)’ (45)

Vi) = ‘/’(0 )" 4"(%’,) . (4.6)

"2

Ahora, cada rectangulo de duracién %2 se puede expresar a través de las dos nuevas funciones
formadas. Lo anterior se logra sumando y restando las expresiones anteriores:

1
(9(0%) = 5[(/’(0,1) + W(O,I)J 4.7

1
Psn) = 5[‘/’(0,1) - ‘//(0,1)1 . (4.8)

Si se toman dos rectangulos consecutivos de (), digamos s,, y 51, (4.7) y (4.8) producen la

siguiente representacion:

A

f= 5o%0,15) * 519 141)" 4.9)

Sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.9) se obtiene:

¢

¢ ]

| |
| |
| u w n

Fig. 4.2. Funci6n rectangulo para aproximacion inicial.
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Ao =%ap) T 7 Yon = %) ")

12 1

Fig. 4.3. Funcion rectangulo y ondeleta.

/ =%[<"(o.n +V’(o.u)J+s§1[¢(o,n ~¥onJs (4.10)

o bien:

s~ (Ss,+S S, —§
f=( : ')¢(0,1)+( 5 l)‘//(O,l)' 4.11)

El primer coeficiente de esta ultima expresion indica el promedio entre los dos rectdngulos,
mientras que el segundo coeficiente indica la diferencia. Con esta transformacion se expresa la
misma funcién pero con aproximaciones de diferentes resoluciones y con coeficientes ondeleta
[19]. Se lleva a cabo una sucesion de promedios y diferencias con el resto de los escalones que
describen a una sefial.

Para generalizar el procedimiento anterior con diferentes intervalos e instantes de tiempo, s6lo se
redefine la expresion de la ondeleta con factores de dilatacion y desplazamiento para cualquier
intervalo e instante de tiempo como se muestra a continuacion:

1 si ust<v Uu+w

i) (t)={ donde V=T (412)

~-1 siv<ti<w

Con estos nuevos intervalos se forma una ondeleta y un rectangulo de mayor duracién a partir de
dos rectangulos de menor duracion.

Pluw) = Paw) ¥ Pow) (4.13)
W(u.w) = ¢(u,v) - w(v‘w) g (4. 14)

Nuevamente se hacen la suma y diferencia de las ecuaciones anteriores quedando de la siguiente
forma:

By = 3 o) * Vi) (4.15)

1

Lo Vi (4.16)

Powy =3
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Con estas expresiones es posible aplicar la transformacién de Haar a un conjunto de muestras o
rectangulos que describan una funcién. El tamafio del arreglo por conveniencia, para este caso,
puede ser de 2» elementos.

f=(sa’5|,52753’---’szjasz_/w 382 (n-1)> 5201 ) 4.17)

4.2 Transformada rapida discreta de Haar

El proceso de la transformada ondeleta explicado anteriormente se aplica sobre un arreglo con un
nimero de muestras igual a 2’, el cual representa a una funcién en forma discreta. Este arreglo se
expresa de la siguiente manera:

5('1)=(a( ) al(/)’_ (/)’ a('l) a“) ) (4.18)

(I 2 2%

Como primer paso se tiene lo siguiente:

)= ()= Zak o (t (4.19)

A esta primera representacion se le puede considerar como la aproximacién de la funcién en un
nivel m=0. El proceso completo de la transformada consta de .J niveles. Para la primera iteracion
(nivel m=1), el proceso se aplica sobre las 2’ muestras de & determinando promedios y
diferencias:

(), )

a/((./—l) - a2k ‘;a2k+] (420)
¥
) _ )
Jo1) Q3 — Q5
dlS/ 1) _ % : 2kl (4.21)
para k=0,1,2...2Y"D_1.
Con los coeficientes anteriores se forman los siguientes dos sub-arreglos:
dV=(d Ve L)) (4.22)
4V = (d{()./—l),dl(J—l)" "d;:—_llll) 4.23)

El sub arreglo @™ corresponde a una aproximacion de menor resolucion de 7’(1) en (4.19).

Ahora, el ancho de cada rectangulo es de 2", mientras que en (4.19) era de 27 Se definen
entonces los nuevos rectangulos:
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. Al=d 1-J
¢£./-n)(t)=¢(2.,-,’_k)={1 si2™ k<t <2 (k+1) (4.24)

0 enotro caso,
con k=0,1,2...,2¥""-1.

. .. ~(J . .
La nueva aproximacion de 7 (r) queda ahora de la siguiente forma:

-1_
R OETARIOE Z oD (1). (4.25)
k=0
Por otra parte, el sub arreglo d’~ contiene a los coeficientes ondeleta que preservan los detalles
que se perdieron cuando se pasé de la resolucion alta f “Y(¢) en (4.19) a un nivel més bajo de
resolucién /Y™ (r) en (4.25).

A continuacion se definen las funciones ondeleta para este nivel de resolucion:

1 si 2(1'J)kSt<2(l'J)(k+%)
v 0=y (2 -k)={1 s 2(“")(k+%)St<2("")(k+1) (4.26)

0 enotro caso,

dando origen a la siguiente funcion:

g ()= Y dl (1), 4.27)
k=0
la cual, sumada a 7'~V (r) dada por (4.25) permite recuperar a la sefial 7 con el nivel de

mayor detalle:
7O (6) = 79 (1) + 890 (1) (428)

Asi como del arreglo @’ en (4.18) se obtuvieron los dos sub-arreglos @™ en (4.22), con un

primer nivel de menor resolucién, y d™ en (4.23) con los detalles, el sub-arreglo a”™" de

a(/—z)

2Y"D muestras se puede descomponer en los dos sub arreglos siguientes: y'd”’™?, cada uno

con 2Y? muestras.

Los coeficientes de éstos se obtienen con la adaptacion pertinente de las expresiones (4.20) y
(4.21). A su vez, el sub arreglo de promedios resultante puede descomponerse una vez mds, y el
proceso de descomposici()n puede aplicarse hasta el nivel J-ésimo obteniéndose los arreglos

siguientes: a@={a"} y d”={d\"}, cada uno de un s6lo elemento. El elemento a”

corresponde al promedio global de todas la muestras de (4.18) y d” la diferencia global.



Como se menciono, las expresiones (4.20) y (4.21) corresponden a los coeficientes del primer
nivel de aproximacion y diferencias de (4.19) respectivamente, y deben ser adaptadas para los
demés niveles m=2,3...J. En forma general, la adaptacion queda de la siguiente manera:

a(.l—m+l) a(.]-m+l)

al((.l—m) —| L2k + B (429)
2
y
J-m+1 J-m+]
dIE.I—m)= agk )2 £k+l ) ] (430)

con k=0,1,2...2Y""_1, y m=1.2,....J.

El nivel m de aproximacion de (1) en (4.19) es entonces:

o(-m)

I -m (t Z a(l m) I -m) ) (431)
con ¢/ (¢) definida de la siguiente manera:

. A(m=J) (m-1)
@({1 m ( )E¢(2(J_m)t—k)={] s5i2 k<t<?2 (k+1) (4.32)

0 enotro caso,

La funcién g~ (r) que preserva los detalles y que permite regresar al nivel anterior “m-17,

queda como sigue:
(/-m) _,
2

/ -m (t g d (/- M)‘///Sl m)( ), (433)

con '™ (t) definida a continuacion:

1 si 2" Nk <p <) (k " %)

N ) z//( U —k)=q-1 si 2 )(k+])<t<2('"“’)(k+l) (4.34)

0 en otro caso.

También cabe enfatizar la siguiente relacién que es la generalizacion de (4.28):

FN ()= FU ()4 8V (1), con m=0,1,2...0 (4.35)

A manera de ejemplo se considera un arreglo de ocho elementos el cual se puede observar en la
figura 4.4. Como 2’=8, se tiene que J=3 que es igual al numero de niveles.
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Se aplica (4.29) y (4.30) para obtener los coeficientes de la transformada de Haar. Para el primer
nivel (m=1), la aproximacién de la figura 4.5i corresponde a una representacion de la funcién
original con menor resolucion. Para recuperar la funcién original se pueden sumar las diferencias
(figura 4.5ii) y la aproximacién del nivel uno. Ahora bien, la aproximacion de la figura 4.6i
correspondiente al nivel dos que es una representacion de menor resolucion de la aproximacion
del nivel anterior, y a su vez es también una representacion atin mas burda de la sefial original; la
figura 4.6ii corresponde a las diferencias de este nivel. En el nivel tres, la figura 4.7 corresponde
al promedio general de la funcién original; si se quiere recuperar la aproximacion del nivel dos
basta con sumar la diferencia de la figura 4.7ii correspondiente al nivel tres y la aproximacion de
este mismo, como lo indica (4.35).

s
o0 R
o R
Enln
5T [ 03
a — 5% =(3,1,0,4,8,6,9.9)
I Lot
o4 ! bbb
o

| o
L N | | | | | |

| | i | | 1 | |

T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 n

Fig. 4.4. Sefial original para aplicar la transformacién de Haar.
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i® =(2.2.7.9) d? =(1,.-2,1,0)

Fig. 4.5. i) aproximacion, i) diferencias cuando m=1.
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~(3-2) _(2+2 7+9 +(3-2) —2 7-
- (3. 27) 40 =P
5(1) =(2, 8) J(l) — (0,_1)

Fig. 4.6. i) aproximacion, ii) diferencias cuando m=2.
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~(3-3) _ (2+8 =(3-3) =
w5 7 -(3)
29 - (5) 7% _ (=3)

Fig. 4.7. i) aproximacién, ii) diferencias cuando m=3.
4.2.1 Representacion matricial de la transformada rapida de Haar

Una forma de representar el proceso iterativo de la transformada Haar es mediante matrices. Asi,
por cada nivel se tiene una matriz (matriz de nivel) y para mostrar lo anterior se utiliza un arreglo
de ocho elementos:

—(J

2 =(ay & a a a a5 a; a),

por lo que se tienen tres matrices (2°=8). El desarrollo de la transformada de Haar en forma

matricial se puede apreciar con el siguiente conjunto de ecuaciones. El primer sub indice indica el
nivel m:
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Nivel m=1:

ay+a; ]
[1 1 M F—- r 7]
7 7 a, 2 a0
(ll‘f'(l]
1 1 B
2 2 q, 2 a,,
1 1 B4¥ds
) a, 2 a,
| 1 g +dy
1 Lla L a
7 2 3| |72 13
Lo = - d (4.36)
2 2 a, - 1,0
’;' _% as % dl,l
! 1
P as ay-as dl,z
2
1 i
L 7 —7]L9 ] a,-a, LdI.J_
L 2
Nivel m =2:
| \ ar - i G0t ] -
(? 7 a,, 2 (az,o
1 1 A 2+a 3
7 7 q, 7 a,
I 1 s
& ey aLZ “1.02”1.1 dZ,O
1 1
o T (3 a. a) ,—a, d
13 12743 21
: 4 = 2 - 4.37)
1 dx,o d dl,o
1 dl,l d dl,l
1 dl.z d, dl,z
L IJ dl,s d dl,3 i
e LT T
Nivel m=3:
1 1 7 7 [ aetan ] 7
(7 3 (az 0 (as,o
1 1 a, ,—a
1~ a,, 2.02 21 d3,0
1 dz,o s dz,o
d d
1 20| _| dyy | 92 (4.38)
1 d dip d
1 d, d, d,
1 d, : d,
i IJLdm_ d, dl.zj

En el conjunto anterior de matrices las columnas y filas son mutuamente ortogonales. Un
razonamiento légico es que la recuperacion de la sefial original necesita que las matrices sean
invertibles. La inversa de una matriz ortogonal se define como:

M'=M" (4.39)
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Sin embargo, para que una matriz sea ortogonal, sus columnas y sus filas también deben ser
ortonormales. Efectuando la normalizacién de la matriz del nivel 1, ésta queda de la siguiente
forma:

N= donde r (440)

-

Esta normalizacion se aplica también a las matrices de los otros niveles. Entonces, para el caso de
N=8, la transformada ondeleta en forma matricial se expresa con el producto siguiente:

4 ¥ r r 4 r ¥ r r or r r ¥ P
PO S R S G L ) ror ror
L 1 r - ror
A [ R B i 1 r —r ror
r =r 1 1 r —-
roor 1 1 ro—
roor 1 1 ro—r
¥ | L 1 1 ror
“4.41)

La matriz resultante A también es ortogonal y la transformada discreta de Haar se puede
representar en forma compacta de la siguiente manera:

b=Ax, (4.42)

donde x es el vector de entrada que representa a una sefial en forma discreta y b es el vector de
coeficientes ondeleta.

La matriz A contiene muchos elementos que son cero, y en la practica para efectuar una
Transformada Discreta Ondeleta (DWT, Discrete Wavelet Transform), es mucho mas eficiente
aplicar secuencialmente una por una de las matrices de nivel. Esto se debe principalmente a que
dichas matrices incluyen sub bloques “unidad”, asi como varios sub bloques de elementos nulos y
ambos implican cero operaciones. El algoritmo de la Transformada Répida de Ondeleta (FWT,
Fast Wavelet Transform) precisamente consiste en la aplicacion secuencial de las matrices de
cada nivel. Para una sefial x con N=2’ muestras la FWT de Haar involucra un nimero M de
operaciones (sumas y multiplicaciones) acotado por la siguiente expresion:

M <2N (4.43)
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Para la implementaciéon de la FWT con otras ondeletas diferentes a la de Haar el nimero de
operaciones esta acotado de la siguiente forma:

M <KN (4.44)

siendo K el nimero de coeficientes distintos de cero en cualquier renglén (o columna) de
cualquier matriz de nivel.

Notese de (4.43) y (4.44) que la eficiencia computacional de la FWT es superior al de la FFT.
Ahora, siendo A en la aproximaciéon (4.42) una matriz ortogonal; la transformada inversa
correspondiente queda de la siguiente forma:

x=A'b=Sb, (4.45)

con S=A"; y en forma explicita se tiene:

s r r r r r
r - ro Fo-r

(4.46)

Este patrén matricial se aplica para cualquier tamafio de arreglo igual a 2’ En (4.41) la matriz del
lado derecho corresponde al primer nivel, la matriz central al nivel m=2 y la de la izquierda al
nivel m=3. En (4.46) la matriz del lado derecho invierte el nivel tres del proceso de andlisis y asi
sucesivamente. Al igual que con la transformada directa, la transformada rapida inversa consiste
en la aplicacion sucesiva de las matrices de nivel en (4.45)

4.2.2 Transformada Haar y filtros digitales

Antes de establecer una relacion entre la transformada ondeleta de Haar y el procedimiento de
filtrado, se mencionan algunos aspectos de los filtros digitales.

Un filtro digital se puede ver como un operador lineal invariante en el tiempo, donde la salida
y(n) es el resultado de la convolucién entre la entrada y la respuesta al impulso del filtro:

y(n)=§h(k)x(n—k). (4.47)
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La respuesta al impulso se denota por h(n); es decir si x=(1,0,0,0...)=&n), entonces y(r)=h(n).
En el caso de filtros digitales el vector h(rn) contiene los coeficientes del filtro. En el dominio de
la frecuencia la operacion de convolucién equivale a una multiplicacién. De (4.47) se tiene:

r(ew)=H{e®)x(e*) 6

(4.48
Y(0)=H(0)X (o), )

donde H(w) es la transformada de Fourier de h(n); o bien, la respuesta en frecuencia del filtro:
H(w)=) h(n)e™™ (4.49)
y X(w) por su parte es la transformada de Fourier de x(n).

El filtro digital, pasa bajas, mas simple es el promediador de dos muestras con coeficientes
h(0)=1/2 y h(1)=1/2. Su salida en el dominio del tiempo se expresa como la siguiente serie de
promedios moviles:

y(n)=%x(n)+%x(n—]). (4.50)

La respuesta al impulso es y = (%%, ', 0, 0, 0,...), que concuerda con los coeficientes del filtro.
Para la respuesta en frecuencia se excita al filtro con la entrada x(n)=e’"” para —o<n<w. Esta es
una sefial de magnitud igual a 1 y con una sola componente de frecuencia que se encuentra en el
intervalo [-m,m]. Para dicha entrada, el vector de salida y(#) es un multiplo del vector de entrada
x(n) que depende del valor de @ [20].

y(n)=3x(n)+3x(n-1)
=1 g +%e,/(n—l)w (451)

1
b
1
2
1,1, o Jhw
(2+28 )e .

El término entre paréntesis es la respuesta en frecuencia H(w) del filtro pasa bajas. Para graficar
esta respuesta se factoriza e” 2 en (4.51) obteniéndose:

H(w)= %(e”"/2 +e o )e“"”/2
H(o)= (cos%)e"’”’/2 (4.52)

En la figura 4.8 se muestran las graficas de magnitud y fase H(w). La grafica de la fase muestra
una linea recta, lo que implica que el filtro sea de fase lineal. Los coeficientes del filtro son
simétricos; es decir, si se invierte el orden de éstos la respuesta del filtro no cambia.
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Fig. 4.8. i) Magnitud y ii) fase de H(). Filtro pasa-bajas.
El filtro pasa altas mas simple, que complementa al filtro pasa bajas descrito anteriormente,
consiste en tomar la diferencia promediada entre dos muestras sucesivas. Sus coeficientes son

2(0)=% y g(1)=—Y%; su salida en el dominio del tiempo se expresa como la siguiente serie
diferencias moviles:

y(r)= 5 x(n) -3 x(n-1). (4.53)

En este caso la respuesta al impulso es igual y =(%2, —%, 0,0,...), y corresponde nuevamente con
los coeficientes que definen al filtro pasa altas. Para la respuesta en frecuencia se utiliza
nuevamente la entrada x(n)=¢’"” que se sustituye en (4.53), produciendo:

y(n)=tem -~y
=(4-1e7)em (4.54)

y(n)=G(@)e™

Dada esta respuesta en frecuencia, se factoriza ¢ y se obtiene:
_ L on _ o) ionr _ igin[ @ )eier
G(a))—g(e -e )e = jsin| = Je (4.55)

Las graficas de la magnitud y fase de la respuesta en frecuencia del filtro pasa altas se muestran
en la figura 4.9. En la fase se presenta una discontinuidad en =0, donde se observa que )
brinca de —n/2 a m/2. A pesar de esta discontinuidad, este filtro pasa altas se considera de fase
lineal.

Para comenzar a establecer la relacion entre filtros digitales y la transformada ondeleta, se resalta
que la operacion de convolucién de los filtros digitales se puede representar en forma matricial de
la forma y=Hx. Esto se ilustra, en forma respectiva, para los filtros pasa bajas y pasa altas antes
mencionados mediante las siguientes expresiones:
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W i e (456
»(1) i x(1)
y =
| |2 z (-1
(- x(-
O 44 <O 1)
»(1) <1 1 | =)

En ambos casos el coeficiente #(0) aparece a lo largo de la diagonal principal mientras que A(1)
se encuentra a lo largo de la primera sub diagonal inferior.

Estos filtros no son invertibles, ya que si se tiene x=(...,1,1,1,...) a la entrada del filtro G se
obtiene y=(...,0,0,0,...). No existe pues un filtro G que recupere esta sefial x(n) a partir de su
salida igual a cero. La respuesta en frecuencia de un filtro invertible debe ser entonces H(w) =0,
para todas la frecuencias y asi el cociente 1/ H(w) es valido. Los filtros mostrados en esta seccion
no son invertibles porque H(7)=0 y G(0)=0.

Para obtener la inversa de un filtro de longitud finita a partir de filtros de longitud igualmente
finita se necesita recurrir al concepto de bancos de filtros [20].

Los filtros H y G no son invertibles, juntos llevan a cabo una operacion particular. Separan una
sefial en bandas de frecuencia y, en la mayoria de los casos, uno es el complemento del otro; esto
a pesar de que la frecuencia de corte no sea muy marcada. Cuando una sefial se filtra bajo este
esquema, es posible recuperar la sefial original. La figura 4.10 muestra el diagrama a bloques de
un banco de filtros basico. La demostracion matematica del proceso mencionado se encuentra en
el apéndice A. La siguiente expresion indica que la sefial de salida es la misma que la sefial de
entrada, so6lo que se encuentra desplazada N muestras, siendo N el orden del filtro:

|G(w)i=sing
1 2
T T w
do)=—-—
ISR
- 0 ’
| | e A
-n 0 T ® Tz 2
i) ii)

Fig. 4.9. Magnitud y fase de la respuesta en frecuencia del filtro pasa-altas.
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X(z)=z"X(z) > x(n)=x(n-N). (4.58)

En el diagrama de la figura 4.10 se observa un bloque que indica la operacién de diezmado (24) o
sub muestreo que consiste en eliminar alternadamente la mitad de las muestras de la sefial de
salida de cada filtro.

La razén practica del sub muestro es por cuestiones de implementacion, debido a que el tamafio
de la salida se duplicaria cuando la misma sefial pasa a través de dos filtros. La justificacion
teorica de esta operacion radica en el Teorema de Muestreo [21]. Como la sefial pasa a través de
un par filtros, de tal forma que reduce su ancho de banda a la mitad, entonces el nimero de
muestras necesarias también se reduce a la mitad.

En la notacion matricial el sub muestreo se logra suprimiendo las filas impares de las matrices H
y G, respectivamente. Para compensar la pérdida de la mitad de las muestras se introduce un
factor V2 de normalizacion [20]. Asi los nuevos coeficientes para el filtro pasa bajas y pasa altas,
en forma respectiva son:

2 1

2

N‘S

c(O) = c(l) =

d(0)=-d(l)=i.

2

Tomando en cuenta el sub muestreo y los nuevos coeficientes para los filtros, las matrices que
aparecen en (4.56) y (4.57) quedan modificadas de la siguiente forma:

11
L
—(l J-zﬁ 2 (4.59)
L=(Y2)V2H = T
&
2 2
(L 2)¥3G = _11 . (4.60)
B=(x) BB

h(n)
H(z)

1 h'(n)
H(2) X0)
X@ a(n) N Q) X@)
G(2) G'(2)

Fig. 4.10. Esquema bésico del banco de filtros.




La fusion de estas dos nuevas matrices resulta en una nueva matriz que se muestra a continuacién
y que representa un banco de filtros, denominado banco de andlisis.

e 1 . 4.61
o] ob
-1 1

Los vectores fila y columna de esta matriz son mutuamente ortonormales, por lo que su inversa es
simplemente la transpuesta la cual representa entonces a un banco de filtros de sintesis con el que
se recupera la sefial original:

[;J [ B ! ! (4.62)

Los canales L=(2)H y B=({2)G de un banco de filtros ortogonal estan representados en el
dominio del tiempo por una matriz ortogonal combinada [20].

[ B"]E]:L"MB’B:I. (4.63)

Cada bloque de 1x2 de la matriz en (4.61) y 2x1 en (4.62) representa a un filtro. Con este
antecedente y observado la similitud entre la estructura matricial del banco de filtros y las
matrices dadas por (4.41), mediante las cuales se lleva a cabo la transformada rapida de Haar, es
posible establecer la relacidn entre la transformada ondeleta de Haar y el proceso de filtrado
digital. El diagrama a bloques de la figura 4.11 muestra la estructura en 4rbol de un banco de
filtros mediante el cual se lleva a cabo la transformada rapida de Haar.

El filtro pasa altas calcula las diferencias, mientras que el filtro pasa bajas determina los
promedios, que a su vez seran la entrada para el banco de filtros del siguiente nivel.

Para establecer mejor la relacion anterior se debe mencionar que en el esquema de la figura 4.11
se tiene un banco de filtros por cada nivel, la representacion matricial equivalente por nivel de
cada banco esta dada por el factor correspondiente de la relacion (4.41) o la matriz de nivel. La
misma relacién se establece para el proceso inverso, cada banco de filtros de sintesis esta
representado matricialmente por cada uno de los factores de la relacion (4.46), las cuales
conforman la matriz de sintesis.
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Fig. 4.11. Esquema en arbol de un banco de filtros. Analisis y sintesis. Tres niveles.

4.2.3 Descomposicion espectral y resolucion tiempo-frecuencia

La WT es la descomposicion de una sefial para expresarla por medio de aproximacionesy
diferencias o detalles de la funcién. Por cada nivel, estas aproximaciones y diferencias poseen
diferente resolucion y este proceso es equivalente a filtrar la sefial por medio de un esquema en
arbol de un banco de filtros. En un primer nivel de filtrado la sefial original pasa a través del
primer banco; después del sub muestreo se tienen dos sefiales de distintas bandas de frecuencia;
una de banda baja y otra de banda alta.

La relacién de resolucion en tiempo y frecuencia de la transformada ondeleta estd basada en el
teorema de muestreo de Nyquist, el cual dice que la componente maxima de frecuencia contenida
en una sefial puede ser univocamente determinada cuando la sefial se muestrea a una frecuencia
F, mayor o igual a dos veces la frecuencia maxima F, de la sefial [21]. En el limite cuando
F&=2F a se tiene que:
Fo1

F.= 3 o (4.64)
donde T es el intervalo de muestreo. Entonces, si la frecuencia maxima F. de la sefial original
es p se tiene que Fs=2p, por lo tanto 7=1/2p. Pero como la sefial en el primer nivel es dividida en
dos sub bandas de frecuencia, la frecuencia maxima contenida en la banda pasa bajas es p/2, esto
trae como consecuencia que Fi=p 'y T=1/p.

El esquema de la figura 4.12 corresponde al proceso de codificacion en sub bandas o “sub-band
coding” que es similar al esquema en arbol de un banco de filtros mediante el cual se lleva a cabo
la DWT. Este esquema muestra que por cada nivel de filtrado el espectro de la sefial de entrada se
divide en una parte de bajas frecuencias y otra parte altas frecuencias. Como la parte de bajas
frecuencias se vuelve a filtrar, se aumenta la resolucion en frecuencia debido a que el espectro
correspondiente se vuelve a dividir en dos sub bandas conforme se avanza en el proceso de

filtrado. También se disminuye la resolucién en tiempo, debido al proceso de diezmado que se
lleva a cabo.
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Fig. 4.12. Division espectral de la sefial con banco de filtros.

En el primer nivel, la frecuencia de muestreo disminuye a la mitad y por tanto el periodo de
muestreo 7 aumenta al doble. Esta es la razon por la cual en el primer nivel la resolucion de la
sefial en tiempo disminuye y, como el proceso de filtrado se repite, la resolucién en tiempo ira
disminuyendo ain mas. Esto se ilustra en el diagrama de la figura 4.13, donde se tiene que las
altas frecuencias contenidas en una sefial se pueden caracterizar mejor en tiempo, debido a que se
requiere un mayor numero de muestras. Por el contrario, en este caso es dificil caracterizar a las
bajas frecuencias contenidas en una sefial debido a su baja resolucion temporal.

La localizacion en tiempo de la informacion de frecuencia tendra una resolucion que depende en
qué nivel de filtrado aparezca dicha informacién. Si la principal informacion de la sefial cae en
las altas frecuencias, la localizacion en el tiempo de estas frecuencias serd muy precisa. Pero si la
principal informacion de la sefial cae en las bajas frecuencias, la localizacién en el tiempo no es
muy buena debido a la poca resolucién en tiempo y al poco nimero de muestras que se tienen
para expresar la sefial en estas frecuencias.

t

Fig. 4.13. Resolucion tiempo-frecuencia de la transformada ondeleta.
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4.3 Relacidon entre filtros digitales y ondeletas

En el analisis ondeleta se representa a una funcion como la suma de ondeletas con diferentes
localizaciones en tiempo y diferentes escalas (frecuencias). Los coeficientes ondeleta cuantifican
la intensidad de la contribucion de cada ondeleta en sus respectivas escalas y ubicaciones.

Las ondeletas son funciones base acotadas en tiempo y oscilatorias que son localizables en
tiempo y frecuencia. Las ondeletas base se forman a partir de una ondeleta “madre” aplicandole
escalamientos y corrimientos en el dominio del tiempo.

Como lo que se pretende con la transformada ondeleta es expresar una funcién en términos de
ondeletas, se tiene la siguiente expresion:

F)=3 3 dw( (4.65)

i=—00 k=—c0

donde se tiene que
v (1) =27y (271~ k). (4.66)

Se hace la suposicion de que las funciones ;(f) son reales y continuas. Asi, en la transformada
de Haar, el valor de las muestras sera visto a través de un proceso “muestra retén” debido a que
las ondeletas son funciones de tiempo continuo [22]. Bajo estas condiciones es posible aplicar
desplazamientos y escalamientos con numeros enteros.

En este caso la letra “i” es el factor de escalamiento y “k” es desplazamiento en el tiempo.
Debido a estos factores, se tiene que todas las funciones son versiones escaladas y desplazadas de
la funcién original u ondeleta “madre” Cuando i=-1 se tiene a la funcién ondeleta en la escala
mas fina.

También se asume que las funciones ondeleta son ortonormales en todas las escalas; es decir que
cumplen con la siguiente condicién [20]:

[wii (W, (1)l = 6,6, (4.67)

donde &, y & son deltas de Kronecker. Bajo estas condiciones los coeficientes dj « de la relacion
(4.65) se calculan mediante la siguiente expresion:

d = [f(W()de=(fw.i)- (4.68)

Esta expresion proporciona los coeficientes ondeleta de f{¢). En tiempo discreto estos coeficientes
son los mismos que se obtienen cuando se aplica el esquema de arbol de un banco de filtros. El
calculo de los coeficientes mediante (4.68) tomaria mucho tiempo de computo, debido a que los
escalamientos y corrimientos aplicados a las ondeletas son continuos y se genera redundancia de



informacién. Es por esto que las técnicas de ondeletas ofrecen una manera rapida, recursiva y
eficiente para evaluar los productos internos en (4.68). Esto se logra con la introduccién de una
funcién de escalamiento descrita por la siguiente expresion:

8.(t) =2%¢(2"t—k)- (4.69)

A la funcién de escalamiento se le conoce como la ondeleta “padre”, la cual satisface una
ecuacion de dilatacién. Para comprender lo anterior supéngase que se tiene la sefial f{#) con ancho
de banda 0<o<n y ademas una funcién @) a la cual se le aplican desplazamientos enteros para
obtener ¢(t—k), de la siguiente manera:

b (6)=9(1-k). (4.70)

Cada funcién ¢(¢) dilatada puede ser representada por una combinacién de funciones @(¢-m) con
coeficientes A(k) dando origen a la ecuacion (4.71) que es la ecuacion de dilatacion:

¢(t)=\/§z}i’:h(k)¢(2t—k). 4.71)

También se asume que J:¢(t -k)dt =1. Entonces, aplicando un desplazamiento m e integrando en

ambos lados de (4.71) se obtiene:

Sh(k)= V2 4.72)

Si los coeficientes h(k) satisfacen la ecuacion de dilatacion, entonces también deben de cumplir
con esta ultima relacion. Ahora, la ondeleta correspondiente estd dada por la relacion siguiente:

(//(t)=\/§ég(k)¢(2t—k). (4.73)

Desde una perspectiva ingenieril, se supone que los coeficientes /4(k) describen un filtro digital;
asi, la funcion de escalamiento puede ser calculada recursivamente a través de (4.71). Se
comienza con una funcién impulso como entrada, y se continia hasta que dicha ecuacion
converja. Una vez que se conoce la funcion de escalamiento, las ondeletas estaran determinadas
por (4.73), en donde:

k
g(k)=(-1) h(N-k). (4.74)
Una vez explicada la razén de existir de la funcién de escalamiento, también es conveniente citar

algunas propiedades de estas funciones. Las funciones de escalamiento y las ondeletas, en la
mayoria de los casos, son ortogonales entre si:

[ (W, (D=0 si j<i. (4.75)
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También entre las funciones de escalamiento se cumple la siguiente condicion de ortogonalidad:
[0 (B0 ()t =5, (4.76)

Para la aproximacion de una funcion f{r), los coeficientes ondeleta d; se calculan recursivamente
a través de los coeficientes c; definidos por:

cu = (£ (t)a 4.77)

De (4.67), (4.75) y (4.76) se tiene que el conjunto ortonormal {¢(¢-k);y (¢ -k)};._, proporciona
una base debido a que las funciones involucradas son ortogonales. Asi también, de (4.71) se tiene
que el conjunto {\/§¢(2t ‘k)}:z_w forma un grupo ortonormal de funciones para el mismo espacio

[22]. Por lo tanto, con las anteriores condiciones se puede definir una funcion p(f) de la siguiente
forma:

p(t)=Ya_,,N24(2t k) (4.78)
p(t)=§[a,,'k¢(t—k)+b0,kl//(t—k)]. 4.79)

En (4.78) se estd aproximando a la funcién p(f) unicamente con funciones ¢(r)’s correspondientes
a la escala mas fina (i=—1). En (4.79) se expresa la misma funcién p(f) pero en una escala
siguiente (i=0) y con funciones del conjunto ortonormal {¢(s-k);w (+-k)},__. que son de menor
resoluciéon. Para encontrar la recursion sobre los coeficientes, primero se aplica un
desplazamiento # a las relaciones (4.71) y (4.73) y haciendo k=/-2n se tiene:

#(t—n) =23 h(k)p(2t —2n—k) =S h(l-2n)p(21 -1)

(4.80)
w(t-n)=V2Eg(kW(2t-2n—k) =3 g(I-2n)p(2 -1);

posteriormente se multiplica cada una de las relaciones anteriores por p(f) y se integra con

respecto al tiempo. Debido a que las funciones base son ortonormales, el resultado de la integral

queda de la siguiente forma:

Ayn = Za—l,lh(l = 2”)

(4.81)
bu.n = Za—l,lg(l - 2")

Estas relaciones muestran la clave de la recursion para el célculo de los coeficientes ondeleta

entre un nivel y el otro. Este proceso resulta ser similar al que lleva a cabo un banco de filtros.

Generalizando (4.81) se obtienen las siguientes relaciones que representan el proceso iterativo

para el calculo de los coeficientes ondeleta para la representacion de una funcion f{r).
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gk = Za/,lh(k B 2")
k

(4.82)
b= Zai,lg(k ~2n).
X

Con estas expresiones se puede establecer una clara relacion biunivoca entre estos coeficientes y
los coeficientes de los filtros que conforman al banco de filtros para la DWT:

Ci k <« al k
’ ’ (4.83)
d, o by
Generalizando:
Civik = Zci,nh(n a 2k)
" (4.84)

dH—l,k = ch,ng(n - 2k)

Observando (4.84) y considerando que los coeficientes A(k) y g(k) pertenecen a un filtro pasa
bajas y a uno pasa altas, respectivamente, se tiene que el calculo de los coeficientes ondeleta se
lleva a cabo mediante el proceso iterativo con un banco de filtros. Desde un punto de vista
tedrico, este desarrollo muestra que no es necesario calcular todo los coeficientes a partir de la
expresion (4.68). Esto se puede realizar calculando los coeficientes c_;4, en la escala mas fina,
que se generan al correlacionar @#2f) con f{f), y después calcular los coeficientes ondeleta
recursivamente con las relaciones (4.84). Los coeficientes c_; 4 son los que se obtienen al realizar
la aproximacion de la funcién que se mencioné en la seccién 4.1.1 mediante funciones rectangulo
y que corresponde a la transformada de Haar.

Otra conclusion importante que surge en esta seccidn es que no es absolutamente necesario
conocer a la funcion de escalamiento ni las ondeletas para calcular la DWT. Basta con s6lo
conocer los coeficientes de los filtros que conforman al banco de filtros.

En la representacion de f{f) dada por la ecuacion (4.65), cuando los limites son infinitos ésta es
exacta; sin embargo, en la practica estos limites deben tomarse como finitos. Entonces, para la
aproximacién de la funcién f{f) con ondeletas, ademas de los coeficientes d,, también se debe
tomar en cuenta la contribucion de los coeficientes ¢, x. Por lo que la funcidn f{r) se expresa mejor
de la siguiente manera: '

1= S )+ Sewsths (1). (4.85)

1=0 k k

4.4 Transformadas Ondeleta discretas

Se ha establecido que para llevar a cabo la DWT no es necesario conocer la expresion analitica de
las ondeletas. Basta con conocer los coeficientes que describen a las ecuaciones de recursividad
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(4.71) y (4.73) para poder llevar a cabo la transformacion, ya que estos coeficientes son los que
actiian como un par de filtros digitales.

4.4.1 Ondeleta Haar como caso particular

La ondeleta de Haar es un caso particular de la teoria antes expuesta, debido a que al plantear la
ecuacion de dilatacion y la de la funcion ondeleta, éstas convergen inmediatamente en la primera
iteracion [20]. Adicionalmente, la ondeleta Haar resulta ser la mas facil de llevar a la practica
debido a su nimero reducido de coeficientes.

Si se tienen los coeficientes ~(0)=1/Y2 y h(1)=1/¥2, la ecuacién de dilatacion esta dada por:

1 si 0<t<]

p(1)=¢(2t)+p(2¢-1) - ¢(t)={ (4.86)

0 enotro caso.

De las expresiones (4.73) y (4.74) se tiene que la funcion ondeleta de Haar se define por:

1 si0$t<%
p(1)=p(20)-9(2r-1) > y(t)=3-1 si Yy<i<i (4.87)

0 enotro caso.

Los coeficientes que describen al filtro pasa bajas se introducen en la ecuacién de dilatacion,
obteniéndose asi a la funciéon de escalamiento. Con esta ultima es con la que se obtiene la
ondeleta correspondiente, a través del proceso iterativo antes mencionado.

4.4.2 Principales ondeletas discretas y sus requisitos

Ademas de la ondeleta Haar existe una gran variedad de ondeletas discretas. El uso de cada una
de ellas depende del tipo de aplicacion. Aqui se mencionan las mas utilizadas, asi como los
requerimientos que €stas deben de cumplir.

Una de las familias de ondeletas discretas mas utilizadas es la de ondeletas Daubechies. Cada
familia tiene subclases de ondeletas que se clasifican de acuerdo con el nimero de coeficientes o
con el nivel de iteracion. En la grafica 4.14 se presenta la ondeleta Daubechies 6, (db6) ademas
de otras ondeletas uso comun.

Los coeficientes que describen a las ondeletas discretas son los mismos que se incluyen dentro de
estructura matricial de un banco de filtros que realiza la DWT correspondiente. Estos coeficientes

; [,‘,5
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deben cumplir ciertos requerimientos. Uno de ellos es que la matriz del banco de filtros sea
ortogonal, o al menos no singular.

Condicion de Ortogonalidad: La estructura matricial de un banco de filtros impone ciertos
requerimientos a los coeficientes de los filtros A(n) y g(n), respectivamente, para lograr la
reconstruccion perfecta [20]. La condicién de ortogonalidad es un requerimiento que se cumple
cuando las filas y las columnas de las matrices que describen a un banco de filtro son
ortonormales.

Si se tiene la matriz A que representa al banco de filtros de analisis, junto con el sub muestro y la
parte de pasa bajas y pasa altas, la condicion de ortogonalidad se puede analizar mediante una
matriz infinita con filtros de cuatro coeficientes segun la siguiente expresion. Se elige esa
longitud de filtro con propoésitos de explicacion, la cual puede corresponder, en determinado caso,
a la ondeleta Daubechies 4.

[A(3) A(2) A1) ~(0)

h(3) k(2) K1) h(0)
L
L] (4.88)
A { } () 22 2(1) () |
g(3) £(2) g(1) £(0)

Independientemente de la ortogonalidad el banco de sintesis viene a ser la inversa del banco de
andlisis, logrando asi la recuperacion completa de la sefial. Por lo que la matriz de sintesis es la
transpuesta de la matriz de andlisis descrita a continuacion:

Coiflet 3

Daubechies 6

. = . . o v - i .
007 s00  foo0 1500 2000 2500 0% 500 1000 1500 2000 2500
003 006
002
Haar 4 004 Symmlet 6
00
0 002
001
0
002
003, s00 1000 1500 2000 2500 °% 500 1000 1500 2000 2500

Fig. 4.14. Principales ondeletas parala DWT.
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[h(3) g(3)
h(2) g(2)
e 7 w1 | A RG)  g() g(3)
Al=s=[L" B']- h(0) h(2) g0 g2 | R
(1) g(1)
i h(0) g(0)

y como se requiere la reconstruccion perfecta de la sefial original, las matrices de analisis y de
sintesis deben cumplir la relacion siguiente:

AS" =§"A=1. (4.90)

En forma de bloques o sub matrices se tiene la siguiente relacion, la cual indica que los filtros
deben ser ortogonales o en espejo de cuadratura (QMF, Quadature Mirror Filters):

(L B"][E}:LTMBTB:I. 4.91)
y

Llr s o7 (LU LB'| [1 0

[B}[L 8 ]_[BLT BBT:l_[o l} (+32)

Esta relacion se convierte en ortogonalidad de doble desplazamiento para los coeficientes h(k) y
g(k) debido a que:

LL =I: Y h(n)h(n-2k)=5(k) (4.93)
LB =0: Y h(n)g(n—2k)=0 (4.99)
BB’ =1: ) g(n)g(n-2k)=5(k). (4.95)

Esta ortogonalidad de doble desplazamientos excluye a los filtros de longitud impar, por lo que
N, el orden del filtro, no puede ser par, ya que L = N+1.

La relacion (4.93) impone las siguientes dos restricciones a los coeficientes del filtro pasa bajas:
h(0) +h(1) +h(2)° +h(3)" =1 (4.96)
h(0)h(2)+h(1)A(3)=0 (4.97)

La misma condicién ocurre para los coeficientes g(k) del filtro pasa altas con la relacion (4.95).
Esto indica que todas las filas de A y las columnas de S deben ser ortonormales. Ahora, (4.94)
indica que las filas de L son ortogonales a las filas de B. Esta condicion es necesaria para el
disefio de banco de filtros ortogonales. La condicion que deben cumplir los coeficientes (k) es
independiente de la de los g(k); pero si h(k) satisface la relacion (4.93) entonces serd facil



determinar los coeficientes g(k) mediante la ecuacion (4.74) y asi satisfacer la condicion de
ortogonalidad en la matriz A. Esta condicion permite tener una nueva representacion de la matriz
A de la siguiente manera:

[ h(3) k() nQ) kK(0)

h(3) h(2) kK@) h~(0)

L

A‘[B} HO) ) -hD) AG) (45%)
-h(0) h(1) -r(2) h(3)

Al invertir el orden de los coeficientes en L y alternar el signo en B, como se ve en la expresién
anterior, se obliga a que se cumpla que LB™=0 para todo N impar. Por lo que las filas superiores
de A son siempre ortogonales a las filas inferiores [20].

4.5 Ondeletas en tiempo continuo

Se debe tener presente que la DWT divide a una sefial de banda limitada en diferentes bandas de
frecuencia a través de un banco de filtros. Lo que se obtiene durante este proceso iterativo de
filtrado son varias representaciones de la misma sefial, cada una con diferente resolucion.

La transformada continua ondeleta (CWT, Continuos Wavelet Transform) es una herramienta
eficiente para el analisis de sefiales no estacionarias y en estado transitorio. La CWT es un mapeo
de la sefial a una representacion de tiempo-escala asi que el aspecto temporal de la sefial se
preserva. La transformada ondeleta proporciona un andlisis en multirresolucion a través de
diferentes tamafios de ventana. Las funciones base de la CWT son generadas a partir de una
funcién ondeleta “madre” aplicando dilataciones y desplazamientos continuos.

Sea L el espacio de funciones cuadraticamente integrables y medibles. La transformada ondeleta
de una funcion f{rf)e L consiste en una descomposicion de f{f) en un grupo de funciones base
ws, (f) llamadas ondeletas.

W, (s.7)= [ £y, (0)at (4.99)

La mayoria de las funciones ondeleta son reales y son generadas por una sola funcién ondeleta, la

ondeleta madre:
t—1

.. (1) =%w(—) : (4.100)

s

donde s>0 es el factor de escala y 7 es el factor de desplazamiento. El término s se incluye
como un factor de normalizacion para preservar la energia de la sefial.
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4.5.1 Propiedades de las ondeletas

Las propiedades de admisibilidad y de regularidad, que se describen a continuacién, son las mas
importantes, y son las que dan el nombre de ondeletas a estas funciones.

Las funciones cuadraticamente integrables y(f) deben cumplir con la siguiente condicion
conocida como de admisibilidad [23]:

I%a)<+oo, (4.101)

donde W(w) es la transformada de Fourier de y(r). Esta condicion permite llevar a cabo el analisis
y la sintesis de una sefial e implica que W(w) se cancela en la frecuencia cero (w=0):

(o)

-0. (4.102)
w=0

Esto significa que la ondeleta debe tener un espectro pasa banda; y como | Hw) |2=0 cuando
=0, esto indica que el valor promedio de la ondeleta debe ser cero en el dominio del tiempo y a
su vez, se tiene que la ondeleta es una onda oscilatoria, como lo indica la siguiente expresion:

fw(rpe=0. (4.103)

La transformada ondeleta de una funcién unidimensional es una funcién bidimensional y la
transformada ondeleta de una funcién bidimensional es de 4 dimensiones. Como consecuencia se
puede tener una explosion del producto tiempo y ancho de banda en la transformada ondeleta, lo
cual no es una propiedad deseable en muchas aplicaciones [23]. Por lo tanto se imponen algunas
condiciones de regularidad a las funciones ondeleta con el fin de que los coeficientes de la
transformada disminuyan rapidamente, junto con la disminucién del factor de escala sy el
incremento de 1/s. Para este proposito la ondeleta y/(f) y su transformada de Fourier Hw) deben
tener suavidad y concentracion en ambos, el dominio del tiempo y el de la frecuencia. Esto se
logra a través de la condicion de regularidad.

Por simplicidad considérese que 7=0 y que los coeficientes de la transformada ondeleta
convergen a cero con el incremento de 1/s. Se hace una expansién en series de Taylor de la
funcion £(¢) en la ecuacion (4.99) alrededor de /=0 y con n términos.

n

W, (5.0) =%{Z 77 (0) It;p!(//(i)dt +0(n+ 1)} : (4.104)

p=0

donde /¥ es la p-ésima derivada de /'y O(nt+1) es el resto de la expansion. Si se define el
momento p de la ondeleta de la siguiente forma:



M,= It”t//(t)dt, (4.105)
ahora se reescribe a (4.104) como un desarrollo finito:

f(") (0)

n!

0] ()
w, (s,O)=% F(0)M,s+ A ]!(0) Ms* + / 2!(0) M,s*+...+

M 5 4 Ty | s (4.106)
De la condicion de admisibilidad se tiene que M,, el 0-ésimo momento, es cero y por tanto el
primer término del lado derecho de (4.106) es cero. La rapidez de convergencia a cero de los
coeficientes Wy(s, 7) de la transformada ondeleta, que decrecen con la escala s, o incrementan con
1/s esta determinada por el primer momento no nulo de la ondeleta bésica yAf). Si los primeros
momentos n+1 de y(f) son cero entonces los coeficientes Wy (s, 7) decaen tan rapido como s2
para una sefial f{f) suave. Por lo tanto, la condicion de regularidad de la ondeleta yAr) conduce a
la localizacion de la ondeleta en el dominio de la frecuencia.

4.5.2 Ejemplos de ondeletas continuas

La CWT emplea funciones ondeletas continuas. Algunas funciones ondeleta pueden ser
empleadas tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto. En esta seccion se presentan un par
de ejemplos de funciones continuas ondeleta con las cuales se lleva a cabo la CWT.

La funcion de ondeleta Morlet basica esta dada por la multiplicacion de la funcion base de la
transformada de Fourier y una ventana Gausiana:

v (1) _ lea) 1) (4.107)

La parte real es un coseno multiplicado por una ventana de Gauss, y la parte imaginaria es el seno
igualmente multiplicado por esa misma ventana. En la base que forma la ondeleta Morlet; tanto la
ventana de Gauss como la funcion base de Fourier sufren las mismas dilataciones.

La transformada de Fourier de la parte real de la ondeleta Morlet consta de dos funciones
Gausianas desplazadas en @, y en —a.

‘{’(w):\/g{exp{_(L;-ai +exp{_—(%w“)_]}. (4.108)

Esta expresion indica que el espectro es par, real y simétrico con respecto al origen w=0. La
ventana de Gauss es pues perfectamente localizable en tiempo y frecuencia; adicionalmente,
consigue el minimo valor del producto tiempo ancho de banda establecido por el principio de
incertidumbre (0;6,>1/2).
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El espectro de la parte real de la ondeleta Morlet que aparece en la figura 4.15b, corresponde al
de un filtro pasa banda y converge a cero conforme el valor w se aleja de la banda de paso.

Otra de las ondeletas importantes es la ondeleta sombrero mexicano (Mexican Hat). Esta
ondeleta se define como la segunda derivada de la funcién de Gauss:

-:2/2)

u/(t)=(1-—tz)e( (4.109)

Esta ondeleta es una funcion par y de valor real que cumple con la condicién de admisibilidad. Su
transformada de Fourier se define a continuacion y su espectro se muestra en la figura 4.16b:

H(0)=-0%"" (4.110)

La funcién de Gauss es perfectamente localizable en tiempo y en frecuencia, ademas de que es
infinitamente derivable; por tanto la derivada n-ésima de esta funcion es una ondeleta.

Se puede hacer una lista muy extensa con las ondeletas existentes mediante las cuales se lleva a
cabo la CWT, pero no es el proposito central en esta seccion. Para esto se recomienda consultar
las referencias [23], [20] y [19].

W(w)

Fig. 4.15. Ondeleta Morlet en tiempo y frecuencia.

Yim)
w(t),

T 0 T o
(a) (b)

Fig. 4.16. Ondeleta sombrero mexicano en tiempo y frecuencia.



4.6 Observaciones del capitulo

En este capitulo se han abordado los aspectos mds importantes para entender la transformada
ondeleta. La introduccion a dicha transformacion inicié con la transformada de Haar, que es
basicamente una sucesion de promedios y diferencias, que proporcionan representaciones de la
misma funciéon en diferentes resoluciones o escalas a través de niveles de transformacion.
Mediante una representacion matricial de la transformada ondeleta de Haar y del proceso de
filtrado con un banco de filtros se establece la relacion y la similitud entre estos dos procesos
concluyendo que son equivalentes.

Como la transformada ondeleta discreta se lleva a cabo mediante un esquema de banco de filtros,
se tiene que los coeficientes que definen a una ondeleta cualquiera son los que se incluyen en la
estructura matricial que describe a dicho banco de filtros. Se muestra que las matrices de los
bancos de filtros de analisis y de sintesis deben ser ortogonales. Esto con el fin de tener la
reconstruccion perfecta de la sefial de entrada; aunque cabe sefialar que esta propiedad no es
absolutamente necesaria para llevar a cabo la transformada discreta de ondeleta.

La transformada ondeleta, tanto en tiempo discreto como en tiempo continiio posee propiedades
de resolucion en tiempoy frecuencia especiales que la hacen apropiada para el analisis de
sefiales, proporcionando informacion de la sefial que otro tipo de transformadas no incluyen.

El panorama general de la Transformada Ondeleta, que aqui se ha presentado, se basa en un
enfoque orientado al proceso de filtrado digital. Se considera que esta es la manera mas
conveniente de poder implementar la transformada ondeleta en aplicaciones de Ingenieria.

Para propositos de esta tesis solo se requiere la Transformada Ondeleta Discreta (DWT). Sin
embargo, con el fin de proporcionar un panorama amplio de la Teoria de Ondeletas, en este
capitulo también se han incluido tépicos relacionados con la Transformada Ondeleta Continua
(CWT).
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Capitulo 5. Comparacion de técnicas para el
andlisis armonico en estado transitorio

5.1 Introduccion

Se presenta una comparacion entre cuatro técnicas para la estimacion de componentes armonicas
en sefiales de voltaje y de corriente en estado transitorio. Tres de ellas, EPPL, KF y WFFT se
abordaron en el capitulo 3. La cuarta técnica se propone en [8], y consiste en combinar el filtro de
Kalman con la Transformada Ondeleta, dando origen a una nueva técnica llamada filtro hibrido
Kalman Ondeleta (KWF, Kalman-Wavelet Filter). Las ventajas y desventajas de las cuatro
técnicas son analizadas a través de tres diferentes casos de estudio.

5.2 Modelo del filtro hibrido Kalman-Ondeleta

En el capitulo 3 se vio que el KF es un tipo especial de filtro que se basa en la técnica de Espacio
de Estados, donde los estados del sistema analizado son actualizados de manera recursiva. La
inclusién de la transformada ondeleta resulta en una nueva representacion que permitird conocer
el contenido armoénico de una sefial.

Para entender la nueva representacion en espacio de estados del KWF se retoma la forma
estandar de una sefial de voltaje o de corriente dada a continuacién (también, expresion (3.29)):

h
z(t)=(4,(r)cosB,cosiQ,t — 4 (t)sin6;siniQ,1), (5.1)

i=1

donde 4 es el nimero maximo de armoénicas. De la relacion (3.30) se sigue que cada componente
de frecuencia de una sefial contiene dos variables de estado [7]:

X, (1)=4(t)cos8 y x,(t)=4(t)sinf, i=12... h. (5.2)

De acuerdo con la expresion (4.85), cualquier funcién de energia finita se puede descomponer
mediante funciones ondeleta [24], por lo que cada variable de estado en (5.2) se puede expresar
de la siguiente forma:

J
(q.1) __(q,1) (q.1),, (q.) ;
x(q,/) = Zcu‘,lk ¢0‘{k (0*2 Zd_/flk l//jlfk (t)’ q=172; I=1727""h9, (5'3)
keZ

j=0 keZ

donde g=1 y g=2 representan, en forma respectiva, a las componentes en fase y en cuadratura de
cada componente armoénica la sefial en la expresion (5.2).



Mediante la expresion (5.3) se representa a una funcién en un intervalo de tiempo determinado, y
para eso se lleva a cabo la descomposicion en funciones ondeletas de la seiial original,
obteniéndose 2’ funciones ondeleta y de escalamiento.

Para llevar a cabo la transformacion de la sefial en linea se toma una ventana de tamaiio
determinado la cual se desplaza muestra por muestra sobre el eje del tiempo; en cada
desplazamiento se lleva a cabo la DWT. este hecho hace que (5.3) se reduzca. Ya que para
determinar el valor de la sefial en un instante de tiempo determinado se toma solamente la
primera ondeleta y la primera funcion de escalamiento de cada nivel de transformacion. Esto se
debe a que el resto de las ondeletas desplazadas no influyen en el valor de la seiial en ese instante
de tiempo. Asi, la expresion (5.3) se reduce y cada variable de estado se representa de la siguiente
forma:

J
X = o ()« Xd v (1), g=12 i=12...h (5.4)

J1
=0

Los coeficientes ¢, y d;; seran las nuevas variables de estado para el KWF ya que ¢(7) v w(t)
son las mismas funciones base para aproximar todas las componentes de frecuencia de la seial.

Con la expresion (5.4) la sefal z(r) descrita en (5.1) se puede expresar de la siguiente manera:
z(1) =Y (x,,, cosior - x,,, sinior). (5.5)
=1

y en forma explicita se tiene:

J=0

z(r) = Zh: {l:(pu (1) (<l cosionr -3 sin ia)t)] - i[l//” (1)(d.} cosior —d'2” siniot )]} . (5:6)
=1

La siguiente ecuacion de proceso del KWF muestra una estructura matricial. donde cada estado
del sistema esté descrito por un vector cuyos elementos son los coeficientes ondeleta:

X, 1, 0]l x, W,
E Y = P4 (5.7)
X, o, L0 o LX) (W]
donde
1 Yo
X =[e Al oAy Ay L dP] W]

Wiy
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son los vectores de estado y los vectores de valores aleatorios que representan al ruido del
proceso, en forma respectiva. I, es una sub matriz identidad de dimensiones apropiadas. También
se tiene la siguiente ecuacion de medicion que completa la representacion del KWF.

xl
z,=[H, - H] | +v, (5.8)

X, |,

H, = [Q,J (lk )cos iot, v, (t‘)cos ot ... ¥, (lk)cosiwt,‘
Donde . .
-9, (1,)siniot, —y,, (1, )sinior, ... —y,, (tk)sinia)l].

Para calcular a A(r) v a (1) para cada componente frecuencial de la seifial, primero es necesario
obtener los coeficientes ondeleta a través del KWF descrito por las ecuaciones anteriores (5.7) y
(5.8). El proceso iterativo del KWF que se aplica es el descrito en la seccion 3.4. Después se
deben calcular las componentes en fase y en cuadratura de la expresion (5.4). Por tltimo, las
amplitudes A7) y las fase 6(r) de cada armodnica se obtienen, respectivamente, de la siguiente
forma [8]:

A ()= x(zm (t)+x(22‘,) (1) (>.9)

o, (,)=amgi‘M (5.10)

X2, (’)

5.3 Especificaciones de muestreo y evaluacion

Para propésitos de validacion del KWF, se utiliza la ondeleta de Haar para llevar a cabo la
descomposicion ondeleta de las componentes en fase y cuadratura de la sefial bajo anlisis. Una
ventaja de esto es la facilidad que ofrece dicha ondeleta para programar el algoritmo del KWF.

Se elige una frecuencia de muestreo f; =7680 Hz (Ar=130 us) para sefiales cuya frecuencia
fundamental es de f,=60 Hz. Se tiene un numero m entero de muestras por ciclo igual a 128, que
se determina a partir de f,;=mf,. Con la anterior caracteristica se puede obtener la maxima
atenuacion de armonicas, de bandas de frecuencia vecinas, si el tamaifio L de la ventana que se
utiliza en la WFFT es multiplo de m (L=mn); esto con el proposito de lograr que los ceros del
espectro de la funcion, que describe a la ventana, se localicen en las frecuencias correspondientes
a las armonicas que se desean determinar. Para llevar a cabo el analisis con la WFFT se emplean
dos ventanas, la ventana rectangular y en algunos casos se muestran resultados empleando la
ventana de Hanning.
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El KF y el EPLL son algoritmos que realizan el proceso de identificacién muestra por muestra.
Por su parte, el KWF es un algoritmo en el que se deben utilizar 2’ muestras. Es importante
mencionar que en el caso de una sefial no cumpla con esta condicidn, el nimero de muestras
faltantes se puede completar con ceros. Lo mismo aplica para la WFFT cuando el numero de
muestras disponibles no es igual a L.

En esta tesis, a diferencia de la referencia [8] donde utiliza un ciclo completo, aqui se hace uso de
cuatro muestras; es decir, una ventana de tamafio L=4. Esto trae consigo una reduccion sustancial
del nimero de operaciones que lleva a cabo el KWF para cada iteracion, a diferencia del caso que
utiliza todo un ciclo completo. Asi que en [8] se requerird de mas funciones ondeleta para la
representacion de la sefial original, lo que obliga el incremento en el tamafio de las matrices para
la representacion del KWF y por ende una cantidad mayor de operaciones.

Para los casos y las técnicas que se presentan a continuacion, el tiempo de observacion es 0.5 s;
esto es, de 30 ciclos de periodo fundamental.

5.4 Diferentes casos de estudio

A continuacién se estimaran las componentes armonicas en tres diferentes casos de estudio. El
primero consiste en analizar una sefial con frecuencia fundamental y arménicas; en el segundo
caso ademas de armonicos, la sefial contiene un interarmonico. El tercero es un caso més real que
consiste en analizar una falla en una linea de transmisién monofasica.

5.4.1 Caso L. Seiial con armonicos

Se tiene una sefial de 60 Hz de frecuencia fundamental a la que se agregan cuatro componentes
armonicas. La sefial resultante esta descrita por la siguiente expresion:

2(t) = Afsin (Q,7) +0.25sin (3Q,£) + 0.15sin (50, ¢) +0.08sin (922,) + 0.06sin (1 1Q,0)}, (5.11)
1 <t<0.
donde Az{’ e
0.7, 0.222£<05.

La forma de onda de esta sefial se muestra en la figura 5.1. Se observa que, ademas de la
distorsion arménica, se presenta una depresion repentina de 0.7 p.u. Esto tiene el proposito de
evaluar el comportamiento de las cuatro técnicas consideradas cuando ocurren estos cambios
abruptos, los cuales son muy comunes en la practica y la informacién generada en estos casos es
de gran utilidad en muchas aplicaciones.
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Fig. 5.1. Seiial analitica con cuatro arménicas.

La figura 5.2 muestra la magnitud de la componente fundamental estimada con las cuatro
técnicas bajo analisis: EPLL, WFFT, KF y KWF. De primera instancia se observa una repuesta
lenta del EPLL, causada por los filtros pasa bajas en su estructura interna. Por su parte, la WFFT
muestra una respuesta muy cercana al valor real en cuanto a la magnitud. Esto es debido al tipo
de la ventana utilizada. También puede verse que esta técnica tarda un ciclo en alcanzar el estado
estable, tanto al inicio del analisis como después del cambio abrupto; aunque, sin embargo, la
respuesta del EPLL es todavia mas lenta. El KF y el KWF, en este caso, tienen una respuesta muy
similar, s6lo que el KF muestra un sobrepaso antes de alcanzar el estado estable. Debido a esto, el
KWF puede considerarse mas rapido que el KF.
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Fig. 5.2. Magnitud de la componente fundamental
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En el caso de la tercera arménica, la figura 5.3 muestra el comportamiento de las cuatro técnicas
consideradas. Puede verse que éstas tienen un desempefio similaral de la extraccién de la
fundamental que se muestra en la figura 5.2. El EPLL sigue siendo el algoritmo més lento,
tardando aproximadamente 6 ciclos en alcanzar la magnitud correcta de la componente de
frecuencia. Este tiempo de respuesta no es muy favorable en muchas aplicaciones; pero, a pesar
de esto, el valor de las arménicas medidas es muy aproximado al de las originales cuando el
EPLL alcanza el estado estable.

Las respuestas del KF y del KWF siguen siendo similares entre si, alcanzando la magnitud de la
armonica en menos de un ciclo. Las oscilaciones que presentan estas dos técnicas al inicio del
andlisis y después del cambio de amplitud no se mantienen por mucho tiempo, pero son de mayor
magnitud que las que se generan con la WFFT.

La WFFT, a pesar de entregar buenos resultados, tarda mas que el KF y el KWF en alcanzar el

valor en estado estable. Las oscilaciones posteriores al sobrepaso perduran por mas tiempo que
las del KF y las del KWF

Cuando se emplea la ventana Hanning para llevar a cabo la WFFT se presentan pequefias
oscilaciones en el estado estable. Esto debido a la distorsién o modulacién en amplitud que
genera esta ventana a la sefial original. A diferencia del analisis empleando la ventana
rectangular, al inicio del analisis y en los cambios abruptos no se generan las oscilaciones, sélo
un pequefio sobrepaso. Esto se observa comparando las figuras 5.3 y 5.4.

Magnitud (p.u)
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Fig. 5.3. Magnitud de la tercera arménica. Caso I.
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Fig. 5. 4. Magnitud de la tercera arménica empleando la ventana de Hanning para la WFFT.

5.4.2 Caso II. Seiial con interarmonicas y depresion de voltaje
La sefial de la expresion (5.11) se modifica ahora de la siguiente forma:
z(r) = A{sin (Q,r) +0.05sin (2.5Q,¢) +0.25sin (3Q,1) +

+0.15sin(5Q,1) + 0.08sin (92, ) +0.06sin (110,£)},

1, 0<tr<0.2
donde A=<0.7, 02<t<0.3
1, 0.3<r<0.5.

(5.12)

Notese que ahora se incluye un interarménico. Adicionalmente, aparte de sufrir una caida de
amplitud, después de 6 ciclos la sefial recupera su amplitud original. Este fenémeno es conocido

como una depresion (o sag) de voltaje. La forma de onda se aprecia en la figura 5.5.

En este segundo caso se excluye el EPLL debido a la respuesta extremadamente lenta que
present6 en el caso anterior. Aqui el KWF es la técnica que mas rapido alcanza el valor de la
magnitud de la componente fundamental (8 ms). Aunque el KF tiene una respuesta similar al
KWEF, el primero tarda 10 ms mds en alcanzar el estado estable. Esto se observa en la figura 5.6.

Por otra parte, a la WFFT le lleva aproximadamente 2 ciclos en alcanzar el estado estable. Esto es
debido al tamafio de ventana que se ha tenido que duplicar para aumentar su resolucion en

frecuencia y tratar de medir el interarménico.
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Fig. 5.5. Seiial con depresién de voltaje.

En cuanto a la deteccién de la magnitud de la tercera armonica y del interarmonico, se puede
observar a partir de las figuras 5.7 y 5.9, que la técnica que mejor responde es el KWF y que la
diferencia en tiempos de respuesta entre el KWF y el KF es considerable. A pesar de las
oscilaciones que aparecen en el KWF, esta ultima es nuevamente la técnica de mejor tiempo de
respuesta cuando existen cambios abruptos en la sefial de entrada seguida de la del KF.

Cabe mencionar que, en el caso de la tercera armoénica, el KWF da un valor de magnitud por
debajo del real aproximadamente 0.0018 p.u.
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Fig. 5.6. Magnitud de la componente fundamental con sag de voltaje.
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Magnitud (p u)

Cuando se emplea la ventana de Hanning en la WFFT para medir la tercera armonica, se observa,
a partir de la figura 5.8, que la medicion no es correcta ya que se presentan oscilaciones muy
pronunciadas a lo largo de toda la medicion. Esto se debe principalmente a que el tamafio de la
ventana fue duplicado y debido a su forma, ésta distorsiona aiin més a la sefial original.

El fenomeno de las oscilaciones también se presenta en la medicion del interarmoénico. En la
figura 5.10 se puede observar que el valor medido no se aproxima al valor real. Las propiedades
de resolucion en frecuencia y el problema de la distorsion siguen siendo la causa de estos malos

resultados.
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Fig. 5.7. Magnitud de la tercera arménica con sag voltaje.
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Fig. 5.8. Magnitud de la tercera arménica empleando la ventana de Hanning para la WFFT.
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Fig. 5.10. Magnitud del interarmdnico empleando la ventana de Hanning en la WFFT.

Para hacer una correcta medicion del interarmonico y de la tercera armonica con la WFFT al
emplear la ventana de Hanning, se debe aumentar atin mas su tamafio para mejorar la resolucion
en frecuencia y lograr que el valor en frecuencia del interarmonico coincida con un cero del
espectro de la funcion de la ventana. Esto debido a las especificaciones de muestro utilizadas en
estos casos de estudio, de otra manera deberia aumentarse la frecuencia f; de muestreo.

Con la ventana rectangular se logra una mejor mediciéon debido a que no contribuye a la
distorsion de la sefial en el dominio del tiempo, como en el caso de la ventana de Hanning. Esto a
pesar de que el efecto de leakage es mayor, ya que la atenuacion del 16bulo lateral, del espectro
de la funcion de la ventana rectangular es menor.
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5.4.3 Caso IIL Seiial de corriente en una linea de transmision.

Considérese la linea de transmision monofasica de 120 kilometros de longitud que se muestra en
la figura 5.11, la cual esta conectada a una fuente cuyo voltaje es:

2(r) = 23000cos(Q, 1) + 2000cos(3Q, 1) +100cos(7Q,£) . (5.13)

Al final de la linea se conecta una carga resistiva de 980 Q. Ademas, a una distancia de 50
kilometros de la fuente se conecta una impedancia de 50 Q que representa una falla a tierra. Esta
impedancia resistiva se conecta después de 310 ms de haberse energizado la linea de transmision
y se desconecta después de 90 ms adicionales. En la figura 5.12 se muestra la forma de onda de la
corriente de linea medida en el lado de la fuente.

El sistema descrito se simula con PSCAD/EMTDC para obtener las formas de onda
correspondientes. El analisis armonico se efecttia con las técnicas WFFT, KF y KWF.

z(1)

LINEA DE TRANSMISION ‘

Fig. 5.11. Linea de transmisién de 120 km de longitud.
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Fig. 5.12. Forma de onda de la corriente en la linea de transmision.



En la figura 5.13 se aprecia que las tres técnicas detectan el cambio en la magnitud de la
fundamental casi al mismo tiempo. Los seguimientos al valor de fundamental con el KF y KWF
son mucho muy cercanos al valor original. Una vez que el KWF de tecta el cambio en la

magnitud, éste tarda 10 ms en estimar el valor siguiente mientras que el KF tarda
aproximadamente 18 ms.

En el instante que se libera la falla, el sistema recupera sus valores nominales, el KWF es el que
detecta mas réapido el valor nominal de la fundamental mientras que la WFFT y el KF presentan
un sobre paso antes de llegar al estado estable; ademas, tardan mas en estimar el valor nominal de
la fundamental. Aun asi, el tiempo de respuesta del KF es més corto que el de la WFFT.

Como en los casos anteriores, en este tltimo también se presentan algunas oscilaciones en las
mediciones al momento que ocurren los cambios abruptos en las sefiales. El caso de la tercera
armonica se muestra en la figura 5.14. Cuando se emplea la ventana rectangular en la WFFT las
oscilaciones son mas pronunciadas y su duracién se prolonga conforme aumenta el orden de la
armonica. Ahora bien, en todos los casos la WFFT con la ventana rectangular, presenta

oscilaciones de mayor duraci6n; a pesar de que en su amplitud éstas son menores que las que se
generan con las otras dos técnicas.

Se ha visto que la presencia de oscilaciones retarda el tiempo en que el KWF y el KF alcanzan el
estado estable al estimar magnitudes de arménicas de mayor orden. Esto se aprecia en las figuras
5.14y 5.16. En el caso del KWF, el tiempo de respuesta es mas grande que para la estimacién de
la fundamental. Este tarda en llegar al estado estable aproximadamente 20 ms después del cambio

abrupto; es decir, 10 ms adicionales a los que tarda en estimar el valor de la fundamental. Por otra
parte las oscilaciones del KF son mas pronunciadas que las del KWF.
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Fig. 5.13. Magnitud de la fundamental de la corriente en la linea de transmisién.
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En general, se observa que en la estimacion de arménicas de mayor orden, las tres técnicas bajo
analisis pierden capacidad de tiempo de respuesta.

Al llevar a cabo el mismo analisis con la WFFT empleando la ventana de Hanning, para el caso
de la tercera armonica, se notan algunas diferencias. Por ejemplo, no se presentan oscilaciones al
inicio del analisis ni en los cambios abruptos, como en el caso /1. Sdlo se observan, a partir de la
figura 5.15, unos sobrepasos antes de llegar al estado estable. Pero en cuanto a tiempo de
respuesta se refiere no hay mejora.
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Fig. 5.14. Magnitud de la tercera arménica empleando la ventana rectangular en la WFFT.
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Fig. 5.15. Magnitud de la tercera arménica empleando la ventana de Hanning en la WFFT.
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Fig. 5.16. Magnitud de la séptima arménica de la corriente en la linea de transmisién

Para el caso de la séptima armonica medida con la WFFT utilizando la ventana de Hanning, se
tiene que las oscilaciones a lo largo del estado estable no son muy notorias, como con la tercera
armonica. Asi mismo, se observa, a partir de la figura 5.17 que en los cambios repentinos sélo
aparecen unos sobrepasos antes de alcanzar al estado estable. No asi en el caso del KWF que
origina oscilaciones muy pronunciadas. Ahora bien, como en todos los casos anteriores, aqui
tampoco se logra una mejora en el tiempo de respuesta de la WFFT al emplear otras ventanas.
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Fig. 5.17. Magnitud de la séptima arménica empleando la ventana de Hanning en la WFFT.
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5.5 Tiempo de COmputo

Ademas de la precision y del tiempo de respuesta, para el disefio de dispositivos de medicion de
arménicos y calidad de la energia, se suele tomar en cuenta el tiempo de computo de la técnica
seleccionada. En este capitulo se ha medido también el tiempo de computo de cada una de las
técnicas analizadas. En la tabla 4 se muestra el resumen de estos tiempos para los diferentes casos
de estudio. Cabe recordar que el tiempo total del fenomeno, en todos los casos, fue de 0.5
segundos.

De la tabla 4 se puede observar que, en general, la técnica que consume menos tiempo de
computo es el KF, mientras que la técnica mas lenta es la WFFT para todos los casos. Esta ultima
realiza un gran numero de operaciones que dependeran del algoritmo que se emplee para calcular
la DFT, asi como del tamafio L de la ventana empleada. En la referencia [21] esto se analiza en
detalle.

Los factores antes mencionados marcan la diferencia que existe entre los tiempos de computo de
la WFFT y del resto de las técnicas en cuestion. En muchos casos de anélisis fuera de linea, esta
técnica puede ser utilizada para propositos de validacion de muchas otras, debido a la alta
precision que alcanza con sefiales en estado estacionario.

Se observa un considerable aumento en el tiempo de computo de la WFFT para el segundo caso
de estudio. Esto es debido a que el tamafio de ventana fue duplicado a 2 ciclos con el proposito de
aumentar la resolucion en frecuencia de la WFFT y poder medir el interarménico.
Evidentemente, esto trae como consecuencia el aumento en el tiempo de computo.

El EPLL, como se menciono en la seccion 5.4, sdlo se aplico al caso /; aun asi de la tabla 4 se
tiene que esta técnica requiere de un tiempo de computo considerablemente bajo. A pesar de que
en estado estable el EPLL entrega valores muy cercanos a los reales, esta técnica no ha sido
incluida en los demas casos de estudio debido a que presenta una respuesta muy lenta.

Tabla 4. Tiempo de computo de los cuatro algoritmos (en segundos).

Caso EPLL WFFT KF KWF
. u(® 4.42 22.46 1.01 7.35
(11). u(f) + inter-arménico y sag - 45.68 1.45 13.85
(111). Linea de transmision - 21.82 1.43 7.42
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De la tabla 4 se sigue que el KWF toma un tiempo de computo mas grande que el de la KF. A
pesar de que ambos algoritmos llevan a cabo el mismo proceso iterativo, el KWF toma maés
tiempo de computo debido a la estructura matricial y vectorial que resulta de aplicar la DWT a las
componentes en cuadratura y en fase de las armoénicas. A pesar de lo anterior, el KWF presenta
mejoras en el tiempo de respuesta a cambios abruptos que se presenten en la sefial.



5.6 Observaciones del capitulo

El seguimiento y andlisis de las componentes armoénicas ha sido analizado a través de las
siguientes técnicas: EPLL, WFFT, KF y KWF. Se han presentado tres diferentes casos de estudio
con el proposito de evaluar las principales ventajas y desventajas de éstas técnicas. En el caso del
EPLL se tiene un tiempo de respuesta muy lento, entre 5 0 6 ciclos, aproximadamente; sin
embargo, cuando éste alcanza el estado estable presenta mediciones bastante precisas.

En lo que respecta a la WFFT, su principal desventaja es que pierde precision cuando en una
sefial ocurren cambios abruptos de amplitud. Ademas, otra de sus mayores desventajas es que
para obtener diferentes resoluciones en frecuencia y poder medir interarménicos, el tamafio de
ventana se tiene que aumentar. También el tipo de ventana empleada juega un papel importante,
ya que las mediciones pueden variar de un tipo de ventana a otro. Lo anterior hace que la WFFT
no se apropiada para aplicaciones en tiempo real (on-line), asi como cuando la sefial tenga
cambios repentinos en su amplitud.

Tanto el KF como el KWF, debido a su estructura, tienen una respuesta similar. Tienen ademas
un tiempo de computo bajo y el seguimiento a los cambios abruptos de amplitud en las formas de
onda es bastante cercano al real. Ambas técnicas son apropiadas para el analisis armonico en
tiempo real. El KF es el método que consume el menor tiempo de computo; pero el KWF es el
que alcanza el estado estable en el menor tiempo. De este modo, para la implementacion de
alguna de estas dos técnicas se tiene que hacer un compromiso entre estos dos factores, tiempo de
computo y tiempo de respuesta.
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Capitulo 6. Conclusiones y trabajos futuros

6.1 Conclusiones

En esta tesis se han presentado cuatro técnicas para el analisis arménico de sefiales en estado
transitorio: un oscilador anclado en fase de lazo cerrado mejorado (EPLL), la transformada rapida
de Fourier por ventaneo (WFFT), el filtro de Kalman (KF)y una técnica que combina las
funciones ondeleta con el filtro de Kalman, denominado aqui como filtro de Kalman-Ondeleta
(KWF). También se ha proporcionado una descripcion matematica de cada una de ellas.

Con el propésito de establecer una comparacion y evaluacion estas técnicas se han desarrollado
tres casos de estudio. El altimo consiste en una linea de transmisidon monofasica, que ha sido
simulada con PSCAD/EMTDC. En todos los casos, las cuatro técnicas entregan resultados
aceptables.

Se ha determinado que el EPLL tiene un tiempo de computo bajo, pero su respuesta dindmica es
muy lenta cuando ocurren cambios abruptos de amplitud en una sefial a detectar.

Por otra parte, la WFFT pierde precision cuando se presentan cambios repentinos. Ademas, en
estado estable presenta pequefias oscilaciones debido al efecto de Leakage que no es posible
eliminar completamente. La resolucion en frecuencia es otra desventaja de esta técnica, ya que se
tiene que modificar el tamafio de ventana cuando se requiere conocer la magnitud de un
interarménico, ocasionando que el tiempo de computo también aumente.

Ahora bien, el KF y el KWF han mostrado una respuesta similar en todos los casos y los
seguimientos que estas dos técnicas dan a las magnitudes de las componentes de frecuencia;
siendo éstos muy cercanos a los valores originales. En los tres diferentes casos de estudio, el KF
tiene el tiempo de computo mas pequefio en comparaciéon con el KWF, pero el tiempo de
respuesta de éste ultimo es mas réapido cuando se presentan cambios repentinos de amplitud en
una sefial.

Por otra parte, para modificar y hacer uso del KWF ha sido necesario entender los aspectos mas
importantes de la transformada ondeleta (WT), asi que se ha presentado un apartado donde se
explican los puntos mas importantes de dicha transformada para tiempo discreto (DWT). Ya que
es ésta la que se utiliza en los casos practicos. Se tiene que la DWT se lleva a cabo mediante un
proceso de filtrado digital bajo un esquema en banco de filtros ortogonales para lograr una
reconstruccion perfecta de la sefial. Con este proceso se obtiene una representacion
multirresolucion de la sefial original, quedando expresada por medio de funciones ondeleta. La
técnica del KWF aprovecha esta nueva representacion para llevar a cabo el calculo de arménicas
de una manera mas rapida que las otras técnicas en cuestion.
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El uso de cada una de las cuatro técnicas analizadas dependera en gran medida de cada
aplicacién. Por ejemplo, un EPLL no es muy apropiado para la implementacion en un relevador
de proteccion a distancia en lineas de transmision; el KF o el KWF pueden ser una mejor opcion.

6.2 Trabajos futuros

e Eliminar las oscilaciones que se presentan con el filtro de Kalman-Ondeleta y el filtro de
Kalman al estimar la armonicas de la sefial es estado transitorio para mejorar las
respuestas de estas técnicas.

e Establecer un modelo aplicando funciones y transformada ondeleta para el oscilador
anclado en fase de lazo cerrado mejorado (EPLL) y llevar a cabo el andlisis en estado
transitorio de las componentes en frecuencia. Esto mejoraria su tiempo de respuesta, tal
vez sin aumentar el tiempo de computo y sin perder precision.

e Hacer la implementacion de la técnica de Filtro de Kalman-Ondeleta (KWF) mediante el
uso de un microprocesador o un procesador digital de sefiales (DSP) e incluirlo en un
sistema de control para una aplicacion especifica.
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Apéndice A

Se considera una sefial x(r) en forma discreta que se expresa por medio de la secuencia x(n):
n=12,... La transformada de Fourier de esta secuencia se manipula mejor en términos de la
transformada z como sigue:

X(z)=X(e’2”/)=X(e"")=2x(n)z'" (A1)

n

donde w=27f'y z=¢’“=¢’>” Se asume que x(n) es una sefial de banda limitada y esta muestreada
a una frecuencia de 1 Hz, por lo que Ar=1. Asi, la sefial de x(n) esta limitada a una frecuencia
maxima de /=" Hz; lo anterior obedece al teorema de muestreo de Nyquist. Entonces el ancho de
banda de la sefial, en frecuencia angular, esta dado por la siguiente expresion:

wy =27 f =27r(%)=7r, (A2)

y la frecuencia de muestreo es w=2.

La sefial x(n) pasa a través del filtro pasa bajas y pasa altas, obteniéndose u’(n) y v'(n)
respectivamente. Después estas sefiales son sub-muestreadas con el proposito de reducir el ancho
de banda y la tasa de muestreo obteniéndose u(n) y v(n) las cuales pueden ser codificadas y
transmitidas. Del lado del receptor estas sefiales pasan a través de un interpolador de orden 2 para
producir u’’(n) y v’'(n), después se filtran con h'(n) y g'(n); y las salidas de estos filtros se
combinan para formar x ().

Entonces, de la figura A.1 se tiene que:

U'(z)=H(z) X (2) (A3)
V'(z) = G(z)X(z) : (A4
h(n) | u'(n) u(n) u'(n) | h(n)
i | Hz) U@ U V@) | HE@) ECR
Sl R ULYR S0} v o a
62 |[V@\_ '/ V@ V'@) | G

Fig. A. 1. Esquema basico de un banco de filtros.




Ahora bien, como u (1) y v'(n) son decimadas por un factor de 2, se tiene que [22]:
U(z)=%[u'(\/2)+u'(—\/§)] (A5)
V(z):%[V'(\/;)+ V’(—\/;)], (A.6)

y como del lado del receptor se lleva a cabo el proceso inverso, estas sefiales pasan por un
interpolador, quedando expresadas por lo el siguiente par de ecuaciones:

U"(z)=U(22)=%[U’(z)+U’(—z):| %)
V"( = (zz) [V (z +V( z)] (A.8)

Asi, al final de la etapa de filtrado se tiene la sefial que se expresa como sigue:

X(z)== [G(z)X(z)+G (-2) X (-2)]G'(2) +
+-[H (2) X (2)+ H(-2) X (-2) | H'(2)
X(z)== {[G(z )G'(z)+ H(2)H'(2)] X (2)+
[G(~2)G'(2)+ H(-2)H'(2)]| X (-2)}.-
En la expresion anterior el primer término corresponde a la sefial original mientras que una

porcion de aliasing esta expresado por el segundo término. Este ultimo es indeseable y por lo
tanto se hace cero de la siguiente manera:

(A.9)

(A.10)

H(-z)H'(z)+G(-z)G'(z) =0. (A.11)
Si H(z) es un filtro FIR, de orden N+1, donde N siempre es impar. Entonces
H(z)=h(0)+h(1)z" +.....+h(N)z™" (A.12)

Para que se cumpla la relacion (A.11) es necesario que los filtros sean de espejo de cuadratura
(QMF), ya que estos filtros cumplen con la siguiente relacion:

H'(z)=z_NH(z_') y asi h'(n):h(N—n). (A.13)



Estos filtros son causales debido al término z™. Lo mismo se tiene que cumplir para los filtros

pasa altas quedando representado en la siguiente expresion:

G'(z)=z'NG(z") con g'(n)=g(N—n).

Ahora, g (n) se puede expresar también en términos de /() de la siguiente manera:

g'(n)=~(-1)"#'(N-n)=~(-1)" h(n)
£(n)= (1) BN =) =(-1)" W (),
asi también en términos de la transformada z:
G'(z) = z'NH'(—z_l) = —H(—z)
G(z)=-z"H(-z")=H'(-2).

Sustituyendo las expresiones anteriores en (A.11) se cumple la siguiente igualdad:

H(—z) H’(z) + [—H(—z) H’(z)] =0.
Ademas con (A.13) y (A.14) en (A.10) resulta en lo siguiente:

)?(z) = %I:Z_NG(Z)G(Z_1 )+ z'NH(z)H(z'1 )]X(z)

1

= E[H(—z_l )H(—z)+ H(z)H(z'l )] z_NX(z).
Si el filtro H(z) se escoge de tal forma que:

H(—z)H(—z'1)+H(z)H(z_l)=2,

(A.14)

(A.15)
(A.16)

(A.17)
(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A21)

se tiene la reconstruccion completa de la sefial original, pero con un retraso natural debido al

filtro. Lo anterior se observa en las relaciones siguientes:

)?(z)=z_NX(z) - f(n)=x(n—N).

(A.22)
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