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RESUMEN

En este trabajo se presenta el desarrollo de un modelo para el análisis de transitorios

electromagnéticos en líneas de transmisión excitadas por campos electromagnéticos

incidentes. Se emplea el método de las características para encontrar la solución de las

ecuaciones del telegrafista, tanto para líneas monofásicas como para líneas

multiconductoras.

Primero se presenta una revisión de las principales formulaciones de las ecuaciones de las

líneas de transmisión excitadas con campos electromagnéticos incidentes: el modelo de

Rusk, el de Chowdhuri-Gross, el de Agrawal-Price-Gurbaxani y el de Taylor-Satterwhite-

Hamson. Después se presenta la deducción completa de un modelo similar al de Taylor-

Satterwhite-Harrison para líneas monofásicas que posteriormente se extiende al caso de

líneas multiconductoras.

Una vez obtenidas las ecuaciones del telegrafista no homogéneas para líneas de transmisión

excitadas por campos electromagnéticos incidentes se emplea el método de las

características para convertir estas ecuaciones diferenciales parciales en ecuaciones

diferenciales ordinarias. Finalmente la solución para los voltajes y corrientes e,n la línea de

transmisión se encuentra aplicando diferencias finitas a las ecuaciones diferenciales

ordinarias obtenidas.

Finalmente los resultados que se obtienen con el modelo propuesto se comparan con los

que se obtienen por medio de simulaciones en el EMTP.
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INTRODUCCIÓN

Los voltajes inducidos por descargas atmosféricas cercanas han sido objeto de múltiples

estudios teóricos y experimentales desde la primera década del siglo XX. Una descarga

atmosférica irradia campos electromagnéticos de rápida variación que inducen corrientes en

estructuras conductoras cercanas al punto de ocurrencia. Las líneas de transmisión aéreas

actúan como antenas y pueden desarrollar sobrevoltajes en sus conductores.

Particularmente entre los conductores y tierra los voltajes inducidos pueden ser lo

suficientemente grandes como para causar severos daños en sistemas de bajo voltaje.

Debido a la introducción de equipo eléctrico cada vez más sensible en un número mayor de

instalaciones, los daños por descargas atmosféricas se han ido incrementando en los últimos

años. Si bien existen diferencias apreciables en costo entre los equipos a diferentes niveles

de voltaje (a mayor voltaje, mayor costo), el costo de los daños indirectos en bajo voltaje

por descargas es similar al de daños en alto voltaje por descargas directas, esto es debido a

que el número de los primeros es mucho mayor.

El fenómeno de acoplamiento ha sido tema de numerosos estudios los cuales han llevado al

desarrollo de diversos modelos teóricos. Con tales modelos se han implementado

programas computacionales para estimar la severidad de los voltajes inducidos por

descargas atmosféricas en líneas de distribución principalmente. Las ecuaciones de

acoplamiento entre campos incidentes y líneas de transmisión pueden expresarse en

diferentes formulaciones, siendo las más conocidas la de Rusck
[1]

,
la de Chowdhuri-Gross

[5]
la de Agrawal-Price-Gurbaxani

[10]
y la de Taylor-Satterwhite-Harrison

[22]
Las

diferencias entre dichas formulaciones estriban esencialmente en la representación de los

términos de las fuentes como función de las componentes del campo electromagnético de

excitación.

En lo que respecta a resultados experimentales, diferentes investigadores han realizado

algunos estudios de gran importancia. A continuación se mencionan los resultados más
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importantes: Yokoyama et al
[ ' ' ]

reportó un gran número de experimentos en los cuales

utilizó una Línea de Transmisión Multiconductora (LTM) desenergizada, compuesta por

tres fases con una longitud de 820 mts. Para obtener los sobrevoltajes, Yokoyama conocía

el punto de impacto de la descarga atmosférica con respecto a la LTM. Se reportaron

mediciones de voltaje y corriente pero no los valores de los campos electromagnéticos

correspondientes. Ishii et al
[26]

reportó voltajes y corrientes medidos utilizando el modelo

geométrico de la línea de transmisión. Ishii encontró buena concordancia entre los

resultados teóricos y las mediciones realizadas. En Sudafrica, Eriksson et al
[4' 20, 30]

llevó a

cabo mediciones de voltajes y corrientes inducidas en una línea de 1 1 Kv con una longitud

de 9.9 Km y una configuración horizontal compuesta por tres fases; una de las terminales se

encontraba aterrizada mientras que la otra terminal se encontraba en circuito abierto. Al

igual que en los trabajos mencionados anteriormente, Eriksson encontró gran concordancia

entre los resultados obtenidos teóricamente y los resultados de las mediciones. La primer

medición simultánea de campos electromagnéticos generados por descargas atmosféricas y

voltajes inducidos por tales campos en LTM fue llevada a cabo por Uman et. al.
[11,16]

en el

área de Tampa Bay Florida durante el verano de 1979. Los voltajes medidos fueron

obtenidos de una línea de distribución de 500 m de longitud, la cual se encontraba

desenergizada. Nuevamente, comparando los voltajes medidos con los calculados se

obtuvo buena concordancia. Uno de los últimos trabajos publicados es el de De la Rosa et

al
[ '•

39], en este trabajo se presentan mediciones de voltajes en una terminal de una LTM

estándar de 13 Kv trifásica, la longitud de la LTM era de 2.8 Km y tenía 10 m de altura.

Como resultado se obtuvo que la amplitud, polaridad y forma de onda del voltaje inducido

medido en un extremo de la LTM están fuertemente relacionadas con la posición del punto

de incidencia de la descarga atmosférica con respecto a la LTM y a la conductividad del

terreno.

La solución en el dominio del tiempo de las ecuaciones de las líneas de transmisión con

campos de excitación externos, obliga a la discretización en distancia de la línea de

transmisión. La solución puede plantearse aplicando diferencias finitas a las derivadas

parciales de las ecuaciones, sin embargo se ha reportado la aparición de oscilaciones

numéricas para los caso de líneas no uniformes y con elementos no lineales. Para la
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solución de este problema empleando el EMTP , la línea de transmisión se tiene que

dividir en cierto número de secciones con fuentes independientes y considerar cada sección

como una línea de transmisión por sí sola, por lo que el procedimiento de simulación puede

ser muy laborioso y los resultados dependen de la experiencia del usuario.

Para realizar una correcta evaluación de los efectos de descargas atmosféricas cercanas

sobre sistemas de bajo voltaje es necesario contar con un método robusto y práctico. El

objetivo de la presente tesis es obtener un modelo de líneas de transmisión excitadas por

campos electromagnéticos externos empleando el método de las características. El método

de las características ha probado ser libre de oscilaciones numéricas y permite la

discretización en distancia de las líneas de transmisión en una forma natural.

En el Capítulo I se presenta una revisión de las principales formulaciones para las

ecuaciones de líneas de transmisión con excitación con campos electromagnéticos externos.

En el Capítulo II se deducen las ecuaciones del telegrafista no homogéneas para líneas

monofásicas y en el Capítulo HI se aplica el método de las características para encontrar la

solución para este tipo de líneas, comparando estos resultados con los resultados obtenidos

con el EMTP. En el Capítulo IV se deducen las ecuaciones del telegrafista no homogéneas

para Líneas de Transmisión Multiconductoras (LTM) con excitación con campos externos,

y en el Capítulo V se aplica el método de las características a la solución de tales

ecuaciones. También en el Capítulo V, se presentan finalmente casos de estudio que son

comparados con resultados obtenidos con el EMTP.
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CAPITULO I

PRINCIPALES MODELOS DE ACOPLAMIENTO PARA LA

EVALUACIÓN DE VOLTAJES INDUCIDOS EN LINEAS DE

TRANSMISIÓN.

Básicamente en la literatura han sido adoptados tres modelos de líneas de transmisión en

sistemas eléctricos de potencia donde varios autores han descrito el acoplamiento existente

entre campos electromagnéticos debidos a descargas atmosféricas y líneas de transmisión

aéreas. Estos modelos son el propuesto por Rusck, el propuesto por Chowdhuri y Gross (de

ahora en adelante llamado el modelo de Chowdhuri) y el propuesto por Agrawal, Price y

Gurbaxani (llamado de ahora en adelante el modelo de Agrawal). Dichos modelos serán

brevemente revisados y comparados a continuación.

Rf

El

j

___.

Bl

EL

Ri

z + Az

Figura 1-1 Geometría utilizada para el cálculo de sobrevoltajes inducidos en una línea de

transmisión de potencia aérea debidos a campos electromagnéticos originados por

descargas atmosféricas.
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Considérese una línea de transmisión monofásica aérea sin pérdidas, formada por un

conductor aéreo (o también llamado "conductor de ida") y un conductor de retorno paralelo

al conductor aéreo el cual se considera un plano equipotencial (generalmente se utiliza el

plano de tierra como conductor de retorno). Los conductores están contenidos en el plano z-

x. Se asume que son de longitud infinita y paralelos entre si con dirección en el eje z. En

cada terminal se cuenta con una resistencia, siendo R0 la resistencia correspondiente a la

terminal de inicio y RL la correspondiente a la terminal final, tal y como se muestra en la

figura 1-1. Es importante observar que los campos incidentes, E' y B1, mostrados en la

figura 1-1 son la suma del campo radiado por la descarga atmosférica y el campo reflejado

por el conductor de retorno (que para este caso será el plano de tierra), en ausencia del

conductor aéreo. Los campos totales E y B están dados por la suma de los campos

incidentes E\ B1 y los campos de distorsión Es, Bs los cuales representan la reacción de la

línea al campo incidente. El campo electromagnético incidente está relacionado con el

escalar potencial incidente _>' y el vector de potencial incidente A1 por medio de las

siguientes expresiones

E¡ =-fv*i+
j

A1 ) (1.1)

y

B'=VxA (1.2)

Para el propósito de comparación de los diferentes modelos, el plano de tierra se

considerará como un conductor perfecto.

1.1 MODELO DE RUSCK

El modelo propuesto por Rusck
[1]

para el cálculo de voltajes inducidos por descargas

atmosféricas consta de dos partes: la primera modela el retorno de la trayectoria de la

descarga atmosférica y la segunda modela las ecuaciones para el cálculo de voltajes

inducidos. En el presente trabajo solo se discute la segunda parte de este modelo.

Para derivar las ecuaciones de acoplamiento de la línea de transmisión, Rusck partió de la

expresión que relaciona al campo eléctrico total en la superficie del conductor con los
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potenciales escalar y vectorial. Las ecuaciones de acoplamiento que obtuvo son las

siguientes

|-<D(z,t) +L,|-I(z,t) = 0 (1.3)
dz dt

f«M)+c¿dz dt
•(z.O-í^z.t) = 0 (1.4)

donde

■

L'yC son la inductancia y capacitancia por unidad de longitud respectivamente.

I(z,t) es la corriente total de la línea.

O es el potencial escalar inducido total.

El voltaje inducido total U(z,t) está dado por

U(z,t) =O(z,t) + J0h|;Ai_(z,x,t)dx (1.5)

donde h es la altura del conductor y Axes la componente vertical del vector de potencial

incidente.

Las condiciones de frontera para las ecuaciones (1.3) y (1.4) son

O(0,t) = -R0I(0,t)-Joh^A'x(0,x,t)dx (1.6)

O(L,t) = RLI(L,t)-J0h^A1x(L,x,t)dx (1.7)

En el modelo de Rusck las funciones forzadas que aparecen explícitamente en las

ecuaciones de acoplamiento son el potencial escalar incidente a lo largo de la línea de

transmisión y la componente vertical del potencial vectorial incidente en las terminales de

la línea.

Algunos investigadores han utilizado el modelo de Rusck, tal es el caso de Yokoyama
[2' 3]

que calculó voltajes inducidos a partir de una medición de corriente de descarga

atmosférica. El campo se obtuvo con la medición de corriente asumiendo un modelo simple
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para la corriente de retorno de la descarga. Yokoyama encontró buena concordancia entre

las mediciones y los cálculos.

En su trabajo Rusck propuso una fórmula simplificada que puede ser usada para estimar el

valor pico de los sobrevoltajes inducidos Umax a lo largo de la línea, a partir del valor pico

de la corriente de descarga atmosférica _-_«:

T L.

(1.8)^max :ZQ
^maxn

d

donde

d = distancia de la descarga atmosférica a la línea

h = altura de la línea de transmisión.

z0
1

471
1
t°- = 30£_

V e0

siendo (io y eo la permeabilidad y la permitividad del espacio libre, respectivamente.

Debe notarse que la ecuación (1.8), no provee ninguna información con respecto al tiempo

de subida del frente de onda ni del tiempo en que se alcanza el valor medio de la onda sobre

la pendiente decreciente del voltaje inducido. Adicionalmente la fórmula (1.8) se aplica

solo al caso en que el plano de tierra es un conductor perfecto y cuando el canal de la

descarga atmosférica es perpendicular al plano de tierra.

1.2MODELO DE CHOWDHURI - GROSS

En este caso se tiene también un modelo que consta de dos parte, de las cuales solo se

discutirá la parte correspondiente al acoplamiento electromagnético.

Las dos ecuaciones de la línea de transmisión propuestas por Chowdhuri y Gross151 son

^-U(z,t) + L'|-I(z,t) = 0 (1.9)
dz dt

fl(z,t) +C'fdz 8t
U(z,t)-U'(z,t) = 0 (1.10)



5

donde U(z,t) es el voltaje inducido total a lo largo de la línea y U'(z,t) es el voltaje incidente

definido por

Ui(z,t) = -JohE'x(z,x,t)dx (1.11)

siendo Ex (z, x, t) el campo eléctrico vertical incidente.

Es interesante notar que el modelo de Chowdhuri se describe con un par de ecuaciones, las

cuales son formalmente las mismas que las propuestas en el modelo de Rusck, solo que el

modelo de Chowdhuri está expresado en términos del voltaje inducido total y el voltaje

incidente en vez del potencial escalar inducido total y el potencial escalar incidente.

Las condiciones de frontera para este modelo son

U(0,t) = -R0I(0,t) (1.12a)

U(L,t) = RLI(L,t) (1.12b)

Como se puede ver, de las ecuaciones (1.9)-(1.12), en el modelo de Chowdhuri solo el

campo eléctrico vertical incidente aparece explícitamente como función forzada.

Las ecuaciones propuestas por Chowdhuri y Gross están basadas en el concepto de que el

efecto del voltaje incidente es equivalente a conectar una fuente de voltaje en cada sección

de la línea a todo lo largo de ella. Por consiguiente, se propusieron circuitos equivalentes

para un diferencial de longitud (Az), de una línea de transmisión aérea sin pérdidas excitada

por un campo electromagnético incidente. Este circuito es presentado en la figura 1.2-la

(representación equivalente de Norton).

Chowdhuri también propuso una fórmula analítica
[6!

para evaluar la forma de onda del

voltaje inducido en función de la velocidad del retorno de la descarga atmosférica, altura de

la línea de transmisión y la distancia de la descarga atmosférica a la línea. Tal fórmula se

derivó asumiendo una línea infinitamente larga y un pulso de corriente como canal-base de

una forma de onda simple (función escalón, o una rampa seguida por un valor constante), la

cual se propaga en forma ascendente por el canal a una velocidad constante. Para formas de
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onda más complicadas, es necesario aplicar el teorema de la convolución. Chowdhuri

también extendió su ecuación para el caso de líneas de transmisión de longitud finita

terminadas en resistencias
[7]

El modelo de Chowdhuri ha sido usado por investigadores

como Cinieri y Fumi
[8]

y con algunas modificaciones por Liew y Mar
[9]

Id, t) L'dz

T—►

I(z,t) L'dz

_fc___nnr-e_

I(z + Az,t)

> •

-J-C'dz U(z + Az,t)

z + Az

I(z +Az,t)
> 5

U(z + ___,.)

z + Az

Rl

Figura 1.2-1 Circuito acoplado diferencial equivalente de acuerdo al modelo de Chowdhuri

- Gross para una línea de transmisión monofásica aérea sin pérdidas, a) representación

equivalente de Norton y b) representación equivalente de Thevenin.

1.3MODELO DE AGRAWAL, PRICE Y GURBAXANI.

Las dos ecuaciones para la línea de transmisión introducidas por Agrawal, Price y

Gurbaxani [10], conciernen solamente al modelo de acoplamiento electromagnético. El

procedimiento consiste en integrar las ecuaciones de Maxwell a lo largo de la trayectoria

definida en la figura 1-1. Las expresiones finales están expresadas en términos del voltaje

de distorsión:
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|-Us (z, t) + L' |- I(z, t) = E^ (z, h, t) (1 . 13)
dz dt

^-I(z,t) +C^Us(z,t) = 0 d-14)
dz dt

donde

■ E!z(z,h,t) es la componente horizontal del campo eléctrico incidente a lo largo del eje

z a la altura de los conductores.

■ Us (z, t) es el voltaje de distorsión definido por

Us(z,t) = -JohEsx(z,x,t)dx (1.15)

donde Ex (z, x, t) es la componente vertical del campo eléctrico de distorsión.

El voltaje de distorsión está relacionado con el voltaje total de línea U(z,t) por medio de la

siguiente expresión

U(z,t) = Ui(z,t) + Us(z,t) (1.16)

Así para obtener el voltaje total en un punto dado a lo largo de la línea de transmisión solo

tiene que agregarse al voltaje incidente U'(z,t) definido por la ecuación (1.11) el voltaje de

distorsión U^z,.), el cual se obtiene de la solución de las ecuaciones (1.13) y (1.14).

Las condiciones de frontera para el voltaje de distorsión son

U'(0,t) = -^1(0,0-^(0,.) (1.17a)

Us(L,t) = RLI(L,t)-Ui(L,t) (1.17b)

Al igual que Chowdhuri y Gross, también Agrawal propuso un circuito equivalente. Este

circuito es mostrado en la figura 1.3-1 para el caso de una línea de transmisión monofásica

sin pérdidas, el cual puede ser extendido para líneas de transmisión multiconductoras.

De acuerdo con el modelo de Agrawal, la componente horizontal del campo incidente a lo

largo de la línea y el campo eléctrico vertical en las terminales de la línea de transmisión,
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son las funciones forzadas que explícitamente aparecen en las ecuaciones como producto de

los voltajes de distorsión. Estas funciones forzadas están representadas por la fuente de

voltaje, tal y como se muestra en la figura 1.3-1.

KM) L'dz ELM'+t)dZ «»+AM)

T—*—rnn O r~* !

Us(z,t) Cáz--_

* ••• ■ ^

ir(z + Az,t)

tü'fct) Z + Az

Figura 1.3-1 Circuito acoplado diferencial equivalente de acuerdo al modelo de Agrawal en

la formulación de una línea de transmisión monofásica aérea sin pérdidas.

El modelo de Agrawal fue el primero que se aplicó al cálculo de sobrevoltajes inducidos

por descargas atmosféricas
I11-12-13'14'15]

Este modelo t-ambién, es el único que ha sido

cuidadosamente probado con mediciones de campos electromagnéticos y voltajes

inducidos. Aunque algunas de las primeras pruebas no brindaron una concordancia

satisfactoria entre la teoría y las mediciones
'"'

,
en subsecuentes experimentos la

concordancia fue mejorada
[I2, ]

Las pruebas de campo han sido discutidas en
[13'171

y se

encontró que las mediciones son afectadas por muchos factores, tales como la

incertidumbre en las lecturas tomadas, los errores de calibración, la falta de conocimientos

de las causas que originan los campos (en general, mediciones hechas solo en un punto o

dos y no a lo largo de toda la línea como los modelos lo requieren) y, en algunos casos, la

conductividad del terreno
[I7'

Estos son algunos factores que se sugiere tomar en

consideración en futuros experimentos bajo condiciones controladas. Recientemente

algunas pruebas del modelo de Agrawal han sido efectuadas haciendo uso de simulaciones
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de pulsos electromagnéticos nucleares (NEMP)
[18, 19]

Los resultados preliminares han

mostrado buena concordancia entre las lecturas y lo obtenido teóricamente. Este es un

trabajo difícil, no obstante, si bien las pruebas llevadas a cabo usando simulaciones NEMP

probablemente permiten una validación más confiable de los varios modelos, por las

razones antes mencionadas; tales pruebas requieren de una importante dedicación humana e

inversión económica.

1.4 FORMULACIÓN DE TAYLOR, SATTERWHITE Y HARRISON.

Aunque el modelo de Agrawal es el más comúnmente adoptado en la literatura de sistemas

eléctricos de potencia, Taylor, Satterwhite y Harrison en 1965
[22]

desarrollaron otra

formulación de las ecuaciones de acoplamiento de la línea de transmisión:

|-Ú(z,t) +L'|-I(z,t).= -|-lV(z,x,t)dx
dz dt df'0

'

dz
I(z,t) + c|-U(z,t) = -C'|-fhE1x(z,x>t)dx

dt dt J0

(1.18a)

(1.18b)

El circuito de la línea de transmisión descrito por las ecuaciones (1.18a) y (1.18b) es

mostrado en la figura 1.4-1. La formulación de Taylor, ha sido ampliamente usada en la

literatura de compatibilidad electromagnética, con referencia particular a la interacción

entre NEMP y líneas de transmisión
[23]

Rí

I(z,t) L'dz [-|CB^.M)d-]dz i(z +Az,t)

—►—zQ—i ■-►■

U(z+A_,t) Ri

o z z + Az L

Figura 1.4-1 Circuito acoplado diferencial de acuerdo a la formulación de Taylor para una

línea de transmisión monofásica aérea sin pérdidas.
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Note que en la formulación de Taylor, el campo eléctrico incidente vertical (fuente de

corriente) y el campo magnético (fuente de voltaje) inducido horizontal (transversal)

aparecen explícitamente como funciones forzadas.

1.5 REPRESENTACIÓN DE LOS MODELOS DE CHOWDHURI Y

AGRAWAL EN FUNCIÓN DE VOLTAJE TOTAL.

En esta sección se consideran los modelos planteados por Chowdhuri y Agrawal para

representarlos en función del voltaje total, con el propósito de realizar una comparación

entre ambos. Considerando primero el modelo propuesto por Chowdhuri

|-U(z,t) + L"|-_(z,.) = 0 (1.19)
dz dt

fl(z,t) +cfdz dt
utz.o-uW) = 0 (1.20)

por definición

Ui(z,t) = -{ohE,x(z,x,t)dx (1.21)

U(z,t) = Ui(z,t) + Us(z,t) (1.22)

sustituyendo la ecuación (1.21) en la ecuación (1.20) para el voltaje incidente, se tiene que

^-I(z,t) +C'|-U(z)t) = -C'f í Ex(z,x,t)dx (1.23)
dz dt dtJ0

Por lo tanto, las ecuaciones del modelo de Chowdhuri en función del voltaje total, quedan

de la siguiente manera:

|~U(z,t) + L'|-_(z,t) = 0 (1.24)
dz dt

|-I(z,t) + C'|-U(z,t) = -C'|-íhEx(z,x,t)dx (1.25)
dz dt dt '0

Trabajando ahora con el modelo propuesto por Agrawal
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f-U'(z,t) + L'|-_(z,t) = Ei(z,h,t)
dz dt

|-I(z,t) + c|-Us(z,t) = 0
dz dt

(1.26)

(1-27)

Es necesario introducir la siguiente relación derivada de las ecuaciones de Maxwell

^JohB'y(z,x,t)dx = -E,.(z,h,t) + ^JohE'.(z,x,t)dx (1.28)

Sustituyendo las ecuaciones (1.21) y (1.22) en la ecuación (1.26) se obtiene

_d_
dz
U(z,t)-U'(z,t)+L'|-I(z,t) = Ez(z,h,t)

dt

4-U(z, t) + L1 Í- I(z, t) = EÍ (z, h, t) + Í-U1 (z, t)
dz dt dz

Empleando la ecuación (1.28) en el lado derecho de (1.29b), resulta

|-U(z,t) + L'|-I(z,t) = -|-fhB,y(z,x,t)dx
dz dt dtJ0 y

(1.29a)

(1.29b)

(1.30)

Ahora sustituyendo las ecuaciones (1.21) y (1.22) en la ecuación (1.27) se puede escribir

fi(«.t)+c|-dz dt
U(z,t)-UI(z,t) = 0

|- I(z, t) +C'4U(z, t) = -C |- fe (z, x, t)dx
dz dt dt J0

(1.31a)

(1.31b)

Por lo tanto, las ecuaciones acopladas para el modelo de Agrawal en función del voltaje

total quedan expresadas de la siguiente manera:

,d d rh.

dz

_d_
dz

U(z,t) +L'fl(z,t) =~f BUz,x,t)dx
dt dt 'O

J

,3 .
^ fhx_i

I(z,t) +C'|-U(z,t) = -C^-f Ex(z,x,t)dx
dt dt J0

(1.32)

(1.33)
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Comparando las expresiones (1.24) y (1.25) con (1.32) y (1.33) es fácil observar que en las

expresiones de Chowdhuri no aparece el campo magnético transversal como función

forzada. Esto puede explicar ciertas diferencias encontradas en los cálculos realizados por

diferentes autores.

1.6 CONCLUSIÓN.

Una vez analizadas las principales formulaciones para obtener las ecuaciones de la línea de

transmisión con excitación de campos electromagnéticos externos; se observa que las bases

para cada formulación difieren considerablemente, aunque las diferentes formulaciones

pueden ser transformadas a una representación común en términos de los voltajes totales.

Para llevar a cabo la representación de cualquier formulación en función de los voltajes

totales solo hay que aplicar la definición de voltaje total que es igual al voltaje incidente

más el voltaje de distorsión.
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CAPITULO II

ECUACIONES DEL TELEGRAFISTA PARA LINEAS DE

TRANSMISIÓN MONOFÁSICAS CON CAMPOS INCIDENTES.

Una línea de transmisión es un sistema de dos o más conductores que corren paralelamente

entre sí. En este capítulo presenta la teoría de líneas de transmisión que consisten de solo

dos conductores (conductor de ida y conductor de retorno). El problema básico en el

análisis de líneas de transmisión es la determinación de las corrientes en los conductores y

la diferencia de potencial entre ellos en todos los puntos a lo largo de la línea. Sin embargo,

muchas veces sólo es de interés el conocer los voltajes y corrientes en los extremos de la

línea. Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el voltaje y la corriente en una línea de

transmisión son conocidas como "ecuaciones del telegrafista". Estas ecuaciones constituyen

el modelo de la línea
[25]

Los campos incidentes pueden ser en forma de ondas planas uniformes como las que son

generadas por antenas de transmisión o descargas atmosféricas. En este capítulo se

incorporan los efectos de estos campos incidentes como fuentes distribuidas a lo largo de la

línea de transmisión.

2.1 PRIMERA ECUACIÓN DEL TELEGRAFISTA.

Para la deducción de las ecuaciones del telegrafista se considerará una línea cuyos

conductores no son perfectos, esto es, su conductividad es finita, lo que da origen a

pérdidas longitudinales. También se considerará que las líneas de transmisión se encuentran

inmersas en dieléctricos cuya conductividad es mayor que cero, en este caso se presentan

pérdidas transversales. El conductor de retorno puede ser el plano de tierra considerado

como un plano equipotencial. Se asume que los conductores son de longitud infinita, y

paralelos entre sí como se muestra en la figura 2.1.
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I0(z> t) cond. de referencia
AZ

-J

z + Az
>Z

Figura 2.1- Línea de transmisión de dos conductores inmersa en un medio dieléctrico

homogéneo.

Considérese primero la ecuación de inducción de Faraday en forma integral, dada por

d r ^
i £di = -— í (8-dl
JC dtJS,

(2.1)

efectuando la integral del lado izquierdo de la ecuación (2.1) a lo largo de la trayectoria

aa'b'ba

T £t -d.+ fb£i dí + fb£t dí+ fa£i -di =— f •_? -ands
Ja Ja' Jb' Jb HfJS n

(2.2)
>b'

'
'

Jb" dtJS

donde £tes el campo eléctrico transversal en el plano x-y y ^es el campo eléctrico

longitudinal (en la dirección del eje z) a lo largo de la superficie de los conductores.

Obsérvese que el signo negativo está ausente en el lado derecho de la ley de Faraday en la

ecuación (2.2), esto es debido a la elección de la dirección del vector unitario normal an , y

a la regla de la mano derecha, tal como se muestra en la figura 2. 1 .

En este punto es necesario distinguir entre las cantidades del campo incidente y las del

campo de distorsión (scattered field). El campo incidente es producto de alguna fuente pero
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en ausencia de los conductores, los campos de distorsión son producto de las corrientes y

cargas que se inducen en la propia línea de transmisión. El campo total es la suma del

campo incidente y el campo de distorsión:

£t=£t¡ + £ts (2.3a)

£¡=£¡¡+£¡s (2.3b)

__T = __Ti+__rs (2.3c)

donde el superíndice i denota campos incidentes y el superíndice s denota campos de

distorsión. Asumiendo que la corriente en los conductores circula en dirección del eje z, el

campo magnético de distorsión esta contenido completamente en el plano transversal.

Como CB
s
no posee componente en dirección del eje z, la ley de Faraday muestra que es

posible definir en forma única el voltaje de distorsión entre el conductor de fase y el de

retorno, independientemente de la trayectoria de integración en el plano transversal:

Vs(z,t) = -fa£ts-di (2.4a)
Ja

Vs (z + Az, t) = - f
b

£ts • dí (2.4b)
Jb

Debido a la naturaleza transversal del campo magnético de distorsión, éste se puede

relacionar con las corrientes que lo producen por medio de una inductancia por unidad de

longitud. Por lo tanto el lado derecho de la ecuación (2.2) puede ser expresado en términos

de la inductancia del lazo que forman los dos conductores. La corriente I(z,t) se define por

I(z,t) = j¡ K$-d\ (2.5)

y la inductancia de la sección Az es

L =
™

(2.6)
I

- pf M* -sLáS
L=

Js
, (2.7)

Empleando la ecuación (2.7) la inductancia por unidad de longitud, i, se puede escribir

como
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f =Um-^ = -^Um-f^'.ad. (2.8)
a*-»0 Az I __-»o Az J> n

Sustituyendo (2.5) en (2.8)

fW'-Z di
g =V'. .

"

(2.9)

|3? -dl

También de (2.8) se puede escribir

Lim— f¿2Pa ds = -.I (2.10)
_z-»o az Js, n

Asumiendo que las características de conductores imperfectos se pueden representar por

medio de resistencias por unidad de longitud, r, los campos longitudinales totales estarán

relacionados con las corrientes en los conductores de acuerdo con

£ £. • di = £ £. • dz = rAzi, (z,t) (2.1 la)

f£.dÍ = £,£zdz = rAzI0(z,t) (2.11b)

Sustituyendo las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.11) en la ecuación (2.2), dividiendo por Az,

tomando el límite Az—>0 y empleando (2.10) resulta

|-Vs(z,t) + rI(z,t) + .|-I(z,t) = |-f a'£'t -dí + ^-f aSri -a.dl (2.12)
dz dt dz J * dt J

La ecuación (2.12) se puede expresar en una forma alternativa reconociendo que los

campos eléctricos transversal y longitudinal y el campo magnético normal están

relacionados por medio de la ley de inducción de Faraday. Expandiendo la ley de inducción

de Faraday, dada por la ecuación (2.2), alrededor del contorno aa'b'ba en términos del

campo incidente, dividiendo ambos lados del resultado por Az, y tomando el límite Az-»0

resulta

—

£ £'fdl +— Ja W
• a.dl ^% (cond. de fase,z,t)-£; (cond. de retorno, z,t) (2.13)

donde:
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£¿(cond. de fase,z,t) es el campo eléctrico incidente longitudinal (en dirección del eje z)

a lo largo del conductor de fase.

£¿(cond. de retorno,z,t) es el campo eléctrico incidente longitudinal a lo largo del

conductor de retorno.

Sustituyendo la ecuación (2.13) en el lado derecho de la ecuación (2.12) se obtiene la

primera ecuación de la línea de transmisión monofásica iluminada por campos

electromagnéticos

d d
—V5(z,t) + rI(z,t) + _— I(z,t) = £'(cond. de fase, z, t) -Si (cond. de retomo, z,t) (2.14)
dz dt

Obsérvese que los voltajes en esta expresión son los voltajes de distorsión y no los voltajes

totales.

2.2 SEGUNDA ECUACIÓN DEL TELEGRAFISTA.

La segunda ecuación de la línea de transmisión puede ser derivada al considerar una

superficie cerrada § alrededor del conductor de fase como se muestra en la figura 2.2. La

parte de las tapas en los extremos de la superficie cerrada se denota como §e , mientras la

parte cilindrica se denota como §_. Recordando la ecuación de continuidad o de

conservación de la carga:

ft;di=-|Q (2.15)
a Ol ene

sobre las tapas en cada extremo se tiene que

;df
= I(z +Az,t)-I(z,t) (2.16)
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Vs(z,t) i

C cond. de referencia

l

^

z+Az

Figura 2.2 Definición de la superficie Gaussiana para la derivación de la segunda ecuación

de línea de transmisión monofásica iluminada por un campo electromagnético.

Como el medio homogéneo que rodea a los conductores esta caracterizado por una

conductividad, ct, y una permitividad, e, sobre la parte cilindrica de la superficie, existen

dos corrientes: la corriente de conducción, 7C = ct£i , y la corriente de desplazamiento,

Jd =e(d£i/dt). La parte izquierda de la ecuación (2.15) contiene solo la corriente de

conducción transversal que fluye entre los conductores:

E/c-dI = CTjJ £t-dl (2.17)

Definiendo una conductancia por unidad de longitud, g [s/m], entre los conductores en el

plano transversal ,
se tiene que para una longitud de Az se puede escribir

_ JííAdl
a=ym <218)

A partir de (2.18) la conductancia por unidad de longitud se define como
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g= lim — (2.19a)
Az->0 Az

Por lo tanto

Hm i- ff 1. • di = -gVs (z,t) (2.19b)

Por otro lado la carga encerrada por la superficie (residente en la superficie del conductor)

se obtiene por medio la ley de Gauss de la siguiente forma

Qenc=ejl St-dl (2.20)

La carga por unidad de longitud de la línea puede ser definida en términos de capacitancias

entre los conductores por unidad de longitud, C. La capacitancia entre los conductores para

una sección Az de la línea es

C = ^S£- (2.21)
V

y la capacitancia por unidad de longitud es

C
c = lim— (2.22a)

te->o A7

Por lo tanto en forma similar a la ecuación (2.19) se puede escribir

e lim— f f S. ■ di = -cVs (z,t) (2.22b)
Az->0 Az J*»

Sustituyendo las ecuaciones (2.16), (2.19) y (2.22) en la ecuación (2.15), dividiendo por Az

y tomando el límite Az—»0, resulta la segunda ecuación de la línea de transmisión.

^-I(z,t) + gVs(z,t) + c|-Vs(z,t) = 0 (2.23)
dz dt

Al igual que en la ecuación (2.14) los resultados de la ecuación (2.23) están en términos de

los voltajes de distorsión. Estos pueden ser expresados en términos de los voltajes totales

por medio de:

V(z,t) = V¡(z,t) + Vs(z,t) = Vs(z,t)- fa el dí (2.24)
e*a
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Sustituyendo la ecuación (2.24) en las ecuaciones (2.14) y (2.23) resulta

|-V(z,t) + rI(z,t) + .|-I(z,t) = |-f'I__ri -a.dl (2.25)
dz dt dt Jí

4-Kz, t) + gV(z, t) + c -iV(z, t) = -g P'Bi dí-c^- fe1, • dl (2.26)
dz dt J» dtJa

Las ecuaciones (2.25) y (2.26) son las ecuaciones del telegrafista no homogéneas que

incluyen el efecto de un campo electromagnético incidente sobre la línea de transmisión.
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CAPITULO III

ANÁLISIS DE LINEAS DE TRANSMISIÓN MONOFÁSICAS CON

CAMPOS DE EXCITACIÓN EXTERNOS EMPLEANDO EL

MÉTODO DE LAS CARACTERÍSTICAS.

3.1 MÉTODO DE LAS CARACTERÍSTICAS.

Las ecuaciones (2.26) y (2.25) que describen la propagación de ondas de voltaje y corriente

en una línea de transmisión monofásica, son ecuaciones diferenciales parciales del tipo

hiperbólico [27); estas ecuaciones se pueden agrupar matricialmente de la siguiente forma:

donde

d "v"
+

dt i

0
1

C d V
+

"0 0"V
i

c
0

1
0

dz i 0 —

L
i

0
1

L L

d fhT.¡
/1 = -Cf f S'-dl

dtJ°

/2 = |-fh_5i-ándl
dt Jo

n

n

= 0 (3.1a)

(3.1b)

(3.1c)

La expresión (3.1) no considera la conductancia del dieléctrico ni la dependencia de la

frecuencia de los parámetros R, L y C En el caso más general, tanto la dependencia

frecuencial como la conductancia deben incluirse. Nótese que en este capítulo los

parámetros eléctricos por unidad de longitud se representan con letras mayúsculas. En las

ecuaciones (3.1), la dependencia frecuencial introduce convoluciones. Un planteamiento de

dichas ecuaciones, incluyendo convoluciones, es el propuesto por Radulet .
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dv
, di d

_|_._.Lo|_+*rV(t-T)(.)dT
dZ °dt dtJ»

V 'Kr

di „ dv 3 ri
,,

-i-c.5+*J>-*w*

(3.2a)

(3.2b)
dz "°dt dt'

donde r'(t) representa la resistencia transitoria y ^'(t)la conductancia transitoria de la

línea; L0y Ccson la inductancia y capacitancia geométricas (o de línea ideal)

respectivamente. Este capítulo se centra en la solución de las ecuaciones (3.1) por el

método de las características. La importancia de esta solución es que constituye la base

para resolver el sistema formado por las ecuaciones (3.2a) y (3.2b) e, incluso, el problema

de líneas con parámetros no lineales.

La expresión (3.1) puede generalizarse al caso polifásico de la forma siguiente

d V
+

dt 1

o c1

L1 0 dz

0 0 Tv

0 RL"1 i

-

"c_1 0

"

0 L1

7,"

mh.

=

0

0
(3.3)

donde V, i, f\, /_ y 0 son vectores de voltaje, corriente, fuente de corriente incidente, fuente

de voltaje incidente y de ceros, respectivamente; todos ellos de orden mxl; L"\ R, C"1 y 0

son las matrices de inductancia, resistencia, capacitancia y de ceros, todas de orden rnxm,

siendo m el número de fases en la línea.

El sistema de ecuaciones (3.1) para la línea de transmisión monofásica puede expresarse de

la siguiente forma compacta:

^U +A^-U +BU + CD = 0
dt dz

donde

U =

v

i

(3.4)

(3.5a)

En el capítulo V se analiza detalladamente este caso.
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A =

B =

C =

O I
c

I o

O O

O
*

L.

I o
c

o i
L

(3.5b)

(3.5c)

D =

7i

h

(3.5d)

(3.5e)

Esta representación tiene la ventaja de que las técnicas desarrolladas pueden ser extendidas

a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de mayores dimensiones, como en el caso

de líneas de transmisión multiconductoras.

La matriz A tiene los siguientes eigenvalores:

h =

1

X,=-

VZc

i

VZc

(3.6a)

(3.6b)

los cuales son reales y distintos y, por lo tanto, el sistema (3.4) es hiperbólico. Asociado

con estos eigenvalores se encuentran las siguientes matrices de eigenvectores derechos e

izquierdos respectivamente:

Eder =
1 1

Wl-
(3.7a)
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Xi y A.2 corresponden a las velocidades de onda. Ya que los elementos del segundo renglón

de Eder tienen las dimensiones de una admitancia y la segunda columna de E¡zq tiene las

dimensiones de una impedancia, se les denomina admitancia de onda e impedancia de onda

respectivamente , y se definen mediante

z = W

(3.8a)

(3.8b)

Si se multiplica la ecuación (3.4) por el primer renglón de la matriz de eigenvectores

izquierdos y se agrupan términos en v e / se obtiene:

d
,

d

dt 'dz
v + Z. |- +X,— ]/ +A-tá + \ZJ. +XJ. = 0

ot oz )
(3.9)

De la multiplicación del segundo renglón de la matriz de eigenvectores izquierdos por el

sistema (3.4) resulta:

f+X2á]v"ZwÍÍ+X2d7}+X2tó+?llZw/l+X2/2=0 (310)

Restringiendo ahora la ecuación (3.9) a una curva sobre el plano z-t, tal que:

dz

dt
=K

se tiene que:

'd . d \ d

dt
'

dz dt

(3.11)

(3.12)

De igual forma, la ecuación (3.10) se restringe a la curva

de tal manera que

dz .

dt
2

fd . d\ d

dt dz dt

(3.13)

(3.14)
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Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones (3.12) y (3.14) en las ecuaciones (3.9) y (3.10) se

obtiene el siguiente par de ecuaciones:

dv + Zwd/ + /a'dz + Zw/,dz + /2dz = 0 (3.15a)

dv -

Zwdi + Ridz + Zw/,dz + f2dz = 0 (3. 15b)

Las dos familias de curvas definidas por las ecuaciones (3.11) y (3.13) son las curvas

características o simplemente características de la ecuación (3.4). El hecho de que el

sistema (3.4) sea hiperbólico garantiza que a través de cualquier punto del plano z-t

cruzan dos características. Estas curvas pueden ser tomadas como un nuevo sistema de

coordenadas para las ecuaciones (3.15a) y (3.15b), en el cual éstas equivalen al sistema de

la ecuación (3.4). La principal ventaja de esta formulación radica en la disponibilidad de

técnicas poderosas para tratar con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

3.2. SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES EN DERIVADAS

TOTALES DE LA LINEA DE TRANSMISIÓN.

Las ecuaciones (3.15a) y (3.15b) se pueden discretizar mediante diferencias centrales y

valores promedio para resolverse en el marco de las diferencias finitas
[41]

Primero se

comienza por definir la discretización del dominio a través de una malla como se indica en

la figura 3.1. Esta figura muestra la discretización que se aplica para puntos intermedios de

una línea uniforme. La figura 3.1 corresponde a X's constantes, por lo cual, las curvas

características son rectas. Cuando los eigenvalores son función de alguna de las variables

dependientes, las características son curvas y se deben utilizar interpolaciones para definir

los puntos de cruce "e" y "g"- Ejemplos de estos son líneas no lineales y no uniformes.

Bajo el esquema de discretización de la figura 3.1 la ecuación (3.15a) se transforma en una

ecuación de diferencias de la siguiente forma:

(v-vJ +ZJi-iJ+^(i.+ ie)+^(f1.+ fle) + f(f2j+f2e) = 0 (3.16)
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donde ve e ie son los valores de voltaje y corriente en el punto e, y y, e ij son los

correspondientes al punto /. Note que en el tercero, cuarto y quinto término de la ecuación

(3.15a), la corriente, la fuente de corriente inducida y la fuente de voltaje inducido son

aproximados por el valor promedio entre el punto e yj.

At

Figura 3.1 Malla de discretización para puntos intermedios.

De la misma forma la ecuación (3.15b) es aproximada entre los puntos jy g de la siguiente

forma:

(v.-V9)-Z.(í.-y-«fí(¡-.+ ¡f)-íf(/,J.+ /,9,-f(/2>+/29, = 0(3.17)

donde vg e ig son los respectivos valores de voltaje y corriente en el punto g. Las ecuaciones

(3.16) y (3.17) pueden ser ordenadas de la siguiente forma:

R j Az

V +

/

V -

1

R , Az

z +sá—
w 2

/. ,Az
Z +-£d—
w 2

í
.

- v -

l .-v +

j g

z -

w

cd

2

R ,Az
z -sá-
w 2 k(/ly+V + /.y+/J=0 (3.18b)

2

l -___Z
a 2
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donde

Z»,i -Zw +

7 -V _________

¿Jw2~*J"
2

(3.19a)

(3.19b)

Finalmente las ecuaciones (3.18a) y (3.18b) se pueden resolver para obtener el estado de la

línea de transmisión en el punto "/':

/ =
1

v -v +Z
/ 2Z I e g W.

wl *■

Jj +/ |-Az
\e g)

Z (f,+f, ) + /-.+ /,
wKJ\i Jí lj 2t

v.=-|v +v +Z
; 2 \ e g w.I'-''21 e

(3.20a)

(3.20a)

Un caso especial es el de los puntos extremos o frontera de la línea de transmisión; la figura

3.2 indica la malla de discretización para estos puntos. En los extremos se tiene únicamente

una curva característica representada por la ecuación (3.15a) o (3.15b); la otra ecuación

debe ser proporcionada por las condiciones de frontera.

Figura 3.2 Mallas de discretización para puntos en las fronteras.

Supóngase que en la frontera z=0 se tiene una fuente no ideal con una impedancia Zf, cuya

corriente está dada por:

ik
= /(O (3.21)

y una carga resistiva cuya relación está dada por:
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* f z.

(3.22)

donde /(t) es una función cualquiera del tiempo. La ecuación (3.15b) se discretiza de la

siguiente forma:

(V ».)
-

Z.-V ÍJ -^(it+ í.)-^«t+ /■_)-fü!*+ /,_) =" O»)

Ordenando términos se tiene:

/,(-__, -ZJ+Z,if -vm +Zw2¿_ -y [Z„(/1¿+ /lm) + /2,+ /aJ=0 (3.24)

donde Zwl y Zw2 se definen en las ecuaciones (3.19a) y (3.19b). Finalmente la ecuación

para determinar la corriente en el punto frontera "k" es:

-=tv
'-(-Zj,+» -Zi -_í

wl'
>f lk lm ¿k ¿m

(3.25)

Suponiendo que en la frontera donde z=L, se encuentra conectada una carga resistiva cuya

relación está dada por:

v=RLin (3.26)

la ecuación (3.15a) se discretiza de la siguiente forma:

<vV+z-('33+í#('3i3+ífí(í.+íP'+ftf2n+í2.)=<>(3.27)

Agrupando términos comunes

Az
i (z , + /., V-v -Z 4 +— Z (/. +/, ) + /- + /, = 0

2|
»«in -ip- -_n -¿í,

Finalmente sustituyendo la ecuación (3.26) en la ecuación (3.28) resulta la ecuación:

(3.28)

(3.29)
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Condiciones de frontera más complejas resultan en ecuaciones de diferencias que se

resuelven simultáneamente con aquellas dadas por las expresiones (3.15).

La convergencia de las ecuaciones que aproximan a las EDPs es garantizada por la

condición de Courant - Friederichs Lewy (CFL)
[29]

que para la ecuación (3.1) se puede

expresar como:

Az
< -i- (3.30)
sILCAt

Obsérvese que las ecuaciones (3.11) y (3.13) son equivalentes a la ecuación (3.30). Esto

quiere decir que el método de las características cumple implícitamente con la condición de

Courant.

3.3 CASO DE ESTUDIO PARA UNA LINEA DE TRANSMISIÓN

MONOFÁSICA CON CAMPOS ELECTROMAGNÉTICOS

INCIDENTES.

Para este caso de estudio se simuló una línea de transmisión cuya configuración se muestra

en la figura 3.3. La simulación se llevó a cabo por medio del método de las características y

el EMTP.

Los datos de la línea fueron los siguientes, r=l 1.743 [Í_/Km], L=1.25 [mH/Km],

C=9.664xl0"3 [nF/Km] y una frecuencia de operación del sistema de 60 [Hz]. La línea de

transmisión se dividió en veinte secciones. De los campos incidentes solo se consideró el

campo magnético perpendicular a la superficie definida por la línea y el retorno. La forma

de onda del voltaje distribuido serie inducido fue una doble rampa, como se muestra en la

figura 3.4.
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h = 10m

Figura 3.3. Configuración considerada para la línea de transmisión monofásica con

incidencia de campos electromagnéticos.

k Amplitud

M -

AnBul= Amplitud máxima.

Ai= Valor medio de An^ de la pendiente negativa.

To= Tiempo de alcance de Am¡a.

T|= Tiempo de alcande de Aj.

Tf= Tiempo final de la onda.

Figura 3.4. Forma de onda del voltaje distribuido serie utilizado para la simulación.

Para llevar a cabo la simulación en EMTP, primeramente se determinaron los parámetros

independientes de la frecuencia de la línea de transmisión monofásica por medio de la

rutina de parámetros eléctricos incluida en el EMTP, en dicha rutina, solo es necesario

introducir algunos parámetros constantes de la línea de transmisión y su configuración, tal

como la longitud, radio, altura, separación entre los conductores, resistividad del terreno,
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entre otros. También es necesario proporcionar la frecuencia a la cual serán calculados los

parámetros eléctricos de la línea de transmisión.

Para realizar la simulación en el EMTP fue necesario dividir la línea en un cierto número de

secciones y considerar cada sección como una línea independiente. En cada sección de

línea se debe incluir el voltaje serie distribuido originado por el campo magnético incidente.

Las fuentes de voltaje ideales entre dos nodos, de los cuales ninguno es el nodo de

referencia, no pueden simularse en el EMTP. Para resolver este problema fue necesario

introducir fuentes de comente en paralelo y resistencias para obtener el mismo efecto que

las fuentes de voltaje serie. La configuración que se utilizó para la simulación es la

mostrada en la figura 3.5.

Az

-vwv-

Q___
R

RLC

-□-

R

Az

(*)__.
R

.¡KD20-

Figura 3.5. Esquema utilizado para llevar a cabo la simulación en EMTP para una línea de

transmisión monofásica con incidencia de campos electromagnéticos.

Para cada Az se debe satisfacer la ecuación de caída de voltaje serie

_*__ +L|_-+Ri=Vs
dz dt

(3.31)

Para cumplir con la ec.(3.31) el valor de la resistencia serie entre cuyas terminales

aparecerá una caída de voltaje igual a la fuente de voltaje inducida es

R=Vs/Az (3.32)

y el valor de las fuentes de corriente ideales en paralelo es

I = VS/R (3.33)
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La impedancia al inicio y la impedancia al final de la línea de transmisión, Zo y Zl

respectivamente, son iguales a la impedancia característica de la línea de transmisión. Este

valor para la impedancia característica se obtuvo por medio de la rutina de parámetros

eléctricos del EMTP.

En la figura 3.6 se muestran los voltajes en los extremos emisor y receptor de la línea

obtenidos empleando el método de las características. En la figura 3.7 se muestran los

voltajes en los mismos puntos pero obtenidos con el EMTP. En la figura 3.8 se muestran

los resultados con ambos métodos para fines de comparación. Se puede observar que

prácticamente se obtienen las mismas formas de onda con los dos métodos. Sin embargo, es

importante notar que las simulaciones con el EMTP requieren de una gran cantidad de

tiempo y esfuerzo por parte del usuario. Esto se debe que en el EMTP, como ya se

mencionó, cada sección de línea de longitud Az se debe introducir como una línea

independiente con su fuente de excitación correspondiente.

CARACTERÍSTICAS: LT MONOFÁSICA CON CAMPOS INCIDENTES

800T

Voltaje n

0.2 0.8 10.4 0.6

Tiempo [seg] x10

Figura 3.6 Cálculo por el método de las características de los voltajes en cada extremo de

la línea de transmisión.
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800

600

400

200

Voltaje

M °

-200

-400

-600

-800

EMTP: LT MONOFÁSICA CON CAMPOS INCIDENTES

Termi íal z=L^«>v^

Terminal z-=^y

0.2 0.4 0.6

Tiempo [seg]
0.8

-4

x10

Figura 3.7 Cálculo con el EMTP de los voltajes en cada extremo de la línea de transmisión.

800

600

LT MONOFÁSICA CON CAMPOS INCIDENTES

^¡8^"*

— Características

— Características

».. EMTP

400 <rií irminal final (: :=L)

200

jf'

Voltaje

M o

-20C

-40C

JF

Y

^Ü*

jTprmi ">ril ini^ ¡fl I (7=())

-600

-800

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Tiempo [seg]
0.7 0.8 0.9 1

x10

Figura 3.8 Comparación entre el método de las características y el EMTP para los voltajes

en cada extremo de la línea de transmisión.
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CAPITULO IV

LINEAS DE TRANSMISIÓNMULTICONDUCTORAS CON CAMPOS

ELECTROMAGNÉTICOS INCIDENTES

4.1. PRIMERA ECUACIÓN PARA LINEAS DE TRANSMISIÓN

MULTICONDUCTORAS (LTM) CON CAMPOS ELECTROMAGNÉTICOS

INCIDENTES.

Considérese una LTM uniforme compuesta de (n+l) conductores paralelos al eje z, como

se muestra en la figura 4.1-1. Para derivar la primera ecuación de comportamiento, se

aplica la ley de inducción de Faraday en su forma integral a lo largo del contorno C_,

formado por el i-ésimo conductor y el conductor de retorno, tal y como se indica en la

figura 4.1-1.

kEáHkw-,¡; <41)

o bien

faet-dí+fbei-dí+fbSt-dí+faei-dí =— f #.Inds (4.2)
Ja Ja' JV Jb dtJSi

donde St es el campo eléctrico transversal contenido en la sección del plano formado por

las coordenadas x-y y Si es el campo eléctrico longitudinal en dirección del eje z a lo largo

de las superficies de los conductores. Observe que el lado derecho de la ley de inducción de

Faraday es positiva debido a la elección del sentido para el vector unitario normal, an, y a la

regla de la mano derecha tal y como se muestra en la figura 4.1-1. Como ya se mencionó en

el capítulo 2 el campo total es la suma de los campos incidentes y de distorsión, esto es

st=s\+sl

Si=s\+S¡ (4.3)

_? = _?' +_f
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( i¡p ^

( i¿s fr>

Il(z,t)

Figura 4.1-1 Definición del contorno para la derivación de la primer ecuación de LTM

iluminada por campos incidentes.

donde el superíndice i denota el campo incidente, mientras que el superíndice s denota el

campo de distorsión. Si se asume que la comente en los conductores viaja solo en dirección

del eje z, entonces el campo magnético de distorsión estará situado totalmente en el plano

—

S

transversal. Como el campo CB no tiene componente en la dirección z, la ley de inducción

de Faraday muestra que es posible definir en forma única el voltaje de distorsión entre el i-

ésimo conductor de fase y el conductor de referencia, esto independiente de la trayectoria

de integración en el plano transversal, por lo tanto

Vf(z,t) = -Ja£?-dÍ (4.4a)

Vf (z + Az, t) =
- íb S \ ■ dí (4.4b)

1 Jb

Ahora bien, debido a la naturaleza transversal del campo magnético de distorsión, éste

puede relacionarse con las corrientes que lo producen por medio de las inductancias por

unidad de longitud:

\
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£""__-. t-¡ps
■ a»ds = -&n •■•hr-- hn ]

AzJsi

hU,t)

I„(z,t\

(4.5)

Asúmase ahora que las pérdidas en los conductores se pueden representar con resistencias

por unidad de longitud, r¡. Esta resistencia podría estar lógicamente en función de la

frecuencia debido al efecto skin, sin embargo se asumirá que es constante. Los campos

longitudinales totales están relacionados con las corrientes en los conductores como

Jbe,-dí=Jb'Ja Ja
í £i-dl=f Szdz = riAzIi(z,t)
Ja' Ja

£& ■ di =[S.dz = r0Az£ I¡ (z, t)

(4.6a)

(4.6b)

Sustituyendo las ecuaciones (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6) en la ecuación (4.2), dividiendo por

Az y tomando el límite Az—»0 resulta

~h(z,t)

|-Vl,(z,í) + [»_-i;+r....rJ
dz

iy,t) +£&_.-*_••■'_.]

I„(z,t)_

d_
dtJa

hiz,t)

h(z,t)

hiZrt),

aféi-dí+lr'^-indi2-7 Ja HtJa
(4.7)

Repitiendo lo anterior para cada conductor y agrupando los resultados en forma matricial,

se puede escribir

Í-Vs(z,t)+RI(z,t)+L|-I(z,t) =
dz ot

ffsUUff^-ándldz Ja 3t Ja
(4.8)
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La expresión (4.8) se puede escribir en una forma alternativa reconociendo que los campos

eléctrico transversal y longitudinal, y el campo magnético normal están relacionados por la

ley de inducción de Faraday. Lo anterior puede ser planteado escribiendo la ley de

inducción de Faraday alrededor del contorno aa'b'ba en términos de campo incidente, dado

en la ecuación (4.2), dividiendo ambos lados entre Az, y tomando el límite Az—>0, por lo

que resulta la siguiente expresión

— f
a

Si • di +— ía lf • andl = S[ (i - ésimo cond., z, t) - S[ (cond. de ref., z, t) (4.9)
dzJa dtJa

donde Slz (i-ésimo cond,z,t) es el campo eléctrico incidente en dirección del eje z a lo largo

del i-ésimo conductor de fase con este removido y £¿(cond. de ref., z, t) es el campo

eléctrico incidente longitudinal a lo largo del conductor de referencia. Sustituyendo la

ecuación (4.9) al lado derecho de la ecuación (4.8) resulta la primera ecuación de LTM

iluminada por campos electromagnéticos incidentes

|-Vs(z,t) +RI(z,t) +L|-I(z,t) =
dz dt

Obsérvese que los voltajes en esta expresión son los voltajes de distorsión y no los voltajes

totales.

4.2. SEGUNDA ECUACIÓN PARA LINEAS DE TRANSMISIÓN

MULTICONDUCTORAS (LTM) CON CAMPOS ELECTROMAGNÉTICOS

INCIDENTES.

La segunda ecuación de la LTM se deriva encerrando el i-ésimo conductor con una

superficie cerrada §, como se ilustra en la figura 4.1-2, y aplicando la ecuación de la

conservación de la carga

fti/-dI
=~Qenc (4.H)

£\ (i - ésimo cond. , z, t) - S\ (cond. de ref. , z, t) (4.
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c a

X US

V

V?(z,t) |

c cond. de referencia SL
I

-J
I

z+Az

Figura 4.1-2 Definición de la superficie para la derivación de la segunda ecuación de LTM

iluminadas por campos electromagnéticos incidentes.

Sobre las tapas en cada extremo de la superficie cerrada se tiene

JT ;-d§
= Ii(z +Az,t)-Ii(z,t) (4.12)

En forma similar al procedimiento seguido para encontrar la primera ecuación para LTM,

es necesario definir ciertos parámetros eléctricos, en este caso se trata de las matrices de

inductancia y capacitancia por unidad de longitud. La corriente óhmica total transversal que

sale del i-ésimo conductor se relaciona con los voltajes de todos los conductores por medio

de conductancias transversales gik, de tal manera que
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It.(z,t) =Lim^0—J| ;.d_= -gu-Xg^—g
^ '

L -=1

Ví(z.t)'

Vfíz.t)

V'(z,t)

(4.13)

donde Ijíz.Oes la corriente de conducción transversal entre el i-ésimo conductor y el resto

de los conductores. De igual forma para la corriente total de desplazamiento se puede

escribir

Az
^u

-"

2j •*
'

^«

y;(z,t)

Vf(z,t)

Vns(z,t)

(4.14)

Sustituyendo las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.14) en la ecuación (4.1 1), dividiendo por Az,

y tomando el límite Az—>0, se obtiene la segunda ecuación de LTM con incidencia de

campos electromagnéticos que en forma matricial se puede escribir

|-I(z,t)+GVs(z,t) + c|-Vs(z,t) = 0
dz dt

(4.15)

Los resultados anteriores están en términos del voltaje de distorsión. Las ecuaciones (4.8) y

(4.15) pueden ser representadas en términos de los voltajes totales empleando la siguiente

relación

^ (z, t) = V¡ (z, t) + V* (z, t) = Vf (z, t)
-

Ja"e¡ • di (4.16)

Sustituyendo la ecuación (4.16) en las ecuaciones (4.8) y (4.15) se obtiene las siguientes

ecuaciones

fV(z,t) +RI(z,t) +Lj-I(z,t) =fdz dt dt
fVandl
Ja

(4.17a)
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Í-I(z,t)+GV(z,t)+c|-V(z,t) = -G
dz dt

fe! di ■4dt
ra'7_i

fet-dlJa
(4.17b)

Las ecuaciones (4.17a) y (4.17b) son ecuaciones diferenciales que gobiernan el

comportamiento del voltaje y la corriente en la LTM, mejor conocidas como las ecuaciones

del telegrafista no homogéneas que incluyen el efecto de un campo electromagnético

incidente sobre la LTM, tales ecuaciones están en función de los voltajes totales.
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CAPITULO V

SOLUCIÓN A LAS ECUACIONES DE LTM CON CAMPOS

ELECTROMAGNÉTICOS INCIDENTES POR EL MÉTODO DE LAS

CARACTERÍSTICAS.

5.1 MÉTODO DE LAS CARACTERÍSTICAS.

Para aplicar el método de las características a las ecuaciones de las LTM con campos

electromagnéticos incidentes, considérese las ecuaciones (4.17a) y (4.17b), con parámetros

independientes de la frecuencia13
'• 32]

|-I(z,0 +GV(z,0 + c|-V(z,0 = -G
dz dt

fe' -díJo
-c

d?
fe' -diJo

4-\(z,t)+m(z,t)+h4i(z,t)=l
dz di dt

fW andl
Jo

(5.1a)

(5.1b)

donde Vei son los vectores de voltaje y corriente, respectivamente; L, C, R y G son las

matrices de inductancia serie, de capacitancia paralelo, de resistencia serie y conductancia

paralelo por unidad de longitud, respectivamente; _5" es la densidad de campo magnético

incidente y e' es la intensidad del campo eléctrico incidente. Si la LTM tiene n fases, el

orden de las matrices V e I es nxl, y el de L, C, R y G es nxn. En el caso de líneas aéreas

la conductividad del medio donde se encuentran los conductores es cero, por lo tanto G=0.

Las expresiones (5.1a) y (5.1b) se pueden agrupar matricialmente de la siguiente forma

d^
dt

0 C1

L1 0

+

0 0

0 L'R

C1

0

o

L1

7i

n
(5.2)

donde
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/i = -C
dt fe? .di (5.3a)

tydt fW -a„dl
Jo

(5.3b)

La ecuación (5.2) constituye un sistema de 2n ecuaciones diferenciales parciales (EDP's)

de primer orden, con zy t como variables independientes. Por definición la ecuación (5.2)

representa un sistema hiperbólico si la matriz A, de orden 2nx2n tiene solo eigenvalores

reales y, además, un conjunto completo de 2n eigenvectores linealmente independientes
[32'

33,34]

A =

0 C1

L1 0
(5.4)

La matriz A, algebraicamente es similar a una matriz diagonal, cuyos elementos diferentes

de cero son reales . Para verificar este caso, se puede mostrar que la matriz inversa de la

ecuación (5.4) es

"0 L"

C 0
A' = (5.5)

Efectivamente se puede demostrar que para una LTM los eigenvalores de A son reales y

que hay 2n eigenvectores linealmente independientes. Sea Tv la matriz que diagonaliza al

producto LC de la siguiente forma
[36]

T;1LCTV=A (5.6)

De acuerdo a la teoría modal convencional de LTM ,
Tv corresponde a un matriz cuyas

columnas son los modos de voltaje de una LTM sin pérdidas. Los elementos diferentes de

cero de la matriz diagonal A son el inverso de las velocidades al cuadrado del modo

correspondiente [32]. La naturaleza física de LTM requiere que los elementos diagonales de
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la matriz A sean reales y positivos. Las matrices L y C son reales y simétricas. Una vez

asumida la definición de ser positivas, el problema de eigenvalores

LCV=XV (5.7)

es equivalente al de eigenvalor generalizado solo si

CV =U4V (5.8)

del cual se conoce que tiene eigenvalores reales [38].

Otra matriz importante es Ti, cuyas columnas están formadas por los modos de corriente,

que diagonalizan el producto CL, esto es

T.'CLT^A (5.9)

De las ecuaciones (5.6) y (5.9) se observa la siguiente relación entre Ty y T¡
[37]

T^T,"1 (5.10)

Adicionalmente en la teoría convencional de modos se definen las matrices de inductancia

y capacitancia modales, L' y C. Estas matrices se originan como consecuencia directa de

la diagonalización del producto LC. De la ecuación (5.6) se tiene que

T;1L(TlTi-1)CTv=A (5.11)

De la ecuación (5.1 1) se puede definir

L'=T?LT, (5.12a)

y

c,=T¡.iCTv (512b)

Empleando las definiciones (5.12) la ecuación (5.11) puede ser representada de la siguiente

forma

L'C = A (5.13)

Considérese ahora las matrices El y Er de 2n\2n, cuyas columnas son los eigenvectores

izquierdos y los eigenvectores derechos de A, respectivamente, tal que

ELER=1 (5.14)

y
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E_A% =
T_ o

o r.
(5.15)

donde 1 denota la matriz unitaria y Ti y T2 son las dos matrices diagonales de nxn con los

2n eigenvalores. La relación que existe entre EL, ER r_, y T2 con Tv, Ti y A es de la

siguiente forma

r.=+^/A (5.15a)

r2=-VX (5.15b)

donde

Er =
V2

EL=^L

fi

xv ly

TIYW -T,YW

t;1 -ZwT,-1

zw=Vl,c?-1

yw=Vl,1c

(5.15c)

(5.15d)

(5.16a)

(5.16b)

Las matrices Zw y Yw tienen dimensiones de impedancia y admitancia respectivamente y

las ecuaciones (5.15c) y (5.15d) proporcionan las matrices de eigenvectores derechos Er e

izquierdos El de A en función de los eigenvectores de LC.

Con el fin de transformar la ecuación (5.2) en un sistema de 2n ecuaciones diferenciales

ordinarias (EDO's), primeramente debe premultiplicarse por la matriz de eigenvectores

izquierdos El, resultando

d

dt T^V-Z.T,1!
+
"Z^'U1 T^C1"

-Z^L1 T^C1

d

dz

"V"

I

ÍO ZWT,1L1R

^|_0 -ZWT,-1U1R_

"V

I

T^C1 ZWT,1LI
"

\fl~
"0

T^C1 -ZWT,1LI y) 0
(5.17)

Desarrollando los productos particionando la ecuación (5.17)
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|v.+z„|i„+zw_.-Av„+c-AIm +

Z_.L-' TV'M -C- /1_ -Z„L- í_. - O

iv.-zwÍi.-zwL-'¿vm+c-¿im-

(5.18a)

dt
m w

dz
m

dz

ZWL-» T^RI -C-1 /lm +ZwL-f /2m = O (5.18b)

donde las relaciones entre vectores de cantidades de fase y vectores de cantidades modales

es la siguiente

(5.19a)

(5.19b)

(5.20a)

V = T_1V

im=Tr1im 1

Agrupando términos comunes con Vm e Im, se obtiene

(d „d\

J<Ym+zw
dt dz

im+rRllim-zwr/iI_-r/2ni=o

donde

l"rs)v--z»(s-rs)I--rR",--z»r/1"+rj2-=0 (5Mb)

r = (r, jr1 =Vl'-'c-1 (5.20c)

R-'rrT^RTi (5.20d)

Obsérvese que Vm, Im, /lm y /2m corresponden a los vectores de voltaje, corriente, fuente

de corriente inducida y fuente de voltaje inducido respectivamente en el dominio modal.

Nótese que esto difiere de la teoría modal convencional, pues el análisis presentado aquí

está basado en la matriz real LC en vez de la matriz compleja ZY. Note también que y¡, es

el j-ésimo elemento diagonal de T, que es la velocidad del j-ésimo modo.

La ecuación (5.18a) comprende n ecuaciones de la siguiente forma

dt+Y'^)V-+ZwJldt+^dz
d \
U +Y.iÉR^ -zwjYv/lmj -Yv/2mj

= 0 (5.21a)
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donde el subíndice j denota al j-ésimo elemento en el caso de los vectores columna Vm, I__,

.fl-i y /2m> y al j-ésimo elemento de la diagonal principal en el caso de las matrices

diagonales T y Z*. R"j_ es el elemento del j-ésimo renglón y k-ésima columna de R". A su

vez la ecuación (5.18b) contiene otras n ecuaciones de la forma

d

dt Y2jdz Vn_ Zwjkt ■Y.j^L -Y.jÉRj'_I__ -ZwjY^/Lj +y2jf2mi =0 (5.21b)

Considérese ahora las siguientes relaciones

Y,j=f (5-22a)

Y2j="f (5-22a)

de las ecuaciones (5.22) se puede ver que las expresiones entre paréntesis de las ecuaciones

(5.21) representan derivadas totales con respecto a z, por lo tanto, se tiene que

dVmj +ZW^ +dz¿RjkIink -ZWjdz/lmj -dz/2mj =0 (5.23a)
k-l

dVmj -ZWjdImj -dz^R^ -Zwjdz/lmj + dz/2mj =0 (5.23b)
k=l

Resumiendo se puede decir que la transformación lineal definida por El convierte el

sistema de ecuaciones diferenciales parciales de LTM en un sistema de 2n ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden (EDO's), cuando la solución se restringe a aquellas

funciones que son solo válidas a lo largo de las curvas características.

5.2 SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE LAS LTM

CON CAMPOS ELECTROMAGNÉTICOS INCIDENTES.

Considérese dos líneas paralelas al eje z, correspondientes a dos instantes de tiempo

diferentes, separados un AT uno de otro de la siguiente forma t=T y t=T+AT, como se

muestra en la figura 5.2-1. Considérese también que la solución de la ecuación de la LTM

es conocida a lo largo de toda la línea en t=T y que esta solución se desea extender al punto
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G sobre la línea t=T+AT. De acuerdo con los resultados de la sección anterior, existen 2n

curvas características que pasan por el punto G. Estas proveen un número igual de

expresiones de la forma (5.23). En el caso de que dos o más eigenvalores sean iguales, lo

cual implica que tengan la misma característica, la ecuación asociada va a ser diferente si

los eigenvectores correspondientes son linealmente independientes. La solución a lo largo

de t=T, conocida en forma numérica, solo se conoce en un número finito de puntos. Es

claro que estos puntos podrían no coincidir con los puntos de intersección de todas las

características. También pudiera no ser posible coordinar las diferentes características en la

malla para producir una distribución útil en los puntos de solución en la región del plano z-

t, delimitado por las condiciones de frontera de la línea. Una solución a tal problema

consiste en llevar a cabo interpolaciones entre los puntos conocidos para aproximar los

puntos de cruce no conocidos.

Sea y+j el j-ésimo eigenvalor positivo de A y Y-j el j-ésimo eigenvalor negativo, con

j=l,..,n. Supóngase que los eigenvalores positivos son ordenados de menor a mayor:

0<YD<Yn-i^-^Y. (5.24a)

Asúmase también que los puntos de solución están espaciados equidistantemente a lo largo

de la línea, siendo Az el espacio entre dos puntos sucesivos. De la misma manera

considérese que el espaciamiento de los puntos de solución en el tiempo es uniforme con un

AT determinado por

AT =— (5.24b)
Yi

En la figura 5.2-1 se muestran tres puntos de intersección denotados por D, E y F. En esta

figura r+j representa la característica con pendiente +Yj y T.j la característica con pendiente
-

Y¡. Note que el punto G en t=T+AT se escoge como la intersección para la característica T+i

que pasa por el punto D en t=T, y la característica T_i que pasa a través del punto F en t=T.

Las ecuaciones (5.23)se pueden aproximar a lo largo de r+j y T.j como a continuación se

describe
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AZ:-?,

v°-v^+zwjfc-q)+^SRikfc+ISc)-*• k-l

Az Az.

■^Z^(fl% + fl%)-^(f2% + f2%)f2mj=0 (5.25a)

AZ;

*mj %¡ ^WjVnij mj/ -, ___

"

ik \l|_k "*" l_ik /
* k=l

Az Az;

^zWj(/i°+/isJ)+Y(/2mj+/2™jKj=° (5.25b)

Figura 5.2-1 Características de una LTM pasando a través de un punto G en el plano z-t.

Donde VD3 VE^ , V^¡ y V° ,j=l, 2,..., n; representan el valor del j-ésimo componente del
mj

' mj
' mj

vector de voltaje modal en el punto D, E, F y G respectivamente, I°j,I¡|, 1^ y 1°

representan el valor del j-ésimo componente del vector de corriente modal en el punto D, E,

F y G; R k representa el elemento del j-ésimo renglón y la k-ésima columna de la matriz

R . Azj es la distancia dada por AZj
=

YjAT , desde el punto E hasta el punto de cruce de la
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característica r+j y T.j en Dj y Fj, respectivamente, en la recta t=T. La estimación de las

variables dependientes en los puntos Dj y Fj se lleva a cabo a través de las fórmulas de la

interpolación cuadrática de Lagrange [33], quedando las expresiones para evaluar V°¡ y

V^ de la siguiente forma

V3=aljv3 + a2jv;+a3jv; (5.26a)

donde

V^=a3jV,5+a2jVI| + aljV^

AM
=

Ti +2^

a3j
=

2(ri)2-rJ

(5.26a)

(5.27a)

(5.27b)

(5.27c)

r _________
li

j
Az Yi

(5.27d)

De la misma manera se pueden aplicar las fórmulas de interpolación para estimar las

variables dependientes 1^] y lj¿j¡ . Incorporando éstas a la ecuación (5.25a) se obtiene una

ecuación matricial que relaciona el voltaje y la corriente en el punto G:

VmG+ZwlIGm=^Zw/lGm+^/2° +

VmD +Zw-Im+^Zw/lm+^/2°

VmE+ZW2Im+^Zw/lE+^/2E

Vl +ZW2IE3zw/lF+^/2^ (5.28)

donde
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ZWi - Zw+
— R"

ZW2 -

f Az

Zw
~

ir
R'

a

a,=diag(l, a12, •■•, aln)

= diag(0, a22,--. a2n)

a3=diag(0, a32,---, a3n)

Az = diag(Az, Az2,.-, Azn)

(5.29a)

(5.29b)

(5.29c)

(5.29d)

(5.29e)

(5.29f)

De manera similar, se puede aplicar a la ecuación (5.25b) las fórmulas de interpolación para

estimar las variables dependientes ijj-j y lj-j¡ . Incorporando las fórmulas de interpolación se

encuentra una segunda ecuación matricial para el voltaje y la corriente en el punto G:

V°-Zwll2=~Zw/£-^/_£ +
'Wl'm

VmD-Zw2I^^Zw/l°-^/2^

VmE-ZW2IE+^Zw/lE-^/2E

VraF-ZW2IFm+^Zw/lF-^/2: (5.30)

Las ecuaciones (5.28) y (5.30) representan un sistemas de ecuaciones matriciales para

encontrar la solución de voltajes y corrientes en el punto G, en términos de los valores

conocidos de las variables en los puntos D, E y F. Obsérvese que la suma de estas dos

ecuaciones da como resultado la solución para el voltaje, mientras que con la resta se puede

obtener la solución de las corrientes.

Una vez que se conoce la solución para todos los puntos interiores de la línea de

transmisión en t=T+AT, se procede a calcular el voltaje y corriente en las fronteras. Para la
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frontera en z=0 se utilizan las características T.j con pendiente negativa, como se muestra en

la figura 5.2-2. La estimación de las variables dependientes en los puntos Fj se hace

empleando fórmulas de interpolación cuadrática de Lagrange [33]. Por ejemplo la expresión

para evaluar V^j queda de la siguiente forma

Figura 5.2-2 Pendiente de la característica negativa en la intersección de la línea en t=T

para la frontera z=0.

donde

V¿HlJVmJ + a2jVmj+a3jV"j

a_j-4E_-vW]

a2j -h-WJ

a3j =|[(rj)2-rj]

(5.31)

(5.32a)

(5.32b)

(5.32c)
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De la misma manera se aplican fórmulas de interpolación para estimar los valores de las

I¡¿jj . Incorporando las fórmulas de interpolación a la ecuación (5.25b) se obtiene para el

punto G:

VmG-ZwlI°=^Zw/l°-^/2° +

VmE-ZW2I^^Zw/lE-^/2E

VmF-ZW2i:+fzw/lF-^/2:

VmH-ZW2Im+fzw/l»-^/2» (5.33)

De acuerdo a la figura 5.2-2 se tiene que

donde

R0IG+VG=0

R0=diag(R01, R02,-. R0J

(5.34)

(5.35)

Las ecuaciones (5.33) y (5.34) proporcionan la solución de voltajes y corrientes en el punto

inicial de la línea de transmisión en términos de los valores conocidos en los puntos E, F y

H. Observe que la suma de estas dos ecuaciones da como resultado la solución para el

voltaje. Una vez conocido el voltaje se puede calcular la corriente empleando (5.33) o

(5.34).

Considérese ahora la frontera en z=L, siendo L la longitud total de la línea. Utilizando la

característica r+j que cruza en Dj en la recta t=T, como se muestra en la figura 5.2-3, y

aplicando interpolación cuadrática de Lagrange
t33]

las expresiones para evaluar V^

quedan de la siguiente forma

V3=a3jV»+a2jV15+aljV^j (5.36)

donde
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a3j=|[(rj)2-rj]

(5.37a)

(5.37b)

(5.37c)

Incorporando las fórmulas de interpolación a la ecuación (5.25a) se obtiene la expresión

que relaciona el voltaje y la corriente en la frontera:

VG+ZwlIG=^Zw/l«3/2° +

vEyz.mil+fz-fl»+ff21

VmD+ZW2I°+^Zw/l°+^/2°

VmH+Zw2I»+^Zw/l»+^/2» (5.38)

Figura 5.2-3 Pendiente de la
característica positiva en la intersección de la línea en t=T para

la frontera z=L.
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(5.39)

De acuerdo a la figura 5.2-3 el voltaje en la frontera en el dominio de fase es igual a

RLIG=VG

donde

RL=diag(RL1, RL2>..., rJ (54Q)

Las ecuaciones (5.38) y (5.39) proporcionan la solución de voltajes y corrientes en el punto
G en términos de los valores conocidos de las variables en el punto E, D y H.

5.3 CASO DE ESTUDIO PARA UNA LINEA DE TRANSMISIÓN

MULTICONDUCTORA ILUMINADA POR UN CAMPO

ELECTROMAGNÉTICO.

Para este caso de estudio se simuló una línea de transmisión trifásica, cuya configuración se

muestra en la figura 5.3-1. La simulación se llevó a cabo empleando el método de las

características y con fines de comparación con el EMTP.

Figura 5.3-1. Configuración considerada para la línea de transmisión trifásica

incidencia de campos electromagnéticos.

con
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La línea está compuesta con un solo conductor por fase, con diámetro de 1.5cm. Al igual

que el caso monofásico solo se considera el campo eléctrico el cual está solo en función del

tiempo y su forma de onda es la mostrada en la figura 3.4.

Para llevar a cabo la simulación en el EMTP de la línea de transmisión multiconductora se

sigue un procedimiento similar al empleado para el caso de la línea monofásica del capítulo

tres. Como ahora se está analizando un sistema trifásico, todo el proceso requiere de mucho

tiempo y precaución al momento de llevar a cabo la edición del archivo de datos.

______
______

- Az + RLC
_

Az
+
rlc RLC

_

Az
+

RLC _ Az +

Figura 5.3-2. Esquema utilizado para llevar a cabo la simulación en EMTP para una línea

de transmisión multiconductora con incidencia de campos electromagnéticos.

De inicio se deben de calcular los parámetros independientes de la frecuencia de la línea de

transmisión trifásica por medio de la rutina de parámetros eléctricos. Para este cálculo se

utilizó la configuración de la línea de transmisión mostrada en la figura 5.3-1. Parte de la

información obtenida de la rutina de cálculo de parámetros es la matriz de transformación

modal, así como los parámetros eléctricos modales.

La simulación de la línea de transmisión con fuentes distribuidas de voltaje inducido se

llevó a cabo dividiendo la longitud total de la línea en secciones (Az), las cuales se

consideran como líneas independientes tal y como se muestran en la figura 5.3-2. Note que
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cada sección cuenta con fuentes independientes de corriente que toman en cuenta los

efectos del campo magnético incidente

Las fuentes de corriente utilizadas tienen la forma de onda que se muestra en la figura 3.4,

por razones ya planteadas en el capítulo tres para el caso monofásico. La diferencia en este

caso es que en cada punto existen tres fuentes de corriente, una para cada fase.

En los extremos de la línea se conectó la matriz de impedancia característica, la cual se

obtuvo también por medio de la rutina de parámetros eléctricos del EMTP.

En la figura 5.3-3 se presentan las formas de onda obtenidas en la fase a con el método de

las características y con el EMTP.

1000

800

600

400

200

Voltaje 0

M

-200

-400

-600

-800

-1000

LTM CON CAMPOS INCIDENTES (fase a)

,„,„ ,
— Características

ff
•<Ter ninal 1 nal (z= =L)

v%
Tfirmi nal ¡nii .¡al (7= n)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Tiempo [seg]
4.5 5 -4

x10

Figura 5.3-3 Comparación de los voltajes en la fase a en los extremos de la línea de

transmisión calculados con el método de las características y el EMTP.

En la figura 5.3-3 se observa que prácticamente se obtienen los mismos resultados con

ambos métodos. Tomando como referencia los resultados obtenidos por medio del EMTP,
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se observa que para el método
de las características existe una mínima discrepancia en un

pequeño intervalo de tiempo donde toma su amplitud máxima el campo incidente para

ambas terminales de la línea de transmisión.

Es importante notar que las simulaciones con el EMTP requieren de una gran cantidad de

tiempo y esfuerzo por parte del usuario. Esto se debe que en el EMTP cada sección de línea

de longitud Az se debe introducir como una línea independiente con su fuente de excitación

correspondiente.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En esta tesis se ha realizado una revisión de los diferentes modelos de acoplamiento para la

evaluación de voltajes inducidos debido a campos electromagnéticos incidentes en líneas de

transmisión monofásicas y multiconductoras.

Dentro de los límites de validez de la aproximación del modelo de línea de transmisión, el

modelo propuesto por Agrawal et al
tl0]

es el más riguroso. Otros modelos que se han

empleado con anterioridad generan resultados satisfactorios solo para algunos casos

particulares. Por ejemplo, para descargas atmosféricas perpendiculares al plano de tierra, el

modelo propuesto por Rusck es equivalente al modelo de Agrawal, pero solo en este caso

particular. Por otro lado, el modelo de Agrawal es completamente equivalente a otros

modelos utilizados en la literatura, como son el modelo de Taylor y el de Chowdhuri. De

hecho estos tres modelos difieren en los términos de voltajes y corrientes manejados, pero

las formulaciones de las ecuaciones resultantes son equivalentes.

Se han utilizado dos métodos para la solución de las ecuaciones de la línea de transmisión

con incidencia de campos electromagnéticos, el método de las características y el EMTP,

los cuales se han aplicado para el caso monofásico y polifásico. De la comparación de los

resultados obtenidos por cada método se encontró que ambos proporcionan resultados

similares y que ambos poseen ventajas y desventajas.

Para simular en el EMTP líneas con voltajes inducidos por campos electromagnéticos

externos es necesario dividir la línea en secciones y considerar cada sección como una línea

independiente. Entre cada sección de línea es necesario colocar fuentes independientes de

corriente que tomen en cuenta los efectos del campo incidente. Todo este proceso requiere

de mucho tiempo por parte del usuario y los resultados dependen de la experiencia que éste

tenga. Esto se debe a que dependiendo del tiempo de observación y el número de puntos en

el tiempo requeridos, el número de secciones más adecuado para dividir las líneas varía. Sin
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embargo, una vez que se ha realizado todo este procedimiento se pueden emplear todas las

facilidades de simulación de elementos de sistemas eléctricos que posee el EMTP.

Por otro lado, el método de las características proporciona en forma natural la mejor

manera de discretizar en distancia las líneas de transmisión para cada caso de simulación.

Esto se hace en una forma casi transparente para el usuario al aplicar el criterio de Courant

y calcular el Az necesario en términos del Ai y la velocidad de propagación del modo más

veloz. A esto hay que agregar que el método de las características ya ha probado ser libre

de oscilaciones numéricas para los casos de líneas no uniformes y/o con parámetros

eléctricos no lineales. La desventaja que actualmente presenta el método de las

características es que aún no existe un programa de computadora que tenga la riqueza de

modelos que poseen el EMTP o el SPICE.

Como trabajo futuro se recomienda desarrollar modelos circuitales que permitan llevar al

método de las características a un estado de utilidad práctica, esto es, que permitan que este

método pueda ser empleado en programas de solución de transitorios en redes como el

EMTP y el SPICE.

También se recomienda extender el método de las características a otros fenómenos que

aparecen en las líneas de transmisión multiconductoras como son la no uniformidad de los

parámetros eléctricos y la aparición de condiciones no lineales como el efecto corona.
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