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Introduccién

La légica proposicional es un modelo matemético para razonar acerca de la validez de
expresiones l6gicas. En la 16gica proposicional las expresiones sélo toman uno de dos valores
posibles: verdadero y falso.

Podemos manipular a las expresiones légicas de acuerdo a ciertas leyes algebraicas,
permitiéndonos razonar formalmente (usando razonamiento deductivo) en base a un conjunto
de premisas. Existen varias técnicas que pueden ser utilizadas para probar una hipétesis a
partir de un conjunto de premisas. La méis conocida y que se estudia en cualquier curso basico
de légica es el que usa tablas de verdad, aunque cabe resaltar que tal método es ineficiente
para todos los casos. Una técnica utilizada ampliamente por su sencillez, es la basada en
resolucién y aunque es mejor que la técnica basada en tablas de verdad, esta técnica no nos
dice por dénde comenzar 6 continuar en el proceso. Una mejora a la técnica de resolucién, es
hiper-resolucidn, la cual engloba varios pasos de resolucién en uno sélo. Al igual que sucede
con resolucién, en hiper-resolucién tampoco sabemos por dénde comenzar y/o continuar, en la
mayoria de los casos.

Algunas areas de aplicacion en las que los mecanismos deductivos pueden ser utilizados
son las siguientes.

e Lenguajes de programacién: quizé el lenguaje de programacién més conocido basado
en el principio de resolucién sea PROLOG (Programming in Logic), en el cual se
pueden implementar una gran variedad de sistemas (principalmente relacionados con
problemas 16gicos), asi que la aplicacién de los mecanismos deductivos se puede
extender al de estos sistemas. Algunos lenguajes de programacién que han surgido
recientemente, son los llamados lenguajes formales, los cuales tratan de prevenir tanto
como les es posible, errores 16gicos que puedan introducir fallas a la ejecucién de la
aplicacidn que se ha implementado en ellos.

e Desarrollo de programas: todo programa es susceptible a fallas, algunas de ellas son
producto de errores en su cddigo. Tales errores, pueden ser prevenidos usando
herramientas formales basadas en mecanismos deductivos. Aunque lo anterior se
realiza durante las fases de desarrollo de los programas, también se pueden utilizar
para verificar programas 6 hardware existente 6 en funcionamiento.

e Representacion e inferencia del conocimiento: durante afios el hombre ha tratado de
introducir cierta inteligencia a las maquinas, hasta el momento, esto no ha sido
completado del todo. Los sistemas expertos, presentan cierta inteligencia (dentro de
alguna drea), a partir de una base de conocimientos y mediante un método de
inferencia, pueden determinar la mejor (o una de las mejores) solucién para un



problema dentro del 4rea para la que fueron disefiados. La forma en que adquieren
nuevo conocimiento es mediante la aplicacién de un mecanismo deductivo a su base
de conocimientos. Los agentes inteligentes, son una nueva forma de ver los sistemas,
existen agentes que toman decisiones, agentes que responden interrogantes y otros
més, cada uno debe de tener cierta inteligencia dada por informacién que conocen y
procesan.

e Matemiticas: la aplicacién de los mecanismos deductivos tuvo sus origenes en las
matemadticas. Los mecanismos deductivos son usados para probar teoremas en la
teoria de conjuntos, en 4lgebra y en geometria.

e Sistemas: existen varios sistemas para la prueba automitica de teoremas, aunque el
mas famoso es Otter. La mayoria de ellos utilizan resolucién en alguna de sus
variantes y s6lo unos pocos se han extendido a su ejecucién en varios procesadores.

e Prueba de circuitos digitales: algunos probadores autométicos de teoremas se usan
para verificar el correcto funcionamiento de algunos procesadores.

El trabajo de nuestra tesis se enfocard en desarrollar un método para la prueba de
teoremas basado en Redes de Petri. Ademds, podemos decir que un probador de teoremas es
un método deductivo. Debido a que no le asignamos semaéntica a las expresiones logicas que
utilizamos, podemos decir que las aplicaciones de nuestro método son las mencionadas
anteriormente para los mecanismo deductivos.

La mayoria de los probadores automdticos de teoremas se basan en resolucién, aunque
también tal como lo mencionamos anteriormente, existe el problema de que el principio de
resolucién no nos indica cuales expresiones considerar, ni el orden. Aqui veremos
intuitivamente, que los T-invariantes de la Red de Petri nos delimita el conjunto de
expresiones a considerar y que la conexién de los elementos de la Red de Petri, nos indican
posibles caminos a seguir, para llegar a obtener un resultado.

La redaccién de la tesis se encuentra distribuida de la siguiente manera.

En el capitulo I introducimos los conceptos de la l6gica proposicional en los cuales se
basa nuestro trabajo. Conceptos tales como: sintaxis de la 16gica proposicional, seméntica de
los conectivos ldgicos, tablas de verdad, formas normales y algunos otros. Luego,
introducimos el principio de resolucién, algunos resultados del mismo y ejemplos. Una mejora
al principio de resolucién, es hiper-resolucién, la cual mencionamos al final. Para mayores
referencias de estos conceptos consultar [Nerode and Shore, 1997] y [Fitting, 1995].

De manera similar en el capitulo II, introducimos los conceptos de las Redes de Petri, en
los cuales también se basa nuestro trabajo. Definicién, representacién, marcado, transicion
habilitada, regla de evolucién del marcado, T-invariantes, P-invariantes, son algunos de los
conceptos mds importantes que abordamos. Algunas modificaciones a algunos de los
conceptos anteriores las presentamos al final de este mismo capitulo II. En [Silva, 1985],



[Desel and Esparza, 1995], [Martinez, 1984] y [Colom, 1989] podemos encontrar més detalles
de los tépicos que exponemos en el capitulo II.

En la l6gica proposicional, un procedimiento de demostracién (algoritmo) sélido es el que
s6lo prueba tautologias, en tanto que es completo un procedimiento que prueba toda
tautologia. La solidez y completud de nuestro método, la presentamos y probamos en el
capitulo III.

Un modelo para un conjunto de expresiones puede ser una situacién en la cual falla 6 se
tiene una situacién no deseable, en el sistema que se ha modelado. También puede ser que
debido a que encontramos un modelo, podemos decir que no podemos deducir cierta expresion
a partir de lo que conocia el sistema (del conjunto de expresiones 6 premisas). Por lo anterior,
los modelos son importantes y presentamos en el capitulo IV, un método para encontrarlos
(cuando existen) basado en la matriz de incidencia de la Red de Petri.

En [Jeffrey et al., 1996], [Lautenbach, 1985], [Peterka and Murata, 1989] vy
[Sinachopoulos, 1987] podemos encontrar algunos métodos semejantes al que exponemos en
el capitulo III. Métodos que buscan una contradiccién o modelos en su defecto, los podemos
encontrar en [Bibel, 1993] y [Socher and Johann, 1996].

Ya que tenemos todos los elementos tedricos de nuestro método, el paso siguiente es
implementarlo. En el apéndice A presentamos una guia de usuario para el editor de Redes de
Petri que implementamos para incluir en €l las caracteristicas del método propuesto. Los
algoritmos utilizados por el editor anterior los describimos en el apéndice B y C. Para el
algoritmo que describimos en el apéndice C utilizamos como referencia los expuestos en
[Colom, 1989], [Martinez and Silva, 1981] y [Treves, 1986].



I Logica Proposicional

1. Introduccién

En esta secci6én describiremos los elementos de la 16gica proposicional, necesarios para el
desarrollo de nuestro trabajo. Primeramente definiremos la sintaxis de la 16gica proposicional.
Suponemos que tenemos una coleccién de sentencias 6 enunciados, de los que pensamos
expresan proposiciones. Comenzamos con una coleccién de enunciados elementales o
atémicos cuya estructura interna no nos ocuparemos de analizar. De hecho, los
representaremos mediante simples letras, las letras proposicionales. Todo lo que nos importard
de ellos es si son, o representan, proposiciones verdaderas o falsas, pero no ambas cosas.
Luego formaremos enunciados més elaboradas usando los conectivos proposicionales. Nuestra
principal preocupacion seré el ver cémo la verdad o falsedad de los enunciados compuestos
depende de la verdad o falsedad de los enunciados atémicos que los forman. En particular, nos
interesard saber cudles enunciados compuestos deben ser verdaderos, independientemente de
los valores que posean sus enunciados atémicos. Para la 16gica proposicional tales enunciados
son llamados tautologias. Gran parte de la 16gica proposicional se dedica a tratar de determinar
cudles enunciados son tautologias.

Las tablas de verdad son un mecanismo usado para determinar cuéles enunciados son
tautologfas. Algunos métodos de demostracién, como resolucién y darboles semanticos,
determinan si un enunciado compuesto es 0 no una tautologia. Una mejora al método de
resolucion es hiper-resolucién, en el cual se basa nuestro trabajo. En la 16gica proposicional,
un procedimiento de demostracién (algoritmo) sélido es €l que sélo prueba tautologias, en
tanto que es completo un procedimiento que prueba toda tautologia. Luego, para cada método
de demostracién, tendremos que establecer solidez y completud.

Si las tablas de verdad son un mecanismo de demostracién, entonces ;para qué
necesitamos de otros mecanismos? Primero, las tablas de verdad siempre son ineficientes, en
tanto que otros mecanismos pueden ser mucho mejores en un andlisis por casos.

Una vez analizado todo lo anterior, estard completa la parte de la légica proposicional
necesaria para establecer los fundamentos de nuestro trabajo.

2. Sintaxis de la Légica Proposicional

La sintaxis de cualquier lenguaje inicia con la descripcién de su alfabeto. El alfabeto del
lenguaje de la 16gica proposicional consiste de:

i. Simbolos proposicionales: po, p1, p2, ...

ii. Conectivos l6gicos: A, v, =, &, —



iii. Constantes: T y F, verdad y falsedad, respectivamente.

iv. Simbolos auxiliares: )"y “(”

Una vez que hemos especificado el alfabeto de nuestro lenguaje, podemos describir los
enunciados de la l6gica proposicional. La definicién siguiente termina de establecer la sintaxis
de la l6gica proposicional.

Definicion 1.1: (férmula atémica, proposiciones)

i. Una férmula atémica es un simbolo proposicional, o cualquiera de las dos constantes
T,F.

Denotamos el conjunto de las férmulas atémicas por At.

ii. El conjunto de las férmulas proposicionales o proposiciones PROP es el menor de los
conjuntos X que satisfacen las condiciones siguientes:

a. Si @ es una férmula atémica, entonces @€ X.
b. Si @eX, entonces ~@e X.

c. SiyeX, entonces (pUy)e X, donde De{ A, Vv, >, }.

Ejemplo 1.1:
Sean p, g, r letras proposicionales.
Luego p, g, r también son férmulas atémicas.
Son férmulas proposicionales las siguientes:
—p, —q, —r.
(PAg), (gAr), (pAT)
(pAq)—r, (DAq)E>(gAr), etc.

La definicién de una férmula proposicional presupone la existencia de un conjunto “més
pequefio” (dnico) que cumpla con las condiciones a, b y ¢, donde “més pequefio” significa: es
un subconjunto de los demads. La existencia de tal conjunto se establece fécilmente. Primero,
existen conjuntos que cumplen las condiciones a, b y ¢, por ejemplo, el conjunto universal
consistente de todas las palabras formadas por los simbolos que estamos usando. Luego, es
facil verificar que la interseccion de cualquier familia de conjuntos que cumplen con las
condiciones a, b y c es otro conjunto que cumple tales condiciones. Ahora, sélo formemos la



interseccion de la familia (no vacfa) de todos los conjuntos que cumplen las condiciones a, b y
c. Este ser4 el conjunto “mas pequefio” PROP.

El definir objetos o conjuntos inductivamente permite probar con facilidad propiedades
que poseen esos objetos y definir funciones entre conjuntos definidos de esa manera. Esto es
posible debido a dos principios basicos los cuales quedan establecidos en los dos teoremas
siguientes.

Teorema 1.1: (principio de induccién estructural)
Toda férmula proposicional tiene la propiedad Q si
(B) Toda férmula atémica tiene la propiedad Q;
(I) Si ¢ tiene la propiedad Q, entonces —¢@ tiene la propiedad Q.

Si ¢ y y tienen la propiedad Q, entonces (pOy) tiene la propiedad Q, donde € {A, v,
-, &}

El otro principio basico que necesitamos nos permitird definir funciones sobre la clase de
férmulas proposicionales.

Teorema 1.2: (principio de recursién estructural)

Hay una y sélo una funcién h definida sobre el conjunto de férmulas proposicionales
PROP tal que

(B) El valor de h esta dado explicitamente sobre las férmulas atémicas.
(I) El valor h(—@) esté especificado en términos del valor h(o).

El valor h((¢Ovy)) esta especificado en términos de los valores h(¢) y h(y), donde
Ce{A,v,>,}.

Una manera de representar una férmula es mediante un 4rbol de formacién. Esta forma de
representar una férmula es viable para su posterior andlisis sintictico y seméntico.

Definicion 1.2: (drbol de formacién de una proposicion)

El drbol de formacién (parse tree) de una proposicién ¢ se define como sigue: para ¢,
YePROP y Ue {A, v, o, &}



T(Ty= T T(—e):= ¢ -0 T((eDOw)): K

T(F:= oF T(e) T(p) T(v)

Figura 1.1 Arbol de formacién asociado con la proposicién que etiqueta su raiz.

El drbol de formacién T representa o estd asociado con la proposicién que etiqueta su
raiz.

El teorema siguiente garantiza el hecho de que sélo existe un arbol de formacién asociado
a cada proposicién en PROP.

Teorema 1.3:

Cada proposicién @€ PROP tiene un Gnico 4rbol de formacién T asociado con ella.

A continuacién contemplamos algunas definiciones necesarias para algunas pruebas
posteriores.

Definicion 1.3: (profundidad, soporte)
Sea @ PROP y sea T el arbol de formacidn asociado a @.
i. La profundidad de ¢ es la alturade T.

ii. El soporte de ¢ es el conjunto de letras proposicionales que aparecen como etiquetas
de las hojas de T. También es el conjunto de férmulas atémicas presentes en @.
Denotamos por |@| al soporte de @.

Ejemplo 1.2:
Sea ¢ = (pAg)—r una proposicién. El drbol de formacion T asociado a @ es el siguiente:
(pAg)—r
pAq r
p q



La altura de T es 2 por tanto la profundidad de ¢ es también 2.

Como las etiquetas de las hojas de T son p, g y r, entonces |¢| = {p, g, r}.

3. Semintica de los Conectivos Ldgicos

La légica proposicional es bivaluada, es decir, tomamos como el espacio de los valores de
verdad al conjunto VAL:= {V, F}, donde V y F son simplemente dos objetos distintos, pero
claro, tal como inferimos, V representa el valor verdadero y F el valor falso. Nuestra
intencién es asociar a cada férmula proposicional un solo elemento de VAL. Para ello,
primeramente debemos mencionar c6mo interpretar sobre VAL cada una de las operaciones
indicadas por los conectivos 16gicos. Para la negacién es fécil, de ahora en adelante asumimos
que tenemos una funcién —:VAL—VAL definida por (V) =F y =(F) = V.

Los conectivos binarios son un asunto bastante méds complicado. De ahora en adelante
asumiremos que para cada uno de los conectivos tenemos un simbolo de operacién binaria
correspondiente en el lenguaje de la 16gica proposicional. Para hacer més ficil de recordar la
relacién entre simbolo y operacién, vamos a sobrecargar nuestra notacién. De ahora en
adelante, por ejemplo, A serd un simbolo de operacién binaria de nuestro lenguaje formal y
también denotard una operacién sobre VAL, de acuerdo con la tabla mostrada a continuacién.
Este doble uso no deberé causarnos dificultad, ya que el contexto nos haré ver claro a cudl nos
referimos.

Tabla 1.1 % A - “
\Y% \Y% \Y \Y% \Y \Y%
\Y% F \Y F F F
F \Y \Y F \ F
F F E F \Y \Y

Si tenemos V—F, de acuerdo a la tabla 1.1 el resultado serfa F. Si consideramos VVF y
basidndonos también en la tabla anterior, el resultado seria V. Para cualesquiera que sean los
valores de verdad que consideremos y la operacién indicada por el conectivo binario
correspondiente en una proposicion, es ficil determinar su valor de verdad basindonos en la
tabla 1.1.

3.1 Valuaciones, Tautologia, Consecuencia y Modelo

Ahora conectaremos la sintaxis y la seméntica. Estamos interesados en aquellas férmulas
proposicionales que por su estructura légica deben ser verdaderas, sin tomar en cuenta los



significados que posean las férmulas atémicas que las forman. Tales férmulas son llamadas
tautologfas. Interpretaremos a los sfmbolos proposicionales como que nombran las
correspondientes operaciones sobre VAL que hemos denotado en la tabla 1.1.

Definicién 1.4: (valuacién booleana)

Una valuacién booleana, 6 simplemente valuacién, es una funcién v del conjunto de las
férmulas proposicionales PROP al conjunto de valores de verdad VAL que satisface las
condiciones siguientes:

i v()=V

ii. v(F)=F

iii. V(=) = =v(¢)

iv.  v(eOy) = v(@)Ov(y), para Ue{ A, v, >, © }

Cuando tenemos una férmula proposicional y deseamos encontrar una valuacién para
dicha férmula, siempre es posible hacerlo. Tal como indicamos en el siguiente lema.

Lema 1.1:

Para cualquier funcién f del conjunto de férmulas atémicas Az al conjunto de valores de
verdad VAL, tal que f(T) = V y f(F) = F, existe una valuacién v que concuerda con f sobre las
férmulas atémicas.

Mediante las tablas de verdad podemos encontrar todas las valuaciones posibles para
cierta férmula, aunque tal como mostramos en el siguiente lema, algunas de ellas la podemos
omitir.

Lema 1.2:

Si v; y v, son dos valuaciones que concuerdan sobre un conjunto de férmulas atémicas S,
entonces v; y v, concuerdan sobre toda férmula proposicional cuyo soporte esté contenido en
S.

Ejemplo 1.3:

Sean p, q y r férmulas atémicas.



Sea v una valuaci6n tal que v(p) = V, w(g) = V y v(r) = F y a todas las demés férmulas
atémicas les asigna el valor F. Por el Lema 1.1 existe una valuacién que satisface estas
condiciones y por el Lema 1.2 sélo hay una.

Ahora bien:
v((pAg)—r) = v(pag)—v(r) Por iv de la definicién 3.1, aplicado a —

= (v(p)Av(g))—v(r) También por iv de la misma definicion aplicado a A

=(VAV)-F Unicamente sustituimos los valores de verdad
asignados
= VsF Cambiamos VAV por V, resultado de la operacion A

—F Finalmente, de la operacién — obtenemos el valor F

Por lo tanto la proposicién (pAg)—r es falsa bajo v.

Estamos interesados en aquellas férmulas proposicionales que no pueden evitar ser
verdaderas.

Definicion 1.5: (tautologia)
Sea ae PROP.

Decimos que 0. es vdlida sii v(ct) = V, para cualquier valuacién v. Si o.es vdlida también
decimos que es una tautologia.

Ejemplo 1.4:
Sea @ = p—((—pAaq)—r)

En ¢ aparecen 3 sfmbolos proposicionales, p, g y r, a los cuales se les puede asignar
cualquiera de los dos valores de verdad en VAL. El nimero total de valuaciones a considerar
para @ es 8, tal como podemos observar en la tabla siguiente. A continuacién trataremos de
explicar la misma.

En la primera columna podemos apreciar las distintas valuaciones que actdan sobre p, q y
r. En el primer renglén aparecen los simbolos proposicionales sobre los cuales operan cada
una de las valuaciones y para facilitar el célculo del valor de verdad de ¢, la hemos
particionado en dos férmulas. En el segundo renglén de la tabla aparece vi que es la primera
valuacién que consideramos y tal como lo podemos apreciar, Vi asigna V a las letras
proposicionales p, g y r. Luego, de acuerdo a v; calculamos el valor de verdad de las dos
férmulas que son parte de @. Al final mostramos que bajo v; la férmula @ es V. La explicacion

10



de los subsecuentes renglones es similar a que realizamos para el segundo renglén, por lo que
la omitiremos.

P q r —PAq (=pAg)—r p—((—prg)—r)
Vi \Y% \Y \% F \% \Y%
V2 \% \'% F F A% A%
V3 \'% F \" F \" \"%
V4 A% F F F \"% \'%
Vs F \" \" \'% A\ \'%
V6 F \"% F \'/ F \"
V7 F F A% F \" \"
Vg F F F F \" \'%

Como observamos, sin importar el valor que se asigne a las letras proposicionales p, g y r,
la proposicién ¢ siempre es verdadera. Por tanto ¢ es una tautologia.

Cuando una férmula es satisfacible existe una valuacién que le asigna el valor V, ahora
bien, cuando toda férmula en un conjunto es satisfacible, decimos que el conjunto es
satisfacible. Formalizamos lo anterior a continuacién.

Definicion 1.6: (férmula satisfacible)
Sea o e PROP.

Decimos que la férmula o es satisfacible sii existe una valuacién v tal que v(6) = V, en
caso contrario decimos que o es insatisfacible.

Definicioén 1.7: (conjunto de férmulas satisfacible)
Sea Z un conjunto de férmulas proposicionales.

Decimos que X es un conjunto de férmulas satisfacible sii existe una valuacién v que
asocia a cada férmula en Z el valor V, de lo contrario decimos que X no es satisfacible o
insatisfacible.

Ejemplo 1.5:

Del ejemplo 1.4 podemos decir que toda férmula es satisfacible y por tanto el conjunto
considerado también decimos que es satisfacible.
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pA—p seria un ejemplo de una férmula insatisfacible.
En la siguiente definicién introducimos el concepto de consecuencia semantica.

Definicion 1.8: (consecuencia)
Sean 0 PROP y X un conjunto de proposiciones (posiblemente infinito).
Decimos que ¢ es una consecuencia de X sii
v(0) = V siempre que v(t) = V, paratoda T € X y toda valuacién v.
Usamos el simbolo = para indicar una consecuencia.
Si 6 es consecuencia de Z, entonces escribimos X =o.

Si 2 ko y X es el conjunto vacio, entonces tnicamente escribimos |k o. Resulta que esta
Gltima expresién es otra forma de afirmar que © es una tautologia.

Definicion 1.9: (modelo)
Sea X un conjunto de férmulas proposicionales.
Decimos que una valuacién v es un modelo de X sii v(6) = V, para toda o€ X.

Denotamos por M(Z) el conjunto de todos los modelos de X.

Ejemplo 1.6:
Seanp, g € At.
SeanX = {p, (p—q)} yo=q.
Probemos que 6 es consecuencia de X.

Supongamos que, por el contrario, ¢ no es consecuencia de X. Esto implica que existe una
valuacién v que hace verdadero cada elemento de X pero no hace verdadera a o.

Como p € Z, la valuacién v debe asignar V a p, es decir v(p) = V.

A su vez, p—q € X y por tanto v debe hacer verdadera a p—q. Pero la tinica forma de
conseguirlo es que v asigne V a g, ya que de otra forma p—q serfa falsa (si v asignara F a g).
Esto contradice la suposicién inicial. Por lo tanto, no existe valuacién que haga verdadero cada
elemento de X y falso a G.

Luego X ko.

Como otro ejemplo, consideremos el conjunto X = {p, (p—q, r), (g, r—s)}.
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El conjunto de férmulas proposicionales Z tiene 5 modelos, tal como podemos observar
en la siguiente tabla.

Vi

V2

V3

Vs

< < < < <~
mom < < <=
< < 1 m <
m < m < <

Vs

Luego M(Z) = {vy, vz, v4, s, vs}.

3.2 Teorema de Reemplazo

Un resultado andlogo a la familiar propiedad de sustitucién de la igualdad es aquel que
enuncia que uno puede sustituir proposiciones por otras que sean “sus iguales”. Este resultado
es necesario para facilitar el andlisis de las proposiciones.

Cuando escribamos @[p] querremos decir que @ es una férmula proposicional y la
presencia de la férmula atémica p en ¢ juega un papel especial.

Por ejemplo, si @[p] es la férmula proposicional p—(gv—p) y si ¥ es (p—r), entonces
oly] es (p—or)—>(gv—(p—r)).

Notemos que, como en este ejemplo, la férmula de sustitucién y puede introducir
presencias frescas de p. No requerimos que p esté presente en @[p] y esta es una cuestion
importante.

Posteriormente, cuando escribamos @[y] para alguna férmula proposicional W, nos
estaremos refiriendo a la férmula que resulta de @ cuando todas las presencias de p son
sustituidas por presencias de la férmula .

Teorema 1.4: (teorema de reemplazo)
Sean @[p], y y T férmulas proposicionales.

Sea v una valuacién.

Si v(y) = v(1), entonces v(@[y]) = v(@[1]).

Ejemplo 1.7:

Sea @[s] la férmula proposicional (p—g)A(r—s).
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Como (—pvq) & (p—q) es una tautologia, tenemos, por el Teorema 3.1, que también lo
es [—pvq] & ¢[p—q]. Esto es,

L (0= A r—>(=pva)) A=A (p—9))).

Hay una manera informal pero ttil de describir esto: hemos reemplazado una presencia de
—pvq por su equivalente p—q en la férmula (p—g)A(r—(—pvq)), para convertirla en su
equivalente (p—g)A(r— (p—9)).

3.3 Equivalencia Logica

Un resultado importante para nuestro trabajo es el que establece cuando dos proposiciones
son equivalentes. A continuacién enunciaremos algunas definiciones y resultados al respecto.

Definicion 1.10: (equivalencia)
Sean ¢, y elementos de PROP.
La relacién binaria = en PROP se define de tal manera que para cualesquiera @ y y:
¢ = y sii la proposicién ¢ < y es una tautologia.

Cuando se tenga que ¢ = y diremos que @ y y son (légicamente) equivalentes.

Lema 1.3:
Sean @, ¢~ v, Yy~ elementos de PROP-
Sig=@ yy=y’,entonces —@=—0 "y (@ Y)=(@" y’),donde €{A,v,—, &}

Abhora introducimos algunas leyes de equivalencia que son de gran utilidad para obtener
las llamadas formas normales de una férmula proposicional.

Lema 1.4:
Sean @, y, 6 elementos de PROP.

Las equivalencias siguientes son validas:

i. Leyes Asociativas: (pvy)vo)=(ev(yvo)
(eAry)~rc)=(oA(¥A0)
ii. Leyes Conmutativas: (evy)=(y Vo)

@AW=V A0Q)
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iii. Leyes Distributivas: @vwAao)={@Vv V) A(@Vo)
@A(yvo)=(@Ary)V(pA0)

iv. Leyes De Morgan: —(@VVY)=(—0A—Y)
(@ AY)=(=0 Vv —Y)

v. Leyes de Idempotencia: (evoe)=0
(pr@)=0

vi. Ley de Doble Negacion: —Q=¢

vii. Leyes de Absorcion: oveAay =0
orlov)=0

viii. Leyes del Cero y el Uno: (evB=o (eAP)=B

(pva)=a PGr)=¢
(ev—-9)=a (@Ar—-9)=p

3.4 Formas Normales

Es preferible estandarizar una férmula, debido a que de esta manera suele ser mas facil
establecer si es una tautologia o si al menos es satisfacible. De hecho la mayoria de los
métodos de demostracién automdtica de teoremas convierten las férmulas en algin tipo de
forma normal antes de realizar una prueba.

El comportamiento de todos los conectivos puede ser descrito por algin subconjunto
propio de los mismos. Este el caso de la conjuncién y la disyuncién, por lo que sélo
trabajaremos con estas. Asi que comenzamos por introducir la notacién para conjuncién
generalizada y disyunci6n generalizada.

Definicién 1.11: (conjuncién y disyuncién generalizada)
Sea @1, G2,..., P, una lista de férmulas proposicionales (posiblemente vacia).
Definimos dos nuevos tipos de férmulas proposicionales de la siguiente forma:
{@1, ©2,..., n} €s la conjuncion (generalizada) de @1, @2,..., Qn.
<Q1, ©2,..., P> es la disyuncion (generalizada) de @1, @2,..., Pn.
Si v es una valuacién, entonces requerimos que

W(<Q1, @2,..., P>) = V sii v asocia a algiin miembro de la lista @, @5, ..., @, €l valor V.
De lo contrario v(<Qi, @2,..., ¢.>) =F.
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v({ @1, @2,..., 9,}) = V sii v asocia a cada miembro de la lista 15 @y -, @ €l valor V. De
otra forma v({ @1, @2,..., ¢»}) =F.

El principio de resolucién se aplica tnicamente a férmulas proposicionales que estén en
forma de cldusulas, por lo cual introducimos a continuacion los conceptos pertinentes.

Definicion 1.12: (literal, literal positiva, literal negativa)
Una literal es una férmula atémica o la negacién de una férmula atémica.

Si la literal / es una férmula atémica, decimos que [ es una literal positiva; pero si [ es la
negacién de una férmula atémica, entonces decimos que ! es una literal negativa.

Definicion 1.13: (cldusula, clausula vacia, cldusula de Horn, cldusula de programa)
Sea @1, @3, ..., @, una lista de literales.

Una cldusula C es una disyuncién <@, @2, ..., ¢, >. Consecuentemente, la cldusula C es
verdadera si al menos uno de sus elementos es verdadero.

Si la lista de literales es vacia, entonces decimos que C es una cldusula vacia. La cldusula
vacia < > siempre es falsa ya que no tiene elementos verdaderos.

Una cldusula que contiene a lo més una literal positiva es llamada cldusula de Horn.

Una cldusula que contiene exactamente una literal positiva es llamada cldusula de
programa.

Ejemplo 1.8:
Sean p, —q, r, —s, t literales.
La disyuncién < p, —q, r, —s, t > es una clausula.

También < p, —q >, <p, r >, <—q, =5 > son cldusulas.

Definicion 1.14: (notacién de una cldusula)

Sea C = <0y, O ..., O —P1, —P2, ..., =Pn> unacliusula, donde m,n >0, y sea
|C| = {ou, 02, Oy B1, B2-.., Br} €l soporte de C.
Preferimos escribir la cldusula C en la forma ordenada < — o>, donde o es la lista

formada por toda oue|C| parai =0, 1,..., m, es decir, la lista o, 0z, ..., o,y B es la lista
formada por toda B,€|C| para j = 0, 1,..., n, es decir, la lista B, B, ..., B,. Siempre que no
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exista confusién, omitiremos los paréntesis angulares ( “<” y ">") al escribir una cldusula.
Note ademés, que el simbolo “—” no indica implicacién.

Ejemplo 1.9:
Reescribimos las cléusulas del ejemplo 1.8 de acuerdo a la definicién anterior.
<p,—q, r,—s, t> lareescribimos como < g, s—p, r, 1 >.
< p, —q > la reescribimos como <g—p>
< p, r> la reescribimos como <—p, r>

<—gq, —s > la reescribimos como <g, s—>

Veamos algunas definiciones mas.

Definicién 1.15: (forma normal conjuntiva, forma de cldusula 6 conjunto de clausulas)
Sea Cy, Cs, ..., C, una lista de clausulas.

Una férmula proposicional @ esté en forma normal conjuntiva (o forma de clausula, o es
un conjunto de cldusulas) si es una conjuncién {Cy, C, ..., C,}. Por ello ¢ es verdadera si cada
uno de sus elementos es verdadero.

La férmula vacia, que denotamos por { }, es aquella que no contiene cldusulas. La
férmula vacia es siempre verdadera ya que no tiene elementos falsos.

Dentro de una férmula siempre encerraremos entre paréntesis angulares cada una de sus
clausulas.

Ejemplo 1.10:
De las cl4usulas del ejemplo anterior podemos llegar a formar el conjunto de clausulas:
(< g, s5p, 1, t >,<q—p>, <P, r>, <q, s>}

En la cual, tal como lo establece la definicién anterior, cada elemento es una clausula.

Teorema 1.5: (forma normal)

Toda férmula proposicional se puede convertir a una forma de cldusula. Es decir, para
cada férmula proposicional @ existe una férmula proposicional ¢’ en forma de clausula, tal

que =09’
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De hecho existen algoritmos para convertir una férmula proposicional ordinaria a forma
de cldusula. La exposicién completa de un algoritmo de este tipo la puede encontrar en
[Fitting, 1995].

Ejemplo 1.11:
Seap=(p—>—g)IA(rv(=p-9q).
Una forma normal conjuntiva equivalente a ¢ es:

{<p, g &>><>p, q, r>}

3.5 Asignaciones

Cuando estuvimos hablando de férmulas, introdujimos lo que es una valuacién. Ahora al
estar hablando de conjuntos de cldusulas, introducimos el concepto de asignacidn.

Definicién 1.16: (asignacién)

Una asignacion A es un conjunto de literales positivas, la cual asigna V a toda leA y
asigna F atoda lg A.

Para terminar con esta seccién y continuar en la siguiente con resolucién, introducimos la
definicién de cuando una asignacién satisface una cldusula, cuando satisface un conjunto de
cldusulas, cuando una cldusula es satisfacible y cuando un conjunto de cldusulas es
satisfacible. Pero antes de ello, especificamos algunas notaciones para las operaciones de
unién e interseccion, aunque no las utilicemos todas ellas en este momento.

Definicion 1.17:
Sean C, C; y C; clausulas.

Sea 0 € {u, N, C, C, ¢} tal que U denota unién, N denota interseccién, C denota
subconjunto propio, C denota subconjunto y & denota no pertenencia.

i.  COA denota la operaci6n indicada entre el conjunto formado por los dtomos en |C| y
el conjunto formado por los 4&tomos que aparecen en la asignacion A.

ii. Ci0C; denota la operaci6n indicada entre el conjunto formado por los 4tomos en |C;|
y el conjunto formado por los dtomos en |C|.
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Definicion 1.18:
Sean C una cldusula, S un conjunto de cldusulas y A una asignacién.

i. Decimos que A satisface la cldusula C, y escribimos A [=C, sii CNA # &; es decir,
A asigna el valor V cuando menos a una literal en C.

ii. Si existe A que satisfaga a C, decimos que C es satisfacible, en caso contrario decimos
que C es insatisfacible. La clausula vacia < > siempre es insatisfacible.

iii. Decimos que la asignacién A satisface a S, y escribimos A S, sii A satisface toda
clausula en S. Decimos que la valuacién inducida por A es un modelo para S, si A
satisface a §.

iv. Si existe A que satisfaga a S, decimos que S es satisfacible, en caso contrario decimos
que S es insatisfacible.

Ejemplo 1.12:
Sean Cy = <—p>, C2= <p—g>y C3= <q—r> cléusulas.
Sean A1 = {p, q} y A2={p, g, r} asignaciones.
La asignacién Aj satisface a las clausulas C; y Cz, yaque Cin A1 By Con Ay =2 &.

Pero A4 no satisface a C3, debido a que Csn Ay = &. Recordando que la cldusula C; viene de
<—p, g>. Por otro lado, la asignacién A satisface a Cy, C2 y a Cs.

Sean §; = {<—op>, <p—og>}, S2= {<p—og>, <g—or>} y §3= {<—>p>, <p—} conjuntos de
clausulas.

La asignacién A; satisface a S; pero no a S,. Por otro lado, la asignacién A; satisface
tanto a S; como a S,.

Para que una asignacién satisfaga el conjunto S3, debe contener tanto a la literal p como a
su negacion, pero no puede haber tal asignacidn, por la definicién 1.16. Consecuentemente el
conjunto de clausulas S es insatisfacible.

4 Resolucion

El método de prueba subyacente a PROLOG y a la mayoria de los probadores de
teoremas es un sistema de axiomas y reglas particularmente simple llamado resolucion.
Resolucion sélo tiene una regla y es un procedimiento de refutacion, es decir, trata de mostrar
que la férmula dada es insatisfacible. Al comenzar asume que la férmula de interés est4 en
forma normal conjuntiva.
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Definicién 1.19: (regla de resolucién)
Sean C) = <@V, I> y C; =<¢@’, I-y’> clausulas.
En nuestra terminologia actual, decimos que, de C, y C; inferimos C = <@,@0’ =V, Y’>.
Otra forma de visualizar el proceso anterior serfa:
Q- vy, > <@, l->y>
<0, 9" >y, y’>
Denotamos por R al sistema de inferencia para refutacién de cldusulas, el cual comprende

solo la regla anterior. La cldusula C es llamada resolvente de C; y C,. También decimos que
resolvimos sobre /.

Ejemplo 1.13:
Sea § = {Cy, C3, C3, C4}, donde
Ci=<-p> C=<p > g> C3=<g —>r>y C4=<r—->>

Apliquemos la regla de resolucién a algunas cldusulas de S:

De <—p> <p —g>
Obtenemos < q>

De <p—og> <q —>r>
Obtenemos <p —>r>

De <g—-r> <r—>>
Obtenemos <q—>>

Enseguida introducimos algunas definiciones necesarias para demostrar los teoremas de
solidez y completud del sistema de resolucién. De aqui en delante S denota un conjunto de
clausulas, a menos que se defina de otra forma.

Definicion 1.20: (S =z S’)

La expresién S =g S’ significa que S’ se obtiene de S por la aplicacién de la regla de
resolucién.

Ejemplo 1.14:

Tomemos el conjunto de cldusulas S del ejemplo 1.13. Tenemos que:
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(<> p>,<p og>,<qor>,<r—>} =g {<op>,<p—og>, <qOr>,<r—>><-g¢>},

donde <—¢g> es la resolvente sobre p de C; y Ca.

Definicién 1.21: (derivacién por resolucién)
Sea Sp un conjunto de cldusulas.

Una derivacién por resolucién de Sy es una secuencia Sy, S, ... de conjuntos de cldusulas,
donde para cada nimero natural n se cumple S, =g S;+1-

Definicion 1.22: (refutacién de un conjunto de cldusulas)

Una refutacion de S es una derivacién por resolucién de S con < >€ S, para algin n=0.

Definicién 1.23:
Sean C = <p—y>y D = <@’y > clausulas distintas.

Se dice que la cldusula D es absorbida por la cldusula Csio C @ yy Cy’

Definicion 1.24: (cldusula redundante con respecto a S)

Una cldusula C es redundante (con respecto a S) siempre que Ce S, C es una tautologia, o
C es absorbida por alguna cldusula D en S.

Ejemplo 1.15:
Sea§S={Ci=<p, gor>, Co=<po>>, C3=<5r>, C4=<p, g >}

Las cldusulas C; y C4 son absorbidas por la cldusula C,. También, la clausula C; es
absorbida por la cldusula Cj.

Por lo que las cldusulas C; y C,4 son redundantes con respecto a S.

La clausula Cs = <— r> también es redundante con respecto a S.

El lema siguiente afirma que una resolvente es consecuencia de las cldusulas de las que se
infiere.

Lema 1.5:

Si R es una resolvente de cldusulas C y D, entonces {C, D} ER.
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Cuando tenemos un conjunto de cldusulas satisfacible y le aplicamos la regla de
resolucion para obtener un nuevo conjunto de cldusulas, este también es satisfacible. Esto
queda establecido en el lema siguiente.

Lema 1.6:

Sean S y S’ conjuntos de cldusulas tales que S=g S° Luego S’ es satisfacible sii S lo es.
Equivalentemente, S es insatisfacible sii S’ 1o es.

Ejemplo 1.16:
Consideremos el conjunto de cldusulas S del ejemplo 1.13
So= S = {<>p>,<p—>g>,<g—r>,<r—>}= S1 = {<op>,<Ppog>,<qor>,<r—>,<—q¢>}
=R §2 = {<—p>,<Ppog>,<g—r>,<r—><—q>,<p—r>}
=R §3 = {<op>,<Pp—g>,<g—r>,<r—>,<—q>,<por>,<qg—>>}
=g S4 = {<—p>,<p—g>,<q—1>,<r—><—q>,<por>,<g—>, < >}
La anterior es una refutacién de S, ya que <> € 4.

Como S, es insatisfacible, §3 también lo es. Como se encontré que S; es insatisfacible,
también lo es S,. Luego, también son insatisfacibles S; y So y, consecuentemente S es
insatisfacible (de acuerdo al lema 1.6).

El primer resultado importante que introducimos acerca del sistema de resolucién es el de
su solidez. Este resultado establece que si la cldusula vacia aparece en algin conjunto de
clausulas que se obtiene en una derivacién por resolucién, entonces el conjunto de cldusulas
considerado inicialmente es insatisfacible.

Teorema 1.6: (solidez de resolucion)

Si So, S1, ...S, es una derivacion por resolucién con < > € S, entonces Sy es insatisfacible.

Prueba:

Ya que < > y por tanto S, es insatisfacible, repetidas aplicaciones del lema anterior
garantizan que cada uno de los conjuntos de cldusulas S; sean también insatisfacible.

Para llegar a establecer la completud del principio de resolucién introducimos la siguiente
definicién.
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Definicion 1.25: (conjunto de cldusulas cerrado bajo R)

Decimos que un conjunto de cldusulas S es cerrado bajo R sii cada resolvente de
cldusulas en S es redundante con respecto a S.

Ejemplo 1.17:

Del ejemplo 1.16 podemos decir que Sy no es cerrado bajo R ya que la resolvente de C; y
C,, que es <—¢g> no es redundante con respecto a So. La cldusula <g—> que es la resolvente
de C3 y C4, no es redundante con respecto a S, ni redundante con respecto a S, por ello, S; y
S> no son cerrados bajo R. El conjunto S3 no es cerrado bajo R, debido a que la cldusula < >
no es redundante con respecto a S3. Por iltimo, el conjunto S4 tampoco es cerrado bajo R, la
clausula <p —> no es redundante con respecto a Ss.

El conjunto S¢ = {<— p>,<p — ¢>,<q = r>,<r 9>,<— ¢>,<p > r>,<q 9>,<>,<p —>,
<— r>} es cerrado bajo R, ya que cada resolvente de cldusulas en S¢ es redundante con
respecto a S.

Si tenemos un conjunto cerrado bajo R y la cldusula vacia no pertenece a ese conjunto,
entonces tal conjunto es satisfacible. Lo anterior queda establecido en el lema siguiente. Luego
introducimos una definicién que posteriormente se utilizard como argumento para la
completud de resolucién.

Lema 1.7: (conjunto de cldusulas satisfacible)

Si S es cerrado bajo R y si <> & S, entonces S es satisfacible.

Definicion 1.26: (derivacion por resolucion justa)

Una derivacion por resolucion Sy, Si,... se dice justa si el conjunto g~ =UA
bajo R. kE0Lk

s. es cerrado
J

Ejemplo 1.18:

Si continuamos con la derivacién por resolucién del ejemplo 1.16, obtenemos los
siguientes conjuntos.

So=S =rS1 =2k 2=k S3=k 84 = {<Op>,<P—g>,<gor>,<r—>,<>g>,<por>,<q—>, < >}
=R S5 = {<Op>,<Pp—og>,<qor>,<r—>,<¢>,<por>,<q—>,< >,<—>r>}

=S = {<OP>,<Pp—g>,<gor>,<r—>,<—>q>,<Por>,<g—>,< >,<Hr>,<p—>}
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La derivacion Sp = S =g S1 =r S2=r 53 =k S4=>r Ss=r Ss es justa ya que el conjunto
§7= {<op>, <p—q>,<q—r>,<r—><—qg>,<p—r>,<g—>,< >,<—r>,<p—>} es cerrado bajo
R.

Si un conjunto de cldusulas es insatisfacible, entonces en una derivacién justa por
resolucion aparecera en alguno de sus elementos la clausula vacia.

Teorema 1.7: (completud de resolucién)

Si S es insatisfacible y si Sy, Si, Sz, ... es una derivacién justa por resolucién con Sp = S,
entonces existe una n > 0, tal que S, contiene a la cldusula vacia < >.

Podemos ilustrar una derivacién por resolucién por medio de un arbol de prueba por
resolucidn, en el cual podemos apreciar claramente las clausulas que tomamos para obtener
cada resolvente.

Definicion 1.27: (drbol de prueba por resolucién)
Sean C, C; clausulas y S un conjunto de cldusulas con Co, C; € S.

Un drbol de prueba por resolucion de S a partir de C es un arbol binario y etiquetado T
con las siguientes propiedades:

i. La raiz de T est4 etiquetada con C.
ii. Las hojas de T estan etiquetadas con elementos de S.
1ii. Si un nodo tiene etiqueta C, y sucesores inmediatos con etiqueta Cyp, C;, entonces

C, es laresolvente de Cp y de C;.

Ejemplo 1.19:
Sea § = {<—p, ¢>, < 5>, <q, r— 5>, <p—>>, <s—>}

Un arbol de prueba por resolucién a partir de < > es el siguiente:

<—-Dp. q> <4.r—s>
<r—wp. s> <-or>
\ /
<—D. s> <D—>
\ /

<5 > <s—>

\/
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En el cual observamos que su rafz estd etiquetada con la cldusula vacia. El nodo con
etiqueta <—s> es la resolvente de <—p, s> y <p—>, ya que son sus sucesores inmediatos.

Si de un conjunto de cldusulas podemos obtener como resolvente una cldusula C, entonces
existe un arbol de prueba por resolucién a partir de dicha cldusula.

Lema 1.8:

Decimos que S tiene un arbol de prueba por resolucién a partir de C sii existe una
derivacién por resolucién de C a partir de S.

5 Hiper-Resolucion

El método de demostracién conocido como Hiper-resolucién fue desarrollado por J. A.
Robinson en 1965, y esta basado en la idea de combinar varios pasos de resolucién en un solo
paso grande de resolucién.

Ejemplo 1.20:
SeaS={C,C;,CGlconCi=<s o p,g> Cr=<p, r—o>yC;=<q—>

Las derivaciones por resolucion mostradas en la figura 1.2 ambas llegan a la cldusula <s,
r—>. Un paso de hiper-resolucién combinaria los dos pasos individuales de resolucién de la
figura 1.2 en uno solo y simplificaria por tanto, los dos pasos realizados mediante resolucién.
Esto lleva a la representacién de la figura 1.3 del paso de hiper-resolucién correspondiente a
las derivaciones de la figura 1.2.

<s-p.q> <p.r—> <sop, ¢> <g—>
<p,r—>> <q—>

<s,r- _)q( <q—> \<J\—)p>/ <p,r—H> \ / = <r, s>
\ / \\ / <s-p, ¢>

<s, r—>
e Figura 1.3 Arbol de prueba por

Figura 1.2 Arboles de prueba por Resolucién Hiper-resolucién

Cuando Robinson desarroll6 la estrategia de hiper-resolucién claramente tenfa en mente
el modelo del dtomo de Bohr. En la anterior derivacién por hiper-resolucién la cldusula central
<s—p, g> es llamada el niicleo, y las clausulas satelitales <p, r—> y <g—> son llamadas los
electrones del paso de hiper-resolucién.
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Definicion 1.28: (reglas de hiper-resolucién negativa y de hiper-resolucién positiva)

1. Sea n21. La regla de hiper-resolucion negativa para n clausulas esta dada por:

<o-h, b, ... L[> <@, Lo>> <@z, L—>> <Pp, ly—>>
<(p, (pl’ (PZ, (pn _>>
<@—ly, b, ..., I,> es niicleo y <@1, l1—>, <@3, ,—>> y <@p, [;—> son los electrones, del

paso de hiper-resolucién negativa.
2. Sea n21. La regla de hiper-resolucion positiva para n clausulas esta dada por:
<, by ..., L>Y> <>y, 1> <Y, > <Yy, 1>
<=V, Wi, Y2, Y2

<l, I, ..., I, >y> es el niicleo y <>y, [;>, <>V, h> y <>V, I,> son los electrones,
del paso de hiper-resolucién positiva.

Denotamos por H al sistema de inferencia para refutacién de clausulas, el cual comprende
las reglas anteriores. A la cldusula resultante al aplicar la regla de hiper-resolucién le
llamamos hiper-resolvente positiva 6 negativa, segiin sea el caso.

Ejemplo 1.21:
SeaS={C, Cp, C3,C4,Cy.C2,C;3,Cs }, donde
Ci=<w—p, q,r>, C2=<s, p—>>, C3=<t, ¢—>>, C4=<u, r->
Ci =<p, q, r—> w>, C; = <—s, p>, C3 = <—t, g>, C4 = <ou, r>
El siguiente es un paso de hiper-resolucién negativa:

<w—p,q,r> <, po> <t go>  <u,r—>

<w, s, t,u—>
El siguiente es un paso de hiper-resolucién positiva:

<p,q,r—>w> o8, p> <O > <our>

<-=S,tu w>

Enseguida, introducimos algunas definiciones necesarias para demostrar los teoremas de
solidez y completud del sistema de hiper-resolucién.

Definicion 1.29: (S=y S’)

La expresién S=y S’ significa que S’ se obtiene de S por la aplicacién de la regla de
Hiper-resolucién.
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Definicion 1.30: (derivacion por hiper-resolucion de un conjunto de cldusulas)

Una derivacién por hiper-resolucién de Sy es una secuencia Sy, S, ..., de conjuntos de
cldusulas donde para cada nimero natural n, S, =g Sp+1.

Definicién 1.31: (refutacién de un conjunto de cldusulas)

Una refutacién de S es una derivacién por hiper-resolucién de S con < >€ S, para algin
n=>0.

Ejemplo 1.22:
Sea S = {C), C3, C3, C4} donde:
Ci=<—>p> Cr=<>q,1,5>,C3=<p,q o>y C4=<r 5>
S =80 = {<> p>, <>¢q, 1, s>, <p, g >, <r 5>}
Al aplicar la regla de hiper-resolucién a Cy, C; y C; tenemos:
=y 81 = (<> p>, <—oq, 1, s>, <p, g 9>, <r 5>, <—5r>}

En S, tenemos las cldusulas <r—> y <—r>, al aplicarles la regla de hiper-resolucién
llegamos a:

=p S ={<> p>,<—>q, 1, 5>, <P, g >, <r 5>, <—>r>, < >}

La anterior es una derivacion por hiper-resolucién de S. Ademads, es una refutacién ya que
<>€ ;.

El lema siguiente enuncia que una hiper-resolvente ya sea positiva ¢ negativa es
consecuencia del nicleo y electrones de los cuales se infiere.

Lema 1.9:

Si D es la hiper-resolvente del nicleo C y electrones C), Cs, ..., Cp, entonces {C, C, C5,
.., Cu} ED.

Prueba:
Sea A una asignacién tal que A k= {C, C1, Ca..., Cu).
Primeramente tomemos el caso de una aplicacién de hiper-resolucién positiva.

Sean C=<ly, I, ..., [1>y>, Ci= <oV, >y D = <5V, Yy, Ya,..., Up>.
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Como A = C, tenemos que I; ¢ A para alguna oy N A# @ ycomo A k C,, tenemos
que (Y;VlL)NA£D.

Queremos probar que A & D, o bien que (Y, Y1, Y2,..., Yu} "NA =D,

Sil; ¢ A y como sabemos que {y; U ;} N A # &, entonces tenemos que {y;} "NA# Dy
por tanto {, W1, Wa,..., Y,} N A% D, luego A = D.

SiynA#3 y{y }c{w, vi, ¥2,..., Wa} A # 3, entonces tenemos que {W, Wi, Ya,...,
Va} NA %D, luego A = D.

Ahora veamos que sucede con la aplicacién de hiper-resolucién negativa.
Sean C = <Yy - I, b, ..., 1>, Ci = <Y, I, —>> yD =V, Y1, Y2,..., Yp—>.

Como A k C, tenemos que {/;}n A # & para alguna ;o y ¢ A ycomo A k C;, tenemos
que {Ll}INnA=o yyNnA=02.

Queremos probar que A k= D, o bien que {W¥, Y1, Y2,..., Yo} "NA=0.
Si {l;}NA # &, entonces y,NA = J. Luego {w, W1, V¥a,..., W, }NA por lo que A ED.
Siy & I, entonces A I=D.

Por tanto si D es la hiper-resolvente del nicleo C y electrones Ci, C,..., Cy, entonces {C,
C1, Ca,..., Ca} ED.

Definicion 1.32: (conjunto de cldausulas cerrado bajo H)

Un conjunto de cldusulas S se dice cerrado bajo H si cada resolvente de cldusulas en S es
redundante con respecto a S.

Cuando tenemos un conjunto de cldusulas satisfacible y le aplicamos la regla de hiper-
resolucién para obtener un nuevo conjunto de cldusulas, este también es satisfacible. Esto
queda establecido en el lema siguiente.

Lema 1.10:

Sean S y S’ conjuntos de cldusulas tal que S=x S’ Luego S’ es satisfacible sii S lo es.
Equivalentemente, S es insatisfacible si S’ lo es.

Prueba:

Probemos que si S es satisfacible, entonces S’ también lo es.
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Si la cldusula que se introduce por la regla de hiper-resolucién es una hiper-resolvente D
del nicleo C y electrones C), C,,..., C, en S, entonces S’ = SUD. De acuerdo al lema 1.9 si
A E S, entonces de A = SUD, luego A £ 8’

Por lo tanto si S es satisfacible, entonces S’ también lo es.

Ahora probemos que si S es satisfacible, entonces S también lo es.
Suponga que S’ es satisfacible y §” = SUD.

Como existe A = §” y SCS’, entonces A = S.

Por lo tanto si S’ es satisfacible, entonces S también lo es.

Luego §’ es satisfacible sii S lo es.

Ejemplo 1.23:

Del conjunto de cldusulas del ejemplo 1.22 podemos decir que los conjuntos So y Si no
son cerrados bajo H, ya que en ninguno de ellos aparece la cldusula < > y tal cldusula no es
redundante con respecto a Sp ni a S;. El conjunto S5 es cerrado bajo H.

El conjunto de cldusulas S es insatisfacible ya que < >€ §,. De acuerdo al lema 1.10
podemos decir que S; también es insatisfacible por serlo S,, por el mismo lema decimos que Sp
es insatisfacible al serlo S;. Luego, podemos decir que S es insatisfacible.

El primer resultado importante que introducimos acerca del sistema de hiper-resolucién es
el de su solidez. Este resultado establece que si la cldusula vacia aparece en algin conjunto de
clausulas obtenido en una derivacién por hiper-resolucién, entonces el conjunto de cldusulas
considerado inicialmente es insatisfacible.

Teorema 1.8: (solidez de hiper-resolucion):

Si So, Si, ..., S, es una derivacién por hiper-resolucién con < >€S§,, entonces Sy es
insatisfacible.

Prueba:

Ya que < > y por tanto S, es insatisfacible, repetidas aplicaciones del lema anterior
garantiza que cada uno de los conjuntos de cldusulas S; sean también insatisfacibles.

Si tenemos un conjunto cerrado bajo H y la cldusula vacia no pertenece a ese conjunto,
entonces tal conjunto es satisfacible. Este hecho queda establecido en el lema siguiente.
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Lema 1.11:
Sea S un conjunto de cldusulas.

Si § es cerrado bajo H y si <> & S, entonces S es satisfacible.

Prueba:
Supongamos que S es cerrado bajo H, <> ¢ Sy por el contrario que S es insatisfacible.
Con la construccién de un modelo para S podremos probar este lema.
SeaS"={ ¢ — vy | ¢ = D} el conjunto de las cldusulas positivas en S.
Si §* =, entonces A = & es un modelo para S. Asf que suponga S* # &.

Sea X el conjunto de todos los 4tomos que aparecen en cldusulas de S* y sea A el
subconjunto minimal de X el cual cubre a S+.

Probaremos que A es un modelo para S. Es claro que A es un modelo para S*.
Supongamos que existe alguna cldusula C = <¢p—y>€ S, la cual no satisface A.
Luegodc Ay yNnA=0.

Si ¢ = @, entonces C € S* y se satisface mediante A, porello sea ¢ = {l1, I, ..., In }.
Elija una cldusula D; € S* tal que [; es el tinico elemento de A que aparece en D, asi:
C=<h,lh, ..., o>y>yDi=<—>1;, yp>.

donde ynNA = @ y la hiper-resolvente R de C con Dy, D, ..., D, es de la forma, R =
<Y, Y1, V2, ..., Yp>. El conjunto S debe contener a R ya que S es cerrado bajo H.

Como yNA = @ y y,nA = &, entonces {V, Y1, Ya,..., Y,}NA = & y por tanto A no
satisface R, pero R es una cldusula positiva en S y toda clausula positiva de S se satisface por

A

Hemos construido un modelo para S, por lo que S es satisfacible y lo cual es una
contradiccién.

Por lo tanto, si S es cerrado bajo H y si <> ¢ S, entonces S es satisfacible.

Definicién 1.33:
Una derivacién por hiper-resolucién Sp, Sy, ... se dice justa si el conjunto: S© =(M S,
k20 j=k
es cerrado bajo H.
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El siguiente lema utiliza las definiciones anteriores y es el Gltimo que utilizaremos para
probar la completud del principio de hiper-resolucién.

Lema 1.12:

Si el conjunto de cldusulas S es insatisfacible, y si So, Si, Sz, ... s una derivacién justa
por hiper-resolucién con Sy = S, entonces S™ es insatisfacible.

Prueba:
Supongamos que S es insatisfacible y § es satisfacible.

Como SoC S” y So =S, tenemos que SC S Como ya sabemos que si X C Ty X es
insatisfacible, entonces T también lo es. Por lo tanto, S~ es insatisfacible.

Ejemplo 1.24:
Siguiendo con la derivacién del ejemplo 1.22 obtenemos:
=pS3 = (< p>, <—5q, 1, 5>, <p, g >, <r 5>, <—5r>, < >, <qg —>>}
Luego, al aplicar la regla de hiper-resolucién a <—gq, r, s>, <r —>y a <q —> obtenemos:
=y Ss = (< p>, <oq, 1, 5>, <p, g >, <r 5>, <Hr>, < >, <q H>,<> 5>}
Después de aplicar la regla de hiper-resolucién a <—g, r, s>y <q —> tenemos:
=y Ss= {<> p>, <Oq, 1, 5>, <p, g >, <r 5>, <>, <>, <q H>,<— §>, <O, 5>}
Luego sobre <—q, r, s>y <r —> se aplico la regla de hiper-resolucién con lo que:
=p 86 = {<Op>,<>q, r, $>,<p, q>,<Ir—>,<or>,< >,<q>,<8>, <OF, §>,<5q, $>}

el conjunto S~ = S es cerrado bajo H y en consecuencia es insatisfacible, por lema 1.12.

Si un conjunto de cldusulas es insatisfacible, entonces en una derivacién justa por hiper-
resolucién aparecera en alguno de sus elementos la cldusula vacia.

Teorema 1.9: (completud de hiper-resolucion):

Si S es un conjunto de clausulas insatisfacible y si So, S1, S2, ... €s una derivacion justa por
hiper-resolucién con Sy = S, entonces existe una n 20 tal que S, contiene la cldusula vacia < >.
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Prueba:

Sea So, S1, S2, ... una derivacién justa por hiper-resolucién con S, = S. Entonces S~ es
cerrado bajo H y es insatisfacible, por el lema anterior. Ademas, por el lema 1.11, tenemos
que <>€ S

Luego, existe una n = 0 tal que < >€ N>, S;. Esto a su vez implica que <> € §,.

Podemos ilustrar una derivacién por hiper-resolucién por medio de un arbol de prueba por
hiper-resolucién, en el cual podemos apreciar claramente las cldusulas que tomamos para
obtener cada hiper-resolvente.

Definicion 1.34: (drbol de prueba por hiper-resolucion)
Sean Cy D clusulas.
Sea S un conjunto de cldusulas, donde {Cy, Cy, ..., C,}CS.

Un drbol de prueba por hiper-resoluciéon de S a partir de C es un érbol binario y
etiquetado T con las siguientes propiedades:

i. Laraiz de T est4 etiquetada con C.

ii. Las hojas de T estan etiquetadas con elementos de S.

iii. Si un nodo tiene etiqueta D y sucesores inmediatos con etiqueta Cop, Ci,..., Cp,
entonces D es la hiper-resolvente de Cy, de Cy, ...,y de C,.
Ejemplo 1.25:

Sea § = {<—>p, ¢>, < or>, <q, r— 5>, <p—>, <s—>}

Un érbol de prueba por hiper-resolucién a partir de < > es el siguiente:

<q, r—s> <->p, ¢> <>r>

<—p, s> <p—> <s—>

T
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II Redes de Petni

1 Introduccion

El primer paso para describir un sistema es elaborar un modelo del mismo. Dependiendo
de los objetivos que se persigan se pueden construir modelos de diferentes tipos. Para el
trabajo que estamos desarrollando se utilizaran las Redes de Petri (RdP), primeramente para
modelar y luego para concluir sobre el problema modelado.

En la seccién 2 de este capitulo presentamos los conceptos béasicos acerca de las RdP en
los cuales fundamentamos nuestro trabajo. Iniciamos con la definicion de las RdP
generalizadas, asi como con las formas de representarlas: grifica y matricialmente. Luego,
definimos a una RdP pura, con las cuales trabajaremos. Posteriormente, para hacer més
compacta la escritura introducimos una notacién para los lugares de salida y de entrada de una
transicion, asi como para las transiciones de entrada y de salida de un lugar. Ahora bien, una
RdP tiene estados, cada uno dado por el marcado actual. Para pasar de un marcado a otro
debemos de disparar transiciones habilitadas lo que conlleva a eliminar y afiadir marcas en
algunos lugares de la RdP. Por ello, definimos a un marcado de la RdP, a la regla para
habilitar una transicién, a la regla de evolucién del marcado, a una secuencia de disparos, al
vector caracteristico asociado a una secuencia de disparos y a un marcado alcanzable. Ya al
final de la seccién 2, definimos a las componentes repetitivas, llamadas T-invariantes y a las
componentes conservativas, llamadas P-invariantes.

En el trabajo que exponemos en el capitulo 3 usamos todas las definiciones que
presentamos en la seccién 2 de este capitulo, aunque con algunas modificaciones en algunas
de ellas. Presentamos tales modificaciones en la seccién 3 de este capitulo. Iniciamos tal
seccion con la redefinicion de una marca en la RdP, la cual es necesaria debido a la semantica
que le damos a las marcas a lo largo de nuestro trabajo. Al redefinir a las marcas, luego
redefinimos también al marcado de la RdP, a la regla para habilitar una transicién y a la regla
de evolucién del marcado. Por dltimo, definimos a lo que llamamos un T-invariante vélido,
concepto fundamental en nuestro trabajo.

2. Definiciones Basicas

En esta seccion presentamos algunos conceptos esenciales acerca de las RdP en los cuales
se fundamenta nuestro trabajo. Ademas de presentar tales conceptos, introducimos algunos
ejemplos que esperamos ilustren los conceptos a los cuales hacen referencia.
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Definicion 2.1: (RdP generalizada)

Una RdP generalizada 6 simplemente RdP es una cuddrupla N = <P, Tr, o, B> tal que
P es un conjunto finito y no vacio de lugares.
Tr es un conjunto finito y no vacio de transiciones.
PNTr = J; es decir, lugares y transiciones son conjuntos disjuntos.

o : P X Tr— N es la funcién de incidencia previa, donde N denota el conjunto de los
nimeros naturales.

B : Tr X P— N es la funcién de incidencia posterior.

Ejemplo 2.1:

Sea N=<P, Tr, o, B>, tal que P = {l}, b, L, Iy}, Tr = { 11, t, 13, 14} y funciones de
incidencia:

Previa Posterior
o h h B L B L L L L
L 0 1 0] 0 I 1 1 0 0
L | O 0 1 0 n | O 0 1 0
L |0 010 1 5 | 0 0 0 1
Iy | O 0|0 1 ty | O 0 0 0

Con lo cual queda definida N.

Podemos representar a una RdP grafica o matricialmente. Cada una de ellas tienen sus
ventajas y dependiendo del objetivo serd la representaciéon que elegiremos. Cuando
distribuimos adecuadamente los elementos de una RdP en una representacién gréfica,
podemos visualizar ficilmente algunas caracteristicas de la misma. Para efectos de anilisis
utilizamos mayormente una representacion matricial.

De aqui en delante N = <P = {py, pa, ..., pu}, Tr = {11, 12, ..., 1.}, O, B> denotar4 una RdP,
t una transicién y p un lugar, a menos que indiquemos lo contrario.

2.1 Representacion grafica

La representacion grafica de una RdP es mediante un grafo bipartito dirigido. En el cual,
representamos a los lugares por circunferencias y a las transiciones por barras. Existe un arco
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que va del lugar p; a la transicién ¢ sii o(p;, #)) # 0. Andlogamente, existe un arco que va de la
transicién #; al lugar p; sii B(#, p,)#0. Etiquetamos a cada arco con un nimero natural, o(p;, t;)
o B(, p), que se denomina peso del arco. Por convenio, un arco no etiquetado posee un peso
unitario.

Ejemplo 2.2:

En la RdP del ejemplo 2.1 hay 4 lugares con etiquetas: [, I, I3 y ls, por lo que en la
representacion grifica de N deben de aparecer 4 circunferencias con etiquetas [y, Iz, I3 y s,
respectivamente. De forma similar, las transiciones ¢y, t,, 13 y 74 estan en tal RdP, por lo que en
la gréafica deben de aparecer también 4 barras con etiquetas #), t2, t3 y 4, respectivamente.

Ahora bien, un arco va de t; a l; ya que P(#;, /;) # 0. Un arco més va de /; a t; ya que
a(ly, t2) # 0. La existencia de los demds arcos en la gréfica se justifica por razones similares a
las expuestas en los dos casos anteriores.

La representacién grifica de la RdP es la que mostramos a continuacién. En ella no
etiquetamos a los arcos ya que todos tienen peso igual a 1.

0

151
d
1) t

3 14
Figura 2.1 Representacién grafica de una RdP

2.2 Representacion matricial
Representamos matricialmente a una RdP por medio de dos matrices.
Se denomina matriz de incidencia previa a la matriz:
A" = [ajj]mx, donde a; = oUp;, 1)
Se denomina matriz de incidencia posterior a la matriz:

A= [aij]mxm donde ajj= B(tj, Pi)-

Ejemplo 2.3:

Mostramos enseguida a la matriz de incidencia previa y a la matriz de incidencia posterior
de la RdP de los ejemplos 2.1 y 2.2.
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Cuando una RdP es pura se simplifica su representacién matricial, tal como observamos a
continuacion.

Definicién 2.2: (RdP pura)

Una RdP es pura si ninguna transicién contiene un lugar que sea simultdneamente de
entrada y de salida. Expresado de otra forma o(p;, £;)*B(#, p;) = 0, para t,e Tr y p,€ P

La representaciéon matricial de una RdP pura se simplifica al definir s6lo una matriz A,
denominada matriz de incidencia.

A=AT"— A~

Ejemplo 2.4:
La RdP de los ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3 es pura.

Una RdP que no es pura es la que observamos en la grafica siguiente.

Figura 2.2 Representacion grifica de una RdP que no es pura

La RdP anterior no es pura ya que /s es un lugar tanto de entrada como de salida de .
Tenemos que utilizar la matriz de incidencia previa y la matriz de incidencia posterior para
describir la RdP anterior, ya que no es posible especificar en la matriz de incidencia que un
lugar pertenece tanto al conjunto de lugares de entrada a una transicién, como al conjunto de
lugares de salida de dicha transicién.
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Definicion 2.3: (conjunto de lugares (transiciones) de entrada y de salida de una transicion
(un lugar))

Definimos los siguientes conjuntos:
a) Conjunto de lugares de entradade r: ot = {peP | ap, 1)>0}
b) Conjunto de lugares de salidade .  te = {peP | B(z, p)>0}
c) Conjunto de transiciones de entrada de p: ep = {teTr | Bz, p)>0}

d) Conjunto de transiciones de salidade p: pe = {teTr | ap, >0}

Ejemplo 2.5:

Si consideramos a la RdP del ejemplo 2.1 tenemos que:
ery={}, sn={h},ets={hL}yeta={1l1UL)}
ne={1h,L}, ne={hL}, ne={lL}yne={}
oli={n}, sh={n}leh={n}yes={1)
ne={n}, he={n}, se={1n}yle=/{1}

Para la RdP no pura del ejemplo 2.4 tenemos que:
oti={}, sta={hL},ets5={ L} yeta={1,1U}
ne={h,b}, ne={h}, ne={L}yue={L}
eli={n}, sh={n}eh={n}yels={1n1}
ne={1n}, he={n}, he={t}yle=/{1}

Algunas transiciones de nuestro particular interés, son las que mencionamos en la
definicién siguiente.

Definicion 2.4: (transicién fuente)

Decimos que la transicién ¢ es una transicién fuente sii oz = .

Ejemplo 2.6:

En la RdP del ejemplo 2.4 la transicion ¢, es una transicién fuente, ya que o#;=.
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Un modelo sin dindmica es como un automévil que no camina. Las RdP tienen una
dindmica, pero antes de que entremos a ese punto, enunciaremos algunos conceptos
indispensables para su completa definicién.

Definicion 2.5: (marcado)

El marcado K de N es una aplicacién de P en N, es decir, la asignacién de un numero
entero no negativo (nimero de marcas) a cada lugar.

El marcado K lo denotamos por el vector:

K =[alm, en el que a;= k, ke N y cada componente a; est4 asociada con el lugar [; en P.

Ejemplo 2.7:
Sean N = <{l}, b, I3}, Tr, a, B>y K =[1, 0, 2] el marcado actual de N.

Si nos encontramos en el marcado K de N, entonces decimos que hay una marca en el
lugar /;, cero marcas en el lugar /; y dos marcas en el lugar /5.

Como observamos en este ejemplo, la correspondencia de cada componente del vector K
con cada lugar en N, se realiza considerando un orden lexicografico de los lugares.

Para que un automdvil camine son necesarias algunas condiciones: gasolina, maquina
funcionando, etc.. Ahora bien, para que exista en la RdP una evolucién o presente una
dindmica, es necesario que existan transiciones habilitadas, las cuales definimos a
continuacioén.

Definicion 2.6: (transicion habilitada)

La transicién ¢ estd habilitada por el marcado K sii para todo pe ez, el lugar p posee al
menos op, f) marcas.

Ejemplo 2.8:

Consideremos a la RdP del ejemplo 2.1. Supongamos que para esa RdP o/}, ;) = 1, donde
li€P, tie Tr y el marcado actuales K; =11, 2, 0, 3].

La transicién ¢, estd habilitada ya que cada uno de sus lugares de entrada (/;) contiene al

menos una marca.

Lo mismo sucede para la transicién z3, por tanto también 73 esta habilitada en K.
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Podemos decir que todos los lugares de entrada de #; poseen al menos una marca (ef; =
@), por ello ¢, esta habilitada.

La udnica transicién que no esta habilitada en K es 4, ya que uno de sus lugares de entrada
(13) no posee al menos una marca.

A continuacién describimos con detalle la evolucién 6 dindmica de una RdP.

Definicion 2.7: (regla de evolucién del marcado)
Sean te Tr una transicién habilitada y p;, p;€P.

Disparar la transicién ¢ es la operacién que consiste en eliminar o(p;, ) marcas a cada
lugar p;€ ot y afiadir B(z, p;) marcas a cada lugar p;ere.

La notacién K,-;)Kj significa que ¢ est4 habilitada en el marcado K; y que al disparar la
transicién ¢ a partir del marcado K;, alcanzamos el marcado K.

Ejemplo 2.9:
Consideremos a la RdP del ejemplo anterior y su marcado.
Si disparamos la transicién habilitada 7, en el marcado K, entonces alcanzamos el

marcado K = [0, 2, 1, 3], ya que al disparo de #, se elimina una marca de cada uno de sus
lugares de entrada (/;) y se afiade una marca a cada uno de sus lugares de salida (I3).

Si en el marcado K, hubiéramos disparado la transicién #; hubiéramos alcanzado el
marcado K, = [2, 3, 0, 3], ya que sélo se hubiera afiadido una marca a cada uno de sus lugares
de salida.

Al realizar una secuencia de disparos en una RdP consideramos que cada transicién
estuvo habilitada antes de su disparo. A continuacién introducimos la notacion para una
secuencia de disparos.

Definicién 2.8: (secuencia de disparos)

Una secuencia de disparos realizable a partir del marcado K, se representa por una
secuencia de transiciones, tal que el disparo de cada transicién conduce a un marcado que
habilita la transicién siguiente de la secuencia.
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. . t; . .
Si Ky—isk—I>K, »...—L—K,, entonces decimos que la secuencia G = 1tj...1; €S
realizable a partir de Ko. La anterior evolucién del marcado se puede condensar escribiendo

Ky—>K,

Ejemplo 2.10:
Consideremos a la RdP del ejemplo 2.8 y supongamos que su marcado es Ko = [0, 0, 0, 0].
En K sélo una transicién se encuentra habilitada y es 1.

Al disparo de #; alcanzamos el marcado K; = [1, 1, 0, 0]. En K; se encuentran habilitadas
las transiciones 1, #, y 3. Si en K; elegimos disparar de nuevo #;, entonces alcanzamos el
marcado K, = [2, 2, 0, 0]. En este marcado se encuentran de nuevo habilitadas las transiciones
ti, 1, y t3. Si en este caso elegimos disparar #,, entonces alcanzamos el marcado K3 = [1, 2, 1,
0]. En Kj si disparamos la transicién #3, entonces alcanzamos el marcado Ky =[1, 1, 1, 1]. Por
ltimo si disparamos #4 en K4, entonces alcanzamos el marcado Ks=[1, 1, 0, 0].

Con lo anterior, podemos decir que la secuencia 0 =1, t; t, t3 14 es realizable a partir de Kj.

Como k,—4K,—4>K,—2—K,——>K,—“—K,, entonces podemos decir que x,—2K;.

Cuando no nos interesa el orden en el cual realizamos una secuencia de disparos y
Unicamente es relevante el saber cuantas veces se dispard cada transicion en la secuencia, es
conveniente utilizar una notacién para ello.

Definicion 2.9: (vector caracteristico asociado a una secuencia de disparos)

Se llama vector caracteristico asociado a una secuencia de disparos ¢ al vector se N,
cuya i-ésima componente es igual al nimero de ocurrencias de 7; en ©.

Ejemplo 2.11:

El vector caracteristico de la secuencia de disparos del ejemplo anterior es [2, 1, 1, 1] ya
que disparamos en dos ocasiones a #; y en una ocasién cada una de las otras transiciones.

Definicion 2.10: (marcado alcanzable)

Decimos que el marcado K es alcanzable a partir de un marcado inicial Kj sii existe una
secuencia de disparos realizable ¢ a partir de Ko la cual transforma K en K, es decir, existe ¢

talque K,—— K
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Ejemplo 2.12:

Del ejemplo 2.10 podemos decir que los marcados K; = [1, 1,0, 0], Kx2=1[2,2,0,0], K3 =
(1,2,1,0], Ks=[1,1,1,1] y Ks=[1, 1, 0, 0] son alcanzables a partir de Ky, ya que para cada
uno de ellos existe una secuencia realizable, tal que del marcado inicial obtenemos tales
marcados.

Existen ciertas componentes en la RdP que son llamadas componentes repetitivas, las
cuales indican que posiblemente exista una secuencia de disparos G, tal que si Ky es el
marcado inicial, entonces K,——K,.

En las siguientes definiciones A denota la matriz de incidencia de la RdP.

Definicion 2.11: (T-invariante)

Al vector YeN" lo denominamos T-invariante 6 componente repetitiva de N, sii Y es la
solucidn del sistema de ecuaciones lineales A, tal que AY = 0.

Otras componentes en la RdP llamadas componentes conservativas, son aquellas que
indican que posiblemente exista un conjunto de lugares en los cuales la suma de las marcas en
ellos siempre es igual a k, es decir, las marcas en tales lugares se conservan.

Definicion 2.12: (P-invariante)

Al vector YeN" lo denominamos P-invariante 6 componente conservativa de N, sii Y es la
solucién del sistema de ecuaciones lineales A, tal que YA = 0.

Ejemplo 2.13:

La matriz de incidencia de la RdP del ejemplo 2.1 es:

5] 14

-1 0

Bopl
CO ===
oo Lo

1 -1

Un T-invariante para la RdP anterior es ¥ = [1, 1, 1, 1" ya que AY = 0. Esta RdP no
presenta P-invariantes.

La RdP del ejemplo 2.4 no presenta T-invariantes.
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3. Modificaciones

Para el desarrollo y prueba de nuestro trabajo, el cual presentamos en el capitulo 3,
utilizaremos la definiciéon de una RdP generalizada, s6lo que a las marcas les afiadiremos
informacién (colores). Por lo anterior, sera necesario que redefinamos al marcado, a la regla
para habilitar una transicién y a la regla de evolucién del marcado. Todo esto lo redefinimos
en ese orden en esta seccién, junto con lo que llamamos T-invariante vélido. Este dltimo,
introduce un significado especial a las componentes repetitivas o T-invariantes.

Definicion 2.13: (marcas)

Una marca M en la RdP N es una pareja <D, I>, donde De (1, 2,....,n } e[ eN.

En el marcado de una RdP generalizada s6lo usamos nimeros enteros para denotar el
nimero de marcas en cada lugar. Debido a la definicién anterior, ya no es suficiente el saber
que en un lugar hay cierto nimero de marcas, es necesario ademds, conocer qué marcas se
encuentran en cada lugar, es decir, el valor de D y de I, las cuales conforman a cada marca.

Definiciéon 2.14: (marcado)
Sea M* la coleccién de todos los multiconjuntos de marcas en N.
Un marcado K de N es una funcién de P en M*, el cual denotamos por el vector:
K =[M;],,, donde cada M;e M* y M; est4 asociado con el lugar /,€ P

El marcado vacio Kj es el vector [F, O,..., D).

Para que exista una evolucién en la RdP necesitamos también redefinir lo que es una
transicién habilitada. La cual difiere totalmente a la hecha en 2.6. Pero antes de que
enunciemos la regla para habilitar una transicién, necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 2.15: (marcas diferentes)
Sean M, = <Dy, > y M= <D,, I,> marcas.

Decimos que la marca M, es diferente a la marca M, sii D1# D; 6 I # L.

Definicién 2.16: (regla para habilitar una transicién)

Decimos que  esté habilitada sii todos sus lugares de entrada contienen marcas distintas

entre si.
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Con todo lo que hemos redefinido anteriormente, también es necesaria la redefinicién de
la regla de evolucién del marcado en la RdP.

Definicion 2.17: (regla de evolucién del marcado)
Sean M), M, ..., M}, j 20, las marcas que habilitan la transicién #; en N.
Sea k el nimero de veces que se ha disparado ¢;.

Al disparo de ¢; se aflade una marca M = <D =i, I = k + 1> a cada uno de sus lugares de
salida y se elimina cada marca que la habilitd, es decir, si la marca M, en pe o¢; habilité a 1,
entonces se elimina una marca M, de p. Ademas, toda marca con referencia M, se cambia a M.

En la siguiente definicién afiadimos algunas restricciones a la que presentamos en 2.11.

Definicion 2.18 (T-invariante vilido)
Sea K, el marcado vacio.
Sea ¢ una secuencia de disparos.

Decimos que un T-invariante es vélido sii existe o tal que kK,—>—>K, y el vector
caracteristico asociado a ¢ es ese T-invariante.

A continuacién vemos un ejemplo en el cual podemos seguir facilmente cada una de las
definiciones que enunciamos anteriormente.

Ejemplo 2.14:

Consideremos la RdP que mostramos en la grafica siguiente.

O—

{fF—O—1

q 4] r 7
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Si como condicién inicial tenemos un marcado vacio, Ky = [&, &, D], entonces en €s€
estado la Unica transicion habilitada es ¢; (todos sus lugares contienen marcas con referencia
distinta entre s, #; siempre esta habilitada).

Al disparo de 1, obtenemos una marca <1,1> en el lugar p y otra marca <1, 1> en el lugar
g, de acuerdo a la definicién 2.17. La referencia D en las marcas anteriores es igual a 1, ya que
de acuerdo a la misma definicién 2.17, D es igual al subindice de la transicién que disparamos.
Ahora bien, la referencia I de esas mismas marcas es también igual a 1, ya que se habia
disparado cero veces #; y también por la definicién 2.17, I es igual a las veces que s ha
disparado la transicién en cuestién mas uno. El marcado alcanzado es K, = [<1, 1>, <1, 1>,
1.

En K| est4 habilitada t, y también ;. Si elegimos disparar #; eliminamos la marca <1, 1>
del lugar g, afiadimos la marca <3, 1> al lugar r y toda marca con referencia <1, 1> se cambia
por <3, 1>, todo esto de acuerdo a la definicién 2.17. De este modo llegamos al marcado K; =
[<3, 1>, T, <3, 1>].

La transicion f, est4 habilitada en K>, asi como t,. Si disparamos #,, entonces eliminamos
la marca <3, 1> del lugar p y no afiadimos ninguna marca, ya que #, no tiene ningtn lugar de
salida, pero si cambiamos toda marca con referencia <3, 1> por <2, 1> que es la referencia de
la marca que hubiéramos afiadido a los lugares de salida de #,. El marcado K3 = [J, G, <2, 1>]
es el que obtenemos.

En Kj; est4 habilitada 4. Si la disparamos obtenemos el marcado k4= [J, G, G, D].
La secuencia de disparos realizada es 6 = ##3t214.

La matriz de incidencia A de N es:

h 1 13 14

)4 1 -1 0 0

A= q | 1 0 4 0
r 0 0 1 -1

La RdP contiene el T-invariante [1, 1, 1, 1]7 el cual es igual al vector caracteristico de 6 'y
debido a que de K,—=— K, se tiene que [1, 1, 1, 1] es un T-invariante vélido.
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III Prueba de Satisfacibilidad
de un Conjunto de
Clausulas

1. Introduccion

En este capitulo presentamos un método que determina si un conjunto de cléusulas es
insatisfacible. Ademas de presentar el método, probamos su validez y completud.

En la seccién 2 hacemos una recopilacién de los métodos basados en RdP que hemos
estudiado, dando una breve explicacion de los mismos. Luego, en la seccién 3 presentamos la
forma de construir una RdP a partir de un conjunto de cldusulas.

El método propuesto se sustenta en la proposicion siguiente: “un conjunto de cldusulas S
es insatisfacible sii existe un T-invariante valido en la RdP N asociada a §” La prueba de
esta proposicién la hemos dividido en dos partes, de manera que en la seccién 4 probamos la
validez del método y en la seccién 5 su completud.

2. Métodos Estudiados

Los métodos que hemos estudiado asocian una RdP a un conjunto de cldusulas y luego
determinan la validez de dicho conjunto. Ninguno de ellos es aplicable a cualquier tipo de
clausulas y algunos proponen la realizacién de una herramienta (programa), donde se ilustre
la ejecucion del método, pero no la presentan.

Las caracteristicas principales de tales métodos se describen a continuacién.

2.1 El Método de Peterka y Murata

El primer método que estudiamos fue el presentado por [Peterka and Murata, 1989], el
cual se restringe al subconjunto de cldusulas de Horn de la l6gica de predicados de primer
orden con términos cerrados. De aqui tomamos la idea de como asociar una RdP a un
conjunto de clausulas.

Este método tnicamente necesita determinar si existe un T-invariante en la RdP y si en
el soporte de ese T-invariante (esto es, en el conjunto de transiciones asociadas a las
componentes no nulas del T-invariante) se encuentra una transicién determinada. Esta
transicién estd asociada a una consulta, es decir, a una férmula cerrada, y si se cumple lo
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anterior, podemos decir que la consulta es vélida, esto es, que es consecuencia del conjunto
de cldusulas de Horn asociado ala RdP.

2.2 El Método de Lautenbach

Otro método que estudiamos, similar al anterior, es el que se muestra en [Lautenbach,
1985]. Este método usa la misma técnica que el anterior para asociar una RdP a un conjunto
de cldusulas. Ademas, estd basado en la afirmacién de que un conjunto de cldusulas S
asociado con la RdP N es insatisfacible sii se cumplen las dos condiciones siguientes:

a. Existe un T-invariante en N el cual reproduce el marcado vacio y cuyo vector
caracteristico de la secuencia realizada es ese T-invariante.

b. La RdP determinada por ese T-invariante (Definicion 4.3) no contiene P-invariantes.

Mis tarde encontramos, mediante un contracjemplo, que el teorema anterior es valido
Unicamente en un sentido, es decir, que si S es insatisfacible, entonces se cumplen las
condiciones a y b, anteriores.

Este método no se restringe a cldusulas de Horn, trabaja con enunciados de la légica
proposicional y de la 16gica de predicados de primer orden, pero no es completo.

2.3 El Método de Sinachopoulos

Después de haber estudiado el método presentado en [Lautenbach, 1985] nos
encontramos con que la Dra. Sinachopoulos habia presentado un contraejemplo para el
método de Lautenbach. Ella emplea la misma técnica que Lautenbach, pero sélo se restringe
a clausulas de Horn de la légica proposicional. Cabe resaltar que prueba la validez y
completud de su método [Sinachopoulos, 1987].

El método de la Dra. Sinachopoulos presenta el resultado siguiente: Un conjunto de
cldusulas de Horn S es insatisfacible sii existe un T-invariante en la RdP N asociada a S.

De este articulo se tomé la idea para probar en el método que proponemos, la existencia
de un T-invariante en la RdP asociada a un conjunto de cldusulas, cuando el conjunto es
insatisfacible.

2.4 El Método de Jeffrey, Lobo y Murata

Este método fue presentado en [Jeffrey et al., 1996] y se aplica a la 16gica de predicados
de primer orden, aunque se restringe igual que los otros a clausulas de Horn.

De acuerdo con este método, para construir la RdP N asociada al conjunto de cldusulas
S, primeramente se dibuja un lugar por cada predicado en S, luego por cada cldusula en § se
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dibuja una transicién. Los arcos se dibujan de forma similar a como se hace en los métodos
anteriores. La diferencia estriba en que cada arco se etiqueta con las variables o instancias
que aparecen en el predicado, el cual esté asociado al lugar del que sale o entra dicho arco.

Basicamente, para determinar si una proposicién C en forma de cldusula (esto es, una
consulta) es consecuencia de S, por cada predicado en C se marca con las variables o
instancias correspondientes cada lugar asociado. Posteriormente, se realiza una evolucién en N
utilizando unificacién. Un marcado vacio indica que C es consecuencia de S.

3. Construccion de una RdP a partir de un Conjunto de Cliusulas

Ya en la seccién anterior enunciamos algunos métodos que determinan si un conjunto de
cldusulas es insatisfacible, todos ellos basados en RdP. Cabe recalcar que los métodos que
han probado su validez sé6lo lo han hecho para un grupo reducido de férmulas: clausulas de
Homn. Aunque se han intentado ampliar tales métodos, buscando que no sélo se apliquen a
clausulas de Horn, hasta ahora tales intentos han sido fallidos.

El método que presentamos en este capitulo es una extensién del presentado por [Peterka
and Murata, 1989]. El adelanto principal es que no se restringe a cldusulas de Horn ni a
clausulas de programa, se aplica a cualquier tipo de clausulas de la 16gica proposicional. Esto
es bueno ya que no todo argumento 16gico se puede expresar por medio de cldusulas de Horn.
La dnica restriccién que debemos imponer, es que una literal y su negacién no pueden
aparecer en una misma cldusula.

El método comienza asociando una RdP al conjunto de cldusulas dado. Enseguida,
calcula los T-invariantes en la RdP y busca una secuencia de disparos ¢ que reproduzca el
marcado vacio. Ademas, el vector caracteristico asociado a o debe ser uno de los T-
invariantes encontrados o una combinacién lineal de ellos.

A continuacién definiremos como construir una RdP a partir de un conjunto de clausulas
y luego presentamos un ejemplo. De aqui en delante, a menos que se indique lo contrario, S
denotard un conjunto de n cldusulas, es decir § = { Ci, Gy, ..., Cy}. Ademds, [, b,..., I
denotaran los 4tomos que aparecen en las cldusulas de S, esto es, |S| = {1}, L2,..., }.

La RdP N asociada con S se construye de la siguiente forma:
e Porcada dtomo /;, 1 <j <k, se dibuja un lugar con etiqueta /;.
e Por cadaclausula C;, 1 <i < n, se dibuja una transicién con etiqueta z;.

e Se dibuja un arco del lugar /; a la transicién ¢, si ; aparece del lado izquierdo de —
en C;, es decir, si J; corresponde a una literal negativa en C;.

e Se dibuja un arco de la transicién ¢ al lugar [;, si [; aparece del lado derecho de — en
Ci, es decir, [; corresponde a una literal positiva en C;.
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Ejemplo 3.1:

Consideremos el conjunto de cldusulas S = {Ci, C3, C3, C4}, donde C, = <—p, g>, C2=
<p—>, C3=<q—r>, C4=<r—>.

En S ocurren cuatro cldusulas por lo que en la RdP N asociada a § aparecerdn también
cuatro transiciones, cuyas etiquetas son 1?1, f2, 13 y 4.

Ademas, |S| = {p, g, r}, por lo que en N apareceran tres lugares con etiquetas p,q y r.

Un arco va de #; a p debido a que p aparece del lado derecho de —, es decir, p
corresponde a una literal positiva en Cj.

Un arco més va de p a t, debido a que p aparece del lado izquierdo de —, es decir, p
corresponde a una literal negativa en C,.

Al terminar de trazar todos los arcos del modo en que se especificé arriba, completamos
laRdP N asociada a S y obtenemos la grafica que muestra la figura 3.1.

pO—’U

153

—O—1

Figura 3.1 RdP asociada al conjunto S = {<—>p, ¢>, <p— >, <g—r>, <r—>}

4. Validez del Método Propuesto

De nada sirve tener un método cuya validez no ha sido verificada. Por lo que en este
capitulo enunciamos una proposicién respecto al método propuesto. Tal proposicién prueba
la existencia de un T-invariante valido en caso de que el conjunto de cldusulas considerado
sea insatisfacible.

Con el fin de realizar la prueba de la proposicién mencionada anteriormente, enunciamos
algunas definiciones y lemas. Primeramente, en la definicién 3.1 especificamos como
representamos una cldusula mediante un vector, en la definicién 3.2 expresamos la forma de
asociar un vector con una cldusula y asi tener un vinculo entre la légica proposicional y las
RdP.

Luego en la seccién 4.1, describimos la forma de construir un 4rbol vectorial asociado
con un 4rbol de resolucién, para después en la seccion 4.2 determinar un T-invariante a partir
de ese arbol vectorial. En base al arbol vectorial y al T-invariante encontrado, en la seccién
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4.3 describimos la forma de hallar una secuencia de transiciones y probamos, en el lema 3.2,
que es realizable.

Después de lo anterior en el teorema 3.1, concluimos que si un conjunto de cldusulas S
es insatisfacible, entonces existe un T-invariante valido en la RdP N asociada a S.

Iniciemos con las primeras definiciones de esta seccién. Para definir a un 4rbol vectorial
asociado a un arbol de resolucién, primeramente debemos definir la forma de asociar una
cldusula con un vector y luego cémo asociar un vector con una cldusula.

Definicion 3.1 (representacion vectorial de una cldusula)
Sea CeS.

Decimos que el vector V es la representacién vectorial de la cldusula C si se cumplen
las dos condiciones siguientes:

¢ Es de tamafio k, donde k es el nimero de dtomos en |S].

e Paracadai=l, ..., k, la i-ésima componente de V estd asociada con /; y su valor V[i]
es igual a:

n sil; aparece n veces del lado derecho de — en C (J; determina una literal positiva)
0 si/;no aparece en C
-n si [; aparece n veces a la izquierda de — en C (J; determina una literal negativa)

Nota: Estamos asumiendo que una literal no puede aparecer tanto del lado izquierdo
como del lado derecho de — en una misma cldusula, es decir, en forma positiva y negativa.

Dado un vector también podemos decir qué cldusula, respecto a un conjunto dado, estd
asociada con ese vector.

Definicion 3.2: (asociacién de una cldusula con un vector).
Sea V un vector de tamafio k.
Para cada 1 <i <k, sea [; el atomo asociado con la i-ésima componente de V.
La clausula C asociada a V se construye de la siguiente forma:
e Si V[i] <0, entonces /; aparece |V[i]| veces en C del lado izquierdo de —.
e Si V[i] =0, entonces /; no aparece en C.

e Si V[i] > 0, entonces /; aparece V[i] veces en C del lado derecho de —.
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Ejemplo 3.2:

Sea S = {C1, G, Cs3, C4}, donde C; = <p—o>, Cr=<g— p> C3=<r-p,q>Yy Cs=
<—r>.

Al ser tres los 4tomos que aparecen en las cldusulas de S (p, ¢ y r), el tamafio de los
vectores que representan tales clausulas serd también tres.

De acuerdo con la definicién 3.1, la representacién vectorial de C; es V; = [-1, 0, 0], la
de C;es V,=[1,-1,0],lade Cses V3=[1,1,-1]ylade Cses V4=[0,0, 1].

Ahora bien, dados los vectores V; = [1, 0, 0], Va=[1,0,-1]y V3=[1, 2, 0] y por la
definicién 3.2, la cldusula asociada a V; es <—p>, a Vy es <r—p>ya Vi es <—p, g, 4>.

4.1 Arbol Vectorial Asociado a un Arbol de Resolucion

Tal como lo hicimos con las cldusulas, ahora veamos como asociamos una
representacién vectorial a un 4rbol de prueba por resolucién. Mds adelante en la seccion 4.2,
describiremos como determinar un T-invariante a partir de un 4rbol vectorial y luego en la
seccién 4.3, como determinar una secuencia de transiciones a partir del mismo é&rbol
vectorial.

Sea V= {V, Vs,..., V,}, donde V; es la representacién vectorial de la clausula C;en S,
1<i<n.

Sea T un arbol de prueba por resolucién de S a partir de < >.

El procedimiento para construir el drbol vectorial asociado al 4rbol de resolucién T, es el
siguiente.

Paso 1. Cada hoja de T estd asignada una cldusula C;€ S. Sustituyamos cada una de ellas
por su correspondiente representacion vectorial.

Paso 2. Para todo nodo & cuyos nodos hijos A; y h, estén etiquetados con vectores y sean
hojas de T, sustituyamos la etiqueta asignada al nodo A por la suma de los vectores asignados
ahyyah,.

Paso 3. Para todo nodo % de T cuya etiqueta es una cldusula y nodos hijos k; y h, estén
etiquetados con vectores, determinamos la etiqueta del nodo h y realizamos algunas
modificaciones al arbol de la siguiente forma:

Sea [; 1a literal sobre la que se resolvi6 para obtener la cldusula asignada al nodo 4 de T.

Sean V; y V, las representaciones vectoriales de las cléusulas asignadas a h; y a h,,
respectivamente.

Sea la j-ésima componente de V; y de V, la asociada con [j, tal que |Vi[jl| = a y |V,[j]| = b.
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Si a # b, entonces multiplicamos por una constante ¢; = b al vector asignado a h; y por
una constante ¢, = a al vector asignado en h,, es decir, cambiamos el vector V; asignado en &,
por ¢/*V; y el vector V, asignado en A, por c,+V,. Después, sustituyamos la etiqueta del nodo h
por la suma de ¢/*V; con ¢,*V,, es decir, por la etiqueta ¢;*V; +c,*V,.

Si a = b, entonces sustituyamos la etiqueta del nodo h por la suma de V; con V,, es decir,
por Vi+ V,.

En cualquiera de los dos casos anteriores, tendremos que la j-€sima componente del
vector asignado a h es igual a 0.

Paso 4. Por tltimo, para todo nodo interno & de 7, en el cual afiadimos una constante
¢ > 1, realicemos lo siguiente:

1. Sean A, y h, los hijos del nodo h.
Sea c la constante que multiplica al vector asignado en h.

Sean ¢; y ¢, las constantes que afectan a h; y a h,, respectivamente (sino existen tales
constantes, entonces se consideran iguales a 1).

Sustituyamos la etiqueta del nodo h; por ¢;*c*V; y la del nodo A, por ¢, *c*V.,.
Si h; no es nodo hoja y ¢;>1, entonces vayaa 1 con h = h;.
Si A, no es nodo hoja y ¢,>1, entonces vaya a 1 con k = h,.

Después de haber completado todas las fases anteriores, tenemos el arbol vectorial

—)p,q p—)q -r r, q—)
\ . / \ ) /
< > -

asociado al 4rbol de resolucién T y el cual denominaremos 7~

Ejemplo 3.2:

Sea S = {C}, C3, C3, C4}, donde C = <—p, g>, C2= <p—q>, C3=<—or>y Cy=<r, g—>>
con el siguiente arbol de resolucién 7.

Paso 1.Comencemos a cambiar las etiquetas de las hojas de T por la representacién
vectorial de las clausulas asignadas a ellas. Después de cambiar las etiquetas a toda hoja de T,
obtenemos el arbol siguiente.
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(1,1,0] [-1,1,0] [0,0, 1] [0, -1,-1]

NS /

—q q—

Paso 2. Sumando los vectores asignados en nodos que son hojas de T, obtenemos el
vector que asignamos al nodo padre de tales nodos hojas.

[1,1,0] [-1,1,0] (0,0, 1] [0, -1,-1]
[0, 2, 0] [0,-1,0]
< >

Paso 3. La clausula asignada al nodo raiz de T es producto de aplicar resolucién sobre g
a dos resolventes de cldusulas de S. En uno de los nodos hijos de la raiz de T (h;) tenemos que
la componente asociada a g es igual a 2 y en el otro nodo (k,) es igual a -1. Por ello,
tendremos dos constantes ¢; = 1 y ¢, = 2, las cuales multiplican a los vectores en A, y en h,
respectivamente, es decir, la etiqueta de la raiz de T es 1*[0, 2, 0]+2*[0, -1, 0] = [0, 0, 0].

(1,1,0] [-1,1,0] [0,0,1] [0,-1,-1]

N N

1*#[0,2,0] = 2%[0,-1,0] =
[0, 2, 0] [0, -2, 0]

\/

[0,0,0]

Paso 4. Por ultimo, debemos de actualizar algunas constantes. Por ejemplo, se introdujo
una constante 2 en un vector asignado a un nodo de 7" por lo que introducimos una
constante 2 que multiplica a cada vector asignado en sus nodos hijos. Obtenemos el rbol
vectorial T asociado al de resolucién T que se muestra a continuacién.
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[1,1,0] [-1,1,0] 2*[0, 0, 1] 2*[0, -1, -1]

ANV N

1*(0,2,0] = 2%[0,-1,0] =
[0,2,0] [0,-2,0]
[0,0,0]

Después de haber construido el drbol vectorial T” asociado al de resolucién T, podemos
determinar a partir de 7°. un T-invariante para N.

4.2 T-invariante Determinado a partir de un Arbol Vectorial

A continuacién describimos el procedimiento para determinar un T-invariante a partir de
un arbol vectorial asociado a uno de resolucién. Luego en la seccién 4.3, encontramos una
secuencia de transiciones cuyo vector caracteristico asociado corresponde a este T-invariante.

Sea T un arbol de prueba por resolucion de S a partir de < >.
Sea T el arbol vectorial asociado a 7.

Sean ay, ay,..., an, para m 2 0, las constantes que afectan a la representacién vectorial V;
de la clausula C;. Considerando uinicamente a los vectores asignados a hojas de T

La i-ésima componente del vector de coeficientes V, es igual a:

0 sim=0, es decir, si V; no aparece en las etiquetas asignadas a hojasen T°

ar+axt...+ay, si m>0, es decir, si V; esta asignado en m hojas de T”

Al realizar lo anterior obtenemos un vector de coeficientes y con lo cual:
V[11*Vi + V [2]*V> + + V. [n]*V, =0 (vector cero)

En la RdP N tenemos una matriz de incidencia A, la cual estd compuesta de vectores
columna que corresponden a los vectores V; en V, es decir, tenemos la matriz de incidencia A
de N:

vil] Va[l] Val1]
Vil2) Val2] V.[2]

Vilkl Valkl V,ik]
Por ello, si multiplicamos A por el vector de coeficientes V. sucede que A*V,. = 0.

Con lo que hemos encontrado un T-invariante de N.
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Ejemplo 3.4:

SeaV={V;=[1,1,0], V»=1[-1,1,0], V3=[0, 0, 1], V4= [0, -1, -1]} las representaciones
vectoriales de las cldusulas en S, del ejemplo 3.3.

Las constantes de los vectores V; y V, son iguales a 1 y como tales vectores aparecen
s6lo una vez en las hojas de 7" tenemos que V [1] = 1 y V.[2] = 1. Los vectores V3 y Vi,
también aparecen una sola vez en 7" pero las constantes que los afectan son iguales a 2, por
tanto V,[3] =2 y V.[4] = 2. Por lo anterior, V.= [1, 1, 2,2]"

LaRdP N asociada a § = {<—p, ¢>,<p—g>, <—r>, <r, g—>>} es:
11} 15}

q
1)

La matriz de incidencia A de la RdP N es:

1 -1 0 0
A= 1 1 0 -1
0 1 -1

En esta matriz cada vector columna corresponde a la etiqueta asignada a una hoja de T”
Multiplicando la matriz A por el vector de coeficientes V, obtenemos 0. Con lo que V. es un
T-invariante de N.

Hemos expuesto en la seccién 4.2, un procedimiento para encontrar un T-invariante en N
cuando S es insatisfacible. Establecemos lo anterior, en el siguiente lema.

Lema 3.1: (existencia de un T-invariante)

Si S es insatisfacible, entonces existe en N un T-invariante.

Prueba:

Si S es insatisfacible, entonces existe un arbol de prueba por resolucién T de S a partir de
<>
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En la secci6n 4.1 describimos c6mo asociar un é4rbol vectorial a T y en la seccién 4.2
expresamos la forma de encontrar un T-invariante. Con lo cual el lema queda establecido.

4.3 Secuencia de Transiciones Construida a partir de un Arbol Vectorial

Hasta el momento hemos encontrado un T-invariante en N. Ahora, tratemos de encontrar
una secuencia cuyo vector caracteristico asociado, sea el vector de constantes V,, es decir, ese
T-invariante.

Sea T el drbol de prueba por resolucién de S a partir de < >.
Sea T el arbol vectorial asociado a 7.

Primero comenzamos por la raiz de T” y le asignamos un nombre a cada vector en nodos
de T

Seahlaraizde T”
Sean h; y h, los nodos hijos de h.

Sean V; y V, los vectores asignados a h; y a h,, respectivamente, tal que sélo una
componente de V; es diferente de cero y positiva y, s6lo una componente de V; es diferente de
cero y negativa.

Si V; es una hoja, entonces [ < n, de lo contrario / = n+1.
Si V, es una hoja, entonces r < n, de lo contrario r = n+2.

Ademds, a los coeficientes que afecten a V; y a V, los denominaremos c¢; y ¢,
respectivamente.

En la suma s¢ siempre consideremos el orden 0 = V,...V; + V... V,, tal que V; ocurre cp41
veces y V, aparece c,., veces (frecuentemente simplificaremos en la suma y escribiremos por
ejemplo, c.+1Vi + cns2V,, en lugar de escribirlo de la forma anterior). La secuencia de
transiciones Op asociada a la suma so, la construimos al sustituir cada vector por su
correspondiente transicién asociada y al eliminar los operadores presentes, es decir, la
secuencia de transiciones es Go= #;...5 ;.. .1,.

Ahora, veamos lo que sucede con vectores en nodos de T” diferentes a la raiz.
Sea c,,V,, un vector en la suma que hemos obtenido hasta el momento.

Sea h,, el nodo en el cual esta asignado el vector ¢, V.

Sean h; y h; los nodos hijos de h,,.

Sean ¢;V; y ¢V los vectores asignados a h; y a h;, respectivamente, tal que una
componente negativa de ¢;V; es igual a cero en c,V,, y una componente positiva de c¢;V; es
igual a cero en ¢, V.
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En la suma siempre sustituyamos a c,,V,, por V;...V;+V...V;, donde V; aparece c; veces y
V; aparece c; veces.

Si V, no es una hoja y g es el subindice mayor introducido hasta el momento, entonces el
valor de s es g+1. Si V; es una hoja, entonces s€ {1, 2, ..., n}. Lo anterior, primero para s = j
y luego para s = i.

Si hemos realizado lo anterior k veces con nodos diferentes a la raiz de 7”, entonces la
secuencia de transiciones asociada a la suma s, es 6. Obtenemos esta secuencia sustituyendo

cada vector por su correspondiente transicién asociada y eliminando los operadores presentes
en la suma.

Hemos encontrado una secuencia y esperamos que sea realizable. Posteriormente en la
proposicién 4.1 probaremos este hecho, por lo pronto veamos un ejemplo que ilustre el
procedimiento anterior.

Ejemplo 3.5:
Consideremos el arbol T” del ejemplo 3.3, cuyo nodo raiz es el vector cero.

En los vectores asignados a los nodos hijos de la raiz de 7" en la cual estd asignado 0,
tenemos que uno de ellos s6lo una de sus componentes es diferente de cero y positiva, a este
vector lo denominaremos Vs ya que S contiene 4 cléusulas y Vs no es una hoja. En el otro
vector que designaremos Vg debido a que tampoco es una hoja, sélo una de sus componentes
es diferente de cero y negativa. La constante que afectaa Vses 1 y a Vg es 2 por ello:

0 = Vs+VsVe. La secuencia de transiciones asociada a esta suma es 0y = fslglg

Los hijos del nodo en el que estd asignado el vector Vs son nodos hoja, por ello los
denominaremos V; y V,, donde V; y V; son las representaciones vectoriales de C; y C,,
respectivamente.

Sabemos que el vector Vs es la suma de los vectores V; y V,, por lo que sustituimos en la
suma a Vs por V+V,. Con lo que 0 = V+V,+VVi y su secuencia de transiciones asociada es
o=ttt te.

Como Vg es la suma de dos vectores asignados en nodos hojas de T a tales vectores los

denominaremos V3 y Vs, donde V3 y V4 son la representacion vectorial de Cs y Ca,
respectivamente. Por tanto 0 = Vi+Vy+V3V3+V4Vy y 0= titatatats 1.

Con lo realizado, hemos encontrado una secuencia de transiciones a partir de un 4rbol
vectorial.
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Para probar que la secuencia de transiciones determinada a partir de un arbol vectorial es
realizable, definimos la manera en que una secuencia de transiciones determina una RdP.

Definicion 3.3: (RdP determinada por una secuencia de transiciones)
Sea T un é4rbol de resolucién para § a partir de < >.
Sea T el 4rbol vectorial asociado a T.
Sea o; la secuencia de transiciones construida a partir de T

Sean #41, 142, ..., 1.m las transiciones que aparecen en Oy, cuyos vectores correspondientes
son Va1, Vaz, ..., Vam, respectivamente.

Sea A la matriz cuyas columnas son V,, Vg, ..., Van.

Sea A’ la matriz construida a partir de A, eliminando de A todo renglén que contenga
s6lo7 valores iguales a cero.

La RdP N; determinada por oy es la RdP cuya matriz de incidencia es A’

Ejemplo 3.6:

Considere la secuencia de transiciones G, = t; 1, 15 I del ejemplo 3.5. La siguiente matriz
A contiene como vectores columnaa Vy,a Va y a Vet

Vi Vs Vs

P 1 -1 0

A= ¢ 1 1 -1
r 0 0 0

De A eliminamos el tercer renglén y obtenemos la matriz de incidencia A’:

h 19 e

A = )4 [ 1 -1 0 ]
q 1 1 -1
La matriz de incidencia de la RdP asociada a N, es A’, cuya representacién gréfica es:

t
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La siguiente definicién introduce una notacién para determinar el valor de la
componente asociada con un lugar en un vector columna de la matriz de incidencia A de N.

Definicién 3.4:
Sea A la matriz de incidencia de una RdP N.
Sea 1, la i-ésima columna de A.
Sea py el lugar asociado con el k-ésimo renglon de A.

;; [ p«] denota el valor de la k-esima componente de Z

Ya habiamos determinado en la seccién 4.3, una secuencia de transiciones para una RdP,
nos faltaba probar que dicha secuencia fuera realizable.

Lema 3.2:
Sea S un conjunto de x clausulas.
Sea T un 4rbol de prueba por resolucién para S a partir de < >.
Sea T el arbol vectorial asociado a T.
Sea oy la secuencia de transiciones construida a partir de 7
Sea N; la RdP determinada por o;. Entonces,

la secuencia oy es realizable en Nj.

Prueba:
La demostracion se hace por induccién en k:
Caso base:

Sean so la suma 0 = V...Va+Vio...Viea vy la secuencia de transiciones Op =
tutl. . In+1lns2. . - Ins2, donde V., aparece a,.1 veces en Sp Yy f,+1 aparece a,.+; veces en Oo. De
forma similar, V,,, aparece a2 veces en sg Y fp+2 aparece a,2 Veces en Oo.

Sea Ny la RdP determinada por Go.

Probemos que G es realizable en Nj.

Sabemos que:

en V.1 s6lo una de sus componentes es igual a a, a€ N, digamos que Va4 [chs1] = a.

en V,.;2 s6lo una de sus componentes es igual a -b, b€ N, digamos que Va2 [Cne2] = -b.
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ni1Vpsl = Guett,, Y @ne2Vps2 = Gna2t,,, yaque Vo =12, y Via=1,., Y |an+la|=
ani2b | .

Sea pj el dnico lugar de salida de ¢, y el Unico lugar de entrada a #,,..
Bty P) = Cas1 =@ Y O Pjy 1,2 ) = Cri2 = b.

La secuencia oy es realizable ya que #,.; es una transicién fuente que podemos dispararla
an+1 veces. Al primer disparo de 7,.; se depositan a marcas con referencia <n+1, 1>, al
segundo disparo de #,+; se depositan a marcas con referencia <n+1, 2>, ..., al a,.+-€simo
disparo de 1,,1 se depositan a marcas con referencia <n+1, a,+1> en el lugar p;. Como b
marcas habilitan a t,.,, entonces podemos dispararla a,.> veces con €sas @,+1Cs+1 Marcas en p;

(ya que ant1B( tas1, P)) = Ans2 OUD), 1ns2))-
Por tanto oy es realizable en Ny.
Paso de induccién:
Sea s; 1a suma construida a partir de T, para j < k.
Sea o; la secuencia determinada por s;.
Suponga que o; es realizable en la RdP N;.

Probemos que la secuencia G;,; determinada por si.; es realizable en la RdP N,
j por s; j
determinada por Gj,).

Sea V; el vector en s; el cual en s, lo sustituimos por V, y por V,, es decir, sustituimos a
a;V; en s; por a,Vi+a,V, para obtener s;.;. Por lo anterior en 0j, sustituimos a ai; por
tr...1dy. . .1y, tal que ¢, aparece a, Veces Y t, aparece a, Veces.

Sabemos que en N;:

|Vilps]| = aps, 1)) para todo p; € er;

Vilps] = B( 1, ps) para todo p; € t;®

Sea E = et,, conjunto de lugares de entrada a #;.
Sea O = 1;e, conjunto de lugares de salida de ¢;.
Sea E,; = ort,, conjunto de lugares de entrada a ¢,.
Sea E; = ¢, conjunto de lugares de entrada a z,.
Sea O, = 1,9, conjunto de lugares de salida de z,.
Sea O, = tye, conjunto de lugares de salida de .

Sea p, el lugar de salida de 1, y de entrada a t,, donde p,ZE y p, O.
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Sean My, M, ..., M, los multiconjuntos de marcas que habilitan a #; para su disparo a;
veces. Al primer disparo de #; se eliminan las marcas en M, al segundo disparo de #; s€
eliminan las marcas de M, ... , al r-ésimo disparo de ¢; se eliminan las marcas de M,.

Sabemos que E = E{UE;-{p,}

Como alp;, 1) = a(py, t)+0Ups, ty), entonces t, debe estar habilitada para su disparo ay
veces ya que E; C E.

Después de disparar a, veces t, podemos disparar a, veces t,, ya que E> - {p,} C E. Si M;
es el conjunto de marcas que utilizé #; en uno de sus disparos, entonces las marcas que
elimina ¢, y ¢, al disparar una vez cada una de ellas y en ese orden, es igual a M; junto con las
marcas en p, que afiadio z, a su disparo.

Debido a que a;*o(p;, 1) = a*ops, tx) + ay*olps, 1) al disparo de #;, a; veces, se eliminan
el mismo niimero de marcas que al disparar ¢,, a, veces y luego de disparar ¢, a, veces.

Falta verificar que t, y ¢, afiaden el mismo nimero de marcas que #; y que el cambio de
referencia no impide que 6, sea realizable.

Como a*B(t;, ps) = an*B(tx, ps) + a,*B(2y, ps), entonces se afiade el mismo nimero de
marcas. Ahora, analicemos que pasa con la referencia de esas marcas.

Al disparo de #; obtenemos el multiconjunto de marcas M; = <i, I>, tal que en M; se
encuentran las marcas que afiadié #; a su disparo y las marcas que cambiaron su referencia por
ser iguales a las que habilitaron a #;, también para su disparo.

Al disparo de ¢, y luego del disparo de #, obtenemos el multiconjunto de marcas M, = <y,
I>, tal que en M, se encuentran las marcas que afiadieron ¢, y #, a su disparo, ademads de las
marcas que cambiaron su referencia por ser iguales a las que habilitaron a ¢, primero, y luego
a t, para sus disparos.

El nimero de elementos de M; es igual al nimero de elementos de M,, ya que al disparo
de #; se afiade el mismo niimero de marcas que después del disparo de #, primero y luego del
disparo de #,. Ademds, las marcas que cambiaron su referencia al disparo de #;, son las
mismas que cambiaron su referencia después del disparo de .

Cémo lo tinico que ha cambiado es la referencia de las marcas, es decir, las marcas que
en o; después del disparo de #; tenfan referencia <i, I>, en o, tienen referencia <y, I>
después del disparo de #,. Podemos decir que 0j; es realizable ya que las transiciones estdn
habilitadas cuando sus lugares de entrada contienen marcas con referencia distinta entre s,
no importando cual sea su referencia.

Asf la secuencia 0j4 es realizable en Nj.i.
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Con todo lo enunciado anteriormente, podemos probar la completud del método
propuesto.

Teorema 3.1: Si S es insatisfacible, entonces existe un T-invariante valido en N.

Prueba:

Por el lema 3.1 podemos decir que existe un T-invariante en N y por el lema 3.2 que tal
T-invariante es vélido.

Por tanto, si S es insatisfacible, entonces existe un T-invariante valido en N. Con lo cual
hemos probado la solidez del método propuesto.

5. Completud del Método Propuesto

En esta seccion probaremos que cuando tengamos un T-invariante valido en la RdP N,
entonces podemos decir que el conjunto de cldusulas S asociado a N es insatisfacible. Con
esto habremos probado la completud del método propuesto.

Primeramente en la definicién 3.5 describimos cdmo asociar una cldusula a una marca.
Luego en la definicién 3.6, describimos cémo asociar una cldusula con el disparo de una
transicién. Posteriormente, introducimos dos lemas, uno para establecer que la cldusula
asociada con el disparo de una transicién fuente es elemento de S y otro, en el cual
establecemos que con el disparo de una transicién no fuente estd asociada una cldusula, la
cual es la hiper-resolvente positiva de electrones que son las cldusulas asociadas con las
marcas que habilitaron tal transicién y nicleo, que es la cldusula que determiné la transicién
que se dispard.

Por dltimo, en el teorema 3.2 establecemos y probamos la completud del método
propuesto.

Veamos primeramente c6mo le asociamos una cldusula a una marca que se encuentra en
lugares de la RdP N.

Definicion 3.5 (asociacién de una clausula con una marca)

Sea M = <D,I> la marca en los lugares py, p, ..., pi, i 2 0, con etiquetas [y, b, ..., I,
respectivamente.

Sean a;, ay,..., a; la cantidad de ocurrencias de la marca M en [}, en I, ..., en [
respectivamente.

61



La cldusula Cy asociada a M estd formada por los 4tomos U, Ly,..., I;, esto es, Cu =
<>h,...Ih, b,...L, ..., ...l tal que [, ocurre a; veces, l; ocurre a, veces, ..., I; ocurre a;
veces.

La clausula Cy contiene d&tomos que determinan sélo literales positivas.
Ahora veamos, c6mo asociar una clausula con el disparo de una transicién de N.

Definicion 3.6 (asociacién de una cldusula con el disparo de una transicion)
Sea Cpi=<1y, by, ..., li— lis1, lisa,..., liy> € S, tal que i, j =0, pero no ambas iguales a 0.
Sea t,, la transicién que determind C,,,.
SeaM=<m, I>, 1€ {1,2,...,r},r>0:
¢ la marca que afiade a su disparo #,, a todo pet,,®; sit,® #J 6

e lareferencia a la que cambid My, M,, ... y M;; si t,® = D y existen tales marcas en el
marcado alcanzado, 6

e la marca que se hubiera afiadido al disparo de ¢, a todo pet,e; si al disparo de 7, ya
no quedaron marcas M;, M,, ... , M; que cambiaran su referenciaa M y 1,0 = &.

La clausula R,, asociada con el disparo de 7,, es la clausula asociada a M.
Un ejemplo donde ilustramos las definiciones anteriores es el siguiente.

Ejemplo 3.7:

Sea S = {Cy, (3, C3, G4}, donde C; = <—p, g>, Ca= <p—>>, C3= <q—or>y Cy= <r—>>.
Cuya correspondiente RdP asociada N, es la que mostramos a continuacion.

pQ_’H

5]

=0

r
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Si comenzamos con un marcado vacio Ko = [, &, ] y si luego disparamos la
transicién f;, entonces obtenemos el marcado K = [{<1, 1>}, {<1, 1>}, &]. La cldusula
asociada con el disparo de #, es la asociada con la marca <1, 1>, es decir, la cldusula Cq, 1>=
<—p, ¢>, ya que la marca <1, 1> se encuentra en el lugar p y en el lugar g, con nimero de
ocurrencias de cada una igual a 1. Ademas, observemos que C, 1> €s un elemento de S.

Si en K, disparamos f;, entonces obtenemos el marcado K, = [, {<2, 1>}, D]. La
cldusula asociada con el disparo de 1, es la asociada con la marca <2, 1>, esto es, la clausula
Ca, 1> = <—¢g>, esto debido a que la marca <2, 1> se encuentra en el lugar g.

Si disparamos 73 en K, entonces obtenemos el marcado K, = [J, &, {<3, 1>}]. La
clausula asociada con el disparo de ; es la asociada con la marca <3, 1>, esto es, la clausula
Ca,1>= <—r>, esto debido a que la marca <3, 1> se encuentra en el lugar r.

Por ultimo, si disparamos 74 en K3, entonces obtenemos el marcado Ks = [J, &, J]. La
clausula asociada con el disparo de 74 es la asociada con la marca <4, 1>, esto es, la cldusula
C<4,1>= <>, esto debido a que en ningun lugar aparece la marca <4, 1>.

Tal como los vimos en el ejemplo anterior, en el siguiente lema establecemos que la
cldusula asociada con el disparo de una transicién fuente es una cldusula perteneciente a S.

Lema 3.3: (la cldusula asociada con el disparo de una transicion fuente es un elemento de S)
Sea Cp= <>y, b,..., [>, j > 0, un elemento de S.
Sea t,, 1a transicién que determind C,,.

La clausula asociada con el disparo de ¢,, es C,E€S.

Prueba:
Sean py, p3, ..., pj, los lugares de salida de #,, con etiquetas [;, b,..., ;, respectivamente.

SeaM =<m, I>, Ie{1, 2,..., r}, r >0, la marca que afiade a su disparo ¢,, a todo p,E1,,°,
paral <i<j.

Por definicién, la cldusula asociada con el disparo de 7, es la asociada a M. La cual
también por definicién, es igual a <—!,, b,..., [}>, ya que [; es la etiqueta del lugar p; y
pi€tme. Ademds /; s6lo aparece una vez en Cp, ya que por la regla de disparo se afiade una
marca a cada p;et,e.

Por lo tanto, la cldusula asociada con el disparo de t,, es C,E€S.
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En el lema siguiente establecemos que la cldusula asociada con el disparo de una
transicion fuente, es la hiper-resolvente positiva de electrones que son las cldusulas asociadas
con las marcas que habilitaron tal transicién y nicleo que es la cldusula que determiné la
transicién que disparamos.

Lema 3.4:
Sean C,,€ S y t,, 1a transicién que determiné C,,.

Sean pi, pa,..., pi, i > 0, los lugares de entrada a 1,, con referencias I, b, ..., I,
respectivamente.

Sean pj.1, pis2,..., Pirj» j 2 0, los lugares de salida de 1, cuyas referencias son 1, lis2,...,
l;1j, respectivamente.

Sean M;, M;, ... , M;, las marcas que habilitan a #,, tal que M, se encuentra en p;, M se
encuentra en py, ..., M; se encuentra en p;.

Sean Cp1 = <—>01, 1>, Ca = <@, Ir>,..., Cpi = <@, x> las clausulas asociadas
con las marcas M;, M», ..., M;, respectivamente. Entonces, la cldusula asociada con el disparo
de t,, es la hiper-resolvente positiva de electrones Cy1, Cin2, ..., Cp; y nicleo Cy,.

Prueba:
SeaM =<m, I>, Ie{1,2,...,r},r>0:
¢ la marca que afiade a su disparo ¢, a todo pet,,®; sit,® D 6

¢ la referencia a la que cambid M, My, ... y M;; si t,® = & y existen tales marcas en el
marcado alcanzado, 6

¢ la marca que se hubiera afadido al disparo de #,, a todo pe1,s9; si al disparo de 7, ya
no quedaron marcas Mi, Ma, ... , M; que cambiaran su referenciaa M y 1,0 = &.

Sea R, 1a clausula asociada con el disparo de z,,.
Por definicién, la clausula R,, es la clusula asociada a M. Determinemos tal clausula.

La marca M; antes del disparo de #, se encontraba en los lugares etiquetados por los
atomos en @; y por /1. Luego del disparo de #,, se cambi6 la referencia de la marca M, por M
y se eliminé la marca en [;.

La marca M, antes del disparo de t, se encontraba en los lugares etiquetados por los
dtomos en @, y por l». Luego del disparo de t,, se cambi6 la referencia de la marca M, por M
y se eliminé la marca en 5.
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La marca M; antes del disparo de ¢, se encontraba en los lugares etiquetados por los
atomos en @, y por /;. Luego del disparo de #, se cambi6 la referencia de la marca M; por M
y se eliminé la marca en [;.

Por lo anterior, la cldusula R, asociada a M contiene a los 4tomos en @j, €n @2,... y en
@mi. Ademds, también por definicién, R, contiene a los 4tomos li1, lis2,..., lisj, Ya que pis1,
Pis2,- .-, Pivj SON los lugares de salida de .

Por lo que R, es igual a <— liy, lisz, ... lij, @1, @2, @mi>, Ya que por definicion los
atomos que aparecen en R,, determinan literales positivas.

Ahora determinemos la hiper-resolvente positiva del nicleo C,, y electrones Cp1, Cpa,. ..,
Cii-

<l,lhy ..., > list, lisa, -, Li> <=0, 1> <D0, > ., <O Ini>

<= ll'+lv ll'+27 ceny li+j9 (Pl’ (021 (Pmi >
la cual es igual a R,,..

Por lo tanto, la cldusula asociada con el disparo de ¢, es la hiper-resolvente positiva de
electrones Cp1, Cm2s- .-, Cmi Y nicleo Cy,.

Si disparamos una transicién no fuente que no tiene lugares de salida y si el marcado
alcanzado es el marcado vacio, entonces la cldusula asociada con la transicion que
disparamos es la cldusula vacia. Esto es un resultado inmediato del lema anterior y lo
establecemos en el corolario siguiente.

Corolario 3.1:

Sea Cp€eS.

Sea t,, la transicién que determiné Cp,.

Sean pi, p2,..., pi» i > 0, los lugares de entrada a t,, con referencias I, b, ..., I
respectivamente.

Sea K = [ My, M, ..., M;, Miy1, Mis2, ..., M] el marcado actual de N, tal que My, M,
o M=,

Sean Cp1 = <—=0>, Cpa = <>, ..., Cni = <—l,> las cldusulas asociadas con las
marcas M;, Ma, ..., M;, respectivamente.

La clausula asociada con el disparo de ¢,, es la cldusula vacia.
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Prueba:

La prueba de este corolario es consecuencia del lema anterior, ya que de acuerdo a este
lema la cldusula asociada con el disparo de 7, es la hiper-resolvente de electrones Cpmi,
Cm2,-.., Cmi y nicleo C,, es decir, la clausula vacia, debido a que:

<lpb,... .l—>> <> <—bh> ..., <>

< >
Por tanto, la clausula asociada con el disparo de #,, es la cldusula vacia.

Veamos un ejemplo que ilustre el corolario y lemas anteriores.

Ejemplo 3.8:

Sea § = {C1, C3, G5, C4}, donde Cy = <—p, g>, Co=<—¢, r>, C3=<p, r>>y C4 =
<g—>. Cuya RdP asociada N, mostramos a continuacion.

P

131

153

Si comenzamos con el marcado vacio Ko = [, &, D] y si luego realizamos la secuencia
de disparos ¢ = 1,1;, entonces obtenemos el marcado K, = [{<1, 1>}, {<1, 1>, <2, 1>}, {<2,
1>}]. La cldusula asociada con el disparo de ¢ es la asociada con la marca <1, 1>, es decir, la
clausula Cq, 1> = <—p, g>. De forma similar, la cldusula asociada con el disparo de 7, es la
asociada con la marca <2, 1>, es decir, la cldusula Co 1> = <—¢q, r>. Tal como lo
establecimos en el lema 3.3, las cldusulas asociadas con el disparo de #; y de 15, Ca, 15y Co,
1>, son elementos de S.

En el marcado K; si disparamos 73, entonces obtenemos el marcado K3 = [, {<3, 1>, <3,
1>}, &]. La cléusula asociada con el disparo de #; es la asociada con la marca <3, 1>, es
decir, la cldusula C, 1> = <—q, g>. La cual, tal como lo establecimos en el lema 3.4, es la
hiper-resolvente positiva de electrones Cqy, 1>, C<2,1> Y nicleo Cs, donde C; es la cldusula que
determino ts.
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Si en el marcado K3 disparamos 14, entonces obtenemos el marcado K4 = [, {<4, 1>},
@]. La cldusula asociada con el disparo de 15 es la asociada con la marca <4, 1>, es decir, la
cléusula C.4, 1> = <—¢>, la cual es la hiper-resolvente del electrén Cqs, 15> y nicleo Cy.

Si en K, disparamos de nuevo t4, obtenemos el marcado Ks = [, &, D], ya que sblo se
elimina la marca del lugar q. De acuerdo al corolario 3.1, la cldusula asociada con el disparo
de #4 es la hiper-resolvente del electrén Cqq4 15 y niicleo C;, es decir, la cldusula vacia.

Por ultimo, establecemos y probamos que si existe un T-invariante valido en N, entonces
S es insatisfacible.

Teorema 3.2.

Si existe un T-invariante valido en N, entonces S es insatisfacible.

Prueba:
Supongamos que existe un T-invariante véalido en N, pero que S es satisfacible.

Sea ¢ la secuencia de transiciones que reproduce el marcado vacio en N, la cual existe
por definicién de T-invariante vélido.

Analicemos el disparo de cada transiciéon en el orden en que aparecen en G Yy
construyamos un arbol de la siguiente forma.

Sea t,, 1a transicién que disparamos.

1) Si t, es una transicién fuente, entonces creamos un nodo V;, i = nimero de nodos
creados, y lo etiquetamos con la cldusula asociada con el disparo de t,,.

2) Sit, no es una transicion fuente, entonces consideremos lo siguiente:
e Sean my, my, ..., mj las marcas que habilitaron a ,, para su disparo.

e Sean Cmi, Cm2, ..., Cnj las clausulas asociadas con las marcas my, ma, ..., m;,
respectivamente

e Sea C, la clausula que determind a 1,,,.

En el arbol existen nodos V,1, Vo, ..., Vi, {1, r2, ..., }c{1, 2, ..., i} € i = nlimero de
nodos creados; con etiquetas Cy1, Cma, ..., Cnj, TESpectivamente, ya que tales clausulas estén
asociadas con las marcas que habilitaron a z,, para su disparo.

Creamos un nodo Vj,; y lo etiquetamos con la cldusula C,,. Luego, creamos un nodo Vi,
y lo etiquetamos con la hiper-resolvente de electrones que etiquetan a los nodos V;q, Vpa,...,
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Vi y ndcleo que etiqueta a Vi;;. Ademds, el nodo Vi, es el padre de los nodos V,i, Vya,...» Vij
y de Vi+1-

Las hojas del 4rbol que construimos estdn etiquetadas con elementos de S (el lema 3.3).
Cualquier nodo no hoja de este arbol esta etiquetado con una hiper-resolvente de elementos
de S 6 de hiper-resolventes de S y elementos de S 6 de hiper-resolventes de S.

Por ello, este arbol es uno de hiper-resolucién, en el cual tenemos al nodo raiz etiquetado
con la clausula vacia. Esto dltimo se debe a que la dltima transicién en G es una transicion sin
lugares de salida, a que el marcado alcanzado después de este disparo es el marcado vacio y a
que de acuerdo al corolario 3.1, al disparo de tal transicién obtenemos la cldusula vacia la
cual es insatisfacible. Con lo que llegamos a una contradiccién.

Por lo tanto, si existe un T-invariante valido en N, entonces S es insatisfacible.

Un ejemplo donde ilustramos la prueba de la proposicion anterior es el siguiente.

Ejemplo 3.9:

Sea S = {C1, C3, C3, C4, Cs}, donde C; = <—p, g>, C; = <—or>, C3=<q, r—s>, C4=
<p—>y Cs= <s—>. En la gréfica siguiente mostramos la RdP N asociada a S.

h

»O—]]

£ s Is

5]
r

A continuacién construimos un arbol de hiper-resolucién, de acuerdo a lo expuesto en la
prueba del teorema 3.2. Para ello comenzamos con el marcado vacio Ko = [&, @, &, @] y
luego realizamos la secuencia G = 1172t314ls.

A partir de K si disparamos #;, obtenemos el marcado K; = [{<1, 1>}, {<1, 1>}, &, @].

Al ser t; una transicién fuente, creamos un nodo V; y lo etiquetamos con la cldusula C,
1> = <—p, ¢>, que es la clausula asociada con el disparo de ;.

Vi: —p, q
Luego si disparamos f,, obtenemos el marcado K, = [{<1, 1>}, {<1, 1>}, {<2, 1>}, @].
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Por ser , también una transicién fuente, creamos un nodo V; y lo etiquetamos con la
clausula Cq 1> = <—r>.

Vi:—p, q Vi —or

En K si disparamos 13, obtenemos el marcado K3 = [{<3, 1>}, &, @, {<3, 1>}].

Creamos el nodo V3, el cual etiquetamos con la cldusula que determiné 3, es decir, con la
clausula C3 = <gq, r—s>. También creamos el nodo V4, el cual etiquetamos con la hiper-
resolvente de electrones Co;, 15, C<2, 1> y nicleo C3. Ademds, V, es el padre de V;, de V, y de
V.

Vi:—-p,q Vy:—or Vi q, r—s
Vi —p, 8

Si Continuamos con la secuencia ¢ con el marcado K3 y disparamos fs, entonces
obtenemos el marcado K4 = [D, &, T, {<4, 1>}].

Creamos el nodo Vs y lo etiquetamos con la cléusula que determind a #, es decir, con la
cldusula C4 = <p—>. Luego, creamos el nodo Vs, €l cual etiquetamos con la hiper-resolvente
del electrén que etiqueta a Vs y nicleo que etiqueta a Vj. Ademis, Vg es el padre de V, y de
Vs.

Vi:—p, q V. —or Vi q, ros
Vi op, s Vs: —p
Ve > s

La dnica transicién que falta disparar para que completemos la secuencia G es t5. Al
hacerlo, obtenemos el marcado vacio Ks=[J, 3, D, D]

Creamos el nodo V5 y lo etiquetamos con la clausula que determiné a fs, es decir, con la
clausula Cs = <s—>. Luego, creamos el nodo Vg y lo etiquetamos con la hiper-resolvente del
electrén que etiqueta a Vi y niicleo que etiqueta a V7. Ademas, Vg es el padre de Vs y de V5.
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Vi:—p.q Vi —r Viiq, ros

.

Vi —op, s Vs: —p
Ve: o s Viis—
Vi <>

Este es un arbol de hiper-resolucién cuyo nodo raiz esta etiquetado con la clausula vacia,
por tanto el conjunto de clausulas considerado para su construccién es insatisfacible. Como las
clausulas utilizadas para su construccién corresponden a elementos de S, entonces podemos
decir que S es insatisfacible.

Si utilizamos el editor (cuyo uso presentamos en el apéndice A) con la RdP del ejemplo
3.9 y si elegimos realizar una simulacién automadtica, entonces podremos observar los mismos
marcados y la misma secuencia que las obtenidas en el ejemplo anterior.
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IV Construccién de Modelos

1. Introduccion

Cuando modelamos un sistema que creemos robusto y encontramos luego que no lo es, no
es suficiente con decir “falla en algo”, es necesario decir el punto en el que falla.

Al hablar de la légica proposicional sucede algo similar. Algunas personas no se
conforman con oir “el conjunto es satisfacible”, sino que esperan ver una manera de
satisfacerlo, es decir, requieren de un modelo para el conjunto considerado. La importancia de
ello estriba en que un modelo puede indicar una situacién en la cual un sistema falla u ocurre
una situacién no deseable. Tal sistema puede ser uno de manufactura, un circuito digital, un
sistema experto. Hablando de sistemas expertos podemos decir ademés, que un modelo puede
indicar falta de informacién para deducir una respuesta o llegar a una conclusién. En el
siguiente acertijo podemos observar que un modelo nos va a servir para llegar a su solucién.
Por todo lo anterior, un modelo juega el rol que nosotros le hayamos establecido, pudiendo ser
alguno de los anteriores u otros més.

Ejemplo 4.1:
Consideremos el siguiente enunciado:

“Si no especifico las condiciones iniciales, entonces mi programa no empezard. Si
programo un ciclo infinito, entonces mi programa no terminara. Si el programa no empieza o
si no termina, entonces el programa fallard. Puedo decir que si especifico las condiciones
iniciales, entonces el programa no fallara.”

Ahora introducimos algunos simbolos proposicionales:
Condiciones iniciales
Programa empezar

ciclo infinito

m & » -

Programa Terminar
F Programa Falla

A cada enunciado le asociamos una férmula:

<=l—>-S> Si no especifico las condiciones iniciales, entonces el programa no
empezara.
<L-—>—-E> Si programo un ciclo infinito, entonces el programa no terminara.

<—S,mE—-F>  Si el programa no empieza o no termina, entonces el programa fallara.
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Esta ultima proposicién la podemos separar en: <—S —F> y <—~E—F>.
De la dltima oracién del texto podemos plantear la siguiente proposicién:
<I— —-F> Si especifico las condiciones iniciales, entonces el programa no fallara.

Para determinar la validez de esta ultima proposiciéon vamos a negarla, con lo que
tenemos: <IAF>.

El conjunto de cldusulas a considerar es: S = {<S—I>, <E, L—>, <—>F, S>, <>E, F>,
<>, <—>F>}).

La matriz de incidencia A de la RdP asociada con S es:

L=t

OO
COmOO
coo=Oo

-1
0
0
-1
0

—_-OoOoO—O
OO O i —

1
o

En A hemos sombreado algunas de sus componentes. Observemos que las componentes
elegidas de un mismo renglén, ambas son iguales a 1 (aunque la otra posibilidad es que
fueran iguales a -1). Por tal propiedad y por haber elegido una componente de cada columna
de A, tales componentes definen un camino abierto P en A. Dicho camino denota el modelo M
= (I, S, F} para S. El modelo definido por P contiene al 4tomo I debido a que: la componente
en la interseccién del renglén asociado con I y la primer columna de A es igual a 1 y también
debido a que tal componente estd en P Por razones similares también se encuentran en M los
atomos S y F. Los conceptos nuevos que introducimos en este parrafo los presentamos en la
seccion 2 titulada “Conceptos Fundamentales”.

Luego, en la seccién 3 exponemos un método para construir un modelo a partir de la
matriz de incidencia de la RdP asociada a un conjunto de cldusulas. Ademads, en esta misma
seccién presentamos algunos teoremas para probar la validez del método en cuestién.

A lo largo de este capitulo asumimos, al igual que en los capitulos anteriores, que:
S={Cy, C,, ..., C,} es un conjunto de n clausulas.

Li={l}, L, ... , I;} es el conjunto de los 4tomos pertenecientes al soporte de S.

N eslaRdP asociada a S.

Ademas, para este capitulo asumimos que:

A es la matriz de incidencia de N, donde

a ap aln

az,i a axn
A = . . . .

ag,\ Qag,2 Ak,n
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2. Conceptos Fundamentales

En esta seccién presentamos primeramente en la definicién 4.1 los conceptos de camino,
camino abierto y camino cerrado, todos ellos en A. Luego en el teorema 4.1, establecemos que
si § es satisfacible, entonces existe un camino abierto en A. Por dltimo en la definicién 4.2
introducimos una asignacién que se induce a partir de un camino abierto en A.

Definicién 4.1: (camino, camino cerrado y camino abierto en A)
Sea D una pareja <i, j> paral <i<kyl<j<n.

Un camino P en la matriz de incidencia A es un conjunto de n parejas de la forma {<i, 1>,
<i, 2>, ..., <i, n>}, tal que si la pareja <i, j>€ P, entonces a;, # 0.

Un camino cerrado en A, es un camino en A en el cual existe una pareja <p, g> y una
pareja <p, r>, tal que a,  *a,,<0,paral <p<kyl<gqg,r<n.

Un camino abierto en A es un camino que no es cerrado.

Ejemplo 4.2:

Sea S = {C), Cs, C3, C4}, donde C) = <—>p, g>, C2= <q—r >, C3=<p, ro>g>y Cs=<p,
r— s>. La matriz de incidencia A asociada a la RdP N es:

1 0 -1 -1
A= 1 -1 1 0
0 1 -1 -1
0 0 0 1

Algunos caminos en A son P = {<1, 1>, <2,2 >, <1, 3> <1,45), P= {<], 1>, <2, 2>,
<3, 3>,<4,4>} y P3= {<2, 1>,<3,2>,<2,3>, <3, 4>}.

El camino P; es un camino cerrado, ya que existe en €l la pareja <1, 1>y la pareja <1, 3>,
tal que aj*ay3< 0.

El camino P; es un camino abierto.

El camino P3 es un camino cerrado, ya que az2*a34< 0y ya que <3, 2>y <3,4>€Ps.

Cuando un conjunto de cldusulas es satisfacible, siempre podemos encontrar un camino
abierto en la matriz de incidencia de la RdP asociada a dicho conjunto.

Teorema 4.1:

Si S es satisfacible, entonces existe un camino abierto en A.
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Prueba:
Si § es satisfacible, entonces existe una asignacion A, tal que A es un modelo para S.
Si A es un modelo para S, entonces A satisface cada cldusulaen S.

Para cada clausula Ci€ S, 1 <j < n, consideremos sélo uno de los dos puntos siguientes y
determinemos un conjunto de parejas P.

i. Si el atomo /€A vy si /; determina una literal positiva en C;, entonces <i, j>€P. La
componente a;;= 1, ya que /; determina una literal positiva en C;.

ii. Si el 4&tomo /;# A y si ; determina una literal negativa en C;, entonces <i, j>€P. La
componente, a;;= -1, ya que /; determina una literal negativa en C;.

Al menos uno de los dos puntos anteriores se debe cumplir al considerar cada cldusula en
S, ya que al menos un atomo /,€ A 6 al menos un dtomo /;& A, esto debido a que cada cldusula
en S se satisface por A.

El nimero de parejas en P es igual a n, ya que para cualquier dtomo que pertenezca al
soporte de § 6 pertenece a A 6 no pertenece, por lo que debimos de considerarlo en i 6 en ii.

Por todo lo anterior, P es un camino.

En P no existe <q, a> y <q, b>, tal que a,.*a,»< 0, ya que un dtomo [,, 6 lo consideramos
eni 6 lo consideramos en ii, pero no en ambos.

Por lo anterior, P es un camino abierto.
Por lo tanto, existe un camino abierto en A.

Luego, Si § es satisfacible, entonces existe un camino abierto en A.

Un ejemplo donde ilustramos el teorema anterior es el siguiente.

Ejemplo 4.3:

Sea S = {Cy, C3, C3, Cs, Cs}, donde C; = <—=>, C; = <p—>, C3 = <q, rop>, C4 = <s,
t—5q>y Cs=<s—r>.

Una asignacién que es un modelo para Ses A = {r, t}.

Para verificar la existencia de un camino abierto P, consideremos cada clausula en S.
1. El 4&tomo 7€ A y determina una literal positiva en C), por lo tanto <5, 1> P

2. El 4tomo pg A y determina una literal negativa en C,, por lo tanto <1, 2>€ P.

3. El 4tomo g¢ A y determina una literal negativa en C;, por lo tanto <2, 3>€ P-

4. El dtomo s¢ A y determina una literal negativa en Cy, por lo tanto <4, 4>€ P.
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5. El 4tomo s¢ A y determina una literal negativa en Cs, por lo tanto <4, 5>€ P.
Con lo que tenemos el camino abierto P = {<5, 1>, <1, 2>, <2, 3>, <4, 4>, <4, 5>}.

La matriz de incidencia A de la RdP asociada a S, en la cual podemos verificar que P es un
camino abierto es la siguiente.

0 -1 1 0 0
0 0 -1 1 0
A= 0 0 -1 0 1
0 0 0 -1 -1
1 0 0 -1 0

Si en el punto 5 hubiéramos considerado al 4tomo r, entonces en lugar de la pareja <4, 5>
deberia de aparecer en P la pareja <3, 5>. Con lo cual tendriamos el camino abierto {<5, 1>,
<1, 2>, <2, 3>, <4, 4>, <3, 5>}.

Otra asignacién que es un modelo para S es A, = {t}, de la cual podemos verificar la
existencia del camino abierto P, = {<5, 1>, <1, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <4, 5>} 6 del camino
abierto P3 = {<5, 1>, <1, 2>, <2, 3>, <4, 4>, <4, 5>}.

Ya una vez que determinamos la existencia de un camino abierto en A cuando S es
satisfacible, ahora veamos cémo inducimos una asignacion a partir de un camino abierto en A.

Definicion 4.2: (asignacion que se induce a partir de un camino abierto)
Sea P un camino abierto en A.
Seala pareja <i, j>eP,paral <i<kyl<j<n.
Sea [; el &tomo asociado con el renglén i de A.

Decimos que A es una asignacién que se induce a partir de P sii A contiene al dtomo /; y
aj= 1.

3. Método para Construir Modelos y Prueba de su Validez

El método consiste en encontrar un camino abierto P en la matriz de incidencia de la RdP
asociada con el conjunto de cldusulas S a considerar. Luego, basdndonos en el teorema 4.2 que
mostramos posteriormente, podemos decir que la asignacién que se induce a partir de P es un
modelo para S. Por dltimo, en la proposicién 4.1 establecemos que si S e€s un conjunto
satisfacible, entonces existe un camino abierto en A que induce un modelo para S, con lo cual
probamos la validez del método.
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Teorema 4.2: (la asignacion que se induce a partir de un camino abierto en A es un modelo
para S)

Sea P un camino abierto en A.
Sea A la asignacién que se induce a partir de P.

La asignacion A es un modelo para S.

Prueba:
Supongamos que por el contrario, A no es un modelo para S.

Luego, existe alguna cldusula en S a la cual no satisface A. Digamos que esa cldusula es
C.

Supongamos ademds que la columna j de A es la representacién vectorial de C; y que el
atomo [; esta asociado con el renglén i de A.

Sabemos por definicién, que P debe contener a la pareja <i, j> y que a; j#0.
Tenemos sélo dos casos a considerar, que a;;=1 6 que a;;=-1.

Caso 1: Si a;j= 1, entonces /,€ A y por tanto A satisface a C;.

Caso 2: Si a;j= -1, entonces [;¢ A y por tanto A satisface a C;.

En cualquiera de los dos casos anteriores se contradice la suposicién de que A no satisface
a la clausula C;. Consecuentemente, no existe cldusula en S que no satisfaga A.

Por lo tanto, la asignacién A es un modelo para S.

En el ejemplo siguiente ilustramos el teorema y definiciones anteriores.

Ejemplo 4.4:

Consideremos al camino abierto P, = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>}, del ejemplo 4.2 y
determinemos la asignacién correspondiente.

Cémo a;, = 1, entonces pe A.
Cémo ay, = -1, entonces g¢ A.
Cémo a3 3= -1, entonces rg A.
C6mo ag 4= 1, entonces s€ A.
Con lo anterior A = {p, s}.

La asignacién anterior es un modelo para S ya que satisface cada clausula en S.
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Reuniendo los resultados obtenidos en los dos teoremas anteriores, podemos concluir que
cuando un conjunto de clusulas S es satisfacible, siempre nos es posible encontrar un camino
abierto P en A, el cual induce un modelo para S. La Proposicién que presentamos a
continuacion establece este hecho.

Proposicion 4.1: (existencia de modelos)

Si S es un conjunto satisfacible, entonces existe un camino abierto en A que induce un
modelo para S.

Prueba:

Supongamos que S es un conjunto satisfacible. Entonces, por el Teorema 4.1, existe un
camino abierto P en A. Ademas, de acuerdo con lo establecido en el Teorema 4.2, la valuacién
que se induce a partir de P es un modelo para S.

Por lo tanto, existe un camino abierto en A, el cual induce un modelo para S.
Veamos un ejemplo donde apliquemos lo visto en el capitulo anterior y este.

Ejemplo 4.5:

Este ejemplo va enfocado a la validacién de circuitos. ;Un circuito cumple con las
especificaciones dadas?.

Primero, veremos si un circuito que fue modelado mediante una RdP cumple con las
especificaciones dadas por una tabla de verdad. Posteriormente, trataremos de validar un
circuito basandonos en el primero (el cual ya fue probado).

Utilizaremos los siguientes simbolos en los diagramas de los circuitos:
Do NAND D AND D OR Do NOT

La siguiente tabla de verdad muestra el comportamiento de un sumador completo, en ella
las entradas son X y Y, el acarreo es C y la sumaes S.

X Y C S
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0
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Veamos si el siguiente circuito, que Gnicamente utiliza compuertas NAND, cumple con
las especificaciones anteriores.

D o

Figura 4.1 Circuito Légico de un sumador completo (usando sélo compuertas NAND)

D, D,
] —
Do__

El conjunto de cldusulas correspondientes al circuito de la figura 4.1 es §) = {<S—=X, Y>,
<X, Y, S—>, <XY, S>, <Y-X, S>, <CoX >, <CoHY>, <X, Y-C>}.

Debemos de verificar las propiedades de la tabla de verdad que mostramos anteriormente.
Comencemos por la primera propiedad la cual enuncia que a partir de <X—> y <Y—>,
debemos concluir <S—> y <C—>. Consideremos al conjunto formado por estas cldusulas,
pero negando la dltima de ellas (lo que queremos probar) S, = {<X—>, <Y—>, <—5S§, C>}.

Si tomamos la RdP asociada al conjunto S t 5> y ejecutamos la simulacién automatica del
editor de RdP (PNToolkit) podremos ver que el conjunto es insatisfacible, al declarar la
existencia de un T-invariante vélido y su correspondiente secuencia de disparos (#;0f125sts9, €n
este caso). Si tomamos la matriz de incidencia de la RdP en cuestién, no podremos encontrar
ninglin camino abierto en ella. Por tanto podemos decir que si cumple con la primera
propiedad. Enseguida mostramos en la figura 4.2 la RdP que dibujamos en el editor PNToolkit
para llevar a cabo la simulacién automética.

B pptoolkit - ValidarlProp pn.pn !E X
-

Figura 4.2 RdP tomada del
Editor PNToolkit para
realizar una simulacién
automatica

« | 2
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De forma similar debemos de probar que a partir de <X—>y <—Y >, podemos concluir
<—S8 >y <C—>. En este caso, consideramos al conjunto de cldusulas S; = {<X—>, <—>Y>,
<S—C>}. Con el conjunto de cldusulas S§; t S, el editor nos muestra que existe un T-
invariante vilido y la secuencia: tototststiotstststs. Asi podemos decir que cumple con la
segunda propiedad.

Para probar que cumple con la tercera propiedad consideramos al conjunto de cldusulas
$2= {<-X>, <Y—>, <S—C>}. El conjunto resultante (S; t S>) es insatisfacible al encontrar
el editor un T-invariante vélido y su secuencia fgtslot ol6t9, con lo que se cumple con la tercer
propiedad.

La cuarta propiedad queda establecida al encontrar la secuencia fytgtgtotototststatstitiots
correspondiente a un T-invariante vélido en la RdP asociada al conjunto S; 1 {<—X>, <—>Y>,
<C—>S>}.

Al haber comprobado las cuatro propiedades de la tabla de verdad que mostramos
anteriormente, podemos decir que el circuito se apega a las especificaciones dadas.

Ahora bien, queremos determinar (validar) si el siguiente circuito cumple con las mismas
cuatro propiedades que el circuito de la figura 4.1.

} 8 C
Figura 4.3 Circuito ldgico
para validar que cumpla

X con las especificaciones
><> S de un sumador completo
>

El conjunto de clausulas de este circuito es S3 = {<S, X—C>, <§, Y—5C>, <C-S>, <—
X, Y, S>, <CoX >, <CoY>, <X, YHC>).

No vamos a probar cada una de las propiedades que buscamos cumpla este circuito. En
lugar de ello, vamos a compararlo con el circuito que ya validamos anteriormente, es decir,
determinaremos si el conjunto de proposiciones asociado a este circuito es consecuencia del
conjunto de proposiciones asociado al circuito anterior. Para ello debemos de considerar al
conjunto de clausulas S; T S3° donde S35’ es la negacién de Ss, es decir, S3 = {<X—C, S>,
<Y—-C, S>, <§, C—>, <S—X, Y>}. La cuarta cldusula de S5 (<S—X, Y>) también pertenece
a S por lo que vamos a considerar al conjunto S; = {<X—C, S$>, <Y—C, S>, <S, C—H>} en
lugar del conjunto de clausulas S3°. La matriz de incidencia correspondiente a la RdP asociada
con el conjunto de cldusulas 1S, es la siguiente:

X 1 -1 -1 1 1 0 -1 -1 0 O
Y l a1 1 -1 0 1 -1 0 -1 O
A= S -1 -1 1 1 0 0 0 1 -1
C 6 0 0 0 -1 -1 1 1 1 -1
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En la matriz de incidencia existe el camino abierto P = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 5>}.
Por tanto existe una asignacién que es un modelo para el conjunto y tal modelo es {X, S}.
Esto nos indica que el circuito anterior no cumple con las especificaciones buscadas (al haber

un modelo).

El modelo que encontramos nos indica que el circuito no cumple con la tercera propiedad,
esto es, que dadas las entradas X = 1 y Y = 0, no obtenemos alguna o ninguna de las salidas

esperadas (S=1y C=0).
Si hubiéramos encontrado un T-invariante valido, entonces podriamos haber concluido
que el nuevo circuito cumplia con las especificaciones dadas.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

Hemos propuesto un método para determinar la insatisfacibilidad de un conjunto de
clausulas. En caso de concluir satisfacibilidad encuentra un modelo para tal conjunto.

En los capitulos anteriores expusimos s6lo la teoria del método. En el apéndice A
presentamos una guia para el uso de una herramienta visual que toma como base la teoria y,
después de un proceso interno muestra un resultado: un modelo para el conjunto de clausulas
en caso de que sea satisfacible tal conjunto 6 en caso contrario, expresa que el conjunto de
clausulas es insatisfacible. Muestra més informacién de lo que hemos mencionado en este
parrafo, pero para profundizar en ello es mejor referirse al apéndice en cuestién.

Como trabajo futuro queda probar si el conjunto de T-invariantes que considera el
programa es suficiente, es decir, probar que si existe un T-invariante vilido para el conjunto
de clausulas dado, entonces el programa lo considera. También se puede mejorar el algoritmo
para determinar si un conjunto de cldusulas es insatisfacible o no, algunas vias posibles son:
simplificacién de la RdP, mejoramiento del algoritmo para calcular los T-invariantes y en la
realizacion de la secuencia de disparos cuyo vector caracteristico asociado es uno de los T-
invariantes que se calcularon. Ademads, se puede hacer un estudio para determinar la
complejidad de los algoritmos para determinar si un T-invariante es valido, asi como de los
algoritmos usados para la bisqueda de modelos, todos ellos factibles de mejora. Asi mismo,
queda pendiente compararlo con otros métodos similares, extenderlo a la 1égica de predicados,
l6gica abductiva u otras, y modificarlo de alguna forma para que tenga una aplicacién préctica.
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Apéndice A

Descripcién del Editor PNToolkit

PNToolkit es un editor de Redes de Petri, el cual ademis de permitimos plasmar
graficamente una Red de Petri, determina si el conjunto de clausulas asociado con tal Red de
Petri es insatisfacible o presenta un modelo para tal conjunto (en caso de ser satisfacible).

Hemos dividido este apéndice en dos secciones, la primera de ellas nos muestra las
diferentes formas en que podemos adquirir la grifica de una Red de Petri: 1) a partir de un
archivo, 2) dibujo manual, 3) utilizando su matriz de incidencia y 4) utilizando su conjunto de
clausulas asociado. En la segunda parte (Herramientas del sistema), mostramos como realizar
una simulacién sobre una Red de Petri (para determinar si su conjunto de cldusulas asociado
es insatisfacible), la cual puede ser de forma automética o guiada por el usuario, por dltimo,
introducimos la bisqueda de modelos, la cual se lleva a cabo sobre la matriz de incidencia de
la Red de Petri asociada con el conjunto de cldusulas del cual se busca un modelo. La
busqueda de modelos se lleva a cabo de forma automaética.

1. Los Pasos Iniciales

Después de que hayamos iniciado el sistema aparecerd una ventana con titulo “PN
Specification Toolkit”. la cual contiene todos los menis usados para comenzar la mayoria de
las acciones del usuario, asi como botones de acceso directo a opciones de los menis
anteriores (opciones de uso frecuente).

B PN Specification Toolkit [=[8]x]
Ele Edt Execution Help StepbyStep

ola|efF +|e(mie| €] (] | |

a

4 J v 2] 4l | .

— - - T soa g ———— g

Figura A.1 Ventana al iniciar el sistema
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Dentro de la ventana titulada “PN Specification Toolkit” aparecen dos ventanas mds, una
titulada “PNToolkit” seguido del nombre del archivo en uso (al inicio del sistema se tiene un
archivo denominado “Untitled.pn”) en la cual podemos ver grificamente la RdP y que
denominaremos ventana de dibujo; la otra ventana titulada *“Petri Net General Information” 6
con el nombre de un archivo de texto, muestra informacién de la RdP presente en la ventana
de dibujo 6 de alguna otra RdP, dependiendo del archivo en uso; informacién tal como: matriz
de incidencia, T-invariantes, P-invariantes, cldusulas en la RdP y otras que se explicardn mas
adelante. A esta dltima ventana, la denominaremos ventana de edicién. La Figura A.1 muestra
el estado del sistema una vez que lo hemos iniciado.

Para adquirir una RdP en particular, podemos hacerlo por medio de alguna de las
siguientes vias:

e Abrir un archivo existente €l cual contiene la RdP.

* Si no queremos trabajar con un archivo existente, es posible dibujar una RdP usando
los botones de lugar, transicién y arco, lo cual denominaremos una operacién manual.
Para dibujar un lugar, una transicién 6 un arco en la ventana de dibujo, sélo es
necesario que pulsemos el botdn izquierdo del ratén sobre el botén requerido y luego
que pulsemos el mismo botén izquierdo, en el area en que deseamos dibujar el
elemento seleccionado.

e Si no queremos dibujar cada lugar, transicién y arco, existe la posibilidad de
introducir la matriz de incidencia de la RdP que queremos dibujar 6 su conjunto de
cldusulas asociado. El programa toma tales datos y dibuja la RdP determinada por la
matriz de incidencia 6 la RdP asociada con el conjunto de cldusulas, segin sea el
caso.

1. 1 Dibujo de la RdP a partir de un archivo
Para trabajar con una RdP especificada en un archivo existente, sélo es necesario que

elijamos del mend “File” la opcién “Open” o bien que pulsemos el botén correspondiente y
luego seleccionemos el archivo requerido. Tales archivos tienen la extensién “.pn”

1. 2 Dibujo manual de la RdP

Como ya lo mencionamos anteriormente, para dibujar una RdP manualmente,
Gnicamente elegimos con el ratén el botén del componente correspondiente que deseamos
dibujar (lugar, transicién o arco). Luego para el caso de los lugares y transiciones, sélo
oprimimos el botén izquierdo del ratén sobre el area dénde deseamos dibujar el lugar 6
transicion. El 4rea debe estar dentro de la ventana de dibujo y no se permite dibujar un lugar
sobre otro 6 una transicién sobre otra. Para el caso de los arcos, debemos oprimir el botén
izquierdo del rat6n sobre un lugar y luego sobre una transicién 6 viceversa.
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Se permite mover los lugares y transiciones ya dibujados. Si deseamos mover cualquiera
de ellos, primero pulsamos el botén de mover, luego posicionamos el ratén sobre uno de ellos
y oprimimos el botén izquierdo del ratén, sin dejar de oprimirlo arrastramos el lugar o
transicién elegido hasta la nueva posicién, la cual queda indicada cuando dejamos de oprimir
el botén izquierdo del ratén. Al mover un lugar o una transicién, también se mueven los
arcos que salen o entran a ellos (sf es que existen).

Para eliminar una componente ya dibujada, primero elegimos el botén de corte, luego
posicionamos el rat6én sobre la componente a eliminar y oprimimos el botén izquierdo del
mismo.

Ademds, contamos con la herramienta deshacer (undo), la cual sélo nos permite
retroceder al estado anterior a la Gltima accién de las siguientes: borrado, movimiento o
creacién de un lugar, arco 6 transicién.

1. 3 Dibujo de la RdP a partir de su matriz de incidencia

Para dibujar una RdP a partir de su matriz de incidencia primero elegimos del menud
“File” la opcién “Matrix” con lo cual aparecerd una ventana titulada “Incidence Matrix”
solicitando el nimero de lugares y el nimero de transiciones de la RdP a dibujar. Tal nimero
de lugares o transiciones debe estar entre 1 y 20. Una vez que introducimos un niimero dentro
del rango anterior y que oprimimos el botén “OK”, se cierra esta ventana y aparece una
nueva titulada “FillMatrix” (Figura A.3), la cual contiene una matriz de nimero de renglones
igual al nimero de lugares y nimero de columnas igual al niimero de transiciones.

Pi=i£3
Matrix
) 1 0 0 0 1
Number of Places |5 0 10 1 0
Number of Transitions |3 0 0 1 0 [

Cancel | gk il
3.5

Figura A.2 Ventana “Incidence Matrix” Figura A.3 Ventana “FillMatrix”

Inicialmente en cada celda de la matrix en la ventana titulada “FillMatrix” contiene
valores iguales a cero. El usuario puede introducir cualquier valor de 0, 1 y —1 en cada una de
tales celdas. En la barra de estados de esta ventana aparece el niimero de renglén y nimero
de columna actual ([3, 5], indica que la posicién actual es renglén 3, columna 5). Una vez que
introducimos todos los valores necesarios, podemos elegir del mend “Matrix” la opcién
“Save and Exit” con lo que se cerraré esta ventana y se dibujard la RdP determinada por la
matriz de incidencia que acabamos de introducir, tal como lo muestra la Figura A.4. También
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pudimos haber optado por la opcién “Exit without saving” con lo que se cancelard la
operacion de dibujar la RdP a partir de su matriz de incidencia.

Luego de haber creado una RdP a partir de su matriz de incidencia podemos reacomodar
sus lugares y transiciones. En la Figura A.5 mostramos un posible acomodo de 1a RdP creada

en este apartado.

Nota: Si elegimos la opcién “Save and Exit” en la ventana “FillMatrix”, toda
componente en la ventana de dibujo seré eliminada y reemplazada por la RdP determinada

por la matriz de incidencia que introducimos.

® Pntoolkit - Untitled pn E (=] E3 I

-

n 12 13 T4 15 &

s | o)
Figura A.4 RdP creada a partir de su
matriz de incidencia

2 Pntoolkit - Untitled.pn

Figura A.5 RdP de la Figura A .4 después de
mover sus lugares y transiciones

1.4 Dibujo de la RdP a partir de un Conjunto de Clausulas

También podemos dibujar una RdP a partir de un conjunto de cldusulas. Primero,
debemos elegir del mend “File” la opcién “Clause” con lo cual aparecera una ventana
titulada “IntroClauseForm” (figura A.6) solicitando un conjunto de cldusulas. Luego de
introducir un conjunto de cldusulas se dibujard la RdP asociada con dicho conjunto.

3 IntioClauseForm

<-1p. QALp-r<r->

[ o« |

Clause

Cancel

Figura A.6 Ventana “IntroClauseForm”

Cada clausula debe estar delimitada por los simbolos

<’y “>” Dentro de las cldusulas

cada 4tomo es una letra mindscula de la “a” a la "z’ Si | es un 4tomo que determina una
literal negativa (literal positiva), entonces | se encuentra del lado izquierdo (derecho) del
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“-.”

simbolo “-:
simbolo
separarlos.

“ 9
-

(simbolo de implicacién). Si existe mas de un atomo del lado izquierdo del
6 del lado derecho del mismo simbolo, entonces utilizamos el simbolo “,” para

Los siguientes son conjuntos de cldusulas validos:

<-ip, @> <q-ir> <r-:>
<-is>
<a-:1>
<a-ir, X><X-:Z><-1W>

PWwiNR

Los siguientes no son conjuntos de cldusulas validos:

<A, z>

<a z>

<p, 9>,<q-ir>
<p,q, r

. <p:-r>

mswNR

Al dibujar una RdP a partir de un conjunto de clausulas también se restringe a que el
méximo ndmero de cldusulas sea 20 y el maximo nimero de literales apareciendo en tales

clausulas, también sea 20.

Una vez que introducimos un conjunto de cldusulas vélido y que pulsamos el botén
“OK” de la ventana “IntroClauseForm”, apareceré en la ventana de dibujo la RdP asociada a
dicho conjunto (ver Figura A.7). Si movemos los lugares y las transiciones de la Figura A.7,

obtenemos la RdP de la Figura A.8.

3 Pntoolkit - Untitled.pn B [=] B3

m T2 13 2

| | Y 4

.= Pntoolkit - Untitled.pn
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T2

I»

4 J _.!;1

Figura A.7 RdP determinada por un conjunto de
clausulas

Figura A.8 RdP de la Figura A.7 después de mover
los lugares y las transiciones

Nota: Si introducimos un conjunto de cldusulas vélido y pulsamos el botén “OK” de la
ventana “IntroClauseForm”, entonces todo elemento en la ventana de dibujo ser4 eliminado y
reemplazado por las componentes asociadas con el conjunto de cléusulas que introducimos,
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2. Herramientas del Sistema

Una vez que hemos dibujado una RdP, podemos hacer uso de cualquiera de las dos
herramientas principales del sistema: la simulacién, que determina si el conjunto de cldusulas
asociado con la RdP es insatisfacible y la de biusqueda de modelos, 1a cual muestra un
modelo para el conjunto de cldusulas asociado con la RdP, si es que lo hay. La herramienta
de simulacién puede ser automaética o bien paso a paso con interaccién del usuario.

Existen algunas otras herramientas secundarias como lo es el determinar: P-invariantes,
T-invariantes, cldusulas asociadas a la RdP, matriz de incidencia de la RdP, entre otras.

2.1 Simulacién
La herramienta de simulacién como ya lo mencionamos anteriormente, puede ser
automdtica o bien guiada por el usuario. A continuacién detallamos cada una de ellas.

2.1.1 Simulacién Automética

Para realizar una simulacién automética primero debemos de dibujar una RdP por
cualquiera de los métodos mencionados en la seccién 1. Luego, elegimos la opcién
“Simulation” del meni “Execution” para que se lleve a cabo la simulacién. Después de lo
anterior, aparece una ventana la cual especifica si hubo un T-invariante vélido en la RdP 6 si
no lo hubo. Ademds, en la ventana de edicién apareceré todo el proceso de la simulacién: T-
invariante a probar, el disparo de cada transicion perteneciente al T-invariante a probar, el
marcado alcanzado después del disparo de cada transicién, lo que se ha realizado del T-
invariante y al final, la secuencia de disparos realizada.

Supongamos que tenemos la RdP de la Figura A.9.

3 Pntoolkit - Untitled pn Hi=]1E3
-

Figura A.9 RdP para llevar a cabo
una simulacién

« i 14

Si elegimos del mend “Execution” la opcién “Simulation”, se visualizara el sistema tal
como muestra la Figura A.10. En la ventana de edicién se observa la informacién de la

simulacioén.
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[ Invariant to test
|/ invariant done [ T1T273]
o000

Marking
P1

P2
.| Invariant done [ T1T2T3)
J 100

:{ Marking
i[P1 <1,
P2 <.
!}Invariant done [ T1T2T3]
110

iMarking

P1
P2 <2, 1>
!Invariant done [ T1T2T3]
111

1]/ Marking
P

P2
'Se

Figura A.10 Estado del sistema después de realizar la simulacién

Ahora, analicemos la informacién de la ventana de edicién. Lo primero que aparece es el
T-invariante a probar, seguida por el T-invariante realizado (nada aiin) y el marcado actual
(vacio):

Invariant to test:
111
Invariant done (T1T2T3)
600
Marking
P1
P2
Luego, al disparo de cada transicién se actualiza el T-invariante realizado y el marcado
alcanzado. Para el ejemplo en cuestion, si disparamos la transiciéon T1, entonces se
incrementa la primer componente del T-invariante realizado y el marcado alcanzado contiene

marcas en los lugares P1 y P2.

Invariant done (T1T273 )
100

Marking

P1 <1, 1>

P2 <1, 1>
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La misma explicacién para el bloque anterior, se sigue para el siguiente bloque, el cual
indica que hemos disparado la transici6én T2.

Invariant done ( T1T2T3)

110

Marking

P1

P2 <2, 1>

En el siguiente bloque el T-invariante realizado es igual al T-invariante a probar y el
marcado actual es vacio por lo que hemos terminado. Al final se indica la secuencia de
disparos realizada.

Invariant done (T1T213)
111

Marking

P1

P2

Sequence Done:

TI1213

Otro tipo de simulacién automadtica es la que tenemos en el mend “Execution” y opcién
“Test Invariant” Si la elegimos, entonces podemos determinar si un T-invariante en
particular es vélido 6 no. Para ello, debemos de introducir el T-invariante a probar separando
cada componente por comas (“,”). Si hubiéramos introducido el T-invariante “1, 1, 1” para
probarlo en la RdP de la figura A.9, entonces hubiéramos obtenido el mismo resultado que el

de la figura A.10, es decir, que tal T-invariante es valido.

2.1.2 Simulacién guiada por el usuario

Cémo ya lo mencionamos anteriormente, existe la posibilidad de que se lleve a cabo una
simulacién paso a paso guiada por el usuario. Para iniciarla debemos elegir del meni “Step
by Step” la opcién “Start Step by Step” 6 bien pulsar el botén correspondiente, con lo cual se
inhabilitan los botones de lugar, transicién, arco, abrir archivo y otros; se habilitan los
botones “Show Enabled Transitions”, “Fire Enabled Transition”, “Clauses In Marking” y
“Reset Step by Step Simulation”. mismas opciones que se encuentran en el mend “Step by
Step”

Una vez que hemos hecho lo anterior, debemos oprimir el botén “Show Enabled
Transitions” para que las transiciones habilitadas con el marcado actual se cambien a un
color rojo y asi localizarlas facilmente. Luego, podemos elegir la opcién “Fire Enabled
Transition” para disparar una de las transiciones habilitadas. En cualquier momento de la
simulacion se puede determinar el conjunto de clausulas asociado con el marcado actual por
medio de la opcidn “Clauses in Marking” del mend “Step by Step”
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Ejemplol

Consideremos la RdP de la figura A.9 y observemos lo que sucede en una simulacién

paso a paso.

Después de que oprimimos el botén “Start Step by Step Simulation” se habilita el botén
“Show Enabled Transitions”, si lo pulsamos, entonces la transicién T1 cambia a un color
rojo (figura A.ll.a)). Luego, si pulsamos el botén “Fire Enabled Transition”, entonces
aparecerd una ventana (figura A.11.b)), en la cual podemos escribir la transicion a disparar.
Si escribimos T1 y oprimimos el botén “OK”, entonces podemos observar que el marcado en

los lugares P1 y P2 ha cambiado de O a 1.

.2 Pntoolkit - Untitled.pn E =] E3
-

Figura A.1l.a) Después de oprimir el botén
“Show Enabled Transitions”, toda
transicion habilitada cambia a color rojo

Figura A.11.c) Después de haber disparado T1
se afiade una marca a P1 y otra a P2

Transition to fire

; !,gpal of Transitionto Fire ,In i

Figura A.11.b) Ventana dénde se introduce la etiqueta de
la transicién habilitada que se desea disparar

E‘ .= Pntoolkit - Unh!le pn

P1 T2

R4 | o4

Si oprimimos el botén “Clauses In Marking”, entonces en la ventana de edicién aparece

lo siguiente:

Mark and Clause associated
<1, 1><-:P1,P2>

Lo cual nos indica que la clausula asociada con la marca <1, 1> es <—P1, P2>.

Si oprimimos el botén “Show Enabled Transitions”, entonces podemos observar que
para el marcado actual todas las transiciones se encuentran habilitadas y por tanto podemos
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disparar cualquiera de ellas. Si disparamos la transicién T2 y pedimos mostrar las cldusulas
en el marcado actual aparecer4 lo siguiente:

Mark and Clause associated

<2, 1><-: P2>

S6lo existe una marca en la RdP y su cldusula asociada es <—P2>.

Por iltimo, si solicitamos ver las transiciones habilitadas, entonces podemos observar
que son T1 y T3. Si elegimos disparar T3, entonces aparece el mensaje que se muestra en la
figura A.12, el cual indica que el marcado vacfo se ha alcanzado y por tanto el invariante
realizado es vélido. Adem4s, muestra la secuencia realizada. Con lo que podemos decir que
el conjunto de cldusulas asociado con la RdP es insatisfacible.

*

Figura A.12 Resultado de una simulacién paso a paso

Después de recibir el mensaje de la figura A.12 y terminar con la simulacién paso a
paso, debemos pulsar el botén “Reset Step by Step Simulation” 6 elegir la opcion Reset del
menu “Step by Step”. para dar por terminada la simulacién.

Ejemplo 2.

En este ejemplo, usaremos una RdP un poco més complicada que la del ejemplo anterior.
Ademas, en algunos puntos de la simulacién, deberemos elegir las marcas utilizadas para
disparar una transicion dada, debido a que existe mas de una posible combinacién de marcas
que habilitaron a la transicién que deseamos disparar. La RdP a utilizar es la que muestra la
figura A.13.

' 2 Pntoolkit - Untitled. pn [_ IO X] I
-

Figura A.13 RdP para realizar una simulacién guiada por el usuario
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El conjunto de cldusulas asociado con la RdP anterior es {<P2—P1>, <P3—P2>,
<P4—-P2>, <—P2, P3, P4>, <P1, P2—>}

En la siguiente simulacién guiada por el usuario, cada opcién elegida serd una
perteneciente al mend “Step by Step”, a menos que se aclare lo contrario. La secuencia de
transiciones a realizar en la RdP es 6=T4T4T2T2T3T3TITITITST5TS.

Iniciemos con la simulacién. Para ello elegimos la opcién “Start Step by Step” 6
pulsamos el botén correspondiente. Luego, elegimos la opcién “Show Enabled Transitions”
con lo que cambiara a color rojo la transicién T4. Para disparar T4 debemos elegir la opcién
“Fire Enabled Transition” luego en la ventana que recién aparecid, escribir T4 y oprimir el
botén “OK” Después de realizar lo anterior, el sistema presenta el estado que podemos
observar en la figura A.14.

2 Pntoolkit - Untitled.pn ] [=] B33

v

< J o[

Figura A.14 Estado de la RdP de la figura A.13 después del disparo de T4

En la RdP de la figura A.14 existe una marca en el lugar P2, una marca en el lugar P3 y
una marca mas en el lugar P4. Si pulsamos el botén derecho del ratén cuando su cursor esta
sobre el lugar P2, entonces aparecerd una ventana en la cual podemos observar que la
referencia de la marca en P2 es <4, 1>. Siguiendo el mismo procedimiento anterior para P3 y
para P4, sabremos que la referencia de la marca en tales lugares, también es <4, 1>. Si
elegimos la opcién “Clauses in Marking”, entonces aparecera lo siguiente en la ventana de
edicién:

Mark and Clause associated

<4, 1>< -: P2, P3, P4>
Lo cual indica que la tinica marca en la RdP es la marca <4, 1>, en los lugares P2, P3 y

P4. Ademds, que la cldusula asociada a la marca <4, 1> es <—P2, P3, P4>.
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Disparemos la transicién T4. Para ello, elegimos la opcién “Show Enabled Transitions”,
con lo cual podemos observar que las transiciones habilitadas en el marcado actual son T1,
T2, T3 y T4, luego en la ventana que aparece luego de elegir “Fire Enabled Transition”
escribimos T4. Después de lo anterior, si elegimos la opcién “Clauses in Marking”
podremos observar lo siguiente en la ventana de edicién:

Mark and Clause associated

<4, 1>< -: P2, P3, P4>

<4, 2>< -: P2, P3, P4>

Lo cual nos indica que existe una nueva marca <4, 2> en los lugares P2, P3 y P4. Con lo
que tenemos una cldusula més y asociada a la marca <4, 2>, Tal cldusula también es <—P2,

P3, P4>.

Si elegimos de nuevo la opcién “Show Enabled Transitions” sabremos que de nuevo las
transiciones habilitadas en el marcado actual son T1, T2, T3 y T4. Disparemos la transicion
T2. Para ello elegimos la opcién “Fire Enabled Transition” Debido a que en el marcado
actual existen dos posibles combinaciones de marcas que habilitan a T2, entonces el sistema
presenta una ventana para que el usuario elija la combinacién de marcas que utilizard T2 para
su disparo. Tal ventana es la que mostramos en la figura A.16.a. En este caso, elegimos la
marca <4, 1> para disparar T2. Para hacerlo, debemos de pulsar el botén izquierdo del ratén
sobre tal marca (figura A.16.b) y luego elegir la opcién “Save and Exit” (figura A.16.c).

- " Choosing Marks for Firing Tran...

A Choosing Maiks for Firing Transition [E3

B Choosing Marks for Firing Transition [E3

Menu Menu _Menu
P3| P3 l
""" - ey aulomallc Selecuon
<4. 1> - ‘f'_ _‘ > ’ Exit without saving
<4.2> <4, 2> ; ‘(4, 2>
Figura A.16.a) Ventana para Figura A.16.b) Estado de la Figura A.16.c) Para llevar a cabo
elegir la combinacion de ventana de la figura A.16.a, el disparo de T2, debemos
marcas a utilizar para el después de elegir la marca de elegir a opci6én “Save and
disparo de la transicién T2 <4, 1> para disparar T2 Exit”

El marcado alcanzado es [, {<2, 1>, <2, 1>, <4, 2>}, {<4, 2>}, {<2, 1>, <4, 2>]]. La
cldusula asociada con la marca <2, 1> es <—P2, P2, P4> y la asociada con la marca <4, 2>

es <—P2, P3, P4>.

Si en el marcado actual disparamos la transicion T2 de nuevo, entonces no aparecera la
ventana de la figura A.16, ya que no es necesario que elijamos las marcas a utilizar para el
disparo de T2, debido a que s6lo una marca habilita a T2 y dicha marca es <4, 2>. Después
de lo anterior, el marcado alcanzado es [J, {<2, 1>, <2, 1>, <2, 2>}, O, {<2, 1>, <2, 2>}].
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La clausulas asociada con la marca <2, 1> es <—P2, P2, P4> y la asociada con la marca <2,
2> es <—P2, P2, P4>.,

La siguiente transicién a disparar es T3. Las marcas que habilitan a T3 son <2, 1> y <2,
2>. Cémo existen dos posibles marcas a utilizar para el disparo de T3, al elegir disparar T3
debe de aparecer la ventana de la figura A.16 para que elijamos una de las dos marcas (<2,
1> 6 <2, 2>). En este caso, elegimos la marca <2, 1> para el disparo de T3. Luego de realizar
lo anterior observamos que el marcado alcanzado es [, {<3, 1>, <3, 1>, <3, 1>, <2, 2>, <2,
2>}, @, {<2, 2>}], que la clausula asociada con la marca <3, 1> es <—P2, P2, P2> y la
asociada con la marca <2, 2> es <—P2, P2, P4>.

Las transiciones habilitadas en el marcado actual son T1, T3 y T4. Elegimos disparar T3,
al no haber mds de una combinacién de marcas que habilitaran a T3, no aparece la ventana de
la figura A.16. El marcado alcanzado es [, {<3, 1>, <3, 1>, <3, 1>, <3, 2>, <3, 2>, <3, 2>},
@, ). La clausula asociada con la marca <3, 1> es <—P2, P2, P2> y la asociada con la
marca <3, 2> es <—P2, P2, P2>.

Las unicas transiciones habilitadas en el marcado actual son T1 y T4. Existen 6 posibles
marcas a usar para el disparo de T4, aunque realmente son dos combinaciones, ya que 3 de
ellas tienen referencia <3, 1> y las otras 3 referencia <3, 2>. Para realizar la secuencia o,
debemos disparar la transicion T4 tres veces. Al disparo de T4 elegimos la marca con
referencia <3, 1> con ello obtenemos el marcado [{<1, 1>}, {<3, 1>, <3, 1>, <3, 2>, <3, 2>,
<3, 2>}, D, J]. En tal marcado las marcas con referencia <3, 1> no cambiaron debido a la
regla de disparo y se afiadié una marca (<1, 1>) al lugar P1. En los siguientes dos disparos de
T4, elegimos de nuevo la marca <3, 1> para cada uno de ellos. Con lo cual obtenemos el
marcado [{<1, 1>, <1, 2>, <1, 3>}, {<3, 2>, <3, 2>, <3, 2>}, @, J]. Las cldusulas asociadas
con las marcas anteriores son <—P1>, <—P1>, <—>P1> y <—P2, P2, P2>.

Las transiciones habilitadas en el marcado actual son T1, T4 y TS5, pero debemos de
disparar la transicién T5 tres veces para completar la secuencia ©.

La primera vez que disparamos T5 elegimos la combinacién de marcas <1, 1>y <3, 2>.
Con lo cual obtenemos el marcado [{<1, 1>, <1, 3>}, {<3, 2>, <3, 2>}, @, O]. Las cldusulas
asociadas con las marcas anteriores son <—P1>, <—P1>y <—P2, P2>.

La segunda vez que disparamos TS5 elegimos la combinacién de marcas <1, 2> y <3, 2>,
Con lo cual obtenemos el marcado [{<1, 3>}, {<3, 2>}, &, J]. Las clausulas asociadas con
las marcas anteriores son <—P1>y <—P2>.

La tercera y ultima vez que disparamos TS5 no es necesario que elijamos las marcas
utilizadas para su disparo ya que s6lo existe una combinacion (<1, 3> y <3, 2>). Al realizar
este dltimo disparo llegamos al marcado vacio con lo que aparece la ventana de la figura
A.17, la cual nos indica que el marcado vacio ha sido alcanzado y en consecuencia el
conjunto de cldusulas asociado con la RdP es insatisfacible. Tal ventana muestra ademsis |a
secuencia realizada.
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Figura A.17 Ventana indicando que el marcado vacio ha sido
alcanzado y la secuencia realizada

Hemos terminado la simulacién y para indicarlo, debemos elegir la opcién “Reset” u
oprimir el botén correspondiente.

2.2 Buisqueda de Modelos
Para llevar a cabo la bisqueda de modelos, primero debemos de tener dibujada una RdP

Posteriormente, sélo elegimos la opcién “Models” del mend “Execution” para iniciar la
bisqueda de modelos.

Al terminar de realizar la bisqueda de modelos, aparecera una ventana la cual especifica
el modelo para el conjunto de cldusulas asociado a la RdP o bien que no existe un modelo.

Para el caso de encontrar un modelo, se especifica cada dtomo seguido de un signo “="y
luego el valor de verdad asignado a tal dtomo.

Ejemplo 3.
Supongamos que tenemos la RdP de la Figura A.18.

= Pntoolkit - Untitled.pn [={O] %]
-~

Result

Thefe exists amodel {P1=V P2=F }

Figura A.19 Modelo para el conjunto de
cldusulas asociado con la RdP de la
Figura A.18

| | iy
Figura A.18 RdP donde realizaremos una
bisqueda de modelos

Después de que elegimos del menti “Execution” la opcién “Models” aparece la ventana
de la Figura A.19. En tal ventana, aparece el valor de verdad asignado a cada 4tomo que
contempla el modelo encontrado.
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Apéndice B

Algoritmos de la Simulacién Automaética y Bisqueda de
Modelos

Para la implementacién del método que es objeto esta tesis, utilizamos el compilador C++
Builder de Borland, versién 3.0. No vamos a explicar el cédigo, sélo presentaremos a modo de
funciones los algoritmos utilizados para llevar a cabo una simulacién automética (determinar
si un conjunto de cldusulas es insatisfacible a partir de su RdP asociada) y la biisqueda de
modelos (en caso de que el conjunto de cldusulas sea satisfacible).

Antes de cada algoritmo (simulacién automética y bisqueda de modelos) presentamos
una tabla explicando la notacién usada para que sea més facil su seguimiento. Asumimos que
el lector esta familiarizado con los bucles o ciclos, asi como con las decisiones.

Simulacién Automatica

Para la simulacién automdtica se calculan primero los T-Invariantes, debido a la
importancia del algoritmo que los calcula, hemos designado un apéndice (Apéndice C) para la
explicacién del mismo, describimos ademds, algunas opciones en cada paso del algoritmo y el
porqué eligimos una en particular.

Notacién
A La matriz de incidencia de la RdP
TI La matriz que contiene los T-invariantes de A.
TI[k] denota el k-ésimo T-invariante en 7/
M La matriz que contiene el marcado actual de A (inicialmente es el marcado vacio)
ID El vector que indica el nimero de veces que se ha disparado cada transicién del

T-invariante a probar
ET El vector que indica las transiciones habilitadas
cM La matriz que almacena la combinacién de marcas que habilitan a una transicién

Antes de iniciar con la especificacién de las funciones, hablaremos un poco acerca del
flujo de las mismas, es decir, del orden en que se invocan.

La funcién que inicia todo es la funcién simulaciénAutomatica, donde se calculan los
T-Invariantes, luego con cada T-Invariante que se calculé y con T-Invariantes que son suma
de algunos de ellos se invoca a la funcién EvolucionConTInvariante. Esta funcion
determina si se han disparado todas las transiciones de algun T-Invariante (con lo que hemos
encontrado un T-Invariante vélido) 6 de no ser asi, primero calcula todas las transiciones
habilitadas en el marcado actual y luego, con cada transicion habilitada invoca a la funcién
Tinvariantevalido. En la funcién TinvarianteValido se dispara la transicién, si es una
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transicion fuente s6lo se actualiza el marcado y se invoca a la funcién
EvoluciénConTInvariante, en caso contrario, se determinan todas las combinaciones de
marcas con las que es posible disparar la transicién y por cada combinacién se invoca a la
funcién DispararTransiciénConMarcas. Esta funcién sélo dispara la transicién (actualiza el
marcado) e invoca a la funcién EvolucionConTInvariante.

Funcidén SimulaciénAutomdtica
Se calculan los T-invariantes en A y se almacenan en TI
Se afiaden a TI los vectores que son suma de T-invariantes en TI
Para k=1 hasta k= Numero de T-invariantes en TI
Si EvoluciénConTInvariante(TI[k], M, ID) entonces
T-invariante véalido
FSi
k=k+1
FPara
FFuncién

Funcioén EvolucidénConTInvariante(TI(k], M, ID)

Si TI[k] = ID -Se ha realizado el k-ésimo T-invariante en TI
regresar Verdadero a la funcién invocadora

Fsi

Sino

Calcular las transiciones habilitadas en A con el marcado actual e
indicarlas en ET
Para cada transicidén habilitada T en ET, perteneciente a TI[k] y que
no se ha disparado el numero de veces que indica TI[k]
Si TinvariantevValido(TI[k]), M, ID, T)
regresar Verdadero a la funcidén invocadora
FSi
Sino
regresar Falso a la funcién invocadora

Fsino
FPara
FSino
FFuncién

Funcién TinvarianteValido(TI(k] M, ID, T)
Si T es una transicién fuente entonces
Se incrementa en 1 el numero de veces que se ha disparado T en ID
Se actualiza el marcado en M
Si EvoluciénConTInvariante(TI[k] M, ID) entonces
regresar Verdadero a la funcidén invocadora

FSi
Sino

regresar Falso a la funcién invocadora
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FSino
FSi
Sino
Se almacena en CM las combinaciones de marcas que habilitan a T
Para n=1 hasta n= nimero de combinaciones de marcas eéen cM
Si DispararTransiciénConMarcas(TI(k], M, ID, T, cM[n]) entonces
regresar Verdadero a la funcién invocadora
FSi
Sino
regresar Falso a la funcién invocadora
Fsino
n=n+1
FSino
FFuncién

Funcién DispararTransiciénConMarcas(TI[k], M, ID, T, CM[n])
Diparar T y actualizar marcado en M
Si EvoluciénConTInvariante(TI(k], M, ID)
regresar Verdadero a la funcién invocadora
FSi
Sino
regresar Falso a la funcién invocadora

FSino
FFuncién

Biisqueda de Modelos

Para una mejor comprension de los algoritmos que vamos a presentar, recomendamos leer
primero el método para la bisqueda de modelos (capitulo IV).

El algoritmo realiza recorridos en la matriz de incidencia de la red de Petri. Si
encontramos un camino abierto (definicién 4.1) en la red de Petri podemos decir que el
conjunto es satisfacible y presentar un modelo para tal conjunto.

Notacién
A La matriz de incidencia de la Red de Petri
NoN El Vector que indica las posiciones de elementos no nulos de alguna columna de A
R Vector que representa el camino que se estd recorriendo
Col Columna actual

La funcién que inicia todo el proceso es la funcién EncontrarModelo, €N la cual se
calculan todos los elementos no nulos de la primer columna en la matriz de incidencia de la
red de Petri que estemos analizando, luego, por cada elemento no nulo invoca a la funcién
Recorrido. Esta funci6n primero determina si se encuentra analizando la dltima columna de
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la matriz de incidencia, de ser asi, por cada elemento no nulo en dicha columna comprueba si
representa un camino abierto (hemos encontrado un modelo) 6 un camino cerrado, en caso
contrario, por cada elemento no nulo en la misma columna se invoca a si misma (llamado
recursiva).

Funcién EncontrarModelo
Se calculan los elementos no nulos de la primera columna de A, se
almacenan en NoN
Para k=1 hasta k=numero de elementos de NoN
Se almacena en R[1l] el k-ésimo elemento de NoN
Si Recorrido(R, 1)
Modelo encontrado en A, indicado en R
FSi
k=k+1
FPara
FFuncién

Funcién Recorrido(R, Col)
Si Col=n
Se calculan los elementos no nulos de la columna Col de A y se almacenan
en NoN
Para k=1 hasta k=numero de elementos de NoN
Se almacena en R[Col] el k-ésimo elemento de NoN
Si R representa un camino abierto entonces
Regresar Verdadero a la funcidén invocadora
FSi
k=k+1
Fpara
Regresar Falso a la funcidén invocadora
FSi
Sino
Se calculan los elementos no nulos de la columna Col de A y se
almacenan en NoN
Para k=1 hasta k=numero de elementos de NoN
Se almacena en R[Col] el k-ésimo elemento de NoN
Si R representa un camino abierto entonces
Si Recorrido(R, k+1)
Regresar Verdadero a la funcidén invocadora
FSi
FSi
k=k+1
Fpara
Regresar Falso a la funcién invocadora
FSino
FFuncién
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Apéndice C

Algoritmo para el Céalculo de P-Invariantes

Los P-invariantes (T-invariantes) son vectores no negativos anuladores izquierdos
(derechos) de la matriz de incidencia de una Red de Petri. La importancia de estos vectores
reside en su utilidad para el andlisis de propiedades.

Los algoritmos conocidos para el cdlculo de semiflujos elementales (P y T-Invariantes) en
Redes de Petri representan un nuevo redescubrimiento, con diversas mejoras técnicas con
respecto a la clase de problemas que tratan, del método de eliminacién de variables de Fourier-
Motzkin.

Uno de los problemas fundamentales de estos algoritmos radica en su complejidad.
Diversos métodos y reglas se han estudiado y comparado para paliar en cierta medida este
problema. Cémo resultado, presentamos el algoritmo mejorado que posee gran eficiencia y
robustez frente a modelos de Redes de Petri procedentes del mundo real.

Aunque en el texto solo hablamos de P-invariantes, para calcular los T-invariantes de una
Red de Petri tinicamente debemos de considerar la transpuesta de su matriz de incidencia.

Introduccién

La idea de base consiste en eliminar variables del sistema afiadiendo a éste todas las
desigualdades que resultan de combinaciones positivas de pares de desigualdades del sistema
original. El método procede eliminando todas las variables y memorizando para cada
desigualdad final los coeficientes de la combinacion lineal positiva de las filas originales que
la ha generado. Estos coeficientes son los p-invariantes.

Una de las dificultades del método estriba en el gran nimero de desigualdades afiadidas
en el proceso de eliminacién de variables. Las distintas variantes que aparecen en la literatura
persiguen como objetivo comin el controlar el crecimiento de nuevas desigualdades
eliminando las redundantes.

El algoritmo bdsico del cual se parte es el siguiente:

(1)B:=A, {m es el nimero de lugares de la RdP}
Y:=I, {1,, es una matriz identidad de dimensi6n n)

(2) Para i:=1 hasta n hacer {n es el nimero de transiciones de la RdP}

2.1 Afiadir a la matriz [Y |B] todas las filas que resulten de la combinacién lineal
positiva de pares de filas de [Y | B] y que anulen la i-ésima columna de B.
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2.2 Eliminar de [Y | B] las filas en las que la i-ésima columna de B sea no nula.

(3) Las filas de la matriz ¥ son P-invariantes de la RdP Entre éstas se encontrardn todos
los P-invariantes minimos (tras una eventual transformacién de las filas de Y en P-
invariantes canénicos).

Cada fila de la matriz Y memoriza los coeficientes de la combinacién lineal de filas de la
matriz A que ha generado la fila de B del mismo indice. En el paso (3) del algoritmo las filas
de B son nulas y por tanto cada fila ¥; es un P-invariante: ¥;"A = 0.

Consideraciones generales sobre la implementacién y evaluacién de
prestaciones.

Més adelante analizamos algunas variantes del algoritmo anterior. Dichas variantes se
obtienen incorporando a los algoritmos diferentes soluciones algoritmicas de las que, a priori,
se puede esperar una mejora de las prestaciones. En la discusién posterior sobre la
implementacién de cada una de las soluciones partimos del algoritmo bdasico al que se
incorporan de forma gradual, aquellas que se han mostrado eficaces en puntos anteriores al
discutido. De esta forma, el algoritmo serd mejorado paso a paso conforme avance la
exposicién (mejora incremental)

Implementacion eficiente del algoritmo de cilculo de los P-invariantes partiendo de la
matriz de flujo

Aqui analizamos diversas variantes del algoritmo bdsico, todas ellas elegidas de entre
varias [Treves, 1986] como la que presenta mejores prestaciones.

En secciones sucesivas las siguientes cuestiones se aplicardn para obtener el “mejor”
algoritmo de este tipo: la ubicacién de la comparacién de soportes para eliminar P-invariantes
no minimos; heuristicas para la seleccién de la columna a anular; la eliminacién previa de un
conjunto méaximo de columnas linealmente dependientes de la matriz de flujo; la clasificacién
de las filas de la matriz cuya columna k-ésima es cero, negativa o positiva, respectivamente;
tests rdpidos de no minimalidad de P-invariantes. Al final resumimos las conclusiones sobre
la implementacién del algoritmo.

Ubicacién de la comparacién de soportes

El problema que planteamos es donde ubicar la eliminacién de semiflujos no minimos
basada en la comparacién de sus soportes. Las alternativas a considerar son:

1. En el momento de generar una nueva fila

2. Al final de 1a anulacién de una columna o conjunto de columnas y
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3. Al final del algoritmo

Para mejorar la eficiencia del algoritmo memorizamos el soporte de cada fila de Y como
un conjunto de indices. Asi, el soporte de una nueva fila de Y es la unién de los soportes de las
filas de Y que la generan. Por tanto, podemos realizar la comparacidn de soportes sin calculos
previos adicionales.

De acuerdo a resultados presentados en [Treves, 1986] no existe una variante optima.
Adoptamos la opcién 1) como variante a considerar en la solucién final, por ser la mas
robusta, es decir, en los casos desfavorables la diferencia de tiempo con los otros no es
excesiva. Sin embargo, en los casos que se generan gran cantidad de P-invariantes, sobre todo
no minimos, presenta una ventaja significativa respecto a las otras dos variantes.

Heuristica para la seleccion de la columna a anular

En este apartado presentamos una heuristica que persigue limitar el nimero de filas a
afiadir en una iteracion, al seleccionar la columna a anular que genere menos filas nuevas.

Sean m; y ¢ el nimero de elementos positivos y negativos, respectivamente, de la
columna k de B que deseamos anular. El nimero de nuevas filas a afiadir, combinando pares
de filas, es mu@y. Las filas 7, + @, utilizadas para anular la columna k se eliminan al final de la
iteracién. Se denomina factor de expansion al nimero neto de filas que se afiaden en la
anulacion de la columna k: F(k):= @y — (T + Q).

Por tanto, a priori, puede ser una buena politica seleccionar como columna a anular la de
menor factor de expansion.

Las variantes de las cuales podemos elegir son:

1. Seleccionar la primera columna con factor de expansién negativo, o si no existe la de
menor valor T@y.

2. Las columnas se seleccionan en el orden que aparecen en la matriz de flujo.
3. Seleccionar primero las columnas con mayor factor de expansidn.
4. Seleccionar una columna con el menor factor de expansién.

En [Martinez, 1984] se elige la primera opcién ya que permite reducir el tiempo de
bisquedas secuenciales por las listas que implementan la matriz.

Eliminacion previa de un conjunto maximo de columnas linealmente dependientes de la
matriz de flujo A.

El nimero de columnas que se anulan activamente es igual al rango r de A. El resto de las
columnas, n — r, se anulan durante la anulacién de otras columnas. Por tanto, la eliminacién
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inicial de n  r columnas linealmente dependientes aparece como una posible mejora, ya que
reducimos, en tiempo polinomial, la ocupacién de memoria hasta r columnas. Los tiempos de
combinacién de filas es de esperar que también disminuyan. Para la implementaci6n de esta
mejora potencial consideramos las variantes:

1. Trabajamos directamente con la matriz A.

2. Triangularizacién de A por columnas. Obtenemos una matriz con r columnas
linealmente independientes a la que aplicamos el algoritmo.

3. Seleccién de r columnas linealmente independientes de A. Elegimos las columnas con
menor factor de expansién.

En [Colom, 1989] se recomienda utilizar la primer variante, ya que las otras no presentan
una ventaja clara sobre la elegida.

Clasificacion de las filas de la matriz

Podemos clasificar a las filas de U = [ B | Y ] en tres matrices U, U4 y U que
contienen las filas de U, en las que la columna k de B es nula, positiva y negativa,
respectivamente. Para anular la columna k de B, combinamos cada fila de Ui, con cada fila de
U). Anadimos las nuevas filas a la matriz U(g). Una vez que anulamos la columna k, Uy, se
convierte en la matriz U inicial para proceder a eliminar la columna k+1. Previamente,
eliminamos las matrices Uy y U,

Esta solucién reduce el nimero de tests para seleccionar dos filas cuyos valores en la
columna k de B sean no nulos y de signo contrario.

Eliminacién previa de las transiciones con un inico lugar de entrada y un tnico lugar de
salida: Eliminacion de secuencias.

Las transiciones tales que |ot | = | te | = 1 representan secuencias puras. La eliminacion
inicial de estas transiciones presenta como ventajas:

1. Reducir la matriz en una fila [F(k):= m@y — (T + @) =1 -2 =-1].

2. Después de anular la columna no es necesario realizar la comparacién de soportes. En
efecto, al generar un P-invariante intermedio cuyo soporte es el Unico que contiene a
los dos lugares ot = te,

Test rapido de no minimalidad.

La caracterizacién de los P-invariantes no minimos mediante el rango de ciertas
submatrices de A permite circunscribir la determinacién de la minimalidad al propio P-
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invariante. Por tanto, la aplicacién de dicha caracterizacién puede resultar
computacionalmente interesante. Para obviar los célculos asociados al cilculo del rango de
estas submatrices recurrimos a mayorantes, que dan sélo condiciones suficientes de
minimalidad.

Corolario: Un p-invariante Y es no minimo si cardinal( ||¥]| ) > mayorante_del_rango + 1.

Este es un filtro previo para eliminar P-invariantes no minimos con relacién a la
comparacién de soportes. La bondad de este filtro depende del mayorante del rango
considerado.

En [Martinez and Silva, 1981] el mayorante del rango es el nimero de columnas no nulas
de la submatriz formada por las filas de A correspondientes a los lugares que pertenecen al
soporte del P-invariante. La aplicacién del test en pasos intermedios del algoritmo, considera
la matriz que se forma por las columnas que se anularon activamente en lugar de A.

La implementacién de la regla anterior admite dos soluciones:

1. Para cada fila memorizamos la unién de los soportes de las filas de A indexadas por el
soporte del P-invariante. Para una nueva fila obtenemos a partir de la unién de los que
se memorizaron para las dos filas que la generan.

2. Para cada fila calculamos la unién de los soportes de todas las filas de A indexadas por
el soporte del nuevo P-invariante.

Posteriormente, en ambos casos, calculamos el cardinal del conjunto obtenido restringido
a las columnas anuladas activamente hasta ese momento. Este valor serd el mayorante del
rango.

En [Colom, 1989] se elige la primera solucién ya que permite obtener mejores
prestaciones temporales a costa de un incremento de memoria pequefio.

Conclusiones y presentacion del algoritmo para la bisqueda de P-invariantes.
Las variantes que elegimos son:

e Comparacién de soportes antes de generar una nueva fila como combinacién lineal de
dos filas anteriores.

e Seleccion de la columna a anular segun la regla: primera columna con factor de
expansion negativo, o si no existe la de menor valor ;.

e Clasificacion de las filas de la matriz antes de anular una columna k en 3 matrices que
agrupan las filas cuya columna k es cero, negativa o positiva, respectivamente.

e Eliminacién previa de secuencias (transiciones tal que [ot | = |te | = 1)
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Test rdpido de minimalidad utilizando como mayorante del rango el propuesto en
[Martinez, 1981].

Antes de presentar el algoritmo final, introducimos la notacién utilizada en el mismo.

Notacién
A La matriz de flujo de la RdP (dimensiones mxn)
1 La matriz identidad (dimensiones mxm)
U Lamatriz[B"lY*]donde
parak=0,B"‘=AyY*=I
para k > 0, B* es la matriz resultante de haber anulado k columnas de A
Y* es 1a matriz que memoriza los coeficientes de combinaciones lineales de filas de A
Uy La matriz que contiene las filas de U cuya columna k-ésima es negativa
U+  Lamatriz que contiene las filas de Sk cuya columna k-ésima es positiva

™, @r El nimero de positivos y negativos en la columna & de B

[

H W oo~ e WN

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

Anular todas las columnas k de U’ en las que m=¢,=1

Seleccionar la primera columna no nula de U’ tal que m@,- (m+9,)<0 é una
columna k que minimice mQ,.

Mientras k<>nulo hacer

Mover las filas j de U*' tales que B"'[j,k]=0 a U
Mover las filas j de U tales que B“'[j, kl<0 a U,
Mover las filas j de U’ tales que B“'[j, k]>0 a U,,
filal:= indice_primera_fila (U_)
Mientras que filal <> nulo hacer
fila2:=indice_primera_fila (U,,)
Mientras que fila2 <> nulo hacer
[lY||=]]Y,_(filal, -]||v]|| Y. [fila2, -]
{cdlculo del soporte del nuevo p-invariante Y}
Si cardinal(||Y]||)<=mayorante_rango+l Entonces
Si ||Y|| no incluye el soporte de otro p-invariante de Y
o Y, o Y_ Entonces
Afiadir aU(-) [filal, -]1+BU(+)[fila2, -] a U'
Dénde o=|B(+) [fila2, k]| y B=|A(-)([filal, k]|
Dividir nueva fila por el m.c.d. de elementos no
nulos
Memorizar ||Y||
FSi
FSi
fila2:=indice_siguiente(fila2)
Fmientras que
filal:=indice_siguiente(filal)
Fmientras que

Eliminar todas las filas de U(+) y U(-)

Seleccionar la primera columna no nula de U tal que mQ,-(n+¢,)<0 6 una
columna k que minimice m@,.

FMientras que
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secuencia de transiciones construida a

partir de un arbol vectorial, 55. .60



sentencias, 4

simbolos auxiliares, 5

simbolos proposicionales, 4, 5, 9, 10, 71
sintaxis de la 16gica proposicional, 2, 4,
5,8

solidez, 3

solidez de hiper-resolucién, 26, 29
solidez de resolucién, 20, 22

solidez del método propuesto, 3, 61
soporte, 7, 9, 16, 45, 72, 74

T

tablas de verdad, 1. 4,9, 77..79
tautologias, 3, 4, 8. .12, 14, 15, 21
teorema de reemplazo, 13
T-invariante, 2, 3, 33

T-invariante determinado a partir de un

arbol vectorial, 53, 54

T-invariante valido, 33, 42. .45, 48. .49,
61, 66. .67, 78. .81

transicion, 2, 33. .69

transicién fuente, 37, 59, 61, 63, 67, 68
transicion habilitada, 2, 38, 39, 42, 44

\Y%

validez del método propuesto, 48. .60
valuacién, 8. .19, 77

valuacién booleana, 8. .19, 77
valuaciones, 8. .19, 77

vector caracteristico asociado a una
secuencia de disparos, 33, 40, 43, 44, 46,
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