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Resumen

Se describe la metodologia y las transformaciones aplicadas al algoritmo secuencial
que efectiia la descomposicion QR en base a los grafos de dependencia de datos de cada
transformacion. Todas las transformaciones aplicadas se reducen a una sola
transformacién la cual llamamos transformacién espacio-temporal. Se supone un
niimero no limitado de procesadores, y se presenta una metodologia para resolver
problemas cuyo numero de procesadores virtuales es mayor que el numero de
procesadores fisicos y se describen las transformaciones de embaldosado y de
multiproyeccion aplicadas al algoritmo secuencial que efectiia la descomposicion OR.
Estas transformaciones se requieren cuando el nimero de procesadores fisicos es
limitado. Finalmente se presenta una introduccién simple y que forma la base para
estudiar e implementar los agendadores mas basicos. En particular se presenta
pseudocddigo para implementar agendadores con lista de prioridad. La teoria presentada
es una plataforma sobre la cual se pueden desarrollar teoria y agendadores para sistemas
paralelos mas complejos.



Abstract

We describe the methodology and the transformations applied to the sequential
algorithm that performs the QR decomposition based on data dependency graphs for
each transformation. All the transformations applied are reduced to a single
transformation which we call space-time processing. It is an unlimited number of
processors, and presents a methodology for solving problems whose number of virtual
processors is greater than the number of physical processors and describes the tiling
transformations and -sequential multicast algorithm applied to making the QR
decomposition. These transformations are required when the number of physical
processors is limited. Finally, it presents a simple introduction which forms the basis for
studying and implementing the most basic scheduled. In particular, it presents
pseudocode for implementing shedule with the priority list. The theory presented is a
platform on which to develop theory and schedule for more complex parallel systems.
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Capitulo 1

Introduccion

Carezco de un don especial. Solo soy apasionadamente curioso.
Albert Einstein (1879-1955)

1.1 Introduccién

1.2 Motivacion

1.3 Objetivos

1.4 Perspectiva de los Capitulos

1.5 Contribuciones

1.1 Introduccion

Durante las décadas pasadas, grandes avances tecnolégicos han sido alcanzados en el
area de los circuitos de gran escala de integracion VLSI (Very Large Scale Integration).
Esta tecnologia avanza dando paso a una nueva manera de computacion, basada en un
alto computo paralelo para sistemas de aplicacion especifica. Una interesante
aproximacion son los denominados arreglos de procesadores, propuestos originalmente
por Kung [16], a finales de la década de los setentas. Un arreglo de procesadores es un
dispositivo de computo paralelo para una aplicacion especifica, constituido de un gran
numero de elementos procesadores simples, interconectados de forma regular y con
comunicacién local de datos. De manera similar como la sangre circula en el cuerpo
humano, los datos circulan dentro de los elementos procesadores del arreglo de
procesadores, interactuando con otros datos. Los resultados obtenidos en los elementos
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procesadores son requeridos por otros elementos procesadores incrementando el
computo [33]. La regularidad y simplicidad del disefio fisico de los elementos de
computo constituyen caracteristicas deseables para su implementacién directa en silicio,
en la forma de circuitos VLSI. Excelentes referencias acerca de algoritmos mapeados en
un arreglo de procesadores se encuentran en la bibliografia.

Los arreglos de procesadores implementados en un circuito integrado de silicio son
tipicamente arreglos lineales o bidimensionales de elementos procesadores. Los
primeros ejemplos de disefios de arreglos de procesadores fueron concebidos para un
proposito especifico requiriendo enorme cantidad de creatividad e inspiracién de sus
inventores. Recientemente un notable interés se incit6 en las ciencias computacionales
con respecto al desarrollo de métodos formales para sintetizar y generar algoritmos
sistélicos. Tales esfuerzos dieron lugar a muchos trabajos en esta area, véase la
referencia de Song, Siang, W., en la bibliografia. De cierta forma la mayoria de los
métodos propuestos varian poco, difieren ligeramente en el grado de formalismo y la
forma de aproximar el problema. En ultima instancia, todos ellos usan el concepto de
transformacion de las dependencias.

El trabajo realizado en esta tesis presenta las principales ideas involucradas en los
métodos de transformacion de un algoritmo regular iterativo secuencial a su forma
paralela haciendo uso de mapeo lineal y técnicas de proyeccion. Se describe el método
de la transformacion espacio temporal sobre las dependencias de datos mediante
representaciones geométricas basados en los grafos de dependencias de datos. Los
resultados obtenidos son de vital importancia para explotar el paralelismo en bucles
perfectamente anidados en un algoritmo [27].

1.2 Motivacion

Las arquitecturas de arreglo de procesadores representan una red de elementos
procesadores que procesan datos a través de un sistema. Se requiere que un arreglo de
elementos procesadores posea las siguientes caracteristicas:

i.  sincronismo. Los datos son procesados por elementos procesadores y viajan a
través del arreglo de procesadores accionados por un mismo reloj global.

ii.  modularidad y regularidad. El arreglo consiste de mddulos de procesamiento
de datos con interconexién homogénea. Ademas el arreglo de procesadores
puede ser extendido indefinidamente.

iii. localidad espacial y localidad temporal. El arreglo de procesadores posee
comunicacién local espacial la cual se logra con una estructura de
interconexién que conectar procesadores cercanos. Hay al menos una unidad
de retardo asignada para que la transacciéon de una sefial de un elemento
procesador hacia otro pueda ser completada logrando asi localidad temporal.
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Los esquemas de deteccibn MIMO usados en los transceptores de los estindares
802.11n y 802.16¢ se pueden basar en los algoritmos lineales de baja complejidad y
eficiencia como el Zero-Forcing (ZF) o Minimun Mean Square Error (MMSE). El
problema computacional principal para los algoritmos lineales ZF' y MMSE es el calculo
de la matriz inversa. Este mismo problema se presenta en otros sistemas mds
sofisticados de deteccion. Entre los métodos para el computo de una matriz inversa se
encuentran: los métodos iterativos y los métodos directos. Los métodos iterativos
involucran alta complejidad secuencial en los cémputos y no son adecuados para un alto
desempefio en implementacion [21]. Entre los métodos directos estén la eliminacion
Gaussiana, la descomposicion de Cholesky, la descomposicion LU [15] y la
descomposicion QR. Estos métodos computan la solucién en un numero finito de pasos.

En el esquema de igualacion de canal usado en el estdndar de 60Ghz, Single Carrier
System (IEEE 802.15.3c) se requieren usar algoritmos para ecualizaciéon. De nueva
cuenta el problema computacional principal es encontrar una matriz inversa [28].

Dado la importancia de la factorizacién matricial QR en la implementacién de
algoritmos de igualacion en sistemas de comunicaciéon de muy alta velocidad y en la
implementacion de algoritmos para deteccién en sistemas MIMO, como manera mas
efectiva para obtener el hardware del problema de la matriz inversa por su estabilidad
numérica, seleccionamos el algoritmo de factorizacion QR secuencial para su
transformaciéon en un algoritmo paralelo. Dado las aplicaciones que estamos
contemplando, es de suma importancia que la factorizacion QR se efectie en tiempos
muy cortos para lo cual se requiere su implementacién usando multiples elementos
procesadores.

Un agendador en un sistema paralelo es crucial y es el encargado de indicar en que
momento y en que recursos se ejecutan las operaciones o tareas que ejecuta el sistema
paralelo. Un agendador estd compuesto de un calendarizador y un asignador. El
calendarizador se concretiza en un controlador de la circuiteria y puede ser
implementado de diferentes formas, por ejemplo: distribuido, centralizado, o un hibrido
de los dos. La bibliografia sobre la teoria del agendamiento es abundante y llena de
heuristicas [32].



1.3 Objetivos

El propésito de la tesis no es proponer un nuevo algoritmo para la descomposicion
OR, sino mostrar como seleccionando un algoritmo secuencial que efectia la
descomposicién QR podemos transformarlo siguiendo una metodologia a un programa
de ejecucion paralela. Los objetivos generales pueden resumirse de la forma siguiente:

i.  modelar un programa secuencial como un poliedro el cual tiene embebido un
grafo de dependencia. El poliedro nos revela el paralelismo existente en el
programa secuencial.

ii. exponer la transformacién de embaldosado, la cual permite la
implementacion en hardware de un arreglo de procesadores virtuales con un
gran numero de éstos con una cantidad menor de procesadores fisicos en el
arreglo final de procesadores.

iii.  explicar la transformacién de multiproyeccién como una transformacion
espacio-temporal.

iv.  presentar aspectos teoricos base para el estudio y la implementacion de
agendadores simples.

1.4 Perspectiva de los Capitulos

Capitulo 1. Presenta la motivacién, los objetivos y las contribuciones del trabajo
realizado.

Capitulo 2. Describe la metodologia y las transformaciones aplicadas al algoritmo
secuencial que efectia la descomposicion QR en base a los grafos de
dependencia de datos de cada transformacion. Todas las
transformaciones aplicadas se reducen a una sola transformacion la cual
llamamos transformacién espacio-temporal. Se supone un niimero no
limitado de procesadores.

Capitulo 3. Se presenta una metodologia para resolver problemas cuyo niimero de
procesadores virtuales es mayor que el niimero de procesadores fisicos
y se describen las transformaciones de embaldosado y de
multiproyeccién aplicadas al algoritmo secuencial que efectia la



descomposicién QR. Estas transformaciones se requieren cuando el
numero de procesadores fisicos es limitado.

Capitulo 4. Se presenta una introduccion simple y que forma la base para estudiar e
implementar los agendadores mas basicos. En particular se presenta
pseudocddigo para implementar agendadores con lista de prioridad. La
teoria presentada es una plataforma sobre la cual se pueden desarrollar
teoria y agendadores para sistemas paralelos mas realistas y complejos.

Capitulo 5. Presenta las conclusiones sobre los resultados obtenidos, hace énfasis en
las contribuciones y menciona las dreas de oportunidad identificadas
para ampliar el trabajo de investigacion iniciado en esta tesis.

1.5 Contribuciones

En el capitulo 2 se presenta una serie de transformaciones del poliedro original al
poliedro destino que nos permite obtener una implementacién del programa paralelo
eficiente. En la literatura no hemos encontrado un desarrollo metddico para
implementacion del algoritmo QR como el que aqui se presenta. Se explican dos
desarrollos, en uno de ellos se supone que el nimero de elementos procesadores fisicos
es ilimitado y en el capitulo 3 se supone que el nimero de procesadores fisicos es
limitado y esta determinado por el desempefio que se requiere de la implementacion.

Nuestra contribucion en el capitulo 4 es de resumir y presentar de una forma clara los
resultados mas basicos de la teoria del agendamiento, ademas se presenta la teoria y
pseudocédigo para construir agendadores con lista de prioridad bajo las hipdtesis antes
mencionadas.

En el apéndice B se presenta una breve introduccién al tema de grafos que es
pertinente para el estudio de dependencias en programas y disefio de agendadores. En
este apéndice se pone en perspectiva los agendadores més simples. Se recomienda al
lector revisar el apéndice B antes de estudiar el capitulo 4 sobre la teoria del
agendamiento.






Capitulo 2

Factorizacion QR

Matematicas: el fundamento inconmovible de la ciencia...
Isaac Barrow (1630-1677)

2.1 Introduccion

2.2 Rotacién de Givens

2.3 Factorizacion QR via Rotacion de Givens

2.4 Algoritmo de Solucién de la Descomposicién OR
2.5 Transformacion del Algoritmo

2.6 Politopo Destino

2.7 Grafo de Flujo de Seiiales

2.8 Extraccion de Informacion para la Implementacion

2.1 Introduccion

En este capitulo se abordaran las transformaciones implicadas para la
implementacién en hardware del algoritmo de descomposiciéon QR .

La primera seccion presenta una breve introduccion a los fundamentos matematicos,
requeridos para el entendimiento de la descomposicion QR . Posteriormente se mostrara
a detalle las transformaciones, implementadas en lenguaje C, realizadas en el algoritmo
original de descomposicion QR. Las transformaciones en nuestro cddigo base



comprenden: efectuar normalizacién, concordancia de indices, eliminacién de
comunicacién global, asignacién unica concluyendo con la transformacion espacio
temporal.

En la transformaci6én programa destino, se representa el algoritmo inicial, ejecutado
secuencialmente, a uno modelado de manera paralela. Este cédigo estd en funcion de
un nuevo espacio de indices, los cuales modelan el programa en funcién del tiempo y el
espacio de procesadores. En base a la informacién contenida en el programa destino, se
obtienen las herramientas necesarias, para la generacion de las sefiales de control, de la
implementacion en hardware de la descomposicién QR .

2.2 Rotacion de Givens

Las matrices de rotacién son elementos basicos para construir algoritmos numéricos
mas complejos que resuelven problemas de matrices. Las matrices de rotacién se usan
para anular, esto es convertir en cero, a un elemento seleccionado de una matriz. A
continuacién motivamos la definiciéon de una matriz de rotacion [12]. Sean w y w’
vectores en el plano, w” se obtiene por la rotacion de w en contra las manecillas del
reloj un angulo de f radianes. Ahora encontramos una expresion para la

transformacion que nos permite encontrar w’ a partir de w dado el angulo de rotacién
B, la figura 2.1 muestra la situacién descrita.

]
A
w=(x,y)
w=(xy)
B
a
<€ > i
Y

Figura 2.1: Rotacién de un vector, en sentido contrario a las manecillas del reloj.
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Sea r la longitud del vector, esto es ¥ = \[xz +y* . Por trigonometria se tiene que:

x=rcosa,
y=rsena,

x' =rcos(a+f) y
y' =rsen (a+f)

Usando identidades trigonométricas tenemos que:

, [rcos(a+ﬂ)]

BE sen(a+ f)

, [cos acos f— senasenﬂ]

~" cos asenf+senacos 8
, cosff —senf || cosa
w= r[senﬁ cos 8 ][sena]
, |cosf —senf
o [senﬁ cos f ] Y

La transformacion buscada es:

- [cos B —senﬂ] @.1)

“|senB cosfB

y se llama la matriz de rotacion en el plano y es una matriz ortogonal, una matriz 4 es
ortogonal si es cuadrada y tiene columnas ortonormales, A'A=1I es decir A =A4' La
figura 2.2 muestra un caso similar a la de la figura 2.1, excepto que ahora el vector w’
se ha girado un angulo de S radianes en el sentido de las manecillas del reloj.
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w=(xy)

w'=(x,y)

\ 4

Figura 2.2: Rotacién de un vector, en el sentido de las manecillas del reloj.

De un proceso similar al presentado antes se tiene que:

,_[rcos(a—ﬁ):'
r sen(a—f)

, |cosB senf ||coscx
v [—senﬁ cos B ] [sen a]
, | cosf senf
[—senﬂ cos ,8] W

w’ y w estan relacionados por la siguiente matriz de rotacién la cual es una matriz
ortogonal.

_|cosp  senf
= [—senﬁ cos ﬂ] .

Para el problema que consideramos mas adelante, la seleccién de la matriz de rotacién
por la ecuacion (2.1) o (2.2) es indistinta, en nuestro desarrollo consideramos la relacion
(2.2). En la descomposiciéon QR de una matriz, el siguiente problema se resuelve
repetidas veces. Sean a y b nimeros reales dados, encontrar c =cosf,y s=senf y r
tal que:
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c slal_|r|_ c-a+s-b @.3)
-s c||b] |0f] [-s-a+cb
De las relaciones r =c-a+s-b, 0=-s-a+c-b y ¢’ +s* =1 se tiene que:

r=+Ja* +b’

= 24

~ oy |8

Donde se supone que r# 0. La transformacion en (2.3), llamada rotacién planar, de
Givens o de Jacobi, se usa para introducir ceros en los elementos de la matriz real sobre
la cual actia. Los valores de ¢ y s se calculan de tal manera que la relacion (2.3) se

cumple. Las longitudes de los vectores |[a, b]' y [r, 0] son iguales. Los calculos

requeridos por la relaciéon (2.4) incluyen divisién y raiz cuadrada. Los resultados
anteriores los podemos resumir en la relacién:

cosd senflla x| 1 abax_rx' 54
—sen8 cosB||b y| JE+pr|-b allb y| |0 ¥ )

Donde 6 =tg™ (2), r=vJa*+b* y
a

[ c sj“:x] [ x-cos@+y-send ] Re{(x+jy) e‘fa} [x']
= : = o |=] e (2.6)
-s c|ly| |-x-senf+y-cos@ Im{(x+jy)e"9} y

Dado que #=tg™ (BJ Las relaciones (2.5) y (2.6) son utiles para implementar la
a

transformacién de Givens en un procesador cérdico o en un procesador convencional
[20]. Un procesador cérdico tiene dos modos de operacién: vectorial y rotacional. En
modo vectorial se le proporcionan a y b yretorna 6 y r,y en modo rotacional si se le

proporciona 6 y [a, b] retorna [c-a+s-b, —s-a+c-b] donde c=cosf y

s=send. En el cérdico en modo vectorial se efectiia una rotaciéon y se calcula un
angulo. En el cérdico en modo rotacional sélo se efectua una rotacion. Las relaciones
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(2.5) y (2.6) nos ilustran como implementar una rotacién de Givens con un procesador
cérdico y con un procesador convencional. La figura 2.3 muestra los dos modos de
operacién de un procesador cordico. Tanto en el cérdico en modo vectorial como en
rotacional se multiplica un vector por una misma matriz de transformacién. Observamos
que si en el cérdico en modo rotacional interpretamos la entrada y la salida como
nimeros complejos, en particular z=x+ jy y z'=x"+ j)’, entonces el cérdico efectiia

la siguiente multiplicacién de numeros complejos: z'=z-e’® El uso de los
procesadores cérdicos permite implementar la rotacién de Givens sin tener que utilizar
raiz cuadrada y division. Las operaciones de rotacién y calculo de angulo de rotacion
son operaciones primitivas de un procesador cérdico y sus tiempos de ejecucion son
comparables a la de una multiplicacion en un procesador convencional.

cordico en
modo vectorial

il
)

cordico en x'=x-cos@+y-senf = Re{(x+ jy)e—ﬂ}

modo rotacional

]

e
[ » y'=—x-senf+y-cosf= Im{(x+jy)e"a}

Figura 2.3: Modos de operacion de un procesador cérdico.

Para simplificar algunas figuras que se presentan més adelante, la figura 2.4 muestra
la figura 2.3 parael caso: f=a+jby z=x+jy
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Re{/}
, O=tg’|——|+
f —*| cérdicoen | o=t (Im{f}) ¢
— | modo vectorial
v — I/l
z —* cdrdicoen _ 7.6
—_,|modo rotacionall

Figura 2.4: Modos de operacion de un procesador cérdico, cuando la entrada es un
nimero complejo.

Una rotacién planar o de Givens, para rotar vectores de # dimensiones, se representa
por una matriz de la forma:

i k
1 0 - 0 0]
0 c s 0f i
G(i,k,0)=|: 5
0 —-s - C of £
0 0 0 1

Donde c=cos@ y s=send Note que g,=c, g, =C 8x=5 Y &, =—s donde se
supone que i < k . La rotacion de Givens es una matriz ortogonal. La matriz de rotacion

de Givens es una matriz de rotacién en el plano (i,k) de R” El 4ngulo 6 solo tiene

significado en dos y tres dimensiones. El producto G(i,k,6)x, x#0 representa una

rotacion de @ radianes en el sentido de las manecillas del reloj del vector x.
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cx,+sx, | «fila i

G(i,k,8)x= :
—sx,+cx, | «fila k

C X -
,"x‘,2+xk2 «fila i
G(i,k,0)x= !
0 «fila &
L x" -

Es decir, G (i,k,H) anula el elemento £ de x y modifica el elemento i de x, de tal
forma que el nuevo elemento en la fila i es \/x’+x,” Cuando la matriz 4 se

multiplica por G(i,k,8) sélo se afectan las filas i y & de la matriz 4.

Se puede aplicar una secuencia de rotaciones en el plano a todos los componentes
abajo de un elemento de un vector. Eliminando el angulo en la rotaciéon de Givens

tenemos que:

G(1,2)x= ;
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—,/xlz +x, +x} )
0
0
G(1,3)G(1,2)x= :
Xy
_\/x,2 +x, x4 ]
0

G(1,n)...G(1,3)G(1,2) x = g ,
0 -

El producto de matrices de rotaciéon no produce una matriz de rotacién, sin embargo
dado que una matriz de rotacion es ortogonal se tiene que el producto de matrices de

rotacion es ortogonal.

Es usual decir que una secuencia de rotaciones en R™” produce una rotacién en R™
como se sefialé previamente, pero ésto no es correcto. Sin embargo adoptamos la
costumbre. De lo mencionado previamente se desprende el siguiente resultado:

Sea 0# xe R", x se puede rotar por una secuencia de n—1 rotaciones de plano de
tal suerte que después de la rotacion, x sélo tiene componentes en la direccién de e,

0<i<n,donde e, es un vector unitario en la direccion del eje i. Dicho de otra forma,

existe una matriz ortonormal @ formada por el producto de rotaciones planas tal que:

0 \/x12+x22+...+x,2+...+x,,2 0

~—
columna i

0x=[xle|0

En particular:
0=G(i,n)-....G(i,i+1)-G(i,i-1)-...-G(i,1)
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Ejemplo2.1.Sea x=[x, x, x x, x]y

_xl - 0 0 =
% X, 0
x, G(3,1) N W G(3,2) m G(3,4)
X4 Xy b A
_xsj L oxs i X )
- 0 _ _ 0 -
0 0
\/xlz +x,7 +x” +x 63, \/xlz +x,2+x7 +x7 +x
0 0
L Xs i | 0 J

Entonces la matriz ortonormal @ esta dada por:

G(3,5)-G(3,4)-G(3,2)-G(3,1)
|

En la practica las multiplicaciones de la rotacion de Givens no se efectian de acuerdo al
algoritmo de multiplicacion de matrices sino se usa un procedimiento de rotacion que
hace lo equivalente, esto nos libra de efectuar operaciones que no contribuyen al
resultado. Mas adelante mostramos algoritmos que ilustran la idea. Note que un
elemento de x que se ha reducido cero por una rotacién nunca toma valores diferentes
de cero cuando se aplican mas tarde rotaciones. De lo explicado antes se tiene que dada

la matriz Ae R™" es posible a través de una secuencia de rotaciones reducir 4 a

Re R™™ donde R es una matriz triangular superior. R se logra anulando todos los
elementos de A que estan debajo de su diagonal.

La rotacién de plano considerada antes aplica solamente a matrices reales. Ahora nos
interesa extender las ideas anteriores a matrices complejas. Existen varias formas de
lograr la extensién deseada. Sea la siguiente matriz cuyos elementos son nimeros

complejos:
X z
[ } 2.7)
y w
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Ahora encontramos las relaciones que x, y, zy w deben cumplir para que la matriz
(2.7) sea una matriz unitaria. De:

[x z] x 0y
y wjlz* v

Se tiene que se debe cumplir que ||’ +|z[* =1,

=[1 0]= o+ xyt+zew .

01

yx +w-z' |y|2+|w|2

y|2+|wl2 =1, yx"+w-z'=0y

x-y"+z-w' =0. De aqui se tiene que |x|=|w|, |y|=|7| ¥ 6,-6,=6,-6,(2k+1)x,
donde k es un entero. Usando estas Gltimas expresiones en la matriz (2.7) tenemos que
se puede reescribir como:

e’ e

[| x| e’% | z| o’% ]
(2.9)

Donde  6,=4x, 6,=4z, 6,=2y, @,=4w, | +{=1 'y
6,-6,=6,-6,+(2k+1)x. La matriz compleja (2.9) junto con las restricciones
| +|2/" =1 y 6,-8,=6,~6,£(2k+1)x, donde k es un entero, es la forma mas

general de una transformacion matricial unitaria 2x2 . Existen seis pardmetros en la
representacion. Si seleccionamos 6, =-6, y 6, =—0, +(2k+ 1) 7, entonces se satisface

la restriccion 6,—6,=6,—6,%(2k+1)7 y se reduce el nimero de rotaciones

complejas de la transformacién en dos. Después de la particularizacion mencionada y

haciendo |x| =cosé, |z| =senfd. 0<6< %, la matriz (2.9) se transforma en:

cos@-e’*  sen@-e'*
—senf-e /% cos@-e %

19



Si hacemos ¢ =cos@-e’* y s=sen8-e™*, la matriz anterior se puede reescribir como:

c s
[ ] 2.10)
-5 c

2 |2 . oz . : :
Donde |c| +|s|” =1. La matriz (2.10) es la rotacién de Givens compleja y es una matriz

unitaria. Supondremos que la condici6n anterior es valida en lo que sigue. Sean a y b
nimeros complejos dados, queremos encontrar ¢ y s en general complejos tal que se

cumple que:
c s |la|_|r| | ca+sb
-s c'||b 0 —s-a+c’-b

: " 2 2 .
De las relaciones r =c-a+s"-b, 0=—s-a+c*-b y |c| +|s| =1 se tiene que:

€ (1l 1P = 5_ (142 <151
r=a‘(a| +|p| )=?(a| +|o| )
=e—j(9.«_+‘9a) ) |a|2 +|b|2 =e'j(€;—8b) . |a|2 +|b|2
. 11
. |—|l (2.11)
(" +1ef")?
b
Isl=L1
(" +[of' )2

Donde 6, =Zc, ,=Za, 8, =4s y 6,=£b. En general, los dngulos de ¢ y s son
arbitrarios y se seleccionan para satisfacer otros criterios. Por ejemplo si se requiere que
r sea real entonces se debe tener que:

Le=La 'y 4Ls=Lb,

que es una consecuencia directa de la primera ecuaciéon de (2.11). Si ,=Za y

6, = Zb entonces se tiene que:

s=|sle* y c=|c]e”™ (2.12)
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Los resultados anteriores los podemos resumir en la relacion:
cosf-e’* sen@-e’® |a x| _ 1 a b [a x]_[r x”-| .15
—senf-e’* cos@-e’% ||b y |a|2+|b|z b allb y 0 y” 2.13)
i Y
Donde 8=tg™"'| — |, 0, =La, =10, r=(|a| +|b| ) y
a

cos@-e’% senf-e® |[x]| [x”7
—senf-e’% cos@-e’% ||y| |V

Note que la siguiente relacion es valida:

[cosﬁ-e""" senﬁ-e””’] (1 0 [ cos@-e® senB-e"”"]

—sen@-e’* cos@-e’* 0 /%) _—senﬁ-e”o" cos@-e /%

2.14)

1 0 |[cos@ sen8l[e’™ 0
“lo el’“’a*’b)_ | —send cosf|| 0 7%

Sea la transformacion:

e’ 0 |[a] _[d ) 15
0 e‘job b - bl ( )

donde a y b son numeros complejos, entonces a” y b5° son nimeros reales donde

d=lalyb'= Ibl . Note que la matriz de transformacién en la relacion (2.15) es unitaria.
La primera matriz de transformacion en (2.14) convierte el vector complejo [a, 5] en

el vector real [|a|, lbl]' La segunda matriz de transformacién rota el vector real
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[la|. |o|] y se obtiene el vector real [r, 0] y la tercera matriz de transformacién no
tiene efecto en el vector real [r, O]'

La figura 2.5 muestra superprocesadores cordicos que efectian el procesamiento
indicado por las relaciones (2.13) y (2.14). Las rotaciones en (2.13) y (2.14) se pueden
efectuar en procesadores convencionales o en superprocesadores cordicos. Con objeto

de producir una matriz con s6lo nimeros reales en la diagonal, se requiere la siguiente
transformacion para convertir en real el elemento a la extrema derecha en la diagonal

1 0
0 e’%

El superprocesador cérdico se puede reconfigurar para efectuar esta transformacion.

8,
Iz'-e’ =%
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Superprocesador cérdico en modo vectorial

9'
lm(a} cordico
Re a} vectorial
RIS ¥ T
cérdico
vectorial
b
| =g |-
E — Il o=k (|HD
lm{b} cordico
Re{b} vectorial

negativo
de

suma

Superprocesador cérdico en modo rotacional

cordico
rotacional

...——.py':y e

[o w7 H

A
i cordico e o cordico e e
9, —»| rotacional FEEET W > rotacional > x"=(x]+ jy;) e
A 9 —>
¢
Y —
-(6.+6,) —>
Yy —> %
cordico PR S cordico » e
9, ——»| rotacional yEye > rotacional [ Y =(x/+y)-€”
6 —>
e o Tx][¥ [cos9 scnﬁ][xl]=[x':|
0o enlly ¥ —-send cosé ||y y
x'=x/+)x
Y=y +w,

x']
”

— (-6.-6,)

(0.+8)

Figura 2.5: Rotacion compleja de Givens implementada con superprocesadores

cordicos.

A continuacién explicamos otra forma de encontrar una transformacion que anula un
elemento de un vector bidimensional y convierte el otro elemento en un niimero real. En
algunas aplicaciones el resultado descrito antes es un requerimiento. La transformacion
que presentamos es el producto de otras dos transformaciones donde la primera
convierte las dos componentes de un vector bidimensional en reales y la segunda
transformacion es una transformacién de Givens para reales. La transformacion buscada
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se obtiene de la transformacién compuesta (2.14) eliminando la tercera transformacion,

la cual no tiene efecto en el vector [r, 0]

Consolidando las dos primeras transformaciones de (2.14) en una transformacién, se
tiene que:

c sl[le’ 0 |[a x| [cos@-e?* senf-e®|la x| [r X )16
s c|l 0 e®|b y| |-seng-e’* cos@-e% ||b y| |0 (2.16)
Donde 9=tg_l(‘gl), 6,=Za, 6,=1b, r=,“a|2+|b|2 y

= AL

La transformacién resultante (2.16) es unitaria dada que es el producto de dos
transformaciones unitarias. La figura 2.6 muestra superprocesadores cérdicos en modo
vectorial y rotacional que calculan respectivamente la expresion (2.17) y los 4ngulos

6, 8, y 6,. Aqui también se aplica un método similar al explicado antes para convertir

todos los elementos de la diagonal en reales.
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Superprocesador cérdico en modo vectorial

Im{a} ——> > —> 0,
cérdico
vectorial
Re{a} —» I
2 ¥
> |l A
coérdico
vectorial i 0 bD
f—— 0=tg —|
a
Ts{a} ——» A
cordico | | |
Re{b} —> vectorial = )
Superprocesador cérdico en modo rotacional
Re{x-e""}
tmx} —__-A — Re{x"}
e — 2, £-—J
aciona
B sl —> Re{y'}
m{y} __,
R cérdico cordico Im{x’}
e{»} > rotacional rotacional
5 —> — In{y}

b

Figura 2.6: Rotacion compleja de Givens implementada con superprocesadores
cordicos.

A continuacién explicamos otra transformacion que anula un elemento de un vector
bidimensional y convierte el otro elemento en uno real. Nuestro punto de partida es la
relacion (2.16). Esta relacion tiene el inconveniente que requiere cuatro rotaciones

Im{y-e'”"}

complejas. Formamos la siguiente transformacion:
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e 0 |[cos® senfle’® 0 |[a x]|_ cosf seng-' % a x~
0 e%|[-send cos@|| 0 e |b y| |-seng.e’%% o5 by

2.18)
_|re® X
_[ 0 Y’]
(b 2 2
Donde 8=tg™'||—||, 8,=Za, 6,=2b, r= +|b
() &-z0 8- = a4 5
cos@ seng- e’ |:x:|_|:x"] 2.19)
—sen@-¢ /%) cos@ y] " '

La transformacién (2.18) es unitaria dado que es el producto de transformaciones
unitarias. La figura 2.7 muestra superprocesadores cordicos en modo rotacional y
vectorial que calculan respectivamente la relacién (2.19) y los 4ngulos 8 y 6,—6,.
Note que en este caso 7-e’* no es en general real en la expresion (2.18). La rotacién en

la relacién (2.18) es util cuando no se requiere que r-e’* sea real.

26



Superprocesador cérdico en modo vectorial

6,
b
vectorial
¢
2 2 ,_ 2 bz 10,
r=Vld’ +[4] r' =l +[ef e
(an-ab)
cordico
cdrdico [
vectorial i 0 —>| vectoriat [
o ()
al
O
lal
a cérdico
> vectorial -
aa
Superprocesador cérdico en modo rotacional
X
cérdico >x=xe% cdrdico o_fr oy -
9 ——»| rotacional x¥=xe™ y, = rotacional [ % =(x+p)e”
. 9 —>
¥ — cérdico - P
-9 ——p| rotacional * =X
X —]
Y —>  cérdico 5 - ’ > cérdico oy
6§, —»{ rotacional - >y=yet ': rotacional —> " =(x]+ jy)) e
, cosd send|[x] [x”
e 0 Jfx] _[¥ -send cosé ||y = y
0o 4y 1Y ¥
—> cérdico »_ _» 48
X' =x)+ jx _g —»| rotacional >y =ye
! b
Y=yt

v S

Figura 2.7: Rotacién compleja de Givens implementada con superprocesadores
cordicos.
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2.3 Factorizaciéon QR via Rotacion de Givens

La factorizacién QR de una matriz tiene miltiples aplicaciones entre otras:

i.  enla solucion de ecuaciones lineales simultaneas,
ii. en minimos cuadrados,
ili.  calculo de la seudoinversa de Moore Penrose,
iv.  célculo de vectores propios y
v.  descomposicion en valores singulares.

Existen los siguientes métodos para efectuar la factorizacién OR .

i.  proceso de Gram Schmidt,

ii.  proceso de Gram Schmidt modificado,
iii.  transformacion de Householder y
iv.  rotacion de Givens.

La factorizacion QR se puede formular en términos de aplicaciones de
transformaciones de Givens. Las transformaciones de Givens se aplican hasta producir
una matriz triangular superior. El proceso de convertir 4 en R se llama
triangularizacion.

La rotacién de Givens tiene las siguientes caracteristicas cuando se usa para la
factorizacion QR .

i.  requiere menos operaciones que la transformacion de Householder para
matrices ralas, una matriz rala es aquella en que la mayor parte de los valores
de la matriz son iguales. Usualmente, en una matriz rala el valor que se repite
es el cero. Existen variantes de la rotacion de Givens que requieren el mismo
numero de operaciones que la transformacién de Householder para matrices
densas.

ii.  mayor facilidad de ser paralelizada que la transformaciéon de  Householder.
ili.  tiene menor estabilidad numérica que la transformacién de Householder.

Para implementacién en circuitos el método de factorizacion QR por medio de la
rotacion de Givens se prefiere dado que presenta mayores posibilidades para paralelizar.

Sean Ae C™™", Qe C™ y Re C™, la descomposicion QR de A es de la forma:

A=0R
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Donde Q es una matriz unitaria esto es Q@ =1 y R=Q"A tiene sus elementos
debajo de su diagonal iguales a cero. Es decir, R es una matriz triangular superior. La

. v vy i ; . . n . h
triangularizacion se puede aplicar a matrices con diferente cociente —. Si n2m, 0'A
m

se puede escribir como:
0ta=|®
“lo

Donde R’e C™™ y es triangular superior. Si n <'m , se tiene que:
0'A=[R S]

Donde R'e C™ y Se C™™™ y R’ es triangular superior. Cuando se tiene este caso
en muchas aplicaciones es mas conveniente usar la descomposiciéon RQ en lugar de la
OR . Otras descomposiciones similares a la QR son la RQ, OL,y LQ . Estas tltimas
son similares a la QR y RQ respectivamente, la diferencia es que mientras en OR y
RQ aparecen matrices triangulares superiores en QL,y LQ son triangulares inferiores.
La factorizacion QR presentada antes se llama factorizacion QR modificada por
algunos autores [12].

Una generalizacion de la factorizacién QR es la factorizacion QRP donde Q y P

son como antes y Pe I™™ y es una matriz de permutacién. La inclusion de la matriz
P equivale a permitir pivoteo en la factorizacion QR . La factorizacion QRP permite

detectar dependencia entre las columnas de 4. Si A4 tiene rango k entonces se puede
escribir que:

QhAP— RI RII
1o o0

Donde R’e C** y R”e C*™™* donde R’ es triangular superior y no singular.
y p g
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2.4 Algoritmo de Solucién de la Descomposicion QR

En el listado 2.1 se presenta la idea fundamental, para la implementacion
computacional de la descomposicién QR cuando la matriz 4 es real. M es el namero

de filas, N el nimero de columnasy M > N . El caso M =N no se trata aqui, porque
la teoria aqui presentada contiene también a este caso. La primera tarea que el algoritmo
efectta es el calculo del seno y coseno del angulo de rotacién y después la rotacion se
aplica a las filas a donde pertenecen el elemento que se aniquila y el elemento de la
diagonal que se considera.

Jor (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
for (i=M =1 i>=k+1; i—-){ // barre las filas
/I efectia el calculo
// del coseno y el seno, es decir,

ali-1][k] 1
(@ [0k} +a? -1
il
(o [k} + a2 [-1[K])E

cC=

; // calcula parametros de rotacion

S=

Jor (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas

// efectia las rotaciones

e T

Listado 2.1: Factorizacién QR para implementar en procesador secuencial.

En el algoritmo mostrado tenemos tres indices: k, i yj, k barre sobre los elementos de
la diagonal, i sobre las filas y j sobre las columnas. Notamos que asociado a cada

elemento de la diagonal k£, a,, tenemos una matriz A4, definida por:
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Ay 0 Gy

A, =

Ak " Oyg-1N-1

Se puede considerar que el indice k produce la secuencia de matrices A,
k=0,..,N-1 donde se supone que M > N Un recorrido del indice i/ hace igual a cero
todos los elementos de A, , en la columna k que estin abajo del elemento a,. Un
recorrido del indice j efectia el mismo procesamiento que se le hizo a un elemento de
la columna k y fila i, a todos los elementos de la fila i. Podemos considerar que un
recorrido de k produce matrices, que un recorrido por i transforma en matrices que
tienen ceros en la columna k debajo del elemento a,, . El indice k barre sobre matrices,
el indice i sobre filas de estas matrices y el indice j sobre columnas de una fila dada.
El indice k¥ maneja objetos agregados mientras el indice j maneja objetos simples. Los
objetos simples se usan para construir objetos agregados de diferente complejidad.

El algoritmo del listado 2.1 se puede transformar en el algoritmo mostrado en el
listado 2.2, M es el numero de filas, N el numero de columnas y M >N Aqui en
lugar de calcular el seno y el coseno de un angulo se obtiene el angulo y en vez de
efectuar la rotacién por medio de una multiplicacion por matriz, la rotacién se considera
una primitiva. El algoritmo es adecuado para implementarse usando procesadores
cordicos, en estos procesadores las operaciones de obtencion de angulo y rotacién de un
niimero complejo son operaciones primitivas. La primera tarea que el algoritmo efectia
es el calculo del angulo de rotacion y después la rotacion se aplica a las filas a donde
pertenecen el elemento que se anula y el elemento de la diagonal que se considera.
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for (k=0;k <N; k++){ // barre la diagonal
Jor (i=M-1; i>=k+1; i—=){ // barre las filas
// efectaa el calculo del angulo, es decir,

// calcula pardmetro de rotacion
6= angle(a[i][k],a[i—l][k]);

Jor (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas

// efectia las rotaciones

s (e )

Listado 2.2: Factorizacién QR para implementacion con procesador cérdico.
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2.5 Transformacién del Algoritmo

2.5.1 Algoritmo Base de la Descomposiciéon OR

El listado 2.3 muestra la implementacién computacional del algoritmo de la
descomposicién QR , en lenguaje C, en base al listado 2.1. Sea 4 =a([i][ ] la matriz de

entrada de datos, de orden M XN . donde: M es el nimero de filas, N el nimero de
columnasy M > N

Jor (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
for (i=M-1; i>=k+1; i—-){ // barre las filas

r=(sqrt( pow(a[i—l][k],2.0)+ pow(a[i][k],Z.O)));
(ali-1k) /7
(el 17

c

S
for (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas

= ali-1][j];
ali-1][j]= c*aA+s*ali][j];
] = —s*nsctalilsl

Listado 2.3: Implementacion en lenguaje C de la factorizacion OR .

El espacio de iteracién o de indices, x =i, j,k]’, donde los datos son computados est4

definido por:
x={(i,j,k)M-12i2k+1, k<j<SN-1, 0<k<N-1}

Con el codigo del listado 2.3 se realizardn una serie de transformaciones que
comprenden: normalizacion, concordancia de indices, eliminacion de comunicacion

global y asignacion unica. Para explicacion de estos términos véase el libro de Wolfe,
Michael, en la bibliografia.
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Observe que cuando j=k se realiza el calculo de la hipotenusa, del seno y del

coseno dados los catetos de un tridngulo, también se calcula la rotacion de las filas i €
i—1. El segundo célculo es innecesario dado que sabemos que los valores que se
obtendran después de la rotacion son la hipotenusa y cero. En particular, tenemos que
introducir las siguientes lineas de c6digo:

ali-1][k]=r y ali][k]=0

En el programa mostrado en el listado 2.4 se evita el calculo innecesario antes
mencionado. Asimismo se afiaden al programa las siguientes lineas de cédigo:

if (r=0){
c=1;
s=0;

Yelse{

c= (a[i—l][k])/r;
s= (a‘[i][k]) /r;

Con el propdsito de evitar en el proceso de Generacién de Rotaciones de Givens (GG)
un valor indeterminado al evaluar los valores de las variables de seno y coseno s y ¢

respectivamente, dada una posible division por el valor de cero, que se presenta cuando
los elementos de la matriz a[i—l][ j] y a[i][ j] son ambos cero [24].
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Jor (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
for (i=M=1; i>=k+1; i—=){ // barre las filas

r=(sqrt( pow(a[i-1][],2.0) +pow(a[i][k],2.0)));

if (r="0)¢
c=1;
s=0;

Yelse{

c=(a[i-1][k])/r;
s=(allk)/r

}
a[i—l][k]= r;
ali][k] =0;
Jor (j=k+1;j<N; j++){ // barre las columnas

= ai-1][];
ali-1][j]= e*n1+s*alil[j];
alil[;] = -s*a+c*ali][/];

Listado 2.4: Implementacion en lenguaje C de la factorizaciéon QR .

2.5.2 Hundimiento de Cédigo

En la metodologia de transformacién de un programa en circuiteria que aqui
consideramos a cada punto del espacio de iteracién definido por los indices (4, j,k) le

asignamos una operacion que se ejecuta en un procesador. Sin embargo, el programa del
listado 2.4 es un bucle imperfecto. Es posible en muchas ocasiones, como aqui es el
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ccaso, transformar un bucle imperfecto a uno perfecto. Para tal efecto se usa la
transformacion de hundimiento de cédigo [40]. El programa del listado 2.5, se obtiene
de aplicar la transformacion de hundimiento de cédigo al programa del listado 2.4.

También se realiz6 la eliminacién de la linea de cédigo a[i][k]=0; esto se debe a que
la teoria nos indica que este elemento de la matriz es siempre cero. Los elementos que

siempre son cero de acuerdo con la teoria nunca los calculamos con el objeto de reducir
la circuiteria que los implementaria.

Jor (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
for (i=M-1; i>=k+1; i—-){ // barre las filas
Jor (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas
if (j=k){ /I Generacién de Rotaciones de Givens (GG)

r= sqrt pow ali-1][/], 20)+pow(a[ (/1 20)))
if (r="0){

Jelse{ /I Ejecucion de Rotaciones de Givens (RG)

= ali-1][/];
ali-1l/]= e*+svall]
alil[lj/1 = -s*tl+c*ali][/];

¥

Listado 2.5: Cédigo de la factorizacién QR después de aplicar hundimiento de cédigo.
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Del programa del Listado 2.5 observamos que para cada valor del indice k se
accesan inicialmente dos filas de la matriz A y posteriormente se accesan fila por fila
de la matriz A4 hasta llegar a la fila k+1. A continuaciéon presentamos una
transformacién que nos permite para cada indice de k accesar una a una las filas de la
matriz A . Esta transformacién, como veremos mas adelante, nos simplificard la
circuiteria considerablemente dado que evita suministrar por el alimentador las filas
M -1y M -2 de lamatriz A durante la primera iteracién del indice determinado por
i . Se logra asi que la alimentacién de datos a la circuiteria sea uniforme. A continuacion
explicamos la transformacion. Considere la matriz de entrada A4 :

@ v Gy

A[M][N]=

Qa0 " Oyoana

y las filas a[M —2][*] y a[M —1][*] durante la iteracién cuando el indice ies igual a
M —1. Enseguida se muestra las filas M -1y M -2.

AN o o
a[M_l][*]{ A0 7 Bypona

La modificacién, como se muestra a continuacion, al cddigo consiste en aumentar el
namero de filas de M a M +1 en la matriz de entrada de datos 4 donde todos los
elementos de esta nueva fila son cero.

Ay 0 Gynq

A[M +1][N]= a' g
M-1,0 M-1,N-1

b e 0

La transformacion al programa también usa la propiedad del algoritmo de
descomposicion QR : cuando en una rotaciéon de Givens una de las filas que se

transforma es igual a cero la otra no se modifica.

La transformacion en el programa se manifiesta cambiando el limite inferior del indice
iel cual es ahora M Observe que la transformacioén expande el espacio de iteracion.
Esta expansion como se verd adelante incrementa el tiempo de ejecucion del algoritmo
en un ciclo de reloj sin embargo produce reducciones considerables en la
implementacion final. La transformacion esta reflejada en el cédigo del listado 2.6
donde se supone que los elementos de la ultima fila de la matriz 4 son iguales a cero.
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Sea A la matriz de entrada de datos, de orden (M +1)x N, donde: M es el namero
de filas, N el nimero de columnasy M >N

for (k=0;k<N; k++){
for (i=M; i>=k+1; i——){
for (j=k;j<N;j++){

// barre la diagonal
// barre las filas
// barre las columnas

if G=Fk)N

// Generacién de Rotaciones Givens (GG)

(sqrt pow a[i—l][j],2.0)+pow(a[i][j],2.0)));
)

}eLse{

c=(ali-1][])/7;
=(ali)lj])/7;

}

ali-1][i]=r;
Yelse{ /| Ejecucién de Rotaciones de Givens (RG)
= ali-1][/];
ali-1][j]= c*i+s*alil[j];
alil[j/] = —s*tl+c*a[i][/];

}
}

Listado 2.6: Codigo de la factorizacion QR modificado para evitar al alimentador

suministrar dos valores de la matriz de entrada A en la primera iteracién
del indice i.
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2.5.3 Normalizacién

La teoria sobre la cual se fundamentan la serie de transformaciones aplicables al
codigo supone que los indices se incrementan positivamente. La transformaciéon que
logra esto se llama de normalizacién. El programa del listado 2.7 se obtiene del
programa del listado 2.6 al aplicar una transformaci6n de normalizacion.

Jor (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
Jor (i=—AL i>=—k-1; i++){ // barre las filas
Jor (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas
if (=k){ /I Generacién de Rotaciones de Givens (GG)

(sqrt pow(a[-i-1][7],2.0)+ pow(a [—i][j],Z.O)));

=(a[-i-1][1)/r;
s=(al~i]Lj]) /7
}
a[-i-1][j]=r

Yelse{ /I Ejecucion de Rotaciones de Givens (RG)

= a[-i-1][j];
a[—i—l][j]= c*tl+s*a[-i][j];
a[-i][j] = -s*tl+c*a[-i][j];

Listado 2.7: Codigo de la factorizaciéon QR después de aplicar normalizacion.
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En el grafo de dependencia de la figura 2.8, el cual corresponde al programa del listado
2.7, se observa que los elementos de las matrices parciales, definidas por cada iteracion

del indice k, A® resaltados con una flecha de color azul, son los resultados
esperados al aplicar la descomposicién QR . Las flechas denotadas con color verde son

los elementos cuyos valores se han de procesar en la siguiente iteracién de & .

aBIIt) ffal4)t]aP)R) |f al4)(2)

ll‘ll'l\\? al4)i2|

al201) =Bt af2)2) [f a3)12)

@ a3)2)
alnit) ffsf2(1) i) |fa21(2)
a2y af2p2)

l[“]l‘ll'l‘ll'l a(0][2] {jal!)i2)

©alt)n a(1)2)
2[0jo) (olo)l1] a0)2)
. . ‘ . ) _
! ’ i ’ ’ a) Iteracién k=0.
k=1
T e
a[3I1) [jalalt)  a[3)(2] ff af4112]
a[d)[2]
211 [aBi  al2)(2) || k2]
sl I
a(3)i2]
a1)(1) [jal2)(1) a[1)i2) || a2)I2}
2F ey % &
a[2](2)
alf]i) al1)2]
E 0 : ; : g
f b) Iteracion k=1.
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. o.. SO
el
-4
af2)2) ffef3}121
i
laf2(2)
-1
0.1 1 Ly
i ¢) Iteracién k=2.

Figura 2.8: Grafo de dependencia del c6digo de normalizacion de la descomposicién
OR, (M =4,N=3).
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2.5.4 Concordancia de Indices
La transformacién de concordancia de indices aplicada al programa de normalizacién
de la descomposiciéon QR del listado 2.7, consiste en mapear cada una de las

asignaciones presentes en el codigo, al espacio de indices x=[l, _],k] determinado por

el nimero de bucles presentes en el programa, como se muestra en el listado 2.8.

Jor (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
Jor (i=-M; i>=—k—1; i++){ // barre las filas
Jor (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas
if (j=k){ /! Generacién de Rotaciones de Givens (GG)

r[O][()][0]=(sqrt( pow(a[—i—l][j][()],2.0) + pow(a[—i][j][O],Z.O)));
i (rlol[o][0] = 0)¢

e[o][o]fo] =1

s[olol[o]=0;

Yelse{
c[o][o][0]=(a[-i-1][,1[0])/» [0][0] [0];
s[o][o][0] = (a[-]L/1[0])/~[o][0][0];

}

a[-i-1][/][0]= r[o][0][0];

Yelse{ /I Ejecucién de Rotaciones de Givens (RG)

afo]fo]o] = a[-i-1][/1[0];
a[=i-1][/][0]= e[o][o][o]*[o][0][0]+s[o][0][0]*a[-][/][0];
a[=]{j]0] = -s[o][o][o]*afo]{o] 0]+ e[o]{o][0]*a[-][/][0];

Listado 2.8: Programa después de la transformacion de concordancia de indices.
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2.5.5 Asignacion Unica y Eliminacién de Comunicacién Global

Al efectuar asignacidn dnica en el c6digo a cada variable se le asigna valor una sola
vez, durante toda la ejecucién del programa. La eliminacién de comunicacion global
evita la difusién global de datos y la sustituye por multiples comunicaciones punto a
punto. La transformacién de asignacién tnica de las variables r, s y cy eliminacién de
comunicacién global de sy ¢ realizado al programa de concordancia de indices, se

muestra en el codigo del listado 2.9.

for (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal
Sor (i==M; i>=—k-1; i++){ // barre las filas
Jor (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas
if (j=k){ /! Generacion de Rotaciones de Givens (GG)

[ 01=(sare{ pow(al-i-11[110],2.0)+ pow(al-i1Li1[0]:29)));
if (r[-][/][0]=0){
c[-i][j+1][0]=1;
s[-][/+1][0]=0;
Yelse{ \
e[~L/+1[0]=(a[~-1][;][0])/ [-[/][0];
s[=][/ +1][0]=(a[-][s][0])/ r[-][/][0];
}
a[-i-1][][0]= r[-][/][0];
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Yelse{ /I Ejecucion de Rotaciones de Givens (RG)

a[-i(] = a[-i-1][j][0];

a[~i-1][][0]= e[~L/N[0]*aA[=][/1[0]+s[-1[/1[0]*al=]L1[0);
a[=[j)[0] = ~s[=00]*n (=]l 1[0]+e[-1[ /1[0 *al=]Ls(0);
e[=Li+1[0] = e[-L/1[0];

s[=l;+1[0] = s[-[/][0];

}

Listado 2.9: Programa después de efectuar asignacion tnica de las variables » c y s
y eliminacién de comunicacion global de ¢ y s

Asignacion unica de variables r . ¢ y s y eliminacién de comunicacion global de ¢
y s. En cada recorrido del ciclo i cada fila de a, excepto la Gltima y la primera, es
actualizada dos veces, el programa no es de asignacion Gnica, sin embargo el programa
puede ser ejecutado como un programa secuencial. En el grafo de dependencia de la
figura 2.9, correspondiente al programa del listado 2.9, se observa que los elementos de
las matrices parciales, definidas por cada iteracién del indice &, A®  resaltados con
una flecha de color azul, son los resultados esperados al aplicar la descomposicién OR .
Las flechas denotadas con color verde son los elementos cuyos valores se han de
procesar en la siguiente iteracién de k.

k=0

al4|[o) s(3)l1] falAlt] al3i2] || sf4}i2]
a4]0) aagn) | aM@
o{3](0]  s(2]01] (|af3111) s[2)2) || af3]f2]

a[2)i0}

aj3|o) 331 32
a(t)o] [{af21io) (111 |jal21t)  a(1)i2] | al2h2)

al2j0) 2] al2)2)

a[0)[o) |{al1)0) a[olit] f|altiit) e[0)2] | al)2]
at — ®
al1)io) LUl 8(1]12)
a[0)[0) a[]] a(0)12)
gk o ] 2 3 .
f a) Iteracién k=0.
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Figura 2.9: Grafo de dependencia de programa con asignacion Unica de las variables r

¢ y s y eliminacién de comunicacién globalde ¢ y s (M =4,N =3).
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2.5.6 Asignacién Unica

Con el objeto de eliminar la doble actualizacién al arreglo a introducimos un arreglo
temporal denotado como temp . Durante cada iteracién de i sucede una actualizacion de

a yuna de temp , este proceder es regular excepto en la primera y Gltima iteracion de i.
En la primera iteracion se actualizan dos elementos de femp y uno de a, en la Gltima

iteracion se actualizan dos elementos de a y uno de temp .

Como resultado de la iteracion k=0, dado el arreglo a[i][j][0] se produce el arreglo
a[i][j][1] para 0<i<M y 0<j<N-1; para la iteracién k=1, dado el arreglo
a[i][j][1] se produce el arreglo ali][/][2] para 1<i<M y 1< j<N-1.En general,
dado el arreglo a[i][j][k], resultado de una iteracién del indice k, se produce el

arreglo a[i][j][k+l] para —-M <i<-k-1y k<j<N-1.

Se procede de manera similar eliminando la primera fila y la primera columna por cada
iteracién de k hasta llegar al Gltimo elemento de la diagonal de la matriz 4. Las
figuras 2.10 y 2.11 muestran las dos primeras iteraciones del programa de asignacion
Unica que usa el arreglo temporal temp .

(] 5.0

i=1 {
® L

® Ay 12,0
i=M {
[ Appx0
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a temp a
.- > >
i=1 ) M
N »O— »J
4 M
———o
. P
"o ik >A
e 2 3
——@—»Y
i=M | 2
) > 8 0]
0 1
b)

y 0
prélogo { tempy .o = Gy .o
1
a7 Ao = —S*¥Ay 0+ C *temp,, .,
l i
1 *
l‘empM_,,‘_1 = Cc* Ay 140 +5 tempM,,,o
2 *
a =" —s*q +c*temp
M-1,%1 'M=-2,%0 M-1%0
=M — 1{ ’

tempy ;.,= C*aM 2,0+s temp,,_,.,

M *
a = —S*a,,,tc temp, , ,
M *
temp,,, = c*a, 1S templ.,’o

epilogo ay., =temp,, ,

©)

Figura 2.10: a) Filas de A4 en la iteracién k =0. b) Calculos sobre filas, un calculo se
guarda en un elemento del arreglo temp y el otro en un elemento de

arreglo a . Excepto en la primera y la tltima fila. ¢) Transformacion de la
matriz A en la iteracion £ =0.
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prélogo

0
{ 1empy .\ =" Gy 4y
[ a,.,= -s*a +c*tem
M2 = M-1,1 VIR

1
temp,, ., = c*a, ., +s* temp,, .,

-2 *
Aogpy = —S*¥ay ;. FCTlEMpy, .,
i=M- l{ "

2
temp,, ., = c*ay ,, +s*temp, ,,,

ay,, =" —s*a, +c*temp,,,
temp, =M ox a,, +s*temp,,,
epllogo a,., =temp,,,
)

Figura 2.11: a) Filas de A4 en la iteracién k =1. b) Calculos sobre filas, un calculo se
guarda en un elemento del arreglo femp y el otro en un elemento de

arreglo a . Excepto en la primera y la altima fila. ¢) Transformacién de la
matriz 4 en la iteracion k=1.

La figura 2.11, muestra los calculos sobre la matriz 4 en la iteracion k=1. La
transformacién de asignacion unica, con la inclusion del arreglo temporal temp, se

muestra en el programa del listado 2.10.
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for (k=0;k<N; k++){ // barre la diagonal

for (i==M; i>=—k-1 i++){ // barre las filas
for (j=k; j<N;j++){ // barre las columnas
if =k} /I Generacién de Rotaciones de Givens (GG)
if (i=-M){
r[-i)[/1[*]= al-]L/1[];
}

r[=i=1)[1[E)=(sare( pow(al-i-1][][K],2.0)+ pow(r [-i][][].2.0)));
i ([~ 1[k]=0)¢

e[-L+1][k]=1;

[l +1lk]=0;
Yelse{

o[-0+ 1)1 = (ali -]/l -8

S[-410) +110K] = (al=ALALED /o[-~

}
(i =—k-1)
al[-i-1][/][k+1]= r[-i-1]{7][*];
}
Yelse{ /I Ejecucion de Rotaciones de Givens (RG)
if (i=-M){
temp[=i][jllk]= a[-i][j][¥];
}

temp[~i=1][j][k] = e[-i][j1[k]* al~i -1 7] (k] + s [-A1L 71 ] * cemp =] ][ K];

a[-i|[/)k+1] = =s[=[][k]* al~i = 1)[J)[k]+ e [=]0 ) [k] * remp [=) [ F][R):

if (i ==k -1}

a[-i-1][j][k+1]= temp[-i-1][;][k];
}
e[=Alj+1[¥] = e[-][][k];
sl=0+10[k] = s[=0IF:

}

Listado 2.10: Programa de la descomposicion QR después de aplicar la transformacién

de asignacion tinica.
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Las variables del programa de asignaci6n Gnica estan representadas por las aristas del
grafo de dependencia. La figura 2.12 muestra el grafo de dependencia en tres
dimensiones, después de aplicar la transformacion de asignacién unica al cédigo de
descomposicién OR .

Figura 2.12: Grafo de dependencia del programa de asignacion unica de la
descomposiciéon QR caso (M =4,N =3).
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Las entradas y salidas de los nodos del grafo de dependencia de la figura 2.12 son como
sigue:

e[L+1]l4] —nn
L +1104
i —_— e
i a1
].
alik+1]
c[i][j+l][k] temp[i+l][j][/(]
S[L+114]
[
X mplil 14 > i
| ali+ ][]

Figura 2.13: Nodos del grafo de dependencia del programa de asignacién unica.

A continuacién mediante un ejemplo se muestra la ejecucion del cédigo de asignacién
Ginica, de la descomposicion QR .
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Ejemplo 2.2. Sea la matriz de entrada A de orden (M +1)XN donde M =4, N=3.

(12 51 4 ]
6 167 —68
A=|-4 24 41
7 8 9
(0 0o o0 |

A continuacién se muestran los resultados de las matrices parciales A® _ derivados en
cada iteracion de k

Iteracion k=0:

15.6524  22.3606 -8.497
0 106.1311  —-16.3757

A(°)=
0 -136.9335 71.3609
0 -24.8069 31.1327
Iteracion k=1:
175.0142 -70.1771
A= o0 -32.9254

0 -17.9133

Iteracion k=2:
42— [37.4829]
| o

El objetivo de ejecutar el cédigo de asignacién tnica de la descomposicion QR, es
obtener la matriz triangular superior R . La matriz R esta dada por:

15.6524 223606 -8.497
0 175.0142 -70.1771
0 0 37.4829
0 0 0
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2.6 Politopo Destino

La matriz de transformacién espacio temporal T mapea el espacio de indices
14
espacial x =i, j,k] aun nuevo espacio de indices temporal y espacial y =|t, P, p]

En lo siguiente se presenta la matriz de transformacién espacio temporal T la cual
define el tiempo de ejecucién y efectlia el mapeo hacia un arreglo de procesadores en

dos dimensiones (2D).

T= [5] (2.20)

La matriz de transformacién lineal T se conforma, en la primera fila por el vector de
calendarizacion denotado:

s=[1 1 2]

las filas siguientes representan la matriz de asignacién denotada por:

010
P=
e

La matriz P estd formada por los vectores ortogonales al vector de proyeccién de
asignacion de procesador, el cual estd dado por:

d=[1 0 0]

que se lee vector de proyeccion sobre el eje i. Esta matriz de transformacion espacio
temporal T es una matriz unimodular, es decir es una matriz cuadrada de enteros con
determinante +1 ¢ -1.

S = =
—_ O N

det(T) =1
La matriz de transformacién espacio temporal T , cumple la relacion:

Ix=y 2.21)
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Donde el vector x representa el espacio de indices x =[i j k]' del politopo fuente

(ver listado 2.10, programa de “asignacion unica”) y el vector y el nuevo espacio de

indices definido y=[t j2 pz]' del politopo destino [18].

Aplicando la relacién (2.21):

o R

1 1 2])|i t

01 0jl/j|=|n

0 0 1|k D,
Se obtiene lo siguiente:

x=T"y

Luego entonces:

i=t—p—2p,
j=p
k=p,

(2.22)

(2.23)

La relacién (2.23) define los valores de X en funcién del nuevo espacio de iteracion

determinado por y , en el cddigo del politopo destino.

De los limites inferior y superior de los bucles perfectamente anidados presentes en
el listado 2.10, se determina el conjunto de desigualdades que define al politopo fuente,

que estan dadas por:
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Esta informacidn se puede reescribir de la forma:
Ax<b (2.24)

La relacién (2.24) es la representacién matricial del sistema de desigualdades, que
define al politopo fuente, en funcién del espacio de iteracién (i, j, k).

e s PR A
-1 0 0] [ M | limite inferior de i i>-M
0 -1 1| 0 limite inferior de j j2k
0 o 1’| | 0 | Ilmiteinferiordek k20
1 0 1 ]i | -1 limite superiorde i  i<—k-1
0 1 0 N-1 limite superiordej j<N-1
0 0 1] | N-1]| limite superiorde k k<N -1

El politopo destino estd descrito por el conjunto de desigualdades de la relacion
(2.25), resultado de las relaciones (2.24) y (2.22).

(AT)y<b (2.25)
(a17) "

—— —_—

-1 1 2] "M

0 -1 1| | o

0o o -1’ .0

1 -1 1|27 1

0 o [FP2d | v

0 0 1] N-1

Resolviendo el sistema de desigualdades de la relacion (2.25) por el método de
eliminacién de Fourier-Motzkin [1] se obtienen los limites inferior y superior del nuevo
espacio de iteracion y , del programa del politopo destino:
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-M<t<2%*N-4

max[O,t—M+4,%(t+2),t—N+3-|Sp, <min(r+M,N-1)

max(0,7—p,+2)< p, Sminup,, N—l,-;—(t—pl +M))J

El programa correspondiente al politopo destino esta dado en el listado 2.11.
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for (1==M;1<=2*N—41++){

fur(pl =cei1(max(0,t—M+4,—;—(t+2),t—N+3));pl <= min(t+M,N—l);p1++J{

_fof'(p2=max(0,t—p1+2); p2<= ﬂoor(min(pl, N—l,%(t—pl+M))); [72++]{
if (p1== p2){ /! Generaciones de Givens (GG)

if (t-pl=2* p2=-M){
r[~t+ pl+2* p2][ p1][ p2] = a[-t + p1+2* p2][ p1][ p2];

}

r[—z+p1+2*p2—1][p1][pz]=sqrt(pow(a[—t+p1+2*p2—1][p1][p2],2.o)+

paw(r[—t+p1+2*p2][p1][p2],2.0));

if (r[-1+ p1+2* p2-1][ p1][ p2] = 0){
c[-t+ p1+2* p2][ p1+1][ p2] =1;
s[-t+ p1+2* p2][ p1+1][ p2] =0;

Yelse{
c[-t+ p1+2* p2][ p1+1][ p2] = (a[~t + p1+2* p2-1][ p1][ p2]) / [t + p1+2* p2-1][ p1][ P2];
s[-t+ p1+2* p2][ p1+1][ p2] = (a[-t + p1+2* p2][ p1][ p2])/ r[-t + p1+2* p2—1][ p1][ P2];

}

if (1= pl-2*p2 =-p2-1){
a[~t+ pl+2* p2-1][ pl][ p2+1] = r[-t+ p1+2* p2-1][ p1][ p2];

}
Yelse{ /! Rotaciones de Givens (GR)

if (t=p1-2* p2=-M){
temp[~t+ p1+2* p2][ p1][ p2] = a[~t+ p1+2* p2][ p1][ P2];
}
temp[—t+ pl+2* p2-1][ pl][p2] = c[-t+ p1+2* p2][ p1][ p2]* a[-t+ p1+2* p2-1][ p1][ p2] +
s[-t+ p1+2* p2][ p1][ p2]* temp[—t + p1 + 2* p2][ p1][ p2];
a[-1+ pl+2* p2][ pl][p2+1]  =-s[-1+pl+2* p2][ pl][ p2]*a[~t+ p1+2* p2-1][ p1][ p2]+
c[-t+ p1+2* p2][ p1][ p2]* temp [t + p1+ 2* p2][ p1][ p2];
if (1= p1-2*% p2 =-p2-1){
a[-t+ pl+2* p2-1][ pl][ p2+1] = temp[-t + pL+2* p2~1][ p1][ p2];
}
e[+ pt+2* p2][ p1+1][p2] = c[~t+ p1+2* p2][ p1][ p2];
s[~t+ pl+2* p2][ p1+1][ p2] = s[-1+ p1+2* p2][ p1][ 2];
}
}

}
}

Listado 2.11: Programa de la descomposicion QR después de aplicar la transformacion

espacio temporal.
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El listado 2.12 muestra el programa después de la transformacion espacio temporal pero
en esta ocasion las funciones afines de acceso a los arreglos no se han modificado con
respecto al programa original. En lugar de esto se tienen reasignaciones de los indices
[36].

for (t=-M;t<=2%N -4 1++){

for (pl=ceiI(max(0,t—M+4,%(t+2),t—N+3));pl <=min(f+M, N -1); pl++ [{

for (p2=max(0,t—pl+2); p2<= ﬂoor(min(pl, N—l,%(t—pl+M))); p2++){

/1 Asignacidon
i=1—pl=2%p2;

Jj=rk
k= p2;
if (j =k){ /1 Generaciones de Givens (GG)
i (i=-M){
r[=i5)[%] = al-i][/1[X];
}

rl-i —1][j][k]=(sqrt( pow(a[-i-1][7][k],2.0)+ pow(r [-i][ ][k 2.0)));

if (r[=-1][J][k]=0)¢
el-ilL+1[K =
s[=i][j+1][k] = 0;
Yelse{
e[=l+1]k] = (al-i-1][/1[#])/r[-i-1]A[K];
s[=1ls+1)(k] = (al-ALA LKD)/ r [ =111 [];

)
if (i =—k-1)¢

a[-i-1][j]lk+1] = r[-i-1][j][*];
)
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Yelse{ /! Rotaciones de Givens (RG)

if (i=-M){
temp[—i][ j][¥] = a[~i][j][k];
}

temp[~i~11[j1[k]=" ¢[~][/1[K]* al~i ~1)[j][k]+ s[~] /] k] * remp -] ) £];
al=il[/1lk+1] = =s[~][][k]* a[~i~1)[j1[K]+ e[~ [k]* temp [ i) [ /][ £];

(i =-k-1)¢
ali=1JLj ][k +1)=rempl-i-1]/]IK]
}

e[=i)lj+1][k] = c[-][j][k];
s[=[+1][k] = s[=][][%];

}
}
}
}

Listado 2.12: Programa de la descomposicién QR después de aplicar la transformacion

espacio temporal.

Consideramos realizar los siguientes cambios a los indices (t, Do pz), para una

visualizacién mas clara de la informacién contenida en la transformacion espacio
temporal. En particular aplicamos una transformacioén de traslacién de tal suerte que
ahora el tiempo s6lo toma valores no negativos.
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Jor (1=051<= V[ +2* NV =t ++4){

for (pl=ceil(max(0,t—2"‘M+4,%(t—M+2),t—M—N+3));pl <=min (¢, N-1); p1++){

for(p2=max(0,t—pl—M+2); p2<=ﬂoor(min(pl, N-—l,%(t—pl))); p2++){

if (pl = p2){ Il if. GG/ RG /! Generacién de Rotaciones de Givens (GG)
if(t=pl+2*p2){ /! if1.GG
r[-t+ p1+2* p2—M][ p1][ p2] = a[-t + p1 +2* p2- M][ p1][ p2];
}
r[—l+pl+2*p2—1—M][pl][p2]=sqrt(paw(a[—t+p1+2*p2—1—M][pl][p2],2.0)+
pow(r[-t+ pl+2* p2—-M][ p1][ p2],2.0));
if (r[=t+ p1+2* p2-1-M][ p1][ p2] = 0)¢
c[-t+ p1+2* p2—M][ p1 +1][ p2] =1;
s[-t+ p1+2* p2—-M][ p1+1][ p2] =0;
Yelse{
c[-t+ p1+2* p2—M][ p1+1][ p2] = (a[-t + p1+2* p2-1- M][ p1][ p2]) / r [ + p1 +2* p2—-1-M][ p1][ p2];
s[—t+pl+2*p2—M][p1+l][p2]=(a[—t+pl+2*p2—M][pl][p2])/r[—t+pl+2*p2—1-—M][pl][p2];
}
if(t =pl+p2+M-1){ /] if2GG
a[-t+ pl+2* p2—-1-M][ p1][ p2+1] = r[-1+ p1+2* p2-1-M][ p1][ p2];
}
Yelse{ /| Ejecucion de Rotaciones de Givens (GR)
ift=pl+2*p2){ I/ if1RG
temp[—t + pl+2* p2— M][ pl][ p2] = a[t + p1 + 2* p2— M][ p1][ p2];
}
temp[—t+ pl+2* p2—1-M][pl][p2]= c[-t+ pl+2* p2— M][pl][ p2]* a[-t+ p1+2* p2—1-M][ p1][ p2]+
s[-t+ pl+2* p2— M][ p1][ p2]* temp[—t + p1+2* p2— M][ p1][ p2];
a[-t+pl+2* p2-M|[pl][p2+1]  =-s[—t+ pl+2* p2—M][ p1][ p2]* a[—t+ pl +2* p2—-1-M][ p1][ p2]+
c[~t+ p1+2* p2—- M][ p1][ p2]* temp[-t + p1 +2* p2— M][ p1][ p2];
(e =plep2+M-1){ /] if2.RG
a[-t+ pl+2* p2—-1-M][ p1][ p2+1] = temp[—t + p1+2* p2-1- M][ pl][ p2];
}
c[-t+ p1+2* p2—M][ p1+1][ p2] = c[-1 + p1+2* p2— M ][ p1][ p2];
s[-t+ pl+2* p2— M][ p1+1][ p2] = s[-t + p1+2* p2— M][ p1][ p2];

Listado 2.13: Programa de la descomposicion QR después de aplicar la transformacion

espacio temporal.
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Las figuras 2.14, 2.15 y 2.16 muestran diferentes perspectivas del grafo de dependencia
del codigo después de aplicada la transformacion espacio temporal, el caso mostrado

supone M =4 y N=3.

Figura 2.14: Grafo de dependencia del cédigo de la transformacion espacio temporal,
proyectado en el plano t y p,.

R

p1

Figura 2.15: Grafo de dependencia del codigo de la transformacion espacio
temporal, proyectado en el plano p, y p,.
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Figura 2.16: Grafo de dependencia del cédigo de la transformacion espacio
temporal, visto en el espacio ¢, p, y p,.
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2.7 Grafo de Flujo de Seiiales

Los vectores de dependencia de datos, obtenidos de la figura 2.12 son:

s=[0 1 0]
c=[0 1 0]
r=[1 0 of
temp=[1 0 0]
a=[-1 0 1]

4

la matriz de dependencia de datos D es:

0011 -1
D=[s ¢ r temp a]=|1 1 0 0 O
00 0 0 1

y la matriz de transformacion espacio temporal T definida en la relacion (2.20) :

(=T
- O IN

Los conceptos citados permiten obtener, los nuevos vectores de dependencia de datos
mediante:

: t]} tiempo de calendarizacion
9 =T*¢p=
(|} asignacion de procesador

donde ¢ denota el vector de dependencia en el grafo de dependencia original y ¢ el

vector de dependencia en el grafo de dependencia destino [23]. Los vectores de
dependencia del grafo destino son:
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1 2][0] [1] Retardo
1 J
0 0 110 0 k

1 2{0 1] Retardo
c’=T*c=|0 1 0f1[=]1 j
0 o 1]{o] [o] &

1 2 1| Retardo Autolazo
r=T*r=(0 1 0f0|=|0 j
[0 0 1J{0] |O] k
1 1 2][1] [1]| Retardo Autolazo
temp'=T*temp=(0 1 0(0|=|0 Jj
0 0 1f0f |O k
1 1 2|[-1| [1]| Retardo
a=T*a=(0 1 0][0|=|0 j
0 01 [ 1 k
La nueva matriz de dependencia de datos esta dada por:
1 1000
DI= sl c’ ’ t m ’ 4 =
[ # temp’ o] [0 0 00O 1_'

La matriz de transformacién del politopo original al politopo destino se puede
descomponer como a continuacion explicamos. La primera fila de la matriz se puede
interpretar como el vector de calendarizacion T Recordamos que el vector de
calendarizacion cumple con:

i
(i, k)=t=[1 1 2]|j|=i+j+2k
k
donde (i,j,k) es un punto en el espacio del politopo fuente y ¢ es el tiempo de

ejecucion de las operaciones de la iteracién (i,j,k). Las filas restantes definen un
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espacio vectorial y la funcién z es perpendicular a éste, véase la referencia de Song,
Siang, W., en la bibliografia para una derivacion.

Las filas restantes definen una matriz P tal que:

i
01 j
P*x= 0 j = pl - I
0 01 ¢ L7 k

donde (i, j,k) es un punto en el espacio del politopo fuente y (p;, p;) son las
coordenadas donde se encuentra el procesador que ejecuta la operacion de la iteracion

(i,7,k). Otra manera de efectuar la proyeccion es usar el vector de proyeccion de

asignacién de procesador 7, recordamos que 7 es un vector perpendicular al espacio
definido por las filas de la matriz P . La funci6n de asignaciéon & cumple con:

Proy, (i,7,k)=(p, P2)

donde Proy, es el operador de proyeccién en la direccién de @ y de igual manera que
antes (i,/,k) es un punto en el espacio del politopo fuente y (p;,p,) son las
coordenadas donde se encuentra el procesador que ejecuta la operacion de la iteracion
(i, j,k) [26]. En la figura 2.17 se observa la topologia de interconexion de‘los

elementos procesadores y la figura 2.18 muestra el grafo de flujo de sefiales.

3. ................... ;””“”“““‘“““E .................... E .................... g..............u.u.;
2 .................. #—1 ....................
1.1 2.1

A TR S, [ LRL) RPN ) S S
00 10 20

R -[ ] .[ | .[ ]

a[i]l0] afij[1] a[i]2] : :

gr 0 1 2 3 4

Figura 2.17: Grafo de la topologia de interconexion del arreglo de procesadores.
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g fersmsmesenss .——-'—»H e s TSSO
-1
-1 0 1 2
;
a[3][0] 0 0
a[2][0] a[3][1] 0
a1][0] a[2][1] a[3][2]
a[o][o] a[1][1] a[2][2]
0 afo][1] a[1][2]
0 0 a[0][2]

Figura 2.18: Grafo de flujo de sefiales de la descomposicién QR , dado el vector de

proyecci6n de asignacién de procesador 7, (M =4,N=3).

La tabla 2.1 muestra el tiempo de activacion de cada uno de los elementos procesadores,
donde el nimero asignado a cada procesador corresponde a su ubicacion sobre los ejes
coordenados, ver figura 2.17. De la tabla se observa que se requieren siete ciclos de
reloj para la ejecucion del algoritmo por el arreglo de procesadores, con una utilizacion

de los elementos procesadores de 77”=%

proyeccion en la direccion de & proporciona una utilizacién mayor de los elementos

Como el lector puede comprobar, la

procesadores en comparacion con proyecciones en otras direcciones.
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Procesador fisico

! 00 10 20 11 21 22 "

0 / 1/6
1 / / 1/3
2 / / [ 1/2
3 / 1 1 1 2/3
4 l 1 i i 2/3
5 1 1 1 1/2
6 l / 1/3
7 / 1/6

1, 10/21

Tabla 2.1: Tiempo de activacion de cada elemento procesador, dado el vector de
proyeccion de asignacion de procesador 7

68




2.8 Extracciéon de Informacién para la Implementacién
En esta seccién se describen la trayectoria de datos y la generacién de sefiales de

control necesarios para la implementacion del arreglo bidimensional de procesadores de
la descomposiciéon QR .

2.8.1 Trayectoria de Datos
La trayectoria de datos esta dada por el grafo de flujo de sefiales de la figura 2.18, en

el cual observamos dos tipos de elementos procesadores. La figura 2.19 muestra las
funciones internas de cada tipo de elemento procesador.

[N ,

a
: ==
s ¥
, a
a6 NP e s ==
. r
7} ,
£266 ——/7 B\ ad=r

\ T
a) Elemento procesador que efectla la generacion de las rotaciones de Givens (GG).
b

INIEN

T

——*—"l—> a=c*a+s*b

T — N« b'=—s*a+c*b
\ ,

K:GF-—- g/

- !

[Reg 2]

T

b) Elemento procesador que efectlia la ejecucion de las rotaciones de Givens (RG).

Figura 2.19: Elementos procesadores presentes en la descomposicion OR .
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2.8.2 Generacion de Seiiales de Control

Las sefiales de control para su estudio se dividen en: sefiales de control de
habilitacion y sefiales de control funcional.

2.8.2.1 Control de Habilitacién

El control de habilitacién calendariza la activacién de cada elemento procesador del
arreglo de procesadores fisico. La ventaja de su aplicacion es un ahorro considerable en
el consumo de potencia del arreglo. La figura 2.20 muestra el diagrama de Gantt de la
activacion de los elementos procesadores del arreglo bidimensional que efectia la
descomposicién OR. La tabla 2.2 es la tabla de activacién de los procesadores. Si
observamos con cuidado vemos que la tabla 2.2 y la figura 2.20 contienen la misma
informacién.

procesadores
A

595 [® ’ S ........,

P21
P11
P20
P10
P00

> tiempo

Figura 2.20: Diagrama de Gantt del arreglo paralelo de procesadores fisicos que
efectiian la descomposicion QR .

Procesador fisico
! 00 10 20 11 21 22
0 1
1 l 1
2 i / /
3 1 1 I 1
4 ; / / /
5 : L 1 ]
6 I /
7 1

Tabla 2.2: Tiempo de activacion de los elementos procesadores del arreglo
bidimensional que efectla la descomposicion OR .
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2.8.2.2 Control Funcional

El control funcional especifica la funcién que el elemento procesador efectua al
momento de estar habilitado. Las siguientes tablas contienen la informacion
correspondiente a la activacién de cada condicional, véase el listado 2.13 para observar
a que condicional se refiere cada tabla.

. Procesador fisico
00 10 20 11 21 22
)
i

N[N |wW N~

Tabla 2.3: Tiempo de activacion de la condicional if.GG / RG condicién (p, = p,).

Procesador fisico
! 00 70 20 11 21 22
/
]

N QAN N[ W~

Tabla 2.4: Tiempo de activacion de la condicional if.|.GG condicién (1= p, +2* p,).
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condicion

Procesador fisico ]
N P T P 9 07
0
1
2
3 1
4
5 I
6
7 1
Tabla 2.5: Tiempo de activacion de condicional if 2.GG
(t=pi+p+M-1).
Procesador fisico
! 00 10 20 11 21 D
0
1 i
2 )i
3
4 l
5
6
7

Tabla 2.6: Tiempo de activacion de la condicional if.1.RG condicién (7= p, +2* ).
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t Procesador fisico
T T s S8 BRI % T o A
0
P e | b .“li:. TR T e 1 .‘%u‘l e Q il T
,,1,4, 1555 f : “h 5 "-,".‘;\ e LI ’l""‘i.i‘l‘—;;t';JL_;ﬂ" : l"P'f',il‘},Ll_‘_Z;F.," ol
2
g | ARG LS
4 I
5 ) i e T i,“'ﬂ } it T
u 1

Tabla 2.7: Tiempo de activacion de la condicional if.2.RG condicién

(t=p+p+M-1).

La tabla 2.8 condensa la informacion de las tablas anteriores, muestra el tiempo de
activacion de cada una de las sefiales de control funcional.

Procesador fisico
t —
005 g Sari 22
0 if GG/GR
if 1.GG
1 s I A e T
2 if'1.RG
o - | ifGG/GR |
3 if2.G6G \ e
4 if.2.RG if.1.RG
5 if2RG | if2.GG
5 if.GG/GR
2.RG
6 if.2.RC if1.GG
i g : : il if2.6G

Tabla 2.8: Tiempo de activacion de las sefiales de control funcional.
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Capitulo 3

Embaldosado

El conocimiento que busca la geometria es el conocimiento de lo eterno.
Platon (Aprox. 429-347 a. C.), La Republica, VII, 52.

3.1 Introduccion
3.2 Embaldosado
3.3 Extraccion de Informacion para la Implementacion

3.4 Multiproyeccién

3.1 Introduccion

En este capitulo, se expone el desarrollo matematico, para efectuar la transformacion
de embaldosado, en programas modelados en lenguaje C. Realizar embaldosado al
espacio de iteracion del procesador requiere la aplicacion de la transformacion de
mineria de tiras y la transformacién de permutacion de bucles. El embaldosado permite
la realizacion, con una menor cantidad de hardware, de una implementacion fisica en la
cual se requiera un niimero considerable de elementos procesadores y médulos de
hardware. La aplicacién de embaldosado, reduce considerablemente el area fisica en
una implementacion de hardware, proporcionando ademas una utilizacién mayor en el
niimero de-elementos procesadores del arreglo fisico (eficiencia). Lo anterior, obliga a
efectuar tiempos mayores en la ejecucion de un algoritmo computacional, con la
implicaciéon de considerar de acuerdo a la aplicacion especifica, un compromiso
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respecto a tiempo, drea y eficiencia; como se expondra en este capitulo, con la
descomposiciéon QR .

En la seccién final de este capitulo se aborda la transformacién espacio temporal de
multiproyeccion, de la cual se obtienen la trayectoria de datos y el controlador de ésta,
para la implementaci6n del arreglo de procesadores que efectua la descomposicion OR .
En la transformacion de multiproyeccion se consideran los casos de una
implementacién fisica: con un nimero ilimitado de elementos procesadores, y con un
niimero limitado de elementos procesadores en el arreglo de elementos procesadores.
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3.2 Embaldosado

El embaldosado es una transformacién sobre los bucles usada para crear
automaticamente baldosas de computo del algoritmo y con ellas cubrir todo el espacio
de iteracion. La técnica de embaldosado permite la implementacién en hardware de un
arreglo de procesadores virtuales con un nimero menor de procesadores fisicos en el
arreglo final, permitiendo asi la ejecucién de problemas que requieren un gran niimero
de procesadores virtuales en un hardware que tiene menor cantidad de procesadores
fisicos. Las técnicas convencionales de embaldosado combinan dos transformaciones:
mineria de tiras y permutacién de bucles [37].

La mineria de tiras es usada para dividir una dimension del espacio de iteracién en
tiras. Descompone un bucle en dos bucles anidados, el bucle externo (e/ apuntador de
tira) barre las tiras consecutivas de iteracion y el bucle interno (ejecutor de tira) ejecuta
las iteraciones dentro de una tira. La transformacion de mineria de tiras siempre es
legal.

A continuacion presentamos un ejemplo de transformacioén de mineria de tiras. Sea el
siguiente bucle:

for (I=L;I<=U;I++){
Loop body;

El intervalo cerrado de valores de indices enteros que vade L a U se divide en tiras de
tamafio B, que empieza en offset definido entre 0 < offset < B/, . El siguiente c6digo se

obtiene después de aplicar mineria de tiras al bucle anterior. Nétese que el indice
interior I (el apuntador de tira) barre una tira y el indice exterior II (el ejecutor de
tira) barre las tiras.

* B, +offset; Il <=U; II+ =By, |{
/4

for | II = —(L—oﬁfset)
' B

for (I =max(II,L); I <=min((I + B, —1),U); I ++){
Loop body;
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La transformacién de permutacion de bucles es usada para establecer el orden en el cual
los ciclos de un bucle anidado son barridos. La permutacién de bucles es una
transformacién unimodular que generaliza la transformacién de intercambio de bucles
[34]. La transformacion de permutacién de bucles no siempre es legal, lo que implica
que la transformacién de embaldosado no es legal si las permutaciones que la
conforman no son legales [14].

La transformaci6n de intercambio de bucles es la transformacién que invierte el orden
de dos bucles adyacentes perfectamente anidados. La transformacién de permutacion de
bucles, en cambio, permite que mas de dos bucles permuten a la vez y no requiere que
sean bucles adyacentes. Una permutacién de bucles A sobre bucles perfectos

transforma las iteraciones (I,,1,,...,1,) a (I,,1,,,...,1,,). Esta transformacién puede
ser expresada en una matriz identidad I,, de orden nxn, con las filas permutadas por

A. Los limites de los bucles después de aplicar una transformacién de permutacion de
bucles se obtienen por el método de eliminacién de Fourier-Motzkin. La matriz de
permutacion de bucles P, es una transformacion legal si y sélo si:

peD : P*9p20

A continuacion explicamos dos formas de hacer embaldosado. En la primera partimos
de un bucle anidado cuyos indices son (¢, p;, p,) y llegamos a un bucle anidado cuyos

indices son (pypy, P, P51, P1s P, ) - En la segunda partimos del mismo bucle anidado que
en el caso anterior y llegamos a un bucle anidado cuyos indices son
(¢, p1P1s P2P2> P1s P2 ) - Las transformaciones mencionadas las logramos por secuencias

de transformaciones de permutacién de bucles y de mineria de tiras [14]. Si M denota
una transformacion mineria de tiras y P, denota una transformacién de permutacion de

bucles entonces la primera transformacion se logra mediante:

PP o bhh bp
t p . e P22 PP,
pn| =2PFh- |p| oM, > i - P> Fe M- | p | B> t
Py t Pz F P b
t t
! 12
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y la segunda transformacidn se efectia mediante:

t t
t t
' P pp i i
|l -M > ;' —>P - 1'" >M,— |pp,| 2B> |pp
P2 p' pz P2 2
2 : | Pt | Py ]

A continuaciéon se efectia la primera transformaciéon de embaldosado a la
transformacion espacio temporal.

for (t=Lt;t <=Ut; t ++){
for (pl= Lp; pl <=Upl; pl++){
for (p2=Lp2; p2 <=Up2; p2++){
loop body;

la matriz de permutacién inicial P, sobre los indices (7, pl, p2) es:

010
P=l0 0 1
100
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al aplicar la transformacién se obtiene:

Jor (pl = L'pl; pl <=Upl; pl++){
Jor (p2=L'p2; p2<=Up2; p2++){
Jor (t=Lt;t <=Utt++){
loop body;

la transformacion de mineria de tiras M|, aplicada al bucle pl es:

for (plpl=Lpl; plpl<=Upl; plpl+=Bpl){

for ( pl =max (plpl, L'pl); pl <=min(plpl+Bpl-LUpl); pl++){
for (p2=Lp2; p2<=Up2; p2++){
Jor (t=Lt;t<=U%t t++){
loop body;

la matriz de permutacion P, aplicada sobre los indices (pl, p2,t) es:

010
P=[1 0 0
00 1
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al aplicar la transformacion se obtiene:

for (plpl=Lpl; plpl <=Upl; plpl+= Bpl){

for (p2=Lp2; p2<=U"p2; p2++){
for (p1=max(plpl, Lpl); pl <= min(plpl+Bpl-1LUpl); pl++){
Jor (t=L't;t<=Ut t++){
loop body;

la transformaci6n de mineria de tiras M, aplicada al bucle p2 es:

for (plpl=L'pl; plpl<=Upl; plpl+=Bpl){
for (p2p2=_L"p2; p2p2<=U’p2; p2p2+=Bp2){

for (p2=max(p2p2,L’p2); p2 <=min(p2p2+Bp2-1,U’p2); p2++){
for (pl=max(plpl,L"pl); pl <= min(plpl+Bpl-LU'pl); pl++){
Jor (t=L't;t<=Ut t++){
loop body;
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la matriz de permutacién final P, aplicada sobre los indices (p2, pl,¢) es:

001
P=[0 1 0
100

al aplicar la transformacion se obtiene:

Jor (pipl=Lpl; plpl<=Upl; plpl+=Bpl){
for (p2p2=L1"p2; p2p2<=Up2; p2p2+=Bp2){

for (t=L"t;t<=Ut; t++){
for (pl = max(plpl, L"pl); pl <= min(plpl+ Bpl-1,U"pl); pl++){
for (p2=max(p2p2,L"p2); p2<=min(p2p2+ Bp2-1,U"p2); p2+ +){
loop body;
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El listado 3.1 muestra la primera transformacién de embaldosado a los indices ( pl, p2)

de la transformacion espacio temporal.

Jor (pIpl =0; plpl <= N —1; plpl+ = Bpl){
Jor (922 =0; pl <=min(N -1, plpl + Bpl ~1); p2p2+= Bp2)(

Jor (t=max(0, pip), plpl+2* p2p2, p2p2,2* p2p2-M +2,6-3*M +6* p2p2);
t<=min(M +2* N -4,2*M + plpl+ Bpl -5, M + N + plpl + Bpl - 4));  + +){

Jor (pl =cei1(max(plpl, 0,-;—(1—M+2),I—M —-N+3,p2p2,2* p2p2-M +2D;

pl<=min(plpl+Bpl-1,¢, N -1,1~2* p2p2); pl++){
Jor (p2=max(p2p2,0,t- pl- M +2);

p2<= ﬂoar(min(p2p2+ Bp2-1,pl, N—1, %(t - pl), plpl+ Bpl —l)); p2++){

if (pl = p2){ /! Generacién de Rotaciones de Givens (GG)

if (1= pl+2* p2){
r[-t+ pl+2* p2- M][ pl][ p2] = a[-t + p1 +2* p2- M][ p1][ p2]);
}

r[~t+ pt+2* p2-1-M][p1][ p2]=sgrt( pow(a[t + pl +2* p2 -1- M][ pl][ p2],2.0) +
pow(r[~t+pl+2* p2-M][p1][p2],2.0));

if (r[-t+ p1+2* p2-1- M][ p1][ p2] = 0){
c[-t+ p1+2* p2- M][ p1 +1][ p2] =1;
s[—t+pl+2‘p2—M][pl+l][p2]=0;
Yelse{
c[-t+p1+2* p2-M][pl +l][p2]=(a[—t+pl +2"p2-—l—M][pl][pZ])/r[—t+pl+2‘p2—l—M][pl][p2];
s[~t+ p1+2* p2- M][ p1 +1][p2] = (a[- + p1+2* p2 - M][ p1][ p2])/ r[~t + p1+2* p2-1- M][ p1][ p2];
}

if (1 = pl+ p2+ M —1){
a[-t+ p1+2* p2—1-M][ pl][ p2 +1] = r[-t+ pl+2* p2—1- M][ p1][ p2];
}
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Yelse{ /| Ejecucion de Rotaciones de Givens (RG)

if (1= p1+2* p2){
temp[—t+ pl +2* p2— M| [ pl][ p2] = a[~t + pl + 2* p2 - M][ p1][ 2];
}

temp[~t+ pl+2% p2~1-M][pl][p2] = c[~t+ pl+2* p2— M][p1][p2]* a[-t+ pl +2* p2—1- M][p1][p2]+
s[-t+ pl+2* p2- M][pl][ p2]* temp[~t + p1+2* p2 - M][ p1][ p2];
a[~t+pl+2% p2—M][pl|[p2+1]  =-s[-t+ pl+2* p2— M][ pl][ p2]*a[ + pl+2* p2~1- M][p1][ p2] +
c[~t+ pl+2* p2— M][ pl][ p2]* temp[~t + p1 +2* p2 - M][ p1][ p2];

if (1 = pl+p2+ M -1){
a[~t+ pl+2* p2 —1- M][ p1][ p2 +1] = temp[~t + pl + 2* p2—1- M ][ p1][ P2];
}

c[-t+ pl+2* p2 - M][ pl +1][ p2] = c[-t + p1+ 2* p2 - M][ p1][ P2];
s[-t+ pl+2* p2 - M][ pl +1][ p2] = 5[t + pl +2* p2 - M][ p1][ p2];

Listado 3.1: Programa de la descomposicion QR después de aplicar embaldosado a los

indices (pl, p2) de la transformacién espacio temporal.

En la figura 3.1 se observa como las baldosas cubren el espacio de iteracién (¢, pl, p2)
del listado 3.1.
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El listado 3.2 muestra la segunda transformacién de embaldosado a los indices ( pl, p2)

de la transformacion espacio temporal, observe que se considera al tiempo como el
bucle mas externo.

for((=0<=M+2*N-4; 1++){

for(-1-1=0; plpl<=N -1, plpl+=Bpl){
for ( 2p2=0; plpl <=min(N -1 plpl+ Bpl-1); p2p2+= Bp2)

/br(p] =ceil(max(plpl, 0. t—2*M+4pl,t—M—plpl——Bpl+3,-;-(t—M+2),I—M- N+3. p2p2));

pl<=min(plpl+Bpl-Lt, N—Lt-2*p2p2): pl++){
for (p2=max(p2p2,0,1— pl—M +2);

p2 <=ﬂoor(min(p2p2+Bp2—l, pL N-l,%(t—pl),%(pl+M—2), plpl+Bpl—l)]; p2++](

if (pl = p2){ /] Generacion de Rotaciones de Givens (GG)

if (1= pl1+2* p2){
r[-t+ p1+2* p2— M][ p1][ p2] = a[—t + p1 +2* p2— M][ p1][ p2];
}

r[t+ p1+2* p2-1- M][ p1][ p2]=sgrt( pow(a[-t + p1 + 2* p2-1- M][ p1][ p2],2.0) +
pow(r[-t+ p1+2* p2— M][ p1][ p2].2.0)):

it (r[-t+ p1+2* p2-1-M][ p1][ 2] = O)¢
c[-t+ p1+2* p2-M][p1 +1][ p2] =1
s[-t+ p1+2* p2-M][p1+1][ p2] =0:
Jelsef
c[-t+ p1+2* p2-M][p1+1][ p2]=(a[-1 + p1 +2* p2—1- M][ p1][ p2])/
r[~t+pl+2*p2-1 -M][p1][p2]:
s[—++ p1+2* p2- M| p1+1][p2] = (a[~1 + p1 + 2* p2 - M][ p1][ p2])/
r[-t+p1+2*p2-1 -M][p1][p2];
)

if (1 = pl+p2+M —-1){
a[-t+p1+2* p2-1-M][pl][p2+1] = r[—t+pl+2‘p2—l—M][pl][p2];
}
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Yelse{ /| Ejecucion de Rotaciones de Givens (GR)

if (1= p1+2* p2){
temp[-t + pl+2* p2 - M][ p1][ p2] = a[ + pl +2* p2 - M][ p1][ P2];
)

temp[—t + p1+2* p2—1-M][pl][p2] = c[~t+ pl+2* p2- M][p1][p2]* a[~t + p1+2* p2—-1-M][p1][ p2] +
s[~t+ p1+2* p2 - M][ p1][ p2]* temp[~t + p1+2* p2— M][ p1][ p2};
a[-t+ pl+2* p2-M][pl][p2+1] =-s[-t+pl+2* p2-M][pl][p2]*a[-t+ p1+2* p2-1-M][ pl][ p2] +
c[~t+ pl+2* p2- M][ p1][ p2]* temp[~1 + pl + 2* p2 - M][ p1][ p2];

if (1t = pl+ p2+ M -1){
a[-t+ pt+2* p2-1- M][ pl][ p2 +1] =temp[—t + p1 + 2* p2 —1- M][ p1][ 2];
}

c[-t+ p1+2* p2- M][p1 +1][p2] =c[~t + pl + 2* p2- M][ p1][ p2];
s[-t+ p1+2* p2- M][p1 +1][ p2] = s[~ + pl + 2* p2 - M][ p1][ p2];

Listado 3.2: Programa de la descomposiciéon R después de aplicar embaldosado a los

indices (pl, p2) de la transformacién espacio temporal.
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3.3 Extraccion de Informacién para la Implementacién

En esta seccién se describen la trayectoria de datos y la generacion de sefiales de
control necesarios para la implementacion de la baldosa bidimensional de procesadores
que efectia la descomposiciéon QR .

3.3.1 Trayectoria de Datos

La figura 3.2 muestra la baldosa que implementa la transformacién de embaldosado
(p1p1, p2p2,t, pl, p2), se considera para fines ilustrativos una baldosa de dimensiones

(Bpl=3, Bp2=3).
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Figura 3.2: Baldosa de dimensiones (Bpl=3, Bp2=3) que efectia la transformacién

de embaldosado ( plpl, p2p2,t, pl, p2) de la descomposicién OR .



3.3.2 Generacion de Seiales de Control

Las sefiales de control para su estudio se dividen en: sefiales de control de
habilitacion y sefiales de control funcional.

3.3.2.1 Control de Habilitacién

El control de habilitacion calendariza la activacion de cada elemento procesador de
la baldosa fisica. La ventaja de su aplicacion es un ahorro considerable en el consumo
de potencia. La tabla 3.1 muestra el diagrama de Gantt de los elementos procesadores
presentes en la baldosa bidimensional que efectia la descomposicién OR .
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Tabla 3.1: Diagrama de Ganit de la baldosa bidimensional (Bpl=3, Bp2=3) que
efecttian la descomposicién QR, (M =7,N =6).
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3.3.2.2 Control Funcional

El control funcional especifica la funcién que el elemento procesador efectia al
momento de estar habilitado. La tabla 3.2 muestra el tiempo de activacién de las

condicionales presentes en la transformacién de embaldosado (plp!, p2p2,t, Pl, p2).
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Tabla 3.2: Tiempo de activacidn de las sefiales de control funcional, presentes en la
transformacién de embaldosado (pipl, p2p2,t, pl, p2), (M =7,N =6).
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3.4 Multiproyeccién

3.4.1 Transformacién de Politopo fuente a Politopo Destino

Sea T la matriz de transformacion espacio temporal, la cual define el tiempo de
ejecucion y efectiia el mapeo hacia un arreglo de procesadores en una dimensién (1D).

s Sk 0 01
T=H= sy |=|1 1 0 @3.1)
p —_—
P, 010
La matriz de transformacion espacio temporal T , cumple la relacion (3.2).
Tx = y (32)

Donde el vector x representa el espacio de indices x =[i J k]‘ del politopo fuente y

el vector y el nuevo espacio de indices definido y=[tl t p]’ del politopo destino al

efectuar multiproyeccion. Note que en este caso el tiempo es un vector.

Aplicando la relacién (3.2):

S G S

0 0 1] t,

1 1 0l[j|=|t,

01 0|k P

Se obtiene la relacion:

x=T"y (3.3)
r—L r——r’-;—\r—M

il [0 1 -1

Jjl=l0 0 1|

k 1 0 O0flp

91



Luego entonces:

i=t,—p
j=p 34
k=t

La relacién (3.4) define los valores de X en funcién del nuevo espacio de iteracion
determinado por y , en el codigo del politopo destino al efectuar multiproyeccion.

La relacion Ax<b es la representacion matricial del sistema de desigualdades, que

define al politopo fuente, en funcién del espacio de iteracién (i, /, k) .

-1 0 O M limite inferior de i i2-M
0 -1 1|5 0 limite inferior de j j2k
o o -1’ oo limite inferior de &~ k>0
1 0 1 Ii -1 limite superiorde i i<—k-1
0 1 0 N-1 limite superiorde; j<N-1
|0 0 : | N-1]| limite superiordek k< N-1

El politopo destino al efectuar multiproyeccion estd descrito por el conjunto de
desigualdades de la relacién (3.5).

(AT)y<b

o 3.5)
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Resolviendo el sistema de desigualdades de la relacion (3.5) por el método de
eliminacién de Fourier-Motzkin se obtienen los limites inferior'y superior del nuevo
espacio de iteracion y , del programa del politopo destino al efectuar multiproyeccion:

0<t,<min(M-2,N-1)
t,<t,<min(M+N-3-1)
max (t,, 4, +#, —M +2) < p<min(t,, N-1)

El listado 3.3 muestra el programa correspondiente al politopo destino al efectuar
multiproyeccion.
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for (11=0;1l<=N-1 1++){
for (12=t5; 12 <=min(M+N-3-11); 12++){
for (p=max (1], 11+62—M +2); p<=min(12, N-1); p++){

if (11 = p){ /1 Generacidn de Rotaciones de Givens (GG)
if (2= p){
r[p—12+M -1][p][1] = a[ p—12+ M -1][ p][11];
}

r[p—t2+M—2][p][tl]=sqrt(paw(a[p—t2+M—2][p][tl],2.0)+

pow(r[p—12+M—l][p][tl],Z.O));

if (r[p—12+ M =2][ p][1] = 0)¢
c[p-2+M-1][p+1][a]=1
s[p-r2+M-1][p+1][a]=0;

Yelse{
c[p—12+M—1][p+1][t1]=(a[p—t2+M—2][p][ll])/r[p—12+M—2][p][t1];
s[p-12+ M -1)[ p+1][11] = (a[p—12+M—1][p][tl])/r[p—t2+M—l][p][tl];

}

if (12+11 = p+M-2){
a[p-12+M =2][p][1+1]= r[p-12+ M =2][p][11];

}
Yelse{ /1 Ejecucion de Rotaciones de Givens (RG)
if (12= p){
temp[p—t2+M -1][ p][l] =a[p-12+M -1][p][11);
}

temp[p-12+M -2][p][1] = c[p-12+M-1][p][A]*a[ p-12+ M -2][ p][1]+
s[p-12+M =1][ p)[1]* temp[ p— 12+ M —1][ p][11];

a[p-2+M-1][ p][11+1] =—s[p-12+M-1][p)[])*a[ p—12+M-2][ p][11] +
c[p-12+M =2][ p][11]*temp[ p~12+ M -1][ p][11];

if(12+11 =p+M-2){

a[p-12+M =2|[ p][1+1] = temp[ p—12+ M -2][ p][11];

}

c[p-2+M-1][p+1][A1] =c[p-12+ M -1][ p][11];

s[p-2+ M -1][p+1][t1] = s[ p-12+ M -1][ p][11];

}
}
}
}

Listado 3.3: Programa de la descomposicién QR después de aplicar la transformacién

espacio temporal de multiproyeccion.
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3.4.2 Embaldosado

Las transformaciones convencionales de embaldosado: mineria de tiras y
permutacion de bucles, presentadas en la seccion 3.2, son aplicables a la
multiproyeccion.

A continuacién realizamos dos formas de hacer embaldosado. En la primera partimos de
un bucle anidado cuyos indices son (#,f,,p) y llegamos a un bucle anidado cuyos

indices son (pp,#,t,, p). En la segunda partimos del mismo bucle anidado que en el

caso anterior y llegamos a un bucle anidado cuyos indices son (#,t,, pp, p).-Las

transformaciones mencionadas las logramos por secuencias de transformaciones de
permutacion de bucles y de mineria de tiras. Si M denota una transformacién mineria
de tiras y P, denota una transformacién de permutacion de bucles entonces la primera

transformacion se logra mediante:

pp pp
4 p p ;
Ll o> || oM, > | oR- tl
5 t, 1 2
7} p
y la segunda transformacion se efectia mediante:
t
4 !
53
L >M,—>
pp
p
p

Los listados 3.4 y 3.5 corresponden respectivamente a la primera y segunda
transformacién de embaldosado del espacio de iteracion del listado 3.3.
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Jor (pp=0; pp<=N-1; pp+=Bp)
Jor (n=0;11 <=ﬂoor(min(pp+Bp—l,M—2,N—1,M+N—pp—3,M+N—3,pp+Bp+M—3,
0.5%(M +N=3),05%(M + pp+ Bp=3),0.5%(2* M + N - pp~5),025*(3* M + N=T7))); (1++)
Jor (12=max(t1-M +1,pp—M +1L1-M,2%11-2* M +3);
2<=min(N-2-tLpp+Bp-2—~1L,M + N-2*11-4); 12++)(
/br(p=max(pp,0,t1,2"tl—M+2,tl+12+]);
p<=min(pp+Bp-LN-L2+ M -1L,M +N-11-3); p++){

if (1= p) /| Generacion de Rotaciones de Givens (GG)
if (2= p\
rlp-12+ M -1][p][A] =a[ p- 2+ M -1][ p][11]);
}

rlp-12+M =2][p][1]=sqrt( pow(a[ p - 12+ M -2][ p][11],2.0) +
pow(r[p-12+M -1][p][11],2.0));
if (r[p—2+ M -2][ p][a1] =0)(
c[p—12+M—1][p+1][tl]=l;
s[p—12+M—l][p+l][t1]=0;
Yelse{
c[p-12+M-1][p+1][a]=(a[p-r2+ M -2][ p][11])/ r[ p - £2+ M = 2][ p][11]:
.slp-2+ M -1][p+1][A]=(a[p-12+ M -1][ p][A1])/ r[p - 2+ M —1][ p][11];
}
if(12+11 =p+M-2){
alp-12+ M =2][p][1+1]= r[p-r2+M-2][p][11];

}
Jelse{ /| Ejecucién de Rotaciones de Givens (RG)
if (2= p){
temp[p—12+M -1][p][]=a[p-t2+ M -1][ p][11];
}

temp[p-t2+M -2][p][11] = clp-12+M-1][p][N]*a[p-r2+M -2][ p][11] +
s[p—t2+M —l][p][tl]*temp[p—t2+M—1][p][tl];

a[p-12+ M -1][p][s1 +1] =—s[p—t2+M—1][p][tl]*a[p—12+M—2][p][tl]+
c[p—tZ+M-2][p][tl]*temp[p—tZ+M—l][p][tl];

if(12+11 = p+M-2){

a[p—t2+M—2][p][tl+l]=temp[p—t2+M —2][p][tl];

}

c[p-12+M-1[p+1][a]=c[p-2+M-1][ p][11];

s[p-2+ M -1][p+1][t1] =s[p -2+ M -1][ p][11];

Listado 3.4: Programa de la descomposicion QR después de aplicar embaldosado al

indice p de la transformacion espacio temporal de multiproyeccion.
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for (1=0;11<=N-1; t1++){
Jor (12=11;12 <=min(M + N -3-11); 12++){
for (pp = max (1, 11+£2~ M +2); pp <=min(t2, N-1); pp+=Bp){
for (p=max(pp, 11, 11+12—= M +2); p <=min(pp+Bp—1,12, N=1); p++){

if (1l = p){ /! Generacién de Rotaciones de Givens (GG)
if (12=p){
r[p—12+M—-l][p][tl] = a[p-—t2+M—l][p][tl];
}

r[p—t2+M—2][p][tl]=sqrt(pow(a[p—t2+M—2][p][ll],2.0)+pow(r[p—t2+M—l][p][tl],2.0)); g

if (r[p—12+M -2][ p][11] = 0){
clp-r2+M-1][p+1][n] =1;
s[p-2+M-1)[p+1][n1]=0;

Yelse{
c[p-t2+M-1)[p+1][1]=(a[ p-12+ M -2][ p][a1]) / r [ p— 2+ M -2][ p][11];
s[p-2+ M -1)[p+1)[11] = (a[p-12+ M -1][ p][1])/ r[ p— 12+ M -1][ p][11];

}

if(12+11 = p+M-2){
a[p-12+M =2][p][t1+1]= r[p-12+M -2][ p][11];

}
Yelse{ /| Ejecucién de Rotaciones de Givens (RG)
if (12=p){
temp[ p—12+ M -1][ p][t1] = a[ p- 12+ M -1][ p][11];
}

temp[p—-12+M =2][p][1] = c[p-r2+M-1][p][1]*a[p-12+M -2][ p][1]+
s[p—t2+M—1][p][tl]*temp[p—t2+M—1][p][11];
a[p-12+ M -1][p][1+1] =-s[p-r2+M-1][p][1]*a[p-12+M -2][ p][11]+
c[p-12+M =2][ p][e1]* temp| p—12+ M -1][ p][11];
if(12+11 = p+M-2){
a[p-12+M =2)[ p][t1+1] =temp[ p—12+ M -2][ p][11];

}
clp-12+M-1)[p+1][11] =c[p-12+M -1][ p][11]);
s[p—2+M-1)[p+1][d] =s[p-12+ M -1][ p][11];

Listado 3.5: Programa de la descomposicion OR después de aplicar embaldosado al
indice p de la transformacion espacio temporal de multiproyeccion.
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Capitulo 4

Introduccion a la Teoria del Agendamiento

El dlgebra es generosa; con frecuencia da mds de lo que se le pide.
Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783)

4.1 Introduccién

42 Complejidad de Algoritmos

4.3 Agendamiento de Grafos Dirigidos con Comunicacion sin Retardos
4.4 Disefio de un Sistema con Multiprocesadores

4.5 Agendamiento de Grafos Dirigidos con Comunicaciones con Retardo

4.1 Introduccion

Un enfoque para disminuir el tiempo de ejecucion de un programa es mejorar la
velocidad de operacion del procesador donde se ejecuta. Otro enfoque es particionar el
programa y usar multiples procesadores simultineamente para la ejecucion del
programa. En general el tiempo de ejecucion de un programa se mejora utilizando los
dos enfoques. En la actualidad se empieza a acercarse a los limites de desempefio que
los componentes electronicos tienen, esto hace mas atractivo el segundo enfoque. En
este capitulo estamos interesados solamente en el segundo enfoque, al cual se le llama
procesamiento en paralelo. El procesamiento paralelo es el enfoque preferido en el
disefio de maquinas de alto desempefio. Este tipo de procesamiento requiere identificar
en el programa original las operaciones que se pueden ejecutar en paralelo; aunque no
es parte de este capitulo la explicacién de cémo un programa se puede particionar en
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operaciones. La teoria del agendamiento es crucial para el disefio eficiente de sistemas
de procesamiento paralelo.

En un problema de agendamiento se tienen tareas u operaciones y maquinas 0
procesadores y se requiere decidir en qué tiempos y en cuales procesadores se ejecutan
las operaciones. El problema de decidir que operaciones ejecuta cada procesador se
llama el problema de la asignacion y el problema de decidir en que tiempos se ejecuta
una operacion se llama problema de la calendarizacioén. La resolucién del problema
de agendamiento se efectiia bajo restricciones y se optimiza una funcién objetivo.
Algunos autores se refieren con el nombre de problema de calendarizacién al problema
de agendamiento.

Los conceptos y teoremas presentados en este capitulo constituyen a mi juicio los
rudimentos de la teoria del agendamiento. Estos teoremas y lemas fueron probados por
Darte, A., and Y., Robert [5], Bruno, J., Coffman, E., and Sethi, R., [4], Sinnen, O.,
Sousa, Leonel A., Sandnes, Frode E., Toward a Realistic Task Scheduling Model. IEEE
Transactions on Parallel and Distributed Systems, Vol. 17, No. 3, March 2006.,
Ravindran, K., Task Allocation and Scheduling of Concurrent Applications to
Multiprocessor Systems. Ph.D. Thesis, Electrical Engineering and Computer Sciences
University at Berkeley, 2007. [29] y Sih, Gilbert C., Multiprocessor Scheduling to
Account for Interprocessor Communication. Ph.D. Thesis, Electronics Research
Laboratory. College of Engineering University of California, Berkeley, April, 1991.
[31]. La contribucion de esta tesis en este aspecto radica en resumir y presentar en una
forma clara los resultados mas basicos de la teoria del agendamiento, ademis se
presenta la teoria y pseudocodigo para construir agendadores con lista de prioridad.
Existen literalmente miles de articulos sobre agendamiento, aqui sélo tocamos la
superficie. El problema general de agendamiento es un problema computacional dificil
de optimizacién combinatoria discreta multiobjetivo sujeto a muchas restricciones. Se
encuentran cotas para el tiempo de ejecucién 6ptimo y nlimero de procesadores éptimo.
Un programa es modelado como una relaciéon de orden parcial, en el conjunto de sus
operaciones. Estos pardmetros Optimos seran utiles para evaluar la calidad de los que se
obtienen de implementaciones de calendarizadores y arquitecturas reales.
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4.2 Complejidad de Algoritmos

Introducimos aqui breve e informalmente algunos conceptos de complejidad en
tiempo de algoritmos. Muchos de los calendarizadores son problemas
computacionalmente complejos, también llamados no polinomiales dificiles o NP
dificiles.

La clase de los problemas P sélo contiene problemas que pueden ser resueltos en
tiempo polinomial, mientras que la clase de los problemas NP sdlo contiene problemas
cuya solucién puede ser verificada en tiempo polinomial. Hasta ahora no ha sido posible
demostrar que P = NP note que P c NP esto es todo problema que es resoluble en
tiempo exponencial es verificable en tiempo exponencial. Para los problemas NP sélo se
conocen algoritmos de complejidad exponencial y, como ya se menciond, no ha sido
posible hasta ahora encontrar un algoritmo de complejidad polinomial que resuelva un
problema NP. Todos los algoritmos en la clase NP son polinomialmente equivalentes en
complejidad en tiempo en el sentido que un algoritmo de la clase se puede convertir en
otro algoritmo de la clase usando una transformacién de complejidad polinomial en
tiempo. La clase de problemas NP es tal que si un problema se puede resolver con un
algoritmo de complejidad polinomial, todos se pueden resolver con un algoritmo de
complejidad polinomial. Sean q y r problemas donde g es un problema en NP. g se

puede reducir en tiempo polinomial a » entonces se dice que » NP dificil. » es NP
completo si 7 es un problema NP. Dado que no se conocen algoritmos polinomiales en
la clase de los NP dificiles y se cree que esto nunca sucedera, en la practica se considera
que para resolver un problema NP dificil sélo existen algoritmos de complejidad
exponencial.

Dado un problema, la demostracién de que es de complejidad en tiempo NP dificil o
al menos de esta complejidad, es util en el sentido de que no es conveniente tratar de
encontrar una solucion eficiente dado que es altamente improbable encontrarla. Para
demostrar que un problema X es al menos de complejidad en tiempo NP dificil basta
con encontrar un problema Y en la clase de algoritmos NP dificiles tal que Y se puede
transformar en X con complejidad en tiempo polinomial. La transformacion anterior,
llamada transformacién polinomial, si existe, por lo general es compleja y dificil de
encontrar. El interesado en la teoria de la complejidad se le recomienda el libro de
Garey y Johnson en la bibliografia [9].

Las siguientes son tres caracteristicas deseables de un algoritmo que resuelve un
problema.

i. resuelve el problema Optimamente,

ii.  esde complejidad polinomial y
iii.  resuelve todas las instancias del problema.
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Cuando nos topamos con un problema NP dificil en la practica se requiere abandonar
al menos uno de los requerimientos anteriores. Los algoritmos p —aproximativos son
heuristicos y encuentran soluciones subéptimas. Un algoritmo p—aproximativo
resuelve un problema subéptimamente con la garantia de que su solucién esté dentro de
un factor multiplicativo pequefio p del 6ptimo verdadero, esto se efecttia sin saber cual

es el optimo. Los algoritmos p—aproximativos son de complejidad polinomial y

resuelven todas las instancias del problema. Desafortunadamente muchos algoritmos
heuristicos no son p—aproximativos. Los algoritmos heuristicos mas comunes son

algoritmos incrementales y voraces que producen resultados subptimos de complejidad
polinomial en tiempo. Por lo general, se usan estudios experimentales para demostrar su
eficiencia computacional y la calidad de sus soluciones, estas dos cifras de mérito son
comunmente usadas para comparar algoritmos heuristicos. En general no existe un
algoritmo heuristico que es mejor que otro en todas las circunstancias. Un algoritmo
heuristico es mejor que otro algoritmo heuristico si dada una poblacién de problemas
encuentra una solucién mas cerca a la éptima mas frecuentemente que el otro. Un
algoritmo heuristico se dice cuasi 6ptimo si las soluciones que arroja estdn dentro de
cierto rango del 6ptimo la mayor parte del tiempo. Una inconveniencia comun con los
algoritmos heuristicos es su inflexibilidad ante cambios del problema que se resuelve.
Por lo general un algoritmo heuristico requiere redisefio si se afiaden nuevas hipétesis y
restricciones, es decir, sacrifica flexibilidad para ser computacionalmente eficiente.

La gran mayoria de las variantes del problema de agendamiento son problemas NP
dificiles. Para una demostracion o referencia a ésta véase la bibliografia. Dado que
problemas de agendamiento simples son NP dificiles no seria aventurado decir que casi
todos los problemas de agendamiento son NP dificiles.

102



4.3 Agendamiento de Grafos Dirigidos con Comunicacién sin Retardos

Se proporciona una breve introduccién al agendamiento, inicialmente se considera un
nimero ilimitado y homogéneo de procesadores, posteriormente se considera un
nimero limitado de procesadores. Se considera que los canales de comunicacién no
tienen retardos. Este ultimo tema se trata con més profundidad mas adelante en este
capitulo. Un programa se modela por medio de un grafo dirigido aciclico (dag) donde
los nodos representan operaciones y los arcos representan precedencia. Dos operaciones
estan conectadas por un arco si y sélo si la operacion en la punta del arco requiere la
informacién producida por la operacion en la cola del arco. Una operacién es una
computacion indivisible y puede ser una asignacion, un procedimiento o un programa
completo.

Dado un dag, G=(S,R), le asociamos a cada operacién o€ S un costo w de

computacién definido por la funcion w(o)2 0. Suponemos inicialmente que tenemos

un nimero ilimitado de procesadores. La relacion R define la precedencia entre
operaciones. La figura 4.1 muestra un grafo como el descrito. La funcién w nos
proporciona una medida del computo que cada uno de las operaciones requiere que por
ahora suponemos que es el tiempo de computacion y que todos los procesadores son
iguales. En el caso que el tiempo de ejecucién de una operacion es dependiente de los
datos suponemos que el valor dado por la funciéon wes el peor caso de costo de

computacién. Se supone que se conoce w(o) antes de ejecutar la operacién o . En el

caso de procesadores heterogéneos una vez que se sabe en que procesadores se ejecutan
las operaciones la funcién w nos sirve para calcular los tiempos de ejecucién de las
operaciones. En el caso de procesadores homogéneos, antes de asignar procesadores a

las operaciones se puede calcular el tiempo de ejecucién a partir de w(0). Suponemos

aqui que el costo de computacion es igual al tiempo de computacion. La funciéon w
tiene como dominio las operaciones y contradominio los naturales. La seleccion de los
naturales es vez de los racionales no es una restriccion dado que la cardinalidad de S es
finita y los costos racionales se podrian escalar para obtener los costos naturales. Se
supone que la red que interconecta los procesadores es totalmente conectada y que la
comunicacién entre dos procesadores es sin retardo. Los procesadores no intervienen en
la comunicacién y multiples procesadores se pueden comunicar a la vez. El modelo
considerado es adecuado para circuitos digitales sincronicos, sistemas multiprocesador
con memoria compartida y para arquitecturas basadas en microprograma, ademas es
requerido en algunas situaciones como subproblema para cuando se resuelve el mismo
problema pero con retardos de comunicacién considerados.

El modelo de programa por medio de un grafo de dependencia no permite tener
ejecucion condicional de operaciones. Sin embargo la definicion de una operacién
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puede tener condicionales lo cual en general se manifiesta como un tiempo de ejecucion
variable de la operacion. El tiempo depende de las alternativas que se hayan tomado en
los condicionales de la operacion. En este caso se toma como costo de computacion el
mas costoso. En el modelo del grafo dirigido se supone que siempre se tienen
disponibles los datos de entrada a cualquier tiempo requerido. Con respecto a los datos
de salida se supone que cuando se producen siempre hay lugar en donde guardarlos. En
una implementacion real se pueden requerir de alivio tanto para las entradas como para
las salidas.

Figura 4.1: Ejemplo de grafo con costos de computacion asociados a los nodos.

Un calendarizador nos indica en que tiempo se despacha el inicio de la ejecucion de
cada operaciéon. Suponemos que la funcién calendarizadora tiene como dominio el
conjunto de las operaciones S y como contradominio el conjunto de los naturales. Esta
tiltima consideracion no es una restriccién dado que si tomamos como contradominio
los racionales dado que hay un niimero finito de operaciones siempre podemos escalar
los racionales para obtener naturales. La seleccién es natural para las aplicaciones que
tienen un reloj global que es compartido por todos los procesadores. El calendarizador

asigna un tiempo de iniciacion, 7(v) a cada operacién ve S . Un asignador nos indica

en que procesador se ejecuta una operacion. Notamos que el orden en que se ejecutan
las operaciones asignadas a un procesador estdn determinadas por la funcion de
calendarizacion. En general el disefio de un calendarizador y asignador son problemas

dependientes. Un agendador se define como el par (7,7). Un agendador produce una

particién de los nodos del grafo dirigido, todos los nodos que se asignan aun mismo
procesador pertenecen a la misma clase de equivalencia que en este contexto se le
acostumbra a llamar cimulo. Un agendador normalmente se implementa como un
algoritmo que tiene como entradas un modelo del programa que se quiere ejecutar y un
modelo del sistema del multiprocesador donde se planea ejecutar el programa. La salida
del algoritmo son las funciones de calendarizacion y de asignacién. Por abuso de
lenguaje y dado que no conduce a confusiones al algoritmo se acostumbra llamarlo
también agendador.
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Un diagrama de Gantt es una ayuda visual que muestra la evolucién de todos los
procesadores en el tiempo. Un diagrama de Gantt es una manera de describir un
agendador, es decir, toda la informacién para construir las funciones de calendarizacioén
y asignacion se encuentran en el diagrama de Gantt. Se distinguen dos estados de un
procesador: ocupado y desocupado. Un procesador ocupado ejecuta una operacién. La
figura 4.2 muestra un diagrama de Gantt donde se tienen cuatro elementos procesadores.
El agendador tiene como propésito embaldosar, sujeto a un criterio de optimizacion, un
pedazo del espacio tiempo-procesador respetando las precedencias entre operaciones..
Por ejemplo si el criterio de optimizacion es disminuir el tiempo de ejecucion, el
embaldosado resultante tendré pocos lugares con procesadores desocupados.

procesadores . ocupado

D desocupado

P3
P2
P1
PO
T tiempo
Figura 4.2: Diagrama de Gantt de un sistema paralelo.
Por construccion del diagrama de Gantt se tiene:
Lema 4.1. Para todo diagrama de Gantt son validas las relaciones:
ves
mT,, 2 Y w(v) (4.2)
ves
T, 2 maxw(v) 4.3)

Donde m es el nimero de procesadores, S es el conjunto de operaciones, w(v) es el

costo de computacién de la operacion v, d =0 es el tiempo acumulado que los

procesadores se la pasan desocupados, T es el tiempo de ejecucién y 7, es el tiempo

de ejecucion més corto que puede producir un calendarizador arbitrario.
|
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La suma de la relacién (4.2) se llama el tiempo de ejecucion secuencial y es el tiempo
que le tomaria a un sélo procesador ejecutar todas las operaciones del grafo de
dependencias. La relacion (4.1) nos dice que el rea del diagrama de Gantt puede ser
calculado por dos formas al menos: la suma del acumulado de los tiempos de cuando los
procesadores estan desocupados y de la suma acumulada de los tiempos de cuando los
procesadores estan ocupados, la otra forma de calcular la 4rea es el producto del numero
de procesadores por el tiempo de ejecucion. La relacion (4.2) nos indica que el tiempo
de ejecucién 6ptimo es al menos igual al promedio de tiempo de ejecucion de cada
procesador. La relacién (4.3) indica que el tiempo de ejecucién 6ptimo es al menos
igual al tiempo de ejecucion de cualquier operacion.
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Ejemplo 4.1. Considere los dags y sus correspondientes diagramas de Gantt en la figura
4.3. Los dags son equivalentes, s6lo estan dibujados de manera diferente. Los diagramas
de Gantt muestran dos calendarizadores diferentes, los dos tienen el mismo tiempo de
ejecucion, sin embargo el segundo usa menos procesadores. El segundo calendarizador
usa los procesadores mas eficientemente.

procesadores

4

procesadores
ocupado

Pl

desocupado

P2

P3

P4

tiempo
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P2 | P3 | P4 : procesadores
|
|

A

procesadores
ocupado

desocupado

P2

P3

P4

tiempo

Figura 4.3: Grafos de dependencia y correspondientes diagramas de Gantt para dos
calendarizadores diferentes.
u
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Un asignador y un calendarizador son vilidos o factibles si se satisface que:

i. una operaciébn se ejecuta s6lo si sus operaciones predecesoras ya se
ejecutaron,
ii. no se asignan dos o mas operaciones al mismo tiempo al mismo elemento
procesador y
iii.  la ejecucion de una operacion la realiza s6lo un elemento procesador.

La primera propiedad, también llamada restriccién de precedencia, nos indica que
un calendarizador valido no viola las precedencias establecidas por el dag que modela el
programa y la segunda que un procesador no puede ejecutar mas de una operacién a la
vez. Esta Gltima propiedad, también llamada restriccion de procesador, establece una
relacion entre el calendarizador y el asignador. Todos los calendarizadores que aqui
tratamos son validos. Un asignador recobra particular importancia cuando el nimero de
operaciones es mayor que el nimero de procesadores. Siempre que nos referimos a un
calendarizador y un asignador suponemos que son validos.

Si G =(S,R) es el dag que representa el programa y 7 y & son respectivamente las

funciones calendarizador y asignador entonces tenemos que las propiedades que
definen un calendarizador valido son:

i. wuveS,u#v,uRv y ﬂ(u)#ﬂ(v):‘rf(u)ST(v)
Donde 7, (u) es el tiempo de terminacién de la operacién u y se define como:

7, (u) 27 (u)+w(u)

7(u) es el tiempo de despacho o de inicializacién de la operacién u, se tiene de

manera similar para 7(v).

i. wveSuzrvy rm(u)=rx(v)=7,(u)<7(v) o 7, (v)<7(u)y

ili. 7 es una funcidn no una relacion.

La propiedad ii fuerza un orden en las operaciones que se asignan al mismo
procesador y la operacion se ejecuta sin desalojo hasta su terminacion una vez que ha
iniciado su ejecucion. Se dice que una operacion estd liberada cuando no ha sido
ejecutada y todos sus procesadores inmediatos han sido ejecutados o no tiene
predecesores. El tiempo de activacion de una operacion v se define como:
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%, (v)= max 7, ()

y es el tiempo al cual se activa la operacién v y es el maximo tiempo de terminacion de
los predecesores de v. Cuando una operacién no tiene predecesores su tiempo de
activacion es cero por definicién. Una operacion liberada estd lista para ser
calendarizada y asignada. Usando la definicién anterior, la restriccién de precedencia se
puede reformular como:

veS, ueP(v), uzv y z(v)zx(u)=>r7 (v)<z(v)

Del resultado anterior se tiene que si seleccionamos 7(v) tal que 7(u) =7, (v) entonces
se tiene un calendario vélido. Sea & =(7,7) un agendador del grafo de dependencia

G=(S,R) extendido con costo de computacion w(v)20, veS El costo de

computacién es una medida de las instrucciones que se requieren para ejecutar la
operacion. El tiempo de ejecucién del agendador cuando se usan m procesadores se
define como:

T,

w(m)=maxz, (v)—nv'xeisnz'(v)

veS

si min 7(v)=0 se tiene que:
T, (m)=maxz, (v)

Sin pérdida de generalidad suponemos que todos los calendarizadores inician al tiempo
cero, es decir, que la expresion anterior da el tiempo de ejecucion. 7, no depende de a

que procesadores se asignan las operaciones. El tiempo de terminacién de un
procesador es el tiempo en que termina la Wltima operacién que procesa, més
formalmente, si p, es un procesador:

7,(p,)= max 7, (o)
#(o)=p,

Los procesadores usados por un agendador son aquellos a los que se les asigna al menos
una operacién. Si U es el conjunto de procesadores usados entonces:

U={x|x=7r(o) y o€ S}

110



donde S es el conjunto de operaciones. Si se tienen m procesadores disponibles sucede
que |U | <m.

A continuacién mostramos que una funcién de calendarizacion se puede definir sobre
los nodos de un grafo dirigido sin ciclos pero no sobre un grafo dirigido que contiene
ciclos.

Teorema 4.1. Sea G =(S,R) un grafo dirigido finito con una funcién w de costo de

computacion definida en S y evaluada en N Existe un calendarizador para G siy
sélo si G no tiene ciclos.

Demostracion. Si hay un ciclo, sea s, — 5, = ... = 5, — 5, de aqui se tiene que syRs, y
la funcién calendarizadora trataria de producir un funcién que cumple con
7(s,)+w(s,)<7(s;). Dado que w(s;)>0 se tiene una contradiccién, es decir, la
funcién calendarizadora no existe. Si no hay ciclo por el teorema 2.1 tenemos que hay al
menos una clasificacion topologica de (S,R) y de ésta se obtiene un calendarizador

secuencial.
|

La longitud computacional de una trayectoria u del grafo dirigido aciclico
G =(S,R) aumentado con costo de computacién w(v)>0, ve S. Se define como la

suma de los costos de computacién asociados a los nodos en la trayectoria, mas
formalmente:

I, (ﬂ):Z#W(O)

Note la diferencia entre esta definicion y la definicion donde la longitud de una
trayectoria es el nimero de aristas de ésta. /, (u) se puede interpretar como el tiempo
que toma ejecutar todas las operaciones que forman la trayectoria 4. La ejecucion de
las operaciones de una trayectoria es secuencial dado la dependencia entre las
operaciones que forman la trayectoria. La trayectoria critica 4, de un grafo extendido

con costos de computacion es la trayectoria de peso mas grande del grafo. La trayectoria
critica en general no es unica. Mas formalmente, la trayectoria critica 4 es la

trayectoria 2 que satisface:

L (#.) = max [ (4)

111



donde 4 es una trayectoria del grafo bajo consideracion. Como el siguiente lema lo

muestra, la longitud de una trayectoria critica es una cota por abajo al tiempo de
ejecucion del grafo de dependencias.

Lema 4.2. Sean G=(S,R) un dag finito extendido con costo de computacién
w(0)20 para o€ S, v un calendarizador para G con m elementos procesadores,

T,

~(m) el tiempo de ejecucién para el calendarizador 7 entonces:

i

T,(m)ZZw(vj)ZO

J=1
para una trayectoria arbitraria g =(vy,...v,) del grafo G -

Demostracion. Sea la trayectoria 4 =vyv;...v,, k20 de G yun calendarizador 7 que

satisface:
T(vn+1 ) 2 T(vn ) + W(vn ) 20

Aplicando repetidamente la relacién anterior se tiene que:

i

T(Ven) 27(v0)+ 2 w(v)) (4.4)

=l
Dado que 7(v,)20 y 7,(m)27(v,,,) de larelacién (4.4) se tiene que:

i

T,(m)2 Y w(v;)20

J=1

El significado de la trayectoria critica es que sin importar el nimero de procesadores
que se usen no es posible reducir el tiempo de ejecucién abajo del costo de la trayectoria
critica. Es decir, no existe calendarizador que pueda ejecutar las operaciones del dag en
menos tiempo que el peso de la trayectoria critica. Un calendarizador puede tener
diferentes metas, por ejemplo, optimizar tiempo de ejecucion, optimizar nimero de
procesadores bajo ciertas restricciones.
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T, se llama el tiempo Gptimo de ejecucion y es el tiempo mas corto en que se puede

ejecutar las operaciones de un dag dado, con un nimero ilimitado de procesadores. Més

formalmente sea s un calendarizador arbitrario entonces T, =min7, donde T, es el
s

tiempo de ejecucién cuando se usa el calendarizador s . Un calendarizador con tiempo
de ejecucién 7, se llama calendarizador éptimo en tiempo. Note que si se tiene que

T,(m)=1 (4, ) entonces 7 es un calendarizador 6ptimo. Sea T el tiempo de ejecucién

de un calendarizador y dag dados T es mejor mientras més cerca esté de T, . Note que

opt *

por definicién T,

nimero de procesadores y siempre requiere un sélo procesador para efectuar su
computo. Un problema de mayor interés es encontrar el minimo nimero de

procesadores dado un tiempo de ejecucién. N,,

que se requieren para efectuar las operaciones de un dag dado bajo la restriccion que el

tiempo de ejecucién es T,,,. Un calendarizador con tiempo de ejecucion T, y nimero

<T Observamos que el calendarizador secuencial es 6ptimo en el

es el nimero minimo de procesadores

de procesadores N,

m el nimero de procesadores que un calendarizador y dag dados requieren. m es mejor

mientras mas cerca este de N, . Note que por definicién NopSm.

se llama calendarizador 6ptimo en tiempo y procesadores. Sea

Sea N, el nimero de operaciones en ejecucién al tiempo ¢ cuando se usa un
calendarizador 6ptimo en tiempo con tiempo de ejecucién T,,. D, es el nimero de
operaciones en ejecucion cuando se tiene un calendarizador, no necesariamente 6ptimo,
al tiempo ¢. D, es el perfil de ejecucion del calendarizador y N, es el perfil de

paralelismo del programa. El méximo nimero de procesadores requerido, por el
segundo calendarizador D, ,, , esta dado por:

D, = max D, (4.5)

M 0g1<T-1
Defindmos N,_,, por la siguiente expresion:

N_,, = max N,

M 0si<T, -1

Notamos que si el nimero de procesadores m es tal que m>N_, entonces, el

paralelismo expuesto por el grafo no es suficiente para mantener todos los procesadores
ocupados. En este caso el paralelismo de un sistema real estad restringido por el
programa. Si m<N,_ . también hay restriccion al paralelismo pero en este caso esta

ocasionado por el nimero de elementos procesadores de la maquina.
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Dos medidas de desempefio de sistemas paralelos son la eficiencia del uso de los
procesadores y el factor de aceleracion. La eficiencia del uso de los elementos
procesadores se define como la utilizacién promedio de cada uno de los m
procesadores y esta dada por:

T(m)-1
DI
= t=0
") = 7)o

Donde se supone que D, ,, =m . El factor de aceleracién es:

T(m)-1
2 b
= =0 _ _ *D
Note que:
T(m)-1 o)1
D% Y D = ) N =T(l) 2N
=0 1=0

N se llama el tiempo total de computacién y es el tiempo que un calendarizador
secuencial con un procesador se tardaria en ejecutar el dag. Note que el factor de
aceleracion expresa la ganancia en tiempo de ejecucién del sistema paralelo con
respecto al tiempo de ejecucion de un sistema secuencial.

El grafo de dependencia de un programa contiene la informacién completa acerca del
paralelismo de éste. Esta informacion puede ser resumida por el perfil de paralelismo
del grafo. Indicaciones del paralelismo de un programa ain mas resumidas son el
paralelismo maximo y el paralelismo promedio el cual se define como el nimero
promedio de procesadores ocupados durante el tiempo de ejecucién con un nimero
ilimitado de procesadores. Esta definicion es equivalente a las siguientes dos
definiciones.

i. el factor de aceleracion para un ntimero ilimitado de procesadores y

ii. el cociente del tiempo total de computacion sobre el tiempo de ejecucion
optimo.
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Segun se puede ver de la siguiente relacion:

npv("‘)'l

N
A )
T () T () Ty ()

Lema 4.3. Sea G=(S,R) un dag con |S| finito, m el namero de procesadores

requeridos para implementar un calendarizador de tiempo 6ptimo, 7, ,, el tiempo de

opt
n
<m.
L

El resultado del lema 4.3 es claro si consideramos que los procesadores no tienen

ejecucion 6ptimo y n=|S|. Entonces [

en este caso se tienen ——

opt
procesadores, si algunos procesadores tienen tiempos de ocio se obtiene la cota. Debido
a las precedencias del dag puede suceder que se necesiten mas procesadores que la cota
por abajo en el lema 4.3.

tiempo de ocio y que hacen su ejecucién en T,

Teorema 4.2. Sea G =(S,R) un dag finito, s(m) su calendarizador con m elementos

procesadores, entonces la eficiencia 77 y el factor de aceleracion o satisface que:
0<np<l y o0<D,, (4.6)

Es decir, que el maximo factor de aceleracion que se puede obtener con m
procesadores, estéa acotado por D, .

Demostracion. Dada la relacion (4.5) se tiene que D, <D, , para t=0, .., T -1,

sumando los términos D,, t=0, ..., T—1 se tiene que:
-1

0 <) D <T*D,,
1=0

Al dividir por T*D_,, se obtiene la primera expresién de (4.6) y al dividir por T se

obtiene la segunda.
n
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Se dice que existe factor de aceleracion lineal si la eficiencia permanece constante
conforme se incrementa el nimero de procesadores. Es una situacién idealizada donde
se obtiene incremento del factor de aceleracion sin afectar la eficiencia.

El siguiente teorema nos dice que dado un dag y m elementos procesadores mientras
mas procesadores se usan mayor es la posibilidad de reducir su tiempo de ejecucion
6ptimo. Es decir, que al aumentar el nimero de procesadores los tiempos de ejecucion
Optimos para el numero de procesadores no se ampliaran. Mas adelante presentamos
casos més complejos donde este resultado no es necesariamente cierto.

Teorema 4.3. Sean G=(S,R) un dag finito y T,,(m) el tiempo 6ptimo con un

calendarizador con m procesadores entonces:

T,(1) 27,(2) 2..T,(m) 2T,

opt opt opt

(m+1) 2 ... T,,(c) 4.7

opt

Demostracion. Una manera de obtener un calendarizador con m+1 elementos
procesadores es usar un calendarizador 6ptimo en tiempo con m elementos y nunca
usar un elemento procesador. Lo anterior implica que:

T(m+1)=T,, (m)

donde T(m+1) es el tiempo de ejecucién con el calendarizador con m+1

procesadores, por definicion:

T (m+l)ST(m+1)

opt
De aqui se tiene que:

T, (m)2T,  (m+1)

opt opt

De donde se tiene la relacion (4.7).
|

En el teorema anterior los procesadores mencionados son los disponibles, el que ahora
se presenta se refiere a los procesadores usados.

Teorema 4.4. Sea un dag finito G=(S,R) extendido con costos de computacién

w(0)20 para o€ S. m es el nimero de procesadores. C? y C?" son clases de

calendarizadores que usan respectivamente g y g+1 procesadores donde
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g<m y q+1<m. Para calendarizadores Optimos en cada una de las clases

C? y C* secumple que:

T('l*l) T('l)

opt opt

T('l"‘l)

Demostracién. Sean Ta(:,) y T,

calendarizadores Optimos en las clases de

calendarizadores C? y C*"' respectivamente. Q es el conjunto de procesadores

usados por el calendarizador T'¥ Sea la operacién o€ S tal que w(o)=p'eQ yel

opt
(q)
opt

procesador pe P—(Q donde P es el conjunto de procesadores disponibles, el tiempo

tiempo de iniciacion de ejecucion de o es 7,5, (0). La operacién o se recalendariza en
de activacion de la operacion o para esta nueva circunstancia es 7, (o), el cual es
menor o igual al que se tenia-con g procesadores, esto se debe a que es la Gnica
operacién en p . Recordamos que en el caso que nos concierne 7, no depende de en

que procesadores se asignan las operaciones. Los tiempos de activacién de los sucesores
de la operacién no son mas tarde de los que se tenian con g procesadores usados. Es

decir, el nuevo calendario es valido si se selecciona 7(u)=7, (#). El nuevo calendario

usa g+1 procesadores y asi tenemos que 7:,(1,",“) <1l ST;&,",) que es el resultado

buscado.
|

El teorema anterior no es en general vélido para cuando el grafo de dependencia
también incluye costos de comunicacién.

Existen situaciones donde se pueden usar menos de N, procesadores y se puede

lograr el tiempo minimo de ejecucion de un algoritmo. Es de interés calcular el 6ptimo
namero de procesadores, N,,, con el cual se tiene el minimo tiempo de ejecucion de un

algoritmo. T,
calendarizador. Dado un calendarizador arbitrario y un grafo de dependencia se puede

obtener Ty N para este par. T, y N,, son los mejores valores contra los que se

y N, son caracteristicas del grafo de dependencia y del mejor

compara T y N La eficiencia éptima del uso de los elementos procesadores esta dada
por la siguiente expresion:

T;JPI

2N

- (4.8)
T _*N

opt opt

”opt =
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El factor éptimo de aceleracion del algoritmo, se expresa mediante:

A continuacion se muestra un calendarizador libre donde se supone que el costo de
computacion en general no es unitario. El calendarizador libre que explicamos es un
calendarizador 6ptimo en tiempo. En este calendarizador cada operacion se asigna a un
procesador distinto. Se supone niimero ilimitado de procesadores. Cada operacion inicia
su ejecucion tan pronto como es posible, es decir, en cuanto una operacion se activa se

inicia su ejecucion, esto es se cumple que 7, (u)=7(u) para toda operacién o. 7, (v)

es la suma de los costos de computacion de una trayectoria critica que empieza en un
elemento minimal del grafo de dependencias y termina en la operacién v, el costo de v

no se incluye en 7, (v). El tiempo de iniciacién de una operacién esta determinado por

los tiempos de finalizacion de sus predecesores inmediatos.
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Entrada: G=(S,R) es un dag que define las relaciones de dependencia entre
operaciones y costos de computaci6n asociados a cada operacion.

Salida: funciones de calendarizacién z(v) y de asignacién z(v) para todas las
operaciones ve S .

p=0; /* variable para llevar registro de procesador asignado
Q0= x|x es elemento minimal de (S,R)}; /*Q es una cola con operaciones activadas
forEach(oe Q) / * elementos de Q se accesan en orden
{
7, =0; /* variable para calcular tiempo de activacion
forEach(ve P, (o)) / * calcula tiempo de activacién de o
{
7, = max (1',,1', (v));
}
7(0) =7, /* tiempo de inicializacion de o
7,(0) =7, +w(0); / * tiempo de terminacion de o
(o) =p++ / * asigna procesador a o
W = activeSuc(o); /* encuentra sucesores inmediatos
/* activados de operacion o
Q =9uW;
}

En el programa mostrado no se maneja un reloj global explicito. El siguiente programa
muestra un calendarizador libre donde si se maneja el reloj global.
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Entrada: G=(S,R) es un dag que define las relaciones de dependencia entre

operaciones y costos de computaci6n asociados a cada operacién.
Salida: funciones de calendarizacion 7(v) y de asignacién z(v) para todas las

operaciones vE S

timeStep = 0; /* variable para llevar registro de tiempo
F=0; /* operaciones que terminaron ejecucion
P=0; /* todos los procesadores estan desocupados

while(S - F # D)
{
F = F U releaseProcessor (timeStep, P);
Q = updateReadyOp(F,S,R); / * calcula tiempo de iniciacion
de operaciones activadas
assignProcessorAndStartTime (Q,timeStep, P); /* asigna procesadores
a operaciones

timeStep ++;

A continuacion se explica brevemente los procedimientos que aparecen en el programa
anterior.

releaseProcessor (timeStep, P) : retorna el conjunto de operaciones que terminan su

ejecucion al tiempo timeStep. Se actualizan los procesadores para marcar como
desocupados los que se liberan de operaciones al tiempo timeStep.

updateReadyOp(F,S,R): retorna un conjunto con las operaciones que se pueden

ejecutar dado que ya se han ejecutado las que estan en el conjunto F , es decir, retorna
las operaciones activas y proporciona el tiempo de inicio de las operaciones activas las
cuales inician en el tiempo timeStep.

assignProcessorAndStartTime (Q, timeStep, P): asigna las operaciones activadas en

procesadores libres de P actualiza el estado de los procesadores para marcar como
ocupados los recién asignados

Dado que a cada operacién se le asigna un procesador la asignacién producida por el
agendador libre cumple con la restriccion de precedencia. Que se cumple con la
restriccion de precedencia se ve del hecho de que el tiempo de inicializacion de una
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operacién es igual al tiempo de activacién de la operacién. Asi tenemos que el
agendador libre es valido. Notamos que cada operacion inicia su ejecucion al tiempo
mds temprano posible, es decir, en cuanto la operacién se activa y los tiempos de
activacion de las operaciones no se pueden reducir. Como consecuencia tenemos que el
tiempo de ejecucion es igual a la longitud de la trayectoria critica del grafo de
dependencia. Asi hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Sea el dag G=(S,R) extendido con el costo de computacién

w(v)20, veS. Se supone que se tiene un niamero no limitado de procesadores. Se

tiene que el agendador libre produce un calendarizador 6ptimo en tiempo.

Dos calendarizadores ftiles en el estudio de calendarizadores son el calendarizador
libre y el calendarizador libre inverso. En ambos casos se supone un numero ilimitado
de procesadores. El calendarizador libre despacha a ejecucion todas las operaciones
activadas, es decir, se tiene que N, =D, para toda ¢ como consecuencia el perfil de

ejecucion del calendarizador libre se puede usar para determinar el perfil de paralelismo
de un programa representado por un dag. El calendarizador libre inverso puede
introducir dilacién en la ejecucion de algunas operaciones activadas, sélo despacha a
ejecucion los que son inaplazables en el sentido que una dilacion haria que el tiempo de
ejecucion del dag aumentara. Como se ve a continuacién ambos calendarizadores tienen
tiempo de ejecucion Optimos. Los dos calendarizadores son validos dado que no
despachan a ejecucion operaciones, que no estin activadas. No se requieren més que

N, procesadores para lograr el tiempo minimo de ejecucién de un programa cuando

se usa el calendarizador libre.
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Ejemplo 4.2. En la figura 4.4 se muestra el recorrido del calendarizador libre a través
del grafo de dependencia de un programa, a partir del grafo, se obtiene la informacion
contenida en la tabla 4.1. En la figura 4.4, 0,1,...,6 denotan los tiempos a los cuales
inicia la ejecucién de las operaciones del programa. Suponemos que todas las
operaciones tiene el mismo costo de computacién.

Figura 4.4: Grafo de dependencia.

' Ntimero de
Tiempo procesadores
ocupados
0 1
1 2
2 3
3 4
4 3
5 2
6 1

Tabla 4.1: Numero de elementos procesadores activados al aplicar el calendarizador
libre.

La tabla 4.1 contiene el nimero de elementos procesadores que realizan un computo,
en un tiempo determinado por el calendarizador libre. A partir de esta informacion se
grafica el perfil de paralelismo de los elementos procesadores contra el tiempo en la
figura 4.5.
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Perfil de Paralelismo

5 T T T T T T T
1 | | I 1 1 |
1 | ] 1 1 1 |
| | ) ) | | |
1 1 1 ] 1 1 |
4 _____ X o v e sl | SRS | VRSP i vl e - b o aeiem dimie e o
| : | i ) |
1 1 £ § 1l I 1
1 I 1 1l 1 1
1 ] 1 1 I 1
g af-:-- [P
1 1 | 1
§ 1 1 | 1
g \ : i |
| ] 1 1
o 2F---- t----pm--- - -
1 1
] 1
| 1
1 1
1____ 1 I N | — R R ____I -
0
0 1 6
Tiempo

Figura 4.5: Perfil de paralelismo.

Calculamos la eficiencia del uso de los elementos procesadores con la ecuacion (2.1):

T,,,,,—l
z N’ 16
n = —= = = 0.571
Ty *Nopw  7%4

En el caso anterior no hay limite al nimero maximo de elementos procesadores que
requiere el calendarizador libre. Este caso no es realista para cuando se requiere
aumentar la eficiencia y se puede tolerar la consecuencia de tener tiempos de ejecucion
mas largos que el tiempo 6ptimo de ejecucion.
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Ejemplo 4.3. En el ejemplo 4.2 el calendarizador libre requiere cuatro elementos
procesadores para ejecutar el programa. Si analizamos a detalle, observamos que
podemos ejecutar el algoritmo con el tiempo minimo y con sélo tres procesadores, lo
anterior se muestra en la figura 4.6, donde 0,1,...,6 denotan los tiempos a los cuales
inicia la ejecucion de las operaciones del programa. El lector puede facilmente
comprobar que no se puede tener un tiempo de ejecucién menor para un nimero de
procesadores menor a tres. En base al grafo de dependencia se obtiene la informacion
contenida en la tabla 4.2.

' Numerode

| procesadores
AR 'go;:“upados‘
0 1
1 2
2 3
3 3
4 3
5 3
6 1

Tabla 4.2: Numero de elementos procesadores activados al aplicar el calendarizador
libre.

La tabla 4.2 contiene el nimero de elementos procesadores que realizan un cémputo,
en un tiempo determinado por el calendarizador libre. De aqui se puede ver que no se
requieren mas de tres procesadores. A partir de esta informacion se grafica el perfil de
paralelismo de los elementos procesadores contra el tiempo en la figura 4.7.
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Perfil de Paralelismo

Procesadores

Tiempo

Figura 4.7: Perfil de paralelismo.

Calculamos la eficiencia del uso de los elementos procesadores, cuando se aplica el
calendarizador libre con la ecuacién (2.1):

Tapl"l
2N, 16

Mo = —2—— = = = 076
TLpt. Nopt 7*3

La cual es una eficiencia mayor que la del ejemplo anterior, de hecho esta es la
mayor eficiencia que se puede alcanzar para el perfil de paralelismo dado.

Note que un algoritmo cualquiera no se puede correr en un tiempo menor al tiempo
optimo y que cualquier algoritmo que se ejecuta en el tiempo éptimo no puede usar los
procesadores con una mejor eficiencia que la eficiencia 6ptima. Es decir, el tiempo
minimo de ejecucién usando un calendarizador arbitrario es mayor o igual al tiempo
6ptimo y la maxima eficiencia en el uso de los elementos procesadores es menor o igual
que la eficiencia optima.
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Teorema 4.6 (de Graham y Brent). Sea G =(S,R) un dag extendido con costo de

computacion w(v) unitario para ve S entonces se tiene que:

1 (0) < 7(m) <« 20T @) @9)

Donde m es el niimero de procesadores y T(m) es el tiempo de ejecucion de un

calendarizador voraz. También se tiene que:

Top (1)
Topt (=)

o(m)> (4.10)
T, (1)
(”” T, (=) _1)

Top (1)

@.11)
_1]

Las cotas del teorema anterior son vélidas para cualquier calendarizador voraz: no hay
procesador ocioso si hay operacion activada, lista a ser ejecutada. La forma de la cota
no depende del grafo de dependencia.

El tiempo mas temprano de ejecucién de una operacion esta dado por la longitud
de la trayectoria mas larga que termina en la operacién y que empieza en una operacion
que no tiene predecesor y es igual al tiempo de activacion de la operacion. Este tiempo
es independiente del calendarizador usado.

El tiempo mas tarde de ejecucién de una operacion estd dado por la diferencia entre
el tiempo 6ptimo de ejecucion del grafo de dependencia menos la longitud maés larga de
una trayectoria que termina en la operacion y se inicia en una operacién que no tiene
sucesores en el grafo de dependencia. La trayectoria es sobre el grafo de dependencia
inverso el cual se obtiene del grafo de dependencia al invertir la direccién de todos los
arcos del grafo original.
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Notamos que los tiempos de iniciacion de ejecucion de las operaciones en el caso del
calendarizador libre ocurren a los tiempos mas tempranos de ejecucion de las
operaciones. Asi tenemos que el calendarizador libre puede ser usado para producir los
tiempos mas tempranos de ejecucion.

Sea G=(S,R) un dag finito con n=|S| finito. A continuacién definimos las
funciones #/(v) y bl(v) para ve S, las cuales se llaman respectivamente nivel de la

operacion v desde el inicio y nivel de la operacién v desde el fin. 7/(v) es el costo

de la trayectoria de mayor costo de una operacion sin predecesor a la operacién v, se
excluye el peso de v. bl(v) es el costo de la trayectoria de mayor costo que empieza en

v y termina en un nodo sin sucesores, se incluye el peso de v. En los dos casos puede
haber mas de una trayectoria de mayor costo. b/(v) también se llama el costo de la

trayectoria critica de v. Se tiene que:

0, si v no tiene predecesor

(%) =1 max {t1(u) +w(u)}, si u es predecesor inmediato de v
w(v), si v no tiene sucesor

bl(v)= max {b! (u)+w(v)}, si u es sucesor inmediato de v

t1(v) es el tiempo mas temprano al cual se puede ejecutar la operacion v. Al tiempo de
iniciar la ejecucion de la operacion v, el tiempo que resta para terminar la ejecucion del
grafo de dependencia esta dado por b/(v). T, —bl (v) es el tiempo mas tarde al cual se
puede ejecutar la operacién v. #(v) y bl(v) son también llamados respectivamente el

conivel y nivel del nodo v.

Sea el grafo dirigido G = (S, R), el grafo inverso de G, denotado por G™'. De acuerdo
con el método de la trayectoria critica, #/(v) se calcula navegando el grafo (S,R) en

forma progresiva y bl(s) navegindolo en forma regresiva. Note que la navegacién en

forma regresiva es equivalente a navegacion en forma progresiva del grafo inverso.

A cada nodo se le asocia su holgura o movilidad la cual se define como la diferencia
entre su tiempo mas tarde de ejecucion y su tiempo mas temprano de ejecucion, en
particular:

s(v)=T,

opt

bl(v)—t(v)
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La holgura de una operacion es el tiempo que la operacién se puede retardar después
de su tiempo mas temprano de ejecucion sin afectar el tiempo de ejecucion. Una
operacién que tiene holgura cero se dice que esta en la trayectoria critica. Cualquier
extension en el tiempo de una operacion critica tiene como efecto una extension del
tiempo de ejecucion. Las operaciones que no son criticas pueden mover sus tiempos de
inicializacion o alargar su duracién hasta agotar su holgura. Las operaciones en la ruta
critica no se pueden alargar sin afectar el tiempo de ejecucion.

Sea S el conjunto de operaciones de un dag. Ahora generamos dos particiones de S .
La particion E,, 0<i<T,, estd inducida por los tiempos mas tempranos de despacho
p i opt p p p
y la particién L,, 0<i<T,, estd inducida por los tiempos mas tardes de despacho. En

particular:

i. p,0€E; siysblosi oy p tienen i como el tiempo més temprano de

despacho y
ii. p,0eL ysolosioy p tienen i como el tiempo més tarde de despacho.

E, contiene las operaciones que no tienen predecesor y L, las que no tienen sucesor.
E; tiene los predecesores de los elementos en E,,;. El calendarizador libre requiere
ejecutar las operaciones en E; al tiempo i. El calendarizador libre inverso requiere

ejecutar las operaciones en L; al tiempo 7.

E(0o) y L(o) son respectivamente el tiempo mas temprano de despacho y el

tiempo mas tardio de despacho de la operacion 0. Sea C,=E,NL, 0<i<T -1,

opt
entonces C; es el conjunto de operaciones que se ejecutan al tiempo i. Si la operacion
o estd en la trayectoria critica se tiene que E(0)=L(0) y como existe al menos una
trayectoria critica se tiene que C, #@ para 0<i<T, —1. [E (o), L(o):] es el rango u

holgura permisible de tiempo de despacho para la operacién o, que no afecta el tiempo
de ejecucion optimo.

Teorema 4.7. Sea G(S,R) un dag con |S|=n finito y N,

opt
procesadores requeridos por el calendarizador 6ptimo, entonces se tienen las siguientes

el nimero 6ptimo de

cotas inferior y superior para N,

max { max C,, N SNop,Smin{m,ax|E,.|, m?le,.|}
opt
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4.3.1 Agendador con Lista de Prioridad

Dos clases de algoritmos heuristicos para crear agendadores son: basados en lista de
prioridad y basados en aglutinamiento. La gran mayoria de agendadores pertenecen a
alguna de estas clases. En esta seccién estudiamos agendadores con lista de prioridad.

Los agendadores con listas de prioridad que inicialmente presentamos son algoritmos
heuristicos 2-aproximativos. El objetivo de estos agendadores es minimizar el tiempo de
ejecucion y para esto usan alguna de las siguientes estrategias: orientada al procesador y
orientada a la operacién. En la estrategia orientada al procesador siempre se asignan
operaciones activadas a los elementos procesadores libres. Es decir, que los
agendadores con listas de prioridad no dejan desocupado de manera deliberada un
elemento procesador cuando existen operaciones activadas. En la estrategia orientada a
la operacion una operacion activada se asigna al procesador que permite su terminacion
mas temprana o lo que es lo mismo su iniciacién mas temprana. Una operacion es
liberada cuando todas sus predecesoras han sido ejecutadas y es activada si es liberada
y todos los resultados que requiere para su ejecucion estan disponibles. Note que si no
hay retardo de comunicacién los conceptos de operacién liberada y activada son
equivalentes, sin embargo no sucede asi si hay retardos de comunicacién.

El modelo de computacién mas simple de computacion paralela que se nos presenta
es cuando no hay relacion de precedencia entre las operaciones y éstas no se comunican
entre si. Se requiere un agendador que minimice el tiempo de ejecucion. Si el nimero de
procesadores es ilimitado, la solucion directa es asignar una operacién a cada
procesador y empezar la ejecucion de todas las operaciones al tiempo cero, como
consecuencia se tiene el mismo nimero de procesadores que de operaciones. En seguida
estudiamos algoritmos de agendamiento que suponen un nimero limitado de
procesadores donde las operaciones son independientes.

Sea S el conjunto de operaciones y P el de procesadores. Inicialmente
consideramos el caso donde no existen restricciones de precedencia entre las
operaciones, esto es se pueden ejecutar en cualquier orden, y suponemos que el nimero
de éstas es n . Los procesadores no requieren comunicarse entre ellos y hay m de ellos.
La funcién w ., que toma valores en los enteros no negativos, asocia a cada operacion su
costo de computacién. Sea & la funcion que asigna cada operacién a un procesador. El
tiempo total de ejecucion viene dado por:

T = max w(v
PP P;") ( )

Es decir, que T es el tiempo de ejecucion del procesador, que tarda mas ejecutando

operaciones. Dada la descripcién del problema anterior y una ke R* El disefio del
asignador 7 tal que T <k es un problema NP completo (Bruno et al [1974]) en el caso
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de dos o mas procesadores homogéneos. Dado este resultado recurrimos a los
algoritmos aproximativos y a los heuristicos.

Uno de los algoritmos heuristicos mas comunes para agendar las operaciones de un
grafo_dirigido extendido con costos de computacion es el algoritmo con listas de
prioridad. Los agendadores con listas de prioridad son una clase de agendadores
incrementales y voraces en la cual asociado a cada operacion se tiene una prioridad y
todas las operaciones activadas estdn en una lista ordenada por prioridad, de alli el
nombre del agendador. La estructura basica del algoritmo es muy simple. Inicialmente
se le asigna una prioridad a cada operacién y se construye una lista de prioridad donde
se ordenan las operaciones de acuerdo a su prioridad. La prioridad de las operaciones
sélo se calcula una vez al inicio del algoritmo. El algoritmo es incremental y voraz en el
sentido que va construyendo un agendador conforme va considerando cada una de las
operaciones y que no se tienen procesadores desocupados si se tienen tareas listas a ser
ejecutadas. Cada vez que se desocupa un procesador se selecciona la operacién de
mayor prioridad de la lista de prioridad y se asigna al procesador desocupado, este
procedimiento se repite hasta agotar las operaciones en la lista. En el primer algoritmo
con listas de prioridad que tratamos todas las operaciones tienen la misma prioridad y
no hay precedencia entre ellas. Es en la ultima fase del algoritmo donde se efectia la
asignacion de procesadores y calendarizacion de operaciones. El agendador con lista de
prioridad asigna un procesador a una operacion si el procesador permite la ejecucion
maés temprana de la operacion.

Observamos que el agendador con lista de prioridad construye agendadores parciales
vélidos antes de tener el agendador final vélido. Dado que el algoritmo es incremental
un agendador parcial siempre se construye sobre los agendadores parciales que le
preceden en el proceso de construir un agendador final. No se desechan o cambian
decisiones tomadas con anterioridad. La asignacién de una operacién a un procesador
no depende de que operaciones futuras se van a asignar. El algoritmo es voraz en el
sentido que cada operacion se asigna al procesador menos cargado. El criterio de
asignaciéon de operacion a procesador trata de mantener la carga de todos los
procesadores balanceada. El problema descrito corresponde al caso de ejecucién de
programas independientes por un multiprocesador por lotes.

Sélo consideramos agendadores con lista de prioridad sin desalojos, esto es una vez
que una operacion inicia su ejecucion no se interrumpe para que su elemento procesador
sea asignado a otra operacion. Cuando hay desalojo las operaciones que se ejecutan
siempre son las que tienen mayor prioridad y una operacién puede ser interrumpida. En
el caso sin desalojo puede suceder que una operacién de menor prioridad se ejecuta
mientras una de mayor prioridad y activada espera por un elemento procesador.

A continuacién se presenta un algoritmo que efectiia el agendamiento con listas de
prioridad. Una operacién puede estar en sélo una de los siguientes estados: en
ejecucion, activada, no activada y ejecutada. Todas las operaciones activadas estdn en la
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cola de operaciones activadas Q. Las operaciones en ejecucion estan en la cola P y las

no activadas en el conjunto S. En general diferente asignacion de prioridades resulta en
diferentes agendadores.

Entrada: conjunto de operaciones S y vector de costo de computacién w(v) asociado a
los elementos de ve S.
Salida: funciones de calendarizacién 7(v) y de asignacién z(v) para todas las

operaciones ve S .

enqueuePriorityQ(Q,S); /* inserta de acuerdo a su prioridad en O
forEach(o€ Q) /* se seleccionan por orden de prioridad
{
p = assignProc(P,0); /* asigna procesador de P a la operacion o
schedule(o, p); / * calendariza operacion o en procesador p
}

Listado 4.1: Agendador con lista de prioridad.

El objeto del calendarizador es minimizar el tiempo de ejecucion del agendador. Si el
tiempo de iniciacién de la operacién o€ S es 7(0) entonces su tiempo de terminacién

esta dado por:
7,(0)=7(0)+w(o0)
el tiempo de ejecucion del agendador es:

T =maxz, (o)

Es decir, que minimizando los tiempos de terminacién de las operaciones y como
consecuencia los tiempos de iniciacién de éstas se minimiza la longitud de ejecucion del
agendador.

el tiempo de iniciacion de la operacién o cuando se asigna al procesador p es:

7(0) = max 7/ (u) 4.12)

x(u)=p
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donde S’ es el conjunto de operaciones a las cuales ya se les ha asignado procesador y
tiempo de iniciacion. Note que 7(0) es en este caso el tiempo al cual el procesador p
termina la Gltima operacién que le fue asignada. La asignacién de procesador a la
operacién o es tal que 7(0)=p,;, donde p.. es el procesador que minimiza la

expresion:

max 7, (u)
z(u)=p

(4.13)
Es decir, la asignacién de procesador es tal que minimiza el tiempo de iniciacién de
la operacién o. Para calcular el agendador cuando se selecciona la operacién o,

primero se encuentra p,;, usando la relacién (4.13) y a la operacién o se le asigna el
procesador p,. , luego se usa la relacion (4.12) para calcular el tiempo de inicializacién

de la operacién o. Note que los agendadores generados son vélidos. Notamos que las
siguientes estrategias:

i. en cuanto un procesador se desocupa se le asigna la operacién de mayor
prioridad y

ii. a la operacion de mayor prioridad es asignada el procesador que le permite
iniciar su ejecucion al tiempo mas temprano.

dan lugar a las mismas funciones de asignacion de procesador y calendarizacion.

La primera estrategia se dice orientada al procesador y la segunda orientada a la
operacion. En la estrategia orientada a procesador se trata de tener un uso eficiente de
los procesadores para la cual se balancea la carga asignada a cada uno de ellos y en la
orientada a las operaciones se trata de terminar su ejecucién lo mas pronto posible. En
los dos casos se trata de disminuir el tiempo de ejecucion del agendador. Las estrategias
orientadas al procesador y a la operacidon son estrategias locales, esto es no usan
informacion global para sus decisiones.

Ejemplo 4.4. Se presentan dos agendadores con lista de: prioridad para un grupo de
operaciones independientes. Los dos agendadores son incrementales y voraces en su
segunda fase. El primero asigna las operaciones de acuerdo al nimero que se muestra en
la figura 4.8, en el segundo agendador a las operaciones se les asigna una prioridad de
acuerdo a su tiempo de computacién. Mientras mas largo el tiempo de computacion
mayor su prioridad. Observamos que el segundo agendador tiene menos tiempo de
ejecucion.
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a) Operaciones.

procesadores
A
P3 3 4
P2 2 6
P1 1 5 7
>
tiempo

b) Agendador con misma prioridad para todas las operaciones.

procesadores

P3

P2

P1

*

2 5 3
4 1
7 6
—=
tiempo
c) Agendador con operaciones prioritizadas de acuerdo a su tiempo de
computacion.

Figura 4.8: Dos agendadores con lista de prioridad.
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Teorema 4.8. El algoritmo de agendamiento con lista de prioridad para operaciones sin

restricciones de dependencia ni comunicaciones entre ellas es (2—— —aproximativo.
m

. 1 . .
En particular T < (2 ————) T, - La cota anterior es estricta.
m

Note que si todas las operaciones tienen el mismo costo de computacién entonces el
algoritmo de agendamiento con listas de prioridad trata que el nimero de operaciones
asignadas a cada uno de los procesadores sea igual. El proceso que trata que todos los
procesadores tengan igual carga se llama balanceo de cargas. Si el nimero de
procesadores es mas grande que el de las operaciones a cada procesador se le asigna a lo
mas una operacion.

Del ejemplo 4.4 se observa que el costo de computacion de la Gltima operacién en
terminar tiene una influencia grande en el célculo del tiempo de ejecucion. Mientras
menor el costo de computacién menos es el tiempo de ejecucion del agendador. Este
comportamiento sugiere la siguiente heuristica: calendarizar las operaciones con costo
de computacion grande primero que las de costo pequefio. Esta estrategia se usé en uno
de los agendadores del ejemplo 4.4. Notamos que en el agendador con lista de
prioridades hay dos selecciones: la de operaciéon y la de procesador. En el caso
propuesto se tiene una estrategia global para seleccionar una operacién de la lista de
prioridad y una estrategia local para la seleccién del procesador. Si las operaciones se
ordenan crecientemente con respecto a su tiempo de computacién y en la segunda fase
se usa la misma estrategia voraz del caso anterior entonces se tiene un algoritmo que es
4 1

(E—gj—aproximativo. Note que este nuevo algoritmo no es incremental, dado que

inicialmente es necesario ordenar las operaciones de acuerdo a su prioridad. Los
siguientes dos lemas son utiles para encontrar las cotas de tiempo de ejecucion del
calendarizador con lista de prioridad que ordena las operaciones en orden decreciente de
costo de computacion.

Lema 4.4. Si a cada procesador se le asigna a lo mas una operacién por un agendador
optimo, el agendador con lista de prioridad con la regla de prioritizar mas alto las
operaciones con tiempo de computacién més largos es también un agendador 6ptimo.

Lema 4.5. Si a cada procesador se le asigna a lo mas dos operaciones por un agendador
Optimo, el agendador con lista de prioridad con la regla de prioritizar mas alto las
operaciones con el tiempo de ejecucién mas largo es también un agendador éptimo.

]
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Teorema 4.9. El algoritmo de agendamiento con lista de prioridad donde las
operaciones se ordenan en orden decreciente de costo de computacién, sin restricciones

s i g . 4 1 N
de dependencia ni comunicaciones entre operaciones es (5—3—- — aproximativo. En
m

particular T < (i . T,, - La cota anterior es estricta.
3 3m

Sea un grafo dirigido G = (S,R) donde S = {ol,oz,...,on} es el conjunto de operaciones

Y 0,,0,,...,0,  r<n esunacadenade R donde o, es un elemento minimal de S y

I
0, es uno maximal. Suponemos que o, es la operacién que determina el final del
tiempo de ejecucion del calendario. Sea T, los intervalos donde las operaciones
0,, 1<i<r. se ejecutan y T_ los intervalos donde no se ejecutan operaciones

| =ZW(0/',) y

Isisr

T

c

0,, 1<i<r Cualquier tiempo te [0,T] estaoen T, o en T. Si

|TE| denotan el total de tiempo respectivamente en T, o T, se tiene que T =|T,|+|T;|.

Notamos que para toda feT. todos los procesadores estin ocupados, de no ser asi

tendriamos un procesador libre y una operacidn activa en contradiccion a la politica
voraz del calendarizador con listas de prioridad.

Lema 4.6. Sea un dag G =(S,R) con costo de computacion w(v)20, veS. Se

tienen m procesadores. 0,,0,,.-:,0, , 1<r<n en una cadena en R donde 0,

determina el tiempo de ejecucion del calendario entonces:

idles(m—l)lgrw(oh)S(m—l)T

A continuacion se presenta un algoritmo que efectia el agendamiento con listas de
prioridad. Se supone que existe un orden de precedencia entre operaciones. La mayor
diferencia entre este programa y el anterior es en el manejo de la lista de prioridad y de
su interrelacion con el grafo de dependencia.
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Entrada: dag G = (S,R) que define relacion de precedencia entre operaciones y costo
de computacion de los elementos de S'.
Salida: funciones de calendarizacion 7(v) y de asignacién = (v) para todas las

operaciones vE S .

setPriority(S);
Q= {x|x is a minimal element of S}; /* lista de prioridad
L=, / * operaciones ejecutadas
while(Q # D)
{
o = removeAndSelectHighestPrty(Q); /* selecciona y
L=LU{o}; /* quita operaciones de Q
p=assignProc(P,0);
schedule (o, p);
forEach(ue Su(o)) /* incluye en Q operaciones
/* activadas susesoras de o
{
include = time;
forEach(ve P.(v))
{
if (ve L) include = false;
}
if (include) Q=Qu{u};
}

Listado 4.2: Agendador con lista de prioridad.

A continuaciéon mostramos que si las condiciones del teorema 4.8 se modifican para
ahora tener dependencia entre operaciones, la relacion entre el tiempo de ejecucion del

agendador con listas de prioridad y el tiempo de ejecucion del calendarizador éptimo se
mantienen como lo enuncia el teorema 4.8.
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Teorema 4.10. Sea un dag G = (S, R) con costo de computacién w(v)20, veS y 7

la funcién de calendarizacién producida por agendamiento con listas de prioridad,

entonces:
1
T< (2 — —J T,
m

‘Donde T y T,, son los tiempos de ejecucién respectivamente producidos por el

agendador con listas de prioridad y el 6ptimo. La cota anterior es estricta.
|

En el agendador con relaciones de precedencia considerado en el teorema 4.10 se
tiene que el tiempo de terminacion de la operacion o esta dado por:

7, (0)=7(0)+w(o0)
El tiempo de activacion de una operacién o esta dado por:

7, (0)= max ()

El tiempo de finalizacion del procesador p estd dado por:

Tr (p)= iy T, (0)
#(o)=P
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donde S es el conjunto de operaciones a las cuales ya se les ha asignado procesador y
tiempo de iniciacién. El tiempo de iniciacién de la operacién o cuando se asigna al
procesador p estd dado por:

7(0)=max{z, (p).7, (o)}

La asignacion de procesador a la operacién o es tal que 7(0)=p,. donde p,,, es el

procesador que minimiza 7,(p). Es decir, la asignacién de procesador es tal que se

minimiza el tiempo de iniciacion de la operacion o sin violar la restriccion de
precedencia de ésta. Note que los agendadores parciales y el final son validos, esto se
debe a que las operaciones se seleccionan para ejecucion de la lista de prioridad
cumpliendo con la restriccion de dependencia y que el tiempo de iniciacién de una
operacion es igual al tiempo de activacion, es decir, es tal que todos los predecesores de
la operacion ya terminaron cuando ésta empieza. Aqui resulta de nueva cuenta que los
criterios de mantener siempre ocupados a los procesadores y de asignar una operacion al
procesador que le permite ejecutar lo mas temprano producen la misma funcién de
asignacion de procesador.

La lista de prioridad especifica el orden deseado en que se desean las operaciones
ejecutadas. El orden en que se seleccionan las operaciones de la lista de prioridades es
un orden total y debe ser tal que sea compatible con el orden de precedencia definido
por el grafo de dependencias. De no cumplir con este criterio se tiene el caso de que una
operacién trata de ser ejecutada cuando sus datos de entrada todavia no han sido
arrojados, es decir, el agendador no seria valido. Para que el agendador siempre sea
vélido, de las operaciones no ejecutadas sélo se consideran las activadas para ser
ejecutadas. Es decir, cuando hay contradiccion entre el orden especificado por las
prioridades y el de precedencia éste Gltimo prevalece.

La prioridad de una operacion se puede basar s6lo en los pardmetros de la operacién
0 también tomar en cuenta los pardmetros de todas las operaciones. La prioridad se
calcula una sola vez durante toda la ejecucion del calendarizador. Un calendarizador
como el anterior se dice no adaptativo en contraposicién a un adaptativo que puede
calcular las prioridades de las operaciones por cada iteracién y toma en cuenta mas
pardmetros. Otro calculo que un calendarizador adaptativo pudiera cambiar durante la
ejecucion es la politica de como se seleccionan las operaciones activadas y los
procesadores. En un calendarizador adaptativo las politicas del calendarizador cambian
durante la ejecucion de éste. Como es claro los agendadores adaptativos son
computacionalmente mas costosos.

Algunos autores llaman agendador con lista de prioridad a un agendador que usa el
mismo algoritmo que el agendador con listas de prioridad excepto que la asignacion de
procesador no se efectiia por minimizacién de tiempo de inicializacién de operacion.
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Nosotros llamamos a estos agendadores como agendadores por listas de prioridad sin
minimizacién para asi evitar confusiones.

Existe una gran variedad de algoritmos para asignar prioridades a las operaciones
cuando se usa agendamiento con lista de prioridades aqui sélo presentamos algunos
pocos. La asignacién de prioridades debe ser tal que se logra que cada operacién se
ejecute en los tiempos determinados por su holgura. Si lo anterior no se logra el tiempo
de ejecucién se incrementa. Una manera de asignar prioridades es la de dar prioridad a
las operaciones de acuerdo a su costo de computacion, mientras mayor costo de
computacién mayor prioridad. Una manera muy socorrida de asignar prioridad a una

operacion es usar el peso de la trayectoria critica de ve S, esto es b/(v) . Es decir, que

las operaciones con las trayectorias criticas de mayor peso se consideran mds
prioritarias. Cuando multiples operaciones tienen la misma prioridad otra regla se
requiere para desbaratar el empate. Esta nueva regla puede ser alguna de las reglas de
asignacion de prioridad que aqui explicamos. Aqui suponemos que los empates se
rompen aleatoriamente. En el caso descrito el agendamiento se dice con lista de costos
de trayectorias criticas. Se ha demostrado experimentalmente que este método de
agendamiento (Adam et al [1974]) esté4 dentro de 5% del 6ptimo en el 90% de los casos.
Es decir que el comportamiento prémedio es mucho mejor que el sugerido por las cotas
antes presentadas.
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4.4 Diseiio de un Sistema con Multiprocesadores

Dos ingredientes en el proceso de implementacién de un sistema paralelo son: el
modelo del programa a ejecutar y el modelo de la maquina para ejecutar el programa.
La figura 4.9 muestra la interaccién de estos elementos para llegar eventualmente a una
implementacién. Durante el agendamiento los procesadores y otros recursos se asignan
a las operaciones del programa y se determinan los tiempos de ejecucién de las tareas.
Si en la fase de disefio se tienen cifras de desempefio no deseadas se puede modificar la
arquitectura de la méaquina, el programa o el agendamiento, las lineas punteadas en la
figura 4.9 indican esta iteracion en el proceso de disefio de un sistema. La iteracion se
puede repetir varias veces. En cada iteracion el programa y la maquina se refinan. En el
proceso de agendamiento se produce un calendarizador y un asignador y en su disefio se
tiene como meta optimizar un criterio predado. En el proceso de disefio del
calendarizador y asignador el modelo del programa y el modelo de la maquina son
entradas.

Modelo de programa Modelo de maquina

agendamiento

A
|

| modifica
| calendarizador
' y

asignador

|
vi

andlisis de
desemperio

Figura 4.9: Papel del agendamiento en el disefio de un sistema.
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44.1 Agendamiento

El modelo del programa expone el paralelismo de la aplicacién y el modelo de la
méquina impone restricciones al paralelismo del programa. Durante la fase de
agendamiento se asignan procesadores a las operaciones y se determina al tiempo en
que éstos inician su ejecucion respetando las dependencias del modelo del programa y
las restricciones impuestas por el modelo de la méquina y esto se hace optimizando
funciones objetivo o criterios. El problema de disefio de un agendador es un problema
complejo de optimizacion combinatoria multiobjetivo. La figura 4.10 muestra una
taxonomia parcial de los métodos de calendarizacién.

En agendamiento local se tiene un solo procesador mientras que en agendamiento
global se tienen multiples procesadores. En agendamiento local es requerido ordenar la
ejecucion de las operaciones de tal forma que se cumple con las relaciones de
precedencia y otras restricciones. En agendamiento global se requiere efectuar
calendarizacion y asignacion para miltiples procesadores. La caracteristica principal de
los agendadores estocasticos es que parte de los datos de entrada, como por ejemplo
los costos de computacion, estan sujetos a leyes estocasticas. Es decir, que los datos de
entrada nos se conocen con certeza como es en el caso de los agendadores
deterministicos.

Existen en general dos tipos extremos de calendarizadores: estaticos y dinamicos.
Un calendarizador estatico supone que todos los parametros del modelo del programa y
del modelo de la arquitectura del multiprocesador se conocen al tiempo de compilacion.
Algunas de las caracteristicas que se requieren son: costos de ejecucién de operaciones,
costos de comunicacién y relaciones entre operaciones. Algunos calendarizadores
requieren tiempos de vencimiento y lanzamiento de operaciones. En un calendarizador
estatico la decision de cuando se arranca una operacion se hace al tiempo de
compilacion. En calendarizacion dindmica la mayoria de las caracteristicas que se
necesitan del programa paralelo se recolectan al tiempo de ejecucion. En un
calendarizador dindmico la decision de cuando se ejecuta una operacion se efectiia al
tiempo de ejecucion y siempre se sabe que operaciones estan listas para ser ejecutadas.
Para algunas aplicaciones de tiempo real o sensibles al costo, la tarea administrativa
incurrida por un calendarizador dindmico es prohibitiva. Un calendarizador dindmico
optimiza el desempefio del sistema durante ejecucion y trata de minimizar la tarea
administrativa introducida por su presencia. Note que alguna de la informacién que un
calendarizador dindmico necesita la puede proporcionar el compilador y se le pasa el
calendarizador al inicio o durante la ejecucion del programa paralelo. En el caso de
calendarizadores dindmicos es necesario observar que el calendarizador para su
funcionamiento requiere de recursos al tiempo de ejecucion. La implementacién del
calendarizador constituye un controlador. El uso de calendarizadores dinamicos es
obligatorio cuando la informacién requerida por los calendarizadores estaticos no existe
de antemano. Aqui consideramos principalmente calendarizadores estaticos. La
calendarizacion estdtica es aplicable cuando los parimetros de los modelos del
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programa y de la arquitectura del multiprocesador son deterministicos y conocidos o si
son aleatorios y se conoce el peor caso. Existen aplicaciones en el dominio del
procesamiento de sefiales y procesadores para tratamiento de protocolos de
comunicacion de nodos donde la calendarizacién estatica es la solucidn mds natural.
Muchas de las técnicas para disefiar calendarizadores estaticos pueden ser modificadas
para usarse en agendadores dindmicos y a la inversa.

Entre el agendador totalmente estatico y el calendarizador totalmente dinamico hay
agendadores intermedios, por ejemplo, el agendador que produce una asignacion
estitica y la calendarizacion es dinamica, otro agendador que es similar al anterior
excepto que el ordenamiento entre las operaciones se efectia estiticamente y la
determinacién de la temporizaciéon final es dindmica. En este caso se requiere
sincronizacién implicita o explicita para esperar que los datos arriben a una operacion.
El primer agendador se llama asignacion estatica y el segundo autotemporizado. En la
practica puede suceder que aunque se pueda tener un agendador estatico se opte por uno
autotemporizado. Esto es para prevenir cambios en los tiempos que se suponen cuando
se disefia el agendador. El agendador autotemporizado es inmune a estos cambios.

En un algoritmo incremental se supone que no todos los datos de entrada estan
disponibles a la vez. El algoritmo incremental computa con los datos disponibles
iniciales y conforme mas datos le son proporcionados continia su solucién. Los
resultados del computo inicial son irrevocables y no son desechados nunca. La solucion
siempre se construye sobre soluciones parciales anteriores, es decir, que la solucién
final se construye como una secuencia de soluciones parciales. Donde una solucién
parcial se construye de la solucién parcial anterior y los nuevos datos de entrada. Un
algoritmo incremental se dice voraz si cada vez que construye una solucién parcial en
base a la solucidén parcial anterior y la nueva entrada se efectiia una decision que
optimiza un criterio sin considerar que nuevas entradas se tienen mas tarde, es decir,
optimiza como si la entrada actual fuese la ultima entrada. Como consecuencia de su
operacién resulta que no hay garantia que los algoritmos voraces produzcan una
solucién 6ptima. Los algoritmos voraces por lo general son algoritmos
computacionalmente eficientes.

Un algoritmo en linea es un algoritmo incremental y sus entradas se le proporcionan
por el medio donde estd embebido conforme se ejecuta. En contraste a un algoritmo en
linea, un algoritmo fuera de linea puede considerar todas sus entradas. Observamos
que un calendarizador en linea puede ser estitico o dinamico. Note que la clasificacion
de en linea y fuera de linea se refiere a como se usa y la de estético y dindmico se refiere
a que informacion se conoce de antes de empezar a calendarizar.

Una calendarizacién con restricciones de tiempo debe de calendarizar de tal forma
que el sistema del cual es parte responde a ciertos estimulos dentro de un tiempo corto.
Las restricciones de tiempo pueden ser estrictos o relajados. En el primer caso, si el
sistema no responde como esperado su funcionamiento no es aceptable y puede tener
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consecuencias funestas. En el segundo caso las restricciones pueden ser violadas hasta
por cierto limite. Hay diferentes definiciones contradictorias en la literatura de lo que es
un sistema real, aqui presentamos una que nos parece razonable.

métodos de calendarizacion

/

global local

/

deterministico estocdstico

/

estdticos dindmicos

/

en linea fuera de linea

/

sin restricciones con restricciones
de tiempo real de tiempo real

Figura 4.10: Taxonomia parcial de métodos de calendarizacion.
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4.4.2 Modelo de Programa

El modelo del programa debe facilitar la tarea de agendamiento. Los programas que
consideramos se pueden modelar como un conjunto de operaciones y una relacién de
orden parcial estricto que indica el orden de precedencia en la ejecucion de las
operaciones. El problema de descomposiciéon de un programa en sus operaciones y el

grado de paralelismo de éstas no es objeto de estudio en este capitulo. Si G =(S,R) es

el dag que representa el programa P S es el conjunto de operaciones de P esto es
S ={o,,...,0,} y R estal que si o,Ro, entonces la operacién o, requiere de resultados

producidos por la operacion oy, como consecuencia o, se debe ejecutar primero que o,.

Las restricciones de precedencia especificadas por la relacion R indican que una
operacidn no se puede empezar a ejecutar si todos sus predecesores inmediatos no se
han ejecutado y sus resultados han sido comunicados a la operacion. El modelo de
programa puede o no imponer un orden en la ejecucion de sus operaciones. En general
el disefio de calendarizadores con operaciones independientes es menos complejo que
cuando existen dependencias entre operaciones. En el caso de operaciones
independientes éstas se pueden ejecutar en orden arbitrario y el problema de
agendamiento se reduce a problema de asignacion donde el propdsito es balancear la
carga de los elementos procesadores de la maquina. Llamamos grafo de dependencia
al grafo que representa al programa. El grafo de dependencia expone la concurrencia y
dependencia de las operaciones. El grafo de dependencia se puede anotar de tal forma
que cada nodo se la asocian los recursos, ademas de un procesador, que se requiere para
la ejecucion de la operacion del nodo. Asociado a cada o€ S hay un costo de
computacion que es una indicacion del tiempo que toma la ejecucion de la operacién o

y se denota por w(o). Con respecto al modelo del programa tenemos las variantes

mostradas en la figura 4.11.
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modelo de programa

B

operaciones dependientes operaciones independientes
\
estructura de grafo arbitraria estructura de grafo restringida
\
costo de computacion arbitrario costo de computacion unitario
\
costo de comunicacion arbitrario costo de comunicacion unitario

Figura 4.11: Variantes del modelo del programa.

Asociado al arco formado por (s;,s,) hay un costo de comunicacién que es una
indicacién del volumen de datos para enviar a o, los datos que requiere de o, este

costo lo denotamos por c(o0;,0,). Suponemos que las funciones w(o) y c(o;,0,)

toman valores no negativos. Los costos asociados a las operaciones y los arcos del grafo
pueden ser obtenidos al tiempo de compilacién o durante ejecucion del programa o de
perfiles de ejecucion del programa.

El modelo con cero costo de comunicacion es adecuado para bucles anidados, para
compactacion de microcédigo horizontal y para sistemas digitales secuenciales
sincrénicos.

4.4.3 Modelo de la Arquitectura del Sistema Multiprocesador

Si el tiempo de ejecucion de una operacién no depende en que elemento procesador
se ejecuta se dice que tenemos un sistema de elementos procesadores homogéneos, de
otra forma se dice que el sistema es de elementos procesadores heterogéneos. Los
elementos procesadores pueden tener diferentes consumos de potencia, 4area,
capacidades y velocidades de procesamiento. Si un procesador ejecuta una operacion sin
interrupcién se dice que tenemos un procesador sin desalojo, por otro lado si la
ejecucion de la operacion puede ser suspendida para retomarla mas tarde se dice que se
tiene un procesador con desalojo. Cuando un procesador permite desalojo se debe
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contar con un mecanismo eficiente para cambio de contexto. Si se permite desalojo mas
de una operacién puede estar activada en el procesador. Procesadores que permiten
desalojo son convenientes para calendarizadores de sistemas que requieren respuesta a
ciertos eventos en un tiempo muy corto. Los sistemas multiprocesador que
consideramos se pueden modelar como un dag donde los nodos corresponden a los
procesadores de comunicacion y las aristas corresponden a los enlaces de comunicacion.

Sea el grafo 4=(P,C) donde P={p,,...,p,} es el conjunto de procesadores de

comunicaciones y C < PxP es el conjunto de enlaces dirigidos de comunicacién e
indican que procesadores que estan fisicamente interconectados. El tamaiio del arreglo

de procesadores, |P| =m, es el nimero de procesadores donde se ejecuta el programa.

Siempre suponemos que (p;,p;)€ C. Si existen multiples enlaces de comunicacion

entre procesadores entonces A es un multigrafo. La topologia de la red de
comunicacion la determina el conjunto C. El grafo 4 modela adecuadamente un
sistema de comunicaciones donde los procesadores de comunicacion no comparten
memoria. Un bus conectado de miltiples procesadores se modela como un grafo

G=(P,C) que representa una red totalmente conectada. Los enlaces entre los

procesadores de comunicacion en general introducen retardos.

Si dos operaciones entre las cuales existe dependencia se asignan a diferentes
procesadores entonces en la red de comunicaciones se debe poder establecer una
trayectoria de comunicaciones, usando quizd multiples canales, que conectan los dos
procesadores. Si a las dos operaciones dependientes se les asigna el mismo procesador
entonces las dos operaciones se pasan informacién por medio de la memoria local del
elemento procesador. En este ultimo cado se considera que el costo de comunicacion es
cero.

Ingredientes del modelo de la maquina son: recursos de computo y recursos de
comunicacion. Entre los recursos de computo se tienen: procesadores y memorias. Entre
los recursos de comunicacion se tienen: canales de comunicacién y enrutadores. No
todo elemento procesador puede ejecutar cualquiera de las operaciones del programa. El
tiempo de ejecucion de una operacién depende de en que elemento procesador se
ejecuta. El costo de computacién junto con el procesador determinan el tiempo de
ejecucion. Se supone que el sistema meta en el cual se ejecutara el programa es una red
de elementos procesadores cada uno con memoria local. Las memorias se caracterizan
por su tamafio y tiempos de acceso. En general cada operacion requiere memoria para
su ejecucién. La memoria local asociada a cada procesador debe ser suficiente para
poder ejecutar todas las operaciones asignadas al elemento procesador. El sistema
formado es un sistema de paso de mensajes donde los procesadores de comunicacion no
comparten memoria. Los elementos procesadores estan conectados por una red con una
topologia dada como por ejemplo un hipercubo, una red de malla o una red totalmente
conectada. Los elementos procesadores pueden o no estar involucrados en la
comunicacion. Si lo estan entonces no existe paralelismo completo entre procesamiento
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y comunicacién. Esto ocurre cuando la red de comunicaciones usa los procesadores
como procesadores de comunicaciones. Cuando el procesador no esta involucrado en la
comunicacion se supone la existencia de un procesador de comunicaciones por cada
procesador el cual es encargado de todo el procesamiento relacionado a la comunicacion
con otros procesadores. La figura 4.13 muestra los efectos de los procesadores de
comunicaci6n en la comunicacién. Los enlaces se caracterizan por su ancho de banda y
latencia. Si todos los enlaces tienen el mismo ancho de banda y latencia se dicen
homogéneos de otra forma son heterogéneos. Con respecto al modelo de la arquitectura
del multiprocesador tenemos las variantes mostradas en la figura 4.12. Es posible
modificar el grafo de dependencia del programa con informacién del modelo de la
maquina para asi obtener un grafo de dependencia del sistema completo. En este grafo
no sélo los procesadores son recursos sino los canales de comunicacion también.
Mientras los procesadores ejecutan operaciones, los canales de comunicacién ejecutan
interacciones entre operaciones. Diferentes interacciones pueden desear el mismo canal
de comunicacion produciendo contencién por su uso e incrementando el retardo para
transferencia de datos.
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modelo de arquitectura de multiprocesador

/

procesadores homogéneos procesadores heterogéneos

/

procesadores sin desalojo procesadores con desalojo

/

namero limitado de procesadores numero ilimitado de procesadores

/

enlaces de comunicacién enlaces de comunicacion
homogéneos heterogéneos

/

red de comunicaciones topologia arbitraria de
totalmente conectada red de comunicaciones

/

comunicaciones simultaneas comunicaciones no simultaneas

/

comunicacion sin intervencién comunicacién con intervencion
de procesador de procesador

/

con costo de comunicacion sin costo de comunicacién

/

con contencién por sin contenci6én por
enlaces de comunicacion enlaces de comunicacion

Figura 4.12: Variantes del modelo del multiprocesador.
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recursos: redy procesadores

procesadores EI desocupado

’cp computando

Icmi comunicando

P2 cp cm | d
red d i cm d
Pl1 d cmi cp d
: > tiempo

a) Procesadores P! y P2 involucrados en comunicacion.

recursos: red, procesadores y procesadores de comunicaciones

procesadores

A lZI desocupado

:cp computando
P2 cp‘ i:—i comunicando
cz | d cm
red d cm i
cl d ) ircm
Pl d cp
SRR — — » tiempo

b) Procesadores P1y P2 no estan involucrados.

Figura 4.13: Efecto de involucramiento de procesador en comunicacién.
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Ejemplo 4.5. Considere ¢l dag y los diagramas de Gantt en la figura 4.14. Los
diagramas de Gantt corresponden a diferentes variantes de comunicacién y de
dependencia, en todos los casos los procesadores son homogéneos y sin desalojo. Todos
los calendarizadores presentados son 6ptimos en tiempo. El tiempo de comunicacion
entre operaciones que se asignan al mismo procesador es cero en todos los casos. En el
primer diagrama de Gantt se supone una red de comunicacion totalmente conectada, las
diferentes comunicaciones pueden suceder simultaneamente, con costo de
comunicacién cero, sin intervencién del procesador en las comunicaciones y no hay
dependencia entre operaciones. El proceso de generar un calendarizador éptimo en
tiempo es practicamente acomodar las operaciones tomando en cuenta su tiempo de
ejecucion en tres silos. De la figura 4.14 b debe ser claro que el calendarizador
presentado es 6ptimo en tiempo. En el segundo diagrama de Gantt se supone igual que
el caso anterior excepto que si hay dependencia entre operaciones y estd dada por el
dag. En el tercer diagrama se suponen las mismas condiciones que el anterior excepto
que se supone que si hay retardos de comunicacion y es igual a los costos de
comunicacion. En el diagrama se tienen las mismas condiciones que en el diagrama
anterior excepto que se supone un bus que interconecta todos los procesadores, por lo
tanto se tiene contencion en el uso del bus en vez de una red totalmente conectada. En
este caso no se pueden tener comunicaciones simultaneas, tienen que ser serializadas
por los accesos al bus. Se supone que la comunicacion que se envia del nodo a los otros
nodos es diferente y por lo tanto no se pueden usar las caracteristicas de difusion de un
bus. El quinto diagrama es bajo las mismas hipotesis que el anterior excepto que ahora
se supone intervencion del procesador. Se supone que un procesador toma una unidad
de tiempo en transmitir y una unidad de tiempo en recibir informaciéon de otro
procesador esto es independiente del tamafio de la informacion. El efecto de la
intervencién del procesador en las comunicaciones lo hace inaccesible para la
computacién durante el tiempo que se comunica. Los diagramas de Gantt muestran el
aumento de tiempo de ejecucion conforme mas factores se toman en cuenta en el
sistema de comunicaciones. El alargamiento del tiempo de ejecucion se debe a los
retardos introducidos por el canal y a la contencion por el uso de los recursos en el caso
mostrado del bus.
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procesadores

Py C a f h
P 2 i b g
I
0 12
tiempo
b) Operaciones independientes.
procesadores

P 1 e h

P 2 a f i

P g

0 13 16
tiempo

c) Operaciones dependientes.
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procesadores

P 1 b h
P, a c f i
P; d b4 J
0 17
tiempo
d) Con retardo de comunicaciones.
procesadores
P b e h
P, a f !
P; d 8 J
0 18
tiempo
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e) Con contencién por bus de comunicaciones.




procesadores

X ocupado en
comunicacion

P, b R e h
P, a . l & I I/ I !
pP; X d g B J

19

tiempo

f) Con intervencion de procesador.

Figura 4.14: Calendarizadores para diferentes variantes del sistema de

comunicaciones.
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4.4.4 Funciones Objetivo

Como resultado del agendamiento se espera disefiar un buen calendarizador y un
buen asignador. El criterio de bondad, funcién objetivo u objetivo de optimizacién
se define de acuerdo al problema a resolver. Algunas de las funciones objetivo que
cominmente se optimizan, cuando se disefian el calendarizador y el asignador, son:
tiempo de ejecucion del programa, el promedio de los tiempos de terminacién de las
operaciones, la maxima tardirez, nimero de operaciones tarde.

El tiempo de ejecucion T de un programa es el intervalo de tiempo entre la primera
operacion y la ultima operacion.

T = rrvlea}x{r(v) +w(v)}- r?egl T(v)+1

Sin pérdida de generalidad suponemos que la primera tarea se despacha al tiempo
cero, el tiempo de ejecucion se reduce entonces a:

I'= T&x{r(v) +w(v)}= max 7, )

Sea la trayectoria £ =vy;...v;, k20 en G El peso de la trayectoria 4 satisface
que:

k-1

w(p)= Z(W(Vi)+c("i"’i+l))+w("k)

i=0

La minimizacién del tiempo de ejecucion es equivalente a maximizar el factor de
aceleracién en el caso de procesadores homogéneos. El factor de aceleracién se define
como:

2 w(o)

o.=oeS
T

La eficiencia de los procesadores de define como:
o
77 —]

n

155



El promedio de los tiempos de terminacién se define como:

T=lirf (oi)

L=

donde n=|S| es el namero de operaciones del programa y o,€ S. Optimizar T es

equivalente a optimizar I_‘I donde:

Tf =li1'f (oi)

L=
dado su simplicidad se prefiere optimizar T .

El promedio ponderado de los tiempos de terminacién se define como:
Tf, = Z Wi, (o)
i=1

donde w, >0 para i=1,...,n. Los pasos w, le dan diferente ponderacién o importancia
a las diferentes operaciones. En ocasiones se asocia un tiempo de vencimiento d; con la
operacién o;. El tiempo de vencimiento es el tiempo de terminacién esperado de la

operacion o, . La tardanza de la operacién o, se define como:

y la méxima tardanza como:

L=max L,
Jj=lL..n J

Si definimos U, =0 si 7, (oj)sd] y U; =1 de otra forma entonces el nimero de

operadores tardios ponderados es:

donde w, 20 son los factores de ponderacién.
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4.45 Modelado de Recursos y Restricciones

En lo que sigue presentamos un modelo para los recursos que la ejecucién de una

operacién pueden requerir, también se presentan las restricciones mas comunes que se
pueden requerir.

A menudo es necesario complementar los modelos del programa y de la maquina con
restricciones que limitan el espacio de definicién del calendarizador y el asignador. Es
importante que el algoritmo que disefia el calendarizador y el asignador sea extensible
en el sentido que estas restricciones se puedan modificar o afiadir de acuerdo con el
problema que se resuelve. Las restricciones pueden tener diferentes origenes, entre
otros: sugeridas por el ingeniero para guiar el algoritmo disefiador en alguna direccion,
impuestos por limitaciones del algoritmo disefiador, requerimientos no capturados por
los modelos del programa y la arquitectura del sistema multiprocesador. Las
restricciones en general varian de sistema a sistema.

‘En ocasiones las operaciones requieren, ademas del procesador, de mas recursos para
su ejecucion. Ejemplo de recursos son las memorias de datos y de instrucciones.
Cuando el nimero de recursos disponibles es finito se requiere tomar en cuenta éstos
para poder definir un calendarizador y un asignador. En particular multiples operaciones
se pueden ejecutar en paralelo sélo si el nimero consolidado y tipo de recursos es tal
que no excede, durante la ejecucion, el nimero y tipo de recursos disponibles. Un
modelo simple del uso de los recursos indica que recursos requiere cada operacion y en
que orden y a que tiempos se usa cada una de ellas. Dos operaciones estan en conflicto
si requieren el mismo recurso al mismo tiempo, las operaciones en conflicto no se
pueden ejecutar simultaneamente. Una restriccion del calendarizador es evitar que dos
operaciones estén en conflicto.

Cuando el vector p,(f) se representa por medio de una tabla se llama tabla de

reservacion de recursos. A continuacion presentamos una forma de modelar el hecho
de que las operaciones requieren recursos para su ejecucion. Sea Re Z” R es llamado
vector de configuracion de recursos. n es el nimero de diferentes tipos de recursos
disponibles en el sistema. Si n=1 se tiene que todos los recursos son iguales y se dice
que los recursos son homogéneos de otra manera se dice que los recursos son

heterogéneos. La componente i de R, R(i), denota el nimero de recursos del tipo i
disponibles, 1<i<n. p,(t)e Z" es el vector de uso de los recursos de la operacion
o€ S. Por definicion para todo tiempo ¢+ 0<p,(t)<R. p,(t) es un vector cuyas
componentes denotan los tipos de recursos que la operacién o usa al tiempo ¢. Si w(o)

es el tiempo que dura la operacién o entonces p, (f)=0 cuando te [0,w]. El disefio
del calendarizador es tal que siempre se satisface la relacion:
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Si tomamos en cuenta que cada recurso ejecuta una funcién requerida por la
operacion es posible interpretar la relacion (4.14) como un calendarizador para los
recursos.

para toda t Y. p,(t-w(0))<R 4.14)
0eS

Esta relacion establece que en cualquier tiempo no se puede usar mds recursos que
los disponibles. En el disefio del calendarizador y del asignador se debe considerar la
relacién (4.14).

A continuacién presentamos una lista de restricciones:

Tiempo de vencimiento de operaciones. Como parte de los requerimientos del
calendarizador a cada operacion o se le asocia un tiempo de vencimiento d, que indica

el tiempo deseado para que la operacion termine. Esta restriccion se expresa como:

Tiempo de lanzamiento de una operacion. Como parte de los requerimientos del
calendarizador a cada operacion o se le asocia un tiempo de lanzamiento r, que indica

el tiempo deseado para que la operacion empiece su ejecucion. Esta restriccion se
expresa como:

r,<7(0)

Tiempo relativo entre lanzamiento de dos operaciones. Dadas dos operaciones
u y v serequiere que el calendarizador despache tal que se cumple que:

IN IV
N8

7(u)=7(v) s

donde d,, es la distancia en tiempo entre los inicios de ejecucién de las operaciones

uyv

Serializacién de ejecucién de operaciones. Dadas las operaciones u y v los
tiempos de ejecucion de # y v no se sobrelapan. Esta restriccion se expresa como:

z(u)=xz(v) o si z(u)zx(v)=>7,(u)27(v) o 7,(v)27(x)
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Aglutinamiento de operaciones. Dado el conjunto de operaciones
A ={0,0.,02,...,o,‘}, todas sus operaciones se asignan al mismo procesador. Esta

restriccidn se expresa como:
weV,—{o}  #(o)=7(v)

Esta restriccion es conveniente, cuando las operaciones de ¥, comparten mucha

informacién y es costoso enviar la informacion a través de la red de comunicacion.

Segregacion de operaciones. Dado el conjunto de operaciones ¥, ={0,0,,0,,...,0, }

ninguna de sus operaciones pueden ser asignadas al mismo procesador. Esta
restriccion se expresa como:

v,v,eV,,  vzv,ox(v)2z(v)

Esta restriccion es 1til cuando los procesadores no pueden contener las operaciones
porque requieren mas recursos que los disponibles.

Pertenencia de procesadores. Dado el conjunto de procesadores P, y la operacion

o, el asignador debe cumplir que:
w(o)e P cP

Es decir, la operacién o se debe asignar a un procesador en P,. Este requerimiento es

atil cuando se tienen procesadores heterogéneos, la restriccion garantiza que el
procesador puede ejecutar la operacion.

En el caso del calendarizador libre, N, se llama el perfil de paralelismo del

programa. Note que N, est4 determinado por el grafo de dependencia del algoritmo y
por el calendarizador libre; en particular nos dice cuantos procesadores requiere el
calendarizador libre en cada tiempo para poder efectuar los computos indicados en el
grafo de dependencia. N, es una medida del paralelismo disponible en el dag al tiempo
t. El calendarizador libre proporciona el tiempo minimo para ejecutar un algoritmo y el
perfil de paralelismo nos permite calcular, N, , una cota superior al nimero de
elementos procesadores que se requiere para obtener el tiempo minimo, cuando se usa el
calendarizadorAlibre. N, se llama el grado de paralelismo del programa. Obsérvese
que el tiempo de ejecucion logrado por un calendarizador libre no se puede mejorar por

ningiin otro calendarizador y es lo que llamamos tiempo 6ptimo, T,,.

159



Ejemplo 4.6. En la figura 4.15 se aplica el calendarizador libre al grafo de dependencia
del programa del ejemplo 4.3, con la restriccién de elementos procesadores, para este
caso particular dos elementos procesadores. En la figura 4.15, 0,1,...,8 denotan los

tiempos a los cuales inicia la ejecucién de las operaciones del programa.

Figura 4.15: Grafo de dependencia.

Con la restriccién al numero de elementos procesadores, a partir del grafo de
dependencia, se obtiene la informacion contenida en la tabla 4.3.

Letm i et Niimero de
Tiempo = procesadores
ocupados
0 1
| 2
2 2
3 2
4 2
5 2
6 2
7 2

8 1
Tabla 4.3: Activacion de elementos procesadores.
A partir del contenido de la tabla 4.3, se grafica el perfil de paralelismo de los

elementos procesadores contra el tiempo, dada la restriccion de dos elementos
procesadores.
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Perfil de Paralelismo
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Figura 4.16: Perfil de paralelismo.

Calculamos la eficiencia del uso de los elementos procesadores con la ecuacion (2.1):

T,
fN' 16

= =t = = 0.888
Ve T,*N,  9*2

opt [

En el caso de un perfil de paralelismo con nimero limitado de elementos el
calendarizador libre no usa mas que el nimero méaximo de procesadores disponibles.
Aqui al igual que en el caso sin restriccion en el niimero de elementos procesadores un
algoritmo con un numero limitado de procesadores no se puede correr en un tiempo
menor al indicado al perfil de paralelismo con un nimero de elementos procesadores
restringidos. Cualquier algoritmo que tome el mismo tiempo no puede usar los
procesadores con una mejor eficiencia que la obtenida del perfil de paralelismo con
restriccion en el nimero de elementos procesadores.
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Ejemplo 4.7. En la figura 4.17, se aplica un calendarizador no libre, para este ejemplo
no existe restriccion en el nimero de elementos procesadores, 0,1,...,9 denotan los

tiempos a los cuales inicia la ejecucion de las operaciones del programa.

Figura 4.17: Grafo de dependencia.

A partir del grafo de dependencia, se obtiene la informacién contenida en la tabla 4.4.

| Namerode
BRSNS AT
procesadores

0 1
1 1
7 2
3 2
4 2
5 2
6 2
7 2
8 1
9 1

Tabla 4.4: Activacion de elementos procesadores, al aplicar un calendarizador no
libre.
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En base al contenido de la tabla 4.4, se grafica el perfil de paralelismo de los
elementos procesadores contra el tiempo.

Perfil de Paralelismo
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Figura 4.18: Perfil de paralelismo.

Calculamos la eficiencia del uso de los elementos procesadores con la ecuacién (2. 1):

Tops
ZN‘ 16
Nop = '=?, = . 0.8
T * Nopy 10*2

Los resultados anteriores son ttiles cuando se trata de dimensionar un arreglo de
procesadores o para efectuar los computos de un grafo de dependencia bajo un
calendarizador no libre. Los resultados proporcionan cotas a lo que se puede obtener
usando calendarizadores no libres. Un calendarizador no libre sera mejor mientras esté
mas cerca de los tiempos de ejecucion y de uso eficiente de recursos que se obtienen
con el calendarizador libre.
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Ejemplo 4.8. Para el caso de analisis de una implementacion en hardware, del programa
presentado en los ejemplos anteriores observamos de la tabla 4.5, lo siguiente:

Entrada Salida
de datos de datos
P1 P2 P3 P4

Figura 4.19: Arreglo de procesadores fisicos.

1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1 1
5 1 1
6 1

Tabla 4.5: Activacion de elementos procesadores fisicos.

En base al contenido de la tabla 4.5, se grafica el perfil de paralelismo de los
elementos procesadores contra el tiempo:

Perfil de Paralelismo
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Figura 4.20: Perfil de paralelismo.
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Calculamos la eficiencia del uso de los elementos procesadores con la siguiente
ecuacion, donde P representa el nimero de procesadores fisicos implementados en el
arreglo:

T,
ﬁ;N' 12

= L= = =0.42
Mopt T,*P  7*4

En esta implementacién de hardware se hace evidente, la necesidad de mejorar la
eficiencia en el uso de los procesadores fisicos, determinada en el ejemplo 4.2, el cual
nos indica que la eficiencia se puede incrementar dada la cota minima al usar un
calendarizador libre.

4.5 Agendamiento de Grafos Dirigidos con Comunicaciones con Retardo

En esta seccion estudiamos el problema de agendamiento suponiendo que existe un
costo de comunicacion, es decir, que la transferencia de datos de un procesador a otro
toma tiempo, mientras que la transferencia de datos entre operaciones asignadas al
mismo procesador se suponen que tienen costo de comunicaciéon iguala cero.
Suponemos que la red de comunicaciones es completamente conectada y que la
comunicacion y el procesamiento toman lugar en paralelo, como consecuencia se tiene
que los procesadores no intervienen en la comunicacion, lo cual implica la existencia de
procesadores de comunicaciones. Los procesadores y enlaces de comunicacion son
homogéneos. No se tiene desalojo de operaciones en ejecucion ni contencidn por el uso
de los canales de comunicacion. Es decir, que la comunicacién puede ocurrir tan pronto
como los datos a transmitir estan listos. Se requieren calendarizadores que minimicen el
tiempo de ejecucion.

El grafo de dependencias G =(S,R) del programa ahora est4 extendido con costos
de computaciéon y comunicaciones denotados respectivamente por w(u)20

y c(( u,v)) 20 para u y ve S. El costo de computacion es una medida del nimero de

instrucciones que se ejecutan y el costo de comunicaciéon una medida del volumen de
datos que se transfieren. El modelo que presentamos es crudo sin embargo puede ser
refinado para obtener modelos mas realistas.
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Ejemplo 4.9. Sea el grafo de dependencia aumentado con costo de computacién y de
comunicacion mostrado en la figura 4.21. Como se puede comprobar si construimos
varios calendarizadores, la figura 4.21 muestra dos calendarizadores, el tiempo de
ejecucion siempre es menor si se usa un solo procesador. Es decir, el calendarizador
optimo usa un sélo procesador. Es decir, se ilustra que el paralelismo no necesariamente
conduce a un calendarizador Optimo en tiempo cuando se tienen costos de
comunicacion. Es decir, que la estrategia de mantener todos los procesadores ocupados
siempre que sea posible sin tomar en cuenta los costos de comunicacién no es lo mejor.
El tipo de comportamiento descrito ocurre cuando los costos de comunicacién son altos
con respecto a los de computacién. Notamos que a diferencia del caso con grafos
dirigidos extendidos con sélo costo de computacion, si la asignacién de procesador se
efectia con la estrategia de orientado al procesador no resulta en el mismo
calendarizador que con la estrategia orientada a la operacion.

a) Grafo de dependencia.

procesadores
A

P2

P1 b

» tiempo

b) Diagrama de Gantt con un sélo procesador usado.
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procesadores
A

P2

P1

» tiempo
¢) Diagrama de Gantt con dos procesadores usados.

Figura 4.21: Grafo de dependencia extendido y dos agendadores.

Ejemplo 4.10. Sea el grafo dirigido mostrado en la figura 4.22, Se supone que los
costos de comunicacién satisfacen que w<z. Es claro que el tiempo 6ptimo de

ejecucion es T, = min (35, 5+w+15) y el tiempo de ejecucién de un agendador voraz
es T=5+w+15. Note que no existe una constante ¢ valida para toda w tal que
T <cT,, . Es decir, no existe cota superior que limite el tiempo de ejecucién cuando se

usa un agendador con lista de prioridad cuando existen retardos de comunicacién. Se
ilustra que usar mas procesadores no necesariamente implica tiempos de ejecucion mas
cortos. La estrategia para seleccionar procesador orientada a procesador no siempre es
buena.
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procesadores
P2
P1 b
» tiempo
5 20 35
procesadores
» tiempo

Figura 4.22: Grafo de dependencia y dos agendadores.
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En general nos interesa maximizar el paralelismo y disminuir la comunicacién que aqui
es gasto administrativo con objeto de acortar el tiempo de ejecucion. Como los ejemplos
anteriores lo muestran, la computacién paralela y la comunicacién estdn intimamente
interrelacionados y en general son factores en tensién, lo cual hace el problema de
agendamiento maés dificil. Un sistema que minimiza comunicacién y no tiene
paralelismo es un sistema uniprocesador. Por otro lado si se tienen varios procesadores,
el paralelismo incrementa aunque éste debe no ser a costa de incrementar el tiempo de
ejecucion del sistema. En particular con agendadores con lista de prioridad no es posible
garantizar tiempos de ejecucién mas cortos que los que se obtienen con un solo
procesador. Sin embargo estudios experimentales han mostrado buenos agendadores
con lista de prioridad cuando los costos de comunicacién no son grandes comparados a
los de computacion. Si el agendador con listas de prioridad se aplica bajo los mismos
supuestos que en el caso de comunicaciones sin retardo se puede caer en el caso en que
en aras de aumentar el paralelismo se incremente el tiempo de ejecucién en forma no
deseada debido a los costos de comunicacién. Se requiere introducirle cambios al
agendador con listas de prioridad para que maximice paralelismo y minimice costo de
comunicacion, de tal forma que se tiene tiempo de ejecucién minimo.

El tiempo de terminacién de la operacién u se define como:
7, (u)=7(u)+w(u)

El tiempo de terminacién de la comunicacion e, del procesador p, al procesador p,

se define como:

0’ Si Dy =pd

7,(e,)=7,(0,)+ e((or)). i 5%, (4.15)

donde ¢, = (o,,ol), z(o)=p, ¥y 7[(0}.)= P De la relacioén (4.15) se observa que

el tiempo de terminacion de comunicacion depende de en que procesadores se ejecutan
las operaciones que se comunican. Si las dos operaciones estan en el mismo procesador
el costo de la comunicacion es cero mientras que si estin en diferente procesador el

costo de la comunicacién es c((o,,oj)). En el primer caso se dice que se tiene

nulificacién de arista. Para que el agendamiento sea valido se tienen que cumplir las

restricciones de precedencia y de procesador. La restriccion de precedencia se expresa
como:

WYES, uzv, wlv, t(u)=p, t(v)=p, y p.#P.=7((wv))<7(v)
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La restriccion de procesador se expresa como:
uveS, uzv, y z(u)=n(v)=7,((0v))<z(v) o z,((v,u))<7(u)

Al cumplirse las relaciones anteriores se satisface la relacién de precedencia del grafo
de dependencia. Las restricciones anteriores suponen paralelismo entre computacién y
comunicacioén es decir, mientras la comunicacién de un procesador esta sucediendo, el
procesador puede estar enfrascado en otra computacion. De aqui en adelante sélo nos
referiremos a agendamientos validos.

Dado que a las operaciones u€ P, (o) se les ha asignado procesador y que 7(0)=p,,

el tiempo de activacion de una operacién o se define como:

7, (0) = max 7, ((w0))

y es el tiempo al cual la operaciéon o tiene todas sus entradas listas por lo cual esta
activada. Note que 7, (0) puede ser evaluada para diferentes valores de p,, es decir,

que depende a que procesador se asigna la operacion. En el caso de comunicacion sin
retardo 7, (0) no depende de a que procesador se asigna la operacién. Cuando se usa la

estrategia orientada a operacién es necesario examinar cual es el tiempo de
inicializacién de la operacion para cada procesador, para asi seleccionar el que da
tiempo minimo. Usando la definicién anterior, la restriccion de precedencia se puede
reformular como:

veS, ueP(v), uzv y z(v)zx(u)=>r7, (u)<7(v)
dado que a las operaciones u€ P, (v) se les ha asignado procesador y que 7 (v)= p,.

Conforme se construye el agendador, las operaciones se asignan a los procesadores y si
la comunicacion entre dos operaciones es local, esto es las operaciones estin asignadas
al mismo procesador, el costo de comunicacién es cero. Es requerido por los algoritmos
que producen un agendador poder calcular trayectorias y longitudes de éstas de grafos
de dependencia parciales. Un grafo de dependencia parcial se construye a partir de un
grafo de dependencia haciendo el costo de comunicacién cero de las aristas cuyas
operaciones se asignan al mismo procesador. El costo de comunicacion de una arista
que no se le ha asignado procesador a alguno de sus procesadores permanece igual al
que tiene en el grafo de dependencia inicial. Un grafo de dependencia con todos los
costos de comunicacién igual a cero se llama grafo de dependencia computacional.
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La longitud de una trayectoria x4 del grafo dirigido aciclico G =(S,R) aumentados
con costos de computacién y comunicacién dados respectivamente por w(v)20, ve §

4 C((M,V))ZO, u,ve S. Se define como la suma de los costos de computacién

asociados a los nodos y los de comunicacién asociados a los arcos, mas formalmente:

1(y)=§w(0)+ 2 <((uv) (4.16)

(&f)’e‘na

I(v) se puede interpretar como el tiempo que toma en ejecutar todas las operaciones
que forman 4 cuando las operaciones se ejecutan en procesadores diferentes. En este
contexto la longitud computacional de la trayectoria v, I (v), es el tiempo que toma

ejecutar todas las operaciones de la trayectoria cuando se asignan al mismo procesador.

De la misma forma que se definen trayectorias, longitudes de éstas y trayectorias
criticas para grafos de dependencia computacionales y grafos de dependencias
expandidos con costo de computacion y comunicacion se pueden definir para grafos de
dependencia parciales.

En general una trayectoria de un grafo de dependencia parcial tiene aristas cuyo costo
de comunicacion es cero, porque sus nodos fueron asignados al mismo procesador, o
conservan el costo de comunicacién del grafo de dependencia original. La longitud de

una trayectoria de un grafo de dependencia parcial se denota por /, () y se calculo

usando la relacién (4.16) excepto que ahora algunos de los costos de comunicacién de la
trayectoria pueden ser cero. En general se tiene que:

L(k)<1, (1) <1(k)

donde / (u) se ha usado para denotar la longitud de una trayectoria del grafo de

dependencia computacional obtenido haciendo cero todos los costos de comunicacion
de grafo de dependencias. Los conceptos basados en trayectorias de grafos son los
mismos para los grafos de dependencia, de dependencia parcial y de dependencia
computacional, lo (inico que varia es el grafo que se usa.

Dado un grafo de dependencia G uno de dependencia parcial derivado de G denotado
por G, y uno de dependencia computacional G, también derivado de G tenemos las

siguientes definiciones de trayectorias criticas M.

171



I(#)=maxl (u), p estrayectoriade G,
"

lp(,uf)=maxlp(,u), 4 estrayectoriade G, y

7

I(p,)=maxI(u), p estrayectoriade G.
u

En general se tiene que:
K # W # H

Una medida de la cantidad de comunicaciéon en relacion a la cantidad de
computacion en un grafo esta dada por el grado del grafo el cual se define como:

numero de aristas

grado de grafo =—
numero de nodos

Otra medida es el cociente C/P el cual se define como:

LY eli)
(c/p)=—2228 (4.17)

2 w(i)

1
mics
donde e es el nimero de aristas del grafo.

Otra definicion del cociente C/P es:

2 <(i))
Clp=3EN .. (4.18)

2.w(7)

ic§

La definicion dada por la relacion (4.17) es insensible al numero de aristas y no refleja
el volumen de datos comunicado, sin embargo es usada por algunos autores. La relacion
(4.18) es usada en algunas comparaciones experimentales de agendadores y nos
proporciona informacion global acerca del impacto de los costos de comunicacion, los
cuales su vez determinan el comportamiento del agendador.

En la construccion de un agendador existen dos estrategia: paralelizar y secuencializar.
Estas dos estrategias estan en tension segun se ha visto antes. El punto de balance entre
las dos estrategias esta relacionado con la nocién de granularidad que es una medida de
la relacion entre la computacion y comunicacion de un grafo dirigido extendido con
costos de computacion y comunicacion. En general si la comunicacion es baja se alienta
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la paralelizacion y si es alta se alienta la serializacién. El concepto de granularidad
captura la relacién entre los costos de computacién y comunicacién de un grafo
dirigido. La granularidad depende del grafo de dependencia extendido y del sistema
multiprocesador en el cual el programa se ejecuta, lo anterior es claro cuando
consideramos procesadores y enlaces de comunicacién heterogéneos. Existen varias
definiciones de este concepto.

En cada operacién del grafo de dependencia G =(S,R) existe una ramificacién y una
confluencia. Las operaciones predecesoras inmediatas confluyen en la operacion y las
sucesoras inmediatas se ramifican de la operacion, véase figura 4.23. La granularidad
débil de una operacion o, se define como:

min w(o) min w(o)
g (0 )=min ocik (0,) , oeS, (0x)
v max c((0,0,))" max c((o,,0))
(0,0, )R (o,,0)eR
oeiP,(o,) o€, (o,)

No se define la granularidad para una operacién aislada, la cual es claro que no tiene ni
sucesores ni predecesores. La granularidad débil del grafo G se define como:

g,(G)=ming, (o)
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0, 0, 9,  predecesores inmediatos

sucesores inmediatos

A J Oil.

Figura 4.23: Predecesores y sucesores de una operacion.

Directo de las definiciones anteriores se tiene que:
w(o,
g.(G)<g, (OX)S———( ) (4.19)

donde o,veS y (o,v)eR.

La granularidad del grafo G se dice gruesa si g,(G)21 y fina si no cumple la

relacion anterior. Para el caso de un grafo de granularidad gruesa se tiene que el costo
de comunicacién es pequefio con respecto al costo de computacién. Un grafo con
granularidad gruesa es preferible a uno de granularidad fina debido a que es menos
dificil agendador un grafo de granularidad gruesa. Una manera de lograr un grafo con
mayor granularidad es por aglutamiento de varias operaciones en un ciimulo al cual
eventualmente se les asigna un procesador para su ejecucion. El aglutamiento
incrementa la granularidad disminuyendo a cero los costos de comunicacion de las
operaciones que estan en el mismo cimulo. Observamos que el aglutamiento de
operaciones estd en tension con el objetivo de ejecutar tantas operaciones en paralelo
como es posible para acotar el tiempo de ejecucion de un grafo.
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Otra definicion de granularidad de un grafo G=(S,R) extendido con costos de

computacion y comunicacion es:

minw(o0)
glG)=—Fr—
max c((w.v))

u,veS

directo de las definiciones se tiene que:

g(G)<g,(G) v g(G)s——+

(4.20)

donde u y ve S de la relacién anterior se ve que es mas facil en general cumplir con

el criterio de granularidad débil. Més adelante se presentan algunos resultados donde los

dos conceptos de granularidad son clave.

Teorema 4.11. Sea el grafo dirigido G =(S,R) extendido con costos de computacion y

comunicacion respectivamente dados por w(0)20, c¢(u,v)20, uyve S. u y i son

respectivamente las trayectorias criticas de G y G, donde

es el grafo

computacional de G 4, =v,...,v, donde v,€ S, i=0,....k y f; =vy,V,,...,v, donde

v,e€S,i=0,...,j. Se tiene que:

175



Ejemplo 4.11. Sea el grafo dirigido extendido mostrado en la figura 4.24. Note que
conforme se avanza en la ejecucién el tiempo de computacién y comunicacién se
incrementan.

500

°

Figura 4.24: Grafo dirigido extendido.

La granularidad esta dada por:

(G)= min{5,500} _ 5 _ 1
BV hax {1,500} 500 100

y la granularidad débil es:

g,(G)=min{g, (a).g,(b).g, (c)}={LL1} =1

observamos que a pesar de que las dos definiciones tratan de capturar la misma nocién
sus valores pueden ser muy diferentes. Para el caso tratado, la granularidad débil parece
ser mas adecuada.

Si la granularidad es muy grande se reduce el paralelismo dado que se agrupan
operaciones para ser ejecutadas secuencialmente por un procesador. Si la granularidad
es muy pequefia, el costo de comunicacion incrementa el tiempo de ejecucién del
agendador.
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4.5.1 Aglutinamiento

En esta seccién estamos interesados en encontrar agendadores que minimizan el
tiempo de ejecucién cuando el nimero de procesadores es ilimitado y se tienen costos
de computacién y de comunicacion. Es decir, hay retardo de comunicacién entre
procesadores. Se supone una red de interconexidn totalmente conectada donde no hay
contencién ni intervencion de los procesadores en la comunicacion. Los agendadores
encontrados son tiles para construir agendadores donde el nimero de procesadores es
limitado. El problema es NP completo.

En este contexto el proceso de asignar procesadores a las operaciones se llama
aglutinamiento. Un ciimulo es un conjunto de operaciones. Los algoritmos heuristicos
para aglutinamiento presentados son incrementales y en cada paso refieren el
aglutinamiento actual de cimulos. La idea es que cada cimulo del aglutinamiento final
se ejecute en un solo procesador. Durante el aglutinamiento se nulifican aristas que
tienen alto costo de comunicacién. Las operaciones unidas por la arista nulificada se
asocian al mismo cumulo.

Sea un dag G=(S,R) extendido con funciones de costo de computacién y de

comunicacién dadas respectivamente por w(i)20 y c(i,j)20 para i,jeS. Un

aglutamiento C es una funcién C:S — N que asigna cada operacién a un camulo
identificado por un nimero natural. La funcién C induce una particién de las
operaciones del grafo G y un cumulo contiene los elementos de una clase de
equivalencia. El disefio de C es tal que minimiza el tiempo de ejecucion del agendador.

Los algoritmos de aglutinamiento que presentamos son iterativos. Se empieza con un
aglutamiento C, donde cada ciimulo sélo contiene una sola operacién, es decir, se

empieza con maximo paralelismo. En la iteracién i se mejora el aglutamiento C; ; para
obtener el aglutamiento C;. Se espera que el nuevo aglutamiento no tenga peor tiempo

de ejecuciéon que su predecesor. Entre los criterios que se usan para parar la iteracion
estan: no hay mas vértices o arcos que procesar o el tiempo de ejecucion del nuevo
aglutamiento de peor que el previo.

Ahora introducimos terminologia y conceptos basicos que nos ayudan a la explicacién
de los algoritmos heuristicos para encontrar aglutinamientos. Un cumulo se dice lineal
si sus operaciones estin totalmente ordenadas de otra forma se dice no lineal. Un
aglutinamiento lineal es un aglutinamiento con solo ctmulos lineales. Un
aglutinamiento es no lineal si contiene al menos un cimulo no lineal. El problema de
encontrar un agendador con tiempo de ejecucion minimo para un aglutinamiento lineal
es de complejidad polinomial, sin embargo si el aglutinamiento es no lineal el problema
es NP completo. Un aglutinamiento lineal equivale a una asignacién de procesadores a
las operaciones donde el orden en que cada procesador ejecuta las operaciones est4
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determinado por un orden total que es el mismo que el del cimulo lineal asociado al
procesador.

n7

a) Grafo de dependencias.

b) Grafo aglutinado.
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c) Grafo calendarizado.

procesadores
A

P2| ns5 n3 |n4 né n7

tiempo
d) Diagrama de Gantt

Figura 4.25: Grafos aglutinado y calendarizado.

Cuando en un grafo dirigido se reflejan los cimulos del aglutinamiento se dice que
tenemos un grafo aglutinado. La figura 4.25 muestra un grafo dirigido y un grafo
aglutinado que se obtiene de él. Los costos de comunicacion de las aristas dentro de un
camulo son cero, mientras los enlaces que conectan cimulos conservan su costo de
comunicacién inicial. El grafo que se obtiene de un grafo aglutinado una vez que todos
los camulos no lineales se convierten en lineales se llama grafo calendarizado. La
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figura 4.25 muestra un grafo calendarizado y el grafo dirigido del cual se obtiene. El
grafo calendarizado es un supergrafo del grafo original donde las aristas afiadidas son
las que convierten los ciimulos no lineales en lineales.

Se presentan algoritmos heuristicos para aglutinar operaciones de un grafo dirigido
en cumulos bajo el supuesto que se tiene un nimero ilimitado de procesadores. El
propésito es minimizar el tiempo de ejecucién del grafo. Dado que no es posible
calcular el tiempo de ejecucion de manera exacta se usa el estimado de éste que antes se
introdujo. Los algoritmos heuristicos que se presentan son:

i.  aglutinamiento lineal,
ii.  aglutinamiento voraz y
iii.  aglutinamiento de secuencia dominante

Los tres algoritmos son iterativos y examinan todas las aristas del grafo dirigido y
terminan cuando se han examinado todas las aristas del grafo. En el paso i del algoritmo

se construye el aglutamiento C; a partir del aglutamiento C,_,, todo esto disminuyendo,
o no incrementando, el estimado del tiempo de ejecucion de C,_,. El aglutinamiento C,
o es igual a C,_; o se obtiene del aglutinamiento C,_; al unir algunos de los cimulos de
C,.; en un nuevo cumulo. La decisiéon de unir o no varios camulos depende del
comportamiento del estimado del tiempo de ejecucion del agendador, si este se
incrementa con la unién, entonces ésta no se efectiia. La unién de dos cimulos nulifica
el costo de las aristas que las unen.

El tiempo estimado de ejecucién no se mejora uniendo ciimulos que estan conectados
por aristas de costo de comunicacién cero. Al contrario, puede suceder que la unién
aumente el tiempo estimado de ejecucion, esto se debe a que las operaciones de un
cumulo se ejecutan de inicialmente por un solo procesador, eliminando asi cierto

paralelismo que existia antes de la unién. C; es un aglutinamiento unitario esto es todos

sus cumulos son unitarios y un cimulo unitario sélo contiene una operacién. Un
aglutinamiento unitario es lineal. El algoritmo de aglutinamiento lineal usa el hecho que
la unién de dos cimulos lineales que resulta en un cimulo lineal no incrementa el
tiempo estimado de ejecucion.

La idea basica del algoritmo de aglutinamiento lineal es obtener el aglutinamiento C,
decreciendo el estimado del tiempo de ejecucion del aglutamiento C,_;. Por esto se
aglutina en un ciimulo los cimulos de una trayectoria critica de C,_,. El paso i es como
sigue: se identifica una trayectoria critica en C,_;. C; se obtiene de C,_, al eliminar
todos los cumulos de C,_; en la trayectoria critica y formar un nuevo cumulo con los
cumulos eliminados. Los arcos en la trayectoria critica de C,, se marcan como

examinados.
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La idea bésica del aglutinamiento voraz es unir en un camulo los cimulos de C; | que
estan unidos por el arco de costo de comunicacién mds alto, lo anterior se efecttia s6lo si
esta accién no incrementa el estimado del tiempo de ejecucién del aglutamiento C, ;.

La idea basica del algoritmo de secuencia dominante es construir una trayectoria
critica de C,_,, ésta es la secuencia dominante del paso i, seleccione una arista de la
secuencia dominante, elimine los dos cimulos unidos por el arista seleccionada e
introduzca un nuevo camulo que se obtiene de unir dos cimulos eliminados. Se marcan
como examinados y se nulifican los pesos de comunicacion a todas las aristas que unen
los cimulos que se unen. Existen las siguientes formas de seleccionar la arista:

i. el que decrece mis el estimado del tiempo de ejecucion
ii. el que mayor costo tiene,
iii. el primeroy
iv.  al azar

El listado 4.3 muestra un algoritmo que es un esqueleto para implementar cualquiera de
los algoritmos de aglutamiento antes mencionados.

Entrada: grafo dirigido G=(S,R) aumentado con costos de computacién y
comunicaciones respectivamente dados por w(u)20, C((#,v))20, y u y ve S.

Salida: C; un aglutamiento con estimado de tiempo de ejecucion subéptimo.

C,=S; /* aglutamiento inicial
for(j=0; j++)
{
C = selectClustersToMerge ( Cia ); / * selecciona cimulos a fusionar
¢ = mergeClusters(C); /* fusiona cimulos
C=C,-Cu{ck;
if (estimado de tiempo de ejecucion de C > estimado de tiempo de ejecucion de C o )
C,=Ciy;
else
C i = C;
}

Listado 4.3: Algoritmo general de aglutinamiento.
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La caracteristica que diferencia a los algoritmos de aglutamiento antes tratados es como
se seleccionan los cimulos que posteriormente se fusionan para ser un solo cimulo. El
algoritmo de aglutinamiento lineal selecciona todos los ciimulos de una trayectoria
critica del grafo. El algoritmo de aglutinamiento voraz selecciona los ctimulos unidos
por la arista de mayor costo que no ha sido examinada y el algoritmo de aglutinamiento
de secuencia dominante selecciona una arista de la secuencia dominante y los cimulos
unidos por ésta se fusionan. La fusién de cimulos puede desencadenar la fusion de otros
cumulos que estan unidos por aristas con los cimulos que se fusionan.

El algoritmo de aglutinamiento se puede usar para aumentar la granularidad de un grafo
de dependencia. Se inicia con el grafo que tiene granularidad mas baja y a éste se le
aplica aglutinamiento. La mejora de la granularidad la ocasiona la nulificacién de las
aristas y no la creacién de nuevas operaciones con mas costo de computacién. Para
nulificar las aristas se supone que las operaciones de un mismo cumulo se asignan
eventualmente a un mismo procesador. Durante el proceso de aglutinamiento cierto
paralelismo es eliminado al asignar diferentes operaciones independientes al mismo
procesador. Sin embargo si el paralelismo eliminado se trata de aprovechar degrada el
tiempo de ejecucién del agendador, es decir la idea es eliminar paralelismo que no
contribuye a disminuir el tiempo de ejecucion del agendador. La granularidad es tal que
minimiza el tiempo de ejecucién del agendador. Remarcamos que en la estrategia
propuesta las operaciones no pierden su individualidad, no se forma una gran operacién,
dentro de un ciimulo o las operaciones conservan un ordenamiento y su estructura de
comunicacion con otras operaciones fuera del cimulo.
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4.5.2 Agendador con Lista de Prioridad

En esta seccién extendemos los agendadores con lista de prioridad antes estudiados al
caso donde se tienen retardos de comunicacién. En este caso el problema también es de
complejidad NP completo.

En los agendadores con lista de prioridad se asigna prioridad a todas las operaciones del
grafo de dependencia y se construye una lista de prioridad con las operaciones
activadas. En los agendadores con lista de prioridad la estrategia consiste en asignar
procesador a la operacion de mayor prioridad cuyos predecesores ya han sido
ejecutados. La diferencia entre los agendadores con lista de prioridad se debe a como
asignan prioridad a las operaciones y como se selecciona un procesador para asignacién
de operacién activada. Como ya se vid las estrategias orientadas a procesador y
orientada a operacion producen resultados equivalente cuando no se tienen retardos de
comunicacion. En el ejemplo 4.9 y el ejemplo 4.10 se mostr6 que para el caso con
retardos de comunicacidn éste no es el caso. La estrategia orientada a procesador que es
la que procura balancear las cargas de los procesadores produce resultados muy pobres,
esto es muy alejado del valor 6ptimo. De hecho se da el caso que un procesador tiene
mejor tiempo de ejecucion que un sistema multiprocesador. La estrategia voraz de s6lo
considerar la utilizacion de los procesadores sin considerar los costos de comunicacion
no resulta adecuada.

En el caso de agendadores con grafos de dependencia aumentados con costos de
comunicacion puede ser conveniente usar agendadores adaptativos donde las
prioridades se recalculan para cada grafo de dependencias parcial. Las nuevas
prioridades se pueden calcular para todas las operaciones no ejecutadas o unicamente
para las no ejecutadas y activadas.

Dos técnicas para mejorar el desempefio de agendadores con lista de prioridad son: en
duplicacién de operaciones e insercién en medio.

En duplicacion de operacién para reducir el costo de comunicacién, una misma
operacién se puede ejecutar en miltiples procesadores evitando asi transferencia de
datos entre procesadores. La duplicacion de operaciones es una estrategia para reducir la
granularidad de un grafo de dependencia.

Dada una operacion activada se asigna el procesador que permite la ejecucion mas
temprana de aquélla. La operacion se puede calendarizar al final de las operaciones ya
calendarizadas o antes entre algunas de las ya calendarizadas. En el primer caso
tenemos insercion al final y en el segundo insercion en medio. La insercion al final
siempre es posible mientras que la insercion en medio en ocasiones no es posible. Para
que la insercién en medio sea posible debe existir un periodo ocioso del procesador
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entre dos operaciones y la operacién a la que se le quiere asignar procesador debe estar
activada en este periodo. La insercién en medio crea posibilidades para acortar el
tiempo de ejecucion del calendarizador. En la insercién al final, el tiempo de iniciacién
de ejecucion de la operacion o esta dado por:

7(0) = minmax(z, (0),7, (,)) (4.21)

y la asignacién es 7(0)=p,, donde o es la operacién a la que se le asigna
procesador. La operacién de max supone la asignacién 7 (o) = p,. P es el conjunto de
procesadores. p,;. es el procesador que minimiza la expresion (4.21). max se evalia al

tiempo de iniciacién de ejecucion de la operacién o cuando la asignacién es 7(0) = p;.

En la descripcién anterior el sistema de comunicaciones entre procesadores se ha
supuesto completamente conectado donde se pueden tener multiples comunicaciones
simultineamente y que los procesadores no estan involucrados en el proceso de
comunicacién. En consecuencia cada enlace de comunicacién se modela como retardo.
Nos interesa poder modelar implementaciones del sistema de comunicaciones mas
complejas que las descritas.

Una de las formas de producir un agendador con numero limitado de procesadores es
usar como entrada el aglutinamiento producido por los algoritmos heuristicos ya
mencionados, para esto cada cumulo del aglutinamiento se considera como una
operacion.

Como un primer paso modelamos la comunicacién entre dos operaciones por medio
de un recurso, canal de comunicacién, cuya operacién es comunicar y que tiene
asociado un peso que es el costo de comunicacion. Con este cambio los nodos del dag
representan computaciones y comunicaciones, y los arcos representan orden de
procedencia o dependencias. La figura 4.26 muestra un grafo con retardos y un grafo
equivalente donde el canal de comunicacién se modela como un nodo. Como
posteriormente veremos este cambio nos permite modelar sistemas de comunicaciones
més complicados y sélo se necesitan los grafos con los pesos asociados a los nodos y no

a las aristas. En este caso modelamos el programa por un dag G = (S, R) extendido con

funciones de costo de computacién y de comunicacién dados respectivamente por
w(i)20y ¢(i,j)20, i,je S. Se supone que la red que interconecta los procesadores

es totalmente conectada y que hay un retardo cuando dos procesadores se comunican y
esta dado por el costo de comunicacién que en este caso lo interpretamos como tiempo
de comunicacién y es el tiempo que toma desde que se envia el primer bit hasta que se
recibe el Gltimo bit. Los procesadores son homogéneos y no intervienen en la
comunicacién y multiples procesadores se pueden comunicar ala vez.
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Con el cambio introducido no sélo las operaciones pueden ser calendarizadas sino las
comunicaciones también. Una diferencia, la cual tratamos més adelante, es que mientras

una operacién es ejecutada por un procesador, una comunicacién puede requerir de
multiples canales de comunicacién y de enrutamiento.

Figura 4.26: Grafos equivalentes con enlaces anotados con retardos y nodos que son
canales de comunicacién.

En el andlisis de sistemas digitales secuenciales la complejidad de computo dada en
término de tiempo y espacio es lo comiin. En el caso de sistemas paralelos es necesario
incluir el tiempo de comunicacién y sincronizacién entre operaciones. La comunicacién
y la sincronizacién son facturas que fuertemente afectan el factor de aceleracién que se

puede alcanzar con los multiples procesadores y se deben incluir en el analisis de
algoritmos paralelos.
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Teorema 4.12. Sea un grafo dirigido de dependencia G =(,R) extendido con costos
de computacion y comunicacién expresados respectivamente por w(u) y

C ((u,v)),vyueS Sean 7yrz respectivamente funciones de calendarizacién y

asignacion para el grafo G Sean 7 yﬂ'(') respectivamente las funciones de

calendarizacién y de asignacion de un agendador con lista de prioridad que usa la
siguiente regla para calcular el tiempo de iniciacién de la operacion o dado que

i (0)=p.
7 = max{e) (p), 7 (o)} 4.22)

que usa la siguiente asignacion de procesador
7(0)=7" (o)

y que usa 7(0) como la prioridad de operacién o . Entonces se tiene que los tiempos de

ejecucion de los calendarizadores satisfacen que:
TV <T

donde T y T son respectivamente los tiempos de ejecucion del calendarizador con

lista de prioridad y el calendarizador original.
|

En el teorema 4.12, el calendarizador definido por 7 podria ser el 6ptimo dado por Topt

en cuyo caso el calendarizador producido por el agendador con listas de prioridad es
optimo. Lo cual implica que un agendador 4ptimo estd definido por el orden entre
operaciones y la funcién de asignacion. El calendarizador ptimo se obtiene en este caso
del uso de un agendador con lista de prioridad de la forma que se describe por la
relacion (4.22) del teorema 4.12.

El agendamiento abarca agendadores que modelan el multiprocesador como un
conjunto de procesadores homogéneos donde no se permite la interrupcién y desalojo
de la operacién que se ejecuta. Sobre el sistema de comunicaciones se supone que es
completamente conectado y que los procesadores no intervienen en la comunicacion
para esto se cuenta con procesadores de comunicaciéon. Se pueden tener miltiples
comunicaciones simultdneas y no hay contencion en el acceso a un enlace de
comunicaciones. Los agendadores estudiados con profundidad son los llamados con
listas de prioridad y que forman la base para agendadores mas complejos. Los
sistemas paralelos considerados se pueden modelar por un grafo de dependencias
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extendido con un costo de computacion asociado a cada nodo del grafo y un costo de
comunicacién asociado a cada arista del grafo. Es decir, los agendadores estudiados son
utiles para agendar cualquier proceso que se puede describir por un grafo extendido.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

Ninguna investigacion humana se puede calificar como realmente
cientifica si no puede ser demostrada matemdticamente.
Leonardo Da Vinci (1452-1519)

5.1 Conclusiones

5.2 Trabajo Futuro

5.1 Conclusiones

El programa secuencial para el algoritmo que efectia la descomposicion QR se
modela como un poliedro el cual tiene embebido un grafo de dependencia. El poliedro
nos revela eparalelismo existente en el programa secuencial, con objeto de obtener un
paralelismo mas eficiente se transforma el poliedro original en un poliedro destino. Del
poliedro destino se obtiene el programa paralelo.

Las transformaciones iniciales al programa son para volverlo un programa con
localidad espacial y temporal. Las transformaciones se reducen a una transformacion
espacio-temporal y su objetivo es la extraccion de paralelismo del programa secuencial.
El programa paralelo obtenido contiene toda la informacion para implementar la
trayectoria de datos y controlador de ésta del circuito que implementa la factorizacion

QR.
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En este trabajo se encuentran mateméticamente las ecuaciones que permiten
transformar los indices espaciales en indices espacio-temporales.

La transformacion de embaldosado presentada en este trabajo permitira la
implementaciéon en hardware de un arreglo de procesadores virtuales con un gran
numero de éstos con una cantidad menor de procesadores fisicos en el arreglo final,
permitiendo asi la ejecucion de problemas que requieren un gran nimero de
procesadores virtuales en un hardware que tiene menor cantidad de procesadores fisicos.
Con la implicacion de tiempos mas largos en la ejecucion del algoritmo.

La transformacion de multiproyeccién es una transformacion espacio-temporal, la
cual nos permite mapear muchos procesadores virtuales a unos pocos procesadores
fisicos. El programa paralelo obtenido contiene toda la informacién para implementar la
trayectoria de datos y controlador de ésta del circuito que implementa la factorizacidn
QR en un arreglo lineal de procesadores.

La contribucién en el capitulo de agendamiento es de resumir y presentar en una
forma clara los resultados més basicos de la teoria del agendamiento, ademas se
presenta la teoria y pseudocédigo para construir agendadores con lista de prioridad bajo
las hipétesis antes mencionadas.

5.2 Trabajo Futuro

El algoritmo que efectiia la descomposicion QR se ha llevado a una forma directa,
para su aplicacion en los Sistemas de Comunicacién. Dada la tendencia de particionar
un programa y usar multiples procesadores simultineamente para su ejecucidn, este
enfoque se conoce como procesamiento en paralelo.

Los cimientos proporcionados a lo largo de este trabajo proporcionan una base sélida
" para profundizar en el estudio, de modelar un programa secuencial, como un poliedro y
realizar con el toda una serie de transformaciones, para la extracciéon de paralelismo.
Los resultados obtenidos son aplicables a una amplia gama de algoritmos presentes en
los campos de la ingenieria.

La teoria presentada en el capitulo de agendamiento es una plataforma sobre la cual
se pueden desarrollar teoria y agendadores para sistemas paralelos mas complejos. Los
agendadores que consideran modelos més realistas de los sistemas paralelos, incluyen
procesadores heterogéneos, enlaces de comunicaciéon heterogéneos con redes de
comunicacién complicada y que pueden incluir intervencidn de los procesadores en la
comunicacion.
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APENDICE A

Prueba de las expresiones de s = f (a,b,7) y ¢=g(a,b,r) a partir de la ecuacién (2.3):

(ca+sb)’ =r* =c’a* +s°b" +2casb A. D

(—sa+ cb)2 =0=s"a’ +c’b’ —2casb (A.2)

Usando el hecho de que ¢ +s* =1 al sumar las relaciones (A. 1) y (A. 2) se tiene que:
rr=a’+b’ (A.3)
Que es uno de los resultados requeridos. De la relacion (A. 3) tenemos que:

2

a—s+bs=r=£(a2 +5?) s’
b b

b

De donde se tiene que:

b
§=—
De igual manera obtenemos que:
a
c=—
r
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APENDICE B

Relaciones y Grafos

B.1 Introduccion

B.2 Rudimentos de la Teoria de Relaciones

B.1 Introduccion

Se presentan las bases de la teoria de relaciones y grafos. Las relaciones de orden
parcial y su representacién por medio de grafos se usan como modelos de programas
paralelos, de alli nuestro interés. Los grafos también se usan como modelos del sistema
de comunicaciones de maquinas paralelas. Se estudian los algoritmos mas basicos
relacionados con los grafos. Para detalles de los feoremas y lemas presentados consultar
en la bibliografia Banerjee, U., Loop Transformation for Restructuring Compilers: The
Foundations. Intel Corporation, Ed. Kluwer Academic Publishers, U.S.A., 1993. [3].

La notacién O se refiere a una cota superior asintdtica a la complejidad. Una funcion
f(x) se dice de orden g(x), denotado por O(g(n)), si existen constantes cy N tal

que cg(n)2 f(n) para n>N Un algoritmo es de complejidad en tiempo polinomial
si tiene tiempo de ejecucién O(g(n)) donde g(n) es un polinomio y n el tamafio de
los datos de entrada al algoritmo. Mientras mas pequefio el grado del polinomio g(n)

mas eficiente es el algoritmo. Un algoritmo es de complejidad exponencial, intratable
o no eficiente, si g(n)=e"™ para k>0, es decir la complejidad en tiempo es enorme

para tamarios regulares de » .
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B.2 Rudimentos de la Teoria de Relaciones

En lo que sigue se hace una recapitulacién sobre la teoria de las relaciones que es
pertinente para el estudio de sistemas paralelos.

Una relacién es un concepto fundamental de las matematicas y fue inventada para
capturar asociaciones entre objetos que aparecen en la realidad o en las mismas
matematicas. El estudio de relaciones se requiere para el entendimiento del paralelismo
y el orden de ejecucidn de operaciones definidas por un programa.

El producto cartesiano de los conjuntos S y T denotado por SXT se define
como:

ST ={(s,t) | seSyteT}

Es decir, el producto cartesiano de dos conjuntos es un conjunto de pares ordenados
donde el primer elemento del par es un elemento de primer conjunto y el segundo
elemento del par es un elemento de segundo conjunto. Una relacién binaria R entre el
conjunto S y T es un subconjunto del producto cartesiano SX7 cuando S=T
decimos que R es una relacion en S S es el dominio de la relacion y 7 el
contradominio. Sean las relaciones R, € AXB y R, c AXB. La relacion R, es una

extension de R, si se cumple que R, C R,. La inversa de la relacion R se denota por

R y se define como un conjunto de pares ordenados tal que:
(t,s)e R & (s,t)=R
La imagen de 4 bajo la relacion Rc ZxW. R(A), se define como:
R(A)={beW|zRb, ze Ac Z}
y laimagen inversa de B, R™'(B), se define como:
R (B)={ae Z| aRz, ze Bc W}

La relacion Rc ZXW es sobreyectiva o sobre si R(Z)=W y es total si
R (W)=Z . Note que si una relacion no es total entonces existe al menos un z tal que

zRx no se satisface para toda xe W Una relacién que no es total se dice parcial si
Rc ZxZ,xe Z,ye Z entonces xy y son comparables si xRy o yRx.
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Sean las relaciones R, € AXB y R, < BXC la composicion, de R, y R, se define
como:

R,oR ={(ac)b((a.b)e R y (b.e)e )}

Es decir, que (a,c)e R, oR, si existe una b tal que (a,b)€ Ry (b,c)€ R,. Note
que en general la aplicacion de composicion entre relaciones no conmuta, esto es
R,oR # R <R,. No todos los autores definen la composicién como se hizo antes.

Definimos R" como:

R"=Ro (Ro (. o(R)) )

~
R aparece n veces

Sea R una relacién sobre el conjunto 4 y Bc A. La restriccién de R a B es la
relacién dada por R = RN (BxB).

Sea R una relacién binaria definida en el conjunto S .

i. Resreflexiva & Vxe S xRx.
ii.  Resirreflexiva < Vxe S ~(xRx).
iii. Res antisimétrica & Vx,yeS xRyAyRx—>x=y.
iv. R es asimétrica & Vx,ye S xRy - ~yRx.
V. R essimétrica © Vx,ye S xRy — yRx.
vi. Res transitiva © Vx,y,z€ S xRyAyRz — xRz.

Una consecuencia de la propiedad antisimétrica es: Vx,ye S si x#yyxRy
entonces no es el caso que yRx, es decir, que no se puede dar simultineamente que

xRy yyRx cuando x # y.
Dada una relacién R la operacién de cerradura con respecto a una propiedad

aumenta los elementos de la relacion, tal que la propiedad deseada se cumple. El
ntimero de elementos que se le agrega a la relacion debe ser el minimo necesario.

La cerradura transitiva de R denotada por R* se define como:

R ={(x,y)|ny o Jn :xR”y} . Note que R R*y R*es el conjunto més pequefio que

satisface esta relacion. R* es una extensién de R.

Un grafo dirigido, también llamado digrafo, es formalmente una relacién. Si
R c Ax B, los nodos del grafo son los elementos de Ay Bque satisfacen R c AXB.
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Existe un arco dirigido de x a y donde xe 4, ye B si xRy . Es usual representar los
digrafos de manera geométrica. Los nodos o vértices esto es los elementos de 4 y B se
representan por pequefios circulos en el plano. Un circulo por .cada nodo. aRb se
representa por una flecha que va del nodo que representa a el nodo que representa b .
Los arcos que tienen como origen y destino el mismo nodo se llaman autolazos.

Del grafo de la relacion se pueden comprobar facilmente algunas propiedades.

i.  reflexividad: todos los nodos tienen autolazos.
ii.  irreflexibilidad: no existen autolazos.
iii.  simetria: todos los arcos son bidireccionales.
iv.  transitividad: dada una trayectoria, existe un arco que va del origen al destino
de la trayectoria.
v. antisimetria: dado un arco (a,b) de la relacién, donde a y b son nodos

diferentes, el arco (b,a) no pertenece a la relacion.

Ejemplo B.1. Sea R={(L1),(2,2),(3.3).(1,2),(1,3),(4,1)}. La figura b.1 muestra el

digrafo de la relacion anterior.

Figura B.1: Digrafo de la relacién R.

La relacién del ejemplo anterior es reflexiva dado que todos los nodos tienen
autolazo. No es simétrica dado que no hay arcos que unan dos nodos y vayan en
direccion contraria. La relacion tampoco es transitiva dado que para arcos consecutivos
no hay un arco que una el primer nodo con el Gltimo.
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B.2.1 Relacién de Equivalencia

Las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden son dos clases de relaciones
que aparecen en el estudio de paralelismo.

Sea S un conjunto y S, cS, i=l,..,m. Los conjuntos S, i=1,..,m son una

particiéon de S si US,=S y §nS,=D para i#j. Sean {S,} y {S,} dos

=1

particiones del conjunto S. Si para toda S; existe S; tal que S gS} entonces decimos

que {S;} es una particién mas fina que {S,} de S y que {Si

,} es una particion mas

tosca que {S,} de S.

Ejemplo B.2. Sean S={1,2,3,4,5,6,7,8}, S, ={1,3,5}, S,={7,8} y S,={2,4,6}. Se
tiene que S=S,US,US; y §NS,=0. §NS;=D,y S,NS; =0 De lo anterior

se tiene que S, S, y S, son una particion de S
]

Una relacion de equivalencia es una relacion que es reflexiva, simétrica y transitiva.
Sean S un conjunto y R una relacion de equivalencia en S Definimos

[a], = {x| aRx}, [a], es la clase de equivalencia de a bajo R. a es un representante
de [a] .- Los siguientes lemas nos indican que una particién de un conjunto S induce

una relacién de equivalencia y viceversa, una relacién de equivalencia en un conjunto
S define una particion de éste. Estos lemas tienen miltiples aplicaciones en ciencia e
ingenieria.

Lema B.1. Sea R una relacién en el conjunto S. Los conjuntos [a], para ae S

constituyen una particion del conjunto §
|

Lema B.2. Dada una particiéon S, i=1,...,n del conjunto S y la relacién R tal que

xRy siysoélosi x,y€ S, se tiene que la relacion R es una relacion de equivalencia.
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Sean R y R’ dos relaciones de equivalencia definidas en el conjunto 4; Si
Va,be A (aRb=> aR’b) se dice que la relacién R esti contenida en la relacién R’

Lema B3. Sean R y R’ relaciones de equivalencia definidas en A. Si
Va,be A (aRb=> aR’b) entonces la particién formada por las clases de equivalencia

de R es mas fina que la clase de equivalencia de R’

B.2.2 Relacion de Orden

Una relacién de orden parcial definida sobre un-conjunto es una relacion binaria que
es antisimétrica y transitiva. Es parcial porqué no todos los elementos del dominio son
comparables. Las relaciones de orden parcial son de suma importancia en el estudio de
concurrencia y paralelismo en base de datos, sistemas distribuidos y en pruebas de
terminacion de programas. Aqui se esta especialmente interesado en el uso de ordenes
parciales para modelar ciertos programas paralelos y como fundamento para construir
calendarizadores.

Dos tipos de orden parcial que es convenientemente distinguir son: orden parcial
reflexivo y orden parcial irreflexivo. Una relacion es un orden parcial reflexivo si y
sélo si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Una relacion es un orden parcial
irreflexivo si y solo si es irreflexiva y transitiva. Una relacion de orden parcial reflexiva
también se llama relacion de orden parcial débil y una de orden parcial irreflexiva se
dice de orden parcial estricto. Note que si una relacioén es irreflexiva y transitiva
entonces es antisimétrica y que existen relaciones de orden parcial que no son ni
irreflexivas ni reflexivas. Un orden total es un orden parcial reflexivo donde ocurre
que, todos los elementos de S son comparables x, ye S son comparables si sucede
que xRyvyRxvx=y En un orden parcial no todos los elementos de S son

comparables.

Ejemplo B.3. A continuacion se define una relacion entre vectores de dimension n.
Sean los vectores i = (i,,...,i,) Y j=(J5--sJ,), larelacion i < j se define como:

i<jei <j, para k=1,..,n
La relacién es un orden parcial y no es reflexiva. De manera similar se pueden definir

S -y =
n
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Sea R una relacién de orden parcial en el conjunto S, un conjunto parcialmente
ordenado, llamado también copo, es la pareja ordenada (S,R). Un copo es estricto o

débil si la relacion que lo define es respectivamente estricta o débil.

La clasificacién topolégica de un copo finito irreflexivo (S,R) es una relacién de

orden total, R,, en el conjunto S tal que si xRy entonces xR,y. Observe que la

clasificacion topolégica de un copo irreflexivo preserva el orden parcial del copo, es
decir, que la clasificacion topoldgica es una extension del orden parcial del copo. Lo
anterior se expresa diciendo que el orden parcial estd embebido en el orden total.
Notamos que al clasificar topolégicamente los vértices ¥ de un conjunto sobre el que
se define la relacion R implicitamente se construye una biyeccion

t:V >{0,1...,|V|-1} tal que para todo uRv se satisface que 7(u)<7(v). No se

requiere que la relacion R sea transitiva. Se dice que un copo irreflexivo se clasifica
topolégicamente cuando se obtiene una clasificacion topolégica de él. Dado un copo
irreflexivo, su orden topoldgico en general no es unico. Cuando los elementos del
conjunto de un copo irreflexivo son operaciones que se requieren realizar y la relacién
de orden es una relacién de precedencia, un orden topolégico de la relacién proporciona
una manera de ejecutar secuencialmente las operaciones sin violar las relaciones de
precedencia. Por otro lado las operaciones del copo estricto que no son comparables se
pueden ejecutar en paralelo. Por ahora suponemos que las operaciones toman un tiempo
unitario en ejecutarse.
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Ejemplo B.4. Se ilustra el concepto de clasificacion topoldgica. Consideramos el grafo
de la figura b.2 que muestra dos grafos, el segundo es una clasificacién topolégica del
primero. El segundo grafo se ha dibujado tal que todos estan colocados
horizontalmente. Note que todos los arcos van dirigidos de izquierda a derecha. Los
arcos punteados se le agregan al primer grafo para obtener el segundo.

a) Grafo dirigido.

b) Orden topoldgico del grafo.

Figura B.2: Grafo y su orden topolégico.

200



Sea G=(V,E) un grafo dirigido. Una trayectoria de G es una secuencia
€y€,..€, k20 tal que e €V y (e,e,)eE, i=0, k—1. k es la longitud de la
trayectoria. La trayectoria mds larga también se llama trayectoria critica. Un grafo
puede tener mas de una trayectoria critica. El tamaiio de una trayectoria es igual a su
longitud més uno. Un ciclo es una trayectoria que se inicia y termina en el mismo nodo.
Una trayectoria simple es una trayectoria que no tiene vértices repetidos. Un grafo

dirigido sin ciclos se llama grafo dirigido aciclico o dag. De la definicién se tiene que
un dag es una relacién irreflexiva. Mas adelante usamos los dags como modelos de

programas. Sea el grafo dirigidko G=(V,E) ‘su grafo inverso es el grafo
G"=(V,{(u,v)|(v,u)e E}) Es decir, que G™' se obtiene de G invirtiendo la

direccion de sus aristas.

Lema B.4. El grafo de una relacion de orden parcial estricto es un grafo dirigido
aciclico.

Demostracion. Supongamos que el grafo de la relacion R de orden parcial estricto tiene
un ciclo el cual denotamos como ee,,...,e,€, . De la propiedad de transitividad se tiene

que e,Re;, e,Re, y eyRe,, lo cual viola la propiedad de irreflexibilidad y es una

contradiccion.
|

En general un grafo dirigido aciclico no es el grafo de una relacién de orden parcial
estricto, para que esto suceda el grafo debe ser transitivo. Asi se tiene:

Lema B.5. Un grafo dirigido aciclico y transitivo es el grafo de una relacion de orden
parcial estricto.

Demostracion. Por hipbtesis el grafo dirigido aciclico es irreflexivo y transitivo asi que
s6lo resta demostrar que es antisimétrico. Supongamos que aRb, bRa y a#b, es decir,
no es antisimétrica. De aqui se sigue que hay una trayectoria de a hacia b y una de b
hacia a, estas dos trayectorias forman un ciclo lo cual estd en contradiccion con el
hecho de que el grafo es aciclico. Es decir, que el grafo es antisimétrico.

]

De los resultados anteriores se tiene que la cerradura transitiva de un dag es una
relacién de orden parcial estricto. De ahora en adelante todos los dags que consideramos
se suponen transitivos y no lo enunciamos explicitamente. En las figuras no dibujamos
los arcos que son una consecuencia de la transitividad de la relacién. El grafo de una

relacion de orden total es aciclico y se ve como una recta. Dado un dag (S, R) y xeS.
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P,(x)={y|ny b x¢y} y S, (x)={y|ny y x¢y} se llaman respectivamente el
conjunto de los predecesores de x y el conjunto de los sucesores de x. Si yRx y no

existe w tal que yRw y wRx entonces y es un predecesor inmediato de x y x un
inmediato sucesor de y. x es elemento minimal de (S,R) si Vye R se tiene que xRy
0 xyy no son comparables, es decir, x es minimal si no existe ze S tal que zRx y
z# x. Otra manera de expresar lo mismo es: x es elemento minimal si P,(x)=9.

Nodo de entrada o nodo superior son otros nombres que se usan para designar un
elemento minimal. x es un elemento maximal de (S,R) si Vy se tiene que yRx o

xy y no son comparables, es decir, que x es maximal si no existe z tal que xRz y
z # x . Otra manera de expresar lo mismo es: x es un elemento maximal si S, (x)=9.

Nodo de salida o nodo inferior son otros nombres para designar un elemento maximal.

Un copo puede o no tener maximales y minimales y si existen ambos pueden ser
multiples. Se puede dar el caso que un minimal también es maximal. Si la relacién de
orden de un copo es total a lo maximo se puede tener un méaximal y un minimal.

Lema B.6. Todo dag finito G =(S,R) tiene al menos un elemento minimal y un

elemento maximal.

Demostracion. Si existe un xe S tal que P.(x)=@ entonces x es un elemento
minimal. Sea x tal que P.(x)# O, si yRx por la propiedad de transitividad de R se
tiene que P, (y)c P.(x). Dado que R es antisimétrica se tiene que de yRx y x#y
entonces x& P, (y) y por lo tanto P.(y)c P.(x). Si P.(x)# D entonces existe y tal
que P.(y)< P.(x) y dado que S es finito se tiene que |P, (y)l <|Pr (x)l Del principio
del buen ordenamiento existe z€ S tal que P.(z) tiene tamafio minimo. No existe
P.(y) tal que lPr ( y)| < |P, (z)| lo cual implica que z es un elemento minimal.

Lema B.7. Sea G =(S,R) un dag finito. Toda trayectoria critica 4. de G empieza en

un nodo minimal y termina en un nodo maximal. La demostracién del lema b.7 por
contradiccion es directa.

x es un elemento minimo del copo (S,R) si para todo ye S, x# y se tiene xRy. x

es un elemento maximo del copo (S,R) siparatodo ye S, x# y se tiene que yRx.
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Teorema B.1. Un grafo dirigido finito G =(S,R) es aciclico si y s6lo si existe al

menos una clasificacion topolégica de él.

Demostracion. Inicialmente demostramos la condicién de suficiencia. Es por induccién
en, n, el nimero de elementos del conjunto S. Para n=1 la clasificacién topoldgica de
§ es la relacion de orden original. Ahora suponemos que la hipdtesis es cierta para n y
efectiamos la demostracién para n+1. Dado que G es aciclico existe al menos un

elemento minimal de S, sea s, uno de éstos y definamos el conjunto S’ =S —{s,} . Por

hipotesis para S existe un orden topolégico, el cual denotamos por R Ahora
definimos aR"b si y s6lo si aR'b o a=s,. R" es una extensién de R. R” como se
puede comprobar es un orden topolégico. Es decir, la hipétesis es cierta para conjuntos
con n+l elementos. Ahora demostramos la condicion de necesidad y es por
contradiccién. Suponemos que G es un grafo ciclico. Sea 0,,0,,0,,...,0,,0, un ciclo de

G En un ordenamiento topolégico o,,, aparece después de o,, i=0,...,k—1, esto se
debe a que o,Ro,,,. Lo anterior implica que o,Ro,, es decir, que en un ordenamiento
topologico o, precede a o,, también se tiene que o,Ro,, es decir, que en el mismo

ordenamiento o, precede a o, lo que es una contradiccion.
|

Notamos que la primera parte de la demostracion puede ser usada para implementar
un algoritmo recursivo que encuentra un orden topoldgico a partir de un orden parcial
irreflexivo de un copo irreflexivo. Un subconjunto C del conjunto S del copo

irreflexivo (S, R) es una cadena si para u,ve C se tiene que ¥ y v son comparables,

es decir, todos los elementos de una cadena son comparables. Mas formalmente

a,

—

i=l,...,k es una cadena de (S,R) si €S y a#a;, a;<a; para

| dEe

. Note que una cadena es una trayectoria del copo. La restriccion

de la relacnon R a los elementos de la cadena C es un orden total. Los nodos de
cualquier trayectoria en el copo irreflexivo constituyen una cadena. Dada una
trayectoria en un copo irreflexivo, una cadena puede contener un subconjunto de los
nodos de la trayectoria, el subconjunto no es necesariamente propio. Un subconjunto ﬁ,'

del conjunto S del copo irreflexivo (S,R) es una anticadena si para u,ve C se tiene

que u# y v no son comparables, es decir, los elementos de una cadena no son
comparables. La cardinalidad de una cadena o anticadena se llama su longitud. Una
cadena, o anticadena, de un conjunto es maximal si no es subconjunto propio de otra
cadena, o anticadena, del conjunto. El ancho de un grafo G es la longitud de su
anticadena més grande, el largo de un grafo G es la longitud de su cadena més grande.
Si interpretamos los nodos como operaciones y la relacion R como una relacion de
precedencia entre ellas entonces, el tiempo mas corto de ejecucion tiene al menos el
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largo del grafo. Si el tiempo de ejecucion fuése menor que la longitud de una cadena
entonces dos operaciones que estan en relacién de precedencia se tendrian que ejecutar
simultaneamente violando asi el orden de la relacién. El maximo numero de
procesadores que se necesitan para ejecutar las operaciones de un grafo no exceden su
ancho.

Ejemplo B.5. Los siguientes grafos muestran las anticadenas maximales de un grafo y
algunas cadenas del mismo. S, ={a,b}, S, ={c,d,e}, S,={f.g.hi}, S,={j.k1} y

S, ={m} son anticadenas maximales y son una particién del conjunto de vértices del
grafo. S, ={a,c,g,k,m} es una cadena maximal y S,={b,d,f,j}, S,={e,h} y
S, ={i,1} son cadenas. Las cadenas son una particién del conjunto de vértices del grafo.

El ancho del grafo es cuatro y el largo es cinco.

a) Anticadenas.
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b) Cadenas.
Figura B.3: Anticadenas y cadenas de un grafo.
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A continuacién mostramos que las anticadenas de un conjunto parcialmente
ordenado no vacio y finito constituyen una particién del conjunto. Si los nodos
representan operaciones entonces todas las operaciones de una anticadena se pueden
ejecutar en paralelo.

Teorema B.2 (de la descomposicién en anticadenas). Sea S un conjunto no vacio y
finito que es parcialmente ordenado por la relacién irreflexiva R . Existe una particién

S, Sy, ..., S, de S donde n es el largo del grafo (S, R) las S, satisfacen que:

i. cada S; es una anticadena maximal, i=1, ..., n,
ii.  para1<i<j<n,no existen elementos en S; con un predecesor en S,

ili.  para 1<i<n, todo elemento en S; tiene al menos un predecesor inmediato en

S, .

Demostracion. Sea S) el conjunto de elementos minimales de S, S, el conjunto de
elementos minimales de S —S, y asi para los otros S;. Por construccion es directo que
los S;, i—1, ..., ncumplen con la propiedad ii. Ahora demostramos por contradiccion
que S; cumple con la propiedad iii. Si un elemento de S; no tiene predecesor en S,
entonces por construccion el elemento debe pertenecer a uno de S, para k< j-1 lo
cual contradice la hip6tesis de que pertenece S;. Ahora demostramos que los elementos
S, son una anticadena, sean s yf€ S; y syt son comparables tal que se cumple sRt,
por lo tanto s y ¢ no pueden ser elementos minimales de S; en contradiccién con la
hipétesis de que S; esté formado por elementos minimales. Ahora de la construccién se
sigue que las S; son conjuntos maximales. Note que por construccién S; no tiene
predecesores en S y los predecesores de S; estdanen S, U...US, |

Otra manera de definir S; es:

S, = {x es | una trayectoria de tamafio / termina en x}
|

De los conjuntos S; se pueden construir una clasificacion topolégica como sigue: los
elementos de S; preceden los de S, si i<j y los elementos de S, se ordenan

arbitrariamente.

Sea el dag G=(S,R). El conjunto S es un conjunto de operaciones y R es una

relacion de precedencia entre operaciones, también corresponde a una trayectoria de
datos entre las operaciones. Este dag modela el comportamiento de un secuenciador que
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controla miltiples unidades funcionales o elementos procesadores. Una clasificacién
topoldgica proporciona una ejecucion secuencial de las operaciones del dag. El
problema de decidir a que tiempo se ejecuta cada operacién respetando las restricciones
del orden parcial se llama calendarizacién de operaciones. La clasificacion topolégica
es un calendarizador secuencial de las operaciones donde se tiene un solo elemento
procesador y se ejecuta una sola operacién a la vez. Un calendarizador que logra el
tiempo mas corto de ejecucién y el maximo paralelismo, es ¢l calendarizador libre. El
calendarizador libre despacha como sigue:

while(S # Q)
{

ejecuta los elementos minimales de S;
S = § —elementos minimales de S;

}

Listado B.1: Calendarizador libre.

El calendarizador libre supone que no hay restriccion en el nimero de elementos
procesadores. Notamos que para el S inicial, los elementos iniciales de S vienen dados
por la anticadena S, del teorema b.2; de la misma manera los elementos minimales de

S§-8,,-S8;,—...—8, viene dado por la anticadena S,. Es decir, que el programa
calendariza las operaciones de la anticadena S; al tiempo i—1. En situaciones reales

puede suceder que no se tenga el nimero de elementos procesadores que requiere el
calendarizador libre. En este caso se requiere disefiar un calendarizador que sélo use los
elementos procesadores disponibles y que tenga el tiempo de ejecucién de las
operaciones mas corto. El disefio del calendarizador es equivalente a encontrar una
relacion de equivalencia R” donde R’ es una extension de R. Para la ejecucion de

(S,R’) se requiere a lo més los elementos procesadores existentes.

Corolario B.1. El tiempo necesario para ejecutar todas las operaciones de G = (S, R)

un copo estricto es igual a la longitud de la trayectoria mas larga de G . todo bajo el
supuesto que se tiene un niimero no limitado de procesadores.
|

En la demostracion del teorema de la descomposicion en anticadenas se muestra un
algoritmo, llamado calendarizador libre, que nos permite encontrar una secuencia de
anticadenas maximales que constituyen una particion de un conjunto parcialmente
ordenado y que no se requiera mas que n pasos del calendarizador libre si la trayectoria
critica tiene tamafio 7 . Todos los elementos de una anticadena se despachan a ejecucion
al mismo tiempo. El calendarizador asi construido despacha una operacion tan pronto

como es posible, esto es en cuanto las operaciones predecesoras de la operacién han
terminado su ejecucion.
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